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Palavras chave: Neutralizador de vibragao nao linear, sistemas continuos, rigidez
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Resumo - Uma solugdo para reduzir a vibragdo em uma estrutura primaria é uti-
lizando neutralizadores dinamicos de vibracao. Estes dispositivos sao utilizados para o
controle passivo de vibragao, e sao geralmente sintonizados na frequéncia de uma forca
harmonica externa. Sao compostos por uma massa auxiliar e um sistema de suspensao,
com elementos de rigidez e amortecimento. Estes elementos podem ser configurados de
forma nao linear, com o objetivo de melhorar a eficicia do mesmo no que diz repeito
a atenuacao de vibracao. Esta dissertacao de mestrado versa sobre a aplicacao de uma
metodologia capaz de modelar sistemas mecanicos discretos e continuos lineares com
o acoplamento de um neutralizador dindmico nao linear. As fungdes de resposta em
frequéncia sao obtidas considerando uma aproximacao pelo método do balanco harmo-
nico de primeira ordem, e diferentemente dos métodos tradicionais, as equagoes de mo-
vimento sao calculadas assumindo uma forca de excitacao exponencial complexa, assim
como as variaveis de deslocamento sao expandidas em componentes reais e imaginarias,
e resolvidas utilizando o método da continuagdo no PyDSTool (Pacote do Python). O
comportamento dindmico das estruturas sao apresentadas através da magnitude da fun-
¢do de receptancia, comparando as respostas com as da estrutura com o uso de um
dispositivo auxiliar linear, para observar a mudanca da frequéncia linear sintonizada. A
partir das respostas dindmicas, observou-se que a alteragao do coeficiente nao linear da
rigidez do nNDV, provocava uma mudanca da frequéncia linear sintonizada, sendo esta
mudanca maior com o uso de uma mola do tipo hardening do que em uma mola do tipo

softening.



ALMEIDA, A.C., INFLUENCE OF NONLINEAR STIFFNESS IN THE DESIGN ON
VIBRATION NEUTRALIZERS, Engineering College of Bauru, UNESP - Sao Paulo

State University, 2022, 81 p., Dissertation (Master’s degree).

Keywords: Vibration neutralizer, continuous systems, nonlinear stiffness

Abstract - The solution to reduce vibration in a primary structure is to use dyna-
mic vibration neutralizers. These devices are used for passive vibration control, and are
generally tuned to the frequency of an external harmonic force. They are composed of
an auxiliary mass and a suspension system, with stiffness and damping elements. These
elements can be configured in a nonlinear way, in order to improve their effectiveness
in terms of vibration attenuation. This master’s thesis deals with the application of
a methodology capable of modeling linear discrete and continuous mechanical systems
with the coupling of a non-linear dynamic neutralizer. The frequency response functions
are obtained considering an approximation by the first-order harmonic balance method,
and unlike traditional methods, the equations of motion are calculated assuming a com-
plex exponential excitation force, just as the displacement variables are expanded into
components real and imaginary, and solved using the continuation method in PyDSTool
(Python Package). The behavior dynamics of the structures are presented through the
magnitude of the receptivity function, comparing the responses with those of the struc-
ture with the use of a linear auxiliary device, to observe the change of the tuned linear
frequency. From the dynamic responses, it was observed that the change in the nonli-
near coefficient of the stiffness of nDVN, caused a change in the tuned linear frequency,
this change being greater with the use of a spring of type hardenig than with a spring

of type softenig.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Este capitulo de introducao apresenta os aspectos gerais sobre sistemas nao line-
ares, especificamente utilizando nao linearidade em neutralizadores. Também aborda
as principais caracteristicas do isolamento de vibracdes. E apresentado um histérico e
uma revisao bibliografica, com uma visao geral sobre controle passivo de vibracao. A

justificativa e os objetivos deste trabalho também sdo apresentados neste capitulo.

1.1 Introducao ao Problema

O controle de vibragoes feito de forma efetiva é uma questao importante para atender
aos requisitos de alta precisdo, seguranga e estabilidade das estruturas (JING; VAKA-
KIS, 2019). Sua anélise e seu projeto tém sido tratados através do uso de isolamento
passivo de vibragao (WU et al., 2015).

Segundo Ma, Bi e Hao (2021), o controle passivo de vibragdo pode ser agrupado
nas categorias: dissipador de energia (DE), absorvedor dindmico de vibragao (ADV) e
neutralizador dindmico de vibragao (NDV).

Os dissipadores de energia (DE’s) sdo especificamente dispositivos de controle de
vibragao, com o principio basico de converter a energia cinética em calor e assim re-

duzir as vibragoes estruturais. Podendo ser subdivididos de acordo com as diferentes
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formas de dissipacao (amortecedores de rendimento metalico, amortecedores de atrito e
amortecedores viscoelasticos).

Uma das estratégias do controle de vibragao é o isolamento, que possui a premissa
de que a estrutura pode ser desacoplada ou isolada de perturbagoes severas, protegendo
as estruturas de perigos (IBRAHIM, 2008). Ao introduzir um isolador, a frequéncia fun-
damental da estrutura isolada pode ser efetivamente deslocada da frequéncia dominante
de perturbacao externa, e as vibragoes e forcas transmitidas podem ser atenuadas.

Um sistema de controle passivo pode ser composto por uma variedade de materiais e
dispositivos (por exemplo, amortecedor, mola e massa, etc.) podendo gerar uma forga de
controle em resposta ao movimento estrutural, sem requer fonte de alimentacao externa
(MA; BI; HAO, 2021). Os sistemas de controle ativo, semiativo e hibrido geralmente
consistem em dispositivos de forca controlaveis, sensores e controladores.

Embora os sistemas convencionais de controle de vibragao passivo (ADV, NDV, DE’s
etc) tenham demonstrado ser eficazes e amplamente aplicados na prética, ainda existem
algumas limitagoes inerentes. Por exemplo, a eficacia de controle do ADV ou do NDV
é altamente dependente da razao de massa, ou seja, a razao entre as massas fisicas das
estruturas secundarias (auxiliares) e primarias. De um modo geral, uma grande massa
auxiliar é necesséaria para alcancar o desempenho de controle desejado.

De acordo com Chong, Wu e Li (2022), para solucionar os problemas existentes
no referido controle de vibracao, os pesquisadores passaram a focar no estudo da nao
linearidade em sistemas mecanicos. Alguns pesquisadores descobriram que a introducao
de nao linearidade em algumas estruturas pode efetivamente melhorar o desempenho do

isolamento de vibragdo (HUANG et al., 2014).

1.2 Revisao Bibliografica

A revisao bibliografica a respeito do controle de vibracao, nao linearidade e sistemas

continuos unidimensionais, tem o objetivo de mostrar alguns aspectos relevantes para
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o entendimento da pesquisa. E apresentada os principais trabalhos e os respectivos
autores, onde sao apresentados seus estudos referentes ao uso de neutralizadores de

vibragoes, incluindo nao linearidade de rigidez cubica, o foco principal deste trabalho.

1.2.1 Controle de vibracao

Neutralizadores dindmicos de vibragoes (NDV’s) sao dispositivos construidos a partir
de sistemas ressonantes, utilizados no controle passivo de vibracao. De acordo com Aiello
e Gatti (2017) os NDV’s sdo tipicamente compostos por uma massa auxiliar, presa a
uma estrutura hospedeira vibratoria através de um sistema de suspensao, com elementos

de rigidez e amortecimento conforme a Figura 1.1.

NDV
]

Estrutura
Primaria

Fonte

Figura 1.1: Modelo simplificado de uma estrutura com neutralizador acoplado.

Estes dispositivos sao utilizados para reduzir a vibragdo em uma estrutura primaria e
estao geralmente sintonizados na frequéncia de uma forga harmonica externa, conforme
mencionado por Howard (2012), no estudo de neutralizadores de vibragdo adaptativos-
passivos. Nao é possivel estudar sobre estes dispositivos sem mencionar Frahm, res-
ponsével por patentear o primeiro NDV (FRAHM, 1911), que entao foi investigado por
Hartog e Ormonroyd (1928). O ADV ¢é um dispositivo semelhante, mas a frequéncia de
sintonia alvo é uma ressonancia da estrutura primaria.

Segundo Gao et al. (2021) os absorvedores de vibragdo podem absorver energia de

vibragao, e reduzir a amplitude de vibragdo do sistema primério. Um absorvedor de
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vibragao ajustado adaptativamente (ATVA) pode rastrear a frequéncia dominante da
excitagao externa e reduzir a amplitude da resposta de vibracao do sistema primario
sob excitacao externa de frequéncia variavel. Um neutralizador de vibracao, é usado
para reduzir a vibragdo da estrutura com uma excitacao particular de frequéncia, e
normalmente tem baixo amortecimento para fornecer a maior atenuacao de vibracao.

Neutralizadores e absorvedores de vibragao sao dispositivos que se enquadram na
classe de sistemas de massa auxiliar. Os NDV’s sao conhecidos também como amortece-
dores de massa auxiliares, constituem uma classe amplamente utilizada de dispositivos
de vibragao para estruturas excitadas dinamicamente. No entanto, um dos problemas
inerentes a aplicagao de um NDV | é o movimento relativo excessivo, que a massa auxiliar
sofre em certas frequéncias de excitagdo (MASRI; CAFFREY, 2020).

Segundo Brennan e Gatti (2012) é desejavel que a frequéncia de ressonéncia, seja
o mais alto possivel, de modo que o sistema seja tolerante a desajustes. Isso significa
que se houver uma mudanca na frequéncia excitacdo ou uma mudanca na frequéncia
sintonizada, a frequéncia de excitagdo nao se aproxima da frequéncia de ressonéancia, o
que poderia resultar em uma alta amplitude de vibragao da estrutura primaria. Para
alcancar uma grande frequéncia de ressonancia, com um neutralizador linear é necessario
uma grande razao de massas, que em muitos casos pode ser indesejavel.

Quando o sistema primario com a adi¢cao do sistema auxiliar operam em condicao
de sintonia, o sistema auxiliar acaba submetido a uma quantidade de energia. Isso pode
fazé-lo experimentar intensas amplitudes de vibracao, levando-o a gerar ruidos, falhar
ou quebrar (BuiCHNER, 2017). O projeto desse sistema auxiliar tem como uma etapa
principal o processo de sintonizacao, onde consiste na sintonia da frequéncia natural do
neutralizador com a frequéncia natural ou de excitagao, do sistema primario.

A questdao é que o componente responsavel pela dissipacao de energia, ou seja, o
amortecedor, e o responsavel pelo armazenamento da energia potencial elastica, a rigidez,
podem ser configurados de varias formas, incluindo uma configuragao nao linear, visando

melhorar o desempenho no que diz respeito a atenuacao de vibragoes.
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De acordo com Qian e Zuo (2021), os absorvedores de vibragoes nao lineares tém sido
extensivamente investigados para controle passivo de vibragoes e isolamento de movi-
mento, fato este que ocasiona o estudo de diferentes formas para a resolucao das equagoes
nao lineares envolvidas, proporcionando a criagdo de uma variedade de metodologias.

Visto que a rigidez nao linear é comumente usada como uma alternativa na alteracao
da razao de massa. A subsecao a seguir investiga o comportamento da rigidez nao linear,
sendo utilizada como uma alternativa para melhorar a eficicia dos NDV’s, sem alterar

a razao de massas ou aumentar o amortecimento

1.2.2 Isoladores de vibracao nao linear

Segundo Ibrahim (2008), a teoria de isoladores de vibragao nao linear testemunhou
desenvolvimentos significativos, devido as demandas urgentes para a protecao de insta-
lagOes estruturais, reatores nucleares, componentes mecanicos e instrumentos sensiveis
de movimento do solo sismico, choques e cargas de impacto.

Segundo Brennan e Gatti (2012), o uso da nao linearidade no neutralizador dindmico
de vibragoes pode melhorar a sua eficacia, assumindo que a frequéncia de excitagao
harmonica estd bem acima da frequéncia ressonante da maquina, a qual o neutralizador

estd ligado, conforme a Figura 1.2.
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Figura 1.2: Modelo simplificado de maquina com neutralizador acoplado. (a) Modelo
completo; (b) modelo de alta frequéncia.

Fonte: BRENNAN; GATTI (2012)

O artigo de Tang et al. (2016), descreve a caracterizagao de um absorvedor utilizando
um novo procedimento experimental, em que o método de estimativa é baseado em um
teste de vibracgao livre, apropriado para um dispositivo levemente amortecido, conforme

a Figura 1.3.

(a) i
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DAEL I 525 I NS

Brass plate

Figura 1.3: Desenho do absorvedor de vibra¢ao nao linear. (a) vista de planta (b) vista
de elevagao, com x como deslocamento da massa; as propriedades materiais da placa
circular fina de latao sdo: densidade p ~ 8500kg/m?, e médulo de Young E ~ 110G Pa.
(Todas as dimensoes estao em mm.)

Fonte: TANG et al., (2016)

Outras pesquisas, estudam os efeitos benéficos da nao linearidade da rigidez geomé-

trica (GATTIL; BRENNAN; TANG, 2019). H4 estudos onde se investigou o comporta-
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mento dindmico de um sistema especifico de dois graus de liberdade, onde o sistema nao
linear nao afeta a vibragao do sistema linear forcado (GATTI; KOVACIC; BRENNAN,
2010).

De acordo com Noél e Kerschen (2017), o estudo de sistemas nao lineares é um vasto
campo de pesquisa, que atualmente atrai muita atencao da comunidade cientifica. A
investigacao da nao linearidade cubica em neutralizadores de vibracoes vem ganhando
grande atengao, como uma alternativa para melhorar a eficdcia do dispositivo (BREN-
NAN; GATTI, 2012).

Estes componentes possuem importancia também na industria automotiva conforme
Gao et al. (2019), que investigou a aplicagdo de absorvedores de vibragao sintoniza-
dos adaptativos (ATVA’s) para powertrains automotivos levemente amortecidos. Para
isso, realizou uma anélise de vibracao de um sistema de trem de forca, equipado com
transmissao de dupla embreagem do eixo secundario duplo, incluindo uma avaliacao de
frequéncia natural e estudos de sensibilidade. Neste contexto, fica evidente a necessidade
de encontrar formas mais eficazes para o controle de vibragoes excessivas e indesejadas.
Consequentemente tém-se uma busca por diferentes métodos para resolucao das equa-
¢Oes que governam o comportamento dos sistemas.

Diante da contextualizacao apresentada, o estudo do comportamento da nao lineari-
dade de rigidez é de grande importancia. O presente trabalho concentra-se na classe de
rigidez nao linear do tipo ctbica, onde o coeficiente de rigidez nao linear produz uma

forca restauradora cubica, que pode ser definida conforme a Equacao 1.1

F, = Az +43A2°%, (1.1)

onde Fj é a forca restauradora na mola, z é o deslocamento relativo entre os termi-
nais da mola, 7; e 73 denotam os coeficientes de rigidez linear e nao linear na forma
adimensionalisada, respectivamente. Dois casos podem ser considerados dependendo se

v3 > 0 ou v3 < 0. O primeiro caso, onde 3 > 0, é chamada de mola de endurecimento
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(hardening) porque a mola se torna mais rigida a medida que o deslocamento aumenta.
Para o caso em que v3 < 0, a mola se torna mais macia a medida que o deslocamento
aumenta, conhecido como mola de amolecimento (softening).

Por motivos apenas ilustrativos, e para tornar a comparac¢ao mais visual entre as duas
principais configuracoes para uma mola de rigidez cuibica, é possivel plotar o diagrama
desse comportamento em ambos os casos, ou seja, a variacdo da forga restauradora Fj,

em funcao da deformacao Az, como mostrado na Figura 1.4.

10 ‘ ‘
——Linear
8t Softening g
——Hardening
6
4
2
Z
\; 0
£

Figura 1.4: Variacao da forca restauradora Fj contra o deslocamento Az quando v, =
IN/m e 73 = 0,056N/m? (curva vermelha), quando v, = 1N/m e 43 = —0,05N/m?
(curva verde) e quando v; = 1N/m e v3 = ON/m3 (curva azul).

Observe que para o caso da mola de amolecimento (softening), a rigidez equivalente
do sistema torna-se negativa para grandes valores de deformacgao, com isso o sistema

torna-se estaticamente instavel, fato este que torna o estudo destas molas mais com-
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plicado. O intervalo em destaque pelo sombreamento é conhecido como a area onde a
rigidez estatica da mola linear é igual a da mola nao linear.

Este trabalho se concentra em uma classe de sistema dindmico discreto com nao
linearidade do tipo cubica acoplado em um sistema discreto linear com multiplos graus
de liberdade e em um sistema continuo linear unidimensional. Sendo assim, ainda
neste contexto, conforme revelado a importancia do assunto em questao, e inspirado nas

potencialidades, a se¢ao a seguir diz respeito aos sistemas continuos.

1.2.3 Sistemas continuos unidimensionais

Segundo Ghayesh, Kazemirad e Darabi (2011), por muitos anos, as investigagoes
sobre a dinamica de sistemas continuos, como vigas, foram realizadas, pois esta classe
de sistema inclui varios dispositivos de engenharia e componentes de maquinas.

De acordo com Leissa e Qatu (2011) as estruturas como aeronaves, edificios, auto-
moveis, pontes, navios e maquinas sao complicadas de serem estudadas. Nesses casos,
devido a complexidade da geometria envolvida, as estruturas sao tipicamente retratadas
como sistemas continuos. A compreensdo do comportamento dos modelos continuos
relativamente simples pode ajudar na compreensao das estruturas mais complexas, seja
uma Unica parte dela, ou todo o corpo.

Entre os componentes fundamentais dos sistemas continuos estdo as barras, classi-
ficadas por possuirem uma dimensao (comprimento), consideravelmente maior que as
outras duas (largura e espessura). Nisso, as barras compartilham a mesma defini¢ao de
viga com apenas uma distin¢ao: a direcao do movimento. O movimento nas vigas é na
dire¢do transversal, e nas barras, o movimento ¢ em uma dire¢ao longitudinal.

Vigas sao elementos estruturais deforméveis usados em engenharia civil, elétrica,
mecanica, oceanica e espacial. Sua grande aplicacdo se deve ao fato da sua grande

capacidade de representar estruturas complexas ou ser uma parte principal no estudo

de sensores (KLODA; LENCI; WARMINSKI, 2020). Elas sdo um dos elementos bé-
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sicos de interesse tedrico em mecanica aplicada, podendo ser modeladas por diversas
metodologias.

Um dos primeiros trabalhos envolvendo vigas foi feito por Dowell (1980), que retrata
a influéncia de um sistema nao linear massa-mola, nas vibra¢oes de uma viga simples-
mente apoiada. Posteriormente Birman Birman (1986), estendeu o estudo da vibragao
livre nao linear em vigas articuladas apoiadas por uma fundacgao elastica cibica nao
linear.

De acordo com (LEISSA; QATU, 2011), as suposi¢oes usuais de resisténcia dos ma-
teriais sao feitas para vigas com base nos deslocamentos transversais. Isso torna o
problema tanto matematica quanto fisicamente unidimensional, isto é, w depende de =,
mas nao de y ou z, logo com uma componente de deslocamento w = w(x,t). Assim,
o movimento da viga é completamente determinado pelo movimento de sua linha cen-
tral (a linha que une todos os centroides das segdes transversais), e w é definido mais
precisamente como o deslocamento da linha central para longe de sua posicao reta de
equilibrio.

No estudo da vibracao transversal em vigas, as equacoes de movimento podem ser

derivadas conforme a teoria de Euler-Bernoulli, aplicavel na anélise de vigas finas.

1.3 Justificativa

Devido a necessidade de diversos ramos da engenharia buscarem estudar a resposta
dindmica de sistemas nao lineares, é interessante o estudo da nao linearidade de um
neutralizador acoplado em sistemas discretos com multiplos graus de liberdade e em

sistemas continuos unidimensionais.
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1.4 Objetivos

O objetivo principal desse trabalho é analisar a aplicacdo de uma metodologia para
auxiliar a obtencao da resposta dinamica de uma estrutura priméria, com o acoplamento
de um neutralizador dindmico de vibragoes nao linear (nNDV). A estrutura primaria
pode ser um sistema discreto linear com multiplos graus de liberdades ou um sistema
continuo unidimensional linear. Deseja-se analisar a influéncia da rigidez ctbica do
neutralizador na resposta em frequéncia das estruturas primarias.

O objetivo pode ser dividido em quatro partes:

e Obter o modelo matematico dos sistemas discretos lineares com acoplamento de

um sistema discreto nao linear (neutralizador);

« Obter o modelo matematico dos sistemas continuos (barra em vibragao longitudi-
nal e viga em vibragao transversal) com acoplamento de um sistema discreto nao

linear (neutralizador);

e Desenvolvimento de rotinas computacionais para a obten¢ao da resposta em frequén-

cia pelo método da continuacao dos sistemas estudados;

o Avaliar a resposta dinamica dos sistemas, no que diz respeto ao desempenho do

nNDV utilizando uma mola softening e uma mola hardening.

1.5 Metodologia

Essa dissertagdo é baseada na metodologia apresentada por Tatzko e Jahn (2019),
onde é abordado a ideia de expandir a for¢a nao linear em variaveis reais e imaginarias.
Deste modo, as equacoes fundamentais dos sistemas também serao dadas pelo dominio
complexo em sua forma algébrica.

O trabalho apresenta o estudo da resposta em frequéncia de uma estrutura primaria,

definida como um sistema discreto linear e um sistema continuo linear unidimensional. A
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estrutura primaria esta sujeita a uma forca de excitacao harmonica, onde sao analisadas
as influéncias de um neutralizador com rigidez nao linear do tipo ctbica, acoplado aos
sistemas.

Dois casos para a anélise de sistemas discretos sao considerados, o primeiro com um
tnico grau de liberdade onde o neutralizador ¢ acoplado (Caso I). O segundo apresenta
dois graus de liberdade onde o neutralizador também ¢é acoplado (Caso II).

Para sistemas continuos, sao considerados dois tipos de estruturas, uma barra em
vibragao longitudinal e uma viga em vibracao transversal, engastados na extremidade
esquerda. Na extremidade livre é acoplado o neutralizador.

As equagbes de movimento dos sistemas continuos unidimensionais sdo encontradas
utilizando o método dos elementos espectrais. A resposta dindmica em todos os siste-
mas (discretos e continuos) é obtida fazendo uma aproximagao analitica pelo método
do balan¢o harmoénico de primeira ordem. Para resolver as equagdes diferenciais nao
lineares dos sistemas é utilizando o método da continuacao, que utiliza linguagem de
programacao Python, com o médulo PyDSTool.

Para analisar a influéncia do neutralizador em ambos os sistemas (discreto e conti-

nuo), é utilizada a magnitude da fungao de receptancia dB (dB ref. 1 m/N).

1.6 Estrutura da dissertacao

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: No capitulo 1 é apresentada
a revisao bibliografica com uma contextualizacao a respeito do assunto. O capitulo 2
apresenta os modelos matematicos dos sistemas discretos com o acoplamento do neutra-
lizador nao linear. Sao feitas as simulagoes dos sistemas onde sao analisadas as respostas
de receptancia com diferentes valores do coeficiente nao linear. O capitulo 3 apresenta
os modelos matematicos dos sistemas continuos unidimensionais. Neste capitulo sao
apresentados os modelos matematicos dos sistemas a fim de demonstrar a obtencao das

equagcoes de movimento sem e com o acoplamento do neutralizador nao linear, bem como
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as condigoes de contorno impostas. Sao feitas as simula¢oes dos sistemas continuos com
o neutralizador nao linear. As respostas de receptancia sao apresentadas com diferen-
tes valores do coeficiente nao linear. Por fim, as conclusoes finais sao apresentadas no

capitulo 4.
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Capitulo 2

SISTEMAS DISCRETOS

Este capitulo apresenta o estudo de sistemas discretos lineares com o acoplamento
de um neutralizador nao linear. O neutralizador apresenta nao linearidade do tipo
cubica de rigidez, contém um amortecedor viscoso e uma massa auxiliar. As equacoes
de movimento sdo obtidas por meio do método de equilibrio de forgas (Newton). Sao
mostrados os parametros dos sistemas.

As respostas em frequéncia sdao obtidas por meio do método da continuacdo no
ambiente PyDSTool (o apéndice A apresenta o funcionamento do método em questao).
Duas condigoes serao consideradas para as simulagoes. Alterando o pardmetro nao
linear 73, ou seja, utilizando uma mola do tipo hardening e uma mola do tipo softening,
com coeficientes v; > 0, 73 > 0 e 71 > 0, 73 < 0, respectivamente, comparadas com
a utilizacao de uma mola linear com coeficientes positivos que definem as equagoes de
deflexao da forga, ou seja (y; > 0, y3 = 0).

E importante mencionar que no estudo de neutralizadores de vibracées, o primeiro
parametro a ser considerado ¢ a relacao entre as massas, ou seja, a razao entre as massas
do sistema primario e do sistema auxiliar, isto é, u conforme mencionado por McGraw-
Hill (1957) e Meirovitch e Parker (2001).

Quanto maior é a massa auxiliar, maior sera a resolucao ou a forga de controle. Para

nao cair no erro conceitual de querer controlar um prédio adicionando outro acima, se
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adota a razdo de massas nos limites 0,1 < p < 0,25, sendo este conceito verificado
experimentalmente por Cruz et al. (2004) e Espindola et al. (2005). Logo essa restrigao
define uma proporgao entre os dois sistemas, onde o sistema auxiliar nao produzira alte-
racao significativa no sistema global, no quesito de massas, limitando assim o tamanho

do neutralizador de vibragoes.

2.1 Modelagem matematica

Dois tipos de estruturas sao analisadas para observar a influéncia de um neutraliza-
dor de vibracao acoplado em sistemas discretos. A primeira é uma estrutura com um
unico grau de liberdade onde o neutralizador é acoplado (Caso I). A segunda estrutura
apresenta dois graus de liberdade onde o neutralizador também esté acoplado (Caso II).
Esses sistemas sao mostrados na Figura 2.1.

Em ambas as configuracoes, uma forca harmonica f = F e™? ¢ aplicada na primeira
massa da estrutura primaria, m, k e ¢ sao valores de massa, rigidez e amortecimento
viscoso. O y; é o deslocamento das massas da estrutura primaria. Os neutralizadores
de vibracao foram caracterizados por uma massa m,, um coeficiente de amortecimento
viscoso ¢, e um coeficiente de rigidez nao linear k,. O coeficiente de rigidez nao linear
produz uma forca restauradora ciibica. Dois casos sao considerados; tipos de endu-

recimento e amolecimento. A forca restauradora cibica pode ser definida conforme a

Equacao 2.1.

frn =10z £ y3A2%, (2.1)

onde z é o deslocamento relativo ao qual a mola nao linear esta sujeita.
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Estrutura Primaria f /
k k

m m,,
—
c . o .
yl Yn
Caso I mola nao linear

Estrutura Primaéria f

k [ &

m m my

c L, ¢ L, L

Y1 Y2 Yn

:
e %T

Figura 2.1: Sistemas mecanicos com um neutralizador dindmico de vibragao nao linear
(nNDV) acoplado. O caso I consiste em um tnico grau de liberdade com nNDV e o
Caso II consiste em varios graus de liberdade com um nNDV.

As equagoes de movimento para o sistema mostrado no Caso I sdo definidas em
termos dos deslocamentos y; e y,, de modo que o equilibrio de for¢as permite escrever

as equacgoes na forma adimensional como a Equacao 2.2.

Y1+ 205+ + 2080 — yn) + (v — ) (0 — ya)® = 0™ (2.2a)

W = 208w = yh) = (v — y) =l —9a)* =0, (2.2b)

onde ¢/ = wod—?j ¢ a derivada em relacado ao tempo nao dimensional 7, e wy = \/%
Os outros pardmetros sdo u = m,/m, v = ki/k, como k3 difere de zero, tem-se o
aparecimento da varidvel 3 = k3/k, aqui definida como o pardmetro nao linear da
rigidez, ¢ = ¢/2mwy, = ¢, /c, 6 = F/k e Q = w/wp.

Para o Caso II, onde a estrutura possui dois graus de liberdade mais o grau de

liberdade do nNDV, as equagdes na forma adimensional segue conforme a Equagao 2.3.
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Yl +2Cy + 2CB(Y5 — vh) + (241 — y2) = 667 (2.3a)
Yy — 280 — ys) — (y1 — y2) — 2¢B (b — yh) + 7 (y2 — yn) + 13(y2 — yn)® = 0 (2.3b)

pahy — 268 (ys — yn) — (Y2 — Yn) — 13(y2 — yn)® = 0 (2.3¢)

Assumindo o movimento harmonico para as massas da forma y; = Y; ™, como no

Y

sistema linear, onde a Equagado 2.2 para o Caso I podem ser escritas como a Equagao

24

— QY] + 200, + Y1 +492(BQ (Y1 — Yy,) + 1 (Y1 = Y,) + Fap = dg (2.4a)

— Y, —i2(A(Y1 - Y,) — (Y1 —Y,) — Fyp =0 (2.4b)

Seguindo a mesma solucao de expansao exponencial é possivel obter a Equacao 2.3

para o Caso Il podem ser escritas como a Equagao 2.5.

— Q%Y1 +432QCY1 +420Q (Y1 — Ya) + (2Y1 = Y2) = du (2.5a)
— Q%Y — i20C (Y — Ya) — (Vi = Ya) +120BQ (Ya = Yp) + 71 (Ya = Yo) + Fyy =0
- MQ2YTL - ZQCﬁQ (YQ - Yn) -—MN (1/2 - Yn) - FNL =0 (25b)

(2.5¢)

A forca restauradora cubica é expandida em varidveis reais e imaginarias conforme

a solugao abaixo

Fnp = Fnpy +1FNL; (2.6)

34



Os subscritos r e ¢ sdo as partes reais e imaginarias, respectivamente, e ao expandir
a forca restauradora ctbica deve-se considerar o deslocamento relativo Z, diferente para

cada um dos casos descritos, conforme a Equagao 2.7.

Fyvir =57 (20 (2)+ (2.)) (27a)
Fawi=i5w ((2) (2 + (2)) (2.7h)

Para Caso I, Z, = (Y1, — Yo,) e Z; = (Y1, — Ya.i), logo a Equagao 2.4a, expandida

em variaveis reais e imaginarias segue conforme a Equacao 2.8.

— O (Vi +i Y1)+ (Yo — i Yai + Yo, +iYi) + i2¢ BQ (<Y, — i Yo, + Vi, +iY3,)
+i2¢Q (Y, +iY1) + Yo, +iYi, + ?173 (Vi = Yo' + (Vi = Yai)® (Vi = Yar))
+i5 30 ((h = Yar)* + (o = Yau)? (Vi = Vo) = B

(2.8)

A Equacao 2.4b, expandida varidveis reais e imaginarias segue conforme a Equacao

2.9.

_Q2 H (Yn,r + { Yn,z) -—MN (_Yn,r - Z.Yvn,i + le,r + Zle,z) - 1265 Q (_Yn,r - ZYn,z + }/1,7" + { Yl,z)

3

_Z V3 ((}/1,7" - Yn,r)3 + (}/1,1 - Yn,i)2 (Y17T - Ynﬂ“))
3

=i (Vi = Ya) (Vi = o) + (Vi = ¥50)") = 0

(2.9)

A Equacgao 2.8 e a Equagao 2.9, foram expandidas de forma separar a parte real da

parte imaginaria, entao agora se tem quatro equagoes para o Caso 1.
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Logo a Equacao 2.8, separada em duas equagoes de forma que cada uma delas con-
tenha variaveis reais na primeira e imaginarias na segunda, respectivamente, conforme

a Equacao 2.10.

Y1 (Yi7r - Yn,r) + QCQB (Yn,l - le,z) - Q2 Yylm + le,r - 2CQY171

3
+Z V3 ((le,z - Yn,i)2 (le,r - Yn,r) + (le,r - Yn,r)s) = 5st (210&)
2008 Y1, —Yo,)+71 (Y —Yo:) +2¢QY,, — 0? Yii+Yi

3
507 (Vi = Yad) (Vi = Vi) + (Vg = Ya)?) = 0 (2.10b)

A Equacao 2.9, separada em duas equagoes de forma que cada uma delas conte-
nha variaveis reais na primeira e imaginarias na segunda, respectivamente, conforme a

Equacao 2.11.

- QQ ,UYn,r -—MNn <}/1,r - Yn,r) -2 C QB (Yn,l - H,z)

3
_Z V3 ((}/1,1 - Yn,i)2 (Yl,r - Yn,r) + (}/1,7' - Yn,r)3) =0 (211&)
—2 g Qﬁ (}/1,1" - Yn,r) - QZ NYn,z - N (}/i,z - Yn,z)
3
_Z V3 ((}/’1,1 - Yn,z) (}/1,7' - Yn,T)Q + (Yl,i - Yn,i)3) =0 (211b)

Para o Caso 11, Z, = (Yo, — Y,,.) e Z; = (Yo, — Ya.), logo a Equagao 2.5a, expandida

em variaveis reais e imaginarias segue conforme a Equacao 2.12.

Yo, +2iCQ (Yo, — i Yoy + Y1, +iYi,) —iYa, — QF (Yi, +1Y1,)

A Equagao 2.5b, expandida variaveis reais e imaginérias segue conforme a Equacao
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2.13.

§a! (}/2,7“ + ZYé,z - Yn,r - ZYn,z) + Z26CQ (YVQ,T + [ }/Q,i - Yn,r - Zyn,z)

_Q2 (Yé,r + ZYV?,%) + }/2,7" — 12 C Q (_YVZT - ZYVZJ + }/1,7" +1 }/i,z) + ZY?,Z - le,r - ZYVLZ

4

3
+7 7 (Var = Vo) + (Voi = Y0i)® (Yo — Ya)
3
T ((Y2z = Yoi) (Yo, — Y,)* + (Ya, — Yn,i)g) =0

A Equacao 2.5¢, expandida variaveis reais e imaginarias segue conforme a Equacgao

2.14.

it (Y’Z,r + Z}/Q,z - Yn,r - ZYn,z) - Z2 6 C Q <Yv2,r + { }/2,7: - Yn,r - ZYn,z)
2 . 3 3 2
-0 7 (Ynﬂ" + 9 Yn,z) — Z Y3 ((Yir — Ynﬂ«) + (1/271 - Yn,z) (}/2,7“ - Yn,r))
3
=i ((Yai = Yas) (Var = Yar)* + (Yoa = ¥ai)') =0 (214)

A Equagao 2.12, a Equacgao 2.13 e a Equacao 2.14, foram expandidas de forma
separar a parte real da parte imaginaria, entao agora se tem seis equagoes para o Caso
II.

Logo a Equacao 2.12, separada em duas equagoes de forma que cada uma delas con-
tenha varidveis reais na primeira e imaginarias na segunda, respectivamente, conforme

a Equacgao 2.15.

- Y'Q,r + 2CQ (Y’2,z - Yl,i) — }/1,7" +2 }/i,r —2 C Q le,i = 537& (2153)

2¢Q (Y, —Ya,) = Yo +2¢QY,, —Q*Y1; +2Y1, =0 (2.15b)
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A Equacao 2.13, separada em duas equagoes de forma que cada uma delas conte-
nha variaveis reais na primeira e imaginarias na segunda, respectivamente, conforme a

Equacao 2.16.

/Yl (}/2,7” - Yn,r) - QQ Yv2,r + }/277, - 2 C Q (Yé,z - le,z) + 2<Q/8 (Ynﬂ - }/2,2) - }/1,7"

3
+Z 73 ((1/2,1” - YTL,T)?) + (}/2,7, - Yn7z)2 (3/2,7“ - Ynﬂ")) - q216a)
2 C Qﬁ (1/2,1" - Yn,r) - QCQ (}/l,r - }/2,7“) + 4! (}/2,1 - Yn,z)

3
—O Y+ You = Yia+ 3 ((Yai = Ya) (Vo = Vo) + (Yay = Ya)) = 02.16b)

A Equagao 2.14, separada em duas equagoes de forma que cada uma delas conte-
nha variaveis reais na primeira e imaginarias na segunda, respectivamente, conforme a

Equacao 2.17.

- M (}/2,7“ - Yn,r) -2 C QB (Yn,l - }/271)

3
-3 ((1/2 r Yn,r>3 + (}/2,1 - Yn,i)2 (}/277“ - Yn,r)) - Qz ,UYn,r =0 (2173)

)

- 2<Qﬂ (YvQ,T - Yn,r) - M (}/2,z - Yn,z)

3
=5 (Vo = Vo) (Vor = Yar)? + (Voi = Yad)’) =L pYoi =0 (217h)

2.2 Resposta Dinamica

Nesta secao, é apresentada uma investigacao sobre os efeitos dos parametros nao
lineares do neutralizador. Em todas as condigoes de simulagao a ressonancia linear do
neutralizador foi ajustada para {2 = 1. Isso significa, que sem o parametro nao linear
da rigidez, 73 = 0, o sistema primario apresentaria uma antirressonancia em 2 = 1.

A massa do neutralizador foi assumida como sendo 25% da massa do sistema m

(mostrada na Figura 2.1, tal que p = m,/m = 0,25. Como resultado, v = 0,25
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(kn/k = 0,25). O amortecimento no sistema primério também foi considerado um valor
fixo em todas as simulagoes numéricas, usando ¢ = 0,01 e f =¢,/c =1 . A influéncia
da mola nao linear pode ser observada alterando a amplitude da forca de excitacdo ou
alterando o parametro nao linear 3. Neutralizadores com molas do tipo hardening e
softening foram considerados ajustando 3 > 0 e 3 < 0 respectivamente.

Uma anélise de bifurcagao é proposta para os sistemas discretos através do método
da continuagdo no Ambiente PyDSTool, para a obtencao da resposta em frequéncia
dos sistemas. O apéndice A mostra especificamente como o método é utilizado para a
resolucao das equagoes diferenciais nao lineares.

No Caso I, na resposta em frequéncia espera-se apenas de um pico de antirresso-
nancia. A resposta da estrutura primaria sujeita a uma forga harmonica é mostrada na
Figura 2.2(a) e na Figura 2.2(b) com uma linha preta (mostrando um pico de ressonan-
cia em ) = 1) tratando-se do sistema sem o acoplamento de um neutralizador dindmico
de vibracao. As linhas azul e vermelha sdo para o sistema com um neutralizador di-
namico de vibragao linear (NDV) e um neutralizador dindmico de vibra¢do nao linear
(nNDV), respectivamente. Assim como no sistema linear, no sistema nao linear é pos-
sivel observar o aparecimento da antirressonancia. Para o nNDV, uma configuragao de
hardening foi assumida inicialmente com 3 = 0,005. E possivel observar que a segunda
ressonancia se inclina para frequéncias mais altas como efeito da nao linearidade.

E possivel observar um ‘loop’ de resposta em frequéncia ocorrendo no deslocamento
absoluto da estrutura da Figura 2.2(a). Este ‘loop’ sé aparece no deslocamento absoluto
e nao ¢ observado na resposta relativa Figura 2.2(b), a visualizagao do lago ocorre sim-
plesmente pelo grafico ser apresentado em 2D e as curvas ndo se cruzam. A parte instavel
da curva (linha tracejada) aparece com uma amplitude maior que as partes estdveis na
magnitude absoluta, conforme a Figura 2.2(a), sendo a parte superior da curva a parte
instavel da resposta em frequéncia, fato comprovado pela localizagdo dos pontos limites
(onde a estabilidade do sistema muda) conhecidos como pontos de bifurcacao (sela-né),

efeito também discutido em Brennan e Gatti (2012). O mais importante nesta figura é
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a mudancga na frequéncia de sintonia 2 = 1, influenciada pela nao linearidade.

A banda de frequéncia de isolamento para o sistema linear esté entre as frequéncias
de intersec¢do da linha preta (sistema sem NDV) e a linha azul (sistema com NDV),
sendo possivel perceber que a utilizacdo de um nNDV (linha vermelha) faz com que a
interseccao do segundo pico de ressonancia ocorra em frequéncias mais altas, ou seja, a
banda de isolamento, torna-se maior.

Para entender a influéncia do parametro nao linear na frequéncia de sintonia, o
parametro 73 foi variado para algum intervalo de valores e ilustrado na Figura 2.2(c) e
na Figura 2.2(d), é possivel verificar que a medida que 73 aumenta, os picos se curvam
para frequéncias mais altas, mostrando regioes onde podem ocorrer multiplas amplitudes
de resposta. Também é importante observar a mudanca de cerca de 40% da frequéncia
linear sintonizada do neutralizador de vibracao (de 2 = 1 passando para Q =~ 1,4)
para valores maiores de 73. Este efeito mostra de forma evidente que o desempenho na
frequéncia sintonizada pode ser significativamente afetado pela nao linearidade.

Conforme o valor de v3 aumenta, a frequéncia em que esse segundo pico de resso-
nancia ¢ gerado serd cada vez maior, logo a banda de isolamento, isto ¢, a regiao entre
os picos, serd cada vez maior.

O efeito de uma mola softening no nNDV também foi investigado para o Caso L. Isso
foi feito ajustando o parametro nao linear tal que v3 < 0. Os resultados para diferentes
valores de nao linearidade sdo mostrados na Figura 2.2(e) e na Figura 2.2(f).

E possivel verificar que a medida que o pardmetro diminui, os picos de ressonancia
se curvam em direcao as frequéncias mais baixas, fazendo com que as curvas tendam
para a esquerda

Nos sistemas lineares, o aumento da amplitude da forca aplicada a estrutura provoca
o aumento da amplitude da funcao de transferéncia e o deslocamento da curva para cima.
E possivel notar que embora o parametro nao linear ndo mude, mas apenas a amplitude
da forca, que a curva torna-se mais acentuada para altas frequéncias, semelhante a

caracteristica de enrijecimento proporcionada pela utilizacdo de molas hardening, ou
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menos acentuado, ou curvado para frequéncias mais altas a medida que a amplitude da
forga é minimizada como mostrado na Figura 2.2(g) para os deslocamentos absolutos e

na Figura 2.2(h) para o deslocamento relativo.
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Figura 2.2: Resposta em frequéncia para o Caso I, (a) Comparagao entre a frequéncia
absoluta (Y}) com o sistema Sem NDV, com o NDV e com o nNDV, (b) Comparagao
entre a frequéncia relativa (|Z|= |Y,, — Y1|) com o sistema Sem NDV, com o NDV e
com o nNDV (dB ref. 1 N/m), (c) Frequéncia absoluta (Y7) para diferentes valores de
v3 - mola hardening , (d) Frequéncia relativa (|Z|= |Y, — Yi|) para diferentes valores
de 73 - mola hardening (dB ref. 1 N/m),(e) Frequéncia absoluta (Y7) para diferentes
valores de 73 - mola softening , (f) Frequéncia relativa (|Z]=|Y,, — Y1|) para diferentes
valores de 3 - mola softening (dB ref. 1 N/m), (g) Resposta em frequéncia absoluta
(Y1) para diferentes valores de F' - mola hardening, (h) Resposta em frequéncia relativa
(|Z]= |Y, — Y1) para diferentes valores de F' - mola hardening (dB ref. 1 m/N).

No Caso II, as curvas de resposta de frequéncia sdo mostradas na Figura 2.3(a) e

na Figura 2.3(b), onde a linha tracejada preta é para o sistema sem a presenga de um
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neutralizador de vibracao dindmico (Sem NDV), as linhas azul e vermelha sao para o
sistema com um neutralizador dindmico de vibragao linear (NDV) e um neutralizador di-
namico de vibrac¢ao nao linear (nNDV), respectivamente. Assim como no sistema linear,
no sistema nao linear é possivel observar o aparecimento de duas antirressonancias, mas
deslocadas para a direita da antirressonancia do sistema linear conforme mostrado. E
possivel observar um laco ocorrendo no deslocamento absoluto da estrutura e na Figura
2.3(a).

A influéncia do pardmetro nao linear no sistema pode ser observada alterando o valor
do 3 como mostrado na Figura 2.3(c) e na Figura 2.3(d), é possivel notar que quando
0 3 aumenta, a maioria dos picos de ressonancia se desloca para frequéncias mais altas
(semelhante ao observado no Caso I), assim como deslocamento antirressonancia para a
direita por uma pequena quantidade.

Pode-se observar lagos de resposta em frequéncia ocorrendo no deslocamento absoluto
da estrutura em todas as curvas a medida que o parametro nao linear é aumentado
conforme mostrado na Figura 2.3(c). Este efeito ndo é observado no deslocamento
relativo na Figura 2.3(d).

E possivel variar o parametro nao linear negativamente exatamente como no Caso
I, de modo que todas as respostas apresentem deformagoes do tipo amolecimento em
que hé perda de rigidez, conforme mostrado na Figura 2.3(e) e na Figura 2.3(f),
¢é possivel verificar que a medida que o parametro diminui, os picos de resposta em
frequéncia se curvam para frequéncias mais baixas, bem como um pequeno deslocamento
da antirressonancia para a esquerda, com a diminuicao do parametro a perda de rigidez
¢ maior, ou seja, o efeito mola diminui exatamente como no sistema de dois graus de
liberdade, o amolecimento da mola causa uma regiao de maior instabilidade quando
comparada a estrutura de dois graus, fato observado no deslocamento absoluto como
mostrado na Figura 2.3(e), fazendo com que as curvas tendam para a esquerda. Com
uma maior perda de rigidez e aumento do grau de liberdade da estrutura, seria como se

o neutralizador fosse acoplado a estrutura apenas pelo amortecedor.
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E possivel notar que embora o pardmetro nao linear ndo mude, mas apenas a ampli-
tude da forga aplicada a estrutura que a curva se torna mais acentuada a direita como
na caracteristica de endurecimento como mostrado na na Figura 2.3(g) e na Figura
2.3(h) para os deslocamentos absolutos é possivel notar a formagao de lagos de resposta
em frequéncia nas curvas conforme mostrado na Figura 2.3(g) e na Figura 2.3(h) para

o deslocamento relativo.
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Figura 2.3: Resposta em frequéncia para o Caso II, (a) Comparacao entre a frequéncia
absoluta (Y}) com o sistema Sem NDV, com o NDV e com o nNDV, (b) Comparagao
entre a frequéncia relativa (|Z|= |Y,, — Ya|) com o sistema Sem NDV, com o NDV e
com o nNDV (dB ref. 1 N/m), (c) Frequéncia absoluta (Y7) para diferentes valores de
v3 - mola hardening , (d) Frequéncia relativa (|Z|= |Y, — Y3|) para diferentes valores
de 73 - mola hardening (dB ref. 1 N/m),(e) Frequéncia absoluta (Y7) para diferentes
valores de 73 - mola softening , (f) Frequéncia relativa (|Z]|=|Y,, — Ys|) para diferentes
valores de 3 - mola softening (dB ref. 1 N/m), (g) Resposta em frequéncia absoluta
(Y1) para diferentes valores de F' - mola hardening, (h) Resposta em frequéncia relativa
(|Z]= |Y, — Ya|) para diferentes valores de F' - mola hardening (dB ref. 1 m/N).
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2.3 Comparacao com o Método Runge-Kutta

Com o intuido de validar a resolucao obtida pelo método da continuacao, propoe-se
uma comparagao entre as respostas dinamicas obtidas, fazendo a resolucao das equagoes
diferenciais nao lineares utilizando o método runge-kutta de quarta ordem (RK4). Con-
siderando um sistema de um grau de liberdade, conforme a Figura 2.4, onde a rigidez

apresenta nao linearidade do tipo ctibica.

mola nao linear

S

Cn

Yn

Figura 2.4: Modelo de um sistema de um grau de liberdade com rigidez nao linear
cubica.

A equagado de movimento para o sistema da Figura 2.4 é definida em fun¢do do deslo-

camento y,, uma forca harmonica f = F ¢! é aplicada na massa e a forca restauradora

cubica pode ser definida conforme a Equacgao 2.18.

fo = k1yn £ kay2 (2.18)

Assumindo o movimento harmoénico para a massa da forma y; = Y; ™', a equagio

que descreve o movimento da Figura 2.4 pode ser escritas como a Equacgao 2.19.

—O2Y, +i2QCY, + Y, + Fnp = 0y (2.19)

A forca restauradora cubica é expandida em varidveis reais e imaginarias conforme

a solucao apresentada pela Equacao 2.20.

46



Fyp = Fnpy +1FNL; (2.20)

Os subscritos r e 7 sdo as partes real e imaginaria, respectivamente, e ao expandir a
forca restauradora cubica deve-se considerar o deslocamento Y,,.
A Equacgao 2.19, expandida em variaveis reais e imaginarias, segue conforme a Equa-

cao 2.21.

3

— Y, — 290, + Yo, + Zyg(y,ir +Y2YV,,) =6 (2.21a)
3

— Y, + 290, + Yo + Zyg(yn,iy,jr +Y2)=0 (2.21b)

Com as equacgoes expandidas em varidveis reais e imaginarios (dominio complexo) é
possivel fazer uma anélise de bifurcagdo através do método da continuagao, para obter
a resposta em frequéncia do sistema, conforme a Figura 2.5.

A linha vermelha retrata o sistema de um grau de liberdade com rigidez nao linear do
tipo ciibica, onde as equagoes sao resolvidas pelo método da continuagao, e os marcadores
azuis retratam o mesmo sistema, mas utilizando o método RK4, onde para obter a
solucao foi utilizado um passo de tempo de 0,001. Foi definido um passo pequeno
para que o resultado se apresentasse com uma maior precisao. O RK4 foi utilizado por
ser um excelente método de integracao numérica, em que ocorre uma aproximacgao da
mudanca de uma determinada fungao ao longo do tempo, onde as equacoes diferenciais
que governam o sistema sao conhecidas.

Observa-se que ambos os métodos sao correspondentes quando comparados. A me-
dida que a frequéncia aumenta, a resposta se torna mais destorcida se afastando da
forma linear (linha preta), o que continua até que a amplitude atinja um valor critico, a
partir deste ponto para um conjunto de valores de €2 a resposta apresenta trés solugoes

reais.
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Figura 2.5: Resposta em frequéncia absoluta (Y;,) com, f =1, m,, =1, =0,04, 7, =1
e v3 = 0,005 (dB ref. 1 N/m).
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Capitulo 3

SISTEMAS CONTINUOS

Este capitulo apresenta o estudo de sistemas continuos unidimensionais com o aco-
plamento de um neutralizador nao linear. Os sistemas continuos analisados sao uma
barra e uma viga. O neutralizador apresenta nao linearidade do tipo ctbica de rigidez,
contém um amortecedor viscoso e uma massa auxiliar. As equagdes de movimento sao
obtidas por meio do método dos elementos espectrais.

Uma analise de bifurcacao também foi proposta para a obtencao das respostas em
frequéncia dos sistemas continuos, utiliza-se o método da continuagdo no ambiente
PyDSTool (o apéndice A apresenta o funcionamento do método em questao). Da mesma
forma que ao feito em sistemas discretos, duas condi¢oes foram utilizadas para as si-
mulagoes. Alterando o parametro nao linear vz, ou seja, utilizando uma mola do tipo
hardening e uma mola do tipo softening.

No estudo de sistemas continuos se faz necessario o uso do amortecimento estrutural
71, conhecido também como fator de perda da estrutura, sendo este introduzido nos
sistemas, transformando o médulo de young em complexo, ou seja, E = Ey(1 +in). A

razao de massas também foi adotada como p = 0,25, dentro do limite (0,1 < p < 0,25).
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3.1 Modelagem matematica barra em vibracao lon-
gitudinal

O método de formulagao de elementos espectrais para barras é apresentado conforme
proposto por Lee (2009), onde a vibracao longitudinal livre de uma barra uniforme é

representada pela Equacao 3.1

EAu" — pAu =0, (3.1)

onde o u(x,t) é o deslocamento longitudinal da barra, £ é o Modulo de Young’s, A
é a area da segdo transversal da barra, p é a densidade maéssica. A aspa (') denota a

derivada com a respectiva coordenada espacial z.A forca axial interna é dada por

Ni(z,t) = EAY (z,1), (3.2)

onde o subscrito t é usado para denotar a quantidade no dominio do tempo.

Assumindo a solugao conforme a Equacao 3.3

1 N—
=5 Z (23 wy ) et (3.3)

twnt

onde U, (z;w,)e™* é o coeficiente de Fourier limitado em n=0, N é o nimero de amos-

tras, w, € a frequéncia natural e £ é o tempo. Substituindo a Equacao 3.3 na Equacgao

3.1, é possivel obter a seguinte a Equagao 3.4.

EAU" + w*pAU =0 (3.4)

A solucao da Equacao 3.4 pode ser dada pela Equacao 3.5.

U(z) = ae~ ) (3.5)
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Logo, substituindo a Equacao 3.5 na Equagao 3.4, a relacao de dispersao é encontrada

e o numero de onda kj, é obtido conforme a Equacao 3.6.

ky = w@ (3.6)

Com a definicao do nimero de onda, kr, a subsecao a seguir explora a matriz de
rigidez dinamica da barra em vibragao longitudinal sem restri¢des impostas.
Assumindo-se que a barra é um elemento finito de comprimento L, a solucao geral

do modelo é obtida para definir a matriz do elemento espectral.

Uy —] U,

N—[C 77— Ny - N,

- L -

Figura 3.1: Elemento de barra com comprimento L e respectivas forcas, deslocamento e
deslocamento angular. (LEE, 2009)

_EA D11 Dao

Dy(w) = I , (3.7)
D21 D22

onde Dy = Doy = kpLcot(kpL) e Dig = Doy = —kp L csc(kr L) respectivamente.

3.1.1 Barra com neutralizador

Visto que a solucao geral do modelo da barra foi apresentado, agora é possivel apre-
sentar a configuracao das equagoes com o acoplamento do nNDV. A metodologia é
aplicada apresentando o comportamento dindmico de uma barra linear uniforme em
vibracao longitudinal com comprimento L, com as condigoes de contorno impostas con-
forme a Figura 3.2. A extremidade esquerda (z = 0) da barra encontra-se engastada,
e a extremidade direita (x = L) estd sujeita a uma for¢a de magnitude F, = 1, e estd

conectada a um nNDV, com nao linearidade do tipo cubica de rigidez. A mola nao
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linear apresenta os coeficientes de rigidez linear e nao linear como s; e s3, respectiva-
mente. O amortecimento viscoso e a massa do nNDV, sao representados por ¢, e m,.
O deslocamento da extremidade direita da barra é denotado por Us; e o deslocamento

da massa do neutralizador é denotado por Us.

Fy
81(53)
- M
L
Cn
L LU, L Us
z =0 =L

Figura 3.2: Forcas e deslocamentos atuantes em uma barra com comprimento L, engas-
tada em uma extremidade, e na outra com o acoplamento do neutralizador dindmico de
vibragoes nao linear.

O equilibrio de forgas para o problema da Figura 3.2 é definido conforme a Equacao

3.8.

kL cot(ky L)Us + ((Us — Us) + 1 (Us — Us) + Fyp, = Fy (3.8)
pUs + ((Uy — Us) + 71 (Uy — Us) + Fyr = 0, (3.8b)

onde Flyr é a componente de forca devido ao termo nao linear de mola que depende do

desl t lati mnk%L C anLL F FQL SlL 53L3
eslocamento relativo = = = — = — ¢ = —.

A Equacao 3.8 serd definida em variaveis complexas e expandida em quatro equagoes

contendo as componentes reais e imaginarias, seguindo a Equacao 3.9.

Ug == UQ,T + Z'UQJ‘ (39&)
Us = Us, + iUs, (3.9b)
Fnip = Fnpy +9FNL; (3.9¢)
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Ou seja, substituindo a Equacgao 3.9 na Equacao3.8, o equilibrio das forgas reais e

imaginarias das equagoes sao definidas conforme a Equacao 3.10.

kL cot(kL LUy, + C(Usy — Usy) + 31 (Usy — Usy) + Fypy = Fy (3.10a)
ki L COt(k‘LL)UQ’Z‘ + C(Ug,i — Ugﬁ') + ’)/1(U2’Z‘ — U3’Z') -+ FNL,z' =0 (310b)
1Us 4+ C(Uay — Usy) + 71 (Uny — Usy) + Fypyp =0 (3.10¢)
pUs; + C(Usy — Us) +71(Usy — Us;) + Fap; =0, (3.10d)
3
onde Fyr, = 1 ((Uz,r — U3,'r)3 + (Usy — Us ) (Usy — U3,i)2>

3
e F'npi = 1 Y3 ((UQ,i — U3,i)3 + (Us; — Us ;) (Us, — U3,r)2)-

3.1.2 Resposta em frequéncia para barra com neutralizador

Na Figura 3.3, a linha preta retrata o sistema sem o acoplamento de NDV e a linha
azul o sistema com o acoplamento de um NDYV linear e a linha vermelha o sistema com
o acoplamento de um nNDV, as linhas soélidas e tracejadas correspondem aos ramos
estdaveis e instdveis na resposta em frequéncia do sistema, respectivamente, e os “ % ”
referem-se aos pontos de bifurcacao sela-né (BSN).

E importante observar a mudanca de cerca de 80% da frequéncia linear sintonizada
do neutralizador de vibracao (de kL = 1 passando para kL ~ 1,8) para um elevado

valor de 3. Este efeito mostra de forma evidente que o desempenho na frequéncia

sintonizada pode ser significativamente afetado pela nao linearidade.
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Magnitude (dB)

Figura 3.3: Magnitude da fungao de receptancia (Uy/F3) com, pu = 0,25, ¢ = 0,01,
v =0,25 e 73 = 0,01 (dB ref. 1 m/N).

Rigidez nao linear do tipo hardenig

Os resultados para diferentes valores de nao linearidade sao mostrados na Figura 3.10.

ossivel notar que quando o 73 aumenta, a maioria dos picos de ressonancia se desloca
E 1 not d 3 ta, d d desl
para frequéncias mais altas, onde a resposta se afasta da forma linear, bem como a

antirressonancia mesmo que em pequenas proporcoes. E possivel notar também um

aumento da amplitude no primeiro pico de ressonancia, e uma queda no segundo.
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Magnitude (dB)

Figura 3.4: Magnitude da funcao de receptancia (Uy/ F») para diferentes valores positivos
de v3 com, u=0,25, ¢ =0,01 e 3 = 0,25 (dB ref. 1 m/N).

Rigidez nao linear do tipo softening

E possivel variar o pardmetro ndo linear negativamente para observar o efeito de
uma mola softening, ajustando v < 0, conforme a Figura 3.11. E possivel verificar que
a medida que o parametro diminui, os picos de ressonancia se curvam em direcao as
frequéncias mais baixas, bem como o deslocamento da antirressonancia em pequenas
proporgoes da forma linear, se tornando cada vez mais distorcida a medida que atinja
valores criticos. Sendo possivel notar também um aumento da amplitude no segundo

pico de ressonancia, e uma queda no primeiro.
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Figura 3.5: Magnitude da funcao de receptancia (Uy/F3) para diferentes valores negati-
vos de 73 com, = 0,25 ¢ =0,01 e~y =0,25 (dB ref. 1 m/N).

O uso de uma mola softening evidencia uma maior instabilidade no sistema, por
meio da observagao da resposta em frequéncia quando o parametro nao linear é muito
pequeno. E possivel destacar as regioes de biestabilidade comparando os valores de
73 nas mesmas propor¢oes com uma mola hardening e uma mola softening, para uma
melhor visualizagao.

Utilizar uma mola softening faz com que os pontos de bifurcagao sela-né6 aumentem
de forma nao linear mas previsivel, pois estes pontos tendem as baixas frequéncias,
mas o valor da magnitude aumenta proporcionalmente com a diminuicao da rigidez. A
diminuicao da rigidez aumenta a faixa de frequéncia onde se evidencia a biestabilidade
do sistema, tomando como base apenas os valores de menor e maior nao linearidade,
ou seja, v3 = —0,001 e v3 = —0,01. E possivel visualizar que quando se usa uma
mola hardening a faixa de frequéncia onde se evidencia a biestabilidade do sistema nao

é tao grande como observado na Figura 3.6, que retrata as regides onde ha trés estados
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estacionarios ocorrendo no sistema para uma Unica frequéncia, dois deles sao estaveis e
um instavel, por esta razao o nome de biestabilidade. Os resultados correspondem com
o comportamento esperado intuitivamente nas baixas frequéncias.

O pico de frequéncia considerando 3 = —0,01 comega a subir (como se houvesse
uma espécie de barreira que impede a curvatura e a faz subir), significando que o limite
para frequéncias negativas esteja préoximo. Uma possivel explicacao é que o valor de
v3 ¢ extrapolado negativamente, fazendo com que o efeito da mola diminua muito, e o

amolecimento causa uma regiao de muita instabilidade.

40 ——— - 40
—3 = 0,005

30 | — =000 30

20 ¢ 20 ¢
’é‘“ 10 1 ’é“ 10 1
o 0 o 0
Z Z
=2 -107 g -1071
[=10] [=1)]
= =20 ¢ = -20

=30 ¢ =301

40+ 40 }

-50 -50

0 2 4 6 0 2 4 6
(a) ki L (b) ki L

Figura 3.6: Magnitude da fungao de receptancia (Us/F3). (a) Mola hardening. (b) Mola
softening (dB ref. 1 m/N).

Este comportamento oposto entre a utilizacao das duas molas se da, pois, uma mola
softening, é responsavel por causar um amolecimento no sistema, tornando-o menos
rigido, o que ocasiona uma maior instabilidade como foi observado. A utilizacdo de uma

mola hardening é responsavel por endurecer o sistema, tornando-o mais rigido, ou seja,
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menos suscetivel a grandes instabilidades como foi observado.

3.2 Modelagem matematica viga em flexao dinamica

Nesta secao, é apresentado o método de formulacdo de elementos espectrais para
vigas finas conforme proposto por Lee (2009). A vibracao de flexdo livre de uma viga

Bernoulli-Euler é representada pela Equagao 3.11

EIw" + pAw = 0, (3.11)

onde w(x,t) é o deslocamento transversal, F é o médulo de elasticidade, I é o momento
de inércia da viga, A é a area da secao transversal da viga, p é a densidade de massa.
A forga cortante transversal interna e o momento fletor sdo representados pela Equagao

3.12.

My(z,t) = EIw"(x,t) (3.12)
Qi(x,t) = —ETw" (z,t) (3.13)

A solucao da Equacao 3.12 na forma espectral é dado pela Equacao 3.14.

1 N-1 )
w(z,t) = N > Wz wy, et (3.14)
n=0

Substituindo a Equagao 3.14 na Equacao 3.12, é possivel obter a Equagao 3.15.

EIW" — w?pAW =0 (3.15)

Assim, a solugdo geral da Equagao 3.15 é dado pela Equacao 3.16.

W (z) = ae” k) (3.16)
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Substituindo a Equacao 3.16 na Equagao 3.15, o nimero de onda, kr é obtido con-

forme a Equagao 3.17.

1
ke = (’g}) ' (3.17)
A solugdo encontrada para o ntimero de onda, é conhecida também como propagacao
de feixe e modos nao propagantes.
Assumindo um elemento de viga finito de comprimento L, Figura 3.7, a solu¢ao do

modelo é obtida para uma condicao livre-livre sendo apresentada para definir a matriz

do elemento espectral.

W, Wa

A )62
0] Q(x) Q(x) Q2

M_l( [ | 'I |)H{;H)O | ] ] >_.-u2

L

Figura 3.7: Elemento de viga com comprimento L e respectivas forcas, deslocamento e
deslocamento angular. (LEE, 2009)

S Sz Sz S
EI | Sa1 Sz Sag S
S31 Sz Ssz Saa

(3.18)

S41 542 S43 544

onde Sy, = Ss3 = Abkp®L3(cos(kpL)sinh(kpL) + sin(kzL) cosh(kpL)),
Sog = Syq = AbkpL?(— cos(kpL)sinh(kgL) + sin(kpL) cosh(krL)),
Syy = S1g = —Ssy = AbLkp? sin(kpL) sinh(kpL),
S5 = —Abkp®L?(sin(kpL) + sinh(kpL)),
Sy = —So3 = AbL?kp?(— cos(kpL) + cosh(kpL)),
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Soy = AbkpL3(—sin(kpL) + sinh(krL)) e

1
Ab = respectivamente.

1 — cos(kpL) cosh(kpL)

3.2.1 Viga com neutralizador

Visto que a solucao geral do modelo da viga foi apresentado, agora ¢é possivel apresen-
tar a configuracao das equagoes com o acoplamento do nNDV. A metodologia é aplicada
apresentando o comportamento dindmico de uma viga linear uniforme em vibragao trans-
versal com comprimento L, com as condi¢bes de contorno impostas conforme a Figura
3.8.

A extremidade esquerda (r = 0) da viga encontra-se engastada, e a extremidade
direita (x = L) estd sujeita a uma forga de magnitude Fy = 1, e estd conectada a um
nNDV, com nao linearidade do tipo ctibica de rigidez. A mola nao linear apresenta os co-
eficientes de rigidez linear e nao linear como s; e s3, respectivamente. O amortecimento
viscoso e a massa do nNDV, sao representados por ¢, e m,. O deslocamento da extre-
midade direita da viga é denotado por W5 e o deslocamento da massa do neutralizador

¢ denotado por Wj.

L T

| |
:c:lO r =1L

Figura 3.8: Forcas e deslocamentos atuantes em uma viga com comprimento L, engas-
tada em uma extremidade, e na outra com o acoplamento do neutralizador dindmico de
vibragoes nao linear.

O equilibrio de forcas para o problema da Figura 3.8 é definido conforme a Equacao

3.19.
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LEAbkp® (cos(kpL)(kpL) + sin(kpL) cosh(kpL)) Wy
—L*Abkpkp? sin(kpL) sinh(krL)0;

(W — Wa) + ((Wo — Wi) + Fiyp = B (3.19a)
— L3Abkp? sin(kpL) sinh(kp L)W,

+LPAbkp (— cos(kpL)(kpL) + sin(kpL) cosh(kpL)) 6, = 0 (3.19b)

Wy + 1 (Wy — W) + ((Wa — W3) + Fyp =0, (3.19¢)

onde Fyz, é a componente de forca devido ao termo nao linear de mola que depende do
mnk‘}mL3 cnk%L?’ A EL? s, L3 s3L?
7C: >F2: 1. = € Y3 = .
pA VPAEIL ET ET El

A Equacao 3.19 é definida em variaveis complexas sendo expandidas em seis equagoes

deslocamento relativo, y =

contendo os componentes reais e imaginarios seguindo a Equacgao 3.20.

Wy = Wa, + iWa, (3.20a)

Oy = 0, + 10z, (3.20b)

Ws = Ws, +iWs; (3.20c)
Fnp = Fnpy +1FNL; (3.20d)

Logo, substituindo a Equacao 3.20 na Eq. Equacao 3.19, o equilibrio das forcas reais
e imaginarias das equacoes sao definidas conforme a Equagao 3.21, dobrando o niimero

de equagoes a serem resolvidas.
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LPAbkp? (cos(kpL)(kpL) + sin(kgpL) cosh(kpL)) W,
— L*Abkpkp? sin(kp L) sinh(kpL)0s,

+C(Way — Wap) + 91 (Way — W) + Fyp,r = Fh (3.21a)
LPAbkp?(cos(kpL)(kpL) + sin(kpL) cosh(kpL)) W,
— L3 Abkpkp® sin(kpL) sinh(kpL)0s,

(W = Wai) + n(Way = Wsi) + Fvp; =0 (3.21D)
L?Abkp(— cos(kpL)(kpL) + sin(kpL) cosh(kpL))0q,,

—L*Abkp? sin(kpL) sinh(kp L)W, = 0 (3.21c)

L?Abkp(— cos(kpL)(kpL) + sin(kpL) cosh(kpL))0q,

—L3Abkp? sin(kpL) sinh(kpL)Wa,; = 0 (3.21d)
pWs, 4+ ((Way — Wy, ) + (W — W) + Fyp, =0 (3.21e)
pWsi + C(Wa; — W) + 71 (Way — Wa,) + Fypi =0, (3.21f)

3
onde Fnp,, = 1 3 ((Wz,r — W3,7’)3 + (Way — Wa ) (Wa,; — W3,z')2>

3
e Fnpi = 1 Y3 ((Wm - WS,i)S + (Wa; — Wi ) (Wa, — W3,r>2>-

3.2.2 Resposta em frequéncia para viga com neutralizador

A resposta em frequéncia da estrutura é mostrada na Figura 3.9 onde a linha preta
retrata o sistema sem o acoplamento de NDV e a linha azul o sistema com o acoplamento
de um NDV linear e a linha vermelha o sistema com o acoplamento de um nNDV, as
linhas sélidas e tracejadas correspondem aos ramos estaveis e instaveis na resposta em
frequéncia do sistema, respectivamente, e os “ x 7 referem-se aos pontos de bifurcagao

sela-n6 (BSN).

E importante notar que a mudancga da frequéncia linear sintonizada do neutralizador
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de vibracao (de krpL = 2 passando para kpL ~ 2,2) cerca de 20%, é menor em vigas

onde o movimento de deslocamento é transversal.

40 ‘
——Sem NDV
—NDV
30| — ANDV
20

Magnitude (dB)
o

kpL

Figura 3.9: Magnitude da fun¢do de receptancia (Wy/F;) com, p = 0,25, ¢ = 0,01,
71 =1e7vy3=0,5(dB ref. 1 m/N).

Rigidez nao linear do tipo hardenig

Para verificar a influéncia do parametro nao linear no sistema, altera-se o valor do 73,
incrementando gradualmente para notar que mudancas ele causa, sendo possivel variar
positivamente para evidenciar o efeito de uma mola hardening. Os resultados para
diferentes valores de nao linearidade sao mostrados na Figura 3.10 sendo possivel notar
que quando o 3 aumenta, a maioria dos picos de ressonéancia se desloca para frequéncias
mais altas, bem como a antirressonancia, é possivel notar também um aumento da
amplitude no primeiro pico de ressonancia, e uma queda no segundo, como exatamente

observado na barra em vibracao longitudinal.
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Figura 3.10: Magnitude da funcao de receptancia (Ws/F,) para diferentes valores posi-
tivos de v3 com, p = 0,25, ( = 0,01 73 = 1 (dB ref. 1 m/N).

Rigidez nao linear do tipo softening

E possivel variar o pardmetro ndo linear negativamente para observar o efeito de
uma mola softening, ajustando v3 < 0. Os resultados para diferentes valores de nao
linearidade sdao mostrados na Figura 3.11. E possivel verificar que & medida que o
parametro diminui, os picos de ressonancia se curvam em direcao as frequéncias mais
baixas, bem como o deslocamento da antirressonancia em pequenas proporcoes. Nota-se
um aumento da amplitude no segundo pico de ressonancia, e uma queda no primeiro,
mas ¢ evidente que quando a rigidez ¢ diminuida muito a antirressonancia desaparece,
evidenciando uma elevada instabilidade, o que pode ser comprovado com estudo mais

efetivo.
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Figura 3.11: Magnitude da funcao de receptancia (W, /F,) para diferentes valores nega-
tivos de 3 com, = 0,25, ( = 0,01 73 =1 (dB ref. 1 m/N).

Semelhante ao feito com barras, é possivel observar que o uso de uma mola softe-
ning evidencia uma maior instabilidade no sistema, é possivel destacar as regioes de
biestabilidade (NAYFEH; BALACHANDRAN, 2008) comparando os valores de 73 nas
mesmas proporgoes como uma mola hardening e uma mola softening, para uma melhor
visualizacdo. E possivel verificar que a utilizacio de uma mola softening faz com que
os pontos de bifurcacao sela-né aumentem de forma nao linear, mas previsivel também,
pois estes pontos tendem as baixas frequéncias, mas o valor da magnitude aumenta pro-
porcionalmente com a diminui¢do da rigidez. A diminui¢do da rigidez aumenta a faixa
de frequéncia onde se evidencia a biestabilidade do sistema, tomando como base apenas
os valores de menor e maior nao linearidade, ou seja, v3 = —0,005 e v3 = —0, 5. E pos-
sivel visualizar que quando se usa uma mola hardening na mesma proporgao (ou seja,

o médulo dos valores de v3) a faixa de frequéncia onde se evidencia a biestabilidade do
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sistema nao é tao grande, como observado na Figura 3.12, que retrata as regides onde
h& trés estados estacionarios ocorrendo no sistema para uma tnica frequéncia, dois deles
sao estaveis e um instavel como ja discutido anteriormente. Os resultados correspondem
com o comportamento esperado nas baixas frequéncias com a diminuicao da rigidez e

nas altas frequéncias para um sistema endurecido com o uso de uma mola hardening.

30r — 40
—3 = 0,005
T B= 07 5
20} 1 30
I 20+
10 {
) : )
= 1 =
N— 0 1 N—
[ ! )
= ! o)
= =
= B
g -10 =
0 0]
(a9} 2y}
= =
-20
20+ |
-30 30! |
'40 C 1 [ _40 | i
0 5 10 0 2 4 6
(@ krpL 0 krL

Figura 3.12: Magnitude da funcdo de receptancia (Ws/Fs). (a) Mola hardening. (b)
Mola softening (dB ref. 1 m/N).

3.3 Comparacao com o Método Runge-Kutta

Com o intuido de validar a resolucao obtida pelo método da continuacao, propoe-se
uma comparacao, fazendo a resolucao das equagoes diferenciais nao lineares utilizando
o método runge-kutta de quarta ordem (RK4).

Seguindo a metodologia apresentado por Kwon (2000), para a flexdo de uma viga
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Euler-Bernoulli. Considerando um elemento que possui dois nds, um em cada lado,

como mostrado na Figura 3.13. Aplica-se o método dos residuos ponderados, método

de Galerkin, para desenvolver a formulagdao dos elementos finitos e as correspondentes

equagoes matriciais, considerando um elemento com dois nds e dois graus de liberdade

por no.

Wﬂ

AWQ

1
01§

170,

Le

=0

l
1
.CU:Le

Figura 3.13: Elemento de viga de dois nos.

Usam-se as funcgoes de forma Hermitianas para interpolacdo espacial da deflexao

transversal, em termos de variaveis nodais. Sendo assim, a matriz de rigidez do elemento

de viga é apresentada conforme a equacgao 3.22.

12 6L, —12 6L,
6L, 4L? —6L. 2L
12 —6L, 12 —6L,

6L. 2L> —G6L, A4L>

(3.22)

O elemento de viga conserva a massa em termos de seus graus de liberdade translaci-

onais. A matriz de massa na equagao 3.23 ¢ conhecida como matriz de massa consistente.

M, — pAL.
420

156  22L. 54 —13L,
22L, 4L 13L, —3L2

54 13L. 156 —22L,
—13L, —3L%* —22L, 4L?

(3.23)

O presente trabalho considera o acoplamento de um nNDV na extremidade x = L,
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sendo assim, é possivel inferir a existéncia de mais um grau de liberdade que contém
apenas deslocamento transversal (despreza-se a rota¢ao da massa), como mostrado na

Figura 3.14.

Wl A A W2

91 <‘ 1 2 »>92
Cn%sl(s?,)

2 1Ws

mn

o Le |

QS':O ZE:L@

Figura 3.14: Elemento de viga de dois nés e um nNDV acoplado.

Logo, as matrizes de rigidez global, massa global e a de amortecimento global do

sistema com o acoplamento do nNDV sao

12 6L, —12 6L, O
6/ 4L? —6L. 2> 0
EI
Kg=—5|-12 —6L. (12+s1) —6L. —s (3.24)
6/ 20> —6L, AL®> 0
O 0 —S1 O S1
156 22L. 54 —13L. O
22L. AL®> 13L, —3L® 0
AL,
Mg =" 54 13L, 156 —22L, 0 (3.25)
420
—13L. —3L% —22L, 4L?> 0
0 0 0 0 m,
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12 6L, -12 6L, 0
6L. 4L?> —6L, 202 0
OG=”7LEBI —12 —6L. (12+¢,) —6L. —c, (3.26)
e 6L, 2L?> —6L, 4L? 0
0 0 —cp, 0 Cr,

Com esta teoria desenvolvida, é possivel compreender que o acoplamento do nNDV
resulta no aumento das matrizes globais na propor¢ao de um grau de liberdade, visto
que considera apenas deslocamento transversal do dispositivo nao linear.

Para a respectiva andlise, uma viga foi discretizada em 5 elementos, para obter uma
resposta mais consistente (ndo é feito um refinamento maior por questdo de tempo
computacional). E, por motivos de comparagdo entre os métodos, sdo consideradas as
mesmas condigoes de contorno, sendo assim, a extremidade esquerda (z = 0) encontra-
se engastada, e a extremidade direita (r = L) estd sujeita a uma forga de magnitude
Fs =1, e esta conectada ao nNDV, com nao linearidade do tipo cibica de rigidez, como

mostrado na Figura 3.15.

A W6
A1 P I3 {4 {5 6<‘396 TF6

Cn% 51 (SST) W7

=0 x =1L

Figura 3.15: Elemento de viga discretizado em 5 elementos com o nNDV.

Resposta em frequéncia (Rididez hardening)

Para resolver as equacoes diferenciais nao lineares é utilizado o método runge-kutta

de quarta ordem. A resposta em frequéncia obtida, é comparada com a implementagao
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do modelo pelo método dos elementos espectrais, onde a resolucao das equagoes se dao
usando o método da Continuagao. As analises computacionais, em ambos os métodos,
é feita com uma mola do tipo hardening.

Na Figura 3.16, a linha azul retrata o sistema com o NDV, onde as equagbes sao
resolvidas pelo método da continuagao, e os marcadores azuis retratam o mesmo sistema,
mas utilizando método RK4. E possivel observar que utilizando um NDV as respostas
entre os dois métodos coincide, sendo esta uma razao plausivel para dizer que os métodos
estao em concordancia. Mas, o objetivo do trabalho ¢ uma anélise com relagao a rigidez
cubica do neutralizador. Sendo assim, na Figura 3.16, é possivel observar que o sistema
com o nNDV é mostrado com a linha vermelha com o método da continuacdo, sendo as
linhas solidas e tracejadas correspondem aos ramos estaveis e instaveis na resposta em
frequéncia do sistema, respectivamente, e os “ x 7 referem-se aos pontos de bifurcagao

sela-né (BSN) esta em concordéncia com os marcadores vermelhos que retratam o mesmo

sistema, mas com a resolucao pelo método RK4.
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Figura 3.16: Magnitude da funcdo de receptancia (Ws/Fg) com, u = 0,25, ¢ = 0,01,
vy =1e~=0,5(dB ref. 1 m/N).
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Capitulo 4

CONCLUSOES FINAIS

Neste capitulo sdo apresentados os comentarios finais a respeito de um sistema dis-
creto nao linear acoplado em uma estrutura primaria. Neste trabalho, foi apresentado
uma metodologia para resolucao de problemas nao lineares. Foi discutido a influéncia
da nao linearidade de rigidez de um neutralizador de vibragoes.

Este trabalho foi desenvolvido visando avaliar se a metodologia aplicada seria eficaz
na resolugao de problemas envolvendo o acoplamento de um sistema discreto nao linear,
em uma estrutura primaria, onde esta pode ser um sistema discreto com multiplos graus
de liberdades ou um sistema continuo unidimensional, como uma barra em vibragao
longitudinal, ou uma viga em vibracao transversal.

A medida que o coeficiente nao linear foi modificado, houve uma mudanca signifi-
cativa nos picos de ressonancia causada pelo nNDV, para os casos de molas hardening
e softening, onde o uso desta ultima verificou-se uma maior instabilidade nos picos de
ressonancia, o que ja era esperado, devido a diminui¢do da rigidez. Observou-se uma
mudanca significativa da frequéncia linear sintonizada do neutralizador de vibracao,
evidenciando que o desempenho na frequéncia sintonizada pode ser significativamente
afetado pela nao linearidade.

Além disso, pode-se concluir que a metodologia aplicada se mostrou excelente para

estudar sistemas dindmicos (discretos e continuos unidimensionais) com o acoplamento
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de um neutralizador de vibragoes nao linear. Os resultados mostraram concordancia
com as previsoes tedricas, em particular os picos de frequéncia, que se inclinavam para
frequéncias mais altas utilizando uma mola hardening e se inclinavam para frequéncias
mais baixas utilizando uma mola softening, combinando exatamente com a resposta em
frequéncia esperada. Houve a verificacao das respostas dinamicas obtidas através do
método runge-kutta de quarta ordem, para validar os resultados numéricos obtidos por

meio de outra abordagem.

4.1 Contribuicoes

O presente trabalho apresenta como contribui¢ées a participacao em dois eventos
académicos:

1. ALMEIDA, A. C.; GONCALVES, P. J. P. On the influence of nonlinear stiffness
on the design of vibration absorber and neutralizers. In: COBEM, 2021, Florianépolis,
SC. 26th International Congress of Mechanical Engineering, 2021.

2. ALMEIDA, A. C.; GONCALVES, P. J. P. Influéncia da Rigidez Nao Linear no
Projeto de Absorvedores e Neutralizadores de Vibragao. In: Seminério de pos-graduagao

em engenharia mecanica, 2021, Bauru, Sao Paulo.

4.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Nesse trabalho o objetivo principal foi a aplicagdo de uma metodologia para a resolu-
¢ao das equacoes nao lineares por meio da expansao em variaveis complexas, e a obtengao
da resposta em frequéncia dos sistemas analisados utilizando o método da continuagao.
Considera-se uma aproximagao pelo método do balango harmoénico de primeira ordem,
calculando as equagoes de movimento assumindo uma forga de excitagao exponencial
complexa, assim como as variaveis de deslocamento sao expandidas em componentes

reais e imaginarias. Uma sugestao para trabalhos futuros seria considerar a realizagao
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de um experimento, para validar as analises dinamicas obtidas.
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Apéndice A

Método de Resolucao

A andlise proposta discutida neste apéndice considera mostrar como o método da
continuac¢ao funciona e por que o mesmo foi escolhido para a resolucao das equacoes. O
conjunto de equagoes nao lineares no dominio da frequéncia pode ser resolvido usando,
por exemplo, um método de busca de raizes, como o algoritmo de Levenberg-Marquardt,
mas isso exigiria muitas estimativas iniciais para cada frequéncia de interesse. Neste
sentido, a resolucao das equagoes de movimento, assumindo uma forca de excitagao
exponencial complexa, assim como as variaveis de deslocamento expandidas em com-
ponentes reais e imaginarias, e resolvidas pelo método da continuagao mostrou-se com
uma abordagem mais interessante para calcular as curvas de resposta em frequéncia,
para isso, foi utilizada a linguagem de programacao Python com o médulo PyDSTool.

PyDSTool é um conjunto de ferramentas de sistemas dinamicos, fornecendo um
poderoso arsenal de ferramentas computacionais para o desenvolvimento, simulacao e
analise de sistemas dinamicos usados para a modelagem de processos fisicos em muitas
disciplinas cientificas com foco em modelos envolvendo equacoes diferenciais ordinarias
(EDOs), equagoes algébricas diferenciais (EADs) e mapas discretos (CLEWLEY et al.,
2007).

Para ver como os pontos de bifurcagdo dependem dos parametros, plota-se os dia-

gramas de bifurcacao usando a classe de continuagao (ContClass), onde o atributo “Loc-
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BifPoints” dentro do algoritmo informara ao PyCont o tipo de bifurcacao que deve ser
rastreada, neste trabalho foi especificado que apenas bifurcagoes sela-né (“LP”) devem
ser detectadas, para localizar os pontos onde ocorria mudanca de instabilidade na curva
de resposta em frequéncia do sistema, visto que esta é uma caracteristica em respostas
utilizando nao linearidade ctubica de rigidez. O atributo “SaveFigen" no algoritmo é
uma variavel booleana que determina se os autovalores dos pontos de equilibrio devem
ou nao ser salvos ao longo da curva, define esse atributo como “True” pois se deseja
conhecer a estabilidade ao longo da curva de equilibrio. Sendo a classe de continuacao
configurada, pode-se entdo calcular o diagrama de bifurcagao.

No algoritmo do diagrama de bifurcacao, P, e P, referem-se aos pontos inicial e final
da continuacao (para frente "forward" ou para tras "backward"), e também correspondem
a rétulos no conjunto de pontos de solucdo para poderem ser facilmente extraidos. E,
necessario também, que variaveis iniciais sejam definidas, para que o método possa
realizar a continuacao da curva, onde a estratégia utilizada é remover esses pontos da
resposta em frequéncia linear distante da ressonancia ou por tentativas e estimativas.

Com o método de resolucao definido, é possivel obter a resposta em frequéncia da
estrutura priméria sujeita a uma forca harmonica, e comparar os sistemas com um neu-
tralizador de vibragao linear (NDV) e um neutralizador de vibragao nao linear (nNDV),
até mesmo com o sistema sem o acoplamento de um neutralizador dinamico de vibracao,
para salientar as principais diferencas entre os sistemas e as mudancas provocadas em
suas respectivas respostas em frequéncia.

De forma a compreender mais visualmente o comportamento da resposta em frequén-
cia nao linear, no quesito do conceito dos “saltos” observados, para analises futuras,
toma-se como exemplo um sistema de um grau de liberdade conforme a Figura 2.4,
onde a rigidez apresenta nao linearidade do tipo ctbica.

Observa-se conforme a Figura A.1, que enquanto a frequéncia aumenta, a resposta se
torna mais destorcida se afastando da forma linear, o que continua até que a amplitude

atinja um valor critico, a partir deste ponto para um conjunto de valores de €2 a resposta
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apresenta trés solucoes reais.

Magnitude (dB)
= N
o =}

o
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-20
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Figura A.1: Resposta em frequéncia absoluta (Y,,) com, F =1, m =1, =10,04, vy, =1
e 3 = 0,005 (dB ref. 1 N/m).

Isto é compreendido na literatura como um exemplo de bifurcagao sela-no, para o
parametro de amplitude, estas duas solugoes adicionais persistem até um determinado
valor de €2, que ao ser alcancado desaparecem. A regido de instabilidade, em forma de
linha tracejada, na Figura A.1, pode ser encontrada numericamente usando a técnica
do balango harménico, por meio das frequéncias e amplitudes de jump-up (limite de
frequéncia mais baixo da regiao de resposta instével), e jump-down em sistema nao
lineares simples, mas este processo acaba tornando-se exaustivo e complicado quando
se trata de sistemas nao lineares onde o niimero de equagoes a serem resolvidas torna-se

maior, devido ao elevado niimero de graus de liberdade envolvido no modelo matematico.
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Sendo assim, usar equagoes analiticas para determinar, as frequéncias de jump-up, e
jJump-down e as correspondentes amplitudes de vibracao tanto para sistemas com rigidez
softening quanto sistemas com rigidez hardening ambos com amortecimento viscoso
linear torna-se desnecessario visto que o método da continuagao ja encontra os valores
dos pontos de sela-né.

Este comportamento comum nas respostas em frequéncia dos sistemas analisados
nesta dissertacao, torna conveniente aprofundar o estudo no sentido de se entender o
comportamento desse tipo de resposta em um sistema nao linear. Sendo assim, apesar
das multiplas solugdes encontradas pelo método da continuagao, apenas uma solugao
pode acontecer por vez. Considerando uma varredura ascendente da frequéncia, uma
Unica resposta existe até o ponto D da Figura A.1, a partir deste ponto a resposta
permanece neste ramo da solucgdo, essencialmente por continuidade, até alcancarmos o
ponto A, onde o ramo deixa de existir e a tinica solugdo possivel ocorre a partir do ponto
B, este salto na solucao ocorre devido a descontinuidade do sistema. Em uma varredura
descendente encontramos um processo similar. Para altas frequéncias uma tnica solugao
existe até o ponto B, a partir dai, apesar das multiplas respostas, a solu¢ao permanece
neste ramo por continuidade, o que persiste até o ponto C, onde o ramo deixa de existir

e ocorre um salto para o ponto D que passa a ser a tnica solu¢ao possivel.
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