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Resumo

São apresentadas condições, em termos de Desigualdades Lineares Matriciais, Linear Ma­

trir Inequalities (LMI) em Inglês, para o projeto de Controladores com Estrutura Variável

(CEV), com acesso somente às saídas da planta. O método proposto permite a consideração

de não­linearidades ou distúrbios casados, de restrições na saída, da taxa de decaimento e

da robustez com respeito às incertezas nos parâmetros da planta, casadas ou não casadas.

É demonstrado que a taxa de decaimento é limitada pela localização dos zeros de trans­
missão da planta, mesmo que não ocorra deslizamento. O ponto chave dos resultados foi

a formulação, em termos de LMI, de novas condições para tornar uma planta Estritamen­

te Real Positiva (ERP), utilizando compensadores estáticos: encontrar dois controladores

estáticos, K que realimenta a saída da planta e F' em série e na saída da planta, de modo

que o sistema controlado seja ERP. Também é analisado o caso em que o vetor de estado

da planta está disponível. O método é aplicado no controle e simulação de um manipula­

dor 0 — r, com acesso somente às saídas da planta e sem usar observadores ou filtros de

estado. O método proposto permite o projeto de um controlador mais simples e de forma

mais metódica, quando comparado com os métodos e os controladores propostos para o

manipulador 6 — r descritos na literatura.
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Abstract

A Linear Matrix Inequality (LMI) approach to the output Variable Structure Controllers

(VSC) design is presented. The method considers as design specification: matched dis­

turbances and/or nonlinearities of the plant, output constraints, decay rate, matched and

nonmatched plant uncertainties. We show that the maximum value of the decay rate is

related with the transmission zeros of the plant for the controlled system, with or without

sliding modes. The key point of our results are new LMI conditions to Strictly Positive

Real (SPR) synthesis problem: find a constant output feedback matrix K and a constant

output tandem matrix F such that the controlled system is SPR. It is also considered the

case when the state vectorof the plant is available. The method is applied in the control
and simulation of a 90—r manipulator, using only the outputs of the plant and without state
observer or state filters. Our design method and controller are simpler than other design

methods and controllers described in the literature, for the 9 — r manipulator.
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Capítulo 1

Introdução

As características reais de um sistema são descritas através da modelagem matemática.

Este modelo pode conter incertezas devido ao desconhecimento de parâmetros, que podem

ser constantes, variantes no tempo ou imprecisamente conhecidos e incertezas devido ao

desconhecimento das entradas do sistema.

Desde a introdução da teoria de sistemas com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

(EVMD) pelo Professor Vadim I. Utkin, para a comunidade ocidental que pesquisa sistemas

de controle (Utkin, 1977), as atividades de pesquisa, fora da extinta União Soviética e

Iugoslávia, em sistemas com EVMD, têm continuado crescentes. Além disso, a natureza

dessas investigações tem se expandido, de assuntos normalmente teóricos durante as décadas

de setenta e oitenta, para muitos problemas de aplicações práticas industriais interessantes,

em muitos campos da engenharia, no final dos anos oitenta (Young, 1993).

O interesse por Controle com Estrutura Variável (CEV) se justifica pelas suas aplicações

efetivas em problemas de automação que são muito diversificados em sua natureza física e

propósitos funcionais. No curso de toda a história do desenvolvimento da teoria de controle

automático, a intensidade das investigações de controle descontínuo tem se mantido em um

nível suficientemente alto. Particularmente, durante os estágios iniciais, relés tomaram des­

taque no projeto de sistemas de controle à realimentação, por facilidade de implementação

e eficiência do equipamento de controle (Young, 1993).

Recentemente, atenção crescente tem sido dada para sistemas onde as ações de con­
trole são funções descontínuas de suas coordenadas e distúrbios. As trajetórias de estado

representam as propriedades de um sistema dinâmico. Portanto, através de uma escolha
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Capítulo 1: Introdução

* adequada das ações de controle, as trajetórias de estado podem ser mudadas para que sejam

dadas as propriedades desejadas de um processo a um sistema (Utkin, 1978).
Um sistema com CEV consiste de um conjunto de subsistemas contínuos, com uma

lógica própria de chaveamento. A ação de controle resultante é uma função descontínua dos
estados do sistema, distúrbios e referências de entrada. Essencialmente, um sistema com

estrutura variável utiliza uma lei de controle de alta velocidade de chaveamento para levar

a trajetória de estado da planta não­linear, para uma superfície especificada no plano de
fase, mantendo­a sobre esta superfície por todo o tempo subseqiilente. Então, a dinâmica da

planta fica restrita a esta superfície, que é convenientemente escolhida, de maneira a obter

um comportamento desejado (Young, 1993).

O projeto de sistemas com ações de controle descontínuas, normalmente se reduz à se­

leção de superfícies no plano de fase para que a função de controle tenha descontinuidades.

Quando certas relações são válidas, um tipo especial de movimento, chamado de modo desli­

zante pode aparecer. Este pode ser o caso, por exemplo, se na vizinhança da superfície onde

a função de controle tenha descontinuidades, as trajetórias de estado estiverem direcionadas
para esta superfície.

Uma vez na superfície descontínua, o sistema evidentemente não pode se mover ao longo

de nenhuma trajetória adjacente à esta em qualquer outro instante. Portanto, em resposta

à qualquer mudança, um movimento que começa sempre retorna à superfície descontínua.

Conseqiientemente, no sistema em discussão, a trajetória pode se mover somente ao longo da

superfície descontínua. Este movimento é convencionalmente chamado de modo deslizante

(Utkin, 1978).

O primeiro passo no projeto de um CEV é a escolha de um subespaço deslizante (su­

perfície de chaveamento). Um modo deslizante estável é conseguido através da seleção

adequada de hiperplanos, de maneira que a resposta dinâmica de malha fechada desejada

seja alcançada. O segundo passo envolve a seleção de uma lei de controle que assegure o

alcance e a permanência do sistema em modo deslizante (Zinober, 1990).

Estudos subseqiientes têm revelado que movimentos em modos deslizantes resultam em
controle ótimo. À teoria de sistemas com CEV tem se tornado um campo independente na

teoria geral de sistemas não­lineares (Utkin, 1978).

Nos últimos cinco anos, surgiu um novo paradigma para o projeto de CEV: a descrição do

problema através de Desigualdades Lineares Matriciais, Linear Matrix Inequalities (LMI),
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Capítulo 1: Introdução

em Inglês. Três fatores tornam as técnicas de LMI especiais:

(a) Uma grande variedade de especificações e restrições de projeto podem ser expressas

como LMI;

(b) Uma vez formulado em termos de LMI, o problema pode ser exatamente solucionado

por algoritmos de otimização bastante eficientes;

(c) Enquanto que a maioria dos problemas com múltiplas restrições ou objetivos falham em
encontrar soluções analíticas em termos de suas equações matriciais, eles são freqilen­

temente factíveis no tratamento por LMI.

Agora serão descritos seis artigos que abordam o CEV com LMI, obtidos após um

levantamento bibliográfico eletrônico. Em (Heck et al., 1995), os autores apresentam dois

métodos numéricos para o projeto de CEV, com acesso somente às saídas da planta. O

projeto considera funções de chaveamento do tipo s= Gy, sendo que y é a saída da planta
e G é uma matriz constante. À matriz G, que define o comportamento no deslizamento,

é considerada disponível e o projeto procura satisfazer a condição s”$ < O, para s £ O,
utilizando uma lei de controle adequada e métodos de otimização empregados nas soluções
das LMI.

Todos os outros trabalhos, descritos a seguir, sobre o emprego de LMI no projeto de

CEV, consideram a disponibilidade do vetor de estado.

Em (Choi, 1997) a especificação das superfícies de deslizamento é feita em termos de

LM], permitindo inclusive, a especificação da taxa de decaimento. Posteriormente, (Choi,

1998) generalizou estes resultados, considerando incertezas não casadas.

Em (Choi, 1999), é demonstrado que as condições de existência para as LMI descritas

em (Choi, 1998) são necessárias e suficientes, além de serem apresentadas novas condições

para o projeto da superfície de chaveamento linear, em termos de LMI, permitindo o projeto

por alocação de pólos do sistema de ordem reduzida no deslizamento, mais geral do que os

métodos descritos em (Choi, 1997) e (Choi, 1998). Em (Takahashi e Peres, 1998), o projeto
das superfícies de deslizamento é feito de modo a minimizar, adicionalmente, a influência

de distúrbios não casados. Foi empregado o método de controle ótimo com a norma Ho, e

são consideradas incertezas nos parâmetros da planta pertencentes a um politopo convexo.

Recentemente estes autores apresentaram um método similar, considerando agora a norma

H2 (Takahashi e Peres, 1999).
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Capítulo 1: Introdução

Aqui, foi abordado o projeto de CEV; tom acesso somente às saídas da planta, utilizando
apenas controladores estáticos invariantes no tempo, com LMI. É assumido que a planta
apresenta o mesmo número de entradas e saídas e o método proposto permite a consideração
de não­linearidades ou distúrbios casados, de restrições nas saídas, da taxa de decaimento

e da robustez, com respeito a incertezas nos parâmetros da planta, casadas e não casadas.

O projeto de CEV com controladores invariantes no tempo e acesso somente às saídas

da planta já foi estudado, por exemplo, em (Teixeira, 1990), (Teixeira, 1993) e (Zak e Hui,
1993). Entretanto, estes métodos não são tão gerais, pois não permitem, por exemplo, a
especificação da robustez com respeito às incertezas nos parâmetros da planta não casadas

ou de restrições nas saídas da planta.

Os sistemas Estritamente Reais Positivos (ERP) também têm uma grande importância

no controle de sistemas com incertezas, devido aos importantes resultados disponíveis sobre

a estabilidade destes sistemas, como por exemplo a hiperestabilidade assintótica de Popov

(Anderson, 1968). Desta forma, um procedimento para a análise e projeto de sistemas de
controle, consiste na manipulação do sistema, com o objetivo de colocá­lo na forma de um

sistema ERP, de modo que os resultados sobre a estabilidade destes sistemas possam ser
utilizados.

Os sistemas Reais Positivos (RP), também conhecidos como passivos, nasceram na teoria

de circuitos e foram definidos inicialmente, dentro dos Sistemas Lineares Invariantes no

Tempo (SLIT).

As matrizes de transferência RP e ERP possuem duas interpretações interessantes em

termos de circuitos elétricos. Considere dois nós de um circuito elétrico composto pela

conexão de elementos passivos com parâmetros concentrados R, L e C (resistores, indutores

e capacitores), de modo arbitrário. Então, a impedância em Laplace entre os dois nós, Z(s)
é racional e RP, e, de modo inverso, qualquer função de transferência Z(s) RP pode ser

realizada como a impedância entre dois nós de um circuito elétrico com elementos passivos

R, LeC. Agora, se aplicarmos uma tensão entre estes dois nós mencionados anteriormente

e se Z(s) for RP (ERP), então a soma da energia inicial armazenada no circuito, no instante
inicial t = O, com a energia fornecida no intervalo t E [0,T], T > O, deve ser maior do que

a energia armazenada em t = T.

Esta dissertação apresenta novos resultados baseados em LMI sobre o projeto de sistemas
ERP. Estes resultados viabilizaram o desenvolvimento de um novo método para o projeto de
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Capítulo 1: Introdução

* CEV baseadoem LMI, com acesso somente às saídas da planta. Este novo método permite

a consideração de não­linearidades ou distúrbios casados, de restrições na saída, da taxa de
decaimento e da robustez com respeito às incertezas nos parâmetros da planta, casados e

não casados. Estes resultados não têm similar na literatura (Teixeira et al., 2000).

A base para o desenvolvimento dos novos resultados desta dissertação foi a formulação,

em termos de LMI, de novas condições para tornar uma planta ERP, utilizando controladores

estáticos e acesso somente às saídas da planta. As LMI aqui descritas são mais adequadas
para o projeto de CEV do que as propostas por (Huang et al., 1999), pois estas últimas não

permitem a especificação direta da robustez paramétrica e de restrições na saída (Lordelo et

al., 2000). Em (Bernussou et al., 1999), é apresentado o projeto de controladores dinâmicos

para sistemas ERP, com acesso às saídas da planta, através da solução por LMI, de uma

função de custo, de maneira a prover um controle robusto da planta. Existe uma diferença

fundamental entre este artigo e os resultados desta dissertação. Considerando a planta

dada pelas matrizes (A,B, C, DJ), então em (Bernussou et al., 1999), é considerado que
D+ DT > 0, enquanto que nesta dissertação assume­se que D = 0. O ponto chave dos

resultados foi a formulação, em termos de LMI, de novas condições para tornar uma planta
ERP, utilizando compensadores estáticos: encontrar dois controladores estáticos, K que

realimenta a saída da planta e F em série e na saída da planta, de modo que o sistema

controlado seja ERP.

No Capítulo 2, é apresentada a teoria e métodos de projeto de controladores e observado­

res com EVMD. No Capítulo 3, são descritas novas condições para sistemas ERP, baseadas

em LMI. No Capítulo 4, são descritos novos métodos de projeto de CEV para sistemas não­

lineares, com acesso somente às saídas da planta e, no caso mais geral, com acesso completo

aos estados, levando em consideração índices de desempenho como robustez paramétrica,
taxa de decaimento e restrição no vetor de saída da planta. O Capítulo 5 apresenta como

exemplo, o projeto do controlador de um manipulador 6 — r e suas simulações, inicialmente

considerando acesso às variáveis de estado, e posteriormente, com acesso parcial e utilizan­

do um observador, com EVMD. Posteriormente, para o mesmo exemplo é projetado um
compensador estático com acesso somente às saídas da planta, aplicando os novos métodos

descritos nos capítulos anteriores. O Capítulo 6 é uma conclusão geral da dissertação.
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Capítulo 2

Controle com Estrutura Variável e

Modos Deslizantes

2.1. Modos Deslizantes

A característica principal de um sistema de CEV está na realimentação não­linear que possui

descontinuidades sobre uma ou mais superfícies no espaço de estados. Assim, a estrutu­

ra do sistema de realimentação é alterada, ou chaveada, conforme os estados atravessam

cada superfície descontínua. Em conseqiiência deste fato, o sistema de malha fechada é

descrito como sendo um sistema de Controle com Estrutura Variável, considerado como a

combinação de subsistemas, cada qual com uma estrutura fixa e que opera em uma região

específica do espaço de estados.

O CEV é caracterizado pela existência do modo deslizante. Isto ocorre quando o estado

do sistema cruza imediatamente e repetidamente a superfície de chaveamento, pois todos

os movimentos nas vizinhanças da superfície estão direcionados à ela. Dependendo da

forma da lei de controle selecionada, o movimento deslizante pode ocorrer em superfícies

de chaveamento individuais no espaço de estados, sobre um conjunto de superfícies, ou em
todas as superfícies de chaveamento juntas (Zinober, 1990).

A existência de um modo deslizante requer a estabilidade da trajetória de estado para

a superfície de deslizamento, no mínimo em uma vizinhança de fx(t) | s(+(t)) = O), ou
seja, deve aproximar­se da superfície no mínimo assintoticamente. À vizinhança máxima

é chamada região de atração. Geometricamente, o vetor tangente ou a derivada no tempo
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

do vetor de estado deve apontar para a superfície de deslizamento na região de atração.

Isto assemelha­se a um problema de estabilidade generalizado, e o segundo método de
Lyapunov fornece uma ferramenta natural para a análise. Especificamente, a estabilidade

para a superfície de chaveamento requer a seleção de uma função de Lyapunov generalizada

V(x,t), que é definida positiva e tem uma derivada no tempo negativa, na região de atração

(DeCarlo et al., 1988).

Um procedimento de projeto para o seguinte sistema (Young, 1993)

t(t) = f(t,t,u) xXx(t)ER", uít,t)E R”, (2.1)

ulz,9) = ut(x,t) se s(r(t))>O ; (2.2)
u7(r,t) se s(x(t))<O

consiste em duas etapas. À determinação das superfícies s(r(t)) = O no espaço de estados,

em que o controle é descontínuo e a seleção das funções de controle contínuas ut(x,t) e

u(x,t). Devido à descontinuidade, a derivada dos vetores de estado pode estar direcionada

para uma das superfícies e um modo deslizante pode ocorrer sobre ela (arcos ab e cb, na

Fig. 2.1). Isto pode acontecer também sobre a intersecção (arcos bd). A Fig. 2.2 ilustra o

modo deslizante na intersecção, mostrando um caso em que ele não ocorre separadamente

em cada superfície.

Figura 2.1: Modo deslizante.

Modos deslizantes são muito importantes por dois motivos. Primeiro, no modo deslizan­

te, o elemento que implementa a função descontínua, por exemplo um relé, chaveia em alta
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

Figura 2.2: Ocorrência de modo deslizante apenas na intersecção das superfícies.

frequência. À sua entrada está em zero, enquanto que a sua saída, ou mais precisamente

o seu valor médio, pode assumir um valor não nulo. Consequentemente, o elemento imple­

menta um alto ganho (teoricamente infinito), que é o meio convencional para se atenuar a
influência dos distúrbios e incertezas do sistema. Diferentemente dos sistemas com derivadas

contínuas, o efeito de invariância é atingido pelo uso de ações de controle finito. Segundo, a

ordem da equação do movimento é reduzida, pois as trajetórias do modo deslizante perten­

cem a alguma superfície de dimensão inferior a do sistema, ou seja, o movimento dinâmico

do sistema é restringido e permanece dentro de um certo subespaço do espaço de estados.

Assim, comporta­se como um sistema relaxado, de ordem inferior, chamado sistema equi­

valente. O movimento deste sistema equivalente é diferente dos subsistemas constituintes.

Isto permite a simplificação e a decomposição do procedimento de projeto da lei de controle

u(x,t). Assim, o conceito básico do projeto da maioria dos sistemas com CEV se baseia em

modos deslizantes, já que são o principal modo operacional deste tipo de sistema.

Por exemplo, admita o sistema apresentado em (Utkin, 1978), descrito por:

d1 =X2,

doa = —agr2 — ax, +u,

sendo que a, e az são constantes. Considere a lei de controle

u= —ÚT1,
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

: e assuma que existem duas estruturas lineares para este sistema, associadas aos valores —a e
EPT nad Pon a ao

a (a constante) do coeficiente 4, como descrito em (2.5). Assuma também, a? negativo em

(2.3) e que a seja selecionado de maneira que o sistema (2.3) e (2.4) tenha pólos complexos

para |y = a e pólos reais para q = —a. Para ambos os casos, o sistema é instável, e

representado pelos planos de fase da Fig. 2.3, com um foco instável e um ponto de sela,

respectivamente, pois para a matriz característica A do sistema (2.3)

Figura 2.3: Subsistemas lineares instáveis: (a)U = —a e (by =a.

o 1

(al =) —a,
A=

a equação característica dada por det(sI — A) = sº +a2s +(a1 +) = O leva às raizes:

Ta + 4/03 — 4(a1 +)
=

2

e portanto, os pólos do sistema em malha fechada sempre terão parte real positiva, pois

a2 < O. Pela equação acima, note que as raízes para | = a > (ad —­4a))/4ey=­a<
(a3 — 4a1)/4 serão, respectivamente, complexas conjugadas e reais.

Verifique agora, que a estabilidade assintótica pode ser alcançada pela mudança das
estruturas nas superfícies 1) = 0 e s = cr+ra=O0, (c constante). O coeficiente c é

selecionado de maneira que a superfície s = O esteja entre o eixo 71 e a assíntota das

trajetórias hiperbólicas associadas com a estrutura y = —a. A Fig. 2.4 representa o plano
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

de fase do sistema (2.3), para a lei de controle

a sers>0
v = (2.5)

—a se xrs<o

que mostra que a trajetória de estado alcança a superfície de chaveamento s = O para toda

condição inicial. Nas vizinhanças da superfície de chaveamento, as trajetórias de ambas as

estruturas estão direcionadas à ela, ocorrendo assim, um modo deslizante.

Figura 2.4: Estabilidade assintótica através de EVMD, no plano (r1,x2) = (7,2).

As incertezas de um sistema aparecem como resultado da imperfeição do modelo descrito

pela equação (2.1), que procura representar o sistema real (Utkin, 1992). O modelo descrito
em (2.2) falha em reconhecer as imperfeições do dispositivo de chaveamento (atraso, zona

morta, histerese, inércia, etc). As equações do sistema real podem ter uma ordem maior do

que a do modelo e os instrumentos utilizados para obter os valores do vetor de estado, que são

necessários para se realizar o controle, também podem apresentar inércia. A aproximação

física implica na introdução de tais imperfeições que, subsequentemente, tendem a zero.

Então, os resultados obtidos em tais limites são uma descrição apropriada de um modo
deslizante.

Um conceito mais geral requer a introdução da camada limite. Essencialmente, este
conceito implica que o controle ideal, definido em (2.2), em alguma vizinhança das superfícies

descontínuas, seja substituído por outro, de maneira que a equação obtida, fazendo­se com

que a camada limite tenda à zero, seja um modo deslizante. O uso da camada limite
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes 11

permite que na fronteira da descontinuidade, os modos deslizantes sejam descritos sem que

se especifique a natureza das imperfeições, sejam em sistemas com uma única superfície
descontínua, ou com um certo número de intersecções de superfícies descontínuas.

Fregqilentemente, sistemas dinâmicos não­lineares são descritos através do método de

Filippov (Utkin, 1992). Segundo este método, para o sistema descrito pela equação (2.1),
em cada ponto da superfície descontínua, o vetor velocidade f(x, t, u) pertence à um mínimo

convexo, contendo todos os valores de f(x,t,u), quando T(t) cobre toda a vizinhança 6 do
ponto em consideração (com ó tendendo à zero), exceto possivelmente, em zero.

Portanto, a equação do modo deslizante ideal, definida de acordo com Filippov, para o
sistema definido por (2.1) e (2.2), é da forma

d(t) = Sº(x,t,u), (2.6)

Fin,tju) =pft+(1­p)f, 0O<u<l,

sendo que 4 é um parâmetro que depende das direções e magnitudes dos vetores f+, f­ e
do vetor grad s, que é o gradiente da função s(r(t)).

Logo:

grads fº(xn,t,u)=O,

grads [uft+(1­n)f]=O,

gradslpuft +f —unf|=O,

ugrads ft + grads fº — ugrads f  =O,

ulgrads f!* — grads f ] +grads f =O,

ulgrads f+ — grads f ] = —grads f”,
— >­g9rods ff"

o grads(ft— f]

grads f­
grad s[f+ — f­)'

grad s ft — grads f” + grads f­
grad s[f+ — f­] !

grads f+
grad s[f+ — f­]'

(1—u)
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

Logo, de (2.6)

d(t) uft+(1­n)fo,
—grads f=

grad s[f+ — f­|
grads f=

grads f+
grad s[f+ — f­]

— ft — grad Ss f+
— grads[f­— ft] gradsf— f*|

Assim, a equação (2.7) descreve o movimento em modo deslizante.

ft+ fo

fo. (2.7)

Portanto, em sistemas com uma única superfície descontínua, o método de Filippov leva

aos seguintes resultados:

(a) O mínimo convexo de todos os vetores f(r,t, u), na vizinhança de algum ponto (r,t,u),

na superfície descontínua (Fig. 2.5), é uma linha reta que liga o fim dos vetores f* e
fo

(b) Desde que fº(xr,t,u) é um modo deslizante em um plano tangencial à superfície des­
contínua, o fim deste vetor pode ser considerado como um ponto de intersecção deste

plano com a linha reta que liga o fim dos vetores ft e f­.

Fo) A

Figura 2.5: Método de Filippov.

O método de Filippov é adequado no tratamento de funções de controle descritas por

(2.1) e (2.2), desde que as relações dadas por (2.2) não levem a definições ambíguas do vetor
f(x,t, u), fora da superfície descontínua e permita que um mínimo convexo seja constituído

para qualquer ponto em tal superfície. Logo, conclui­se que o modo deslizante, em sistemas
reais, não ocorre sobre as superfícies descontínuas, mas dentro de uma camada limite, em
que os componentes do controle possuem valores entre u(r,t) = ut(x,t) eu(r,t) =u" (x,t).
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes 13

Nos sistemas atuais, todos os dispositivos responsáveis por mudanças descontínuas da

função de controle sempre possuem imperfeições, tais como atrasos, histerese, etc. Na
situação descrita, as imperfeições fazem com que o chaveamento da ação de controle ocorra

a uma frequência finita e a trajetória de estado oscile em uma certa vizinhança da superfície

de chaveamento.

Para eliminar a ambiguidade do comportamento do sistema sobre o limite descontínuo,

algumas não­idealidades que sempre estão presentes devem ser consideradas, resultando em
modos deslizantes reais. As equações para o deslizamento real são obtidas quando as não­

idealidades tendem à zero. Discute­se a seguir, dois casos de não­idealidades, mostrando­

se que quando introduzidas no sistema descrito por (2.1) e (2.2), elas levam aos mesmos

resultados descritos pela equação (2.7) (Utkin, 1978).

Histerese: Considere que o elemento que executa o chaveamento possua uma his­

terese. Então, a função u(r,t), descrita em (2.2) será da forma

ulr,t) = u(a,t) se s(0)>A (A = constante),
u(r,t) se s(r(t))<­A

e na região |s(r(t))| < A, a função u(xr,t) mantém o valor que possuía, quando |s(r(t))| era
igual à À.

Em um sistema ideal (com À = 0), a condição para o modo deslizante

lim —á(t(t))<O ' . s(r(t)) > O,
s(r(t)) 0+ —07 á(a( )s((t))

ainda é válida, implicando que nas vizinhanças da superfície descontínua s(r(t)) = O, as

trajetórias de estado estão direcionadas à ela. A histerese fará com que as trajetórias de

estado não se movam exatamente sobre a superfície, mas que oscilem sobre uma vizinhança

de largura 24 (Fig. 2.6). Para determinar a velocidade média associada com o movimento,

deve­se primeiro encontrar o deslocamento na trajetória Azx(t) sobre dois intervalos vizinhos

(em um deles u(x,t) é igual a un(x,t) e no outro igual a ut(x,t)).
Logo,

Ax(t) = foAti + FFAL,

sendo que At, e At>o são os tempos de duração dos intervalos definidos como

24 24

Ma ads fo VP O gadsFE
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

Assim,
:

| | "

2Afo 2Af+t
grads fº  gradsf*t
2Agrad s ft f­ — 2Agrads f f+

[lgrad s f­l[grads f+]

Determina­se, então, a velocidade média

Arx(t)
At, + Ato
2Agrad s fYf­—2Agrads f= f+

[grad s f­jlgrad s f*+|
2Agrad s ft—2Agrads f=

lgrad s f­|[grad s f*|

grads ft f­ — grads fo f+
grads f+ — grads f­
grads f+ ­

grads [f+ FÉ "
grads f” + grads f+

grad s|f­ FA — grads [f­— f+]
Comparando as equações (2.7) e (2.8), verifica­se que o vetor velocidade acima encon­

fx, t,u)

grads f­
grad s|f+ — f­|

ft

Ff. (2.8)

trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

f­At grad s

s(x) =0 /Nta | 2º 1 >
/ N |

s(r) <O

Ar

Figura 2.6: Modo deslizante em sistema com histerese.

Atraso: Considere que o controle possua descontinuidades não no instante em que
o sinal de s(r(t)) muda, mas após um atraso 7, desta mudança de sinal. Em tal sistema, as

trajetórias de estado, que se movem da região s(xr(t)) < O, alcançam a superfície descontínua

s(r(t)) = O (ponto 1 na Fig. 2.7) e continuam se movendo durante um intervalo de tempo
T, através da trajetória associada ao controle u(r,t), igual a u”(x,t) (ou f(t,t,u) = f7).
No tempo 7 (ponto 2 na Fig. 2.7), o controle chaveia de u"(r,t) para ut (x,t) e, durante
Ati, as trajetórias de estado se movem a uma taxa de f*, para a superfície descontínua
s(r(t)) = O (ponto 3 na Fig. 2.7). O chaveamento de u'*(r,t) para u” (x,t) ocorre após um
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Fig. 2.7). Desta maneira, um movimento com a velocidade de estado

período Ata, resulta no encontro com a superfície descontínua (ponto

5 na Fig. 2.7). Para determinar a velocidade média, leva­se em consideração o deslocamento

Ar(t) (vetor 1­5 na Fig. 2.7) e os intervalos At, e Ato:

Ar(t) = fr +fFAH +ftTA+foALo,

Atilgrads f+] + rígrad s(x(t))f] = O,
grad s Íf
grads f+

Atoalgrads Ff] +T[grads f*]=O,
grads f”
gradsf­

At = e

Ata =

Os valores resultantes determinam a velocidade média

F(x,t,u) Ar(t)
27 + At + Ato

grads f­
grad s [f­ — f*]

grads f+grad s [f­ — f*+]Ff. (2.9)fi

Comparando as equações (2.7) e (2.9), verifica­se que o vetor velocidade acima encon­

trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

s(r) = O

Deve­se notar que,

2
grad sfor StAt1AN Ar 5 | s(x) > O

3 s(r) <O
ST N/f­At

4

Figura 2.7: Modo deslizante em sistema com atraso.

em ambos os casos, os resultados equivalentes ao descrito pelo método

de Filippov foram obtidos sem o processo de limite que assume que a largura do ciclo de

histerese de 24, no primeiro caso e, o tempo de atraso 7, no segundo caso, tendam à zero.

Contudo, o limite está implicitamente contido no fato de que os vetores ft, f­ e grad s são

constantes, porque estas condições somente são válidas no caso extremo em que as deflexões

do ponto em consideração tendem à zero.

3 4 5 6
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes 16

2.2 Controle com Estrutura Variável e observação de siste­

mas não­lineares

Recentemente, um número considerável de publicações tem sido dedicado ao tópico de

controle de sistemas não­lineares e/ou incertos. Uma aproximação para o problema de
controle de sistemas não­lineares é a linearização do sistema sobre uma trajetória nominal

e então, a aplicação da bem conhecida teoria de controle linear. Uma desvantagem neste

método, é que as leis de controle linear são válidas somente quando as trajetórias estiverem

em uma vizinhança das trajetórias nominais.

Outra aproximação seria encontrar uma transformação não­linear que converta o sistema

para a forma canônica controlável, ou outra forma linear equivalente, em que o projeto

do controlador seja facilitado. A desvantagem deste método é que a construção de uma

transformação apropriada não é, geralmente, trivial.

Um dos métodos mais atrativos, que pode ser aplicado em muitos sistemas não­lineares,

resultando em controladores que são robustos para erros de modelagem e distúrbios desco­

nhecidos no sistema, é o Controle com Estrutura Variável.

CEV é o controle de sistemas dinâmicos com realimentação de estados descontínua. O
conceito desta teoria se baseia na mudança da estrutura do controlador, em resposta às

mudanças dos estados do sistema, para que se obtenha a resposta desejada. Isto é realiza­

do através do uso de uma lei de controle de chaveamento de alta velocidade, que força a

trajetória do sistema a se manter em uma determinada superfície por todo o tempo sub­

seqiiente. O sistema é insensível à variação de certos parâmetros e distúrbios, enquanto as

trajetórias estiverem sobre a superfície. Se o vetor de estado não estiver acessível, então a

implementação de um observador adequado é uma solução para a obtenção de um contro­

lador.

A questão da observação de sistemas não­lineares também tem recebido grande atenção

na literatura. Aqui também, uma aproximação para o problema é a linearização da equação

do erro do observador sobre os pontos constantes de operação do sistema. Assim, além do

fato do projeto do observador ser apenas válido nas vizinhanças destes pontos operacionais

constantes, o projeto não é feito independentemente da estratégia de controle. Isto sugere

que tal observador não funcionaria bem quando combinado com uma lei de controle não
constante.
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Outro método para a observação dos estados de sistemas não­lineares, seria encontrar

uma transformação que leve o sistema existente para a forma canônica observável, de modo
que o projeto de um observador seja simplificado. Como antes mencionado, na estratégia

de controle similar, encontrar uma transformação apropriada é, em geral, difícil se não

impossível. Um problema comum em tais aproximações é que as não­linearidades da planta

devem ser incorporadas, direta ou indiretamente, na dinâmica do observador.

A síntese combinada do controlador /observador envolve três passos. O primeiro é o
projeto do controlador, assumindo a disponibilidade do vetor de estado. O segundo passo é

o projeto do observador de estado. O observador deverá utilizar apenas a entrada e a saída

da planta. O último passo é a combinação dos dois primeiros passos em uma estratégia de

controle que utilize os valores estimados do vetor de estado ao invés dos reais.

A seguir é apresentada uma metodologia de projeto de controladores e observadores de

estado com estrutura variável e modos deslizantes, para sistemas não­lineares com o mesmo

número de entradas e saídas da planta, descrita em (Walcott e Zak, 1988).

2.2.1. Descrição do sistema e definições básicas

Considere o sistema dinâmico modelado pela seguinte equação diferencial

&t=[A+AA(t,x)]r + f(t,x) + Blu+w(t,x)),
y=Cr,

(2.10)

sendo que r E R" é o vetor de estado; u E R" é a entrada de controle; y € R? é a saída

do sistema (p > m); A € R"*"” é a matriz característica do sistema; A A(t, x) representa a
incerteza na matriz característica do sistema; B € R"*"" é a matriz de entrada do sistema;

C Ee RP*” é a matriz de saída do sistema; f(t, r) representa as não­linearidades da planta;
w(t, x) representa as não­linearidades ou distúrbios na entrada do sistema.

Para propósitos de existência, assume­se que AA(t,x), f(t,x) e w(t, x) são contínuos
e as matrizes B e C são de posto completo. Além disso, considera­se que as seguintes
condições são válidas:

Al. Existem funções h(.) : R' x Rº x RU o R" e d(.)): Rx Rº > R”º, de maneira que

f(t, x) = Bh(t, x), AA(t, 1)z = Bad(t, x).
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Então, defina

uv (t, x)
v(t, 1) = : = h(t, x) + d(t, )e +w(t,X); (2.11)

vm(t, )

A2. Existem funções contínuas, positivas, limitadas por valores reais, r;(.) e p(.), de maneira

que

vit,x)| <ri(t,1), i=1...,m e |v(t,x)||<p().
A3. O par (A, B) é completamente controlável e o par (A, C) é completamente observável.

Portanto, o sistema descrito em (2.10) é simplificado para

&= Ar + B[lut+v(t,X)),

y=Crxo,

sendo que v = v(t, x) representa o conjunto de incertezas e/ou não­linearidades;

2.2.2 Projeto do controlador

O projeto de um CEV se baseia na escolha das superfícies de chaveamento, na especificação

das funções de controle descontínuas e na determinação da lógica de chaveamento associada

com as superfícies descontínuas. As superfícies de chaveamento são, normalmente, hiper­

planos fixos no espaço de estados, passando através da origem, cuja intersecção forma o

subespaço deslizante. O objetivo do projeto é levar o estado do sistema, de uma condição
inicial arbitrária, para a intersecção das superfícies de chaveamento. Assim que o estado

começa a deslizar, a ação de controle é necessária apenas para manter o estado sobre a
intersecção destas superfícies ou em sua vizinhança.

O sistema equivalente, correspondente ao comportamento no deslizamento, deve ser

assintoticamente estável, para que haja garantia de que o estado alcance a origem dentro

do modo deslizante. O modo deslizante estável é assegurado através da escolha adequada
das superfícies de chaveamento. Isto forma o primeiro estágio do projeto de um CEV. A

questão da determinação do conjunto de hiperplanos que dará um comportamento adequado

ao modo deslizante é descrito como sendo a questão da existência.

Uma vez resolvida a questão da existência, o segundo estágio no procedimento de pro­

jeto envolve a seleção de um controle, de maneira a assegurar que o modo deslizante seja
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes 19

atingido. Por esta razão, a questão da determinação de uma estrutura de controle e dos

ganhos associados, que irão garantir a existência do modo deslizante, é chamada questão
de alcançabilidade. À solução da questão de alcançabilidade é dependente das superfícies

de chaveamento, já que as funções de controle são descontínuas sobre elas e, portanto, não

podem ser alcançadas sem que a questão da existência tenha sido resolvida.

O transiente de um sistema com estrutura variável consiste, portanto, em dois estágios

independentes: num movimento, preferencialmente rápido, que traga o estado do sistema
para a superfície em que o modo deslizante ocorra e num movimento deslizante mais lento,

durante a qual o estado deslize para a origem do espaço de estados, enquanto permanece no

subespaço deslizante. Este comportamento de dois estágios pode ajudar a resolver o conflito

entre as exigências opostas de exatidão estática e dinâmica que são encontradas no projeto

de sistemas de controle lineares, porque o sistema de CEV pode ser projetado para dar uma

resposta rápida sem perda de estabilidade, regulação de estado assintótica, insensibilidade

a uma classe de variações de parâmetros e invariância a certos distúrbios externos (Zinober,

1990).

Em um modo deslizante, para o caso da superfície de chaveamento linear s(r(t)) =

Sr(t) = 0, S €ERº*"” e posto (5) = m, o sistema equivalente de ordem nº — m deve satis­
fazer a dinâmica estabelecida previamente no deslizamento, considerando­se as m equações

algébricas s(tr(t)) = O. O uso de ambas as limitações reduz a ordem do sistema para um

modelo de (n — m)—ésima ordem. Especificamente, deve­se supor que o sistema não­linear

é restrito à superfície de chaveamento. Então, é possível resolver para m variáveis de esta­

do, em termos das (n — m) variáveis de estado restantes, se o posto(S) = m. Para obter

a solução, deve­se resolver o sistema para m variáveis de estado, em termos das (n — m)

restantes. Substitui­se, então, estas relações nas (n — m) equações restantes e as equações

correspondentes às m variáveis de estado. O sistema de ordem (n — m) resultante descreve

completamente o sistema equivalente, dada uma condição inicial, satisfazendo Sxr(t) = O

(DeCarlo et al., 1988).

Como no modo deslizante, Sá = 0, obtem­se

Sã = S[Ar + B(u +v)] = SAr + SB(u+v) =0= ug =­(SB)!SAr —v.
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

Assim, o sistema equivalente, de ordem reduzida, é descrito por

&=[1— B(SB)'S]Ar,
Sr =0.

É fácil de se verificar que B(SB)! possui posto m e [1 — B(SB)!S] posto (n — m).
Portanto, a matriz Ag = [[ — B(SB)! SJ A, no sistema equivalente, pode ter no máximo
(n — m) autovalores não nulos. Nosso objetivo é escolher 5, de modo que os autovalores

não nulos de Ae, sejam valores com parte real negativa e os autovetores correspondentes

(w1,­..­, Wn=m) sejam escolhidos de maneira que permaneçam sobre a superfície de chavea­

mento. Assim, W = [w1 ...wn=ml, W € Rrx(n­m) Sabe­se que a completa controlabilidade
do par (A, B) é equivalente à existência de um controlador da forma u = —Krx, de maneira

que os autovalores de (A — BK) possam ser alocados arbitrariamente.

Se considerarmos K = (SB) !SA, temos que (A — BK) deve possuir (n — m) au­
tovalores com parte real negativa (ÀA1,...,An—m) e (0 — m) autovetores correspondentes

(wa, .­., Wn=m). Isto equivale a (A— BK)W = WJ, sendo J = diag(M, ..., An­—ml]­
Considere R(T) o range do operador T. Desde que SB seja não­singular e SW = O,

tem­se que R(B) 1 R(W) = (0). Então, deve­se escolher inversas BS, W9, de Be W,
respectivamente, de maneira que B9W = 0 e Wº = 0. Escolhe­se (w1,...,Wwn­m) de ma­

neira que WB seja satisfeita. Obseve que R(B) 1 R(W) = (0) é verificado em WB =O0.

Agora, pode­se determinar S. Se for escolhido B9 = S, então SB=ITeSW =0. Assim, a

superfície de chaveamento é determinada de modo que (x E R" | s(x) = Sx = 0). Supo­

nhamos que [u;(t,x)| < r;(t,x), i = 1,...,m, sendo que v(t, x) = [vn (t,x),..., un(t,2)]T é
definido por (2.11) e ri(t,x) > O.

Considera­se

—r1(t, r)sign(s" Sb)

—rm(t, 0)sign(s” Sbm) Um

sendo que b; é a i­ésima coluna da matriz B, e s(r(t)) = Sz(t) e sign(mw) é igual a 1, quando

mw > 0eigual a —1l, quando mw < O. Pode­se verificar que se

u=—(SB) !'SAr +u (2.13)

então, sT$ < O.
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Portanto, com a lei de controle anteriormente descrita, consegue­se um modo deslizante.

Realmente,

ST Si

sTS[Ax — B(SB)! SAz + Bu + Bu(t,x)]
s"SB[a + v(t,x)]
m

> sT Sb; [; + vit, x)) '
i=1

S Toplr,; ; Th. ;>» s* Sbi[=ri(t, x)sign s* Sb; + vi(t, x))]
i=1

m

S (­rilt,x) + fui(t,2)|) [STSb] < O,
i=1

se sT Sb; £ O.

Uma desvantagem da, lei de controle descrita pela equação (2.13) é que ela é descontínua

e isto pode ser uma dificuldade em implementações práticas causando, por exemplo, fadiga

mecânica. Adicionalmente, quando as trajetórias do sistema estiverem sobre a superfície

de chaveamento, ocorrerá um rápido chaveamento dos termos de controle 4;, tendendo à
excitar os modos de alta frequência da planta. Este problema pode ser atenuado através da

inserção de uma camada limite sobre as superfícies de chaveamento.

Considere o vetor e = [e1,..., eml”, sendo e; > O, para it= 1,...,m. Substituindo & na
equação (2.13) por ú(e), sendo (e) = [&i(e1),..., Um(em)]”, obtem­se

—ri(t, r)sign(s"Sb) |s(x(t))Tbil > &
ti(e;) =

rifta)s(e(0)T shi Is(x(t))Tbil < e;

O desempenho deste controlador contínuo pode ser feito arbitrariamente próximo do

desempenho do controlador descontínuo correspondente, selecionando­se e; suficientemente

pequeno.

2.2.3 Observação dos estados

Considere o sistema modelado pela equação (2.12), com o objetivo de construir um obser­

vador de estado. Considere Z os estados estimados de x, obtidos pelo observador. Então, a

equação do observador, para o sistema linear (v(t, x) = O), será descrita por
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Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

AZ + Bu+G(y—7)

Az + Bu + Gy — GCZX

(A — GCO)X + Gy + Bu.

O erro é descrito por e =Z — reasua derivada em relação ao tempo por
= Ti

(A — GO)E + Gy + Bu— Az — Bu
AZ — GCzX + GCx — Az

A(XZ— x) ­ GC(XZ — x)

(A— GO)(Z— x)

(A — GCO)e. (2.15)

A observabilidade de (A,C) implica na existência de uma matriz G, de maneira que
(A — GC) tenha autovalores com parte real negativa arbitrariamente posicionados.

Considere então, uma candidata a função de Lyapunov na forma quadrática

V(e) = e" Pe,

em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada desta função em

relação ao tempo, ao longo de qualquer trajetória, é descrita por

V(e) = é"Pe+e!Pê

[(A — GC)e]TPe+ e?PI(A — GO)e]

(4e — GCe)Pe+ e!P(Ae — GCe)

(e AT — elCTGT)Pe + e”P(Ae — GCe)
e! AT Pe — elCTGTPe + e7PAe — eTPGCe

e!" (ATP + PA— CTGTP­ PGC)e. (2.16)

Isto significa que para qualquer matriz real simétrica definida positiva Q = QT > O,
pode­se resolver

(A— GC)” P+P(A­GCO)=­Q.
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Escolhendo­se Q, de modo que para algum F e R"*P?, FC = BTP. Setais Qe F

existirem, então a função T(s) = FC|sI — A+ GC]!B é ERP.
Define­se então, a função

Geog FCeroE(e,p) = O Fooe=

sendo que p(t) é definido em A2. Assim, a equação completa do observador é descrita por

E =(A—­ GCO)X — E(e,p) + Gy + Bu. (2.17)

Teorema 1 (Walcott e Zak, 1988) A função %X é uma estimativa assintótica do estado x,
isto é

lim e = lim(T—x)=O0
t—o0o t—oo

e o erro tende a zero erponencialmente.

Introduz­se, agora, uma versão modificada do observador. Este novo observador é mais

fácil de ser implementado do que a estrutura descrita anteriormente.

Considere O = [&Z,...,6L]T = FC, em que ; E R”. Pela suposição A2, pode­se
encontrar B(t) = [01,..., ôm]”, de maneira que

lui(t,x)| < pi(t,u) i=1...,m

Define­se a seguinte função

z1(e, a (t,u))

zm(e, Pm(t, u))

Pilt, u)sign(&e) Cer£o
­

e

zi(e,Di) = :

0 ie =0

Considere o observador de estado não­linear, descrito por

& =(A—­ GC)3 — E(e,p) + Gy + Bu.

Então, segue o seguinte:
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Teorema 2 (Walcott e Zak, 1988) A função X é uma estimativa assintótica do estado x,
isto é

lim e= lim($&—­x)=O0
t—­oo t—oo

e o erro tende a zero erponencialmente.

Devido ao fato da lei de controle de sistemas com estrutura variável, uma desvantagem

do observador, descrito por (2.18), é que o termo E(e,6) é descontínuo. O observador é
particularmente vulnerável à excitações de modos de alta fregilência, se o observador for

projetado de maneira que o tempo de resposta seja rápido. Pode­se implementar uma

camada limite para superar este problema.

Substitui­se, então, o termo E(e, 5) por E­(e, 5), sendo

za (e)
Ec(e,5) = B

Zem (E)

Pi(t, u)sign(&e) Jãel>&
piltu)cie lêxe| <e

€&

Ze; (e, Pi) =

Embora tenha sido dada uma interpretação para a condição FC = BT P, esta interpre­
tação não ajuda no projeto do observador. À seguir, é dada uma receita para a construção

das matrizes F e C (Walcott e Zak, 1988).

Passo 1. Escolha G e R"*P, de maneira que (A — GC) tenha autovalores prescritos no
semi­plano esquerdo;

Passo 2. Resolva a equação matricial CTFT = PB, para os elementos de P, em termos

dos elementos de F. Obtenha relações entre os elementos de F, de maneira que a

simetria de P seja preservada. Chame o resultado deste passo de Pr;

Passo 3. Forme Q(Pr) = —[(A — GC)Pr + Pr(A — GO)|;

Passo 4. Escolha os elementos de Q(Pr), de maneira que A;[Q(Pr)] > O, paraíi =1,...,n,
sendo que A;[Q(Pr)] > O denota o i­ésimo menor principal líder de Q(Pr). Isto pode
ser conseguido trabalhando­se com sucessivas submatrizes de Q(Pr) e escolhendo­

se os elementos de Pr, de maneira que os determinantes destas submatrizes sejam
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positivos. Adicionalmente, nomeando­se os elementos livres da matriz Pr para zero,

simplifica esta tarefa;

Passo 5. Avalie P = Pr e substitua os valores correspondentes de volta em F. Utilize as

relações entre os elementos de F, encontrados no passo 2 e complete F. Esta escolha

de P e F irá garantir que a condição CTFT = PB seja satisfeita.

2.2.4 Síntese do controlador­observador

Anteriormente, foram discutidos o controlador e o observador, separadamente. Agora, o

observador será utilizado para prover uma estimativa dos estados como a entrada para um

CEV (Fig. 2.8) e, neste caso, não se deve esperar que os estados se mantenham sobre a

superfície de chaveamento.

Como Z(t) = r + e então, a trajetória dos estados, em modo deslizante, não estará

precisamente sobre s(r) = O, mas ao longo de s(X) = s(r +e) = O. Assim, o estado irá

oscilar sobre a superfície. À meta é mostrar que o estado estimado Z, do observador, irá

permanecer sobre a superfície (7 | s(X) = O). Desde que Z tende a r, tem­se que z estará

sobre a superfície de chaveamento, quando Z estiver em modo deslizante.

u(t) Planta

Não­Linear

(t)Controlador com
Observador

A
Estrutura Variável

Figura 2.8: Configuração do Controlador­Observador.

A planta e o observador possuem a seguinte forma:
planta:

& = Ar + Bu + Bvu(t,x),

y=Cr,

FEV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp * 12 13 14 15 16 17 18 19



Capítulo 2: Controle com Estrutura Variável e Modos Deslizantes

observador:

E =(A—­ GCO)X — E(e,p) + Gy+ Bu.
A condição para que o sistema constituido pelo controlador mais o observador alcance

o deslizamento é ST = 0 e St = 0. Mais explicitamente

S(A — GO)X + SGy — SE(e, p) + SBueg=O0,

SAZ — SGCã + SGCx — SE(e,p) + SBucg=0,

SAX — SGCZ + SGC(X — e) — SE(e, p) + SBueg=O0,

SAZ — SGCZ + SGCZ — SGCe — SE(e, p) + SBueg=O0,

SAZ — SGCe — SE(e, p) + SBueg=0.

Resolvendo para ue, chega­se ao controle equivalente

Ueg = (SB) !SAZX + (SB) !SE(e, p) + (SB)! SGCe.
A substituição de ue, na equação do observador leva a

= (A—­GC)X +Gy— E(e,p) + Bueg

= AT­GCI+GCxr­ E(e,p)— B(SB) '!SAZ + B(SB) !SGCe+ B(SB) !SE(e,p)
= AT—GCI+GO(XZ­e)­ E(e,p)— B(SB) !SAZ + B(SB) !SGCe+ B(SB) 'E(e,p)

AZ — GCOZ + GC3 — GCe — E(e, p) — B(SB)* S Az + B(SB)! SGCe + B(SB) !SE(e,p
[1 — B(SB)!5]AZ + [1 — B(SB)! S)|(­GCe) + [1 — B(SB)! S)(­E(e, p)).

= [1— B(SB) !S|(A% — GCe — E(e, p)). (2.19

Como e = X — r e, portanto, é = $ — £, tem­se que

(A— GO)X — E(e, p) + Gy + Bu— Ar — Bu — Bv

AZ — GCZx — E(e,p) + GCx — Ax — Bv

AZ — GCZx — E(e,p) + GC(X — e) — Ar — Bv

AZ — GCZX — E(e, p) + GCX — GCe — Ax — Bv *

A(X — x) — E(e, p) — GCe — Bv

Ae — E(e, p) — GCe— Bv

(A — GC)e — E(e, p) — Bv.
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Deste modo, (2.19) e (2.20) descrevem o sistema combinado, controlador mais observa­

dor, em modo deslizante.

Resumindo, existem dois passos básicos no projeto de um CEV:

(a) O projeto da superfície de chaveamento, para que o comportamento do sistema tenha

certas propriedades pré­estabelecidas sobre a superfície. Por exemplo, a superfície de

chaveamento é projetada de maneira que o sistema seja assintoticamente estável sobre

ela;

(b) O projeto da estratégia de controle de maneira a levar o sistema para a superfície de

chaveamento e mantê­lo sobre ela por todo o tempo subseqiiente.
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Capítulo 3

Novas condições baseadas em LMI
para sistemas ERP

Considere a planta, controlável e observável

t=Ar+ Bu,
(3.1)

y=Cr,

sendo que x € R" é o vetor de estado, u € R" é a entrada de controle, y € R"" é a saída do

sistema, A € R"*" é a matriz característica do sistema, B e R"*"" é a matriz de entrada do
sistema e C E R"*"” é a matriz de saída do sistema, e todas estas matrizes são constantes.

,

Definição 1 (Anderson, 1968) A matriz de transferência G(s) E RM" do sistema (3.1)
é RP se:

(a) Os elementos de G(s) não possuem pólos com parte real positiva;

(b) G*(s) = GT(s*) e

(c) A matriz Hermitiana J(s) = G(s) + GT(s*) é semi­definida positiva em Rels) > O,

sendo que o asterisco (*) denota o complexo conjugado de um escalar ou o complexo con­
Jugado transposto de um vetor ou matriz.

Definição 2 (Anderson, 1968) A matriz G(s) é ERP se G(s—e) for RP para algum e > O.
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Considere o SLIT completamente controlável e observável

&= Ar + Bu,
(3.2)

y = Cx + Du,

sendo que z E R ey ER" e o vetor de entrada u E R" é tal que, para todo T positivo,

fat< SMC Msuplz(O, 0<r1<T. (3)

Aqui, ó é uma constante positiva que depende do estado inicial do sistema (0) mas é
independente do tempo T. Os resultados a seguir foram formulados por V. M. Popov na

década de 1960 (Anderson, 1968).

Definição 3 (Anderson, 1968) O sistema (3.2) é dito hiperestável se para qualquer u(.)

satisfazendo (3.3), a desigualdade

le(t)]| < K(lx(0)]| +) (3.4)

é satisfeita para alguma constante positiva K e todo t > O.

Definição 4 (Anderson, 1968) O sistema (3.2) é dito assintoticamente hiperestável se para

qualquer u(.) limitado satisfazendo (3.3), a desigualdade (3.4) é satisfeita também,

lim(8) =0. (3.5)

Seja por definição, G(s) = C(sT—A)!B+ D a matriz de transferência do sistema (3.2),
então:

Teorema 3 (Anderson, 1968) A condição necessária e suficiente para que o sistema (3.2)

seja hiperestável é que G(s) seja RP.

Teorema 4 (Anderson, 1968) A condição necessária e suficiente para que o sistema (3.2)
seja assintoticamente hiperestável é que G(s) seja ERP.

O Lema 1, a seguir, fornece condições para os sistemas ERP.
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“ * "Lema1l (Anderson, 1968) A matriz de transferência do sistema (3.1)

G(s) = C(sI ­A)B,

é ERP, se e somente se, existir uma matriz P = PT, tal que

PAY+ATP<O,

BTP=C,
P>O.

Recentemente, (Huang et al., 1999), obtiveram condições, em termos de LMI, para que

o sistema realimentado da Fig. 3.1, com entrada V(s) e saída Y(s), seja ERP para alguma
matriz constante K.

t= Ar+ Bu

y=Cr

K

Figura 3.1: Sistema realimentado dos Teoremas 5 e 6.

Teorema 5 (Huang et al., 1999) Existe uma matriz K, constante, de realimentação da

saída, de maneira a tornar ERP o sistema em malha fechada da Fig. 3.1, se e somente se,

para CC = CT,
BIC=CTB>O, (3.7)

e se existir uma matriz X = X" > O, de maneira que

CTherm (B,XBTA)ÕO, <O. (3.8)

A matriz Õ, é definida como

CLERTMR npostifCi)DAEn­m e CCT =O0

e a matriz B = (b;j), quadrada e complexa é Hermitiana (herm), se bi; = bji, ou seja, se
ela for igual à transposta da sua complexa conjugada.
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Desde que (3.7) e (3.8) sejam factíveis, todas as soluções para K serão descritas por

K = ÔOlherm (PA)(1 — O, [OT herm (PA)O | CT herm (PAIYT+S, — (39)
sendo que

P=PT=Ô(BMO)!+BXBT>O,

S é uma matriz definida positiva qualquer e Ot = (CTO)­!OT denota a pseudo­inversa de
Moore­Penrose de O.

O problema descrito no Teorema 5 já foi estudado teoricamente em (Owens et al., 1987)

e (Teixeira, 1989), como mostra o Teorema 6.

Teorema 6 (Kaufman, 1994, p.55) Erxiste uma matriz constante K, tal que o sistema da

Fig. 3.1 seja ERP, se e somente se:

(a) CB=(CB)T >O0;

(b) todos os zeros de transmissão da planta apresentam parte real negativa, ou seja, a

planta é de fase mínima.

Com o objetivo de explorar mais as especificações, em termos de restrições, que as LMI

oferecem, foi proposto aqui o seguinte problema, mais geral do que o abordado por (Huang

et al., 1999).

Problema 1 Dada a planta (Ao,Bo, Co), linear, invariante no tempo, controlável e ob­
servável, com posto (B1) = posto (C,) = m, determine condições necessárias e suficientes,
em termos de LMI, para a existência de matrizes constantes F e K é RM”, tais que o

sistema descrito na Fig. 3.2, com entrada Ú(s) e saída Y (s), seja ERP.
A solução do Problema 1 é apresentada no Teorema 7.

Teorema 7 O Problema 1 tem solução, se e somente se, existirem matrizes P= PT, Re
F, tais que

PA, + ATP — CF(R+ RE)CA<O, (3.10)

BIP=FC, (3.11)

P>O. (3.12)
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Ú(s) 2 U(s)

K

Figura 3.2: Sistema realimentado do Problema 1.

Prova Pelo Lema 1, o sistema da Fig. 3.2, com entrada U(s) e saída Y(s) é ERP, se e
somente se, existirem matrizes P = PT, K e F, tais que

P(Ao — BK Co) + (Ao — B.KC)TP<O,

BIP=FC,,

P>O.

Mas, (3.14) é equivalente a

B. = P!CTFT,

Assim, substituindo (3.16) em (3.13), obtém­se

P(AQ — PCT FTKO, + (Ao — POICTFTKCO,TT P<O,

PA, — CTFTKC, + ATP — CTKT FCO, <O,

e definindo R = FT K, então esta equação é equivalente a

PA, + ATP — CFRC, — CTRÍC, <O,

PA, + ATP — CT(R+ RE)C,<O,

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

que corresponde à equação (3.10). Assim, (3.13) — (3.15) são equivalentes a (3.10) — (3.12)
e o Teorema 7 está demonstrado.

A determinação das matrizes P = PT, Re F satisfazendo as LMI (3.10) — (3.12),
quando elas existem, pode ser feita eficientemente, utilizando­se programas computacionais

disponíveis (Boyd et al., 1994), tais como LMISol, MATLADB, etc.
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Teorema 8 Considere P = PT, R e F. soluções de (3.10) — (3.12). Então a matriz K,

dada por

K=(F")'R, (3.18)

torna o sistema da Fig. 3.2, com entrada Ú(s) e saída Y(s), ERP.

Prova Inicialmente, observa­se que (3.11), (3.12) e posto (BK) = m implicam que

BITPB, = FC,oB, tem posto m. Assim, F € RM" tem posto m também e (FT)! existe.
Agora, de (3.18), R = FT K e, substituindo­se R em (3.10), então:

PA, + ATP — CT(R+ RE)C<O,

PA, + ATP — CT(FFK + KTF)O,<O.

Finalmente, substituindo­se (3.11) em (3.19), tem­se:

PA, + ATP — PB,KC, — CTKTBÍP<O. (3.20)

Como (3.10) é equivalente a (3.20) então, pelo Teorema 7, as equações (3.11), (3.12) e
(3.20), implicam que o sistema da Fig. 3.2, com entrada Ú(s) e saída Y(s) é ERP. Assim,
o Teorema 8 está demonstrado.

Normalmente, somente a estabilidade de um sistema de controle é insuficiente para

assegurar um desempenho desejado. Freqilentemente, é necessário também atender espe­

cificações referentes à resposta transitória. O teorema a seguir, estabelece condições para

que todos os pólos do sistema da Fig. 3.2 tenham parte real menor do que —7 e que este

sistema seja ERP.

O Apêndice A define o conceito de zeros de transmissão de um sistema, que será impor­

tante para o entendimento do Teorema 9.

Teorema 9 Considere z; = o; + 38i, i = l,...,p os zeros de transmissão do sistema

(Ao,Bo, Co), descrito no Problema 1. Dada uma constante 7, então uma condição ne­
cessária para a existência de matrizes P= PT, Re F, tais que

PA, + ATP CIT(R+RI)C,<­2nP, (3.21)

BIP=FC,, (3.22)

P>O, (3.23)

é quey <—o, sendo que o = max(o,...,0p)­
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Capítulo 3: Novas condições baseadas em LMI para sistemas ERP 34

Prova Definindo­se À, = Av + 71, que é equivalente à AQ = Av — 71, então (3.21) pode
ser descrita por

P(A, = 41) + (À = a1)TP — CI(R+ RE)O, < —274P,

PÃo = 47P + ATP = 4P — CT(R+ RD)C, < —24P,

PA, + ATP — CT(R+ RE)C, = 27P < —274P,

PA, + ATP ­ CAR+ RE) <O. (3.24)

Pelo Teorema 7, (3.21) (que é equivalente a (3.24)), (3.22) e (3.23) implicam que o

sistema (Ao — BoWKCo,Bo, FCo) é ERP. Agora, é bem conhecido que todos os zeros de
transmissão de um sistema ERP possuem parte real negativa (Kaufman et al.,1994), o que

se aplica ao sistema (Ã,o — Bo.KCo, Bo, FC,). Finalmente, considerando­se que de (3.22),
a matriz F tem posto m, então é fácil verificar que os sistemas (Av — B.KCo, Bo, FC) e
(Às, Bo, Co) possuem os mesmos zeros de transmissão, efetuando­se operações elementares,
primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros:

+ FA x — KC,
sSI­AQ+BKC, B,

É bem conhecido que os zeros de transmissão de um sistema (Ao, Bo, Co), Ao E RU”,
Bo E RM eC, ER", são os s E UT, tais que

sI­ Ao Bo
posto <n+m.

Então, os zeros de transmissão de (o, Bo, Co) são os s E T, tais que

(s = q) = Ao Bo,
posto <n+tm.

=C, o

Note que se s = s, é um zero de transmissão de (A,, Bo, Co), então s = so + 7 será

um zero de transmissão de (Ao, Bo, Co). Assim, para que todos os zeros de transmissão
de (Ao,Bo, Co) tenham parte real negativa, é necessário que 0; +7y < O, Vi E (1,...,r).

Então, y < —0, 0 = marfo1,...,0r). O Teorema 9 está demonstrado.
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O resultado do Teorema 9 é esperado, se for utilizada uma realimentação K com alto

ganho, por exemplo, utilizando CEV e modos deslizantes, pois é conhecido que nestes casos,
os zeros da planta serão, aproximadamente, os pólos do sistema de malha fechada (no caso de

CEV e modos deslizantes, os zeros da planta serão os pólos do sistema no deslizamento(Zak
e Hui, 1993)). O inesperado é a constatação da influência da localização dos zeros para

todas as possíveis matrizes admissíveis K, de realimentação da planta.

O Lema 2 a seguir, será utilizado nos Corolários 1­4.

Lema 2 (Teireira, 1990) Considere o sistema (A, B,C), descrito em (3.1), com posto

(CB) =m. Então, existe uma transformação linear T : R" — R", tal que:

er
=Tx,

à
Yo

Yo =

Prova Define­se CT e RM", tal que posto (C)) =n—m e CCT =0.
Então:

B=C"R+CTRK,

sendo que

Ri = (CLCTYICB Ee RA MAM,

Ra = (CCT) !'CB e RP?”
e Ro é não­singular, pois posto (CB) = m.

Define­se então, BT E RMT”,

BT = —R RR(CCT)IC +(CLOCT)OL. (3.29)

Logo, de (3.28) e (3.29), BI B = 0 e como BI'CT = In­m, então posto (By) =n— m.
Desta forma,

BT
T=| *|. (3.30)

C
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Assim,

Tº =(TT),

sendo que

Tr = B(BEB,)! — B(CB) !'CB,(BTB,)'L,

Ta = CT(CCT)! + CTRR3 (CCT).

De (3.25) — (3.26), tem­se que

(3.34)

(3.35)

A A
TATI =| OP), (3.36)

Az Aa

sendo que

A, = BITAT, Ag=BTAR, Azg=CATN e As=CATL (3.37)

e o Lema 2 está provado.

Corolário 1 Assuma que as matrizes Ao, Bo e Co, na Fig. 3.2, tenham as seguintes formas:

A A&4 0
Ao = , Ba= e c=|o ja. (3.38)

Az A, CB

sendo que posto (CB) = m. Então, as condições necessárias e suficientes para a solução

do Problema 1 são a existência de matrizes P= PT e R, tais que

PO
P= >O0 e (3.39)

O P

7
O o)

PA+Y+ATP­ <o, (3.40)
0 (R+ RD)

sendo que as matrizes K e F são obtidas pelas expressões:

K =(FI) !R=(P.CB)''R,

F=(CB)"P..
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Prova Pelo Teorema 7, em (3.11), a solução do Problema 1 impõe que:

PI DP.
"[o com]

sendo que

Assim, como posto (CB) = m, então

F=(CB)'P. e (3.43)

P,=0. (3.44)

Logo, P tem a forma descrita em (3.39) e F pode ser obtida off­line pela equação (3.42).

Agora, o Teorema 7, (3.10), exige também que

PA+ATP­CT"(R+R)C<O,
r TPA+A'P­|o In | (R+R)|o mm | <o,

0) 1)
PAY+ATP­ <oO, (3.45)

| O (R+ R”)
coincidindo com a equação (3.40). Pelo Teorema 8, (3.43) e (3.44), K e F apresentam as

expressões descritas em (3.41) e (3.42).

Comparando­se os resultados do Corolário 1 com os do Teorema 7 e Teorema 8, observa­

se que foi removida a LME (Linear Matriz Equality) (3.11). Alguns softwares, como o

toolbor de LMI do MATLAB não aceitam diretamente a existência de LME. Desta forma,

o Corolário 1 pode ser útil para a obtenção da solução numérica do Problema 1. Considere

agora, que x E R" é disponível.

Problema 2 Dada a planta (Ao,Bo, Co), linear, invariante no tempo, controlável e
observável, com posto (B,) = posto (Cf) = m, determine condições necessárias e suficientes,
em termos de LMI, para a existência de uma matriz constante K, € RT de realimentação
dos estados e F' é R"*"", de maneira que o sistema descrito na Fig. 3.3, com entrada u(t)

e saída y(t), seja ERP.
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­ +

K,

Figura 3.3: Sistema realimentado do Problema 2.

Teorema 10 O Problema 2 tem solução, se e somente se, existirem matrizes P = PT, R
e F, tais que

PA, + ATP—CTR—=RTC,<O, (3.46)

BITP=FC,, (3.47)

P>O, (3.48)

sendo que Ka, = (FT)!R pode ser obtida off­line.

Prova Pelo Lema 1, o sistema da Fig. 3.3, com entrada u(t) e saída y(t) é ERP, se e

somente se, existirem matrizes P = PT, K, e F, tais que

P(Ao — BoKa) + (Ao — BoKa)"P<O, (3.49)

BIP=FC&,, (3.50)

P>O. (3.51)

Mas (3.50) é equivalente a
Bo. = P!CTFT, : (3.52)

Assim, substituindo (3.52) em (3.49) e definindo­se R = FTK,, obtém­se

P(Ag — PCT FTKa) + (Ao = PCTETKATP<O,

PA, — CLFTK, + ATP— KÍTFC,<O,

PA, + Al = CT R— REC, <O,

que corresponde à equação (3.46). Assim, (3.49) — (3.51) são equivalentes a (3.46) — (3.48)
e o Teorema 10 está demonstrado.
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Teorema 11 Considere z; = 0; +38, i = l,...,p os zeros de transmissão do sistema

(Ao, Bo, Co), descrito no Problema 2. Dada uma constante 7, então uma condição ne­
cessária para a existência de matrizes P= PT e K, tais que

PA, + ATP CITR+RTC, <—27P, (3.53)

BIP=FC,, (3.54)

Pv>O,
!

(3.55)

é que 7 <—o, sendo que o = max(o1,...,0p). A matriz K, pode ser obtida off­line pela
expressão KW = (FT)!R.

Prova A prova deste teorema é análoga à prova do Teorema 9.

Corolário 2 Assuma que as matrizes Ao, Bo e Co, na Fig. 3.2, tenham as seguintes for­

mas descritas em (3.38), sendo que posto (CB) = m. Então, as condições necessárias e

suficientes para a solução do Problema 1 são a existência de matrizes P = PT eh, tais que

P, 0
P= >O e (3.56)

0 FP.

00
PAY+ATP­ < —24P, (3.57)

0 (R+ KR”)

sendo que as matrizes K e Fº são obtidas pelas expressões:

K=(FI) !'R=(P.CB)'R,

F=(CBY"P..

Prova A Prova deste corolário é análoga às provas do Teorema 9 e do Corolário 1.

O Corolário 3 tem um desenvolvimento semelhante ao apresentado no Corolário 1.

Corolário 3 Assuma que as matrizes Av, Bo e Co na Fig. 3.3, tenham as formas descritas
em (3.38), sendo que posto (CB) = m. Então, a condição necessária e suficiente para a
solução do Problema 2 é a existência da matriz P= PT, Re F, de maneira que

FP, O
P= >O (3.60)

0 FP.
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TPA, + ATP — | o mt | ­|o RE ] < O.
As matrizes Ka = (FT)!R e F=(CB)TP, podem ser obtidas off­line.

Prova Pelo Teorema 10, a solução do Problema 2 impõe que:

P. P,BIT P=FC,=> | o (ey |
Assim,

P,=0 e (CB) P.=F.

Logo, P tem a forma descrita em (3.60). Agora, definindo­se R = FT K,, o Teorema 10
exige também que

PA, + ATP— CTR—RÍC,<O,
TPAS+ATP­|o In | RW o mm |<o,
TPAS+ATP­|o mw | ­|o | O,

coincidindo com a equação (3.61)

Corolário 4 Assuma que as matrizes Av, Bog e Co na Fig. 3.3, tenham as formas descritas

em (3.38), sendo que posto (CB) = m. Então, a condição necessária e suficiente para a

solução do Problema 2 é a existência da matriz P= PT, Re F, de maneira que

P, O
P= >O (3.62)

0 FP

T

PA,+ATP— | o Rº | — | o RE | < —24P. (3.63)

As matrizes K, = (FP)!R e F=(CB)"P, podem ser obtidas off­line.

Prova A prova deste corolário é análoga às provas do Teorema 9 e do Corolário 2.

Considere o caso em que o vetor de estado x E R" da planta é disponível e a saída yo(t),
descrito na Fig. 3.3, não é especificada. O problema descrito a seguir é útil para o projeto

de CEV nesta situação.
Problema 3 Dada a planta (Ao, Bo), controlável, linear, invariante no tempo, B, €

R"*", posto (B1J) = m, determine C, E R"*”, tal que todos os zeros de transmissão do
sistema (Ap, Bo, Co) tenham parte real menor do que —7, 7 > O dado.
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Capítulo 3: Novas condições baseadas em LMI para sistemas ERP

Lema 3 Uma solução para o Problema 3 é obtida pelas LMI:

WAIT + AQW — BJV — VIBIL <—24W,

W=WT>O0.

Prova Estas LMI sempre apresentam solução, pois (Ao, Bo) é controlável e na rea­
lidade (3.64) e (3.65) correspondem ao posicionamento dos pólos de X = (AQ — BoK)r,
sendo

K=VW­", (3.66)

Agora, escolhendo­se

C, = BIW"1!, (3.67)

obtemos para P = W"­!, de (3.64) — (3.67), que

ATP+PA,­ PB.K—K"'"BIP<­—­274P, (3.68)

BIP=C,, : (3.69)

P=PT>O0. (3.70)

Assim, o sistema ( Av — Bo K, Bo, Co) é ERP e desta forma, todos os zeros de transmissão

possuem parte real negativa. Utilizando­se o mesmo tipo de análise empregada no Teorema 9

e Teorema 11, é fácil verificar que todos os zeros de transmissão deste sistema apresentam

parte real menor que —7.

Uma vez determinado C, que atenda o Problema 3, da forma descrita acima, pode­

se aplicar os resultados referentes ao Problema 2 para o projeto de controladores. Pelo

Teorema 11, observamos que a especificação de 7 está diretamente relacionada à taxa de
decaimento do sistema.

No Capítulo 4, será mostrado que as LMI (3.10) — (3.12) do Teorema 7 permitem a es­
pecificação de restrições na saída e a consideração da robustez, com respeito aos parâmetros

da planta.
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Capítulo 4

Controle com Estrutura Variável

utilizando sistemas ERP e LMI

Considere a planta descrita por (4.1):

t=(A+AA)r +(B+AB)(u+t+E(t,x)),

y=(C+AC)r,

sendo que z E RN, ue RM ey e R”.

São assumidas as seguintes hipóteses:

B1. O par ((A+AA), (B+AB)) é controlável, e o par (A+ AA), (C+ AC)) é observável

para todas as incertezas admissíveis AA, AB e AC;

. O vetor r não é disponível, mas a saída y é disponível;

« posto (B+ AB) = posto (C + AC) = posto ((C + AC)(B + AB)) = m, para todas

as incertezas admissíveis AB e AC;

B4. Seja, por definição, |E(t, x)| = [61(t, x)| +... +[Em(t, x)|. Então, são conhecidas cons­

tantes a e b, tais que |lE(t,r)) <ajr] +b;

­ As matrizes das incertezas AA e AC são constantes, mas desconhecidas e descritas

por:

A+AA=X"0A; e C+AC=Y"aC,,
i=1 i=1

sendo que a; > 0, à = 1,...,r são constantes desconhecidas, a; +... +ar =leas

matrizes A; e Ci, i =1,...,r são conhecidas (incertezas politópicas).

42
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B6. A matriz AB = BAB, sendo que são conhecidos /;, 1 = 1...,m, tais que 1 + AB;;
— IABi| aa AB; ini] — IABii+1| =. IABiml >l>0,Vieíl,...,m).

É oportuno mencionar que a hipótese B5 é genérica, pois permite incertezas politópicas

arbitrárias nas matrizes AFAAeCH+AC.

4.1 Estabilidade e Robustez

Para a análise da estabilidade do sistema com incertezas (4.1), considerando­se B1­B6, seja

a candidata a função de Lyapunov

V(x,a)= x”P(a)xr, P(a)= ashis (4.2)

sendo que FP; > 0, é =1,...,r

Fazendo uma analogia com o Teorema 7, considere a existência de P(a) = P(a)”, Re

F, tais que, dadas (A+ AA) e (C+ AC) em B5 e B, as equações abaixo sejam satisfeitas:

P(a)(A+ AA) +(A+ AA) P(a) — (C+ACY)YT(R+ RT)(C + AC) <O, (43)
BT P(a) = F(C+AC) e (4.4)

P(a) >O, (4.5)

para todos a;, i = 1,...,r admissíveis. A hipótese B6 pode ser flexibilizada, mas este fato

não será considerado nesta dissertação. Então, para a lei de controle

u=—Ky­— Bsign(Fy), (4.6)

de (4.1), B1­B6 e (4.3) — (4.6), chega­se em (4.7), pois:

Víz,a) = [([A+ AA) — (B+ AB)Ky — (B + AB)Bsign(Fy) +(B + AB)E]! P(o)z

+ x P(a)[((A+ AA)r — (B+ AB)Ky — (B+ AB)Bsign(Fy) + (B+ AB)JE]

= [(A+44)] — (B+ AB)K(C + AC)z — (B+ AB)6sign(Fy)

+(B + AB)EYT P(a)x + 27P(o)[(A+ AA)XE — (B+ AB)K(C + AC)z

— (B+AB)Bsign(Fy) + (B+ AB)JE]
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= "(A+ AA) P(a)z — 7(C + AC) KT(B+ AB)" P(a)z

— [(B + AB)6sign(Fy) — (B + AB)t]T P(a)z + 27”P(a)(A+ AA)x
— x”P(a)(B + AB)K(C + AC)x — x”P(o)[(B + AB)Bsign(Fy) — (B+ ABYE]

= ”[P(a)(A+ AA) +(A+ AA)YTP(0) — P(o0)(B+ AB)K(C+AC)

—­ (C+ACYTKT(B+ABY"P(oa)]z + 2x” P(o)(B + AB)(—Bsign(Fy) + E).

Mas, (B + AB) = B(I + AB), então

Ví(r,0) = ”[P(a)(A+ AA) + (A+ AA)T P(a) — P(a) B(I1+ A(BI)K(C + AC)
— (C+ ACYTK(I +AB)BT P(a)]x + 22” P(a)B(I + AB)(—Bsign(Fy) + &).

Também, BT P(a) = F(C + AC), assim

Vír,a) = T[P(a)(A+ AA) + (A+ AA)TP(a) — (C + ACYTFT(I + AB)K(C + AC)
— (C+ ACYTK(I+ AB) F(C+AO)|x +22” P(o0) B(I1+ AB)(—Bsign(Fy) + €)

= x”[P(a)(A+ AA) + (A+ AA)YT P(a) — (C+ AC)YTFT K(C + Ac)
— (C+ ACYTFTABK(C + AC) ­— (C+ACYTKF(C+AC)

— (C+ ACYTKABTF(C+AC)]x +22” P(a)B(I + AB)(­Bsign(Fy) + €)

= x" [P(a)(A+ AA) +(A+ AA)P(a) — (C + ACYT(FTK + KF)(C+AC)

— (C+AC)Y(FIABK + KABTF)(C+AC)]z

+ 227 P(a) B(I + AB)(­Bsign(Fy) +)

= x”[P(a)(A+ AA) + (A+ AAYT P(a) — (C + AC)T(FTK + KF)(C + AO)]z

— X”(C+ACYFTABK(C + AC)x — T(C+ACYTKABTF(C+AC)x

+ 22” P(a)B(I + AB)(—Bsign(Fy) + €)
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= 1"[P(a)(A+ AA) + (A+ AA) P(a) — (C+ ACYT(FTK + KF)(C+A4AO)]x

—yY FTABKy—­y"KABTFy+217(C+ACYTFT(I+ AB)(­Bsign(Fy)+€E)

= x"[P(a)(A+ AA) + (A+ AA)TP(a) — (C+ ACYT(FTK + KF)(C+A4ACO)|x

— 2”FTABKy +27 FT(1 + AB)(­Bsign(Fy) +€)

= x"[P(a)(A+ AA) + (A+ AA) P(a) — (C + AC)YT(FTK + KF)(C + AO)]z
J
O

+ 2Y7 FTI(I + AB)(­Bsign(Fy) + E) — ABKy. (4.7)

Assim, de B6 e definindo y7 FT = | fi fm | observe que
= 2UT FT + AB)(­Bsign(Fy) +£6)— ABKy]

( (I+AÊ)
”

1+ AVEIA AB12
AB31 1+4Bos2| A ” fm)

ABmei1 ABmci2 .. 1+ABnciml
(1 4Bni —ABna2 ..  ABnma

sign(f1)
—B : +£ |­ABKy

sign(fm)

261 + ABi1)sign(fi) + ABosign(fa) +... + ABimsign(fm)] =...
— 268fnlABm, sign(fi) + ABm osign(fa) +... + (14+ ABmm)sign(fm)]
+ 2611 + A B11) + AB +... + AB ml] +...
+2fnêm[ABm,] + ABma +... +(1+ ABmm)]=2Y"FTABKyY

>11>0
< —26A/[(1+A4B11)­[AB12]­=...­|ABiml]l—=­­.
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' >Im>0
— 26] fm| [=|ABnma] — IABnml co (1+ ABmm)] +...

'

>h>0
+ 2180 + 4811) = [ABiol =... ­[ABim]+

>Im>0

+ 2Hfmllên![IA Bm] = [ABmal =... = (1+ ABrm)] =201] +... + [IA BKY|

>h>0 |

26 /[1+4B11) = [ABr] =... ­|ABiml]l="..
>Im>0

— 26/fm| [­|ABm]] = [ABmol... ­ (+ ABmm)]+...
>h>0

+ 2/fil(ale1| + 6) (1 + 4Bi1) = [ABia] =... ­[ABim]+.o.
>Im>0

+ 2lfml(alem| + 6) [A Bm] = [ABmal =... (1+ ABrm)] =20f1+­... +Lml1ABKy
Assim, especificando­se 3 > 0 E R, suficientemente grande, o último termo de Vírx, a)

em (4.7) é menor ou igual a zero. Assim, definindo­se R = FT K, a condição (4.3) implica
que V(x,a) < O, para r 20 eyX£O. Logo, (4.3) — (4.6) são suficientes para a estabilidade
global assintótica de (4.1).

Da hipótese B5, então (4.4) e (4.5) são verificadas, para todos a;, 1 = 1,...,r admissívies,
se e somente se,

BT"P;=FC, i=Ll...,.r e (4.8)

P=PT>0, i=sl...,r (4.9)

A condição (4.3) é equivalente a

[ au ... a! [0] au

Logo, uma condição suficiente para a condição (4.3) é

Q<Oo.
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Capítulo 4: Controle comEstrutura Variável utilizando sistemas ERP e LMI 47

Se as LMI (4.8), (4.9) e (4.12) (que são equivalentes a (4.3) — (4.5)) forem factíveis, a

matriz K pode ser obtida pela expressão K = (FT)'R.
Da mesma forma, para o caso em que há acesso completo às variáveis de estado, fazendo

uma analogia ao Teorema 10, considere a existência de P(a) = P(a)! e Ka, tais que dado
(A+ AA) em B5, C(a) e B, as equações abaixo sejam satisfeitas:

P(a)(A+ AA) +(A+ AAYT P(a) — C(a)!R— REC(a)<O, (4.13)

BT P(a)=FC(a) e (4.14)

P(a)>O, (4.15)

para todos a;, 1 = 1,...,r admissíveis. Então, a lei de controle

u=­—K xr — ósignox, (4.16)

para ó E R, ó > O, suficientemente grande, então (4.13) — (4.16) são suficientes para a

estabilidade global assintótica de (4.1).

Em termos de LMI, (4.14) e (4.15) são equivalentes a

B"P;=FC,, i=1l,...,r e

Pi=PT>0, i=1...,r

A condição (4.13) é equivalente a

[ av ... ar! |Qa| a! ..

­ mm. Ela
Logo, uma condição suficiente para a condição (4.13) é

Qa< O.
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Capítulo 4: Controle com Estrutura Variável utilizando sistemas ERP e LMI

4.2 Estabilidade, Robustez e Taxa de Decaimento

A taxa de decaimento 27 pode ser introduzida nas equações (4.3) — (4.5), pela equação

P(a)(A+ AA) +(A+ AA)T P(a) ­ (C+ACYT(R+ REI(C+ AC) <­27P(a), (4.22)

ou de modo equivalente,

P(a)(A+ AA +91) +(A+AA+9DTP(a)— (C+ACY(R+R(C+AC)<O, (4.23)

(4.4) e (4.5). Analogamente ao efetuado na análise de (4.3), nas equações (4.19) — (4.21),
uma condição suficiente, em termos de LMI, para a equação (4.23) é que

Q + | ql ll | [a ... Pr | + | Ph... P, | [7 .. a1 | <O. (4.24)
As LMI (4.8), (4.9) e (4.24), com Q definida em (4.20), especificam o projeto que garante

estabilidade, robustez e taxa de decaimento.

Da mesma forma, para o caso em que há acesso completo às variáveis de estado, a taxa
de decaimento, é especificada pela equação

P(a)(A+ AA) +(A+ AA)! P(a) — C(a)” R— RÉC(a) < —274P(a), (4.25)

ou de modo equivalente,

P(a)(A+ AA +41) H(A+AA+HND)TP(a)— C(a)IR— RIC(a)<O, (4.26)

(4.14) e (4.15). Analogamente, uma condição suficiente, em termos de LMI, para a equação

(4.26) é que

Qa+|y ee nl [a a... R&|+|A .. 8] [» e. 41 | <o. (4.27)
4.3 Estabilidade, Robustez, Taxa de Decaimento e Restrição

nas Saídas

Considere o sinal

 s=Hr, (4.28)

sendo que H E RI”, 1 <q<n é uma matriz constante conhecida. Devido às limitações
das implementações práticas de sistemas de controle, muitas vezes, deve ser considerado
como restrição no projeto, que

mas |[s(9)|| < &o, (4.29)

FEV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp * 12 13 14 15 16 17 18 19



Capítulo 4: Controle com Estrutura Variável utilizando sistemas ERP e LMI

sendo que £, é uma constante conhecida, para uma condição inicial r(0) dada.

Em (Boyd et al, 1994), foram apresentadas duas LMI para a especificação destas
restrições, para um sinal de controle u = Gr. Analisando­se a dedução deste resultado

(Apêndice B), observa­se que a lei de controle pode ser arbitrária, desde que exista uma
função de Lyapunov V(x) = xTPx, com P = PT > 0 e V(x) <O, para x £ O.

As condições apresentadas por (Boyd et al., 1994) para assegurar que (4.28) e (4.29)
sejam satisfeitas são as seguintes:

P(a) P(o)HT

| HP(0) &I
(4.30)

Dao xoY
| (0) P(o)

> O. (4.31)

Tendo em vista a definição de P(a) em (4.2), então (4.30) e (4.31) são, respectivamente,

equivalentes às LMI:

PF PH"

HP; El
(4.32)

1 x(0)Y!

EM;
>O0, i=L1L....r. (4.33)

Se o projeto exigir, pode­se especificar a restrição de vários sinais distintos, do tipo

descrito em (4.28), simultaneamente. As LMI referentes a estas restrições devem ser consi­

deradas juntamente com as outras LMI que asseguram a estabilidade, taxa de decaimento

e robustez. Para o caso especial, no qual s = y, y dada em (4.1) e B5, a LMI (4.30) merece
ser analisada com mais detalhe:

P(a) P(a)(C + ACY
(C + AC)P(a) 21

| Sa; | P(a) P(a)(C+ACY!
i=l

r 2

(C+AC)P(a) & | Doo |
i=l

ol .. al O ... O Ss; S al ... al O

O ... O al ... aD||SF SS O ... O ol
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Capítulo 4: Controle com Estrutura Variável utilizando sistemas ERP e LMI

sendo que

I

[a ” : ” : [E]
1

(4.35)

Uma condição suficiente para (4.28) e (4.29), com H = (C + AC), neste caso é S>0e
(4.33).
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Capítulo 5

Exemplo de projeto do controlador
de um manipulador 9 — r

Toma­se como exemplo de aplicação, o manipulador 9 —r, descrito em (Walcott e Zak, 1988),
apresentado na Fig. 5.1, junto com o seu modelo mecânico equivalente. Aqui, m, representa
a massa do cilindro externo (posicionada em seu centro de massa) e r1 a distância fixa entre o

centro de massa do cilindro externo e o centro de rotação. À massa da carga é representada

por m,? e assume­se que está localizada no fim de um pistão ou braço telescópico que é

variável na direção radial, a uma ditância r do centro de rotação. O ângulo de rotação do

braço manipulador é denotado por 9. As entradas do sistema são assumidas como sendo o

torque Tp aplicado ao eixo, na direção de 0 e, a força translacional Fr aplicada na direção de

r. Finalmente, considera­se q a constante gravitacional, na direção apresentada na Fig. 5.1.

Inicialmente, é apresentado o projeto de um controlador e um observador de estado com

EVMD, para o manipulador 6 — r, descrito em (Walcott e Zak, 1988). Posteriormente, é
apresentado um novo método de projeto para o observador de estado, baseado em LMI e, em
seguida, o projeto do controlador para o manipulador 6 — r é realizado para o novo método,

que considera acesso somente às saídas da planta, utilizando os resultados apresentados no

Capítulo 3 para sistemas ERP, baseadas em LMI.

BCpIS ­ FEIS ­ UNESP
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Capítulo 5: Exemplo de pro,jeto do controlador de um manipulador 9 — r 52

5.1. Controle com EVMD do manipulador 0 — r com acesso

aos estados e com observador

Nesta seção, é apresentado o projeto de um controlador e de um observador de estado com

EVMDe as suas simulações, para o manipulador 9 — r, cuja metodologia é descrita em
(Walcott e Zak, 1988) e apresentada no Capítulo 2.

Figura 5.1: Manipulador 6 — r e a sua representação física.

As equações do torque e da força, deduzidas no Apêndice D, são descritas, respectiva­

mente, por

Ta = mirtô + marºÔ + 2marrÔ + gcos(O)(mar1 + mar), (5.1)

F, = mar — marbº + magsen(o). (5.2)

Escolheu­se a seguinte representação em variáveis de estado:

T1 0

T2

T3

aa|
e os seguintes valores para os parâmetros: m, = 10kg, ri = 1m e g =9,81m/s?.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 9 — r

Ássim, a equação de estado será dada por:

Ta

do

Es

da

­

T2

— 2mararata+lOcost1 (10+maxs)
10+mori

Ta

x8r3 — 10senti

Às restrições na entrada são dadas por

Para a saída, em vez de se escolher as posições e velocidades, será escolhida uma com­

Tomaz = 200Nm e Frras = SON.
max

binação linear das duas, descrita por

O projeto se baseia na combinação de um controlador­observador para o manipulador,

de maneira que as posições finais sejam 1155 = 1/2 rad e v3.5 = 2m, começando da condição

inicial x(0) = | 0,0,1,0 | . Adicionalmente, o erro de posicionamento deve ser desprezível
em 8 segundos.

T1

T2

T3

T4

5.1.1. Projeto do controlador

Como um primeiro passo no projeto do controlador, precisa­se passar o modelo do manipula­

dor para a forma do sistema (2.12). Embora para o projeto do controlador não seja essencial
que a matriz de entrada B seja independente de x, juntou­se o termo 1/(10+moax3), contido
em B com o controle e a não­linearidade. Isto foi feito porque o termo é comum a ambos, o
controle e a não­linearidade, e não muda de sinal. Similarmente, por conveniência, foi feito

o mesmo com o termo 1/mo contido em B. O resultado desta manipulação é representado

por

Ta+v,
10+max3

Fr+v2
m2
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 9 — r

sendo

vi = —[2mararata + 10cost1 (10 + moars)),

v2 = Mo (xàxs — 10senti1).

Desde que o problema estipula que o regime permanente seja alcançado em menos de

8 segundos, as superfícies de chaveamento serão projetadas de maneira que a constante de

tempo de ordem reduzida do sistema seja de 1 segundo, isto é, o sistema, quando confinado
na superfície de chaveamento, irá possuir autovalores iguais a —1. Uma constante de tempo

mais rápida contribuiria para uma maior susceptibilidade do sistema para o fenômeno de
trepidação (chattering). Portanto, as equações de deslizamento desejadas são definidas
como

.
T

.n="7n+27= da = —r3+2=Ta
e a superfície de chaveamento correspondente é dada por

s1 1100
8= rx+

s2 0 011

A matriz S(t, 1) B é simplificada para

1mm OS(t,2)B = | Sb; Sb | = | 0+mass e — (SB) =
o

Portanto,

—(10 + maxi)
0

—(10 + marxi)xa
—mMoaTa4

Mas

lui(t,x)| <ri(t,xr) i=1...,m.

Logo, utilizando as estimativas |x11| < nrad, |xo] < 2rad/s, |x3| < 2m, Ita] < 2m/s,
Ima] < 2kg, obtém­se:

Ju] <172 e |va| < 36.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 0 — r

Portanto, adotaremos (Walcott e Zak, 1988):

—risign(s”Sb) | | —172sign(s1)
—rasign(s" Sbo) —36sign(s2) do

Assim, a lei de controle inteira, em semelhança com a equação (2.13), é descrita por

—(10 + max? — 172sign(s
= (SB 'SAr+ã=|

2r5)ra Masignísi) | 55
—marxa — 36sign(s2)

5.1.2 Projeto do observador

Desde que a massa da carga não é necessariamente constante e pode ser desconhecida,

para o propósito de projeto do observador, juntou­se o controle inteiro em um termo não­

linear/incerto, designado como v(t,r). Esta medida deve produzir um observador que é
mais robusto às variações dos parâmetros. Assim, o modelo resultante é descrito por

­ ­ ­ ­r ­ ­

da T1

To

&a

*
0

0

1

0100 0

0 000 T2 1

0 001 T3 o

La 0 000 0TA

à = Ta — (2maxaraxa + 10cost1 (10 + mara))1º 10 + maxi
F,Da = ju + (xãx3 — l10senti)).

As estimativas das fronteiras das não­linearidades são dadas por

151] < 0, 0556/76] + 9, 5556 = p1(t, u)

[52] < 0, 5000|F,| + 18, 0000 = P2(t, u)

A seguir, é apresentado o algorítmo descrito anteriormente, para a construção das ma­

trizes que satifazem a condição CT FT = PB (Walcott e Zak, 1988).

Passo 1. Desde que o par (A,C) é completamente observável, pode­se alocar arbitaria­
mente o espectro de Aq = A— GC. Devido à especificação de erro de posicionamento

desprezível em menos de 8 segundos, o observador deverá ter um tempo de resposta
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 0 — r 56

extremamente rápido. Além disso, não é desejável a alocação dos autovalores muito

distantes no semi­plano esquerdo, pois isto poderia aumentar a sensibilidade da saída
do observador, levando ao aumento da trepidação. À seleção de (—1, —1, —1, —1) leva
a um tempo de resposta adequado, mas lento o suficiente para uma redução no efeito

de trepidação. À escolha

Passo 2. Considerando­se

Pu Pl

fu fe e p=|?2 P2
fai far P31 Da

Par Da

F=

A solução da equação matricial CTFT = PB resulta em

0 fu fa

oil f fa) | /m fa
1/1 fe fe fe fa

1 | fe fa

1

1

o

0

P13 J P12
Dos D22
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 9 — r

Logo

DP22

P32

Dao

Du

D24

D34

Pas

Por analogia, sendo fai = fi2, tem­se que

EX
fa

P13

fiz

fu Pis

fu fa

fa Pa

fe fe

fia

fiz

faz

faz

Passo 3. À equação matricial Q(Pr) = —[AJ]Pr + Pr Ao], em que

6 7

­

—1 —1 0 O

O —1 O O

0 OQ —1 —1

0 O O —l

—Pu — fu

—fu

—p13 — fiz

—fiz

mu fu

fu fu

pv fu

| fe fe

—2fu —P1­ fe

—fu —fi2

—2fi2a —pas— foz

fi —fo2

P13

fun

D33

fo2

—2fi2

—2f12

—2fa2

fiz

fia

fa2

'fo2

Pu

fu

P13

fiz

fu

fu

foi

fiz

P13

fai

D33

foz

fia

fi2

foz

faz |

—Pu — fu
—2fu

—p13 — fiz

—2fi2

unesp * 12 13 14 15 16 17

fu

—Ífu

—2fi2

—fiz

—p13 — fiz

—2fi2

—pa3 — fa2

—fa2
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 69 — r

resulta em

| apu—2fa —3fu —2mis—2fn
—3fu —2fu —3fi2

—2pi38 = 2fi2 —3fi2 —2p33 ­2Ífa

—3fi2 —2f12 —3 faz

Passo 4. À atribuição

Du = p33=2, fu=/o=1 pa=/2=O,

00

00

63

3 2 |

3

2
Q(Pr) =

o

0

6
3

0

| o
A [Q(Pr)]) =6>0, AS[Q(Pr)]=3>0, Az[Q(Pr))=18>0, Aa[Q(Pr)]=9>O.

Passo 5. Substituindo­se estes valores em P = Pr e F', tem­se

[2100
1100

0021

0011

Esta escolha de Q e P leva a n = Amin(P!Q) = 1. Isto implica que o erro de medida
do observador, e”Pe, decrescerá tão rapidamente quanto e”, ou mais rapidamente.

A equação do observador, deduzida no Capítulo 2, é descrita por

E =(A— GC)& — E(e,p) + Gy + Bu,

sendo que

z1(e, p1)

E(e,5) = B : e zi(e,p)= Pit, u)sign(&ie)
0

tm (e, Ôm)
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 0 — r

10

0
O =[d,...,E =FC=

fi

Xo — T9 XE =x, +22

t3 — T3 tag — rag +La Ta
Ta — Da

o PI (t, u)sign(Ge) me£oO
­

Palt, u)sign(Gãe) GCoe%£O
Z1 (e, P1) = z1(e, Pa) = º

0 Ge=0 o Ce=0

Logo,
­ ­

­

o
z1(e, 61)

E(e,d)=B
z2(e, Da) 0

zml(e, Õm)
0

00

10 z1(e, 61) z1(e, 71)

00

1 L 2za(e, Da) '
Chega­se, então, à dinâmica do observador, através da seguinte descrição em variáveis

de estado:

1 0 0 O 0

—l 0 O —Pisign(ã1 + 2 1)
0 0 10 0

o o —1 ­1| | —Pasign(3+ Za — 42) |
(5.8)

Dã

5.1.3 “Simulações do controlador­observador

Nesta seção, são apresentadas as simulações do controlador e do observador de estado com
7EVMD. Utilizando­se a condição inicial x(0) = | 0,0,1,0 | e 2(0) = | 0,0,0,0 | o
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 0 — r 60

sistema regido pelas equações (5.3) e (5.4), sob a influência do controle descrito pela equação

(5.6) e o observador, pela equação (5.8) foram simulados. Os resultados das simulações são
apresentados nas Fig. 5.2­ 5.5, com os respectivos erros e, as superfícies de chaveamento,

através das Fig. 5.6 e Fig. 5.7. O gráfico da Fig. 5.2 apresenta um spike e o gráfico da

Fig 5.8 um erro desprezível entre 6 e 7 segundos. Isto se deve, possivelmente, a algum erro

de iteração numérica ocorrido durante a simulação.
2

15

4

Tempo (s)

Figura 5.2: nn e ã1.

4

Tempo (s)

Figura 5.3: x2 e £2.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 9 — r

Tempo (s)

Figura 5.4: 13 e &3.

4

Tempo (5)

Figura 5.5: 114 e Ta.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 69 — r

Figura 5.6: Superfície de chaveamento S,.

Figura 5.7: Superfície de chaveamento 52.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 9 — r

5.1.4 Simulações do controlador­observador em malha fechada

O sistema composto pelo controlador e observador, em malha fechada, como descrito pela

Fig. 2.8, é composto pela nova lei de controle:

Ta —(10 + maZ$)ã£o — 150sign(81)
F, —mata — 25sign(82)

A trajetória resultante desta configuração controlador­observador será denotada por £.

O sistema sob a influência deste controle foi simulado com as condições iniciais x(0) =
TT

| 0,0,1,0 | e 2(0) = | 0,0,0,0 | , sendo que os resultados encontram­se nas Fig. 5.8
a Fig. 5.13. Nota­se que o desempenho do controlador­observador é adequado, quando
comparado com os resultados do controlador.

e =(x, x)

4

Tempo (s)

Figura 5.8: r1 e 41.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 9 — r

4

Tempo (s)

Figura 5.9: x2 e &o.

4

Tempo (s)

Figura 5.10: r3 e ã3.
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4
Tempo (s)

Figura 5.11: x1 e Za.

Figura 5.12: Superfície de chaveamento S; do controlador­observador.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 6 — r

Figura 5.13: Superfície de chaveamento S,2 do controlador­observador.

5.1.5 Simulações com a inserção da camada limite

Inicialmente, simulou­se a resposta do sistema até 4 segundos, com um tempo de chavea­

mento de 5 milisegundos, para que se possa observar o efeito da trepidação (chattering).

Os resultados são apresentados nas Fig. 5.14 e Fig. 5.15.
2

: : :

1.4

1

o.s!t.
E

o.6

o.4

2 2
Tempo (s) Tempo (s)

2 2
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5.14: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 6 — r

Superfície de Chaveamento s,

Superfície de Chaveamento s,

Figura 5.15: Superfícies de chaveamento S1 e Sz para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos.

Para eliminar as oscilações de alta frequência, adotou­se o seguinte esquema de controle:

—(10 + max&)xs — 172sign(s1) |81l > Em
(5.10)

—(10 + maxi)xa —. I81l < em
—marxa — 36stign(s2) |s89)>«

F. Y" (82) l82| 2 (5.11)
—mMata — Sea |s2| < €c,

O sistema foi simulado até 8 segundos, para e = €e = 0,5; e = € =01; e =

Eca = 0,05 e eo, = 6, = 0,01. Os resultados são descritos nas Fig. 5.16 a Fig. 5.23. Pode­se
notar, que o efeito indesejável da trepidação desapareceu, mas houve alteração da resposta

do sistema para os casos em que «e é muito grande.
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4 4

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5.16: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com aplicação da

camada limite, para ee, = €.4 = 0,5.

Supertície de Chaveamento s,

Superfícia de Chaveamento s,,

1

1.4

“3

Figura 5.17: Superfícies de Chaveamento S; e 5, para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com

aplicação da camada limite, para ec, = €c, = 0,5.
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4 4

Tempo (s) Tempo (s)

4 4

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5.18: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com aplicação da

camada limite, para ee, = €c =0,1.

Supertície de Chaveamento s,

Superfícia de Chaveamento s,

Figura 5.19: Superfícies de Chaveamento S1 e S2 para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com

aplicação da camada limite, para ee, = €c; = 0,1.
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4

Tempo (s)

4 6 4

Tempo (s) Tempo (5)

Figura 5.20: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com aplicação da

camada limite, para ee, = €c2 = 0,05.

Supertícia de Chaveamento s,

Supertícia de Chaveamento s,

Figura 5.21: Superfícies de Chaveamento S17 e S2 para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com

aplicação da camada limite, para ec, = ec, = 0,05.
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4 4

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5.22: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com aplicação da

camada limite, para ec, = €c2 = 0,01.

T T

Superíícia de Chaveamento s,

1715

“3

Figura 5.23: Superfícies de Chaveamento 51 e 52 para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com

aplicação da camada limite, para ec, = €c, = 0,01.

5.1.6 Projeto do observador de estado com CEV baseado em LMI

É apresentada uma nova metodologia para o projeto de observadores com Estrutura Va­
riável, baseado em LMI. Considere então, a equação (2.16), que descreve a derivada no

tempo, ao longo de qualquer trajetória, da candidata à função de Lyapunov em função do
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 6 — r

erro. Assim, V(e) < O para e £ O se.

ATP+ PA­CTGTP­PGC+<LO.

Portanto, para H = PG, a questão da estabilidade do observador, na forma de LMI,

pode ser formulada por

ATP+ PA­CTHT­HC<O, (5.12)

FC=NBTP, (5.13)

P>O. (5.14)

As LMI (5.12) — (5.14) foram solucionadas para as matrizes do observador descrito em

(5.8), pelo programa LMISol (Oliveira et. al, 1997), fornecendo

0,76 0,24 0,12 o | Do —245|
0,24 0,24 O O O —2,45

0,12 O 0,75 0,27 245. O

O o 027 027| [245 O

Encontrou­se assim, a matriz G, calculada off­line,

Os ganhos descritos pela matriz G são muito elevados para serem implementados na

prática. Uma maneira de contornar este problema, concebida nesta dissertação, é a impo­

sição de restrição no vetor de entrada. Para isso, considerou­se, além das LMI (5.12) —(5.14),

que

IHel3 < nó,

sendo que e = XZ — 7. Como G = HP"À1, a idéia é que minimizando­se || Hel|l3, minimiza­se
IH||$ e, portanto, também |[G]|2 = ||HP!||2.

Para viabilizar esta idéia, escolheu­se um conjunto de condições iniciais, de maneira a
cobrir todos os possíveis arranjos do vetor e. Assim,

6 16

16) = Saxo), a; E 0,1), i=1,...,16, DV ai=1,
i=1 i=!
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 9 — r

sendo que,

T[26 2 18. 296| =
—1 —l

—1 —l

Assim, a introdução de mais um novo conjunto de LMI, às LMI (5.12) — (5.14):

PH |, | (269)T Oo 1. (289)
, >O, (5.15)

H uãl x( P ' 209) P
impõe tal restrição.

Esta análise permite que seja encontrada uma matriz G, cujos módulos dos seus elemen­

tos não sejam muito elevados e que solucionem o problema.

As LMI (5.12) — (5.15) foram solucionadas para as matrizes do observador descrito em

(5.8), pelo programa LMISol (Oliveira et al.,1997), fornecendo

[1833 5,00 0 O [851 O
5,00 5,00 0 O 5,54 O

O O 1833 5,00 O 851

O o 5,00 5,00] O 5,54

Encontra­se assim, a matriz G, calculada off­line,

022 O
0,89 O

O 0,22

o o,89|

O resultado das simulações é apresentado nas Fig. 5.24 a Fig. 5.29, para as condições
: T Tiniciais x(0) = | 0,0,1,0 | e Z(0) = | 0,0,0,0 |
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4

Tempo (s)

Figura 5.24: 1, e ã1.

3 4 5 6 7

4
Tempo (s)

Figura 5.25: 2 e &2.
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4

Tempo (s)

Figura 5.26: x3 e &s.

Tempo (s)

Figura 5.27: x1 e Za.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 69 — r

Figura 5.28: Superfícies de Chaveamento S1 do sistema com observador baseado em LMI.

Figura 5.29: Superfícies de Chaveamento 52 do sistema com observador baseado em LMI.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 6 — TT

O projeto do observador de estado baseado em LMI é mais simples do que o método
algébrico descrito em (Walcott e Zak, 1988), que é de difícil solução para sistemas de ordens
elevadas.

5.2 CEV do manipulador 6—r com acesso às saídas da planta,

utilizando sistemas ERP e LMI

Considere agora, o seguinte sistema dinâmico

à =(A+AA(t,x))&6 + f(t,x) + BR(t,2)(u + w(t,)),
(5.16)

y=Crx,

sendo que r E R" é o vetor de estado, não disponível; u € R” é a entrada de controle;
y E R” é a saída do sistema, disponível; A € R"*” é a matriz característica do sistema;

A A(t, x) representa a incerteza na matriz característica do sistema; B € Rº*"" é a matriz
de entrada do sistema; C Ee R"*” é a matriz de saída do sistema; f(t,r) representa as

não­linearidades da planta; w(t, r) representa as não­linearidades ou distúrbios na entrada

do sistema e R(t, r) é uma matriz diagonal e positiva definida.

Para facilitar a análise, considere as seguintes definições:
­

Kev1 0

o
hn

e R(tx)=|

0 ... O Km O... O rm
L ­ = ­

Para propósitos de existência, assume­se que AA(t,x), f(t,x) e w(t,x) são contínuos
e as matrizes B e C são de posto completo. Além disso, considera­se que as seguintes

condições são válidas:

C1. Existem funções h(.) : RU x Rº x RU o R" ed(): RE X Rº + RP", de maneira que
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 0 — r

f(t, x) = Bh(t, x), AA(t, x) = Bd(t, r). Então,

vi(t, x)

= RO (t,17)(h(t,2) + d(t, 1)e) + u(t,0);

vm(t, x)

C2. Os sinais r;(.) e ui(.): Rº xRºxR">R",i=1,...,m são limitados;

C3. O par (A, B) é completamente controlável e o par (A, O) é completamente observável;

C4. Existem matrizes F e K, tais que a matriz de transferência H(s) = FC(sI — A +

BKC)'B seja ERP.

O sistema (5.16) é equivalente a:

à = Az + BR(t, x)(u + v(t,)),
(5.18)

y=Cr,

sendo que v(t,r) representa o conjunto de incertezas e/ou não­linearidades da planta.

Deseja­se encontrar uma lei de controle u, de maneira que, para o sistema descrito em

(5.18), x(0o) — O e l|tl] < co, para t > O. Será demonstrado que a lei de controle

u = —Keoasign(Fy), (5.19)

garante estabilidade assintótica ao sistema descrito em (5.18), pois existe uma candidata a

função de Lyapunov V(x) = xTPx, com P = PT > O, de maneira que, das hipóteses C1­C4
e (5.19), para x £ O, a derivada no tempo, ao longo de qualquer trajetória, V(r) < O. Isto
é verdadeiro, pois

V(z) = ((4­ BKO)x + BIR(u+v) + KCx])TPx
+” P((A— BKC)x + B[R(u +v) + KCrx])

pá
27 [PA+ ATP ­ PBKC — CTKTB"P]x

+ x”PB[R(u + v) + KCx] + [R(u+v) + KCxr]TBT Pr. (5.20)

Mas, do Lema 1, FC = BT P. Então,

Vir) = x"Qrx+x”(FOYT[R(u+v)+KCx]+[R(u+v)+ KCx]TFCz
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 6 — r

= x” Qxr+21”(FO)YT[R(—Kevsign(FCx) + v) + KCx]

2º Qx +2[­|fil Keuir1 = «= fmlKevmrm
+ fiviri +... + fnvimrm + a +. + fmÉm]

1” Qx + 2 lr (=Kev1 +|Jua) + fala] +...

+ |fmlrm(—Kevm + luml) + FmlÉnml] <oO,

pois do Lema 1, Q <0 e Key é especificado, de modo que

ri(—Kevi + lui) + IK;| <oO,

ri Kevi + lui) < —|Ki,
K,— Kevi +|uil < E

t

K.— Kevi < —|ui| = ! id
ri

K,;

t

O sistema completo é representado pela Fig. 5.30, junto com a lei de controle (5.19).

Planta Não­Linear

Parte Linear da Planta

t=Ax+BR(utv)

Figura 5.30: Sistema completo com o compensador em malha fechada.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 9 — r 80

Para tornar o sistema ERP, escolheu­se uma nova representação em variáveis de estado:

Xi 0

L92 r

3 9+0Ô

TA r+t

e os seguintes valores para os parâmetros: m, = 10kg, ri = 1m e g =9,81m/s*. Deseja­se
que o manipulador 6 — r alcance, em regime permanente, um ângulo de n/2rad e uma

extensão final de 2m. Assim, uma nova representação em variáveis de estado é adotada

para que o sistema siga uma referência, de modo que

o­ Oref OreÍf
T— Tref Tref

0+Ô—Bres Oref

T+ —Tref ] Tref

e portanto, 17 = X — Tres e T=2n= Ar, + BR(t, rn)(u +v), sendo que

9ref

Tref

ref

Axn = A(r — Tres) =

ATres =

01
­ Le ­

Logo, como Arres = O, o novo sistema será da forma

UYn = Crn.
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 6 — r

Assim, o modelo do manipulador 9 — r descrito em (5.24) e (5.25), com as restrições na

entrada, de To,1­
­ ­

da

da

da

£a

= 200Nm e F,

o

0010

0 001

Tmar

o

o

1

mr? +m2+

= 50N,

xr +r3+ [mara (—ra+ra)(

—T1+X3

—T2 + Ta

—T1+r3)—gcos(t11 )(miri+moxa))]

0

0

0

2
m2

T1

T2

T3

Ta

é agora representado por (5.26) e (5.27):

Lin

Don

tan

Lan

­ ”

—1 O

—1 O

0 —1 01

o —101|

1 0!

10

Yin

sendo vi, v2 e R(t, x), respectivamente,

v1 = [­2maran(—Dron + Xan)(—Tin + Tam) — gcos(xin)(mar1i + maxan)),

mirit+maxs
— 2ro +TA+ [maxa(—x1+x3)º —mogsen(x1))

To

F,

va = [moran(—Xin + Xan)º — magsen(xm))] e

hR(t,11,) =
1

0

mMmiarldlmorãmari +maxó,
1

ma

m2

Considerando que y1n € y2n são disponíveis e rr, não é disponível para a especificação

da lei de controle. Assim, a partir das matrizes do sistema descrito em (5.26) e (5.27) e da
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Capítulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 6 — r 82

solução das LMI (3.39) e (3.40), com o MATLAB, obteve­se as matrizes P, N e off­line, K

e F, a partir das equações (3.41) e (3.42), respectivamente, sendo

[42,22 O 0 0

O 4222 O O

0 O 4990 O O

0 0 O 49,90

82,53 O

82,53

49,90 O “165 O
K

O 49,90 O 1,65

Impondo taxa de decaimento ao sistema, obteve­se, através da solução das LMI (3.56)

e (3.57) e das equações (3.58) e (3.59), para y = 0,999

110 O 0 O

O 110 O O

O O 110 O

0 o o 110)

2,47 O 110 O
F

o 247 O 110

Como o sistema possui dois zeros de transmissão, em o = —1, pelo Teorema 9, para y >

O, 999, as LMI (3.56) e (3.57) não são factíveis. Este fato foi verificado computacionalmente.

Para 7 = 0,5 e 7 = 0,2 obtém­se, respectivamente,

2,00 O 177 O
K

O 2,00 oO 177

ou seja, o ganho K de realimentação diminui, com a imposição de uma taxa de decaimento

menor.
Adicionando restrição no vetor de saída, obteve­se, através da solução das LMI (3.56),

(3.57), (4.32) e (4.33), com o MATLAB e das equações (3.58) e (3.59), para 7 = 0,999,

£o =1 e xn(0) = | 0,1,0,1 É
072 O O O

O 076 O O

O O 105 O

O O O 1,32
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377 O 104 O
F

O 3,98 O 1,32

Utilizando­se as estimativas |x1n] < mrad, |xon) < 2m, |ranl < nmrad + 2rad/s, |tan| <
2m + 2m/s e |mo|] < 2kg, de (5.22)

Ka O 170,42 O
Key >

0 Ke, O 43,88

Foram adotados Key, = 175 e Key, = 50. Desta forma, o sistema completo é represen­

tado na Fig. 5.31, com a lei de controle

Yin Ôresf (5.31)u=—Kaysign | F
Yan Tref

Planta Não­Linear

Parte Linear da Planta

Tn=Ar,+BR(utv)

Figura 5.31: Sistema completo com o compensador em malha fechada para o manipulador 6 — r.

A dinâmica do manipulador 9 — r foi simulada para o último caso (estabilidade, taxa

de decaimento e restrição no vetor de saída). O resultado é apresentado na Fig. 5.32. À

solução das LMI, assim como as simulações, foram feitas em um microcomputador Pentium
11 de 266MHz, com 256MB de memória RAM, utilizando­se o MATLAB versão 5.3 com a

toolbor de LMI (Gahinet et al., 1995).
Os resultados obtidos nas simulações mostram que o desempenho do controlador estático

com estrutura variável se mostrou adequado, respeitando os índices de desempenho especi­

ficados como parâmetros de projeto. Há ainda vantagens como maior facilidade de projeto
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Tempo (s) Tempo (s)

4

Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5.32: Resposta dinâmica do manipulador 9 — r, com taxa de decaimento e restrição no vetor de

saída.

e solução por métodos numéricos, quando comparado com o método algébrico descrito

em (Walcott e Zak, 1988). Além disso, proporciona uma estrutura mais simples e mais
econômica para ser implementada do que a do observador de estado.
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Conclusoes

Foi apresentado um novo método para o projeto de Controladores com Estrutura Variável

(CEV) baseado em LMI. Considerando a planta com o mesmo número de entradas e saídas

disponíveis, o método permite a especificação da taxa de decaimento, restrições nas saídas,

rejeição de distúrbios, incertezas e termos não­lineares da planta casados e incertezas pa­

ramétricas nos parâmetros da planta não casadas. Também foi apresentado um novo método

de projeto de observadores com Estrutura Variável, basedo em LMI.

A chave destes resultados foi uma nova formulação, em termos de LMI, de condições

necessárias e suficientes para tornar um sistema Estritamente Real Positivo (ERP), com

controladores estáticos. É demonstrado que a taxa de decaimento máxima está relacionada
com a parte real dos zeros de transmissão, existindo ou não modos deslizantes.

É dada uma aplicação destas técnicas no projeto de CEV, através do projeto de um
controlador, para um manipulador 6 — r. Foram consideradas a estabilidade, taxa de de­

caimento e restrição no vetor de saída. O CEV do manipulador 6 — r considerado, com
acesso apenas às saídas da planta, já havia sido feito em (Walcott e Zak, 1988), utilizando
um observador de estado de quarta ordem, sendo que o projeto lá proposto, exige uma

manipulação de expressões algébricas mais complexas do que as apresentadas aqui. O con­

trolador apresentado aqui é estático e composto apenas por duas matrizes constantes, que

são facilmente obtidas, utilizando­se programas computacionais disponíveis.

Trabalhos futuros relacionados aos resultados obtidos nesta dissertação são:

(i) generalização das condições para tornar uma planta ERP, baseadas em LMI, para plan­

tas com um número diferente de entradas e saídas;

85
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Capítulo 6: Conclusões

(ii) consideração de compensadores dinâmicos no problema descrito em (1);

(ii) projeto com observadores de ordem completa ou de ordem reduzida de CEV, baseados
em LMI, considerando incertezas na planta;

(iv) generalização das condições para tornar ERP, baseadas em LMI, de plantas (A, B, CJ
com o mesmo número mn de entradas e saídas e posto (CB) < m, utilizando as idéias

apresentadas em (Hsu et al., 1994).
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Apêndice A

Zeros de transmissao de um

sistema

Considere A(s) = B(s)C(s), sendo que A(s), B(s) e C(s) são polinômios de ordens com­

patíveis. Assim, C(s) é um divisor à direita de A(s) e A(s) é um múltiplo à esquerda de

C(s). De maneira similar, B(s) é um divisor à esquerda de A(s) e A(s) é um múltiplo à

direita de B(s). Considere também, duas matrizes polinomiais D(s) e N(s) com o mesmo

número de linhas e colunas p. Então, uma matriz polinomial quadrada R(s) € RP é um

divisor comum à direita de D(s) e N(s), de maneira que

D(s) = D(s)R(s) e N(s) = N(s)R(s).

Uma matriz polinomial quadrada Ml(s) é unimodular se o seu determinante for diferente

de zero e independente de s.

Uma matriz polinomial R(s) é um maior divisor comum à direita de D(s) e N(s) se:

(i) R(s) é um divisor à direita de D(s) e N(s);.

(ii) R(s) é um múltiplo à esquerda de todos os divisores comuns à direita de D(s) e N(s).

Se um maior divisor comum à direita é uma matriz unimodular, então D(s) e N(s) é
dita coprima à direita.

Considere uma matriz G(s) = N(s)D(s)!, G(s) e RP racional própria (G(s) é
própria + grau D(s) > grau N(s) & G(co) = O ou G(co) for igual a uma constante
diferente de zero), sendo que N(s) e D(s) são coprimas à direita. Então, um número à € T

é um zero de transmissão de G(s), se o posto de N(A) < min(p, q) (Chen, 1999).
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Apêndice A: Zeros de transmissão de um sistema 91

Os zeros de transmissão também podem ser definidos através da realização mínima de

G(s). Considere (A, B, C, D) qualquer realização mínima n—dimensional de uma matriz
própria racional G(s) € R**?, Então, os zeros de transmissão são os valores de à E C£, tais
que:

M­A B
|

posto < n+ min(p,g).
—­C D
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Apêndice B

Restrição nos vetores de entrada e

saída da planta

B.1 Restrição no vetor de entrada

Admita que um SLIT possua a seguinte representação em variáveis de estado:

T= Ar + Bu,
(B1)

y=Cr,

sendo que:

x ER" é o vetor de estado; u € R" é a entrada de controle; y € R? é a saída do sistema

(p>m); Ae R"*"” é a matriz característica do sistema; B € R"*"" é a matriz de entrada

do sistema; C E RP*" é a matriz de saída do sistema.

O problema da restrição no vetor de entrada u consiste em especificar LMI, de modo a

assegurar que max lIlull < no, sendo que 11o é uma especificação considerada no projeto do
controlador. Para a lei de controle u = Kr, tem­se que

& = Ar + BKr=(A+ BK)r.

Considera­se então, uma candidata a função de Lyapunov na forma quadrática V(x) =
x”Pr, em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada desta função
em relação ao tempo, ao longo de qualquer trajetória, é descrita por

Ví(x) +” Pr+2xTPi

x”(A+ BK)"Px +x" P(A+ BK)r

92
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Apêndice B: Restrição nos vetores de entrada e saída da planta

x"(ATP+ KTB"P)x +xT(PA+ PBK)xz

x"(PA+ ATP+ PBK+KT"B'P)z

x”PP!(PA+ ATP+ PBK + KTBTP)P!Px

x” P(AP! + PAT + BK PT! + PY KT BT) Pr.

Definindo X = Pl e F= KP!= KX, tem­se que

V(zx) = 27P(AX + XAT + BF + FTBT)Pr.

Como Ví(rx) foi escolhida sendo definida positiva, para que se tenha estabilidade as­

sintótica, é suficiente que V(x) seja definida negativa. Logo

AX + XAT +BF+FTB! <O.

Então, as condições para a estabilidade são a existência de X e F, tais que

AX+XAT+YBF+FIB<0 e X=X">O, (B.3)

que são LMI em X e F.

Quando uma determinada condição inicial r(0) é conhecida, é possível encontrar um

limite superior para a norma euclidiana da entrada de controle u (Boyd et al., 1994, pp.

103). Considera­se inicialmente, que X = XT > O satisfaça

x(0)º X!x(0) <1. (B4)

Esta condição não restringe a solução de (B.3), pois apenas limita a norma de X"'! e
(B.3) não impõe outras restrições à matriz X.

Segundo (Boyd et al., 1994, pp. 7­8), a idéia básica do complemento de Schur diz que
a LMI

M(r) S(z)

S(1)" R(x)

sendo que M(zx) = M(x)T, R(x) = R(x)" e S(x) tem uma dependência afim de x e é

>O, (B.5)

equivalente a

R(r)>0 e M(xr)— S(t)R(x) 'S(x1)T >O,

ou seja, este conjunto de inequações não­lineares pode ser representado através da LMI

(B.5).
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Apêndice B: Restrição nos vetores de entrada e saída da planta

Logo, pelo complemento de Schur, (B.4) possui a seguinte equivalência:

1—­ x(0)TX 'x(0) >0 S 1 (0X > O.
x(0) X

Como K = FX”! e definindo­se z = Xdo, tem­se que

maxilulo = max/lKxl
—lmax || FX" xl

max |FX­!X3X­20x,
1>0

—l

max |FX ?zll.

lz(o)I8 = |[X­tx(0)|3

= x(0)TX­2X­tx(0)

(0)! X­!x(0) <1. (B.8)

Como para V(x) = TX!r, V(x) <O, para x £ O, então (B.8) é satisfeita para todo
rT,t>O,

IX7Ex|3

IXIX ix

TX kr<1

De (B.7) e (B.8),

max ||FX 22||2 max V2TX3 FTFX­ dz
t>O t>O

V Amas (X2FTFX­3)2Tz
V Amas (X72FTFX­5).

max |FX 22] < ud Amas(X2FTFX­4) < ul.
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Apêndice B: Restrição nos vetores de entrada e saída da planta

Esta condição é equivalente a

X4FTFX2 — pii<oO,

pois

2T(X3FTEX74 — piDz < zTz(Amas(X3FTFX72) — pô).
Multiplicando­se (B.11), em ambos os lados, por Xà, obtém­se

XI(XAETEXA)XA = XÍnBIXt <O,
FITF—­unX<O,

uiXx—FTF>O,

X—FT(uz?DF>O.

Logo, pelo complemento de Schur, (B.12) possui a seguinte equivalência:

x FXTIFTPXA +pI>0S >O.
F ui

Portanto, as LMI (B.6) e (B.13) solucionam o problema.

B.2 Restrição no vetor de saída

O problema da restrição no vetor de saída y consiste em especificar LMI, de modo a assegurar

que max Ilyll < £o, sendo que £) é uma especificação considerada no projeto do controlador.
A análise a seguir é semelhante àquela efetuada no estudo da restrição no vetor de

entrada. Para isso, considera­se, novamente, o SLIT descrito em (B.1). Como x = Xd2,
tem­se que

maxily|$ = maxlCz|3
t>0 t>0

max |CX?2|3
t>0

1 1

= max zZTX2CTCOX?zt>

V/ Amaz (X? CTCXi2Tz)
VAmas(XECTCXÍ).
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Apêndice B: Restrição nos vetores de entrada e saída da planta 96

Portanto, analogamente ao desenvolvimento realizado anteriormente em (B.11), (B.12)

e (B.13), tem­se que

max |CX?z|2 <&2 => Amas(X2CTCX?) < &2.

Esta condicão é equivalente a

pois,

XtCTCX? — EI <O,

T(XICTCX? — PNz < ZTz(Amas (XCTC — E2XE) — 2).
Multiplicando­se (B.15), em ambos os lados, por Xã, obtém­se

XCTCX­E&X<O,

EX ­XCTCX>O,

X — XCT(tºDCX >O.

Logo, pelo complemento de Schur, (B.16) possui a seguinte equivalência:

x XC!
—X2C0TCX? +&821>0S >O.

CX &l

Portanto, as LMI (B.6) e (B.17) solucionam o problema.
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Apêndice C

Cinemática da partícula:

coordenadas polares (96 — r)

Uma maneira de se descrever o movimento curvilíneo plano é através das coordenadas

polares, em que a partícula tem a sua posição determinada pela distância r, medida a

partir de um pólo fixo e, pela medida angular 9, da linha radial. As coordenadas polares são

particularmente úteis quando o movimento é restrito através do controle de uma distância

radial e de uma posição angular, ou quando movimentos não restritos são observados através

de medidas de uma dstância radial e de uma posição angular.

A Fig. C.1(a) mostra as coordenadas polares r e 6, que locam uma partícula viajando em

uma trajetória curva. Uma linha arbitrária fixa, tal como o eixo x, é usada como referência

para a medida de . Os vetores unitários 77 e A estão estabelecidos nas direções positivas de
r e 9, respectivamente. O vetor posição da partícula em A, 7, tem módulo igual à distância

radial r e a direção especificada pelo vetor unitário 717. Assim, expressamos a localização
da partícula em A pelo vetor 7 = rf.

Ao diferenciar esta expressão com relação ao tempo, para obter U = 7 e 2 = v, necessita­
se de expressões das derivadas em relação ao tempo dos vetores unitários 77 e &. Obtém­se,
então, 7 e ê,. Durante o intervalo de tempo dt, as direções coordenadas giram de um
ângulo dô e os vetores unitários também rodam do mesmo ângulo de 77 e Ô, para 71 e
ã, conforme mostrado na Fig. C.1(b). Nota­se que o vetor variação dr está na direção
positiva da direção 6 e que do está na direção negativa de r. Uma vez que os seus módulos,
no limite, são iguais aos vetores unitários, como raios, multiplicados pelo ângulo dê em
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Apêndice C: Cinemática da partícula: coordenadas polares (9 — r)

Figura C.1: (a) Coordenadas polares r e 9 de uma partícula em trajetória curva. (b) Deslocamento da

partícula.

radianos, pode­se então, descrevê­los como dri = Add e dd = —fidd. Se estas equações
forem divididas por dô, obtém­se, então

Hã Aa,
do do

Ou, simplesmente, dividindo­se por dt, obtém­se

div do do, do,
dt “de eo at

fa = 00, e O = —OTi.

Pode­se, agora, diferenciar 7 = rr” em relação ao tempo. Usando a regra da diferenciação

do produto de um escalar por um vetor, obtém­se

=Ff = +r.

Logo, a expressão vetorial para a velocidade fica

À componente segundo r de é meramente a taxa com que o vetor 7 se distende. À

componente em 69 de v é devida à rotação de FT.
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Apêndice C: Cinemática da partícula: coordenadas polares (0 — r) 99

Diferencia­se, agora, a expressão de v, para obter a aceleração ã =o”, Note quea
derivada de r6ô, produzirá três termos, visto que todos os fatores são variáveis. Assim,

à =(F—roº)6 + (rd +2róo,,

ar,=Fr—rdº, ag=rd+2r0 e a=, /a?2+0ol.
Para movimento numa trajetória circular, com r constante, as componentes das equações

da velocidade e da aceleração, tornam­se, simplesmente

vr =O, vê = rd, ar=­riº e a? = rô.

Figura C.2: Movimento de uma partícula numa trajetória circular, com r constante.
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Apêndice D

Dedução das equações do torque e
da força do manipulador 6 — r

A parcela estática da equação do torque é obtida diretamente pela expressão

Te = gcosd(mir, + mar).

A parcela dinâmica é definida através da teoria da cinemática da partícula descrita no

apêndice C.

Para um corpo rígido, o momento de inércia ! de uma massa m, em relação ao seu eixo

I= " rºdm.
Tal como a massa m de um corpo é a medida da resistência à aceleração de translação,

de rotação, é definido como

o momento de inércia é uma medida da resistência à aceleração rotacional do corpo. À

integral momento­de­inércia também pode ser representada por

I= YVIrimi,
sendo que r; é a distância radial do eixo de inércia à i­ésima partícula representativa de

massa m; e o somatório é considerado sobre todas as partículas do corpo.
Como o modelo mecânico equivalente, representado na Fig. 5.1, considera toda a massa

do manipulador e da carga concentradas (apenas duas partículas de massas m, e ma, dis­
tantes r, e r do centro de rotação, respectivamente), então, a equação do torque é descrita

por

Tê = Ia; +Te,
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Apêndice D: Dedução das equações do torque e da força do manipulador 69 — r

sendo a; a aceleração angular, definida como

ag,
A; = —.

= maria, + marº?as +T:
29 a8mari + mar2 +T.e
T1 T.

mari + mar? ( rêx+2ro ) + Ts.T1

Assim, a equação do torque (5.1) é descrita por

Ta = mariô + mar?Ô + 2martô + geosd(mar, + mar).

A equação da força é deduzida de forma que

YvF = mad.

= maar,­+tmogsend

ma(r — róº) + magsend.

Assim, a equação da força (5.2) é descrita por

F, = maf— mar6? + magsend.
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