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Resumo

Sao apresentadas condigdes, em termos de Desigualdades Lineares Matriciais, Linear Ma-
triz Inequalities (LMI) em Inglés, para o projeto de Controladores com Estrutura Varidvel
(CEV), com acesso somente as saidas da planta. O método proposto permite a consideracao
de nao-linearidades ou disturbios casados, de restrigoes na saida, da taxa de decaimento e
da robustez com respeito as incertezas nos parametros da planta, casadas ou nao casadas.
E demonstrado que a taxa de decaimento é limitada pela localizagdo dos zeros de trans-
missao da planta, mesmo que nao ocorra deslizamento. O ponto chave dos resultados foi
a formulacdo, em termos de LMI, de novas condigdes para tornar uma planta Estritamen-
te Real Positiva (ERP), utilizando compensadores estaticos: encontrar dois controladores
estaticos, K que realimenta a saida da planta e F' em série e na saida da planta, de modo
que o sistema controlado seja ERP. Também é analisado o caso em que o vetor de estado
da planta esta disponivel. O método é aplicado no controle e simulagdo de um manipula-
dor # — r, com acesso somente as saidas da planta e sem usar observadores ou filtros de
estado. O método proposto permite o projeto de um controlador mais simples e de forma
mais metddica, quando comparado com os métodos e os controladores propostos para o

manipulador # — r descritos na literatura.




Abstract

A Linear Matrix Inequality (LMI) approach to the output Variable Structure Controllers
(VSC) design is presented. The method considers as design specification: matched dis-
turbances and/or nonlinearities of the plant, output constraints, decay rate, matched and
nonmatched plant uncertainties. We show that the maximum value of the decay rate is
related with the transmission zeros of the plant for the controlled system, with or without
sliding modes. The key point of our results are new LMI conditions to Strictly Positive
Real (SPR) synthesis problem: find a constant output feedback matrix K and a constant
output tandem matrix F' such that the controlled system is SPR. It is also considered the
case when the state vector of the plant is available. The method is applied in the control
and simulation of a # —r manipulator, using only the outputs of the plant and without state
observer or state filters. Our design method and controller are simpler than other design

methods and controllers described in the literature, for the § — r manipulator.




Sumario

Introdugao

Controle com Estrutura Varidvel e Modos Deslizantes

2.1 Modos Deslizantes

2.2 Controle com Estrutura Varidvel e observacao de sistemas nao-lineares . . .
2.2.1 Descrigao do sistema e definigdes bésicas
2.2.2 Projeto do controlador
2.2.3 Observacao dos estados

2.2.4 Sintese do controlador-observador
Novas condigoes baseadas em LMI para sistemas ERP

Controle com Estrutura Varidvel utilizando sistemas ERP e LMI
4.1 Estabilidade e Robustez

4.2 Estabilidade, Robustez e Taxa de Decaimento

4.3 Estabilidade, Robustez, Taxa de Decaimento e Restrigio nas Saidas

Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 6 —r
5.1 Controle com EVMD do manipulador # — r com acesso aos estados e com
observador
5.1.1 Projeto do controlador
5.1.2 Projeto do observador
5.1.3 Simulagées do controlador-observador
.5.1.4 Simulagdes do controlador-observador em malha fechada
5.1.5 SimulagGes com a insergdo da camada limite

5.1.6 Projeto do observador de estado com CEV baseado em LMI




5.2 CEV do manipulador #—r com acesso as saidas da planta, utilizando sistemas

ERP e LMI

Conclusoes
Referéncias Bibliogréificas
Zeros de transmissao de um sistema

Restricao nos vetores de entrada e saida da planta
B.1 Restrigdo no vetor de entrada

B.2 Restrigao no vetor de saida
Cinematica da particula: coordenadas polares (8 —r)

Deducgao das equagoes do torque e da forga do manipulador 6 —r

AVA
AVAVE

5 4 5 6 7 Eunespw 12 13 14 15 16 17 18 19



Capitulo 1

Introducao

As caracteristicas reais de um sistema sdo descritas através da modelagem matematica.
Este modelo pode conter incertezas devido ao desconhecimento de parametros, que podem
ser constantes, variantes no tempo ou imprecisamente conhecidos e incertezas devido ao
desconhecimento das entradas do sistema.

Desde a introdugao da teoria de sistemas com Estrutura Variavel e Modos Deslizantes
(EVMD) pelo Professor Vadim I. Utkin, para a comunidade ocidental que pesquisa sistemas
de controle (Utkin, 1977), as atividades de pesquisa, fora da extinta Unido Soviética e
Tugoslavia, em sistemas com EVMD, tém continuado crescentes. Além disso, a natureza
dessas investigagoes tem se expandido, de assuntos normalmente tedricos durante as décadas
de setenta e oitenta, para muitos problemas de aplicagGes praticas industriais interessantes,
em muitos campos da engenharia, no final dos anos oitenta (Young, 1993).

O interesse por Controle com Estrutura Varidvel (CEV) se justifica pelas suas aplicagGes
efetivas em problemas de automagao que sao muito diversificados em sua natureza fisica e
propésitos funcionais. No curso de toda a histéria do desenvolvimento da teoria de controle
automadtico, a intensidade das investigagdes de controle descontinuo tem se mantido em um
nivel suficientemente alto. Particularmente, durante os estagios iniciais, relés tomaram des-
taque no projeto de sistemas de controle a realimentagao, por facilidade de implementagao
e eficiéncia do equipamento de controle (Young, 1993).

Recentemente, atengdo crescente tem sido dada para sistemas onde as agGes de con-
trole sao fungdes descontinuas de suas coordenadas e distirbios. As trajetérias de estado

representam as propriedades de um sistema dinamico. Portanto, através de uma escolha
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Capitulo 1: Introdugao

adequada das agoes de controle, as trajetérias de estado podem ser mudadas para que sejam
dadas as propriedades desejadas de um processo a um sistema (Utkin, 1978).

Um sistema com CEV consiste de um conjunto de subsistemas continuos, com uma
légica prépria de chaveamento. A agdo de controle resultante é uma fungéo descontinua dos
estados do sistema, disttirbios e referéncias de entrada. Essencialmente, um sistema com
estrutura varidvel utiliza uma lei de controle de alta velocidade de chaveamento para levar
a trajetéria de estado da planta nao-linear, para uma superficie especificada no plano de
fase, mantendo-a sobre esta superficie por todo o tempo subseqiiente. Entao, a dindmica da
planta fica restrita a esta superficie, que é convenientemente escolhida, de maneira a obter
um comportamento desejado (Young, 1993).

O projeto de sistemas com acdes de controle descontinuas, normalmente se reduz a se-
lecao de superficies no plano de fase para que a fungao de controle tenha descontinuidades.
Quando certas relagoes sao validas, um tipo especial de movimento, chamado de modo desli-
zante pode aparecer. Este pode ser o caso, por exemplo, se na vizinhanga da superficie onde
a fungao de controle tenha descontinuidades, as tra jetérias de estado estiverem direcionadas

para esta superficie.

Uma vez na superficie descontinua, o sistema evidentemente nao pode se mover ao longo

de nenhuma trajetéria adjacente a esta em qualquer outro instante. Portanto, em resposta
a qualquer mudanga, um movimento que comega sempre retorna a superficie descontinua.
Conseqiientemente, no sistema em discussio, a trajetéria pode se mover somente ao longo da
superficie descontinua. Este movimento é convencionalmente chamado de modo deslizante
(Utkin, 1978).

O primeiro passo no projeto de um CEV é a escolha de um subespago deslizante (su-
perficie de chaveamento). Um modo deslizante estdvel é conseguido através da selegdo
adequada de hiperplanos, de maneira que a resposta dindmica de malha fechada desejada
seja alcancada. O segundo passo envolve a selecio de uma lei de controle que assegure o
alcance e a permanéncia do sistema em modo deslizante (Zinober, 1990).

Estudos subseqiientes tém revelado que movimentos em modos deslizantes resultam em
controle 6timo. A teoria de sistemas com CEV tem se tornado um campo independente na
teoria geral de sistemas nao-lineares (Utkin, 1978).

Nos tltimos cinco anos, surgiu um novo paradigma para o projeto de CEV: a descrigao do

problema através de Desigualdades Lineares Matriciais, Linear Matriz Inequalities (LMI),
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Capitulo 1: Introdugéao

em Inglés. Trés fatores tornam as técnicas de LMI especiais:

(a) Uma grande variedade de especificagbes e restri¢goes de projeto podem ser expressas

como LMI,;

(b) Uma vez formulado em termos de LMI, o problema pode ser exatamente solucionado

por algoritmos de otimizagdo bastante eficientes;

(c¢) Enquanto que a maioria dos problemas com muiiltiplas restricées ou objetivos falham em
encontrar solugoes analiticas em termos de suas equagoes matriciais, eles sao freqiien-

temente factiveis no tratamento por LMI.

Agora serao descritos seis artigos que abordam o CEV com LMI, obtidos apés um
levantamento bibliogréfico eletrénico. Em (Heck et al., 1995), os autores apresentam dois
métodos numeéricos para o projeto de CEV, com acesso somente as saidas da planta. O
projeto considera fungées de chaveamento do tipo s = Gy, sendo que y € a saida da planta
e G é uma matriz constante. A matriz G, que define o comportamento no deslizamento,
é considerada disponivel e o projeto procura satisfazer a condi¢io s75 < 0, para s # 0,
utilizando uma lei de controle adequada e métodos de otimizagdo empregados nas solugoes
das LML

Todos os outros trabalhos, descritos a seguir, sobre o emprego de LMI no projeto de
CEV, consideram a disponibilidade do vetor de estado.

Em (Choi, 1997) a especificacio das superficies de deslizamento é feita em termos de
LMI, permitindo inclusive, a especificacao da taxa de decaimento. Posteriormente, (Choi,
1998) generalizou estes resultados, considerando incertezas nio casadas.

Em (Choi, 1999), é demonstrado que as condigdes de existéncia para as LMI descritas
em (Choi, 1998) sao necessarias e suficientes, além de serem apresentadas novas condigoes
para o projeto da superficie de chaveamento linear, em termos de LMI, permitindo o projeto
por alocacao de pélos do sistema de ordem reduzida no deslizamento, mais geral do que os
métodos descritos em (Choi, 1997) e (Choi, 1998). Em (Takahashi e Peres, 1998), o projeto

das superficies de deslizamento é feito de modo a minimizar, adicionalmente, a influéncia

de distirbios nao casados. Foi empregado o método de controle 6timo com a norma H €

sao consideradas incertezas nos parametros da planta pertencentes a um politopo convexo.
Recentemente estes autores apresentaram um método similar, considerando agora a norma

‘Ha (Takahashi e Peres, 1999).
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Capitulo 1: Introdugéo

Aqui, foi abordado o projeto de CEV, com acesso somente as saidas da planta, utilizando

apenas controladores estdticos invariantes no tempo, com LML E assumido que a planta

apresenta o mesmo numero de entradas e saidas e o método proposto permite a consideragao
de nio-linearidades ou distiirbios casados, de restrigoes nas saidas, da taxa de decaimento
e da robustez, com respeito a incertezas nos parametros da planta, casadas e nao casadas.

O projeto de CEV com controladores invariantes no tempo e acesso somente as saidas
da planta j4 foi estudado, por exemplo, em (Teixeira, 1990), (Teixeira, 1993) e (Zak e Hui,
1993). Entretanto, estes métodos nio sdo tdo gerais, pois ndo permitem, por exemplo, a
especificacio da robustez com respeito as incertezas nos parametros da planta nao casadas
ou de restrigoes nas saidas da planta.

Os sistemas Estritamente Reais Positivos (ERP) também tém uma grande importéncia
no controle de sistemas com incertezas, devido aos importantes resultados disponiveis sobre
a estabilidade destes sistemas, como por exemplo a hiperestabilidade assintética de Popov
(Anderson, 1968). Desta forma, um procedimento para a anélise e projeto de sistemas de
controle, consiste na manipulagao do sistema, com o objetivo de colocé-lo na forma de um
sistema ERP, de modo que os resultados sobre a estabilidade destes si_stemas possam ser
utilizados.

Os sistemas Reais Positivos (RP), também conhecidos como passivos, nasceram na teoria
de circuitos e foram definidos inicialmente, dentro dos Sistemas Lineares Invariantes no
Tempo (SLIT).

As matrizes de transferéncia RP e ERP possuem duas interpretagoes interessantes em
termos de circuitos elétricos. Considere dois nés de um circuito elétrico composto pela
conexio de elementos passivos com parimetros concentrados R, L e C (resistores, indutores
e capacitores), de modo arbitrario. Entéao, a impedancia em Laplace entre os dois néds, Z(s)
é racional e RP, e, de modo inverso, qualquer fungao de transferéncia Z(s) RP pode ser
realizada como a impedancia entre dois nés de um circuito elétrico com elementos passivos
R, L e C. Agora, se aplicarmos uma tensao entre estes dois nés mencionados anteriormente
e se Z(s) for RP (ERP), entdo a soma da energia inicial armazenada no circuito, no instante
inicial ¢ = 0, com a energia fornecida no intervalo t € [0,T], T > 0, deve ser maior do que
a energia armazenada em t = T..

Esta dissertacdo apresenta novos resultados baseados em LMI sobre o projeto de sistemas

ERP. Estes resultados viabilizaram o desenvolvimento de um novo método para o projeto de
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Capitulo 1: Introdugdo

CEV baseado em LMI, com acesso somente as saidas da planta. Este novo método permite
a considerax;é.olde nao-linearidades ou distirbios casados, de restri¢oes na saida, da taxa de
decaimento e da robustez com respeito as incertezas nos pardmetros da planta, casados e
nao casados. Estes resultados nio tém similar na literatura (Teixeira et al., 2000).

A base para o desenvolvimento dos novos resultados desta dissertacao foi a formulagao,
em termos de LMI, de novas condigdes para tornar uma planta ERP, utilizando controladores
estaticos e acesso somente as saidas da planta. As LMI aqui descritas sdo mais adequadas

para o projeto de CEV do que as propostas por (Huang et al., 1999), pois estas tltimas ndo

permitem a especiﬁcagéio direta da robustez paramétrica e de restrigdes na saida (Lordelo et

al., 2000). Em (Bernussou et al., 1999), é apresentado o projeto de controladores dindmicos
para sistemas ERP, com acesso as saidas da planta, através da solugao por LMI, de uma
funcédo de custo, de maneira a prover um controle robusto da planta. Existe uma diferenga
fundamental entre este artigo e os resultados desta dissertacdo. Considerando a planta
dada pelas matrizes {A, B,C, D}, entio em (Bernussou et al., 1999), é considerado que
D + DT > 0, enquanto que nesta dissertagio assume-se que D = 0. O ponto chave dos
resultados foi a formulagdo, em termos de LMI, de novas condigdes para tornar uma planta
ERP, utilizando compensadores estaticos: encontrar dois controladores estaticos, K que
realimenta a saida da planta e F' em série e na saida da planta, de modo que o sistema
controlado seja ERP.

No Capitulo 2, é apresentada a teoria e métodos de projeto de controladores e observado-
res com EVMD. No Capitulo 3, sao descritas novas condigées para sistemas ERP, baseadas
em LMI. No Capitulo 4, sdo descritos novos métodos de projeto de CEV para sistemas nao-
lineares, com acesso somente as saidas da planta e, no caso mais geral, com acesso completo
aos estados, levando em consideragao indices de desempenho como robustez paramétrica,
taxa de decaimento e restricao no vetor de saida da planta. O Capitulo 5 apresenta como
exemplo, o projeto do controlador de um manipulador 6 — r e suas simulagoes, inicialmente
considerando acesso as varidveis de estado, e posteriormente, com acesso parcial e utilizan-
do um observador, com EVMD. Posteriormente, para o mesmo exemplo é projetado um
compensador estdtico com acesso somente as saidas da planta, aplicando os novos métodos

descritos nos capitulos anteriores. O Capitulo 6 é uma conclusao geral da dissertagao.
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Capitulo 2

Controle com Estrutura Variavel e

Modos Deslizantes

2.1 Modos Deslizantes

A caracteristica principal de um sistema de CEV estd na realimentagao nao-linear que possui
descontinuidades sobre uma ou mais superficies no espago de estados. Assim, a estrutu-
ra do sistema de realimentacdo é alterada, ou chaveada, conforme os estados atravessam
cada superficie descontinua. Em conseqiiéncia deste fato, o sistema de malha fechada é
descrito como sendo um sistema de Controle com Estrutura Varidvel, considerado como a
combinagdo de subsistemas, cada qual com uma estrutura fixa e que opera em uma regiao
especifica do espago de estados.

O CEV é caracterizado pela existéncia do modo deslizante. Isto ocorre quando o estado
do sistema cruza imediatamente e repetidamente a superficie de chaveamento, pois todos
os movimentos nas vizinhancas da superficie estdo direcionados a ela. Dependendo da
forma da lei de controle selecionada, o movimento deslizante pode ocorrer em superficies
de chaveamento individuais no espago de estados, sobre um conjunto de superficies, ou em
todas as superficies de chaveamento juntas (Zinober, 1990).

A existéncia de um modo deslizante requer a estabilidade da trajetéria de estado para
a superficie de deslizamento, no minimo em uma vizinhanca de {z(t) | s(z(t)) = 0}, ou
seja, deve aproximar-se da superficie no minimo assintoticamente. A vizinhanga maxima

é chamada regido de atracao. Geometricamente, o vetor tangente ou a derivada no tempo
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do vetor de estado deve apontar para a superficie de deslizamento na regiao de atragao.
Isto assemelhaTse a um problema de estabilidade generalizado, e o segundo método de
Lyapunov fornece uma ferramenta natural para a andlise. Especificamente, a estabilidade
para a superficie de chaveamento requer a selegdo de uma fungao de Lyapunov generalizada
V(x,t), que é definida positiva e tem uma derivada no tempo negativa, na regiao de atracao
(DeCarlo et al., 1988).

Um procedimento de projeto para o seguinte sistema (Young, 1993)
#(t) = f(z,t,u)  z(t) €R", u(z,t) €R™, (2.1)

e ut(z,t) se s(z(t))>0 : (2.2)

u~(z,t) se s(z(t)) <0
consiste em duas etapas. A determinagao das superficies s(z(t)) = 0 no espago de estados,
em que o controle é descontinuo e a selecao das fungdes de controle continuas u*(z,t) e
u~(z,t). Devido & descontinuidade, a derivada dos vetores de estado pode estar direcionada
para uma das superficies e um modo deslizante pode ocorrer sobre ela (arcos ab e cb, na
Fig. 2.1). Isto pode acontecer também sobre a intersecgdo (arcos bd). A Fig. 2.2 ilustra o

modo deslizante na intersecgdo, mostrando um caso em que ele nao ocorre separadamente

em cada superficie.

Figura 2.1: Modo deslizante.

Modos deslizantes sao muito importantes por dois motivos. Primeiro, no modo deslizan-

te, o elemento que implementa a fungao descontinua, por exemplo um relé, chaveia em alta
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Figura 2.2: Ocorréncia de modo deslizante apenas na intersecgiao das superficies.

freqiiéncia. A sua entrada estd em zero, enquanto que a sua saida, ou mais precisamente
o seu valor médio, pode assumir um valor ndo nulo. Consequentemente, o elemento imple-
menta um alto ganho (teoricamente infinito), que é o meio convencional para se atenuar a
influéncia dos distiirbios e incertezas do sistema. Diferentemente dos sistemas com derivadas
continuas, o efeito de invariancia é atingido pelo uso de agdes de controle finito. Segundo, a
ordem da equagao do movimento é reduzida, pois as trajetérias do modo deslizante perten-
cem a alguma superficie de dimensao inferior a do sistema, ou seja, o0 movimento dinadmico
do sistema é restringido e permanece dentro de um certo subespago do espago de estados.
Assim, comporta-se como um sistema relaxado, de ordem inferior, chamado sistema equi-
valente. O movimento deste sistema equivalente é diferente dos subsistemas constituintes.
Isto permite a simplificacéo e a decomposi¢ao do procedimento de projeto da lei de controle
u(z,t). Assim, o conceito bésico do projeto da maioria dos sistemas com CEV se baseia em
modos deslizantes, ja que sdo o principal modo operacional deste tipo de sistema.

Por exemplo, admita o sistema apresentado em (Utkin, 1978), descrito por:

T = T,

I = —aT? — a1T1 + U,

sendo que a; e ag sao constantes. Considere a lei de controle

u= _¢m11
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e assuma que existem duas estruturas lineares para este sistema, associadas aos valores —a e

a (o constante) do coeficiente ¥, como descrito em (2.5). Assuma também, a2 negativo em

(2.3) e que « seja selecionado de maneira que o sistema (2.3) e (2.4) tenha pdlos complexos
para ¥ = a e pdlos reais para p = —a. Para ambos os casos, o sistema é instdvel, e
representado pelos planos de fase da Fig. 2.3, com um foco instdvel e um ponto de sela,

respectivamente, pois para a matriz caracteristica A do sistema (2.3)

Figura 2.3: Subsistemas lineares instaveis: (a)y = —a e (b)Y = a.

0 1
(—al - ‘(P) —a9

A=

a equagdo caracteristica dada por det(sI — A) = s? + ags + (a1 + 1) = 0 leva as raizes:

—ay £ (/a2 — 4(a; +¥)

2

s =

e portanto, os polos do sistema em malha fechada sempre terdo parte real positiva, pois
az < 0. Pela equagdo acima, note que as raizes para ¢ = o > (a3 —4a1)/4 e = —a <
(a% — 4a;)/4 serio, respectivamente, complexas conjugadas e reais.

Verifique agora, que a estabilidade assintética pode ser alcangada pela mudanca das
estruturas nas superficies z; = 0 e s = cx; + 72 = 0, (c constante). O coeficiente ¢ é
selecionado de maneira que a superficie s = 0 esteja entre o eixo z; e a assintota das

trajetorias hiperbdlicas associadas com a estrutura ¢ = —a. A Fig. 2.4 representa o plano
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de fase do sistema (2.3), para a lei de controle

a se 18>0
P = (2.5)

—a se 118<0

que mostra que a trajetéria de estado alcanga a superficie de chaveamento s = 0 para toda
condicao inicial. Nas vizinhancas da superficie de chaveamento, as trajetérias de ambas as

estruturas estdo direcionadas a ela, ocorrendo assim, um modo deslizante.

Figura 2.4: Estabilidade assintética através de EVMD, no plano (x1,z2) = (z, ).

As incertezas de um sistema aparecem como resultado da imperfei¢cao do modelo descrito
pela equagdo (2.1), que procura representar o sistema real (Utkin, 1992). O modelo descrito
em (2.2) falha em reconhecer as imperfei¢oes do dispositivo de chaveamento (atraso, zona
morta, histerese, inércia, etc). As equagdes do sistema real podem ter uma ordem maior do
que a do modelo e os instrumentos utilizados para obter os valores do vetor de estado, que sdo
necessarios para se realizar o controle, também podem apresentar inércia. A aproximacao
fisica implica na introdugdo de tais imperfeigdes que, subseqiientemente, tendem a zero.
Entdo, os resultados obtidos em tais limites sdo uma descrigao apropriada de um modo

deslizante.

Um conceito mais geral requer a introdugdo da camada limite. Essencialmente, este

conceito implica que o controle ideal, definido em (2.2), em alguma vizinhanga das superficies
descontfnuas, seja substituido por outro, de maneira que a equagéao obtida, fazendo-se com

que a camada limite tenda & zero, seja um modo deslizante. O uso da camada limite
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permite que na fronteira da descontinuidade, os modos deslizantes sejam descritos sem que
se especifique a natureza das imperfeigGes, sejam em sistemas com uma tnica superficie
descontinua, ou com um certo nimero de intersecgoes de superficies descontinuas.

Freqiientemente, sistemas dindmicos nao-lineares sao descritos através do método de
Filippov (Utkin, 1992). Segundo este método, para o sistema descrito pela equagdo (2.1),
em cada ponto da superficie descontinua, o vetor velocidade fO(z, ¢, u) pertence & um minimo
convexo, contendo todos os valores de f(z,t,u), quando z(t) cobre toda a vizinhanga § do
ponto em consideragdo (com § tendendo & zero), exceto possivelmente, em zero.

Portanto, a equagdo do modo deslizante ideal, definida de acordo com Filippov, para o

sistema definido por (2.1) e (2.2), é da forma

(t) = (=, t,u), (2.6)

flatuy)=pfr+1-pf, 0<p<,
sendo que p é um parametro que depende das direges e magnitudes dos vetores f*, f~ e
do vetor grad s, que é o gradiente da fungao s(z(t)).
Logo:
grad s fO(z,t,u) =0,
grad s [uf* +(1-p)f71=0,
grads [uf* + f~ —pf7] =0,
ugrad s f* +grad s f~ —pgrad s f~ =0,
plgrad s ft —grads f~] +grads f~ =0,

plgrad s ft —grads f~) = —grad s f~,

N
7 grads[fF = 1]

4 grads f~
grad s[f+ - f-]’
grad s ft —grad s f~ +grad s f~
grad s[ft — -] ‘
grad s f+
grad s[f+ — f~|’

(1-p)
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Logo, de (2.6)

&(t) = wff+Q1-pf,
—grad s f~
grad s(f+ — f~]
grad s f~
grad s(f~ — f*]

Assim, a equacdo (2.7) descreve o movimento em modo deslizante.

grad s ft
grad s[f+ — f-]

grad s f*
grad s[f— — ft]

fr+ £

fr= i (2.7)

Portanto, em sistemas com uma tnica superficie descontinua, o método de Filippov leva

aos seguintes resultados:

(a) O minimo convexo de todos os vetores f(z,t,u), na vizinhanga de algum ponto (z, t, u),

na superficie descontinua (Fig. 2.5), é uma linha reta que liga o fim dos vetores f* e
& 1

(b) Desde que fO(z,t,u) é um modo deslizante em um plano tangencial & superficie des-
continua, o fim deste vetor pode ser considerado como um ponto de intersecgao deste

plano com a linha reta que liga o fim dos vetores f* e f~.

I 4

Plano tangente

1
Figura 2.5: Método de Filippov.

O método de Filippov é adequado no tratamento de fungdes de controle descritas por

(2.1) e (2.2), desde que as relagoes dadas por (2.2) nao levem a definigées ambiguas do vetor

f(z,t,u), fora da superficie descontinua e permita que um minimo convexo seja constituido

para qualquer ponto em tal superficie. Logo, conclui-se que o modo deslizante, em sistemas
reais, nao ocorre sobre as superficies descontinuas, mas dentro de uma camada limite, em

que os componentes do controle possuem valores entre u(z,t) = u*(z,t) e u(z, t) = v (z,t).
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Nos sistemas atuais, todos os dispositivos responsaveis por mudancas descontinuas da
fungdo de controle sempre possuem imperfeigoes, tais como atrasos, histerese, etc. Na
situacao descrita, as imperfei¢oes fazem com que o chaveamento da agao de controle ocorra
a uma freqiiéncia finita e a trajetéria de estado oscile em uma certa vizinhanga da superficie
de chaveamento.

Para eliminar a ambigiiidade do comportamento do sistema sobre o limite descontinuo,
algumas nao-idealidades que sempre estao presentes devem ser consideradas, resultando em
modos deslizantes reais. As equagdes para o deslizamento real sdo obtidas quando as nao-
idealidades tendem & zero. Discute-se a seguir, dois casos de nao-idealidades, mostrando-
se que quando introduzidas no sistema descrito por (2.1) e (2.2), elas levam aos mesmos
resultados descritos pela equagao (2.7) (Utkin, 1978).

Histerese: Considere que o elemento que executa o chaveamento possua uma his-
terese. Entao, a fungdo u(z,t), descrita em (2.2) sera da forma

wlrt)= &Y e i) >4 (A = constante),

u(z,t) se s(z(t)) <-A
e na regiao |s(z(t))| < A, a fungao u(z,t) mantém o valor que possuia, quando |s(z(t))| era
igual a A.

Em um sistema ideal (com A = 0), a condi¢ao para o modo deslizante

li s(z(t)) <0 li s(z(t)) > 0,
oL $(z(t)) & e 3(z())

ainda é vilida, implicando que nas vizinhangas da superficie descontinua s(z(t)) = 0, as
trajetorias de estado estio direcionadas a ela. A histerese farda com que as trajetérias de
estado nao se movam exatamente sobre a superficie, mas que oscilem sobre uma vizinhanga
de largura 2A (Fig. 2.6). Para determinar a velocidade média associada com o movimento,
deve-se primeiro encontrar o deslocamento na trajetéria Az(t) sobre dois intervalos vizinhos
(em um deles u(z,t) é igual a u=(z,t) e no outro igual a u*(z,t)).
Logo,
Az(t) = f-Aty + fT AL,

sendo que At; e Aty sdo os tempos de duragao dos intervalos definidos como

2A 2A

e PN L Yo e
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Assim,
2ATEES 2AfT
grads f- grads ft

2Agrad s fYf~ —2Agrads f~f*
[grad s f~][grad s f*]

Determina-se, entao, a velocidade média

Az(t)
Aty + Aty

2Agrad s f* f~—2Agrads f~f+
[grad s f=][grad s f¥]
2Agrad s ft—2Agrad s f—
l[grad s f=][grad s f¥]

grads ftf~ —grads f~f*
grads ft —grads f~

grad s f+ _
grads[fF —F10  grads[f* — -

grad s f~ Fa grad s f*
grad s[f~ — f*] grad s [f~ — f*]

Comparando as equacoes (2.7) e (2.8), verifica-se que o vetor velocidade acima encon-

oz, t,u)

grad s f~

=, (2.8)

trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

fAy )

d(x)=0 /\ S 2A m> 0
/ \ s(z) <0
Az

Figura 2.6: Modo deslizante em sistema com histerese.

Atraso: Considere que o controle possua descontinuidades nao no instante em que
o sinal de s(z(t)) muda, mas ap6s um atraso 7, desta mudancga de sinal. Em tal sistema, as
trajetérias de estado, que se movem da regiao s(z(t)) < 0, alcangam a superficie descontinua
s(z(t)) = 0 (ponto 1 na Fig. 2.7) e continuam se movendo durante um intervalo de tempo
T, através da trajetdria associada ao controle u(z,t), igual a u=(z,t) (ou f(z,t,u) = f7).
No tempo T (ponto 2 na Fig. 2.7), o controle chaveia de u~(z,t) para u*(z,t) e, durante
Aty, as trajetérias de estado se movem a uma taxa de f*, para a superficie descontinua

s(z(t)) = 0 (ponto 3 na Fig. 2.7). O chaveamento de u*(z,t) para u~(z,t) ocorre apés um
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periodo 7 (ponto 4 na Fig. 2.7). Desta maneira, um movimento com a velocidade de estado
f~ se inicia e ap6s um periodo Ats, resulta no encontro com a superficie descontinua (ponto
5 na Fig. 2.7). Para determinar a velocidade média, leva-se em consideragao o deslocamento

Az(t) (vetor 1-5 na Fig. 2.7) e os intervalos At; e Ats:

Az(t) = f7r+ fHAL + fTr + fAty,

Aty[grad s f1] + T[grad s(z(t))f~] =0,

grad s f~
gradsf+T 8

Atalgrad s f7] + t[grad s ft] =0,

_grads f+1'
grads f~

Al =

Aty =

Os valores resultantes determinam a velocidade média
Az(t)
21 + At + Aty
grad s f~ grad s f+
grad s [f~ — f*] grad s [f~ — f*]

Comparando as equagdes (2.7) e (2.9), verifica-se que o vetor velocidade acima encon-

Oz, t,u)

fr= fr. (2.9)

trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

2
grad s

for ftay
s(x) =0 1/\ Az 5 [ i
3\/ s(z) <0
Jiir At

4

Figura 2.7: Modo deslizante em sistema com atraso.

Deve-se notar que, em ambos os casos, os resultados equivalentes ao descrito pelo método
de Filippov foram obtidos sem o processo de limite que assume que a largura do ciclo de
histerese de 2A, no primeiro caso e, o tempo de atraso 7, no segundo caso, tendam & zero.
Contudo, o limite estd implicitamente contido no fato de que os vetores f*, f~ e grad s sdo
constantes, porque estas condigoes somente sdo validas no caso extremo em que as deflexdes

do ponto em consideragiao tendem a zero.
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2.2 Controle com Estrutura Varidvel e observagao de siste-

mas nao-lineares

Recentemente, um ndimero consideravel de publicagdes tem sido dedicado ao tépico de
controle de sistemas ndo-lineares e/ou incertos. Uma aproximagdo para o problema de
controle de sistemas nao-lineares é a linearizagéo do sistema sobre uma trajetéria nominal
e entdo, a aplicacdo da bem conhecida teoria de controle linear. Uma desvantagem neste
método, é que as leis de controle linear sdo vilidas somente quando as trajetérias estiverem
em uma vizinhanga das trajetérias nominais.

Outra aproximagao seria encontrar uma transformagao nao-linear que converta o sistema,
para a forma candnica controldvel, ou outra forma linear equivalente, em que o projeto
do controlador seja facilitado. A desvantagem deste método é que a construcao de uma
transformagao apropriada nao é, geralmente, trivial.

Um dos métodos mais atrativos, que pode ser aplicado em muitos sistemas nao-lineares,
resultando em controladores que sdao robustos para erros de modelagem e distirbios desco-
nhecidos no sistema, é o Controle com Estrutura Variavel.

CEV ¢ o controle de sistemas dinimicos com realimentacdo de estados descontinua. O
conceito desta teoria se baseia na mudanga da estrutura do controlador, em resposta as
mudangas dos estados do sistema, para que se obtenha a resposta desejada. Isto é realiza-
do através do uso de uma lei de controle de chaveamento de alta velocidade, que forca a
trajetéria do sistema a se manter em uma determinada superficie por todo o tempo sub-
seqiiente. O sistema € insensivel & variagao de certos parametros e distirbios, enquanto as
trajetérias estiverem sobre a superficie. Se o vetor de estado nao estiver acessivel, entdo a
implementagao de um observador adequado é uma solugao para a obtengao de um contro-
lador.

A questao da observagao de sistemas nao-lineares também tem recebido grande atengao
na literatura. Aqui também, uma aproximagao para o problema ¢ a linearizacao da equagéo
do erro do observador sobre os pontos constantes de operacao do sistema. Assim, além do
fato do projeto do observador ser apenas valido nas vizinhangas destes pontos operacionais
constantes, o projeto nao é feito independentemente da estratégia de controle. Isto sugere
que tal observador nao funcionaria bem quando combinado com uma lei de controle nao

constante.
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Outro método para a observagiao dos estados de sistemas nao-lineares, seria encontrar

uma transformagao que leve o sistema existente para a forma candnica observavel, de modo

que o projeto de um observador seja simplificado. Como antes mencionado, na estratégia
de controle similar, encontrar uma transformagao apropriada é, em geral, dificil se nao
impossivel. Um problema comum em tais aproximagdes é que as nio-linearidades da planta
devem ser incorporadas, direta ou indiretamente, na dindmica do observador.

A sintese combinada do controlador/observador envolve trés passos. O primeiro é o
projeto do controlador, assumindo a disponibilidade do vetor de estado. O segundo passo é
o projeto do observador de estado. O observador devera utilizar apenas a entrada e a saida
da planta. O 1ltimo passo é a combinagio dos dois primeiros passos em uma estratégia de
controle que utilize os valores estimados do vetor de estado ao invés dos reais.

A seguir é apresentada uma metodologia de projeto de controladores e observadores de
estado com estrutura varidvel e modos deslizantes, para sistemas nao-lineares com o mesmo

nimero de entradas e saidas da planta, descrita em (Walcott e Zak, 1988).
2.2.1 Descricao do sistema e definigoes basicas

Considere o sistema dinamico modelado pela seguinte equagao diferencial

& =[A+ AA(t,z)]z + f(t,z) + Blu + w(t, z)),
y =Cz,

(2.10)

sendo que z € R™ é o vetor de estado; u € R™ é a entrada de controle; y € RP é a saida
do sistema (p > m); A € R™™" é a matriz caracteristica do sistema; AA(t, z) representa a
incerteza na matriz caracteristica do sistema; B € R™ ™ é a matriz de entrada do sistema;
C € RP*™ é a matriz de saida do sistema; f(t,z) representa as nio-linearidades da planta;
w(t, z) representa as nao-linearidades ou distiirbios na entrada do sistema.

Para propésitos de existéncia, assume-se que AA(t, z), f(t,z) e w(t,z) sdo continuos
e as matrizes B e C sdo de posto completo. Além disso, considera-se que as seguintes

condigoes sao validas:

Al. Existem fungdes h(.) : R x R” x R™ —» R™ e d(.) : R! x R® — R™, de maneira que
f(t,z) = Bh(t,z), AA(t,z)x = Bd(t,z).
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Entéao, defina

v (t, )
v(t,z) = : = h(t,z) + d(t, z)z + w(t, z); (2.11)

Vs (E, )

A2, Existem fungoes continuas, positivas, limitadas por valores reais, r;(.) e p(.), de maneira
que

|Ui(t$ $)| < Tf(ta .‘L’), 1= 1’ c.ay,M € ”U(t: 'T)” < p(t)
A3. O par (A, B) é completamente controlavel e o par (A, C) é completamente observavel.

Portanto, o sistema descrito em (2.10) é simplificado para

& = Az + Blu + v(t, z)],
y = Cuz,

sendo que v = v(t, z) representa o conjunto de incertezas e/ou nao-linearidades;

2.2.2 Projeto do controlador

O projeto de um CEV se baseia na escolha das superficies de chaveamento, na especificagio
das fungoes de controle descontinuas e na determinacao da légica de chaveamento associada
com as superficies descontinuas. As superficies de chaveamento sdao, normalmente, hiper-
planos fixos no espaco de estados, passando através da origem, cuja intersecgao forma o
subespago deslizante. O objetivo do projeto é levar o estado do sistema, de uma condigao
inicial arbitraria, para a intersecgdo das superficies de chaveamento. Assim que o estado
comega a deslizar, a acdo de controle é necessiria apenas para manter o estado sobre a
interseccao destas superficies ou em sua vizinhanca.

O sistema equivalente, correspondente ao comportamento no deslizamento, deve ser
assintoticamente estavel, para que haja garantia de que o estado alcance a origem dentro
do modo deslizante. O modo deslizante estdvel é assegurado através da escolha adequada

das superficies de chaveamento. Isto forma o primeiro estdgio do projeto de um CEV. A

questao da determinagao do conjunto de hiperplanos que dard um comportamento adequado

ao modo deslizante é descrito como sendo a questao da existéncia.
Uma vez resolvida a questdo da existéncia, o segundo estdgio no procedimento de pro-

jeto envolve a selegdo de um controle, de maneira a assegurar que o modo deslizante seja
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atingido. Por esta razao, a questao da determinacao de uma estrutura de controle e dos
ganhos associados, que irdo garantir a existéncia do modo deslizante, é chamada questao
de alcancabilidade. A solugdo da questao de alcangabilidade é dependente das superficies
de chaveamento, ja que as fungdes de controle sdo descontinuas sobre elas e, portanto, nao
podem ser alcancadas sem que a questdo da existéncia tenha sido resolvida.

O transiente de um sistema com estrutura varidvel consiste, portanto, em dois estdgios
independentes: num movimento, preferencialmente rapido, que traga o estado do sistema
para a superficie em que o modo deslizante ocorra e num movimento deslizante mais lento,
durante a qual o estado deslize para a origem do espago de estados, enquanto permanece no
subespaco deslizante. Este comportamento de dois estdgios pode ajudar a resolver o conflito
entre as exigéncias opostas de exatidao estdtica e dindmica que sao encontradas no projeto
de sistemas de controle lineares, porque o sistema de CEV pode ser projetado para dar uma
resposta rapida sem perda de estabilidade, regulagao de estado assintética, insensibilidade
a uma classe de variagGes de parametros e invaridncia a certos distirbios externos (Zinober,

1990).

Em um modo deslizante, para o caso da superficie de chaveamento linear s(z(t)) =

Sz(t) =0, S € R™" e posto (S) = m, o sistema equivalente de ordem n — m deve satis-
fazer a dinamica estabelecida previamente no deslizamento, considerando-se as m equagoes
algébricas s(z(¢t)) = 0. O uso de ambas as limitagdes reduz a ordem do sistema para um
modelo de (n — m)—ésima ordem. Especificamente, deve-se supor que o sistema nao-linear
é restrito a superficie de chaveamento. Entédo, é possivel resolver para m varidveis de esta-
do, em termos das (n — m) variaveis de estado restantes, se o posto(S) = m. Para obter
a solugao, deve-se resolver o sistema para m varidveis de estado, em termos das (n — m)
restantes. Substitui-se, entdo, estas relagdes nas (n — m) equagoes restantes e as equagoes
correspondentes as m variaveis de estado. O sistema de ordem (n — m) resultante descreve
completamente o sistema equivalente, dada uma condicao inicial, satisfazendo Sz(t) = 0
(DeCarlo et al., 1988).

Como no modo deslizante, S = 0, obtem-se

St = S[Az + B(u +v)] = SAz + SB(u+v) =0 = ueq = —(SB) "' SAz — v.
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Assim, o sistema equivalente, de ordem reduzida, é descrito por

& = [I — B(SB)~15]Az,
Sz =0.

E facil de se verificar que B(SB)~! possui posto m e [[ — B(SB)~1S] posto (n — m).
Portanto, a matriz Aeq = [I — B(SB)~1S]A, no sistema equivalente, pode ter no maximo
(n — m) autovalores nao nulos. Nosso objetivo é escolher S, de modo que os autovalores
nao nulos de A, sejam valores com parte real negativa e os autovetores correspondentes
{wi,...,Wn—m} sejam escolhidos de maneira que permanegam sobre a superficie de chavea-
mento. Assim, W = [wy ... wn—p), W € R™("~™) Gabe-se que a completa controlabilidade
do par (A, B) é equivalente & existéncia de um controlador da forma u = — Kz, de maneira
que os autovalores de (A — BK') possam ser alocados arbitrariamente.

Se considerarmos K = (SB)~!SA, temos que (A — BK) deve possuir (n — m) au-
tovalores com parte real negativa {\1,...,An—m} € (n — m) autovetores correspondentes
{wi,...,Wn-m}. Isto equivale a (A — BK)W = WJ, sendo J = diag[A1, ..., An—m]-

Considere R(T) o range do operador T. Desde que SB seja nao-singular e SW = 0,
tem-se que R(B) N R(W) = {0}. Entao, deve-se escolher inversas B9, W9, de Be W,
respectivamente, de maneira que BIW = 0 e W9 = 0. Escolhe-se {w,...,Wn—m} de ma-
neira que W9B seja satisfeita. Obseve que R(B) N R(W) = {0} é verificado em W9B = 0.
Agora, pode-se determinar S. Se for escolhido B9 = S, entdo SB =1 e SW = 0. Assim, a
superficie de chaveamento é determinada de modo que {z € R" | s(z) = Sz = 0}. Supo-
nhamos que |v;(t,z)| < ri(t,z), i = 1,...,m, sendo que v(t,z) = [v1(t,z),...,vm(t,z)]T &
definido por (2.11) e r;(t,z) > 0.

Considera-se

—71(t, z)sign(sT Sby)

—rm(t, z)sign(sT Sby,) 1753
sendo que b; é a i-ésima coluna da matriz B, e s(z(t)) = Sz(t) e sign(w) é igual a 1, quando

w > 0 e igual a —1, quando @ < 0. Pode-se verificar que se
u=—(SB)"'SAz + 1@ (2.13)

entao, sTs < 0.
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Portanto, com a lei de controle anteriormente descrita, consegue-se um modo deslizante.

Realmente,
sT Sk
sTS[Az — B(SB)"1SAz + Bu + Bu(t, )]
sTSBa + v(t, z))

STSbi[ﬁ,; - ‘Ui(t, :L')]

sT Sb;[—ri(t, z)sign sTSb; + vi(t, )|

Z(_T‘:‘(t, ) + |vi(t, z)|) |sT Sbi| <0,
i=1

se sTSb; # 0.

Uma desvantagem da lei de controle descrita pela equagéao (2.13) é que ela é descontinua
e isto pode ser uma dificuldade em implementagoes praticas causando, por exemplo, fadiga
mecanica. Adicionalmente, quando as trajetérias do sistema estiverem sobre a superficie
de chaveamento, ocorrerd um rapido chaveamento dos termos de controle %;, tendendo a
excitar os modos de alta freqiiéncia da planta. Este problema pode ser atenuado através da
insercao de uma camada limite sobre as superficies de chaveamento.

Considere o vetor € = [ey, ..., €m|T, sendo € > 0, para i = 1,..., m. Substituindo  na

equagao (2.13) por @(e), sendo i(e) = [ti(€1), - . ., Gm(€em)]T, obtem-se

—r;(t, m)sz’gn(sTSb,;) |s(z(t))Tb,r| > €
—ri(t,x)s(z(t))T Sb; |S($(t))Tbi| <€

€i

ai(e;) =

O desempenho deste controlador continuo pode ser feito arbitrariamente préximo do
desempenho do controlador descontinuo correspondente, selecionando-se ¢; suficientemente

pequeno.

2.2.3 Observagao dos estados

Considere o sistema modelado pela equagéo (2.12), com o objetivo de construir um obser-
vador de estado. Considere Z os estados estimados de z, obtidos pelo observador. Entao, a

equagao do observador, para o sistema linear (v(t,z) = 0), serd descrita por
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= AZ+ Bu+G(y—79)

Az + Bu+ Gy — GCz

(A-GC)z + Gy + Bu.
O erro é descrito por e = Z — z e a sua derivada em relacao ao tempo por
T—z
(A-GC)Z + Gy + Bu— Az — Bu
AZ - GCz + GCx — Az
A(Z—z)-GC(z —x)
(A-GC)(z—-1x)
(A-GQCe. (2.15)

A observabilidade de (A4, C) implica na existéncia de uma matriz G, de maneira que
(A — GC) tenha autovalores com parte real negativa arbitrariamente posicionados.

Considere entao, uma candidata a funcao de Lyapunov na forma quadrética
V(e) = €T Pe,
em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada desta funcdo em
relacdo ao tempo, ao longo de qualquer trajetdria, é descrita por
V(e) = éTPe+ el Pé
[((A—GC)e]T Pe + T P[(A — GO)e]
(Ae — GCe)T Pe + eT P(Ae — GCe)

(eTAT — TCTGT)Pe + eT P(Ae — GCe)

eT AT Pe — eTCTGT Pe + eT PAe — eT PGCe

eT(ATP + PA - CTGTP — PGQ)e. (2.16)

Isto significa que para qualquer matriz real simétrica definida positiva @ = QT > 0,

pode-se resolver

(A-GC)TP+ P(A-GC) =-Q.
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Escolhendo-se @, de modo que para algum F € R™?, FC = BTP. Se tais Q e F
existirem, entdo a fungdo T'(s) = FC[s] — A+ GC]™'B é ERP.

Define-se entéo, a fungao

BFCe FC 0
o e e
0 FCe=0

sendo que p(t) é definido em A2. Assim, a equagdo completa do observador é descrita por
z=(A-GC)z — E(e, p) + Gy + Bu. (2.17)

Teorema 1 (Walcott e Zak, 1988) A funcdo Z é uma estimativa assintdtica do estado z,
isto €
lime=lim(Z—2z)=0

t—oo t—oo

e o erro tende a zero exponencialmente,

Introduz-se, agora, uma versao modificada do observador. Este novo observador é mais
facil de ser implementado do que a estrutura descrita anteriormente.
Considere C = [¢],...,éL])T = FC, em que & € R'™™. Pela suposigio A2, pode-se

encontrar p(t) = [f1,...,pm|T, de maneira que
lvi(t, 2)| < pe(t,u) i=1,...,m.

Define-se a seguinte fungao

E(e,p)=B

21 (6, P1 (ts u))

zm(e! ﬁm(ta u))

pi(t,u)sign(Cie) Gie#0

zi(e, p;) = ;
0 ce=20

Considere o observador de estado nao-linear, descrito por
= (A—-GC)z — E(e, p) + Gy + Bu.

Entao, segue o seguinte:
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Teorema 2 (Walcott e Zak, 1 988) A fungao T € uma estimativa assintdtica do estado z,
isto €

lime= lim(Z—z)=0
t—o0 t—o0

e o erro tende a zero erponencialmente.

Devido ao fato da lei de controle de sistemas com estrutura varidvel, uma desvantagem
do observador, descrito por (2.18), é que o termo E(e, 5) é descontinuo. O observador é
particularmente vulnerdvel a excitagdes de modos de alta freqiiéncia, se o observador for
projetado de maneira que o tempo de resposta seja rapido. Pode-se implementar uma

camada limite para superar este problema.

Substitui-se, entdo, o termo E(e, p) por E(e, 5), sendo

¢, (€)

Fe il e)

pi(t,u)sign(Ce) |Cie| > €;
pi(t.u)cie Cie| < €

€i

Ze; (6,,53‘) =

Embora tenha sido dada uma interpretagio para a condigio F'IC = BT P, esta interpre-
tacao nao ajuda no projeto do observador. A seguir, ¢ dada uma receita para a construgiao

das matrizes F e C (Walcott e Zak, 1988).

Passo 1. Escolha G € R™*?, de maneira que (A — GC) tenha autovalores prescritos no

semi-plano esquerdo;

Passo 2. Resolva a equagdo matricial CTFT = PB, para os elementos de P, em termos
dos elementos de F. Obtenha relagGes entre os elementos de F, de maneira que a

simetria de P seja preservada. Chame o resultado deste passo de Pp;
Passo 3. Forme Q(Pr) = —[(A — GC)T Pr + Pr(A — GC)J;

Passo 4. Escolha os elementos de Q(Pr), de maneira que A;[Q(Pr)] > 0, parai = 1,...,n,
sendo que A;[Q(Pr)] > 0 denota o i-ésimo menor principal lider de Q(Pr). Isto pode
ser conseguido trabalhando-se com sucessivas submatrizes de Q(Pr) e escolhendo-

se os elementos de Pr, de maneira que os determinantes destas submatrizes sejam
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positivos. Adicionalmente, nomeando-se os elementos livres da matriz Pr para zero,

simplifica esta tarefa;

Passo 5. Avalie P = Pr e substitua os valores correspondentes de volta em F. Utilize as
relagoes entre os elementos de F', encontrados no passo 2 e complete F. Esta escolha

de P e F ira garantir que a condigio CTFT = PB seja satisfeita.

2.2.4 Sintese do controlador-observador

Anteriormente, foram discutidos o controlador e o observador, separadamente. Agora, o
observador sera utilizado para prover uma estimativa dos estados como a entrada para um
CEV (Fig. 2.8) e, neste caso, ndo se deve esperar que os estados se mantenham sobre a
superficie de chaveamento.

Como Z(t) = z + e entdo, a trajetéria dos estados, em modo deslizante, nao estard
precisamente sobre s(z) = 0, mas ao longo de s(Z) = s(z +e) = 0. Assim, o estado ird
oscilar sobre a superficie. A meta é mostrar que o estado estimado Z, do observador, ira
permanecer sobre a superficie {Z | s(Z) = 0}. Desde que Z tende a z, tem-se que z estard

sobre a superficie de chaveamento, quando Z estiver em modo deslizante.

u(t) Planta

Nao-Linear

Controlador com

Z(t)

Estrutura Varidvel

Figura 2.8: Configuragio do Controlador-Observador.

A planta e o observador possuem a seguinte forma:

planta:

& = Az + Bu + Bu(t,z),

y = Crz,
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observador:

z=(A—-GC)Z — E(e,p) + Gy + Bu.
A condicdo para que o sistema constituido pelo controlador mais o observador alcance

o deslizamento é ST = 0 e Sz = 0. Mais explicitamente

S(A—-GC)z + SGy — SE(e, p) + SBueg =0,
SAZ — SGCZ + SGCz — SE(e, p) + SBueq =0,
SAz — SGCz + SGC(z — e) — SE(e, p) + SBueg =0,
SAz — SGCz + SGCz — SGCe — SE(e, p) + SBueg =0,
SAZ — SGCe — SE(e, p) + SBueq =0.

Resolvendo para u.q, chega-se ao controle equivalente

Ueg = —(SB)"'SAZ + (SB)"'SE(e, p) + (SB) "' SGCe.
A substituicao de u, na equagdo do observador leva a

(A—GC)Z + Gy — E(e,p) + Bueg

A% — GC% + GCx — E(e, p) — B(SB)"'SAz + B(SB)~'SGCe + B(SB)™'SE(e, p)

AZ — GCZ + GC(% — e) — E(e, p) — B(SB)"'SAZ + B(SB)~'SGCe + B(SB)™'E(e, p)
A% — GCZ + GC% — GCe — E(e, p) — B(SB)~'SAz + B(SB)~'SGCe + B(SB)"'SE(e, p
[ — B(SB)~'S]Az + (I — B(SB)~'S)(~GCe) + [ — B(SB)~'S)(~E(e, p)).
[ — B(SB)~'S](A%Z — GCe — E(e, p)). (2.19
Como e = T — z e, portanto, é = T — &, tem-se que

(A-GC)z — E(e,p) + Gy + Bu— Az — Bu— Bv

AZ - GCz — E(e,p) + GCx — Az — Bv

AZ — GCz — E(e, p) + GC(Z — €) — Az — Bv

Az — GCz — E(e,p) + GCZ — GCe — Az — Bv -

A(Z —z) — E(e,p) —GCe — Bv

Ae — E(e,p) — GCe — Bv

(A—-GC)e — E(e,p) — Bv.
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Deste modo, (2.19) e (2.20) descrevem o sistema combinado, controlador mais observa-
dor, em modo .deslizante.

Resumindo, existem dois passos bésicos no projeto de um CEV:

(a) O projeto da superficie de chaveamento, para que o comportamento do sistema tenha
certas propriedades pré-estabelecidas sobre a superficie. Por exemplo, a superficie de
chaveamento é projetada de maneira que o sistema seja assintoticamente estavel sobre

ela;

(b) O projeto da estratégia de controle de maneira a levar o sistema para a superficie de

chaveamento e manté-lo sobre ela por todo o tempo subseqiiente.




Capitulo 3

Novas condicoes baseadas em LMI

para sistemas ERP

Considere a planta, controldvel e observavel

t = Az + Bu,
T T + Bu (3.1)

y=0Cz,

sendo que z € R" é o vetor de estado, u € R™ é a entrada de controle, y € R™ é a saida do
sistema, A € R™™" é a matriz caracteristica do sistema, B € R™*™ é a matriz de entrada do

sistema e C € R™*" ¢ a matriz de saida do sistema, e todas estas matrizes sdo constantes.

Definicao 1 (Anderson, 1968) A matriz de transferéncia G(s) € R™*™ do sistema (3.1)
€ RP se:

(a) Os elementos de G(s) ndo possuem pdlos com parte real positiva;
(b) G*(s) =GT(s*) e
(c) A matriz Hermitiana J(s) = G(s) + GT(s*) é semi-definida positiva em Re[s] > 0,

sendo que o asterisco (*) denota o complezo conjugado de um escalar ou o complezo con-

Jjugado transposto de um vetor ou matriz.

Definicao 2 (Anderson, 1968) A matriz G(s) é ERP se G(s—¢) for RP para algum € > 0.
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Considere o SLIT completamente controlavel e observavel

¢ = Az + Bu,
(3.2)

y = Cz + Du,

sendo que z € R" e y € R™ e o vetor de entrada u € R™ é tal que, para todo T positivo,

[ wy@rat < Sll@llsuplz@)l, 05 ¢<T. (3.3)

Aqui, § é uma constante positiva que depende do estado inicial do sistema z(0) mas é
independente do tempo T. Os resultados a seguir foram formulados por V. M. Popov na

década de 1960 (Anderson, 1968).

Definicao 3 (Anderson, 1968) O sistema (3.2) é dito hiperestdvel se para qualquer u(.)
satisfazendo (3.3), a desigualdade

lz(@)ll < K(llz(0)]| + 6) (3.4)
€ satisfeita para alguma constante positiva K e todo t > 0.

Definigao 4 (Anderson, 1968) O sistema (3.2) € dito assintoticamente hiperestdvel se para

qualquer u(.) limitado satisfazendo (3.3), a desigualdade (3.4) € satisfeita também,

tl_l.rg) z(t) = 0. (3.5)

Seja por definigdo, G(s) = C(sI — A)~! B+ D a matriz de transferéncia do sistema (3.2),

entao:

Teorema 3 (Anderson, 1968) A condigdo necessdria e suficiente para que o sistema (3.2)

seja hiperestdvel é que G(s) seja RP.

Teorema 4 (Anderson, 1968) A condig¢do necessdria e suficiente para que o sistema (3.2)

seja assintoticamente hiperestdvel € que G(s) seja ERP.

O Lema 1, a seguir, fornece condigdes para os sistemas ERP.
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Lema 1 (Anderson, 1968) A matriz de transferéncia do sistema (3.1)
G(s) =C(sI - A)™!B,

¢ ERP, se e somente se, ezistir uma matriz P = PT, tal que

PA+ ATP <0,
BTp=C,
P> 0.

Recentemente, (Huang et al., 1999), obtiveram condigdes, em termos de LMI, para que
o sistema realimentado da Fig. 3.1, com entrada V'(s) e saida Y (s), seja ERP para alguma

matriz constante K.

z = Az + Bu

y=Cxz

K

Figura 3.1: Sistema realimentado dos Teoremas 5e 6.

Teorema 5 (Huang et al., 1999) Eriste uma matriz K, constante, de realimentagdo da
saida, de maneira a tornar ERP o sistema em malha fechada da Fig. 3.1, se e somente se,
para C = CT,

B*C=CTB >0, (3.7)

e se existir uma matriz X = XT > 0, de maneira que
CTherm (BLXBTA)C, <o. (3.8)
A matriz Cy é definida como

CL e R*™™*" posto(CL)=n—m e CCT =0

e a matriz B = (b;;), quadrada e complexa é Hermitiana (herm), se bj; = Sj,-, ou seja, se

ela for igual a transposta da sua complera conjugada.
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Desde que (3.7) e (3.8) sejam factiveis, todas as solugdes para K serdo descritas por
K =Ctherm (PA){I — CL[CTherm (PA)C1] 'CTherm (PA}T +S,  (3.9)

sendo que
P=PT =¢&(BTC)!' + B XBT >0,
S ¢ uma matriz definida positiva qualquer e Ct = (CTC)~1CT denota a pseudo-inversa de

Moore-Penrose de C.

O problema descrito no Teorema 5 j4 foi estudado teoricamente em (Owens et al., 1987)

e (Teixeira, 1989), como mostra o Teorema 6.

Teorema 6 (Kaufman, 1994, p.55) Existe uma matriz constante K, tal que o sistema da

Fig. 3.1 seja ERP, se e somente se:
(a) CB=(CB)T > 0;

(b) todos os zeros de transmissdio da planta apresentam parte real negativa, ou seja, a

planta € de fase minima.

Com o objetivo de explorar mais as especificagdes, em termos de restrigoes, que as LMI
oferecem, foi proposto aqui o seguinte problema, mais geral do que o abordado por (Huang
et al., 1999).

Problema 1 Dada a planta {A,, B,,C,}, linear, invariante no tempo, controldvel e ob-
servével, com posto (B,) = posto (C,) = m, determine condigGes necessarias e suficientes,

R™*™ tais que o

em termos de LMI, para a existéncia de matrizes constantes F' e K €
sistema descrito na Fig. 3.2, com entrada U(s) e saida Y (s), seja ERP.

A solugao do Problema 1 é apresentada no Teorema 7.

Teorema 7 O Problema 1 tem solugdo, se e somente se, eristirem matrizes P=PT R e

F, tais que

PA,+ATP-CT(R+ RT)C, < 0, (3.10)

BTP=FC, (3.11)

P>0 (3.12)
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K

Figura 3.2: Sistema realimentado do Problema 1.

Prova Pelo Lema 1, o sistema da Fig. 3.2, com entrada U(s) e saida Y (s) é ERP, se e

somente se, existirem matrizes P = PT, K e F, tais que
P(A, — Bo,KC,) + (Ao — B,KC,)TP < 0, (3.13)
BTP=FC,, (3.14)

P>0. (3.15)

Mas, (3.14) é equivalente a
B, ="P~¢  F*. (3.16)

Assim, substituindo (3.16) em (3.13), obtém-se

P(A, - P'CTFTKC,) + (A, — PT'CTFTKC,)TP <0,

PA,-CTFTKC,+ ATP-CTKTFC, <0,

e definindo R = FT K, entdo esta equagio é equivalente a

PA,+ ATP-CTRC,-CTR"C, <0,

PA,+ ATP - CT(R+ RT)C, <0, (3.17)

que corresponde a equagdo (3.10). Assim, (3.13) — (3.15) sdo equivalentes a (3.10) — (3.12)
e o Teorema 7 estd demonstrado.

A determinagio das matrizes P = PT, R e F satisfazendo as LMI (3.10) — (3.12),
quando elas existem, pode ser feita eficientemente, utilizando-se programas computacionais

disponiveis (Boyd et al., 1994), tais como LMISol, MATLAB, etc.
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Teorema 8 Considere P = PT, R e F solugdes de (3.10) — (3.12). Entdo a matriz K,
dada por
K =(FT)"'R, (3.18)

torna o sistema da Fig. 8.2, com entrada U(s) e saida Y (s), ERP.

Prova Inicialmente, observa-se que (3.11), (3.12) e posto (B,) = m implicam que
BTPB, = FC,B, tem posto m. Assim, F € R™*™ tem posto m também e (FT)~! existe.
Agora, de (3.18), R = FTK e, substituindo-se R em (3.10), entéo:

PA,+ ATP-CF(R+RT)C, <0,
PA,+ ATP-CY(FTK + KTF)C, < 0.
Finalmente, substituindo-se (3.11) em (3.19), tem-se:
PA,+ ATP - PB,KC,-CTKTBITP <0. (3.20)

Como (3.10) é equivalente a (3.20) entdo, pelo Teorema 7, as equagdes (3.11), (3.12) e
(3.20), implicam que o sistema da Fig. 3.2, com entrada U(s) e saida Y(s) é ERP. Assim,
o Teorema 8 estd demonstrado.

Normalmente, somente a estabilidade de um sistema de controle é insuficiente para
assegurar um desempenho desejado. Freqiientemente, é necessirio também atender espe-
cificacOes referentes 3 resposta transitéria. O teorema a seguir, estabelece condigbes para
que todos os pélos do sistema da Fig. 3.2 tenham parte real menor do que —y e que este
sistema seja ERP.

O Apéndice A define o conceito de zeros de transmissdo de um sistema, que serd impor-

tante para o entendimento do Teorema 9.

Teorema 9 Considere z; = o; + 3B, i = 1,...,p 0s zeros de transmissdo do sistema
{As, Bo, Co}, descrito no Problema 1. Dada uma constante v, entdo uma condigdo ne-

cessdria para a eristéncia de matrizes P = PT, R e F, tais que

PA,+ATP-CT(R+RT)C, < -2yP, - (3.21)

BTP = FC,, (3.22)

P>0, (3.23)

€ que v < —o, sendo que 0 = maz{oy,...,0p}.
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Prova Definindo-se A, = A, + 71, que é equivalente a A, = Ag— ~I, entdao (3.21) pode

ser descrita por

P(Ao —~I) + (A, —4I)TP - CT(R+ RT)C, < —27P,

PA,—yP+ ATP — 4P -CT(R+ RT)C, < —24P,

PA,+ ATP - CT(R+ RT)C, — 2yP < —2vP,

PA,+ ATP-C,(R+RT) <. (3.24)

Pelo Teorema 7, (3.21) (que é equivalente a (3.24)), (3.22) e (3.23) implicam que o

sistema {:‘10 — B,KC,, B,, FC,} é ERP. Agora, é bem conhecido que todos os zeros de
transmissdo de um sistema ERP possuem parte real negativa (Kaufman et al.,1994), o que
se aplica ao sistema {A, — B,KC,, B,, F C,}. Finalmente, considerando-se que de (3.22),
a matriz F tem posto m, entdo é ficil verificar que os sistemas {A, — B,KC,, Bo, FC,} e

{A,, Bo, C,} possuem os mesmos zeros de transmissao, efetuando-se operagoes elementares,

primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros:

+l |><—KCO

sl — A, + B,KC, B, sl—=A, B,

~FC; 0 xFt_ .| -Fo, 0

E bem conhecido que os zeros de transmissdo de um sistema {Ao, Bo, C,}, A, € R™™,

B, e R™™ e C, € R™*", sdo0 os s € C, tais que

SI = Ao
~0;

posto

Entao, os zeros de transmissao de {zio, B,,C,} sao os s € C, tais que

s—y)[-A B,
posto ( ”) A it + m.
_Co 0
Note que se s = s, é um zero de transmissao de {A,, B,,C,}, entao s = s, + 7y serd
um zero de transmissdo de {fio, B,,C,}. Assim, para que todos os zeros de transmissao
de {ﬁo,Bo,Co} tenham parte real negativa, é necessario que o; +v < 0, Vi € {1,...,7}.

Entdo, v < —0, 0 = maz{oy,...,0.}. O Teorema 9 estd demonstrado.
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O resultado do Teorema 9 é esperado, se for utilizada uma realimentagao K com alto
ganho, por exemplo, utilizando CEV e modos deslizantes, pois é conhecido que nestes casos,
os zeros da planta serao, aproximadamente, os pélos do sistema de malha fechada (no caso de
CEV e modos deslizantes, os zeros da planta serio os pélos do sistema no deslizamento(Zak
e Hui, 1993)). O inesperado é a constatagao da influéncia da localizagdo dos zeros para
todas as possiveis matrizes admissiveis K, de realimentagao da planta.

O Lema 2 a seguir, serd utilizado nos Corolarios 1-4.

Lema 2 (Teizeira, 1990) Considere o sistema {A,B,C}, descrito em (3.1), com posto

(CB) = m. Entdo, existe uma transformagdo linear T : R™ — R", tal que:

€1

Yo

é1

Prova Define-se CT € R™*"™™, tal que posto (C1) =n—me CCT =0.
Entao:
B=CTRy+CIRy,

sendo que

Ry = (C.C])"'CLB e R*™ ™,
Ry = (cCT)"'CB e R™™
e Ry é nao-singular, pois posto (CB) = m.
Define-se entdo, B] € R"™™*",

B] = -RiRz'(CCT)'C+ (CLCD) 0L (3:29)

Logo, de (3.28) e (3.29), BTB = 0 e como BYCT = I,,_, entdo posto (By) =n —m.

Desta forma,
BT
e ] (3.30)
C
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Assim,

T = (T\Te),
sendo que
Ty = By(BTB.)™' - B(CB)"'CB.(BIB.)™,
T, = CT(CCT)™' + CTR1 Ry ' (CCT) ™.

De (3.25) — (3.26), tem-se que

Ay
sendo que
Ay =BTAT), Ay =BTAT,, A3=CATy e Ay=CAT; (3.37)

e o Lema 2 estd provado.

Corolario 1 Assuma que as matrizes A,, B, e C,, na Fig. 3.2, tenham as seguintes formas:

A A 0

A, = . B,= eC,,:[o Im], (3.38)
As As CB

sendo que posto (CB) = m. Entdo, as condigdes necessdrias e suficientes para a solugdo

do Problema 1 sdio a erxisténcia de matrizes P = PT e R, tais que

Fe: 10
P= >0 e (3.39)

0 0
PA+ ATP - <0, (3.40)

0 (R+RT)
sendo que as matrizes K e F' sdo obtidas pelas expressies:
K =(F')"'R= (P.CB)!R,

F = (CB)TP..
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Prova Pelo Teorema 7, em (3.11), a solugao do Problema 1 impde que:

P B

PT P,

[ 0 (CB)T ]

sendo que

P,
P= i > 0.

i
Assim, como posto (CB) = m, entao
F=(CB)TP. e (3.43)

P, =0. (3.44)

Logo, P tem a forma descrita em (3.39) e F pode ser obtida off-line pela equagéo (3.42).

Agora, o Teorema 7, (3.10), exige também que

PA+ATP-CT(R+RT)C <0,

r T
PA+ATP-| 0 Im] (R+RT)[0 Im]<0,

0 0
PA+ ATP - <0, (3.45)

|0 (R+ ")

coincidindo com a equagdo (3.40). Pelo Teorema 8, (3.43) e (3.44), K e F' apresentam as
expressoes descritas em (3.41) e (3.42).

Comparando-se os resultados do Corolario 1 com os do Teorema 7 e Teorema 8, observa-
se que foi removida a LME (Linear Matriz Equality) (3.11). Alguns softwares, como o
toolboxr de LMI do MATLAB nao aceitam diretamente a existéncia de LME. Desta forma,
o Coroldrio 1 pode ser titil para a obtengao da solugdo numérica do Problema 1. Considere
agora, que z € R" é disponivel.

Problema 2 Dada a planta {A,, B, Co}, linear, invariante no tempo, controlavel e
observavel, com posto (B,) = posto (C,) = m, determine condigoes necessarias e suficientes,
em termos de LMI, para a existéncia de uma matriz constante K, € RmXﬁ, de realimentagao
dos estados e FF € R™*™, de maneira que o sistema descrito na Fig. 3.3, com entrada u(t)

e saida y(t), seja ERP.
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+

K,

Figura 3.3: Sistema realimentado do Problema 2.

Teorema 10 O Problema 2 tem solugdo, se e somente se, existirem matrizes P = PT, R

e F, tais que
PA,+ ATP-CTR- RTC, <0, (3.46)
BTP = FcC,, (3.47)
P >0, (3.48)
sendo que K, = (FT)™!R pode ser obtida off-line.

Prova Pelo Lema 1, o sistema da Fig. 3.3, com entrada u(t) e saida y(t) é ERP, se e

somente se, existirem matrizes P = PT, K, e F, tais que
P(A, — BoK,) + (A, — BoK,)TP <0, (3.49)
BITP = FC,, (3.50)

P >0. (3.51)

Mas (3.50) é equivalente a
B, =P !CTFT. (3.52)

Assim, substituindo (3.52) em (3.49) e definindo-se R = FT K,, obtém-se
P(A,- PI\CTFTK,) + (A, — P"'CTFTK,)TP < 0,
PA,-CTFTK, + ATP - KTFC, <0,

PA,+ AT -CTR-R7C, <0,

que corresponde & equagéo (3.46). Assim, (3.49) — (3.51) sdo equivalentes a (3.46) — (3.48)

e o0 Teorema 10 esta demonstrado.
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Teorema 11 Considere z; = 0; + 0, ¢ = 1,...,p 0s zeros de transmissdo do sistema
{Ao, By, Co}, descrito no Problema 2. Dada uma constante vy, entdo uma condigdo ne-

cessdria para a existéncia de matrizes P = PT e K, tais que
PA,+ ATP-CTR + RTC, < -27P, (3.53)
BTp = FC,, (3.54)

P >0, (3.55)

é que v < —0o, sendo que 0 = maz{oy,...,0p}. A matriz K, pode ser obtida off-line pela

ezpressio K, = (FT)~"!R.
Prova A prova deste teorema é andloga a prova do Teorema 9.

Corolério 2 Assuma que as matrizes A,, B, e C,, na Fig. 3.2, tenham as seguintes for-
mas descritas em (3.38), sendo que posto (CB) = m. Entdo, as condigdes necessdrias e

suficientes para a solu¢do do Problema 1 sdo a existéncia de matrizes P = PT e R, tais que

P, 0
P= >0 e (3.56)

0 E

0

0
PA+ ATP — < —2vP, (3.57)
0 (R+RT)

sendo que as matrizes K e F sdo obtidas pelas expressoes:
K = (FT)"'R=(P.CB)"!R,

F = (CB)TP..

Prova A Prova deste corolério é andloga as provas do Teorema 9 e do Corolario 1.

O Coroldrio 3 tem um desenvolvimento semelhante ao apresentado no Corolario 1.

Coroldrio 3 Assuma que as matrizes Ao, B, e Co na Fig. 8.8, tenham as formas descritas
em (3.38), sendo que posto (CB) = m. Entado, a condigdo necessdria e suficiente para a

solugdo do Problema 2 € a existéncia da matriz P = PT, R e F, de maneira que

BP0
P= >0 (3.60)
0 P
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T
PA0+A§P—[0 RT] —[0 RT ] <0.
As matrizes K, = (FT)"'R e F = (CB)T P, podem ser obtidas off-line.

Prova Pelo Teorema 10, a solugdo do Problema 2 impoe que:

BTP=FC,= [o (C‘B)T] o =[o T ]
o
Assim,
P,=0 e (CB)TP.=F.
Logo, P tem a forma descrita em (3.60). Agora, definindo-se R = FTK,, o Teorema 10
exige também que

PA,+ATP-CTR-RTC, <0,

T
PAO+AI;’P—[0 Im] R—RT[O ;m}<o,

7
PA0+A3"P—[0 RT] —[0 RTJ <0,
coincidindo com a equagao (3.61).

Corolario 4 Assuma que as matrizes A,, B, e C, na Fig. 3.3, tenham as formas descritas
em (3.38), sendo que posto (CB) = m. Entdo, a condi¢do necessdria e suficiente para a

solugdo do Problema 2 é a existéncia da matriz P = PT, R e F, de maneira que

Pa 0
P= >0
0 PC

T
PAO+A3"P—[0 RT] —[0 RT]<—27P.

As matrizes K, = (FT)™'R e F = (CB)T P, podem ser obtidas off-line.

Prova A prova deste coroldrio é andloga as provas do Teorema 9 e do Corol4rio 2.
Considere o caso em que o vetor de estado z € R" da planta é disponivel e a saida y,(t),
descrito na Fig. 3.3, nao é especificada. O problema descrito a seguir ¢ 1til para o projeto
de CEV nesta situagéo.
Problema 3 Dada a planta {A,, B,}, controldvel, linear, invariante no tempo, B, €
RPX™

, posto (B,) = m, determine C, € R™*", tal que todos os zeros de transmissdo do

sistema {A,, B,, C,} tenham parte real menor do que —v, v > 0 dado.
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Lema 3 Uma solugdo para o Problema 3 é obtida pelas LMI:

WAT + A,W - B,V - VTBT < —-29W,

w=wT >o.

Prova Estas LMI sempre apresentam solugao, pois {A,, B,} é controlivel e na rea-
lidade (3.64) e (3.65) correspondem ao posicionamento dos pélos de & = (A4, — B,K)z,

sendo

K=vw™ (3.66)

Agora, escolhendo-se

Co=BIW™, (3.67)

obtemos para P = W1, de (3.64) — (3.67), que

ATP + PA, - PB,K — KTBTP < -2P, (3.68)
BTp=cC,, : (3.69)

P=PT>0. (3.70)

Assim, o sistema {A, — B, K, B,, C,} é ERP e desta forma, todos os zeros de transmissao
possuem parte real negativa. Utilizando-se o mesmo tipo de andlise empregada no Teorema 9
e Teorema 11, é facil verificar que todos os zeros de transmissao deste sistema apresentam
parte real menor que —+.

Uma vez determinado C, que atenda o Problema 3, da forma descrita acima, pode-
se aplicar os resultados referentes ao Problema 2 para o projeto de controladores. Pelo
Teorema 11, observamos que a especificagdo de < estd diretamente relacionada a taxa de
decaimento do sistema.

No Capitulo 4, serda mostrado que as LMI (3.10) — (3.12) do Teorema 7 permitem a es-
pecificagao de restri¢oes na saida e a consideragao da robustez, com respeito aos parametros

da planta.




Capitulo 4

Controle com Estrutura Variavel

utilizando sistemas ERP e LMI

Considere a planta descrita por (4.1):

t=(A+AA)z+ (B+ AB)(u+£(t, z)),
y=(C+ ACQ)z,
sendoque z € R", u e R™ ey € R™.

Sao assumidas as seguintes hipéteses:

B1l. O par ((A+AA), (B+ AB)) é controlavel, e o par ((A+ AA), (C+ AC)) é observavel

para todas as incertezas admissiveis AA, AB e AC;
B2. O vetor z nao é disponivel, mas a saida y é disponivel;

B3. posto (B + AB) = posto (C + AC) = posto ((C + AC)(B + AB)) = m, para todas

as incertezas admissiveis AB e AC;

B4. Seja, por definigdo, [£(t,z)| = |€1(t,z)| + ... + |&m(t, z)|. Entdo, sdo conhecidas cons-

tantes a e b, tais que |£(¢,z)| < alz| + b;

. As matrizes das incertezas AA e AC sao constantes, mas desconhecidas e descritas

por:

A+A0A=) oidi e C+AC =) aiC
=1

i=1

sendo que ; > 0, ¢ = 1,...,r sdo constantes desconhecidas, a1 + ...+ a, =1 e as

matrizes A; e C;, i = 1,...,r sao conhecidas (incertezas politdpicas).

42
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B6. A matriz AB = BAB, sendo que sao conhecidos /;, = 1...,m, tais que 1 + AE‘L,'
—|AB| = ... = |ABii—1| = |ABij41| = ... — |ABim| > ;> 0, Vi € {1,...,m}.

E oportuno mencionar que a hipétese B5 é genérica, pois permite incertezas politopicas

arbitrarias nas matrizes A+ AA e C + AC.

4.1 Estabilidade e Robustez

Para a andlise da estabilidade do sistema com incertezas (4.1), considerando-se B1-B6, seja

a candidata a fungao de Lyapunov

V(z,a) = 2T P(a)z, P(a) = i o Fs; (4.2)
i=1

sendoque P; >0,t=1,...,r.
Fazendo uma analogia com o Teorema 7, considere a existéncia de P(a) = P(a)T, R e

F, tais que, dadas (A + AA) e (C + AC) em B5 e B, as equagoes abaixo sejam satisfeitas:
P(a)(A+ AA)+ (A+AA)TP(a) — (C+AC)T(R+ RT)(C+AC) <0, (4.3)
BTP(a) = F(C+AC) e (4.4)

P(a) > 0, (4.5)

para todos a;, i = 1,...,r admissiveis. A hipétese B6 pode ser flexibilizada, mas este fato

nao sera considerado nesta dissertagao. Entao, para a lei de controle
u = —Ky — Psign(Fy), (4.6)
de (4.1), B1-B6 e (4.3) — (4.6), chega-se em (4.7), pois:

V(z,a) = [(A+ AA)z — (B + AB)Ky — (B + AB)Bsign(Fy) + (B + AB)¢]TP(a)z

+ 2T P(a)[(A+ AA)z — (B + AB)Ky — (B + AB)Bsign(Fy) + (B + AB)£]

= [(A+ AA)z — (B + AB)K(C + AC)z — (B + AB)Bsign(Fy)
+ (B + AB)¢)TP(a)z + zT P(a)[(A + AA)x — (B+ AB)K(C + AC)z

— (B + AB)Bsign(Fy) + (B + AB)¢]




Capitulo 4: Controle com Estrutura Varidvel utilizando sistemas ERP e LMI

= zT(A+ AA)TP(a)x — 2T (C + AC)TKT(B + AB)TP(a)z
— [(B 4+ AB)Bsign(Fy) — (B + AB)¢]TP(a)z + 2T P(a)(A + AA)z

—zTP(a)(B + AB)K(C + AC)z — zT P(a)[(B + AB)Bsign(Fy) — (B + AB)¢]

= zT[P(a)(A + AA) + (A + AA)TP(a) — P(a)(B+ AB)K(C + AC)

—(C+ AC)TKT(B + AB)TP(a))z + 22T P(a)(B + AB)(—Bsign(Fy) + £).
Mas, (B + AB) = B(I + AB), entéo

V(z,a) = 2T [P(a)(A + AA) + (A + AA)TP(a) — P(a)B(I + A(B))K(C + AC)

—(C+AC)TK(I + AB)TBT P(a))z + 22T P(a) B(I + AB)(—Bsign(Fy) + £).
Também, BT P(a) = F(C + AC), assim

V(z,a) = 2T [P(a)(A + AA) + (A + AA)TP(a) - (C+ AC)TFT(I + AB)K(C + AC)

—(C+AC)TK(I + AB)TF(C + AC))z + 22T P(a) B(I + AB)(—Bsign(Fy) + £)

= 2T [P(a)(A+ AA) + (A+ AA)TP(a) — (C+ AC)TFTK(C + AC)
- (C+AC)TFTABK(C + AC) — (C+AC)TKF(C + AC)

—(C +AC)TKABTF(C + AC)|z + 22T P(a) B(I + AB)(—PBsign(Fy) + £)

= zT[P(a)(A + AA) + (A+ AA)TP(a) - (C + AC)T(FTK + KF)(C + AC)
- (C+AC)T(FTABK + KABTF)(C + AC)|z

+ 227 P(a) B(I + AB)(-Bsign(Fy) + £)

= 2T [P(a)(A+AA) + (A+ AA)TP(a) - (C + AC)T(FTK + KF)(C + AC))z

—2T(C + AC)TFTABK(C + AC)z — zT(C + AC)TKABTF(C + AC)z

+ 22T P(a) B(I + AB)(—Bsign(Fy) + &)
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= zT[P(a)(A+ AA) + (A+ AA)TP(a) — (C + AC)T(FTK + KF)(C + AC)z
—yTFTABKy — yTKABTFy + 227 (C + AC)TFT(I + AB)(—Bsign(Fy) + £)
zT[P(a)(A+ AA) + (A+ AA)TP(a) — (C + AC)T(FTK + KF)(C + AC)|z

— 2T FTABKy + 2yT FT(I + AB)(—Bsign(Fy) + £)

zT[P(a)(A+ AA) + (A+ AA)TP(a) — (C + AC)T(FTK + KF)(C + AC)|z
J

+ 2T FT((I + AB)(—Bsign(Fy) + €) — ABKy). (4.7)

Assim, de B6 e definindo yTFT = [ Ty v T ], observe que

= 2yTFT((I + AB)(~Bsign(Fy) + £) — ABKy)

( (I+AB)

”~

1+ ABI,I ABLQ s ABI,m—I Aélgm
AByy  14+AByy ... ABj 1 ABy .,

ABpogy BBpern swe T4BBpymey BB-vim
ABp BBag  wee  BBiiined 1+ABnm

sign(f1)
= : +¢ | - ABKy

Sign(fm)
—2Bf1[(1 + ABy,1)sign(f1) + ABy2sign(f2) + ... + ABy msign(fim)] — ...
— 2Bfm[ABm,15ign(f1) + ABmasign(f2) + ... + (1 + ABp.m)sign(fm))]
+2f1&[(1+ABy 1) +AByg+ ...+ ABym) + ...
+2fmém[ABmy + ABma+...+ (1+ ABnm)] - 20TFTABKy

>IL>0
281111 (1 + ABy,y) — |AByg| —... — |AByml] - ...
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>t3>0
= 2B|fm| [=|ABm,1| = |ABmz2|... = (14+ ABpm)] +...
| 2ol
+2/f1llé1] (1 + AB11) — |AByg| — ... — |ABym] +...

>lm>0

+ 2| fmllém| [~|ABm | = |ABrmg] — ... — (1 + ABpm)) =2l fil + ... + | fmllABEKyY

>1'L>0
—28f1l[(1 + ABy1) — |AByg| —... — |AByml] - ...
>f,1>0
i 2ﬁ’fm] [_lABm,ll e [Aémﬂr e (1 < Agm.m)] +...

>IL>0
+2|fil(alz1| +8) [(1+ ABy1) — |ABia| —... — |ABym] +...

>lm>0

+ 2| fml(alzm| + 8) [~|ABm1| = |ABma| ... — (1 + ABmm)] =2[lf1] + ... + | £l ABKy

Assim, especificando-se 8 > 0 € R, suficientemente grande, o tltimo termo de V(z,a)
em (4.7) é menor ou igual a zero. Assim, definindo-se R = FTK, a condigao (4.3) implica
que V(z,a) <0, paraz #0ey # 0. Logo, (4.3) — (4.6) sao suficientes Ipa.ra a estabilidade
global assintética de (4.1).

Da hipétese B5, entdo (4.4) e (4.5) sdo verificadas, para todos a;, i = 1,.. ., r admissivies,

se e somente se,

BTP,=FC;, i=1,... (4.8)
P.=PF'>0, i=1,...,r (4.9)

A condigao (4.3) é equivalente a

[alf s § ]Q[ arl

Logo, uma condigao suficiente para a condicio (4.3) é

Q<0.
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Se as LMI (4.8), (4.9) e (4.12) (que sdo equivalentes a (4.3) — (4.5)) forem factiveis, a
matriz K pode ser obtida pela expressdo K = (FT)~!R.

Da mesma forma, para o caso em que hé acesso completo as varidveis de estado, fazendo
uma analogia ao Teorema 10, considere a existéncia de P(a) = P(a)T e K,, tais que dado
(A+ AA) em B5, C(a) e B, as equagdes abaixo sejam satisfeitas:

P(a)(A+ AA) + (A+ AA)TP(a) - C(e)TR - RTC(a) < 0, (4.13)
BTP(a) = FC(a) e (4.14)

P(a) >0, (4.15)
para todos a;, i = 1,...,r admissiveis. Entdo, a lei de controle
u = —K,r — dsignz, (4.16)

para § € R, § > 0, suficientemente grande, entdo (4.13) — (4.16) sdo suficientes para a
estabilidade global assintética de (4.1).
Em termos de LMI, (4.14) e (4.15) sao equivalentes a

BTP,=FC;, i=1,...,r e

P,=Pf>0, i=1,...
A condigao (4.13) é equivalente a

[alf arI}Qa[all

_{R{_.fJ%n”.ay

Logo, uma condigao suficiente para a condigao (4.13) é

Q. < 0.
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4.2 Estabilidade, Robustez e Taxa de Decaimento

A taxa de decaimento 2 pode ser introduzida nas equagdes (4.3) — (4.5), pela equagdo
P(a)(A+AA)+ (A+ AA)TP(a) - (C+ AC)T(R+ RT)(C + AC) < —29P(a), (4.22)
ou de modo equivalente,

P(a)(A+AA+~I)+ (A+ AA+~4I)TP(a) — (C +AC)T(R+ RT)(C + AC) < 0, (4.23)
(4.4) e (4.5). Analogamente ao efetuado na anilise de (4.3), nas equagdes (4.19) — (4.21),
uma condigao suficiente, em termos de LMI, para a equagao (4.23) é que

Q+['ﬂ B { ]T[ Bied St b ] + [ B ... B ]T['yf vem oyl ] <0. (4.24)

As LMI (4.8), (4.9) e (4.24), com Q definida em (4.20), especificam o projeto que garante
estabilidade, robustez e taxa de decaimento.
Da mesma forma, para o caso em que ha acesso completo as varidveis de estado, a taxa

de decaimento, é especificada pela equagao
P(a)(A+ AA) + (A+ AA)TP(a) - C(@)TR - RTC(a) < —2vP(a), (4.25)
ou de modo equivalente, |
P(@)(A+AA+~1) 4+ (A+AA+~I)TP(a) - C(@)TR - RTC(a) < 0, (4.26)

(4.14) e (4.15). Analogamente, uma condicao suficiente, em termos de LMI, para a equacio

(4.26) é que

Qa+[7f 7I]T[P1 P,.]+[P1 P,]T['ﬂ 71]<0. (4.27)

4.3 Estabilidade, Robustez, Taxa de Decaimento e Restrigao

nas Saidas

Considere o sinal

s = Hz, (4.28)

sendo que H € R7*", 1 < ¢ < n é uma matriz constante conhecida. Devido as limitagdes
das implementagdes praticas de sistemas de controle, muitas vezes, deve ser considerado
como restrigao no projeto, que

X sl < &, (4.29)
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sendo que &, é uma constante conhecida, para uma condigéo inicial z(0) dada.

Em (Boyd et al, 1994), foram apresentadas duas LMI para a especificacdo destas
restri¢des, para um sinal de controle u = Gz. Analisando-se a dedugdo deste resultado
(Apéndice B), observa-se que a lei de controle pode ser arbitraria, desde que exista uma
funcdo de Lyapunov V(z) = 2T Pz, com P = PT > 0 e V(z) <0, para = # 0.

As condicdes apresentadas por (Boyd et al., 1994) para assegurar que (4.28) e (4.29)

sejam satisfeitas sdo as seguintes:

P(a) P(a)HT
| HP(a) &1

(4.30)

1 z(0)T
| 2(0) Pla)

> 0. (4.31)

Tendo em vista a defini¢io de P(a) em (4.2), entdo (4.30) e (4.31) sdo, respectivamente,

equivalentes as LMI:

BT
HP, €I

(4.32)

1 z(0)7T
z(0) P

>0, i=1,..., (4.33)

Se o projeto exigir, pode-se especificar a restrigao de varios sinais distintos, do tipo
descrito em (4.28), simultaneamente. As LMI referentes a estas restrigoes devem ser consi-
deradas juntamente com as outras LMI que asseguram a estabilidade, taxa de decaimento
e robustez. Para o caso especial, no qual s = y, y dada em (4.1) e B5, a LMI (4.30) merece

ser analisada com mais detalhe:

T

P(a) P(a)(C+AC)T | [Za"

i=1

l Pa) P(a)(C+AC)T

(C+AC)P(O’) gf (C 5% AC)P(O:) E?; [ Za‘i l
i=1

alf cene 0D D e 0 S1 Se o7y 1Y GO o S

0 i 0 "ol . el ST S [ LT |
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sendo que

[€21]

I
(4.35)
Uma condigao suficiente para (4.28) e (4.29), com H = (C + AC), neste caso é S >0 e
(4.33).
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5 4 5 6 7 Eunespw 12 13 14 15 16 17 18 19



Capitulo 5

Exemplo de projeto do controlador

de um manipulador 6 —r

Toma-se como exemplo de aplicagio, o manipulador —r, descrito em (Walcott e Zak, 1988),
apresentado na Fig. 5.1, junto com o seu modelo mecéanico equivalente. Aqui, m; representa
a massa do cilindro externo (posicionada em seu centro de massa) e r; a distancia fixa entre o
centro de massa do cilindro externo e o centro de rotagdo. A massa da carga é representada
por mg e assume-se que estd localizada no fim de um pistao ou brago telescépico que é
varidvel na diregao radial, a uma ditancia r do centro de rotagao. O angulo de rotagao do
brago manipulador é denotado por 6. As entradas do sistema sdo assumidas como sendo o
torque Ty aplicado ao eixo, na diregao de 6 e, a forga translacional F,. aplicada na direcao de
r. Finalmente, considera-se g a constante gravitacional, na dire¢ao apresentada na Fig. 5.1.

Inicialmente, é apresentado o projeto de um controlador e um observador de estado com
EVMD, para o manipulador 8 — r, descrito em (Walcott e Zak, 1988). Posteriormente, é
apresentado um novo método de projeto para o observador de estado, baseado em LMI e, em
seguida, o projeto do controlador para o manipulador 8 — r é realizado para o novo método,
que considera acesso somente as saidas da planta, utilizando os resultados apresentados no

Capitulo 3 para sistemas ERP, baseadas em LMI.

BCplS - FEIS - UNESP
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5.1 Controle com EVMD do manipulador § — r com acesso
aos estados e com observador
Nesta segao, é apresentado o projeto de um controlador e de um observador de estado com

EVMD e as suas simulagoes, para o manipulador # — r, cuja metodologia é descrita em

(Walcott e Zak, 1988) e apresentada no Capitulo 2.

Figura 5.1: Manipulador § — r e a sua representagéo fisica.

As equagdes do torque e da forga, deduzidas no Apéndice D, sao descritas, respectiva-

mente, por

T = mlrrff'j + mar? + 2maortd + gcos(0) (myry + mar), (5.1)

F, = maf — moré? + magsen(6). (5.2)

Escolheu-se a seguinte representacao em variaveis de estado:

1 7]
) 9

I3 : g

T4 i

L - L -

e os seguintes valores para os parametros: m; = 10kg, 11 = lm e g = 9,81m/s?.
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Assim, a equagao de estado sera dada por:

$'1 ' L2 0

_ 2mazoz3za+10cosT) (10+maz3) 1

10+maz3 10+mza:§

2
$'3 T4 0

T4 :c%a:g — 10senz; ] 0

As restrigoes na entrada sao dadas por

T9,... = 200Nm e F;, .. =50N.

maxr

Para a saida, em vez de se escolher as posigoes e velocidades, serd escolhida uma com-

binagdo linear das duas, descrita por

I
2
I3

Iy

O projeto se baseia na combinagio de um controlador-observador para o manipulador,

de maneira que as posi¢des finais sejam z15s = m/2 rad e x35s = 2m, comegando da condigao

7 &
inicial z(0) = [ 0,0,1,0 ] . Adicionalmente, o erro de posicionamento deve ser desprezivel

em 8 segundos.

5.1.1 Projeto do controlador

Como um primeiro passo no projeto do controlador, precisa-se passar o modelo do manipula-
dor para a forma do sistema (2.12). Embora para o projeto do controlador nao seja essencial
que a matriz de entrada B seja independente de z, juntou-se o termo 1/(10+ mg:r%), contido
em B com o controle e a nio-linearidade. Isto foi feito porque o termo é comum a ambos, o
controle e a nao-linearidade, e nao muda de sinal. Similarmente, por conveniéncia, foi feito
o mesmo com o termo 1/mg contido em B. O resultado desta manipulacdo é representado
por

To+v)

10+moz3

Frtvp
ma

1
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sendo
v = —[2myT2x374 + 10cosz1 (10 + maz3)),
vy = my(z3z3 — 10senz;).

Desde que o problema estipula que o regime permanente seja alcangado em menos de
8 segundos, as superficies de chaveamento serdo projetadas de maneira que a constante de
tempo de ordem reduzida do sistema seja de 1 segundo, isto é, o sistema, quando confinado
na superficie de chaveamento, ird possuir autovalores iguais a —1. Uma constante de tempo
mais rapida contribuiria para uma maior susceptibilidade do sistema para o fenémeno de
trepidagao (chattering). Portanto, as equagdes de deslizamento desejadas sdao definidas
como

. m™ .
:1:1=—3:1+§=a:2 I3=-—-x3+2=u1x4

e a superficie de chaveamento correspondente é dada por

81 1100
§ = T+

82 0 011
A matriz S(t,z)B é simplificada para

—(10 + mpz3)

1
S(t, x)B — { Sby Sbg ] = 10-+mzs e -(SB)_-l =
0 0

Portanto,

;
—(10 + mox3)

0

—(SB)"'SAz

Mas
lu(t, 2)| < villiz) 4=1,...,m0
Logo, utilizando as estimativas |z;| < 7rad, |z2| < 2rad/s, |z3| < 2m, |z4] < 2m/s,

|me| < 2kg, obtém-se:
lvi| < 172 e |vg] < 36.
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Portanto, adotaremos (Walcott e Zak, 1988):

b —r15ign(sT Sb) —172sign(s1)
T =
—rosign(sTSby) —36sign(sz2)

Assim, a lei de controle inteira, em semelhanca com a equagao (2.13), é descrita por

—(10 + moz2)zy — 172sign(s
— _(sB)'SAz+a=]| | 205)72 e | (5.6)
—maXy4 — 363ign(32)

5.1.2 Projeto do observador

Desde que a massa da carga nio é necessariamente constante e pode ser desconhecida,
para o propésito de projeto do observador, juntou-se o controle inteiro em um termo nao-
linear/incerto, designado como v(t,z). Esta medida deve produzir um observador que é

mais robusto as variacoes dos parimetros. Assim, o modelo resultante é descrito por

T

1 I

To

[0
0
&3 0
K

0 0]
0 To 0
1 T3 0
0 1|

0
0 0

0 0

T4 0 0

L L4

s Ty — (2mazoz3Ty + 10cosz1(10 + maox3))
b= 10 + mgmg

F,
Uiy = — + (x3x3 — 10senz; ).
ma

As estimativas das fronteiras das nao-linearidades sao dadas por
|o1| < 0,0556|Ty| + 9, 5556 = p1(t,u)
52| < 0,5000|F;| + 18,0000 = po(t, u)

A seguir, é apresentado o algoritmo descrito anteriormente, para a construgao das ma-

trizes que satifazem a condigio CTFT = PB (Walcott e Zak, 1988).

Passo 1. Desde que o par (4,C) é completamente observavel, pode-se alocar arbitaria-
mente o espectro de A9 = A — GC. Devido & especificagao de erro de posicionamento

desprezivel em menos de 8 segundos, o observador dever4 ter um tempo de resposta
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extremamente rapido. Além disso, ndo é desejdvel a alocagao dos autovalores muito

distantes no semi-plano esquerdo, pois isto poderia aumentar a sensibilidade da saida

do observador, levando ao aumento da trepidagdo. A selegdo de {—1,—1,—1,—1} leva

a um tempo de resposta adequado, mas lento o suficiente para uma redugdo no efeito

de trepidagao. A escolha

Passo 2. Considerando-se

fu  fi2
fa fa

F=

P21
P31

P41

P22
D32

P42

A solugdo da equagio matricial CTFT = PB resulta em

1
1
0
0

)
0
1
1.

P13

P23

P33

fu
fi2

fa1
f22

fu
fu
f12
fi2
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Logo

P22 P24
P32 D34

P42 P44

Por analogia, sendo f2; = fi2, tem-se que

pu fu pi3 fie
Su fm fa fie
P13 fa pss fa
fiz fiz fa S

Passo 3. A equagio matricial Q(Pr) = —[AJ Pr + PrAo|, em que

AY Pr

-1 -1 0 O
0 -1 0 O
0O 0 -1 -1

g0 0 =1

—2fu
i §)
—2f12
— 113

-pu1 — fu
—fu
-pi3 — fi2
—f12

run fu pz fiz
fu fm fa fie
P13 for P33 fa2

| fiz fiz fa2 S

=J11
~f11
—2f12
—f12

—pii— fii
—2fu
—p13 — fi2
—2f12

pu fu piz fi2
fu fu fa fi
P13 fa p33 f22
fiz fiz fo2 f

—2f12 l
—2f12
—2fa2

—p13 — fi2
—fi2
—p33 — fa2

—fa2

—p13 — f12
-2 f12
—p33 — f22

—f22
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resulta em

[ —2p —2fu -3fu —2pi3—2fiz —3f12
=3fu —2fn —3f12 —2f12
—2p13 —2f12 —3fi2 —2ps3 —2f2 —2f2
=3f12 —2f12 —3f22 —2f22

Passo 4. A atribuigao

pnu=pi3=2, fu=fe=1 pa=fiz=0,

3
2
Q(Pr) =
0

0

[ 6
3
0

K

A1[Q(Pr)] =6>0, A2[Q(Pr)]=3>0, A3(Q(Pr)]=18>0, A4Q(Pr)=9>0.

Passo 5. Substituindo-se estes valores em P = Pr e F, tem-se

0
0
1
1 .

Esta escolha de Q e P leva a ) = Apnin(P~1Q) = 1. Isto implica que o erro de medida

t

do observador, eT Pe, decrescera tdao rapidamente quanto e~*, ou mais rapidamente.

A equagao do observador, deduzida no Capitulo 2, é descrita por
z = (A—-GC)z — E(e, p) + Gy + Bu,
sendo que

21(6, 151)

E(e’ﬁ) =B e Z:'(e: :51) = ﬁi(t‘ U)Slgﬂ(ae) 6*:6 5&

0
0 e=0

zm(e1 ﬁm)
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1.0
01

c=[,...,. & =FC=

T — 21
Tg — T2 1 — 21+ T2 — T2 T1+T2— U

T3 — T3 Ty —x3+Tg — 24 I3+ T4 — Y2

T4 — T4

) p(t,u)sign(Gre) G #0 | et wysign(eze) @e#0
z1(e, p1) = , zi(e, p2) = .
0 cie=0 0 ce =0

Logo,

3 0
z1(e, p1)

0

1 zi(e,p) | _ | z(epr)
0 22(e, p2) 0
0

E(e,p) =B

zm(e:,o_m)

1 22(8, 52) 4

Chega-se, entao, a dinamica do observador, através da seguinte descricao em varidveis

de estado:

0
—p1sign(Z1 + T2 — y1)
0

| —P2sign(Z3 + Z4 —y2) |
(5.8)
5.1.3 -Simulagoes do controlador-observador

Nesta segao, sdo apresentadas as simulagoes do controlador e do observador de estado com

T
EVMD. Utilizando-se a condigdo inicial z(0) = [ 0,0,1,0 ] e £(0) = [ 0,0,0,0 ], (o)
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sistema regido pelas equagoes (5.3) e (5.4), sob a influéncia do controle descrito pela equagao

(5.6) e o observador, pela equacao (5.8) foram simulados. Os resultados das simulagoes sao

apresentados nas Fig. 5.2- 5.5, com os respectivos erros e, as superficies de chaveamento,
através das Fig. 5.6 e Fig. 5.7. O gréfico da Fig. 5.2 apresenta um spike e o gréifico da
Fig 5.8 um erro desprezivel entre 6 e 7 segundos. Isto se deve, possivelmente, a algum erro

de iteragao numérica ocorrido durante a simulagao.

2 .

*4

1.5
-
a 1
e

0.5

4
Tempo (8)

Figura 5.2: z; e 2.

4
Tempo (s)

Figura 5.3: z2 e ..

AVA
AVAVE

5 4 5 6 7 Eunespw 12 13 14 15 16 17

18

19
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4
Tempo (s)

Figura 5.4: z3 e zs.

Tempo (3)

Figura 5.5: z4 e 4.
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Figura 5.6: Superficie de chaveamento S;.

Figura 5.7: Superficie de chaveamento 5.
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5.1.4 Simulagées do controlador-observador em malha fechada

O sistema composto pelo controlador e observador, em malha fechada, como descrito pela

Fig. 2.8, é composto pela nova lei de controle:

T | | -(o+ mo3)Ze — 150sign(s1)

F, —moZy — 25sign(3s)

R GO ) ¢
0 071 i

A trajetéria resultante desta configuragao controlador-observador sera denotada por Z.

O sistema sob a influéncia deste controle foi simulado com as condigdes iniciais z(0) =
T

T
[ 0,0,1,0 ] e £(0) = [ 0,0,0,0 ] , sendo que os resultados encontram-se nas Fig. 5.8

a Fig. 5.13. Nota-se que o desempenho do controlador-observador é adequado, quando

comparado com os resultados do controlador.

2

1.5

£ 91—(x1—x;)

L

4
Tempo (s)

Figura 5.8: z) e Z.
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18

19



Capitulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 8 —r

e =(x,=x3) -

4
Tempo (s)

Figura 5.9: z; e 2.

@y=(xy—x3)

Figura 5.10: z3 e Z3.
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4
Tempo (s)

Figura 5.11: T4 € IT4.

Figura 5.12: Superficie de chaveamento S1 do controlador-observador.
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Figura 5.13: Superficie de chaveamento Sz do controlador-observador.

5.1.5 Simulagoes com a insercao da camada limite

Inicialmente, simulou-se a resposta do sistema até 4 segundos, com um tempo de chavea-

mento de 5 milisegundos, para que se possa observar o efeito da trepidacdo (chattering).

Os resultados sao apresentados nas Fig. 5.14 e Fig. 5.15.

1.4
1.2
1

0.8

““I
o6}
0.4t
o.2( -
o

2 <] o 2
Tempo (s) Tempo (s)

2 2
Tempo (s8) Tempo (8)

Figura 5.14: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos.
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Superficie de Chaveamento s,

Superficie de Chaveamento s,

.
1.5
x5

Figura 5.15: Superficies de chaveamento S; e S2 para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos.
Para eliminar as oscilagoes de alta freqiiéncia, adotou-se o seguinte esquema de controle:

—(10 + mozd)za — 172sign(s1) |[s1] > € (5.10)

—(10 + maoaf)zs — 122 |s1] < €y

—moz4 — 36sign(s 9| = € '
F 39; (s2) |s2| 2 €c, (5.11)
—mMoZy4 — 'ef;z |s2] < €c,

O sistema foi simulado até 8 segundos, para €, = €, = 0,5; €¢; = €, = 0,1; €, =
€c, = 0,05 e €., = €, = 0,01. Os resultados sdo descritos nas Fig. 5.16 a Fig. 5.23. Pode-se
notar, que o efeito indesejavel da trepidagao desapareceu, mas houve alteracao da resposta

do sistema para os casos em que € € muito grande.
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a4 6 a
Tempo (s) Tempo (8)

4
Tempo (s8) Tempo (s)

Figura 5.16: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com aplicagio da

camada limite, para ¢;, = €., =0, 5.

Superficie de Chaveamento s,

Superficie de Chaveamento s,

i

1.4
X3

Figura 5.17: Superficies de Chaveamento S; e Sz para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com

aplicagdo da camada limite, para e;, = €., =0, 5.
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4
Tempo (s8) Tempo (s)

4 6
Tempo (s8) Tempo (s8)

Figura 5.18: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com aplicagio da

camada limite, para €, = €, =0, 1.

Superficie de Chaveamento s,

Superficie de Chaveamento s,

Figura 5.19: Superficies de Chaveamento S; e Sz para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com

aplicagdo da camada limite, para €., = €, =0, 1.
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4
Tempo (s8)

4 4
Tempo (s) Tempo (s8)

Figura 5.20: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com aplicagao da

camada limite, para €., = €., = 0,05.

Superficie de Chaveamento s,

Superficie de Chaveamento s,

Figura 5.21: Superficies de Chaveamento S; e S2 para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com

aplicagdo da camada limite, para €., = €., = 0,05.
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4
Tempo (s)

4 -] 4
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5.22: Estados do sistema para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com aplicagdo da

camada limite, para €., = €, = 0,01.

Superficle de Chaveamento s,

Figura 5.23: Superficies de Chaveamento S, e Sz para um tempo de chaveamento de 5 milisegundos, com

aplicagdo da camada limite, para €., = €, = 0,01.

5.1.6 Projeto do observador de estado com CEV baseado em LMI

E apresentada uma nova metodologia para o projeto de observadores com Estrutura Va-

ridvel, baseado em LMI. Considere entao, a equagdo (2.16), que descreve a derivada no

tempo, ao longo de qualquer trajetéria, da candidata a fungdo de Lyapunov em fungao do
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erro. Assim, V(e) < 0 para e # 0 se
ATP+PA-CTGTP - PGC <.

Portanto, para H = PG, a questdo da estabilidade do observador, na forma de LMI,

pode ser formulada por
ATP+ PA-CTHT - HC <0, (5.12)
FC =BTP, (5.13)
P>0. (5.14)

As LMI (5.12) — (5.14) foram solucionadas para as matrizes do observador descrito em

(5.8), pelo programa LMISol (Oliveira et. al, 1997), fornecendo

[ 0,76 0,24 0,12 0 0 —2,45

0,24 0,24 0 0 0 —2,45

0,12 0 0,75 0,27 2,45 0
0 0. 02 0,27 | 2,45 0

Encontrou-se assim, a matriz G, calculada off-line,

Os ganhos descritos pela matriz G sdo muito elevados para serem implementados na
pratica. Uma maneira de contornar este problema, concebida nesta dissertagao, é a impo-
si¢do de restri¢do no vetor de entrada. Para isso, considerou-se, além das LMI (5.12)—(5.14),
que

IHell3 < u,
sendo que e = Z — z. Como G = HP~1, a idéia é que minimizando-se ||He||3, minimiza-se
|H||3 e, portanto, também ||G|3 = |HP~1||3.

Para viabilizar esta idéia, escolheu-se um conjunto de condigdes iniciais, de maneira a

cobrir todos os possiveis arranjos do vetor e. Assim,

s : 16
SCE)‘) = Zaiwt(;)a a; € [0: 1]9 1=1,...,16, Zai =1,
i=1 oy




Capitulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 6 — r

sendo que,

[ Iél) I([)2) 3383) Vi 3315).’17[()16}

-1 1

-1 -1

Assim, a introdugdo de mais um novo conjunto de LMI, as LMI (5.12) — (5.14):

16
R R = (a5 )T

>0, (5.15)
H 13I ) P 9 P

impoe tal restrigao.

Esta andlise permite que seja encontrada uma matriz G, cujos médulos dos seus elemen-
tos nao sejam muito elevados e que solucionem o problema.

As LMI (5.12) — (5.15) foram solucionadas para as matrizes do observador descrito em

(5.8), pelo programa LMISol (Oliveira et al.,1997), fornecendo

18,33 500 0 0 [ 8,51 0

500 50 0 0 554 0
0 0 1833 5,00 0 851
0 0 500 500 0 5,54 |

Encontra-se assim, a matriz G, calculada off-line,

[ 0,22 0
0,8 0
0 0,22
0 0,89 |

O resultado das simulagdes é apresentado nas Fig. 5.24 a Fig. 5.29, para as condigoes

T T
iniciais z(0) = [ 0,0,1,0 ] e 2(0) = [ 0,0,0,0 ]
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aa-(xa—x;) :

4
Tempo (8)

Figura 5.26: z3 e #3.

e ‘-( x ‘-»x;)

4
Tempo (s)

Figura 5.27: x4 e Z4.
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;
0.8
*,

Figura 5.28: Superficies de Chaveamento S; do sistema com observador baseado em LMI.

1.5
%3

Figura 5.29: Superficies de Chaveamento Sz do sistema com observador baseado em LMI.
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O projeto do observador de estado baseado em LMI é mais simples do que o método

algébrico descrito em (Walcott e Zak, 1988), que é de dificil solugdo para sistemas de ordens

elevadas.

5.2 CEV do manipulador §—r com acesso as saidas da planta,

utilizando sistemas ERP e LMI

Considere agora, o seguinte sistema dinamico

z=(A+ AA(t,z))z + f(t,z) + BR(t,z)(u + w(t, z)),
y=Cr,

(5.16)

sendo que = € R™ é o vetor de estado, nao disponivel; u € R™ é a entrada de controle;
y € R™ é a saida do sistema, disponivel; A € R"*" é a matriz caracteristica do sistema,;
AA(t, z) representa a incerteza na matriz caracteristica do sistema; B € R™™ é a matriz
de entrada do sistema; C € R™*™ é a matriz de saida do sistema; f(t,z) representa as
nao-linearidades da planta; w(t, z) representa as nao-linearidades ou distirbios na entrada
do sistema e R(t,z) é uma matriz diagonal e positiva definida.

Para facilitar a andlise, considere as seguintes defini¢oes:

Kevl 0
0

h

0 et a0

Ui Uy R i ¢ LR | I

Para propésitos de existéncia, assume-se que AA(t,z), f(t,x) e w(t, z) sao continuos

e as matrizes B e C sdo de posto completo. Além disso, considera-se que as seguintes

condigbes sao validas:

C1. Existem fungdes A(.) : RL x R® x R™ — R™ e d(.) : R} x R® —» R™, de maneira que
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f(t,z) = Bh(t,z), AA(t,z) = Bd(t,z). Entdo,
0 (t1 :r)
= R7I(t,z)(h(t, z) + d(t, z)z) + w(t, z);

vm(t, z)
C2. Os sinais ;(.) e v;(.) : R} x R®* x R™ = R™, i =1,...,m séo limitados;
C3. O par (A, B) é completamente control4vel e o par (A, C) é completamente observavel;

C4. Existem matrizes F e K, tais que a matriz de transferéncia H(s) = FC(sl — A +

BKC)™ !B seja ERP.
O sistema (5.16) é equivalente a:

& = Az + BR(t,z)(u + v(t, )), (5.18)

y =Cr,
sendo que v(t,z) representa o conjunto de incertezas e/ou nao-linearidades da planta.
Deseja-se encontrar uma lei de controle u, de maneira que, para o sistema descrito em

(5.18), z(c0) — 0 e ||z|| < oo, para t > 0. Serd demonstrado que a lei de controle
u = —Keysign(Fy), (5.19)

garante estabilidade assintética ao sistema descrito em (5.18), pois existe uma candidata a
fungdo de Lyapunov V(z) = zT Pz, com P = PT > 0, de maneira que, das hipéteses C1-C4
e (5.19), para z # 0, a derivada no tempo, ao longo de qualquer trajetéria, V(z) < 0. Isto

¢ verdadeiro, pois

V(zx) {(A - BKC)z + B[R(u + v) + KCz|}T Pz

+zTP{(A - BKC)z + B[R(u + v) + KCz|}
Q
2T [PA+ ATP - PBKC — CTKTBTP]z

+ 2T PB[R(u + v) + KCz] + [R(u + v) + KCz|T BT Pz. (5.20)

Mas, do Lema 1, FC = BT P. Entio,

V) = 27Qz+ 27 (FC)T[R(u +v) + KCz] + [R(u +v) + KCz]TFCxz
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T Qz 4 22T (FC)T|R(—Kevsign(FCz) +v) + KCxz]

xTQx + 2[—|f1|Kevl7'l — e |fm|Kevm7‘m

+ firiTi + .. + fnUmTm + fiK1 + ... + fmEm)
T Qz + 2[| fir1(— Kev1 + |v1]) + fil K1 + . ..

+ | fmlrm(—Kevm + [vml) + fm| Kml] < 0,
pois do Lema 1, @ < 0 e K., é especificado, de modo que

Ti(—Kevi + |Ui]) + |f_{;| <0,

ri(—Kevi + |vi]) < —|Kil,
R',
- I{evi + |U‘i| < _ur

3
K;
- Keyi < _"|U3'| = | |r
T3
K’_
Kevi > |U1|+ |'r-1|} 1= 1,...,m- (522)
i

O sistema completo é representado pela Fig. 5.30, junto com a lei de controle (5.19).

Planta Nao-Linear

Parte Linear da Planta

&= Az+BR(u+v)

Figura 5.30: Sistema completo com o compensador em malha fechada.
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Para tornar o sistema ERP, escolheu-se uma nova representagao em variaveis de estado:

T1 @
T T

T3 9+é

T4 1r'+1r"J

e os seguintes valores para os parametros: m; = 10kg, r1 = Im e g = 9,81m/s%. Deseja-se
que o manipulador # — r alcance, em regime permanente, um angulo de 7/2rad e uma
extensdo final de 2m. Assim, uma nova representagao em varidveis de estado é adotada

para que o sistema siga uma referéncia, de modo que

0— g're ¥ j gref
T —Tref Tref

9 + 9 = gref gref

Tref J

T —Teef |

e portanto, T, = & — Zref € & = &, = Az, + BR(t, z,)(u + v), sendo que

Gre of

[ SIS TET

Tref

9!"8 f

(A= L E ]

L Tref ]

Az = A(Z — Zrep) =

0
~1 1
0 0
g —150+1

A:Bref =

Logo, como Az,.s = 0, o novo sistema serd da forma

i, = Az, + BR(t,z)(u + v(t, x)),
yn — C.'L'f;.




Capitulo 5: Exemplo de projeto do controlador de um manipulador 8 — r 81

Assim, o modelo do manipulador § — r descrito em (5.24) e (5.25), com as restrigées na

entrada, de Tﬂmu =200Nm e F,__.. = 50N,

mazx

T [ —x1 + T3

T9 —To + T4
5 [=2maoz2(—z2+z4)(—z1+T3)—geos(z1)(m1m1+m2z2)]
T1+ 23 + myr{+mars

: = 2_
| md | _xg +x4 + [mﬂzﬁ( 1:1+.7:‘;:12 ngsen(zl}]

z3

0 0
0 0 Ty
. 0

T ppE—, |
miry+maz;

0 1

m2

1
0010 T2
0 001 T3

T4

é agora representado por (5.26) e (5.27):

Tin -1 0 10
Ton 0 -1 01
T3n -1 0 10
Tan 0 =1 @ 1]

Tin

0010
0 001

sendo v1, v2 e R(t,z), respectivamente,
v1 = [—2maon(—Zon + Tan)(—T1n + T3n) — gcos(T1n)(Mm1r1 + Maz2s)], (5.28)

v2 = [MaTon(—ZT1n + T3n)* — magsen(zin)] e _ (5.29)
1

——— 0
Rt z:) = | ™litmess, ; (5.30)
1
0 ma
Considerando que y1, € y2n sao disponiveis e z, nao é disponivel para a especificacgdo

da lei de controle. Assim, a partir das matrizes do sistema descrito em (5.26) e (5.27) e da
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82

solugao das LMI (3.39) e (3.40), com o MATLAB, obteve-se as matrizes P, N e off-line, K

e F, a partir das equagdes (3.41) e (3.42), respectivamente, sendo

[ 42,22

0
0

0

0 42,22

0
0

49,90

0

0

0
49,90

0

0
49,90

0
0
0

49,90 |

82,53 0
0 82,53

1,66 O
0 1,65

Impondo taxa de decaimento ao sistema, obteve-se, através da solugdo das LMI (3.56)

e (3.57) e das equagoes (3.58) e (3.59), para v = 0,999

1,10
0
0
0

0
1,10
0
0

2,47
0

0
0
1,10
0

0
2,47

0

0

0
1,10

1,10 0
0 1,10

Como o sistema possui dois zeros de transmissdo, em o = —1, pelo Teorema 9, para vy >

0,999, as LMI (3.56) e (3.57) nao sao factiveis. Este fato foi verificado computacionalmente.

Para v =0,5 e v =0, 2 obtém-se, respectivamente,

2,00 0
0 2,00 0

1,77 0
L. TT
ou seja, o ganho K de realimentagdo diminui, com a imposicao de uma taxa de decaimento
menor.

Adicionando restrigdo no vetor de saida, obteve-se, através da solugao das LMI (3.56),
(3.57), (4.32) e (4.33), com %MATLAB e das equagdes (3.58) e (3.59), para v = 0,999,
§o=1ez,(0) = [ 0,1,0,1 ] :

0,72
0
0
0

0
0,76
0
0

0
0
1,05
0

0
0
0

1,32
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3,77 0 1,04 0
F
0 3,98 0. 1-32
Utilizando-se as estimativas |z1,| < 7rad, |z2n| < 2m, |T3n| < 7rad + 2rad/s, |z4n| <

2m + 2m/s e |mg| < 2kg, de (5.22)

0 170,42 0
Key = >
0 Ko, 0 43,88

Foram adotados Ke,, = 175 e K¢, = 50. Desta forma, o sistema completo é represen-

tado na Fig. 5.31, com a lei de controle

Yin gre f

u=—Kesign| F (5.31)

Yon Tref

Planta Nao-Linear

Parte Linear da Planta

Yin

ZTn=Az,+BR(u+v)
Yon

+% Tref

C'):_ _Bref

Figura 5.31: Sistema completo com o compensador em malha fechada para o manipulador 6 — r.

A dindmica do manipulador § — r foi simulada para o Wdltimo caso (estabilidade, taxa
de decaimento e restricdo no vetor de saida). O resultado é apresentado na Fig. 5.32. A
solugao das LMI, assim como as simulagoes, foram feitas em um microcomputador Pentium
II de 266MHz, com 256 MB de meméria RAM, utilizando-se 0 MATLAB versao 5.3 com a
toolbozx de LMI (Gahinet et al., 1995).

Os resultados obtidos nas simulagdes mostram que o desempenho do controlador estético
com estrutura varisvel se mostrou adequado, respeitando os indices de desempenho especi-

ficados como pardmetros de projeto. H4 ainda vantagens como maior facilidade de projeto
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4
Tempo (s) Tempo (s)

4 . 4
Tempo (s) Tempo (s)

Figura 5.32: Resposta dinimica do manipulador § — r, com taxa de decaimento e restrigdo no vetor de

saida.

e solugao por métodos numéricos, quando comparado com o método algébrico descrito

em (Walcott e Zak, 1988). Além disso, proporciona uma estrutura mais simples e mais

econOmica para ser implementada do que a do observador de estado.
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Conclusoes

Foi apresentado um novo método para o projeto de Controladores com Estrutura Variavel
(CEV) baseado em LMI. Considerando a planta com o mesmo nimero de entradas e saidas
disponiveis, o método permite a especificagao da taxa de decaimento, restri¢goes nas saidas,
rejeicdo de distirbios, incertezas e termos nao-lineares da planta casados e incertezas pa-
ramétricas nos parametros da planta nao casadas. Também foi apresentado um novo método
de projeto de observadores com Estrutura Variavel, basedo em LMI.

A chave destes resultados foi uma nova formulagdo, em termos de LMI, de condigoes
necessarias e suficientes para tornar um sistema Estritamente Real Positivo (ERP), com
controladores estaticos. E demonstrado que a taxa de decaimento maxima esta relacionada
com a parte real dos zeros de transmissao, existindo ou nao modos deslizantes.

E dada uma aplicagido destas técnicas no projeto de CEV, através do projeto de um
controlador, para um manipulador # — r. Foram consideradas a estabilidade, taxa de de-
caimento e restricdo no vetor de saida. O CEV do manipulador § — r considerado, com
acesso apenas s saidas da planta, j& havia sido feito em (Walcott e Zak, 1988), utilizando
um observador de estado de quarta ordem, sendo que o projeto la proposto, exige uma
manipulagdo de expressoes algébricas mais complexas do que as apresentadas aqui. O con-
trolador apresentado aqui € estatico e composto apenas por duas matrizes constantes, que
sao facilmente obtidas, utilizando-se programas computacionais disponiveis.

Trabalhos futuros relacionados aos resultados obtidos nesta dissertagao sao:

(i) generalizagao das condigdes para tornar uma planta ERP, baseadas em LMI, para plan-

tas com um numero diferente de entradas e saidas;
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(ii) consideragio de compensadores dindmicos no problema descrito em (3);

(iii) projeto com observadores de ordem completa ou de ordem reduzida de CEV, baseados

em LMI, considerando incertezas na planta;

(iv) generalizagdo das condigdes para tornar ERP, baseadas em LMI, de plantas {4, B,C}
com o mesmo numero m de entradas e saidas e posto (CB) < m, utilizando as idéias

apresentadas em (Hsu et al., 1994).
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Apéndice A

Zeros de transmissao de um

sistema

Considere A(s) = B(s)C(s), sendo que A(s), B(s) e C(s) sao polinomios de ordens com-
pativeis. Assim, C(s) é um divisor d direita de A(s) e A(s) é um muiltiplo a esquerda de
C(s). De maneira similar, B(s) é um divisor @ esquerda de A(s) e A(s) é um madltiplo a
direita de B(s). Considere também, duas matrizes polinomiais D(s) e N(s) com o mesmo
nimero de linhas e colunas p. Entdo, uma matriz polinomial quadrada R(s) € RP*? ¢ um

divisor comum a direita de D(s) e N(s), de maneira que
D(s) = D(s)R(s) e N(s)= N(s)R(s).

Uma matriz polinomial quadrada M (s) é unimodular se o seu determinante for diferente
de zero e independente de s.

Uma matriz polinomial R(s) é um maior divisor comum a direita de D(s) e N(s) se:
(i) R(s) é um divisor a direita de D(s) e N(s);
(ii) R(s) é um multiplo & esquerda de todos os divisores comuns a direita de D(s) e N(s).

Se um maior divisor comum & direita é uma matriz unimodular, entdao D(s) e N(s) é
dita coprima a direita.

Considere uma matriz G(s) = N(s)D(s)~!, G(s) € R?*? racional prépria (G(s) é
prépria < grau D(s) > grau N(s) < G(co) = 0 ou G(co) for igual a uma constante
diferente de zero), sendo que N(s) e D(s) sdo coprimas a direita. Entao, um mimero A € C

é um zero de transmissdo de é(s), se o posto de N(\) < min(p,q) (Chen, 1999).
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Os zeros de transmissao também podem ser definidos através da realizagao minima de

G(s). Considere {A, B,C, D} qualquer realizagdo minima n—dimensional de uma matriz

prépria racional G(s) € R7*P. Entéo, os zeros de transmissdo sao os valores de A € C, tais

que:

AM—-A B 3
posto < n + min(p, q).
-C D
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Apéndice B

Restricao nos vetores de entrada e

saida da planta

B.1 Restrigao no vetor de entrada

Admita que um SLIT possua a seguinte representagdo em variaveis de estado:

& = Az + Bu,

y = Cr,
sendo que:
z € R™ é o vetor de estado; u € R™ é a entrada de controle; y € R? é a saida do sistema
(p > m); A € R™™" é a matriz caracteristica do sistema; B € R"*™ é a matriz de entrada
do sistema; C € RP*™ é a matriz de saida do sistema.

O problema da restrigio no vetor de entrada u consiste em especificar LMI, de modo a

assegurar que max lu|| < po, sendo que po é uma especificacao considerada no projeto do

controlador. Par_a a lei de controle u = Kz, tem-se que
= Az + BKz = (A + BK)z.

Considera-se entdo, uma candidata a fun¢ao de Lyapunov na forma quadritica V(z) =
2T Pz, em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada desta fungéo

em relagao ao tempo, ao longo de qualquer trajetdria, é descrita por
V(zx) &7 Pz + 2T Pi:
zT(A+ BK)"Pz + 2" P(A+ BK)z
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zT(ATP + KTBTP)z + zT(PA + PBK)z
zT(PA+ ATP + PBK + KTBTP)z
zTPP~Y(PA+ ATP+ PBK + KTBTP)P~1Pz
zTP(AP™' + P'AT + BKP~! + P-'KTBT)Pxz.

Definindo X = P~l e F = KP~! = KX, tem-se que

V(z) =2TP(AX + XAT + BF + FTBT)Pz.

Como V(z) foi escolhida sendo definida positiva, para que se tenha estabilidade as-

sintdtica, é suficiente que V(z) seja definida negativa. Logo
AX + XAT + BF + FTBT <.
Entao, as condigoes para a estabilidade sdao a existéncia de X e F, tais que
AX+XAT+BF+FTBT <0 ¢ X=XT>0, (B.3)

que sdo LMI em X e F.
Quando uma determinada condigao inicial z(0) é conhecida, é possivel encontrar um
limite superior para a norma euclidiana da entrada de controle u (Boyd et al., 1994, pp.

103). Considera-se inicialmente, que X = X7 > 0 satisfaga
z(0)TX1z(0) < 1. (B.4)

Esta condigdo ndo restringe a solucio de (B.3), pois apenas limita a norma de X! e
(B.3) nao impde outras restrigdes a matriz X.
Segundo (Boyd et al., 1994, pp. 7-8), a idéia bdsica do complemento de Schur diz que

a LMI
M(z) S(z
() S(z) (B.5)
S(z)T R(z)
sendo que M(z) = M(zx)T, R(z) = R(z)T e S(z) tem uma dependéncia afim de z e é
equivalente a

R(z) >0 e M(zx) - S(z)R(z)"'S(z)T > 0,

ou seja, este conjunto de inequacdes nao-lineares pode ser representado através da LMI

(B.5).
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Logo, pelo complemento de Schur, (B.4) possui a seguinte equivaléncia:

1 z(0)T

1-z(0)TX'z(0) >0 &
2(0).. X

Como K = FX™! e definindo-se z = X*%x, tem-se que

max [lullz = ﬂtflggCHKirfIz

-1
max IFX ™ ||
max [|[FX~1X2X " 2z|,
t>0

-1
max | FX™2z]2.

1203 = [IX~32(0)|3
2(0)T X2 X" 32(0)
z(0)T X z(0) < 1. | (B.8)

Como para V(z) = 2T X'z, V(z) < 0, para z # 0, entdo (B.8) é satisfeita para todo

z,t >0,

= X %z}
Txrei =3
= X 2X "2z

2TX" 1z <1

De (B.7) e (B.8),

max ||[FX~%zlly = maxVzTX 1FTFX~1;
t>0 t>0

= Vimac(XAFTEX4)T;

VAmaz(X"3FTFX3).

TB&‘”FX_%EHE < #(2J = /\max(X_%FTFX_%) < uﬁ-
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Esta condigao é equivalente a
X-3FTFX~3% — 21 <0,
pois
T(X2FTFX"% — p21)2 < 27 2(Amae (X T FTFX™2) — 12).

Multiplicando-se (B.11), em ambos os lados, por X %, obtém-se
X3(X"iFTFX~3)X% — X32IX3 <0,
FTE_ X <0,
70, e o ol

X -FT(u;2)F > 0.
Logo, pelo complemento de Schur, (B.12) possui a seguinte equivaléncia:

_X"iFTFX-% + 121 X B
pol >0 < > 0.
F i3I

Portanto, as LMI (B.6) e (B.13) solucionam o problema.

B.2 Restricao no vetor de saida

O problema da restrigdao no vetor de saida y consiste em especificar LMI, de modo a assegurar
que max lyll < &o, sendo que & é uma especificagao considerada no projeto do controlador.

A andlise a seguir ¢ semelhante aquela efetuada no estudo da restricao no vetor de
entrada. Para isso, considera-se, novamente, o SLIT descrito em (B.1). Como z = X %z,

tem-se que

2 g 2
max[lyl; = max||Czll3

1
= CX32z|?
rglggcil I3

= max \/zTX%CTCX%z
t>0

= \/,\mm(X%CTC'X%sz)

VAmaz(X2CTCXE).




Apéndice B: Restri¢ao nos vetores de entrada e saida da planta 96

Portanto, analogamente ao desenvolvimento realizado anteriormente em (B.11), (B.12)

e (B.13), tem-se que
max [|CX 222 < €2 = Amaz(X2CTCX?) < €2.
Esta condicao é equivalente a,
xicText -gr<o,

pois,

T(X2CTCX? — 1)z < 2T2(Amaa(X2CTC — £2X2

Multiplicando-se (B.15), em ambos os lados, por X1, obtém-se

XcrcX —tix <0,
ax—-Xctcx 0,

X=Xt HCcx > 0.
Logo, pelo complemento de Schur, (B.16) possui a seguinte equivaléncia:

P o X XcF
-X2C'CX2+&1>0 > 0.
CxX &I

Portanto, as LMI (B.6) e (B.17) solucionam o problema.




Apéndice C

Cinematica da particula:

coordenadas polares (60 — r)

Uma maneira de se descrever o movimento curvilineo plano é através das coordenadas
polares, em que a particula tem a sua posi¢do determinada pela distdncia r, medida a
partir de um pdlo fixo e, pela medida angular 4, da linha radial. As coordenadas polares sao
particularmente tteis quando o movimento é restrito através do controle de uma distancia
radial e de uma posigao angular, ou quando movimentos nao restritos sao observados através
de medidas de uma dstancia radial e de uma posi¢ao angular.

A Fig. C.1(a) mostra as coordenadas polares r e 6, que locam uma particula viajando em
uma trajetdria curva. Uma linha arbitraria fixa, tal como o eixo z, é usada como referéncia
para a medida de 6. Os vetores unitdrios 7| e 6, estio estabelecidos nas diregoes positivas de
r e 6, respectivamente. O vetor posigao da particula em A, 7, tem médulo igual & distancia
radial 7 e a diregdo especificada pelo vetor unitério 7. Assim, expressamos a localizagiao
da particula em A pelo vetor 7 = r7.

Ao diferenciar esta expressao com relagao ao tempo, para obter ¥ = Fed= t.-J', necessita-
se de expressoes das derivadas em relagio ao tempo dos vetores unitérios 7 e 6;. Obtém-se,
entao, :r-"*'l e 6-}.1. Durante o intervalo de tempo dt, as dire¢cées coordenadas giram de um
angulo df e os vetores unitarios também rodam do mesmo angulo de 7; e 51, para 7] e
5&, conforme mostrado na Fig. C.1(b). Nota-se que o vetor variagdo dr) estd na diregao
positiva da diregio 6 e que df;esta na direcao negativa de . Uma vez que os seus médulos,

no limite, sdo iguais aos vetores unitéarios, como raios, multiplicados pelo adngulo df em
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Apéndice C: Cinematica da particula: coordenadas polares (6 — )

Figura C.1: (a) Coordenadas polares r e § de uma particula em trajetéria curva. (b) Deslocamento da

particula.

radianos, pode-se entdo, descrevé-los como dr; = 6,df e dé} = —r1df. Se estas equagdes
forem divididas por df, obtém-se, entao
dr

w ="

P it

Ou, simplesmente, dividindo-se por dt, obtém-se

dry _ df 5 dé; do .

FORRr L T

'F] =991 e 91 = —-97_"1_.
Pode-se, agora, diferenciar ¥ = r7; em relagdo ao tempo. Usando a regra da diferenciagao

do produto de um escalar por um vetor, obtém-se
U=7="77+7T71.

Logo, a expressao vetorial para a velocidade fica

A componente segundo r de ¥ é meramente a taxa com que o vetor 7 se distende. A

componente em # de ¢ é devida a rotacao de 7.
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Diferencia-se, agora, a expressao de ¥, para obter a aceleragdo @ = v. Note que a

derivada de r#6; produzira trés termos, visto que todos os fatores sdo varidveis. Assim,

B2 U= (Fry +#70) + (FO6L + 160, +7681):
a@ = (¥ — r0%)7 + (rd + 276)8,,

ar=7F—16% ap=r0+2r0 e a = /a2 + ad.

Para movimento numa trajetdria circular, com r constante, as componentes das equagoes

da velocidade e da aceleragao, tornam-se, simplesmente

v =1, vg = 10, a,:—rgg e a9=rt§.

Figura C.2: Movimento de uma particula numa trajetéria circular, com r constante.
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Apéndice D

Deducao das equacoes do torque e

da forca do manipulador 6 — r

A parcela estética da equacdo do torque é obtida diretamente pela expressao
T. = gcosf(mqry + mer).

A parcela dinimica é definida através da teoria da cinemadtica da particula descrita no
apéndice C.

Para um corpo rigido, o momento de inércia I de uma massa m, em relagdo ao seu eixo

I'= / r2dm.

Tal como a massa m de um corpo é a medida da resisténcia & aceleragao de translagao,

de rotagao, é definido como

o momento de inércia é uma medida da resisténcia a aceleragdo rotacional do corpo. A

integral momento-de-inércia também pode ser representada por

fi= Z rfmi,

sendo que 7; é a distancia radial do eixo de inércia a i-ésima particula representativa de
massa m; e o somatdrio é considerado sobre todas as particulas do corpo.

Como o modelo mecénico equivalente, representado na Fig. 5.1, considera toda a massa
do manipulador e da carga concentradas (apenas duas particulas de massas m; e ma, dis-
tantes r; e r do centro de rotagao, respectivamente), entdo, a equacao do torque é descrita
por

Te = Ty + T,
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sendo a; a aceleragido angular, definida como

ag;
a; = —.

= mlrfoq + morlas + T

ag ag
miri—= + mar?—2 4. T,
™ T

i3 T
1'3".517'??_L +m2r2( L"fﬁ )+Te.
1

Assim, a equagdo do torque (5.1) é descrita por
Te = mlrfg + mar®0 + 2maorrf + gcosf(myry + mar).
A equagao da forca é deduzida de forma que

Zﬁ = mg(_f.

maoa, + mogsent

ma (7 — r6%) + magsend.
Assim, a equacdo da forga (5.2) é descrita por

F, = moi — mor? + magsend.
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