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Resumo

O objetivo deste trabalho é aplicar Métodos Numéricos de ordem de precisao
mais alta ao problema de Retoque Digital, visando melhorar a qualidade da apro-
ximagao quando comparada com o Método de Euler, que é geralmente utilizado para
esse tipo de problema. Para testar a eficiéncia de tais métodos, utilizamos trés modelos
de Retoque Digital: o modelo proposto por Bertalmio, Sapiro, Ballester e Caselles
(BSBC), o modelo de Rudin, Osher e Fatemi conhecido como Variacional Total (TV)
e o modelo de Chan e Shen, chamado de Difusao Guiada pela Curvatura (CDD).

Palavras-chave: Retoque Digital, Método Previsor-Corretor, Métodos Lineares de
Passo Multiplo, Método de Euler, Diferencas Finitas, Desoclusao, Processamento Di-

gital de Imagens, Métodos Numéricos.
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Abstract

The purpose of this work is to apply Numerical Methods of higher order to
the problem of Digital Inpainting, aiming to improve the quality of the approach when
compared with the Euler’s Method which is generally used for this kind of problem.
To test the efficiency of these methods we use three models of Digital Inpainting: the
model considered by Bertalmio, Sapiro, Ballester and Caselles (BSBC), the model of
Rudin, Osher and Fatemi known as Total Variation (TV) and the model of Chan and

Shen, named Curvature Driven Diffusion (CDD).

Key-words: Digital Inpainting, Predictor-Corrector Method, Linear Multistep
Methods, Euler’s Method, Finite Differences, Disoclusion, Processing of Digital

Images, Numerical Methods.
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Introducao

Atualmente, tem-se observado um interesse crescente no desenvolvimento e
aplicacoes em processamento de imagens. Uma das primeiras aplicagoes envolvendo
técnicas de processamento de imagens consistiu na melhoria da qualidade de fotos
transmitidas através do cabeamento submarino entre Londres e Nova York. As fo-
tos eram codificadas antes de serem transmitidas e, posteriormente, reconstituidas no
receptor.

Desde a metade da década de 60 do século passado, a area de processamento
de imagens vem experimentando um vigoroso crescimento em aplicagoes diversas. Além
disso, aplicagbes no programa aeroespacial, e também outras solugées vem sendo ge-
radas para uma grande variedade de problemas, que, embora nem sempre diretamente
relacionados, compartilham de métodos capazes de realcar informagoes relevantes. Em
medicina, por exemplo, é possivel beneficiar-se das imagens de raio-X pés-processadas
de alto contraste, ou codificadas por intermédio de cores. Algumas técnicas similares
também sao empregadas por gedgrafos no estudo de padroes de poluicao a partir de
imagens aéreas, ou obtidas através de satélites. Outras areas, como a astronomia,
biologia, medicina nuclear, industria e defesa, utilizam-se das técnicas de processa-
mento de imagens como ferramentas indispensdveis para a melhoria de interpretacao ou
diagnéstico.

Devido ao desenvolvimento notavel da area de processamento de imagens, o
tépico restauracao tem sido amplamente estudado, no contexto de equacoes diferenciais
parciais (EDP). Neste trabalho, abordamos o processo de retoque digital, ou seja, a

técnica de modificar uma imagem danificada ou defeituosa, recompondo suas partes
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degradadas. Aplicagoes desta técnica, incluem a reconstrucdo de fotografias antigas e
filmes danificados; remogao de textos sobrepostos e a remogao de objetos inteiros de
uma dada imagem.

A palavra “retoque” foi introduzida por restauradores profissionais, os quais
referem-se a pratica de preenchimento manual de dominios perdidos ou causados por
danos acidentais.

O termo ‘“retoque digital” foi inicializado por Bertalmio, Sapiro, Ballester e
Caselles [1], quando propuseram um modelo de retoque digital baseado em uma EDP
de terceira ordem e no transporte ao longo das linhas de nivel.

Um outro modelo de retoque digital é conhecido como Variacional Total (TV)
de Rudin, Osher e Fatemi. Este modelo surgiu a partir de um estudo do método
Variacional Total e, por sua vez realiza com sucesso o processo de desoclusao. Um
exemplo disto sao as ilusoes embaragadas e analisadas por Kanizsa [13]. Apesar de ser
muito 1til, apresenta uma deficiéncia quando se trata de dominios grandes, devido ao
custo direto da comunicagao a longa distancia. Inspirados nesta inconveniéncia, Chan
e Shen, propuseram um modelo de retoque chamado de Difusao Guiada pela Curvatura
(CDD) (“Curvature Driven Diffusion”), tendo como objetivo obter conecgdo a longa
distancia e empregar informacgoes através da curvatura média na difusao.

O objetivo aqui é aplicar métodos numeéricos aos modelos BSBC, CDD e TV.
Além disso, analisamos também os erros, médio e maximo, os quais sao definidos no
Capitulo 4, para essas classes de métodos.

Este trabalho esta organizado do seguinte modo:

No Capitulo 1, introduzimos alguns conceitos indispensaveis para o Processa-
mento Digital de Imagens.

No Capitulo 2, fazemos um estudo dos métodos numéricos para resolugao de
equacoes diferenciais ordindrias, no qual apresentamos os métodos lineares de passo
multiplo e, também, o Método Previsor-Corretor.

No Capitulo 3, relatamos os métodos para o problema de Retoque Digital,
bem como um detalhamento especial para o modelo BSBC.

No Capitulo 4, mostramos a aplicagdo dos métodos numeéricos e os resultados

experimentais. Para isto, usamos varias imagens testes e comparagoes com o Método
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de Euler. Tais comparagoes foram realizadas visualmente e através do calculo dos erros
médio e maximo.

Finalmente, no Capitulo 5 relacionamos algumas conclusoes a respeito dos

métodos numéricos aplicados aos modelos, assim como algumas observacoes sobre o
trabalho realizado.



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢es e alguns conceitos relaciona-
dos ao Processamento Digital de Imagens, que se fazem necessarios para o desenvolvi-
mento e entendimento deste trabalho. Tais definicoes e conceitos foram retirados de

11].

Definigao 1.1. (Imagem Digital)
O termo imagem digital ou imagem monocromdtica refere-se a funcgdo bi-
dimensional de intensidade da luz monocromdatica f(x,y), em que x e y referem-se

as coordenadas espaciais de brilho (ou gradagao de cinza) de qualquer par (x,y).

Definigao 1.2. (Nivel de cinza)
E a intensidade da luz monocromdtica (brilho) nos pontos (x,y) da imagem

definida pela fungao f(x,y).

Definicao 1.3. (Borda)
No contexto de imagem digital, borda € o limite entre duas regides com pro-
priedades distintas de nivel de cinza. Estd diretamente relacionada a mudanca brusca

de nivel de cinza em uma regido.

Definigao 1.4. (Representacao da Imagem Digital)
Uma imagem digital pode ser representada por uma matriz, cujos indices de

linhas e colunas identificam um ponto das linhas de nivel. O correspondente valor
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Figura 1.1: Representacao de uma imagem.

deste ponto (x,y) na matriz caracteriza o nivel de cinza do mesmo. A representa¢ao

da 1magem digital pode ser visualizada acima pela Figura 1.1.

Definicao 1.5. (Contorno)

E a linha que “fecha” ou “limita” exteriormente uma regido.

Definicao 1.6. (Desoclusao)
Eo processo de recuperar partes “escondidas” ou estragadas/faltantes de um

objeto ou de uma drea qualquer em uma imagem digital.

Definicao 1.7. (Espago FEscala)

Quando nos referimos ao “tempo” t, estamos expressando um indice t da
sequéncia gerada pelas consecutivas reconstrucoes das imagens realizadas pelos modelos
de restauracdo. Logo, a nocdo de tempo estd diretamente ligada a evolucdo da imagem

z

no processo de reconstrucdo, isto €, espaco escala.

Definicao 1.8. (“Pizel”)
E o elemento bdsico da imagem ( “picture elements”), que no contexto da repre-

sentacdo da imagem digital ¢ cada elemento da matriz.

Definicao 1.9. (Vizinhanca de um “Pizel”)

Um “pizel” qualquer, p, de uma imagem possui “pizels” vizinhos. Suponha-
mos que este “pizel” esteja na posicio (x,y) e também nao se encontra na borda da
imagem. Sendo assim, este “pivel” possui “pizels” vizinhos, os quais serdo: 2 vizinhos

horizontais, 2 vizinhos verticais e 4 vizinhos diagonais, como mostramos a sequir:
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[x-1.0-1] [x-1.3] -1 y+ 1)
[A.p-1] (=] [=.p+1]
B
[w+1.9-1] [#+1.0] [x+1.0+1)

Definicao 1.10. (Gradiente)
Para uma funcao f(x,y) o gradiente de f nas coordenadas (x,y) é definido

como um vetor

e a magnitude deste vetor é dada por:

1
Of\2  /0f\212
vi=[G:) + (G ]
oz oy
sendo que este valor equivale a maior tara de aumento de f(x,y) por unidade de
distancia na direcao de V f e baseia-se na obtencdo das derivadas parciais % e %
na posi¢do de cada pizel (x,y).

O operador gradiente € bastante utilizado na drea de processamento de imagens

digitais e seu objetivo € basicamente detectar bordas.

Definicao 1.11. (Derivada Direcional)
Seja f: A C R — R uma fungdo diferencidvel, a € A e v € R™ um vetor

unitario. Se existe o limite

o flat ) - £
t—0 t

ele € chamado derivada direcional de f em a na direcao de v. A derivada € denotada
le)
por 8—{}(@).
Na prdtica, a derivada direcional de f na direcdo do vetor v pode ser calculada

pela formula

(S5
~
Q
L

=grad v ou

Q
<l
@
&l
I
<
4
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Um outro conceito bastante utilizado em processamento de imagens é o de

operador morfologicamente invariante.

Definicao 1.12. (Morfologicamente Invariante)
Seja ug um dado observado (para retoque digital é a “mdscara”, ou seja, regiao
de retoque). Um operador T : uw = T (ug) € dito ser morfologicamente invariante, se para

alguma fungao estritamente crescente g : [0,1] — [0, 1], tem-se T(g(uo)) = g(T (uop))-

Definicao 1.13. (Func¢do Gaussiana)
Seja g : R" — R. O espaco escala Gaussiano de g € uma funcao Ty : R™ X

R+ — R, dada por
Tg(l’,t) =g* Gt($)7

em que

1 —(.7:%-&-.“-&-3:%)—;1‘

Cile) = e
(2mat) 2

€ a distribuicao Gaussiana de dimensdo n com média p e varidncia at, onde a €
uma constante positiva. O desvio-padrio é o = vat e v = (x1,z2,...,2,) € R".

O parametro t é chamado de escala.

Terminamos este capitulo enfatizando a importancia dos conceitos introduzi-
dos anteriormente para descricao dos modelos matematicos que serao utilizados neste
trabalho.

No préximo capitulo, faremos um estudo dos métodos numéricos para EDO,

visando aproximar as EDP resultantes dos modelos de Retoque Digital.



Capitulo 2

Métodos Numéricos para

Resolucao de Equacoes

Diferenciais Ordinarias (EDO)

Grande parte dos modelos matematicos envolvem a resolucao de equagoes
diferenciais, tendo como incognitas fun¢oes de uma ou mais varidveis relacionadas as
suas derivadas. Em muitas situagoes nao existem solugoes analiticas exatas para es-
sas equagoes, somente para casos especiais. Por essa falta de solucoes analiticas para
equacoes diferenciais, os métodos numéricos computacionais tém atuado como uma im-
portante ferramenta. Sendo assim, sdo buscadas aproximacoes numeéricas, que resultam
em um conjunto solucao discreto, isto é, aproximamos o valor da solugao em pontos
discretos do dominio.

Neste capitulo fazemos uma abordagem dos métodos numéricos para resolugao

de EDO.

2.1 O Método de Diferencgas Finitas

A idéia basica do método das diferencas finitas é transformar o problema de
encontrar a solugdo de uma equagao diferencial em um problema de resolver um sis-

tema de equacgoes algébricas, sendo que para isto as derivadas presentes nas equacoes
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sdo aproximadas por diferencas entre valores da solucao discretizada. A ferramenta
matematica principal para essa realizacao é a série de Taylor. Para o caso unidimen-

sional, temos as seguintes definigoes:

Definicao 2.1. (Cunha, M.C.C.) Seja y(z) uma fungao que admite derivada até ordem

2. Entdo a férmula avanc¢ada para o cdlculo de y'(x) € dada por:

M@=y@+2_mw—hW@,

onde o erro cometido é dado por f% y'(€), x< & <x+h.

Definigao 2.2. (Cunha, M.C.C.) Seja y(x) uma funcao que admite derivada até ordem

2. Entao a férmula atrasada para o cdlculo de y'(x) € dada por:

y/(x) _ y(x) — Z(m — h) o ﬁy//(§)7

onde o erro cometido é dado por —% y"(&), v —h< & <uz.

Definigao 2.3. (Cunha, M.C.C.) Seja y(x) uma funcao que admite derivada até ordem

3. Entao a férmula centrada para o cdlculo de y'(z) é dada por:

_y(:v—l—h)—y(x—h) h72 m

y'(x) = o7 - 579" (),

onde o erro cometido é dado por —%—? "E), r—h< & <z+h.

Além disso, necessitamos definir uma malha, ou seja, um conjunto finito de

pontos do dominio. Assim, para o caso unidimensional temos:

Definicao 2.4. (Cunha, M.C.C.) Seja xo um ponto de referéncia e h um nimero
positivo. A malha de passo h associada a xy € constituida pelo sequinte conjunto de

pontos:
.%'i::E():l:ih, i:1,2,...

Neste estudo, trabalhamos com imagens bidimensionais, ou seja, n = 2. Procu-
ramos entdo, a solucdo u(z), + € R2. Dessa forma, discretizamos o dominio u(z,y),

isto é, a regiao €2, em uma malha bidimensional de pontos:

(:c,-,yi) = (1‘0 + ih, Yo :I:ik), i,j = 1,2,...
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Figura 2.1:

Malha Regular.

Particularmente, tomando & = h, a malha é considerada regular em (z,y),

[ver Figura 2.1].

Assim, generalizando as definigbes anteriores para o caso bidimensional, pode-

mos obter as seguintes equagoes de diferencas relativas as derivadas parciais da funcao

u(z,y):

ou
ox
ou
ox

ou
ox

Ug

u

u(zit-hy;) —u(wi,y;)
h

_ Uith,j—Uij
= h

férmula avancada

e
i Zizhd o fdrmula atrasada

Uy

u
Uy

(wiy;)—u(zi—hy;) _
= —

(zithy;)—u(zi—h,y;)

o
= ZHhJ_Zizhd  f4rmula centrada

2h

2h

u(zs,yi+h)—u(zi,y;)
- —

e
LR —td - férmula avancada

formula atrasada

w(xi,yy)—u(zi,y;—h)
- =

Uij—Uij—h
h

U b —Wi j— .
= Zhith_Zii—h - f4rmula centrada

ou
0xdy

u(zs,y;+h)—u(zs,y;—h)
2h

2h

(U:c)jJrh - (um)jfh
2

_ Uith,j—h—Ui—h,j—h

~

With,j+h—Wi—h,j+h
2h

12

2h
2h

Ujthj+h — Wi—h j+h — Withj—h T Wi—hj—h

4h

Uith,j+h T Wi—hj—h — Wi—hj+h — Withj—h

4h

10
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0%u Withj = 2Uij + Ui,
— = ~
g2~ Mo = h2

2
O7u o Wigeh = 2Uig t+ Uion
ay2 Yy = h2

Nas préximas secoes, apresentamos alguns dos métodos numéricos mais co-

nhecidos, na literatura, e que serao utilizados no decorrer deste trabalho.

2.2 0O Método de Euler
O objetivo do método é aproximar um problema de valor inicial bem posto
v = flz,y), a<z<b, yla)=a. (2.1)

Na verdade, uma aproximagao continua para a solucao y(x) nao é realizada,
mas encontramos aproximagoes para os pontos de y. Uma vez que a solugao aproximada
é obtida nos pontos, a solucao aproximada nos outros pontos do intervalo podem ser
feitas por interpolagao.

Neste trabalho, assumimos que os pontos da malha sao distribuidos igualmente
no intervalo [a,b]. Esta condicao é garantida pela escolha de um inteiro positivo N e

selecionando os pontos da malha xg, 1, ...,z como:
ri=a-+1th, parai=0,1,...,N. (2.2)

A distancia comum entre os pontos, h = (b — a)/N, é chamada de tamanho
do passo. Sendo assim, para obter o método de Euler, usamos o Teorema de Taylor.

Suponha que y(x), a solugdo unica de (2.1), admite derivada até segunda
ordem em [a, b], entao para cada i =0,1,..., N — 1,

(fEiH - fvi)z

Y(wiv1) = y(@i) + (Tig1 — ) ¥ () + 5 ¥ (&)

com & em (z;,x;41). Se h = x;41 — x;, entao
2

W) = ylo) + Ry () + o o'(E)

11
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e, desde que y(z) satisfaz a equagao diferencial (2.1),

2
Y(ren) = y(w) + b flos () + 5 '(E) (2.3

O método de Euler tem como objetivo aproximar y(z;) por w;, para cada

1 =1,2,..., N, anulando o termo restante. Entao:

o=@ (2.4)

Wit1 = w; +h f(z;,w;), paracada =1,2,..,N —1.

A equagao (3.6) é chamada de equacao diferenca associada ao método de Euler.
Note que quando w; é uma aproximacao de y(z;), a suposigao que o problema

é bem posto implica que

fli,wi) =y (z:) = fwi, y(xi).

Apresentaremos agora dois lemas, os quais serao utilizados para a prova do
préximo teorema referente as aproximacoes pelo método de Euler. Tais resultados

podem ser encontrados em [7].
Lema 2.1. Para todo x > —1 e m positivo,
0<(14z)™ <™.

T

Demonstragao: Aplicando o Teorema de Taylor com f(x) = €, 29 = 0en = 1,

obtemos
ef=14+x+ %x26§7
onde £ esta entre x e zero. Entao,
0< 1+x+%x2(2§:ew
e, desde que 1 +x > 0,

0< (1+2)™ < (%)™ = ™.

12
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Lema 2.2. Se s et sdao numeros reais e positivos, {ai}é‘;o € uma sequéncia satisfazendo

ap > —t/s, e

ai+1 < (1+s)a; +t, para cadai=0,1,..k, (2.5)

entao

t

; t
ai1 < elthe ( + ao) — -
S S

Demonstragao: Para um inteiro ¢ fixado, a desigualdade (2.5) implica que

a1 < (1+s)a;+t
< (1+9)[(1+s)ai—1+t]+t
< A+ s{(A+s)(I+s)ai2+t]+1t}+1
< I+ 0+ +s)+ A +8) 4+ + (1 +58)]+t

Mas, 1+ (1+8)+(1+8)%+...+(1+3s)' = Z§=0(1+5)] é uma série geométrica

com raio (1 + s) e, sendo assim, podemos dizer que

1—(1+s)* 1 ;
Toars ST

Entao,

) 1 +1 ) t t
air1 < (1+ ) ag + (—I—S)St = (1+s)"t? <s + ao) -

e pelo lema (2.1)

; t t
ai1 < elths < + ao> - -
S S

Passamos entao ao resultado principal.

13
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Teorema 2.1. Suponhamos que f é continua e satisfaz a condi¢ao de Lipschitz com a

constante arbitrdria L em
D={(z.y) | a<z<b—o0o<y< oo}
e existe M > 0 tal que
lv"(x)| < M, para todo z € [a,b].

Se y(z) denota a solugdo tinica para o problema de valor inicial

/

Yy =flz,y), a<z<b, yla)=a,

€ Wy, W1, ..., WN 8GO0 as aprorimacies geradas pelo método de Fuler para algum inteiro
N, entao

hM

ﬁ[eL(’ci_a) —1], para cadai=0,1,...,N.

[y () — wi| <

Demonstracao: Quando ¢ = 0, o resultado é claramente verdadeiro, desde que
y(zp) = wo = . Da equagao (2.3), temos para i =0,1,...,N — 1,
h2 "
y(ivr) = yl@) +h flaiy(@:) + 5y (&);
e da equagao (2.4)

Wit1 = w; + h f(zi,w;).

Consequentemente, usando a notacao y; = y(x;) € yi+1 = y(xit1),

2
Yir1 — Wir1 = Yi — wi + h [f(2i,y:) — [z, ws)] + 5 y" (&)

e
h2 1
Yitr — wis1| < lyi — wil +h [f(zi,40) — f(@s wi)| + o5 ly"(&)I-
Como f satisfaz a condicao de Lipschitz com a constante L e |y"(z)| < M,
temos

h*M
[Yit1 — wit1] < yi —wi| + (1 +hL) + .

14



2.2. O METODO DE EULER

Aplicando o Lema 2.2 e fazendo a; = |y; — w;| para j = 0,1,..., N, enquanto

s=nhL et=h?M/2, obtemos

MM> h2M

i1 — wir1| < elFDAL <|y0 —wol+ 5 | = 5T

Desde que |yp — wo| =0e (i + 1)h = 2441 — g = X341 — a, temos

WM
‘yi—I—l - wiH] < i(e(ﬂcﬁl a)L 1)

para cada ¢ =0,1,..., N — 1. [ |

O Teorema 2.1, nos dd4 um limitante para o erro de truncamento do método
de Euler. A principal importancia dessa formula é que o limitante depende linearmente
do tamanho do passo h. Consequentemente, diminuindo o tamanho do passo obtemos
uma melhor precisao nas aproximacoes.

No resultado do Teorema 2.1, foi omitido o efeito que o erro de arredonda-
mento representa na escolha do tamanho do passo, ou seja, & medida que diminuimos
h, mais calculos sao necessarios. E quando efetuamos mais cédlculos, o erro vai acumu-
lando gradativamente, podendo assim influenciar no erro de arredondamento final. Na

realidade, entao, a forma da equagao diferenga:

wy =
(2.6)
wit1 = w; +h f(x;,w;), paracada i=1,2..,N—1,

nao é usada para calcular a aproximacao da solugao y; em cada ponto da malha x;. Na

verdade, a equacao correta é da forma

uy = a + do,
0 0 (2.7)
Uir1 = u; + h f(xi,ui)—i—éiﬂ, para cada i=0,1,....N — 1,

onde §; denota o erro de arredondamento associado a u;. Utilizando passos similares
aos da demonstragao do Teorema 2.1, podemos obter o préximo resultado, que fornece
uma férmula mais adequada para um limitante para o erro das aproximacoes de y;

obtidas através do método de Euler.
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2.2. O METODO DE EULER

Teorema 2.2. Seja y(z) a notagdo da solugdo unica para o problema de valor inicial
y = flz,y), a<z<bd yl)=a (2.8)

e U, Ui, ..., uy as aproximagoes obtidas usando (2.7).
Se |0;| < 0, & arbitrdrio, para cada i = 0,1,...,N, e as hipdteses do Teorema

2.1 sao vdlidas para (2.8), entdo
1 <hM J
<

o2 L(zi—a) _ L(z;—a)
5 + h> [e 1] + [dole , (2.9)

para cada i = 0,1,...,N.

O limitante do erro (2.9) nao € mais linear em h, desde que

Podemos usar o Cdlculo para determinar um limitante inferior para o tamanho

do passo h. Sendo E(h) = % + % implica que
E'(h) =24 — 5.

Se h > \/2—]\3, entio E'(h) <0 e E(h) € decrescente.
Se h < \/QM‘s, entio E'(h) > 0 e E(h) € crescente.

O valor minimo de E(h) ocorre quando

26
[ ey
M

Normalmente, o valor de § € suficientemente pequeno, para que este limitante

de h ndo afete a operagcdo do método de Euler.

2.2.1 Estabilidade do Método de Euler

Com o avango tecnolégico, aumentou-se a procura de processos computacionais
para se resolver equagoes diferenciais. Logo, com o auxilio dos computadores, podemos
observar que alguns algoritmos apresentam solucées com erros grandes e, em alguns
casos, afastam-se cada vez mais da solugao analitica. Isso contradiz, o pressuposto de
que a discretizacao se aproxima do continuo quando o passo tende a zero e caracteriza

a instabilidade do esquema numeérico.
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2.3. METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO

Hoje temos em maos varias maneiras de analisar e definir a estabilidade dos
métodos numéricos, assim mostramos o procedimento mais comum.

Essa discretizacao ¢é testada a partir do problema padrao:

Y'(z) = qy()

y(0) =1,
onde ¢ é uma constante negativa. O problema padrao é simples, e sua solugao analitica
é: y(x) = exp(qr). Observamos que lim, .- y(x) = 0, pois ¢ < 0. Portanto as
aproximagoes numéricas devem satisfazer esta condi¢ao no limite.

Aplicando o Método de Euler, temos:

-
7yn+h M g,

ou ainda,
Yn+1 = Yn (1 +qh).
Como yg = 1, entao:
yi=(1+qh), y2=0+qh)? . yp=(1+gh)"

Notamos que, se |1 + gh| > 1, os valores de y,, que seriam as aproximagoes
para y(z,), crescem exponencialmente, isto é, y, — oo quando n — oo.

Temos entao, uma condigao de estabilidade |1+¢h| < 1 que deve ser respeitada
se quisermos que as aproximacoes acompanhem, pelo menos qualitativamente, a solugao

analitica.

2.3 Meétodos lineares de passo multiplo

Antes da idéia de estender o método de Euler, o qual permite encontrar a
solucdo aproximada em um ponto, Bashforth e Adams (1883) propuseram um método
relacionando a informacao disponivel de pontos anteriores. Baseados nesta idéia, come-
garam a surgir os métodos lineares de passo multiplo, sendo que a teoria moderna dos
métodos lineares de passo multiplo foi desenvolvida por Dahlquist (1956) e tornou-se

amplamente conhecida desde a descoberta por Henrici (1962, 1963).
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2.3. METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO

2.3.1 A forma geral dos métodos lineares de passo multiplo

Os métodos lineares de passo multiplo calculam y,, como sendo uma aproxi-
macao para y(zy), ou seja, como uma combinacao linear de yn—1, Yn—2, ..., Yn—k € do

calculo obtido pela funcao f nos pontos 4., Yn—1, ..., Yn—k. Entao:

Yn = 1 Yn—1 + 02 Yn—2 + .. + x Ynr + h [Bof (Yn) + B1f (Yn—1) + . + Brf (yn—1r)2.10)

para numeros fixados a1, as, ..., ag, Bo, B1, -y Ok-

Supomos que o e [ sejam diferentes de zero, desde que o valor de k nao
possa ser reduzido e assim, o método obtido por (2.10) é conhecido como um método
linear de passo k. Se o valor de (g é zero, o método é dito ser explicito; caso contrario
¢ implicito. Para um método explicito, vy, pode ser calculado diretamente de (2.10),

considerando que no caso implicito, podemos resolver uma equagao da forma:

Yn —h Bo f(yn) = v, (2.11)

onde o vetor v é independente de y,, e é dado por:

k

v = Z[ai Yn—i +h Bi f(yn—i)]-

i=1
Se f tem uma constante de Lipschitz pequena, entao (2.11) pode ser resolvida
pela iteracdo do ponto fixo, quando o limite da seqiiéncia z(©), 21 ... onde, para j > 1,

209 ¢ dado por:
200 v h By f(2U7Y).

No caso de problemas mais complicados, onde a constante de Lipschitz é ne-
cessariamente grande, este método iterativo nao é convergente e é preciso usar al-
guma variacdao do método de Newton. Uma outra aproximagao possivel para o uso dos
métodos implicitos é no contexto de pares previsor-corretor, os quais serao estudados
nas proximos secoes.

Agora, consideramos o problema

Z(z) = g(z, 2(x)), (2.12)
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2.3. METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO

que pode ser escrito como

y'(z) = f(y(@)), (2.13)
onde

U 1

f = ;

v 9(u,v)

e
x
y(z) =
z(x)
Se os valores exatos da primeira componente sdo dados em T, 1, Tp_2, ...y Tn_k,

entao aproximando (2.13) por (2.10) e escrevendo o resultado em termo destas compo-

nentes, temos:

Tn = 01 Tpo1+ 02 Tp2+ 0 Tk +h (Bo+ B+ ..+ Br), (2.14)

Zn = 01 Zp—1+t Q2 2p—2+ .., 0k Zn—fk

+ h [50 g(ﬂﬁ‘n,zn) + A 9($n71,2‘n71) + o+ Bk g(xn—kazn—k)]’ (215)

onde assumimos que a primeira componente é calculada exatamente como

Ty = Tpn—1 + h.

Substituindo x,,—1 = xp, — h, Tp_o = xp — 2h, ..., Tp_ = T, — kh, em (2.14),
encontramos:
Tpn = (1 +ags+...+ag) xn+h (Bo+ 01+ ... + 0 — a1 — 2a9 — ... — kay).

Para isto ser satisfeito, independentemente dos valores de z,, e h, devemos ter:

a1 +as+ .. +ap =1, (2.16)

(X1+2(X2—|—...+kak:ﬁo—i-ﬁl—i-...—l—ﬁk, (217)

sendo que (2.16) e (2.17) s@o conhecidas como as condiges de consisténcia.

Os métodos lineares implicitos de passo multiplo mais conhecidos sao:
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2.3. METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO

i) Método de passo 2 de Adams-Moulton:

h
Ziyl = A4t g [5f(117z'+1, zit1) + 8f(wi, 2i) — f(xi1, Zifl)]a
20 = «, zZ1 = aq,
ondei =1,2,..., N—1. O erro de truncamento local é dado por 7;41(h) = —iz(4)(ui)h3,

para fi; € (Ti—1,Tit1)-

ii) Método de passo 3 de Adams-Moulton:

h
Zitv1 = Z+ 21 9 (it1, zit1) +19f (xi, 2i) — 5f(wi—1, zim1) + f(@i—2, zi—2) |,
20 = Q, Z1 = 0, 29 = (g,
ondei =2,...,N—1. O erro de truncamento local é dado por 7;41(h) = —%2(5) (pi)h?,

para j; € (zi—2,Tiy1).

iii) Método de passo 4 de Adams-Moulton:
h
Ziv1 = zi+ ﬁo [251f(x,-+1, Zi+1) =+ 646f($i, Zi) — 264f(wi_1, Zi—l) + 106f(1‘i_2, Zi_g)

— 19f(zi—3, Zi—S)} :

20 = @, <1 = aq, 22 = (2, <3 = a3,

onde i = 3,..., N—1. O erro de truncamento local é dado por 7,11 (h) = —1%02(6) (ui)h°,

para i; € (i3, Tit1).
Os métodos lineares explicitos de passo multiplo mais conhecidos sao:

i) Método de passo 2 de Adams-Bashforth:

h
Zig1 = 2z + 5 3f(xi, zi) — f(xi—172i—1)]7

20 = o 21 = Qq,

22(3) (”Z)hza

ondei=1,2,..., N—1. O erro de truncamento local é dado por 7;4+1(h) =

para p; € (Ti—1,Ti+1)-
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ii) Método de passo 3 de Adams-Bashforth:

h
Zivl = 4t [23f($i7 2zi) = 16 f(zi-1,2zi-1) + 5f(zi-2, 2242)],
20 = @, 21 = aq, Z9 = Qg,
onde i = 2,..., N — 1. O erro de truncamento local é dado por 7;41(h) = —22(4) (pi)h?,
para fi; € (Ti—2,Tit1).
iii) Método de passo 4 de Adams-Bashforth:
h
Zivl = Zit g 55f (4, 2i) — 59f (xiz1, zi—1) + 37f(xi—2, 2zi—2) — 9f (2i—3, Zi—s)},
2 = « z1 = o, Zg = (g, 23 = a3,
ondei = 3,..., N—1. O erro de truncamento local é dado por 7;41(h) = —%z@ (pi)h?,

para p; € (z;-3,%iy1).

2.3.2 Consisténcia, Estabilidade e Convergéncia

Nesta secao vamos introduzir o conceito de estabilidade para os métodos li-
neares de passo multiplo, sendo que a estabilidade é uma condicao necessaria e suficiente
para que os métodos consistentes convirjam. Passamos entao a definicao de estabili-

dade.

Definigao 2.5. O método dado por (2.10) é estdvel se todas as solugdes da equagdo
diferenca
Yn = Q1 Yn—1+ Q2 Yp-2+ .. + Qk Yn—k
sa@o limitadas quando n — oo.
Seja o polinémio p definido por

p(2)=(z—2)(z—2).(z—zx) =2 —oq 21— . —ay.

Agora definimos uma condicdo em «q, a9, ..., ap expressa em termos de

21y R2y eevy Rk-

Definicao 2.6. O método dado por (2.10) € dito satisfazer a condi¢ao essencial, se

|z1] <1, |22 <1, .., |z| <1 e se, parai# j, z; = zj, entdo |z| < 1.
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2.3. METODOS LINEARES DE PASSO MULTIPLO

Usando a teoria de equagoes diferencas, temos que um método é estavel se
satisfaz a condig@o essencial.

O conceito de convergéncia é obviamente mais complicado do que nos método
de passo um. Além de especificar os k valores iniciais para comecar a integracdo
numérica, especificamos através deles a dependéncia do valor de h. Se ¢, denota a

relagao funcional de yg, y1, ---, Yp—1, estes valores iniciais e o valor de h, entao

Yn = (bn(y()?yh s Yk—1, h)

Desde que a solucdo exata seja continua e y(x;) — y(xo) quando h — 0
para i = 0,1,2,....k — 1, é apropriado considerar regras para gerar valores iniciais

Y0, Y1, Yk_1, tais que em cada um deles o limite é y(z¢) quando h — 0.

Definicao 2.7. O método (2.10) € dito ser convergente se para algum problema padrdo

no intervalo [xg, ),

Dn(Yo, Y1, o Yr—1, (T —0)/n) — y(T)

quando yo, Y1,..., Ye—1 — Y(xo) e n — 0.

2.3.3 Condigoes de Ordem

Vamos definir, nesta secdo, a ordem do erro de truncamento local para os

métodos lineares de passo multiplo.

Definigao 2.8. O método dado por (2.10) é de ordem m se (2.10) tende a zero quando

y € um polinémio de grau m.
Teorema 2.3. O método dado por (2.10) é da ordem m se

art+ar+...+a = 1, (218)

051—|-2042—|-...—|—]€Oék = ,80+,81—|—...+ﬁk, (219)

o+ 2as+ .+ Ky = JBLH+2 B+ KB, =2,3,...,m. (2.20)
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Demonstragao: Desde que os polindémios pg, p1, ..., pm definidos por po(x) = 1,
p1(z) = (z — xp), pj(x) = (x — zn)?, (j = 2,3,...,m) formam uma base para o espago
linear dos polinémios de grau m, é necessario e suficiente, para o método ser de ordem
m, que (2.10) tende a zero em y = po, ¥y = p1, ¥ = pj, j = 2,3,...,m. Estimando o
erro de trucamento local para estes casos obtemos (2.18), (2.19) e (2.20).

Note que (2.18) e (2.19) sao idénticos as condigoes de consisténcia, (2.16) e

(2.17). Assim temos os seguintes resultados.

Corolario 2.1. Um método linear de passo multiplo € consistente se e somente se é

de ordem 1.

Teorema 2.4. Sey € O™z, 1, z,] e 0 método dado por (2.10) é de ordem m, entdo

o erro de truncamento local é O(h™*) quando h — 0.

Demonstragao: Expandindo y(zp-1), ¥ (n-1), - Y(@n—t), V' (Tn_k), em série de

Taylor em torno de z,, temos

"(xn)p1(z (M) (2, pom (2
y(z) = y(xn>po<x>+y<1>fl<>+,_+y<m>!p<>
+ y(m+1)((sl(g—;i_))£7'n+1(x)’ (2'21>
V@) = LA g |y
(m+1) (p(2) )0 .
+ 5 ((;(KI;TH( 3 (2.22)

onde po, pi, ... foram introduzidos na prova do Teorema (2.3) e £(z) e n(z) denotam
nimeros de valores significativos entre z, e . Se L, denota a expressao (2.10) entao,
pela condigao de ordem, Lpy = Lp; = ... = Lp,, = 0. Entretanto, usando (2.21) e

(2.22), encontramos:

k (m+1) , ‘
Z Y (f(mz))pm (xn—z>
bv= - — i (erl)!Jrl

k (m+1) oo/ .
Yy (77(931))pm+1(5'3n71)
-k ;ﬂz (m+1)!

sendo assim,

1Ly < sup  [ly™ U @)IMRTH,

tE[In_k7$n]
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2.4. OS METODOS DE RUNGE-KUTTA

onde

k k
1 1
M= ———=> ™ + = (Bl
(m+1)! pt ol + m! pat il

Portanto,
[ Lyl = O(h™1),  quando h — 0.

Na verdade, para obter métodos de uma ordem particular m, que nao seja
superior a k + 1, podemos primeiramente escolher a, ag, ..., satisfazendo (2.18) e
entdo resolver para [y, (1, ..., Bk, satisfazendo o sistema linear (2.19) e (2.20), com
7 =2,3,...,m. Por outro lado, dependendo da escolha de a1, as, ..., @ podemos obter
uma ordem maior que k + 1. Isto pode ser verificado, se tomarmos m = 2k, pois o
sistema linear com as incégnitas aq, ag, ..., ag, Bo, B1, ..., B consiste de (2.18), (2.19) e
(2.20), para j = 2,3, ..., 2k ser nao singular e assim, podemos encontrar métodos com
ordens melhores. Entretanto, para k > 2 tais métodos sao instaveis. Isto foi mostrado
por Dahlquist (1956), que k + 1 é sempre a melhor ordem que pode ser atingida pelos

métodos estaveis a menos que k seja par, e neste caso k + 2 pode ser atingido.

2.4 Os Métodos de Runge-Kutta

A idéia de estender o método de Euler para possibilitar uma multiplicidade
de avaliagoes da funcao f dentro de cada passo foi proposta originalmente por Runge
(1895). Contribuigoes futuras foram feitas por Hein (1900) e por Kutta (1901). Kutta
caracterizou completamente o conjunto dos métodos de Runge-Kutta de quarta ordem
e propos o primeiro método de quinta ordem. Os métodos especiais para equacao
diferencial de segunda ordem foram feitos por Nystrom (1925) que também contribuiu
para o desenvolvimento dos métodos de primeira ordem.

Com o avanco dos computadores, cresceu entao o interesse nos métodos de
Runge-Kutta, e um grande nimero de pesquisadores tem contribuido para a expansao
da teoria e desenvolvimento particular dos métodos. Embora os estudos foram dedica-
dos inteiramente para os métodos de Runge-Kutta explicitos, interessa agora estendé-
los para os métodos implicitos, os quais sao recomendados para equagoes diferenciais

dificieis.
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Consideramos o problema de valor inicial

Y = f(z,y), yla)=n.

De todos os métodos computacionais para a solugao numérica deste problema,

o mais facil de implementar é o método de Euler, citado anteriormente,

Yn+1 — Yn = h f(xnayn) =h fn

Este método é explicito e de passo um, nao requer condigoes iniciais adicionais,
permite uma mudanca do comprimento do passo durante o cdlculo e entretanto, sua
ordem de convergéncia é baixa. Os métodos lineares de passo miltiplo tém ordem mais
elevada e mantém a linearidade com relagao a yn4+j, fntj, J = 0,1,...,k. Quando a
ordem ¢é elevada pode-se perder a linearidade, mas para os primeiros métodos propostos
por Runge e subsequentemente desenvolvidos por Kutta e Heun, isso nao acontece.
Portanto os métodos de Runge-Kutta manteém as vantagens dos métodos de passo
um, mas devido a essa perda de linearidade a andlise dos erros é consideravelmente
mais dificil que no caso dos métodos lineares de passo multiplo. Usamos, neste estudo,
a frase “método de Runge-Kutta” que significa “método de Runge-Kutta explicito”.
Sendo assim, um método de Runge-Kutta tem que ser considerado como um caso

particular do método geral de passo um explicito
yn+1 - yn = h (Z)(l‘nvyﬂﬁ h) (223)

2.4.1 Ordem e Convergéncia do método geral de passo um explicito

Definicao 2.9. O método (2.23) é dito ter ordem p se p é o maior inteiro tal que
y(@ +h) —y(a) = h ¢(a,y(z), h) = O(hPH), (2.24)
onde y(x) € a solugao tedrica do problema de valor inicial (2.1).

Definigao 2.10. O método (2.23) € dito ser consistente com o problema de valor inicial

¢(z,y,0) = f(z,y). (2.25)

25



2.4. OS METODOS DE RUNGE-KUTTA

Se 0 método (2.23) € consistente com o problema de valor inicial (ou simples-

mente “consistente”), entdo

y(@ +h) —y(@) = h ¢(z,y(x),h) = h y'(z) — h ¢(z,y(x),0) + O(h*) = O(h?) (2.26)
desde que y'(z) = f(z,y(x)) = ¢(x,y(x),0), por (2.25). Entio um método consistente
tem ordem maior ou igual a um.

O tnico método linear de passo miltiplo que ocorre dentro da classe (2.23) é

o método de Euler:

¢($,y,h) = ¢E(x7y7 h) = f(xay)

(O subescrito E denota Euler.) A condigao de consisténcia (2.25) é entao satisfeita e
um simples célculo mostra que a ordem esté de acordo com (2.24).
O algoritmo de Taylor de ordem p também ocorre dentro da classe (2.23) e é

obtido por
h hP—1 1
6wy, k) = or(@,y.h) = f(o,y) + 5f (@ y) + o+ =[OV @y). (220)

onde

d?
f(q)(xay):wf(xay)v q:17277(p_1)

(O subescrito T denota Taylor.)
O préximo teorema afirma quais sao as condigoes suficientes e necessarias para

o método (2.23) ser convergente.

Teorema 2.5. Se a funcio ¢(x,y;h) € continua na regiao definida por x € |a,b],

y € (—00,00), h € [0, ho], onde hg > 0, e existe uma constante L tal que

|p(z,y*s h) — d(x,y; h)| < L|y" -y (2.28)

para todos os pontos (x,y*;h), (x,y; h) na regiao definida, entdo a relagao

€ uma condi¢do necessdria e suficiente para a convergéncia do método definido pela
funcao incremento ¢.
A condigdo (2.29) é chamada de condi¢dao de consisténcia. Resumindo, o

teorema estabelece que a consisténcia € necessdria e suficiente para a convergéncia.
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2.4. OS METODOS DE RUNGE-KUTTA

Demonstragao: Seja ¢(z,y;0) = g(z,y), onde a funcao g(z,y) satisfaz as condigbes

do teorema. Segue que para algum 7 o problema de valor inicial
Y =gle,2), 2a)=n (2.30)

tem uma tunica solugao z(x). Assim, o ponto (z,z(x)) € R para = € [a,b], onde R
denota a regiao compacta.

Devemos mostrar que os nimeros z, definidos por zg = 7,
Znt1 = 2n + h ¢(x,y; h), n=0,1,2,...; xz, € [a,b] (2.31)

convergem para z(x). Subtraindo de (2.31) arelagao z(zp+1) = z(xn)+h A(zy, 2(2y); h)

encontramos o erro e, = z, — z(x,). Logo,
ent1 = en + h [@(Tn, 2ns h) — A(2n, 2(20); h)].

Pelo Teorema do Valor Médio,

Ay, 2(xn);h) = Z(fL‘n+1)h— 2(an) = g(xpn + O0h, z(x, + 0h)),

onde 0 < # < 1. A expressao pode ser escrita como
O(@n, 2nih) = S(n, 2(Tn); h) + G(Tn, 2(zn); h)

— ¢z, 2(2n);0) + g(xn, 2(zn)) — g(zn + Oh, 2(zy, + OR)).

A fungao ¢(x,y; h) é uniformemente continua no conjunto compacto x € [a, b],

y = z(x), 0 < h < hg. Portanto, podemos concluir que a igualdade,

((h) = max [¢(z,2(x); h) — ¢(x, 2(x); 0)]

x€la,b]
tende a zero quando h — 0. Similarmente,
¥ (h) = max |g(z, 2(z)) — glz + k. 2(z + K)

tende a zero quando h — 0. Usando (2.28), obtemos a estimativa

lenta| < len| + h[Llen| + C(h) + X (h)].
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Podemos estimar |ep4+1]| < Ale,| + B, (ver detalhes em [12]), e tomando

A=1+hL, B=h(((h)+ X(h)), temos:
len] <[C(R) + X (W)]EL (20 — a).
Desde que a expressao do lado direito tende a zero quando h — 0, segue que
limp—ozn = 2(x), x € [a,b].

Isto determina a condicdo de consisténcia (2.29) para a convergéncia. Se
g(z,y) = f(x,y) entdo z(zr) = y(z). Primeiramente, temos a necessidade de assumir
que o método definido por ¢(z,y;h) é convergente, mas g(z,y) # f(z,y) em algum
ponto (z,y). Segue que existe um 7 tal que a solugao y(t) do problema de valor inicial
passe pelo ponto (z,y). Os valores z, definidos por zg = n e (2.31) tendem a y(t) dos
dois lados, o que foi provado anteriormente, para a solucdo z(t) do problema de valor

inicial (2.30). Se z(x) # y(z), temos uma contradi¢ao imediata; se z(z) = y(x), entao

2(x) = g(x,y) # f(z,y) = y'(z).

Logo, novamente, z(t) # y(t). Portanto, a hipétese que g(z,y) # f(z,y) leva

a uma contradicao. [ |

2.4.2 Dedugao dos métodos de Runge-Kutta classicos

O método de Runge-Kutta tem como forma geral, a seguinte expressao:

com

qb(ac,y, h) = Zf:l cr Ky

K, = f(x+hap,y+h Y"1 bys Ks), 7=2,3,..,R
€

r—1
a = Y b, r=23,..R (2.34)
s=1
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Observe que um método de Runge-Kutta, no estagio R, envolve R avaliacoes
da fungao por passo. Cada uma das fungoes K,(x,y,h), r = 1,2,..., R deve ser inter-
pretada como uma aproximacao para a derivada y'(x), e a fungao ¢(x,y, h) como parte
importante desta aproximagao. Do mesmo modo que nos métodos de passo multiplo, a
consisténcia demanda que Zle ¢ = 1. Se podemos escolher valores para as constantes
Cr, Gr, brs, tais que a expressao da fungao ¢(z,y, h) definida por (2.33), na poténcia de
h diverge da expansao ¢r(x,y,h) dada por (2.27) somente na p-ésima poténcias de
h, entdo o método claramente tem ordem p. ( Note que assumimos em (2.27) que
y(x) € CPla,b].)

H& muita manipulagao algébrica envolvida na deducao dos métodos de Runge-
Kutta de ordem elevada, por essa razao, deduzimos apenas métodos até a ordem trés
e citamos alguns métodos bem conhecidos de quarta ordem.

Introduzindo uma notacao simplificada

2 2
f:f(xay)v fIZW7 fmm:afa.(y7 —M

e usando as expressoes das derivadas totais de f, podemos escrever a expressao (2.27)

na forma
1 1 5 3
or(x,y,h) = f+ §hF + Eh (Ffy+G)+0O(h?) (2.35)
onde

F=fot [fyr G= fox+2ffoy+ [*fyy (2.36)

Isto implica que é possivel obter ordem trés com R = 3, e entao necessitamos

de expressoes somente para as funcoes K, K2 e K3. Usando (2.33) e (2.34) temos:

K, = f(xv y) = f
Ky = f(z+haz,y+ has K1), (2.37)
K3 = f(x+ha3,y+h(a3 —b32)K1 +hb32K2).

Expandindo K3 como uma série de Taylor sobre o ponto (x,y) obtemos:
1
Ky = f + hoa(fo + K1 fy) + 51?3 (fra + 2K fry + KT fyy) + O(R).

29



2.4. OS METODOS DE RUNGE-KUTTA

Substituindo em K e usando (2.36) encontramos:
1
Ky = f+ hayF + §h2a§G + O(h3). (2.38)
Tratando K3, similarmente obtemos:

K3 = f+h{asfs+ [(ag — b32) K1 + b32 Ko fy }

1
+ §h2{a§fmx + 2a3[(az — b3a) K1 + b32Ka) fuy + [(a3 — b32) K1 + b3aKa]? fy,} + O(R?).
Apds algumas manipulagoes, utilizando K; e Ks, chegamos em:
1
K3 = f + hagF + h*(agbs2 F' f, + 5a?.ﬁ) + O(h%). (2.39)

Agora, substituindo (2.37), (2.38) e (2.39) em (2.33), as expressoes seguem de

¢(z,y, h), como definida no método (2.32), e obtemos:

d(x,y,h) = (c1+ca+e3)f + h(caaz + czaz)F

1
+ 5)12 [203(12()32ny + (Cza% + C3CL§)G] + O(hg) (2.40)

Agora temos que partir para as expressoes (2.35) e (2.40). Como vimos, pode
ser realizado com R = 1,2, 3.

Para R =1, co = c3 =0, (2.40) se reduz a
¢(x,y,h) = c1f + O(h?). (2.41)

Fazendo ¢; = 1, (2.41) diverge da expansao (2.35) para ¢ pelo termo de
ordem h. Entao o método resultante, é o método de Euler, que tem ordem um.

Para R =2, c3 =0, (2.40) se reduz a
1
¢(x,y,h) = (c1 + ca) f + hegaoF + §h202a%G +O(h?).
Se partirmos da expansao (2.35) temos, entao, que satisfazer as equagoes
1
c1+eco=1, coag= 7 (2.42)

Este é um conjunto de duas equagoes com trés incognitas e entdo ha uma
familia de solugoes com parametro livre. Entretanto, é claro que ha solucao nesta

familia que torna as expansoes (2.35) e (2.27) divergentes para o termo de ordem mais
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elevada que h?. Entdo existe um nimero infinito de métodos de Runge-Kutta, estdgio
2, de ordem 2 e nao de ordem maior que 2. Esta falta de unicidade ¢é tipica de todas
as origens de Runge-Kutta. As duas solugdes particulares de (2.42) produz os métodos
bem conhecidos:

(i) Para ¢; =0, ¢ = 1, as = 3, o método resultante é:

Yn+1 — Yn = hf(2n +1/2h, yn + 1/2hf (20, yn)),

que nos referimos como sendo o Método de Euler Modificado.

(ii) Para ¢y = 1/2, co = 1/2, ag = 1, o método resultante é:

Yn+1 — Yn = %h[f(l'myn) + f(xn +h, yn + hf(l‘nayn))]a

que é conhecido como o Método de Euler Melhorado.

2.5 Meétodo Previsor-Corretor

Para resolver um problema de valor inicial utilizando um método linear de

passo k implicito, ou seja, usando:

k k
ZOd] yn+]=h Zﬁ] fnJrjv ﬁk?ﬁov

=0 j=0

em cada um dos estagios devemos resolver para y,x a equagao:

k-1 k—1
Yn+k = h ﬁk f(xn-i-ka yn—f—k) +h Zﬂj fn+j - Zaj Yn+j
§=0 §=0
onde Yn+tj, fntj, J =0, 1, ..., kK —1 sao conhecidos.

Para que este problema exista f tem que ser uma funcao nao-linear em y e

assim aplicamos o método iterativo:

o . e .
ik € arbitrario.

O valor de yi?_{_k

onde y

é calculado pelo método explicito:
k—1 k—1
0
Utk =T D8] Fuks = D05 vy
j=0 j=0
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que chamamos de previsor.

(1]

Apbs o célculo deste valor, podemos através do método implicito obter y,, .,

yiﬂk, ... € a esse método denominamos corretor. Portanto, temos entao o método
previsor-corretor.
Seja m um valor pré-fixado, onde m é o nimero de iteragoes para cada passo.
Sendo assim, teriamos: yg J]rk, yﬂrk, e ygfk, onde ygi]k = Yntr que é a solugdo obtida
pelo método implicito.
Depois de escolher o par previsor-corretor, fazemos o processo de parada, isto
é:
a) |y5jrr,i] - yﬂrk\ < €, onde € é um numero pré-fixado.
b) Caso contréario de (a), fixamos um nimero m de iteragoes do corretor.
Geralmente, utilizamos m = 2 e assim utilizamos o critério de parada (b).
Por simplicidade, denotamos por:
P: aplicacao do previsor;
C: aplicagao do corretor;

E: cdlculo da f(xnik, Yntk)-

E assim, se m = 1, encontramos:

yﬂk —P
o = f@nin ) - E p o PEC (2.43)
y7[114]rk —C

Como m = 1, paramos aqui. Agora, se ao invés disto, tomarmos m = 2,

temos:
yﬂk — P
= Fnan ) — E
g, - . PECEC = P(EC)? (2.44)
UL = F@nin ) — E
yv[i]rk —C

Aplicando o mesmo processo m vezes para a funcao f e m vezes para o corretor

temos P(EC)™.

2]

Para esse caso, m = 2, apds calcular y,

E = Yn+k temos que determinar
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Yn+k+1, OU Seja

[0]

yn+k+1 - P
f niki1 — B
y7[11—]i-k+1 - C
f ki1 — B
y7[’L2<]F]€+1 — C= yEJ]rk+1 = Yntk+1

e assim por diante.

[0]

k1 €0tA0 temos P(EC)%E, ou seja, temos

Se calcularmos f}ik antes de y
dois modos diferentes:
1° modo - P(EC)™

2° modo - P(EC)™E.

2.5.1 Algoritmo Previsor-Corretor (m>1)

Usamos:

k k—1
E G Yntj =h E B; fatj — Previsor

J=0 J=0

k k
Zaj Yntj = h Zﬁj fnyj — Corretor
§=0 j=0
1° modo - (EC)
Yo T Z oyt = h Z B s

fg-}i-k = f(xnmyilk)
Yol + 00 g vy = b B B+ 8 By £
2° modo - P(kEC)
yﬂwza uny = h Zﬁy o
s =Sl } o
gl SN eyt = h By f b SN B o

L = F@n o)
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2.5.2 Erro de Truncamento Local do Método Previsor-Corretor

Consideremos

k k—1
D05 nti =h DB fus

7 In+j 7 Jn+g
Jj=0 Jj=0

como sendo o previsor com ordem ¢* e uma constante C;‘* 11, € também

k k
Do Ynsi=h > Bjfutis
=0 =0

como corretor com ordem ¢ e uma constante Cgyy1.

Vamos encontrar expressoes para o erro de truncamento local principal (ETLP)
em 1 do método previsor-corretor definido por P e C' nos modos P(EC)™ e P(EC)™E,
assumindo que a solugao numérica nos pontos ., j = 0,1, ...,k —1, sao exatas. Além
disso, admitimos também que a solugao tedrica y(z) do problema de valor inicial é
suficientemente diferenciavel.

Seja L* o operador diferenga associado ao previsor. Assim:
E* [y<xn)’ h] = y(xn_‘_k) — y??-]i—k — C;]"*+1 hq*+1 y(q*+1) (xn) 4 O(hq*+2)

onde Cj ) BTyl (z,) = ETLP.

Analogamente, seja L o operador diferenga associado ao corretor, isto é:
Lly(wn) h] = y(wnin) = i = Carr A 590 (@) + O(T2)

onde Cyyq W7 y@+(z,) = ETLP.
Passamos agora a estudar o ETLP do par previsor-corretor.

O previsor ¢é definido por:
k—1 k—1
i+1 m 7 m—s
yhih + 7 yq[wjg =h B fil+h > 6 f7[1+j | (2.45)
§=0 §=0

com s = 0 no modo P(EC)™E e s = 1 no modo P(EC)™. E ainda, temos para o

34



2.5. METODO PREVISOR-CORRETOR

corretor
k k
Lly(wn), b = D y(@nrg) —h Y B f(@nis y(nsj))
=0 =0
J - J
= Y@nr) + O Y(@ni) = h B f(@niks Y(@nir))
=0
k-1 ’
- h Zﬁ] f(xn-‘rj?y(xn-‘rj))' (2'46>
=0

Subtraindo (2.45) de (2.46), encontramos:

Y(@nir) = YT = h B F @ik Y(@nin) = h B f(@nirsylhg) + Lly(a), B (2.47)

[m]

pOiS yn+j = y($n+j)7 J = Oa 17 ak —1le fr[:i;s} = f($n+jay($n+]))a ] = 07 17 ey k — 1a
isto €, os valores anteriores sao considerados exatos, pois o erro de truncamento é local.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos:

i 0 i
y(@uir) —yl) = ﬂkagwk, Oy(@nir) =y ]+ Lly(za), ).

Assim,

i 0 i
Y(Tntk) — 3/1[1111] =h 51955(%%, Oy(Tpin) — yLLk] + Cgp1 WMyt (2,) + O(R972)(2.48)

Y(Tpak) — 97[10]+k = C';H Ra+1 y(q*+1) + O(hq*+2)

Observamos que:
(i) Quando m =1 =i = 0.
(ii) Como as expressoes nao envolvem a f entdo valem para qualquer modo.
1° caso: ¢* > ¢q
a) Sejam=1=1i=0.

Logo, utilizando (2.47)

)
Y(Tnik) — yﬂ_k = h ﬂka';(xn+k7€)[y(xn+k) - yﬂ-k] + Cot1 ot y(q+l)(xn) +O(h1*?)
8 * * * *
= B G @ O[] BT T 00 )

+ Cyn patl y(q“)(xn) + O(h?*?).

35



2.5. METODO PREVISOR-CORRETOR

Portanto,

y(@nir) =yl = Copr R Y@ D () + O(RTH2), (2.49)

n

Portanto, se m = 1, o ETLP do par previsor-corretor é o mesmo do corretor.

b) Seja m = 2 e usando (2.49), obtemos:

0
y(@nir) =y, = hﬂk8§<xn+k,§>[y<xn+k> — gy T+ Cypr Byl (2,) 4 O(RIH?)

~ ﬂkgg<xn+k,§>[cq+l B @) (2,) + O(RT2)

+ Cyn patl y(q“)(xn) + O(h?*?).

Novamente, o ETLP do par previsor-corretor é o do corretor, e assim sucessi-
vamente.

Sendo assim, podemos concluir que para ¢* > ¢, m > 1, o ETLP do método
previsor-corretor é o mesmo do ETLP do corretor.
2° caso: ¢ =q—1

a) Sejam=1=1i=0.

Temos:
0
Y(@nin) — g, = h ﬁkajyf@mk, Oy(@nsr) =y ] + Copr BT 4@ (2,) + O(h9F?)
0
= BB 0 IO YD)+ O

+ Cynr patl y(‘”l)(xn) + O(h‘”z)

0
= [Bx 8;};(5%#675)0; y(q) (zn) + Cyt1 y(qul)(xn)]thrl + O(hq+2)-

Logo, se m = 1, o ETLP do par previsor-corretor é da ordem do ETLP do

corretor, mas é diferente.

b) Seja m = 2.
0
(@) =92, = h ﬂkai(xm, Oy (@nin) =yl ] + Corn B9 Y@ D (2,) + O(ROF?)
0 0
= h 5ké§($n+kaf){[ﬁk 5;;(%%,6)0; y'D(2,) + Cgpr Y\ ()]0

+ O(hT)]} + Cgr BTy D () + O(RTF?)

= Cun patl y(q+1)(xn)hq+1 + O(h*?).
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Com isso, o ETLP do par previsor-corretor é o do corretor. Consequentemente,
se ¢* =qg—1em > 2, o ETLP do método previsor-corretor ¢ o mesmo do ETLP do
corretor.
3° caso: ¢F =q—2

a) Seja m = 1.

0
Y(@npr) — Y, = hﬁka’;<xn+k,s>[y<xn+k> — %]+ Cpr BT D () + O(RTH?)

- h ﬁkgz[ ;_1 pa-1 y(qfl)(xn) + O(h9)]

+ Gy BT y@ ) (@,) + O(R1F?)

5 5L iy gD (wn + 01,

Y

Assim, se m = 1, o ETLP do par previsor-corretor é uma ordem a menos do

corretor.
b) Seja m = 2.
2] of (1 a+1 , (g+1) q+2
y(l'n-i-k) Ytk — h ﬁk@($n+ka 5)[y(xn+k) - yn+k] + Cq+1 h Yy (l‘n) + O(h )
0 of . _

_ ﬁka§<mn+k,f)[ﬁk aicq_l Y9 ()R 4 O(h+)]

+ Cyn patl y(q+1)(xn) + O(hq+2)

— [ﬁ % ﬁ C* (g—-1) C (g+1) hq—i-l 0 hq+2

= P, Pk gy Cam Yy (xn) + Cqt1 y (@n)] +O( )-

Portanto, se m = 2, o ETLP do par previsor-corretor é da mesma ordem do
corretor, mas ¢é diferente.

c)Seja m = 3.
Y(@nir) =y, = Copr R Y@ D (2,) + O(RTH2),

Logo, se m = 3, o ETLP do par previsor-corretor é o do corretor. Dessa
maneira, se ¢* = g — 2, m > 3, o ETLP do método previsor-corretor é o mesmo do

ETLP do corretor.

2.5.3 Conclusao Geral:

Se ¢* > g, o ETLP do par previsor-corretor é o do corretor;
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Se ¢* =q—j,0< 5 <gq,entao o ETLP do previsor-corretor é:
a) do corretor se m > j + 1.
b) da mesma ordem do corretor mas diferente se m = j.
c) da forma k h9=7Tm+l e < j — 1.
Quando ¢* = ¢ é possivel estimar o ETLP do par previsor-corretor, sem cal-
cular as derivadas de ordem mais elevadas de y(z). Essa técnica é conhecida como

Técnica de Milne.

2.5.4 Estabilidade do Par Previsor-Corretor no Modo PECE
~0] 1]

Sejam Y, ;. € Y, ;. &S aproximagoes para y(zn1k) dadas pelo previsor e corretor

respectivamente, quando erros de arredondamento ocorrem. Assim, para m = 1, temos:

k—1
A Za* gl =0 Y B f(waeg Tk,) + RS (2.50)
€
k—1 k—1
~[1] ~0 1
Gy + Zaj Bl =h B D f@ngj ig) + 0> By f(@nsj ;) + B, (2.51)
=0 Jj=0

onde R} e R, sao os erros de arredondamento cometidos em cada estagio do previsor

e do corretor, respectivamente. A solucdo tedrica y(x) do problema de valor inicial,

satisfaz:
k k—1
Z O‘; y(xn—l—j) —h ZB]* f(xn—i-ja y<$n+j)) = Ly(zn), h] (2.52)
=0 J=0
k
Zaj y(anrJ —h Zﬁj fEnJrja mnJrj)) = E[y(xn), h] (2'53)

com L*[y(zn),h] e L[y(zy),h] sendo os erros de truncamento local do previsor e do

corretor, respectivamente.

o], 1]

Vamos definir o erro global e, e e por:
E{r?] :y(xn)_@[zo]a fé{n” :y(wn)_@[zl]'

Subtraindo (2.50) de (2.52), encontramos:

8f * *
~{o]k+za al = hZﬁj 3 (@ntss Ent) Eubs + L*— R,
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e subtraindo (2.51) de (2.53),

k k—1
of 3f 1
Z ay € nll_j =h ﬁk y ($n+ka §n+k) n+k +h Zﬁ] y xn+]7£n+]) + A{nl_] +L - RTLa
Jj=0 7=0

Assumindo que % =\ L*— R} e L — R, sao constantes, obtemos:

k—1
0 x ~1 x ~1
A{nik + Za “{nlrj =h Zﬂ “{nlrj + cte (2.54)
(§]
k B B k-1
Sajenl =hfr e, +h Y B el +cte, (2.55)
j=0 j=0

considerando h = h\.

Novamente, substituindo (2.54) em (2.55), temos:

k k—1 k-1 k-1
1 - « <1 - « <1 - 1
a; é{nlrj =h B |— a; é{n}ﬂ- +h B; é{n}ﬂ. +cte| +h Bj é{n]ﬂ- + cte
j=0 j=0 j=0 j=0
Portanto
k k—1 k-1 k—1
1 7 1 7 * 1 7 7 * 1
Sajell Y gl =k Y il R h > Bienl. (256)
j=0 j=0 j=0 j=0
Mas
k-1

pois como o método é explicito = S = 0.

Além disso, somando em ambos os membros o termo: —h ﬂk e, +k, ficamos
com:
k—1 k
—h By g{nlrk —h Bj g{nl-]i-j =—h Zﬁa g[nl-]‘r]
7=0 7=0
e

k—1
—h B By = By o ey =—h B ZO‘* CRit

J=0

Logo, substituindo em (2.56), obtemos:
k k k
g o é{nli_j —h g B é{ = —h B E a; A{n-]w +h B h E B; E{nl—j + cte.
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Assim,

k

Z{(ozj —h Bj)+h Br(aj — h B7)} é{nll_j = cte.

J=0

Dessa maneira, obtemos uma equacao diferenca, cuja solucgao é:

k
elll = ch ry + cte
s=1
onde 75 sao raizes do polinémio,
k — — — . —
> {(aj =R B+ Br(e; =R B} i = [ ().
J=0 PECE
Entretanto,

[T (k) =p(r) =R o(r) +h Bulp*(r) =B o™ (r))]

PECE

é o polindmio de estabilidade do par previsor-corretor no modo PECE.

Definicao 2.11. (a, 3) é um intervalo de estabilidade absoluta para o previsor-corretor,

se para qualquer h € («, 8) as raizes do [ prop(r, h) satisfazem |rs] <1, s =1,2, ..., k.

Definicao 2.12. («, 3) é um intervalo de estabilidade relativa para o previsor-corretor,

se para qualquer h € (o, 3) as raizes do [[ppop(r, h) satisfazem |rs| < |r1|, s = 2,..., k.

Apresentamos agora, a estabilidade do par previsor-corretor para o modo

2]

P(EC)2E, ou seja, temos que determinar ¢, .

Fazendo os céalculos, encontramos:

k—1 k—1
Y ar e =n S gl 4 cte, (2.57)
j=0 j=0
k—1 B k-1
é{nllk +> aj é{anrj =h By éflk +h ﬂjéf]ﬂ- + cte, (2.58)
5=0 §=0
k—1 B k-l
'é{il_k +> q é{ﬂrj =h B ’é{nlik +h Z'Bjé{il-j + cte. (2.59)
=0 =0
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Substituindo (2.57) em (2.58):

k—1 k—1 k—1
a4 Zaj &=np ! el +ny s éﬂj} TR By e+ cte,
j=0 j=0 j=0
Do mesmo modo, substituindo em (2.59), geramos:
12 ) S ) ST
n+k+za] Cnyj = h Br _Za] €ntj hﬁ Za n+y+hﬂkhzﬁj Entj
j=0 J=0
k—1 k—
+ h Aﬁr] Z + cte.
=0 i=
Logo,
k , kol ) kel , k-l ,
Zaj’é{n—]i-j + h B Zaj E{n-}l-j_hlgkh ﬂj’é{n—]i-j_h 5 é{nl-j
j=0 j=0 j=0 3=0
k—1 k—1
= R h B Y ol @ ARG R B h Y B el + cte.(2.60)
j=0 j=0

Agora, somando e subtraindo, no primeiro membro, o termo h 3 n]Hc, pro-

duzimos:

hﬁk n+k+h’/6k ZO@ n 7hﬁk ZO@ N{n2]+]
- k
- 2 - 2 - 2
~h e, —h Y B E[n-]&-j ==h ) B é{nlrj'
§=0 §=0

Bl
—

Ainda, somando em ambos os membros de (2.60), o termo h () h Bk en+k,

ficamos com:

k—1 k
R B R Bl R B RS Bt = —h Bk > e
j:O 7=0
- - k
~h B b B B0 — T B B Za* Sl =R B h B Y o e,
7=0 7=0

e também: h By h B h Z?;é p A{nzl_] h By h B h Z?:o B; éﬁrj, pois como o

método é explicito, By = 0.
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Assim, substituindo em (2.60),
: ~12] TN 2 7 : 12
Doy + b B ZO‘J By — BB Y By R B
j=0 Jj=0 Jj=0

k
N N Za A n B h s R Y B el cte.
j=0 j=0

Com isso,
. 2 i - 2
i) (e + R Bell = —(h Bi)? (o +h B)ent; + cte,
7=0
ou

k 2
* 20
‘720 O(J + h /Bj 1—1_7%(0[] + h 6])671-1—] = cte.

Todavia, encontramos uma equacao diferenca, cuja solucao é:

k
el = Z cs Ty + cte,
s=1

onde rg sao as raizes do polinémio:
B 2
I[I R =p(r) =ho(r) + === (p"(r) = h o*(r)),
P(EC)2E
que é o polinémio de estabilidade do par previsor-corretor no modo P(EC)?E
Essa andlise pode ser estendida, dado o seguinte polindémio de estabilidade do
par previsor-corretor no modo P(EC)™E:

(h Br)™(1L = h B)
1—(h B)™

[T k) =lp(r) =R a(r)]+

P(EC)™

[p*(r)o(r) — p(r)o*(r)], m=0,1,..

2.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo, fizemos um estudo de métodos numéricos para resolucao de
EDO. Tais métodos sdo muito utilizados como auxilio na resolucao das EDP que mo-
delam o problema de Retoque Digital. Dentre os métodos mencionados anteriormente,
o mais simples de ser implementado é o Método de Euler e essa é a razao pela qual ele

é geralmente utilizado.
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O objetivo de nosso trabalho é o de aprimorar a qualidade do Retoque Digital,
melhorando a qualidade da aproximagao na equagao u; = L(u), que descreve o pro-
blema.

O método de Euler, pelo seu carater explicito e por ser de passo um é fre-
quentemente aplicado, porém, como foi dito anteriormente, é apenas de ordem h. Ou-
tros métodos de ordens superiores foram estudados, ou seja, os métodos lineares de
passo multiplo, os métodos de Runge-Kutta e o método Previsor-Corretor. Os métodos
de Runge-Kutta apresentam uma complexidade na adaptacao da EDP do problema
devido aos céalculos das fungoes envolvidas pelo método, dificultando assim na imple-
mentacao. Sendo assim, escolhemos os métodos lineares explicitos de passo 2, 3 e 4, e
o método previsor-corretor, para testar a eficiéncia. Para o método previsor-corretor,
tomamos como previsor um método explicito de passo um e como corretor um método
implicito também de passo um, com ordem de convergéncia h?, e para os métodos linea-
res explicitos de passo multiplo utilizamos os métodos de Adams-Bashford de passos 2,
3 e 4 com respectivas ordens h2, h3 e h*.

Essas escolhas fazem com que a complexidade computacional seja diminuida
em comparacao com os métodos de Runge-Kutta, e a ordem de convergéncia aumentada
com relacao ao método de Euler.

A seguir, apresentamos os modelos para o problema de Retoque Digital.
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Capitulo 3

Modelos Matematicos para

Retoque Digital

3.1 Introducgao

O objetivo deste capitulo é relatar alguns modelos matematicos que foram
desenvolvidos nas tltimas décadas para retoque digital de imagens. O primeiro mo-
delo apresentado foi o modelo de Bertalmio, Sapiro, Ballester e Caselles (BSBC), que
propuseram uma EDP de terceira ordem baseada no transporte ao longo das linhas
de nivel, para solucionar o problema de retoque digital. Os demais modelos foram
originados a partir deste.

Apresentamos primeiramente, o modelo BSBC, em seguida o modelo Varia-
cional Total (TV) proposto por Rudin, Osher e Fatemi, logo apés o modelo da Difusao
Guiada pela Curvatura (CDD) de Chan e Shen.

3.2 Modelo de Retoque Digital BSBC

A modificagdo de imagens indetectaveis para um observador que nao conhece
a imagem original é uma pratica tao antiga quanto a criacao artistica. A arte medieval
comecou a ser restaurada ji na Renascenca, motivada pelo desejo de atualizar as pin-
turas que apresentavam partes perdidas ou danificadas. Baseados neste fato historico,

Bertalmio, Sapiro, Ballester e Caselles propuseram um modelo de retoque digital reapli-
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3.2. MODELO DE RETOQUE DIGITAL BSBC

cando a técnica basica usada por estes restauradores profissionais. Para isso, o usudrio
deve selecionar as regides a serem realcadas, sendo que estas, serao “completadas” com
a estrutura de suas vizinhangas, ao longo das linhas de nivel.

Desse modo, necessitamos traduzir esses conceitos manuais de retoque para
uma linguagem matematica.

Seja ug(i,7) : [0, M] x [0, N] =R, com [0, M] x [0, N] CN x N uma imagem
de niveis de cinza em duas dimensoes (2D) discreta. O objetivo do retoque digital é
construir uma familia de imagens (i, j,n) : [0, M] x [0, N] x N — R, tal que u(i, j,0) =
uo(i, ) e limy, o0 u(i, j,n)=upr(i,j), onde ur(i,j) é a imagem obtida apds aplicar o
algoritmo.

Sejam  a regidao de retoque, u" (i, j) cada “pixel” da imagem dentro de 2 no
tempo n e uy(i,j) a atualizacdo da imagem u" (i, j).

De acordo com Bertalmio, Sapiro, Ballester e Caselles [6], o modelo propaga
informacoes de ©Q em ). Sendo assim, chamando de L"(i,j) a informacao que serd
propagada e W(z, j) a diregao de propagagao, os autores definiram a atualizagao da

imagem u" (7, j) como sendo:
Uy (Zaj):(SL (Zaj)N (%])7 (31)
—
onde 6L"(i,j) é a medida de alteracao da informagao L"(i,7). Esta equagao estima a

informacao L"(i, ) e calcula sua alteragao ao longo da diregao N.

Agora, usando a aproximacao pelo método de Euler para uj' (i, ), obtemos:

un+1(iaj) B un(ia J)
At ’

u (i, j) =
ou ainda,
Wi, §) = a6, 5) + At up (i, §), Y (i,5) € Q. (3.2)

onde At é a taxa de aperfeicoamento.
Com esta equacio, a imagem u"*1(i, j) é uma versio “melhorada” de u™(i, j),

sendo que essa “melhora” é dada por u}' (7, j). Por outro lado, note que o estado estével,

ou seja, quando o algoritmo converge, 4"t = 4", e de (3.1)-(3.2), temos que
—_— —
OL™ - N" =0,
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3.2. MODELO DE RETOQUE DIGITAL BSBC

—
0 que significa que a informacao L foi propagada na direcao V.
Relatamos ainda, que uma medida de propagacao de segunda ordem pode ser

expressa na forma geral:
L(u) = f(Vu,V ® Vu),

com Vu sendo o vetor gradiente e V ® Vu a matriz Hessiana (2x2). Em nosso algo-
ritmo, queremos que a propagagao seja suave, logo L™ (i, j) serd entdo um estimador de
suavizacao da imagem. Sendo assim, uma simples escolha do Laplaciano, discretizado
da forma L"(i,j) = uy,(4,7) + uy,(i,j) é suficiente. (Segundo Chan e Shen, outro
estimador, menos suave, pode também ser usado, embora resultados mais satisfatérios

sempre foram obtidos com a escolha do Laplaciano.)

Figura 3.1: Direcao de propagacao normal a regiao de contorno a ser realcada.

Agora, passamos a calcular a variagao W ao longo da direcao N. Para
isto temos que definir qual sera a direcao N da propagacao da informacao em duas
dimensoes. Uma escolha é definir como sendo a direcdo normal, ou seja, as informacgoes
irdo se propagar ponto a ponto até atingir o contorno da regiao de retoque (isto pode ser
visto na Figura 3.1). Esta escolha é motivada por garantir que uma propagacao normal
até o contorno leva a continuidade das linhas de nivel no contorno. Isto acontece, pois
as linhas de nivel chegam em 92 (regido do contorno) para alinhar-se em N (ver Figura

3.2).
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Figura 3.2: Propagacao das informagoes na diregdo normal ao contorno.

A direcao de propagacao da informacao, depende da escolha que fazemos para
N. A escolha na direcao normal é uma escolha mal sucedida como pode ser observado
na Figura 3.2. A esquerda: detalhes da imagem original, onde a parte branca é a
regiao a ser realcada e a direita a imagem restaurada. Como as linhas de nivel tendem
a alinhar-se com ﬁ, a melhor escolha para ]_>\/' é entao as diregoes das linhas de nivel.

Dessa forma, usaremos um estimador varidvel na diregao das linhas de nivel.
Dado um ponto (i,7), o vetor gradiente discretizado Vu"(,j) dd a dire¢do da maior
mudanca espacial, entdo V+u"(i,j) rotacionado 90° d4 a direcio da menor mudanca
espacial. Assim, o vetor V+u"(4,5) d4 a direcdo das linhas de nivel. Seu campo N ¢
entao dado pela variacao de tempo ﬁ(z, §) = V4+un(i, j). Este estimulador, de variacio
de tempo, é primitivo no principio, mas progressivamente ele encontra a continuidade
desejada em 0€)(regiao de contorno), em vez de fixar o campo N)(z, J) que necessitaria
conhecer as direcoes das linhas de nivel iniciais.

Note que a direcao do campo nao é normalizada, sua norma é a norma do

gradiente de Vu" (i, 7), pois:

Vi, )] = (1t uy)'| = \Ju26,5) + 3 ),

Vi, )] = (g, =) = /w2 (65) + 36, )-

Esta escolha ajuda na estabilidade numérica do algoritmo.

Desde que desempenhamos retoque ao longo das linhas de nivel, é irrelevante se
V4un(i,5) é obtido como uma rotagao de sentido hordrio ou anti-horario de Vu™ (4, 7).
Em ambos os casos, a mudanga de Vu" (i, j) ao longo daquelas diregoes serd minimizada.

Resumindo, estimamos uma variacao da suavizagao, dada pela discretizagao
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do Laplaciano em duas dimensoes, a qual calculamos como sendo:
—
OL"(i,j) == (L"(i+1,5) = L"(i —1,5),L"(6,j + 1) = L"(i,j — 1)), (3.3)

e projetamos esta variagao na direcao das linhas de nivel. Esta projecao é usada para
atualizar os valores da imagem dentro da regiao de retoque.
—
Da matematica continua, temos que §L = VL. Assim, reescrevendo a equagao

(3.1) na forma de EDP, temos a equacao de retoque:

u = V(Au) - V4. (3.4)

3.3 Difusao no Processo de Retoque Digital

Para garantir uma evolugao correta do campo de direcoes, um processo de
difusao é entrefolheado pelo processo de retoque da imagem descrito anteriormente.
Isto é, a cada poucos passos, aplicamos poucas iteracoes de difusao. Esta difusao esta-
belece o limite que as linhas de nivel se curvam, para evita-las de cruza-las, uma com
a outra. Usamos difusao anisotrépica (ver mais detalhes em [1], [15]), primeiramente
para alcancar este objetivo sem perda de intensidade na reconstrucao. Em particular,
aplicamos uma discretizagao direta do seguinte espago continuo da equacao de difusao
anisotrépica:

ou

g(w,y,t) = ge(w,y)r(z,y,t)|[Vu(z,y,t)|, Y(z,y) € Q° (3.5)

onde Q€ é uma dilatacao de €2 com uma bola de raio €, k é a curvatura Euclidiana das
linhas de nivel de u e gc(z,y) é a fungao suave em Q°, tal que ge(x,y) = 0 em 90, e
ge(z,y) =1 em Q°.
De acordo com os autores de [6], a curvatura Euclidiana das linhas de nivel é
Yu

calculada como sendo k = div (W) Assim, o processo de difusao é dado por:

2 2

Ut = 07 para (x7y) ¢ Q
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3.3.1 Discretizagao dos termos do modelo BSBC

Para a realizacdo do algoritmo proposto em [6], necessitamos da imagem para
ser restaurada e a “méscara” que delimita a parte a ser realcada. Depois disso, os
valores dentro da regiao () sdo modificados, de acordo com a implementacao numérica
dada abaixo:

(i) = (T Joi ) 1varig), (37)

(,4,m)]

onde

SLM(i,j) == (L™(i + 1,5) — L"(i — 1,5), L"(i, + 1) — L"(i,j — 1)), (3.8)

L"(i,j) = ugx(%]) + uZy(i7j)v (3.9)
N(i,j,n) (—uip (i, 5), up(i, )
— = , (3.10)
NGl (i) + (ug ()2
N (i,j,n)

8"(i, j) = L7 (i, j) - (3.11)

INGyjon)|

Calculamos o estimador 2D em (3.9) e a direcao das linhas de nivel em (3.10).
Entao em (3.11) calculamos ", a projegao de 8L sobre o vetor normalizado N. Final-
mente, multiplicamos 8" por uma versao limitada da norma do gradiente da imagem,
|Vu|, dada a seguir por (3.12). Essa versao limitada é utilizada devido & falta de co-
municacgao entre as linhas de nivel, deste modelo, pois podem ocorrer “saltos” grandes
de um dominio para o outro, causando descontinuidades. Estas descontinuidades pro-
duzem vorticidade ao longo da propagagao de brilho, que podem ser detectadas pela
curva local. Além disso, essa vorticidade pode resultar em “choques” na propagacao
de brilho.

Para solucionar este problema, um caminho seria a parametrizagao do movi-
mento da curva e a discretizacdo desta parametrizacdo no conjunto dos pontos sele-
cionados (dominio de retoque). As posi¢oes dos pontos marcados sdo processadas no
tempo de acordo com a aproximacao das equagoes do movimento. Tal técnica pode ser
aproximada na tentativa de seguir os movimentos de pequenas perturbacoes. Entre-

tanto, para pertubacoes grandes, o movimento torna-se complexo e varios problemas
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podem ocorrer. Um destes problemas acontece quando os pontos selecionados atingem
regioes de propagacao de curvas, causando instabilidade numérica. Esta instabilidade
ocorre, no modelo estudado, quando aplicamos aproximacoes com diferencas centradas
para o termo |Vu|. Uma maneira de tornar nosso problema estdvel é aplicar uma
técnica de regressao, juntamente com passos intermedidrios de difusdo. Neste caso,

utilizamos a difusdo anisotrépica dada por (3.6) e a técnica de regressao dada por:

\/(ugbm)2+(ung)2+(u;bm)2+(u;fM)2, se B">0

[Vu" (i, j)| = (3.12)
\/(ung)2 (Ul )2+ (Ul )2 + (uly)2, se fr <0,
onde
Ugp (1,7) = man(u”(i —1,7) — u" (4, ),0)
Ugpg(3,7) = maz(u"(i—1,5) —u"(i,5),0)
ugpn(i,3) = maz(u"(i+1,5) —u"(i,5),0)
Up g (1,7) = man(u”(i+1,7) — u" (i, ),0)
Uy (,5) = min(u"(i,j — 1) — u"(i, ), 0)
Uy (,7) = maz(u®(i,j — 1) —u"(i, 7),0)
uypn(i,3) = maz(u"(i,j+1) —u" (i, 5),0)
Uy (1, 5) = min(u"(i,j + 1) —u" (3, ), 0),

com os sub-indices f e b denotando diferencas avancadas e atrasadas respectivamente,

enquanto os sub-indices m e M, o minimo e maximo respectivamente.

3.3.2 Uma forma alternativa para a equagao do modelo BSBC

Batista, em sua dissertagdo de Mestrado [4], propds uma maneira alternativa
de implementar o modelo BSBC.
Vamos entao apresentar essa forma alternativa proposta por Batista. Conside-

ramos a EDP do modelo dada pela equagao (3.4), com m = VL, ou seja:

gj = VL(u) - Vtu,
e tomando L(u) como sendo o Laplaciano temos:

0

8—1‘ = V(Au) - V.
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Assim,

|
I
4

(Au) -V

(V(Vu) - (Vu)*

(Gerap)) (G230

V(o)) (5o ay)

() Gra) (- 55)
#5) (g 53)

0%u
u  0%u ou Ou
oz’ 8y><6:ﬂ2 + 67y2)> ' <_ @’%)

o3

ot

Il |
<1

Il
<l

|
<

(
(v
(
¥ (52

(5

P Pu P ou 0
= (a 8:):; ax%+T£)'<_§Z’£)

(5

3 3
Ox3 8w;)<_gl;>+<%+g;;>gz
B Pu OBu Ou Pu  BPu\ Ou
= (3t o) 5~ (68 * 5my2) 3y

Portanto, a forma alternativa para a equagao do modelo para o dominio de

retoque é dada por:

ou ( 03u 83u) ou (83u u )8u (3.13)

o \oazy T o) o  \od T o) oy

Caso contrério, isto é, fora do dominio de retoque, a equacao sera:

ou

Sendo assim, utilizando a aproximacao pelo método de Euler, o esquema

numérico torna-se:
u"H i, ) = u" (i, §) + At up (i, ),

onde u}(i,7) é dada por (3.13), ou seja:

i) = (thazy (i 3) + 0, 3) )02 ) =t (i, ) + ey (5,) Y 0, ).
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De maneira analoga a discretizagao proposta por Bertalmio, Sapiro, Ballester
e Caselles [6], o processo é intercalado com a mesma equacao de difusao anisotrépica.
A implementagao pode ser efetuada utilizando derivadas centradas, ou seja,

aproximando-se as derivadas presentes na equacao (3.13) por:

ou  ulz+h,y)—ulr—hy)
or 2h
ou . u(x,y+h)—u(z,y—nh)
oy 2h
0*u  _  u(z+2h,y) — 2u(z,y) + u(z — 2h,y)
922 4h
0*u _ u(z,y+2h) — 2u(z,y) + u(z,y — 2h)
oy 4h
?u  _ u(@+hy+h)—ul@—hy+h)—u@+hy—h)+uz—hy—h)
dxdy 4h
Bu u(z+3h,y) — 3u(z + h,y) + 3u(z — h,y) — u(z — 3h,y)
dz8 8h
Pu u(z,y+3h) —3u(z,y+h) +3u(z,y — h) — u(z,y — 3h)
oy 8h
Pu u(z+2h,y+h) —2u(zr,y + h) +u(x — 2h,y + h)
0x2dy 8h
u(z 4+ 2h,y —h) — 2u(z,y — h) + u(z — 2h,y — h)
- 8h
Bu u(z+hy+2h) —2u(xr + h,y) +u(x + h,y — 2h)
oxdy? 8h
w(x — h,y + 2h) — 2u(x — h,y) + u(z — h,y — 2h)
8h )

Apresentamos a seguir, a discretizacao do processo de difuséao.

3.3.3 Discretizagao do processo de difusao

O processo de difusao é dado por:

ou , Vu
i |Vu| div (M) ,

onde u(zx,y) é a funcdo que representa a imagem.
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Desenvolvendo esse termo obtemos:

\Y%
|Vu| div (VU> = \JuZ+ul |div Yo W
[Vl |\t i
/ d d

_dx \JuZ +ud dy u + u?
Uy /U2 —i—ug — uggﬁ (1 [u2 +u§>

— 2 2
= uz +u

z Yy 2 2

Uz + Uy

2 2 ., d 2 2

Uyyy [ Uz + Uy — Uy g (1/ux+uy)

_l’_

2 2
Uz + uy

Além disso, temos:

(z)ai (\/ui + ug) = %(ui + uZ)_l/Q(ngcuw + 2y Uyg)

0 1
(zz)a—y (1 JuZ + ug) = i(ui + u2)71/2(2u$umy + 22Uy Uy )

Dali,
2 2 1
Ugz [ UZ + UL — Uy | ———=(2UzUzs + 2uyu
Vul div| —— | = y/uz+u; 53
Vu uz + ug
2 2 _ 1
Uyyy ) Uz + Uy — Uy (2 a2 (2up gy + 2uy“yy)>
Ty
+ oy Jud 4 5 5
uz + uy
2 2y 2 2y
B Uz (U + Uy) Uy (U Uy + Uylysz) n Uy (uz + Uy) Uy (Ug Uy + Uylyy)
- 2 2 2 2
Uz + uy uz +uy
w2+ 2 _ .2 _ 2 2 .2
B cxlly + Upgly — Uglpr — Uglylysz + uyyuz + Uyy Uy — UyUzUzy — Uy Uyy
- 2 2
Uz + Uy
2 2
o Uggly — 2U g Uy Uy + Uy U,
- 2 2 :
uz + uy
Logo,

\V4 Uiy — QUgplUy gy + UEU
Vul div( “): v T rY v (3.14)

|Vul u + ul
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3.4. MODELO VARIACIONAL TOTAL (TV)

Usando os operadores de diferencas finitas introduzidos na secao 2.1, obtemos
uma expressao numérica para o calculo do termo (3.14).
Na préoxima segao apresentamos o modelo de Retoque Digital Variacional To-

tal.

3.4 Modelo Variacional Total (TV)

O modelo TV ilustra com sucesso alguns aspectos do processo de desoclusao
na visao psicolégica, incluindo as ilusdes embaracadas e analisadas pelo psicélogo

Kanizsa[13].

Figura 3.3: O homem embaragado de Kanizsa

A Figura 3.3 mostra como a percepc¢ao visual pode subconscientemente con-
tradizer a situacao real. O fato é que a parte superior do corpo do homem esté atras
da cerca, enquanto, nossa percepcao prefere afirmar que a parte superior do corpo esta
em frente a cerca. Esta situag@o é aparentemente causada pela presenga da mesma cor
na cerca e na parte superior do corpo do homem. Este é um dos exemplos das ilusoes
embaracadas e analisadas por Kanizsa.

O modelo Variacional Total proposto por Rudin, Osher e Fatemi [17] consiste

em resolver o problema de minimizacao do seguinte funcional:

Ju] :/ |Vu| dz dy
Q
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3.4. MODELO VARIACIONAL TOTAL (TV)

sujeito as restricoes

/udwdyz/[dxdy
Q Q

/\u—[!Q dz dy = n°.
Q

A primeira restricdo nos informa que o ruido é Gaussiano e a segunda usa o
fato do desvio padrao do ruido ser n(z,y).
Este problema de minimizacao estd diretamente relacionado ao problema de

minimizacao sem restrigoes:

Ju] = /Q(\Vu] + 8 u—TIP) d dy.

A solucéo desse problema é obtida encontrando-se a solucao do estado esta-
cionario da equacao diferencial parcial, a qual é denominada a evolugao da equacao de
Euler-Lagrange de Ju].

Assim, consideremos

_ p 2. fz 2y’ 2. fz 2y’ 2
P—]Vu|+§\u—f| = um+uy+§\u—f| = um+uy—|—§(u—1).

Entao, para P(z,y,u, uz, uy) temos a seguinte equagao de Euler-Lagrange:

oP 9 OP 9 0P _

Dali,

orP _p B

%—2 (u—1I)=pP(u—1I).
Pois,
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oP 2uy
ou, 2 2
voo24/ug +uy
2 2 2uzuzy+2uyuyy> Ug Ugy +UyU
u u w2y, [ Sty T2ty Uyy _ Uz Ugy TUyUyy
9 0P _ w18+ g (5 g ) twlVel = (P
dy Ouy u? +u |Vul|?
Assim a equagao (3.15) torna-se:
e V] = 0 (SE) |V — v, ()
0=Glu—1I| - [Vl T [Vl . (3.16)
u
Por outro lado,
|§u| N ’vl |(u507uy) = - ) 2
u u 2 4 .2 2 4 g2
\/u$+uy \/ux%—uy
Assim,
. Vu 0 Uy 0 Uy
div ~a) "o\ T +87 T
Como
um\/m_ux 2Ualizge +2UyUys v Ug U+ Uy Uy
0w =T 2y ) tas [Vl e (T
o \/m u2 + u2 [Vul?
Tty
e
2 2 2uzUzy+2uyuyy
U Uy +uy — Uy | = — Us Uy TUyUyy
9 uy yy\/i y( 2/u2+u2 ) B Uyy|Vul Uy( [Vul )
o\ 2+ R VP
T Uy
temos:
N G — q,, (latoy tuytyy
C(Vu el Vul Ux( Val )*“yy|vu| “y( V] )
div Val ) = e . (3.17)



3.5. MODELO DA DIFUSAO GUIADA PELA CURVATURA ( CDD)

De (3.16) e (3.17), encontramos:

Blu— 1) — div <\§Z;> 0.

Portanto, a minimizacao do funcional E[u] é obtida resolvendo-se :

Vu

u = div (W) —Bu—1), (3.18)

com u(z,0) = I(z), z € R2.

No dominio de retoque, o modelo aplica um simples processo de difusao

e ( Vu > 7 (3.19)

o qual, vem sendo estudado extensivamente nos dltimos anos.

anisotrépica dado por:

Da equagao (3.18), na auséncia de ruido, como é o caso do nosso trabalho,
(isto é, B = 0 dentro do dominio de retoque), o modelo de retoque Variacional Total
¢ morfologicamente invariante. O modelo exige apenas evoluir a equacao (3.19) no
tempo. Sendo assim, é adicionado o termo |Vu| para balancear a equagao, tornando-se
entao:
ou Vu
— =|Vu| V- <>,
ot |Vul
que é exatamente o movimento da curvatura média e é muito 1til por apresentar con-
vergéncia numérica rapida.
Podemos observar também que o modelo TV é exatamente igual ao termo de
difusao, logo sua discretizacao ja foi mostrada na secao 3.2.

Na secao seguinte, apresentamos o modelo CDD.

3.5 Modelo da Difusao Guiada pela Curvatura (CDD)

Apesar da qualidade do mecanismo de transporte ao longo das linhas de nivel
ser um esquema estavel, andlises matematicas no modelo BSBC mostram-se muito
dificieis. Entretanto, inspirados neste fato, Chan e Shen propuseram um modelo de
retoque, o qual é fundamentado no principio variacional, desde que o funcional energia

seja baseado no modelo TV.
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3.5. MODELO DA DIFUSAO GUIADA PELA CURVATURA (CDD)

Com isso, o modelo CDD proposto por Chan e Shen é um aprimoramento
da difusao anisotrépica do modelo TV, tendo como objetivo obter conecgdo a longa
distancia, isto é, atender ao Principio da Conectividade. Este principio estabelece
que todas as regides incompletas sejam totalmente conectadas, ao invés de aparecerem
partes separadas (mais detalhes em [13]). Além disso , o modelo de retoque CDD
emprega informagdes através da curvatura na difusao.

O modelo é dado pela EDP:

ou g(k) Vu
o v (L) k=v. = 3.20
o=V (yvuvu>’ Vvl (3.20)

onde g : R— [0,+00) é uma fungao continua, satisfazendo: ¢(0) = 0 e g(£o0) =

+o00. Estas caracteristicas da g definem uma fungao dita “aniquiladora’de grandes

g(k)

curvaturas. A introdugao de g(k) é para suavizar as linhas de nivel, desde que D = Val
1 u'

denota o coeficiente de condutividade. Este coeficiente de condutividade é dado por
%, ao invés de ﬁ como no modelo TV, o qual depende da curvatura das linhas de
nivel. Por essa razao o modelo é denominado CDD (difusao guiada pela curvatura).

Fundamentalmente, a grande vantagem do modelo CDD sobre o modelo TV,
é o fato deste obedecer o Principio da Conectividade e, ao mesmo tempo, ser sensivel
a ruidos, ou seja, o modelo CDD elimina eventuais ruidos em imagens digitais.

A escolha de g(k) = 1 para pontos fora do dominio de retoque indica que o
modelo efetuard, de forma satisfatoria, a eliminacao do ruido fora do dominio 2, exata-
mente como no modelo TV. Enquanto isso, g podera ser qualquer funcao apropriada
que “eliminard” as grandes curvaturas e estabilizard as pequenas curvaturas dentro do
dominio de retoque. Esta é a razao pela qual definimos g como sendo uma funcao
“aniquiladora”’de grandes curvaturas e estabilizadora de pequenas curvas.

Tendo esta condicao satisfeita, o modelo estende as linhas de nivel para dentro
do dominio de retoque, e como resultado, tem-se objetos totalmente conectados. Dessa
forma, o modelo CDD obedece de forma restrita ao Principio da Conectividade e a
equagao (3.20) reflete o processo de Retoque Digital com redugao de ruidos.

Um exemplo simples, seria tomar g(s) = |s|P, V p > 0.

A discretizagdo do modelo CDD também é andloga ao termo de difusdo, a

menos do acréscimo da funcdo g que tomamos como sendo g(k) = k2.
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3.5. MODELO DA DIFUSAO GUIADA PELA CURVATURA ( CDD)

Neste capitulo apresentamos as equacoes que descrevem matematicamente o
problema de Retoque Digital, bem como suas discretizacoes.

No proximo capitulo, mostramos os resultados obtidos com a aplicagao dos
modelos BSBC, TV e CDD, e também alguns comentarios e observacoes com relagao

as aproximagoes de tais modelos.
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

Vamos aproximar os modelos mateméaticos BSBC, TV e CDD por métodos
numéricos de ordem de precisao mais alta que o método de Euler, que é geralmente uti-
lizado. Para isto, utilizamos o Método Previsor-Corretor e Métodos Lineares Explicitos
de Passo 2, 3 e 4.

Para aproximar o modelo BSBC pelos métodos numéricos, mencionados acima,
usamos uma discretizagao diferente da proposta em [6] para os termos da EDP.

Tomamos uma malha regular, h = k, e buscamos encontrar aproximacoes para

as derivadas utilizando nove pontos desta malha (ver Figura 4.1).

[x-hy+h] [w.y+h) [a+hiyeh)

[xhyl [ [ahiy]

behyeh) [s2-h] et yhl

Figura 4.1
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CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS

Para encontrar essas aproximagoes, precisamos expandir u(z,y) em Série de

Taylor numa vizinhanca de z, isto é, nos pontos (z + h,y) e (x — h,y), ou seja:
h? h3 h*
u(x + h, y) = u(m, y) + h uz(x7y) + guxac(wv y) + ?umx;r(xyy) + Euzxxac(fhy),

& € (z,v+h) (4.1)

h? h3 h*
U(CL‘ - hay) = U(SC, y) —h ux(livy) + aumc(zca y) - ?Uxxa:(xay) + Zuazxmc(g%y))

& € (z—h,z). (4.2)

Subtraindo (4.2) de (4.1) obtemos:

2h3

u(x + h,y) —u(z — h,y) L oY),

:Ux(xuy) = 2

= (o) & T elE 2 ), (4.3)

Em (4.3) encontramos uma aproximacao para u;(z,y).

Por outro lado, se expandirmos em Série de Taylor u,(x,y) em torno dos

pontos (x,y + h) e (x,y — h), produzimos:

2 h3 h4
Um(l'a y+ h) = u:t(xv y) +h uzy(xv y) + ﬁuazyy(xa y) + auaﬁyyy(x, y) + Zuxyyyy(xa 53)a
&€ (y,y+h) (4.4)
€
h? K3 h*

ug(z,y — h) = uz(z,y) — h ny(93>y) + gu:ryy(xay) - guxyyy(l"y) + Zuxyyyy(ffa&),

§1€(y—hy). (4.5)

Somando (4.4) e (4.5) temos:

Ug(x,y + h) +uz(z,y — h
up(a,y) = YT Y ZR) 4

uz(x,y + h) —;— ug(z,y — h) (4.6)

= uz($>y) ~
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CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS

Sendo assim, encontramos uma outra aproximagao para u(z,y).
Logo, se substituirmos a aproximagao encontrada em (4.3) na expressao (4.6),
encontramos:
2 - 4h
uw@+hy+h)—u@—hy—h)—ulz—hy+h)
4h

ug(z,y) =

L)

Como foi dito anteriormente, buscamos uma aproximacao para a derivada e
como encontramos duas, vamos fazer uma média entre elas. Para isto, somamos (4.3)
com (4.7) e dividimos por 2. Apés algumas manipulagoes algébricas, chegamos ao

resultado da discretizacao desejada, isto é:

ux(xvy) ~

1
u(m+h7y)—u(ﬂz—h,y)+§(u(x+h,y—h)—u(az—h,y—h)

x+h,y+h)—u(:n—h,y+h)>]. (4.8)

£[ -

+ u

—

Essa discretizacdo é da ordem h?, pois se expandirmos em Série de Taylor
0s termos U(IE + hay)’ U(CE - hay)7 U(.ZE + h7y - h)7 U(IE - hay - h’)a u(w + hvy + h) €

u(z — h,y + h), encontramos:

ﬁ u(x+h,y)—u(m—h,y)+%(u(w+h,y—h)—u(m—h,y—h)
+ w(lx+h,y+h)—ulz-— h,y+h)>] = uy(z,y) + O(h?) (4.9)

Analogamente, encontramos as outras aproximacoes como sendo:

uy(z,y) =~ ﬁ{u(x,y—i—h)—u(x,y—h)—l—%(u(x—l—h,y—h)—u(az—h,y—h)
+ u(m+h,y+h)—u(m—h,y+h)>] (4.10)
Ugr(T,y) = 2—}112 [u(az + h,y) —2u(z,y) + u(z — h,y)

1
- U(w,y+h)—U(%y—h)+§(U($+h,y+h)+U($—h,y—h)

+ u(a:+h,y—h)+u(:c—h,y+h))]. (4.11)

1
wy(,y) ~ g |u(ey+h) = 2ule,y) + ule,y — h) = ulz + h,y)

1
— u(a:—h,y)+§(u($+h,y+h)+u(x—h,y—h)

+ mx+my—m+u@—my+mﬂ (4.12)
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1
o7 du(x + h,y +h) + 4u(x — h,y — h) — 4du(x + h,y — h)
— du(x — h,y+h) +u(x + h,y + 2h) — u(x — h,y + 2h)

uxy(xa y) ~

+ wu(x —h,y—2h)+u(x+ h,y —2h) + u(x — 2h,y — h)
— w(z—2h,y + h) + ulx + 2h,y + h) — u(x + 2h,y — h)]. (4.13)
Do mesmo modo que para u,, as aproximacoes para as derivadas ty, Uzz, Uyy
€ Ugy também tem ordem de h2.

Queremos ressaltar que a magnetude do vetor u foi calculada, da forma tradi-

cional, como sendo:

[V (i, )| = \Ju26,9) + w36, ).

Apesar de ambas as discretizacdes apresentarem ordem h2, com a discretizacao
das médias nao foi necessario a técnica de regressao utilizada em [6], para o célculo de
|Vu™(i, 7)|. Isto foi comprovado apenas por testes computacionais.

Os demais termos do modelo BSBC foram calculados usando as discretizacoes
para u, e u, dadas por (4.8) e (4.10), propostos pelos autores. Do mesmo modo, para
os modelos TV e CDD, utilizamos as discretizagoes das médias dadas anteriormente.

Vamos entao usar essas discretizagoes das médias tanto para a versao uti-
lizando o Método Previsor-Corretor quanto para os Métodos Lineares Explicitos de
Passo 2, 3 e 4.

Vale ressaltar que consideramos uma imagem como sendo uma matriz m X n,
onde o valor de cada elemento corresponde a uma tonalidade de cinza no “pixel” cor-
respondente. A escala h,corresponde ao espacamento espacial nas direcoes horizontal e
vertical. Como esse espacamento corresponde a distancia entre os “pixels” horizontais e
verticais, tomamos essa distancia como sendo 1, correspondente a 1 unidade de “pixel”.
Desta forma, tomamos, neste trabalho A = 1.

Para o Método Previsor-Corretor, tomamos o Método Euler como previsor e

0 Método Euler Melhorado como corretor, chegando ao seguinte esquema numeérico:
(i, 5) = u" (i, §) + % ug(i,7) + uf“(i,j)} (Euler M elhorado)
com
u (i, 5) = u" (i, 5) + At u(i,5), (Buler)
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onde uy é a EDP do modelo de retoque que queremos aproximar. Note que esses
métodos sao casos particulares dos métodos de Runge-Kutta.

Agora, para os Métodos Lineares Explicitos temos os seguintes esquemas
numéricos:

Passo 2:

ntlss - VAN 2 S "y .
u +1(Zvj):u (Z’])—f_? [ut (Z’])_ut (7’_17]_1):|

sendo que para a primeira iteragao, u}'(i — 1,j — 1) foi calculada usando o método de
Euler.

Passo 3:

At
WG ) = i)+ T [ 2800 ) — 16U — 15— 1) + 5up(i — 2,5~ 2)]

sendo que para a primeira e segunda iteragoes, uy(i — 1,7 — 1) e uf(i — 1,j — 1), foram
calculadas usando o método de Euler.

Passo 4:
At
24
~ (i - 3,5 - 3)]

u" i) = Wi, ) + [55u?(i,j) —59up(i — 1,5 — 1)+ 37up (i — 2,5 — 2)

sendo que para a primeira, segunda e terceira iteragoes, uy (i —1,j — 1), up(i — 1,5 — 1)
e up(i — 2,5 — 2), foram calculadas usando o método de Euler.
Na proxima secao, apresentamos os resultados experimentais e alguns co-

mentarios sobre eles.
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4.1 Resultados Experimentais

Em nossos experimentos trabalhamos com matrizes de dimensoes 256 x 256,
onde cada elemento u;; da matriz ¢ um valor real correspondente a uma tonalidade
de cinza da imagem wu(z,y). Além disso, temos as imagens originais de cada uma
das imagens utilizadas. Sendo assim, calculamos o valor absoluto da diferenga entre
a imagem original e a imagem reconstruida. Apds essa execugao, somamos todos os
“pixels” correspondentes a regiao de retoque, dividimos pelo nimero de “pixels” desta
regiao e chamamos este processo de “erro médio”. De modo semelhante, verificamos
o valor maximo, em maédulo, que essa diferenga pode atingir e denominamos de “erro
maximo”.

Destacamos aqui que os melhores resultados foram obtidos com a aplicagao
do par previsor-corretor. O cédlculo dos erros médio e maximo, foi uma maneira, dentre
outras, de mostrar que o método previsor-corretor apresentou os melhores resultados.

Vale ressaltar também que os modelos foram implementados em linguagem
C'++, com o compilador DEV _C'++. Para isto, utilizamos uma maquina ADM Athlon
1GHz, com 256 Mb de memoria, no sistema operacional Windows.

Um fato que devemos levar em consideracao é o problema de contraste.

Figura 4.1: Imagem original

Grandes alteragoes nos valores dos “pixels” que compoem a imagem podem
afetar o contraste, prejudicando a qualidade visual dessa imagem. Mostramos a seguir,
um exemplo (Figura 4.2), no qual chamamos de u a imagem original e alteramos o

valor de um “pixel” que se encontra na posicao u(9,20), de 77 para -223 (imagem da
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Figura 4.2: Imagens alteradas.

esquerda) e de 77 para 377 (imagem da direita). Com isso, percebemos que realmente
um unico “pixel” pode modificar completamente o aspecto visual da imagem.

Alteragoes deste tipo serdao percebidas nos préximos resultados.

Os resultados experimentais foram encontrados através das aplicagoes dos
seguintes Métodos Numéricos: Método de Euler (ME), Método Previsor-Corretor (MPC)
e Métodos Lineares Explicitos de passo 2 (MLE2), passo 3 (MLE3) e passo 4 (MLE4).
Para o Método PC utilizamos o modo P(EC)™, onde m é o nimero de vezes que
aplicamos o esquema numérico e, em nosso trabalho, tomamos somente o caso m = 1.

Para todas as imagens apresentadas neste trabalho, aplicamos passos de di-
fusdo anisotrépica e tomamos At=0.1.

O primeiro exemplo trata-se de uma paisagem, cuja regiao de retoque pos-
sui 1205 “pixels”. Foram necessédrias 70 iteragoes, com passos intermediarios de uma

difusdo anisotropica para cada iteracao.

Figura 4.3: (1) e (2) - (1) Imagem a ser retocada. (2) Regiao a ser realgada.
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Figura 4.4: (3) e (4) - (3) Imagem reconstruida pelo método de Euler. (4) Imagem

reconstruida pelo método PC.

Figura 4.5: (5) e (6) - (5) Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 2. (6)

Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 3.

Figura 4.6: (7)- Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 4.
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Como pode ser observado, o método PC apresenta visualmente um resultado
melhor. Isso também pode ser comprovado através da Tabela 4.1, que mostra o calculo
dos erros. Por outro lado, esta imagem apresenta o problema de contraste quando

aproximamos pelo ME, MLE2, MLE3 e MLEA4.

Método | Erro Médio | Erro Maximo
Fuler 5.97 255.00
MLE2 5.22 124.70
MLE3 5.23 124.68
MLE4 5.25 124.66

PC 4.63 112.00
Tabela 4.1

Agora, utilizando a mesma imagem, mas com uma mascara contendo 2172

“pixels”, 100 iteragoes e com uma difusdo anisotrépica por iteragao.

Figura 4.7: (8) e (9) - (8) Regiao a ser realcada. (9) Imagem reconstruida pelo método
de Euler.
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Figura 4.8: (10) e (11) - (10) Imagem reconstruida pelo método PC. (11) Imagem

reconstruida pelo método explicito de passo 2.

Figura 4.9: (12) e (13) - (12) Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 3.

(13) Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 4.

Esta imagem apresentou uma grande alteragao no erro maximo, retratando
bem o problema de contraste citado anteriormente. Os valores dos erros, médio e

maximo, estao na Tabela abaixo:

Método | Erro Médio | Erro Maximo
Euler 5.71 255.00
MLE2 5.19 152.61
MLE3 5.21 152.59
MLE4 5.22 152.57

PC 4.66 89.00
Tabela 4.2
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Neste caso, como o “salto” no valor do “pixel” é maior, o efeito na qualidade
visual da imagem também ¢é maior. (ver Figuras 4.7(9), 4.8(11), 4.9(12) e 4.9(13))

No préximo exemplo, a regiao a ser realcada possui 15236 “pixels”. Foram
utilizadas 100 iteragoes, com passos intermediarios de cinco difusdes anisotrépicas a

cada iteragao.

Figura 4.11: (16) e (17) - (16) Imagem reconstruida pelo método de Euler. (17) Imagem

reconstruida pelo método PC.
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Figura 4.12: (18) e (19) - (18) Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 2.

(19) Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 3.

Figura 4.13: (20)- Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 4.

Método | Erro Médio | Erro Maximo
Euler 11.09 223.00
MLE2 11.64 219.00
MLE3 12.43 219.00
MLEA4 10.97 219.00

PC 9.92 191.20
Tabela 4.3

Neste exemplo, ilustramos a boa performance do método PC quando aplicado

a uma regiao grande. Por outro lado, se considerarmos os valores dos erros maximos
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da Tabela 4.3, concluimos que alteracoes pequenas nos valores dos “pixels” da imagem,
causam pequenos problemas de contraste no resultado visual. (ver Figuras 4.11(16),
4.12(18), 4.12(19) e 4.13 (20))

Apresentamos agora uma imagem sintética, na qual realizamos 230 iteragoes,
com quinze difusoes anisotrépicas por iteracao.

Para essa imagem obtemos os valores dos erros, médio e maximo, como sendo:

Método | Erro Médio | Erro Maximo
Fuler 1.50 84.67
MLE2 1.47 84.50
MLE3 1.47 84.95
MLE4 1.49 84.94

PC 1.46 84.40
Tabela 4.4

Como pode ser observado, esta imagem nao apresenta problemas de contraste.
Observamos aqui que trata-se de uma imagem bastante simples, com poucas tonalidades

de cinza em sua estrutura.

Figura 4.14: (21) e (22) - (21) Imagem a ser retocada. (22) Regido a ser realgada.
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Figura 4.15: (23) e (24) - (23) Imagem reconstruida pelo método de Euler. (24) Imagem

reconstruida pelo método PC.

Figura 4.16: (25) e (26) - (25) Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 2.

(26) Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 3.

Figura 4.17: (27)- Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 4.
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A proxima imagem apresenta uma complexidade maior, pois é constituida de
diferentes texturas, entretanto como no exemplo anterior, ndo mostra problemas no
contraste. Essa imagem possui 6422 “pixels” na regiao de retoque e foram realizadas

100 iteragoes, com uma difusao anisotrépica por iteragao. Para tal imagem, temos:

Método | Erro Médio | Erro Maximo
Euler 7.28 137.60
MLE2 7.16 137.58
MLE3 7.16 137.55
MLE4 7.17 137.52

PC 7.16 137.60
Tabela 4.5

O pimentdo € rico em
Aacido ascorbico,
essencial para a

formacao do tecido dsseo
e do colageno, agindo na
funcio vascular,

na respiracdo celular e

i na cicatrizagao.
Sua deficiéncia Sua deficiéncia pode
ar o escorbuto, . causar o escorbuto,
5 e fragueza. A . cansaco e fraqueza.

Figura 4.18: (28) e (29) - (28) Imagem a ser retocada. (29) Regido a ser realgada.
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Figura 4.19: (30) e (31) - (30) Imagem reconstruida pelo método de Euler. (31) Imagem

reconstruida pelo método PC.

Figura 4.20: (32) e (33) - (32) Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 2.

(33) Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 3.

Figura 4.21: (34)- Imagem reconstruida pelo método explicito de passo 4.
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Observamos que outros testes computacionais foram realizados, sendo que um
deles foi 0 aumento no nimero de iteragoes. O erro médio encontrado foi menor, mas
para isso foram necessarias muito mais iteragoes, gastando-se um tempo computacional
muito maior para encontrar um valor um pouco mais preciso. Por exemplo, para a
primeira imagem (Figura 4.3(1)), utilizamos os métodos de Euler e PC, aumentamos
de 70 para 800 iteracoes e obtemos um erro médio de 5.20 por Euler e 3.86 pelo PC.
Isto mostra uma diferenga de 0.77 no valor do erro, quando comparamos com os valores
encontrados na Tabela 4.1, ndo compensando o esforco computacional necessario.

Destacamos ainda, que o Método Previsor-Corretor foi utilizado para apro-
ximar os outros dois modelos, TV e CDD. Do mesmo modo, fizemos uma anélise dos
resultados comparando com o Método de Euler. Os resultados encontrados foram
praticamente andlogos ao do modelo BSBC e em virtude disto apresentamos apenas
uma imagem para exemplificar cada modelo.

Para a segunda imagem apresentada anteriormente (Figura 4.7(8)), com a
mascara de 2172 “pixels”’e os mesmos parametros, aproximamos o modelo CDD pelos
métodos de Euler e Previsor-Corretor. Com isso, encontramos um erro médio de 5.71
com o método de Euler e 4.26 pelo PC. O erro méximo foi de 90.22 para o PC e 255

por Euler.

Figura 4.22: (35) e (36) - (35) Imagem reconstruida pelo método de Euler. (36) Imagem

reconstruida pelo método PC.

Comparando as Figuras 4.22(35) e 4.22(36), podemos dizer que esta imagem

também apresenta sérios problemas de contraste.

76



4.1. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

A seguir, mostramos um dos resultados aplicados ao modelo TV.

Para este experimento, usamos o terceiro exemplo (Figura 4.10(14)) que apli-
camos ao modelo BSBC, ou seja, uma imagem da vida real. Relembrando, essa i-
magem possui 15236 “pixels” na regiao de retoque e implementamos com os mesmos
parametros. Baseado nestas condigoes, chegamos a um erro médio de 9.9 para o PC e

11.0 para Euler, enquanto o erro maximo foi de 223 por Euler e 189 pelo PC.

Figura 4.23: (37) e (38) - (37) Imagem reconstruida pelo método de Euler. (38) Imagem

reconstruida pelo método PC.

Novamente, esta imagem relata uma alteragdo pequena nos valores dos “pi-
xels”, resultando em uma modificagao pequena na qualidade visual desta imagem.

No Capitulo 3, mencionamos a forma alternativa de implementacao proposta
por Batista [4], para o modelo BSBC. De maneira andloga, aproximamos esta dis-
cretizacao pelo método de Euler e pelo método previsor-corretor.

Para ilustrar tal forma, utilizamos a Figura 4.3(1) que contém uma regiao de
retoque com 1205 “pixels”.

A Figura 4.24(39) foi obtida utilizando-se a forma proposta por Batista e
utilizando Euler para aproximacao. Foram necessarias 11000 iteragoes, sendo interca-
ladas 100 iteracoes de difusdo a cada 10 iteragao de transporte, para se chegar a esse
resultado.

Por outro lado, quando aplicamos a aproximacao pelo método de PC produzi-
mos a Figura 4.24(40). Podemos observar que nao foi possivel eliminar completamente

o desenho inserido quando aproximamos u; pelo método de Euler, fato que nao ocorre

7



4.1. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

quando aproximamos pelo método PC.

Observamos que de um modo geral, a implementacao da equagao dada por [6]
produziu, para testes realizados, melhores resultados que a forma alternativa proposta
por Batista [4], quando u; é aproximada por Euler. J& para o método previsor-corretor

ambas as formas apresentou bons resultados.

Figura 4.24: (39) e (40) - (39) Imagem reconstruida pelo método de Euler. (40) Imagem

reconstruida pelo método PC.
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Capitulo 5

Conclusao

No inicio deste trabalho fizemos um estudo sobre as equagoes diferenciais or-
dindrias e como resolvé-las através dos métodos numeéricos. Tal estudo foi realizado,
visando aproximar as EDP dos modelos de Retoque Digital, considerando ¢ como uma
variavel no tempo.

As equacoes diferenciais parciais representam uma ferramenta alternativa e
importante no contexto de processamento digital de imagens, pois visam explorar o
carater explicito das equagoes, proporcionando um baixo custo computacional.

Com relacao ao modelo BSBC, podemos observar, através dos resultados
mostrados no capitulo anterior, que aproximando-o pelo método previsor-corretor as
imagens reconstruidas sao visualmente melhores ou apresentam no minimo resultados
semelhantes quando comparado com os resultados das aproximagoes realizadas através
dos métodos de Euler e dos lineares explicitos de passo 2, passo 3 e passo 4.

De maneira andloga, o método previsor-corretor mostrou-se mais preciso quando
analisamos os erros, médio e maximo, definidos no Capitulo 4, com relagao aos outros
métodos.

Um outro fato diz respeito aos modelos CDD e TV, pois encontramos resul-
tados semelhantes ao do modelo BSBC, quando aproximamos pelo método previsor-
corretor. Para verificar tal fato, temos as figuras: Figura 4.22(36) e Figura 4.23(38).

Queremos ressaltar que outros testes computacionais foram realizados, sendo

que um deles refere-se ao aumento no nimero de iteragoes. O exemplo citado no
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Capitulo 4, caracteriza bem esta mudanga, pois ao evoluirmos de 70 para 800 iteragoes,
os resultados encontrados foram bem préximos, mas com um tempo computacional
relativamente grande, nao justificando, portanto, o aumento do ntimero de iteragoes.
Um outro teste, foi a forma alternativa de implementar o modelo BSBC, a qual foi
proposta por Batista [4]. Esta forma alternativa apresentou resultados inferiores aos
encontrados com a forma proposta em [6].

Uma outra vantagem da aplicacao do método previsor-corretor é que ele nao
apresentou o problema de contraste. Ao contrario disto, o método de Euler e os métodos
lineares de passo 2, passo 3 e passo 4 apresentaram grandes alteracoes nos “pixels”,
prejudicando visualmente a qualidade das imagens reconstruidas. Este fato pode ser
verificado nas figuras: Figura 4.4(3), Figuras 4.5(5)-(6), Figura 4.6(7), Figura 4.7(9),
Figura 4.8(10), Figuras 4.9(12)-(13) e Figura 4.22(35).

Gostarfamos de concluir este trabalho, deixando claro que ha muito o que se
fazer para evoluir nesta area de processamento de imagens. Logo, como desafio futuro
propomos a utilizacao de métodos numéricos com ordem de aproximacao mais alta, que
possa evitar, ou pelo menos reduzir, o problema de contraste e também tenha um baixo
custo computacional, pois apesar do método previsor-corretor ter apresentado resulta-
dos melhores quando comparados com o método de Euler, seu custo computacional é
maior.

Esperamos ter contribuido de alguma forma com nosso trabalho.
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