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Resumo

Os objetivos deste trabalho foram relacionar a ramificagdo com os conceitos de discriminante
e diferente. Utilizando esses conceitos foram feitos aplicagoes em reticulados e cédigos. Nessas
aplicagoes, estudamos algumas maneiras de obtermos reticulados e também alguns cédigos,

chamados cddigos de bloco espago-tempo.

Palavras-chave: Discriminante, ramificacao, diferente, reticulado, cddigos de bloco espaco

tempo.
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Abstract

The aims of this work were to relate ramification with the concepts of different and discriminant.
Using those concepts we made applications in lattices and codes. In those applications, we study

some ways to get lattices and some codes, called block codes space-time.

Keywords: Discriminant, ramification, different, lattices, block codes space-time.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre ramificacao, discriminante, diferente e também
sobre reticulados. Considerando A um anel de Dedekind, K seu corpo de fraces, L. uma
extensao finita de K e B o anel dos inteiros de I em relagéo a A, vimos a decomposicao de um
ideal primo P nao nulo em L, onde consideramos a fatoracio do ideal estendido PB em ideais
Q; de B. Através do conceito de discriminante, caracterizamos os ideais primos de A que sao
ramificados em L, e com o conceito de diferente, caracterizamos os ideais primos do anel dos
inteiros B que sao ramificados em L.

Forney em 1988 deu inicio a uma teoria que dado um reticulado conseguimos em cima dele
obter reticulados equivalentes através de uma multiplicagdo por escalar, translacdo e rotacao.
Usando o diferente, Eva Bayer em 1999 obteve outro conceito de reticulados e por fim uti-
lizando a idéia de Forney, Viterbo em 2004 introduziu alguns métodos de se obter reticulados
rotacionados. Deste modo, como uma aplicagao da teoria algébrica dos niimeros, apresentamos
o conceito de reticulados no R", a obtengao de reticulados via 0 método de Minkowski, onde a
imagem do homomorfismo canoénico de ideais do anel dos inteiros sdo reticulados, e também a
obtenc¢ao de reticulados utilizando discriminante e diferente, via os trabalhos de Eva Bayer e
Viterbo.

Desta maneira, este trabalho estd dividido nos seguintes capitulos.

No Capitulo 1, abordamos a teoria algébrica dos numeros, onde vimos os conceitos de
elementos inteiros, anel dos inteiros, corpos de niimeros, corpos quadréticos e ciclotémicos,
anéis Noetherianos e de Dedekind, norma de um ideal e anéis de fracoes.

No Capitulo 2, apresentamos os conceitos de ramifica¢ao e discriminante, e também a relagao
entre eles. Apresentamos o Teorema de Kummer, que usamos para a decomposi¢do de um
ideal primo em uma extensao. Em seguida, apresentamos um breve estudo sobre reticulados,
enfocando os seus principais pardmetros tais como regido fundamental e volume. Também
apresentamos o homomorfismo canénico de um corpo de niimeros e a obtencao de reticulados

via este homomorfismo.
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Introducao 18

No Capitulo 3, apresentamos os conceitos de diferente e ramificacao enfocando suas princi-

pais propriedades. Também apresentamos as principais relagoes entre diferente e ramificagao.

No Capitulo 4, apresentamos outros métodos de se obter reticulados de um modo diferente
dos obtidos no Capitulo 2, enfocando os trabalhos de Forney e Eva Bayer. Finalizando o
Capitulo, apresentamos os cédigos de bloco espago-tempo e exemplos destes cédigos, os quais
sdo construidos em uma extensio de Q().

Os anéis considerados neste trabalho sao comutativos e com elemento identidade.
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Capitulo 1

Teoria dos Numeros Algébricos

Este capitulo tem como objetivo de introduzir conceitos importantes da Teoria Algébrica dos
Ntmeros, os quais sao utilizados nos capitulos posteriores, tais como elementos inteiros sobre um
anel, norma e traco de elementos. Sobre um corpo de niimeros, veremos os corpos quadraticos e
corpos ciclotomicos. Para finalizar, veremos as principais propriedades dos anéis Noetherianos,

dos anéis de Dedekind e dos anéis de fragoes. Utilizamos as seguintes referéncias [1] e [2].

1.1 Elementos inteiros

Nesta secao, apresentamos o conceito de elementos inteiros sobre um anel, onde veremos que
o conjunto desses elementos é um anel chamado anel dos inteiros. Também apresentamos um

estudo sobre as suas principais propriedades.

Definigao 1.1.1 Sejam A C B anéis. Dizemos que um elemento a € B € inteiro sobre A, se «
¢é uma raiz de um polindmio monico com coeficientes em A, ou seja, se existem ag, -+ ,ap—1 € A,
ndo todos nulos, tal que a™+an_1a™" '+ -+aja+ag = 0. Essa equagdo é chamada de equagdo

de dependéncia integral de .

Exemplo 1.1.1 Sea = V547 € R, temos que o é inteiro sobre Z, pois a € raiz do polinémio

xt — 242? + 4 € Z[z].

Teorema 1.1.1 Sejam A C B anéis e a € B. Sdo equivalentes as sequintes afirmagoes:
i) a € inteiro sobre A.
ii) O anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.

i1i) Eviste um subanel R do anel B tal que R é um A-mddulo finitamente gerado que contém

Aea.
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1.1. ELEMENTOS INTEIROS 20

Demonstragdo: i) = ii) Temos que Afa] = {3, a;a’ : a; € A}. Por hipétese, temos que a é

inteiro sobre A. Entao existem aq,--- ,a,-; € A, ndo todos nulos, tal que
a" + a1+ aa+ap=0.

Seja M = (1,a,- -+ ,a™ ') um A-médulo finitamente gerado. Vamos mostrar que Afa] = M.
Temos que a" = —(ap—10" ' + -+ aqya + @p), ou seja, a" € (1,a,--- ,a™"1). Agora, vamos
provar por inducdao que o/ € (1,q,--- ,a" 1), Vj € N. Temos que o/ € (1,a,--+,a"" 1),
Vj < n — 1. Suponhamos, por hip6tese de indugao, que o € (1,c, -+ ,a""!) e mostremos que
ot € (1,a,---,a"!). Por hipétese, segue que existem elementos by, -+ ,b,_; € A tal que

o =b,_1a" '+ + bja+ by. Assim,

ot = od-a
(b1 14t ba+bp) -
bp_10™ + -+ + b’ + by
bp1(—=Gp_10" ' = . —aya — ag) + -+ + bja® + by
Bl @ — e B GO — byl b e e+ bR + By

—anbn_I + (—bn_la1 + bo]&' e (bn_z — bn_lanﬁl)ﬂﬂ_l,

ou seja, o/t € (1,a,---,a" "), para todo j € N. Por outro lado, temos que
(1,a,---,a™ 1) C Ala]. Assim, (1,a,---,a"" ') = Ala]. Portanto, A[a] é um A-médulo
finitamente gerado por 1,a,---,a™ !, Para ii)= iii) temos que como a € Afa] e A C Ala],
é suficiente tomar R = A[a]. Finalmente, para iii)= i) seja R = (y1,--- ,¥n) um A-médulo
finitamente gerado tal que AC RC Bea € R. Assim R = Ay; +---+ Ay,. Como o € R
temos que ay; € R, para todoi =1,--- ,n. Assim, existem a;; € A, com 1 <, j < n, de modo

que
ayy =anyi + -+ QiplYn

QYs = A1Y1 + **+ + Q2pln

L QYp = A Y1+ + AppYn-

g
(0' =y ﬂll)yl — a12yY2 — — Q1nYn

—appy1 + (@ — ag)ys — +++ — a2Yn

L —Qn1lY1 — QpaYya — - I (Of - ann)yn

AVA
AVAYRY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unespwl B2y 43 14 1 e A

18



1.1. ELEMENTOS INTEIROS

Na forma matricial, temos

a — ap —ay2

—a2) Q — a2z

—an1 —0ap2 Tt O — Qpy i Yn

Seja d o determinante da matriz dos coeficientes deste sistema linear. Pela regra de Cramer,

n
temos que dy; = 0, para j = 1,--- ,n. Como 1 € R, temos que 1 = chyj, comc; € A, e
i=1

n n
assim, d = d- 1= dz C.r'?%:Z cjdy; = 0. Observemos que d é uma equacdo de dependéncia
J=1 Jj=1
integral de a, uma vez que d = " + b,_;a™" ' 4+ --- + by = 0, onde cada b; € A. Portanto, o é

inteiro sobre A. -

Corolario 1.1.1 Sejam A C B anéis, e sejam «y, - ,a, € B. Se a; € inteiro sobre A,
aq € inteiro sobre Alay], --+ e ay, € inteiro sobre Alay, -+ ,an-1], entdo Alay, - ,ay,] € um

A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao: Se a; ¢ inteiro sobre A, entdo pelo Teorema 1.1.1, temos que Afa;] é um
A-médulo finitamente gerado. Assim, por indugdo, suponhamos que R = Afay, -+, a,-1] seja
um A-mddulo finitamente gerado pelos elementos {vy,vs, -+ ,v,} € que a, seja inteiro sobre

R = Alay,+ ,an—1]. Pelo Teorema 1.1.1, temos que R[a,] é um R-médulo finitamente gerado.
Assim existe {wy,- -, ws} C R[ay,] tal que
Bl = Alag v ,05] = Z Rw; = Z (Z aj-'vj) w; = Zajvjwi.
i=1 i=1 \j=1 5
Logo, {vjw;}, parai = 1,---,s e j = 1,---,n, gera R[o,| como um A-mddulo. Portanto,

Alay, -+, ap) € um A-mddulo finitamente gerado. ']

Corolario 1.1.2 Sejam A C B anéis. Se o, 3 € B sao inteiros sobre A, entio o £ 3, aff sao

inteiros sobre A.

Demonstragao: Temos que a + 3, a3 pertencem a Ala, 3]. Pelo Coroldrio 1.1.1, temos que

Ala, B] é um A-médulo finitamente gerado e pelo Teorema 1.1.1, segue que a £ 3, af8 sao

inteiros sobre A. #]

Definicao 1.1.2 Sejam A C B anéis. Dizemos que B € inteiro sobre A se todo elemento de B

é inteiro sobre A.
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1.1. ELEMENTOS INTEIROS

Definicao 1.1.3 Sejam A C B anéis.
(1) Op = {a € B : « € inteiro sobre A} é chamado anel dos inteiros de A em B, ou fecho

inteiro de A em B.
(2) Se A é um dominio e B = K o corpo de fragées de A, dizemos que Op € o anel dos inteiros

de A em K. Além disso, se A = Op dizemos que A é um anel integralmente fechado.
Proposigao 1.1.1 Se A C B sao anéis, entao A C O C B.

Demonstragao: Pelo Coroldrio 1.1.2, temos que Op é um subanel de B . Agora, se a € A,
entdo a é raiz do polinémio p(xr) = = — a, o qual tem coeficientes em A, e assim a € Op.

Portanto, A C O C B. 2]

Proposigao 1.1.2 Sejam A C B C R anéis. Assim, R é inteiro sobre A se, e somente se, R

é inteiro sobre B e B ¢ inteiro sobre A.

Demonstragao: Suponhamos que R ¢ inteiro sobre A. Se o € R, entao existem ag, ++ ,a,_, €
A, nao todos nulos, tal que

o +ap10™ 1+ - ap =0.
Como A C B, segue que ¢; € B,i=0,1,--- ,n—1, ou seja, « é inteiro sobre B. Portanto, R
é inteiro sobre B. Agora se, o € B e como B C R, segue que o € R e entdo por hipétese a é
inteiro sobre A. Portanto, B é inteiro sobre A. Reciprocamente, seja @ € R. Como R é inteiro

sobre B, segue que existem by, - ,b,_; € B, nao todos nulos, tal que

a®+b, 1@ 4.+ by =0.

Seja C = Albg, - -+ ,by—1]. Logo, a é inteiro sobre C. Como B ¢ inteiro sobre A, segue que os b;-s

sao inteiros sobre A. Pelo Corolario 1.1.1, segue que Cla] = A[bg, -+ ,bp—1, @] é um A-médulo
finitamente gerado. Pelo Teorema 1.1.1, temos que « é inteiro sobre A. Portanto, R € inteiro

sobre A. (3]

Proposicao 1.1.3 Sejam A C B anéis, onde B é um dominio e inteiro sobre A. Entio A é

um corpo se, e somente se, B é um corpo.

Demonstragao: Suponhamos que A é um corpo. Seja o € B, a # 0. Logo, « é inteiro sobre
A e pelo Teorema 1.1.1, segue que A[a] é um espaco vetorial finitamente gerado sobre A. Seja
¢ : Ala] — Ala] uma aplicacao definida por ¢(b) = ba, Vb € Ala]. Temos que ¢ é A-linear e

bijetora, uma vez que Vb;, by € A[a], temos que

@0(by + by) = (by + b2)a = bia + baa = p(by) + ¢(b2)
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1.1. ELEMENTOS INTEIROS

©(vb1) = vhia = yp(by).
Se ¢(b) = ba = 0 temos que b = 0, uma vez que B é um dominio. Portanto, ¢ é injetora.
Como a dimenséao de A[a] sobre A é finita segue que ¢ é bijetora. Assim, como 1 € Ala], existe
b e Ala] tal que b« = 1. Portanto, B é um corpo. Por outro lado, suponhamos que B é um
corpo. Seja a € A. Assim a € A C B, e portanto a~! € B. Como B é inteiro sobre A, segue
que
(@) +an_1 (@) 4 apo(@ )2 4. 4 a9 =0,
com a; € A, nao todos nulos. Multiplicando por a"~!, temos

al+an_ 1+ apsa+---+aa" ! =0,

ou seja,

=1

o =—(an_1+---+ala" . 1).

it (IgC]!n_
Assim, a~! € A . Portanto, A é um corpo.
Proposicao 1.1.4 Se A é um dominio, entao Op € um anel integralmente fechado.

Demonstragao: Seja K o corpo de fragoes de A. Assim, K também é o corpo de fragoes de
Op. Seja a € K inteiro sobre Og. Como Op ¢ inteiro sobre A segue da Proposicao 1.1.2 que

« é inteiro sobre A, e portanto a € Opg. Assim, Op é um anel integralmente fechado. [+

Proposigao 1.1.5 Se A é um dominio principal entdo A é um anel integralmente fechado.

" a
Demonstragao: Seja K o corpo de fragoes de A. Seja o € K inteiro sobre A tal que a = B
com a,b € A e mdc(a,b) = 1. Entdo existem a; € A, i =1,--- ,n — 1, ndo todos nulos, tal que

a4+ ap_ 10" 4o tap =0.

a
Substituindo « por —, temos que

b
(%)n +ap; (%)n_l e iy 0,

Multiplicando por ", obtemos

a" + ap_1a"" b+ -+ " =0,
isto é,

a" = b(—ap_1a"t — -+ —agb™ ).
Logo b divide @™ e como mdc(a,b) = 1, segue que b divide a, o que implica que a = be. Usando
novamente o fato de mdc(a, b) = 1, temos que existem o, yo € A tal que azo + byo = 1. Assim,
bexo + byo = 1 0 que implica que b(cxo + yo) = 1. Assim, b é inversivel em A e o = ab™' € A.

Portanto, A integralmente fechado. [ ]
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1.2. NORMA E TRACO

1.2 Norma e traco

Nesta se¢ao, apresentamos os conceitos de norma e trago de elementos. Também apresentamos
que o anel dos inteiros ¢ um A-mdédulo livre, onde A é um anel principal.
Sejam A C B anéis, onde B é um A-médulo livre de posto finito n. Seja {e;,--- ,e,} uma

base de B sobre A e seja # : B — B um homomorfismo. Assim,
B(e1) = arey + ajaes + - - + ayen

6(e2) = azie; + ages + -+ + aznen

8(e‘n) = an1€1 == Ap2€2 S pEEE e o Ann€n,
0(e1) €1
com a;; € A, onde 1 <4,j < n. Assim, : = [ayj] | . Definimos o trago de 6 por
9(611) €En
n
Trpa(0) = Z aii, a norma de 6 por Np4(f) = det(a;;) e o polindmio caracteristico de ¢ por

i=1
mp|a(x) = det(x] — ). Assim, temos que:

Trpja(0+6') = Trpja(8) + Trpa(6)

det(06') = det(0)det(6')

mpja(z) = det(zI — 0) = 2" — (Trpa(6))z" " + -+ + (—1)"det(6).

Definicio 1.2.1 Seja o endomorfismo 6, : B — B definido por 0,(z) = ax, com o € B. O
traco de o € B € definido por Trpja(a) = Trpja(6s), a norma de a € B por Npja(a) = det(ba)

e o polinémio caracteristico de a por mpja(x) = det(zI — 0,).

Observagao 1.2.1 Se K C L extensdes de corpos, e se Og e Oy, os anéis dos inteiros de K
e L, respectivamente, entio usamos a notagio Try(a) ou Troy ok (@), Nyk(a) ou Noyjog (@)

com o € L.

Exemplo 1.2.1 Seja L = Q(v/—1) . Sejam a = 3+ v/—1 € Q(v/—1) e mq(z) = 2* — 62+ 10
o polinémio minimal de o sobre Q. Entdo Tyg(a) =6 e Nyo(a) = 10.
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1.2. NORMA E TRAGCO 25

Sejam Q C K C L extensdes de corpos finitos. Sejam a,a’ € L e a € K. Entao vale as

seguintes propriedades:
1. Tryx(a+a') = Tryg(a) + Tryx(e)
2. Tryk(aa)=aTryk(a)
3. Tryk(a) =[L : Kla
4. Nyk(a) = alK]
5. Nyk(a) = a“¥INyg(a)
6. Nyx(aa') = Nyg(a) Nyx(a)
se K C M C LL sao extensoes de corpos temos que
7. Nuk(a) = Nk (Nym(a))

8. TL[K(CY) = TM|K(TMM( ))

Proposigao 1.2.1 Seja K um corpo de caracteristica 0 ou um corpo finito. Sejam L uma
extensao algébrica de grau n de K, a um elemento de L e ay,--- ,, as raizes do polinomio
minimal de a sobre K. Entdo Tryg(a) = oy + -+ + an, Nyr(a) = a1+ a, e o polinémio

caracteristico de o € my () = (z — o) (x — a2) -+ (T — an).

Demonstragao: Primeiramente faremos a demonstragao para o caso em que « ¢ um elemento

primitivo de L sobre K, ou seja, L = K[a]. Seja f(x) o polindmio minimal de a sobre K.
Entdo L é K-isomorfo a K[z]/(f(z)) e {1,a, -+ ,a""'} é uma base de L sobre K. Tomando

f(z) = 2" + ap_12" ' + - -+ + ag, com a; € K, temos que a matriz do endomorfismo 6, com

respeito a esta base é dada por

(00

Assim, det(zI — 6,) é o determinante da matriz

-

248 ()

-1 =z

AVA
AVAYRY

Icm il 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 43 14 15 16 @27 18



1.2. NORMA E TRACO 26

Calculando o determinante da matriz acima, obtemos o polindémio caracteristico de a, o qual é

igual a f(z), o polinomio minimal de a. Por definigao,

my(z) = det(z] — 04 (2)) = det(zl,, — M) = 2" — (Try(6a))z” " + - - + (=1)" det(a).

Como « é primitivo temos que

f@)=-a)(z—a) - (z—a,) =2" — (Za,-) "t (1) (Ha,-) .

n

Logo, Tryk(fa) = Truy(o Zcr, e Nyk(fa) = Npk(a) = Hai. Para o caso geral, seja
i=1

r = [L: K[a]]. Assim, é suhmente mostrarmos que o polinémio caracteristico myx () de a,

com relagao a IL sobre K, é igual a r-ésima poténcia do polinémio minimal de a sobre K. Seja
{y1,-+ , Yy} uma base de K[a] sobre K e seja {21, - - , 2z} uma base de L sobre K[a]| com n = ¢r.
Seja M = (a;») a matriz do endomorfismo de K[a] sobre K com relagdo a base {y;, -+ ,y,}.
Assim, ay; = Z(ath)u;h Entao, a(y;z;) (Z af;,y;,) zj:Z: ain(ynz;). Logo,

h h

{
QY121 = anyiz + a12Y221 + - - - + agYq21

QY221 = a1Y121 + A2¥Y221 + * * + A2qYq 21

| QYg21 = a1 21 + agpy2z1 + -0+ Qgqlg2a-

Ordenamos a base {y;z;}, de L sobre K, de modo que a matriz do endomorfismo seja da seguinte

forma

[ Mol 395 Bo b
O Mo s 0

0 M

isto é, M repete r-vezes na diagonal como blocos na matriz M;. A matriz «I,, — M, consiste de
r-blocos diagonais, onde cada um tem a forma xI,— M, e assim, det(z 1, — M;) = det(xl,—M)".
Consequentemente, myx (z) = det(xI, — M) e det(xI, — M,) é o polindmio caracteristico de o

sobre K, de acordo com a primeira parte da demonstragao. [

Observacgio 1.2.2 Segque pela Proposi¢cio 1.2.1, que Tryk(a) = rTryqk(a), Nyx(a) =

(Ngpox(a))" € myk(2) = (mkEx())"
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1.2. NORMA E TRACO 27

Exemplo 1.2.2 Sejam L = Q(v5,v/=1), K=Q(v—=1) eF=Q. Sejama=3++/—1 er =
[L : K]=2. Pelo Exemplo 1.2.1, temos que Ngp(cr) = 10 e Tgp(a) = 6. Assim, pela Observagdo
1.2.2, temos que Nyp(a) = (Ngjr(a))? = 102 = 100 e Typ(e) = 2(Tkr(a)) = 2-6 = 12.

Proposicao 1.2.2 Sejam A um dominio, K seu corpo de fracoes, K C L uma extensao finita
de graun e a € L um elemento inteiro sobre A. Entao os coeficientes do polinomio caracteristico

de a sdo inteiros sobre A. Em particular, Tryk(c) e Ny (e) sdo inteiros sobre A.

Demonstragao: Pela Proposigao 1.2.1, temos que o polinémio caracteristico de o é my(x) =
(x —ap)(x —az) - (x — ). Como os coeficientes de myx(2) sdo somas e produtos dos a;, é
suficiente mostrar que os «; sao inteiros sobre A. Pela Teoria de Galois, temos que existe um
K-homomorfismo o; : K[a] — K|a], definido por o;(a) = a;, para todo i = 1,--- ,n. Como
a é inteiro sobre A, entao

1

a" +ap-10""" +---+ag =0,

com a; € A, nao todos nulos. Aplicando o;, obtemos
oi(@)" + ap_10i(@)* P + -+ +ag = 0,
ou seja, a; é inteiro sobre A.

Corolario 1.2.1 Se A é um anel integralmente fechado, entdo os coeficientes do polinomio

caracteristico de o, Tryk(a) e Nyk(a) sdo elementos de A.

Demonstragao: Seja myk(x) o polindmio caracteristico de a. Os coeficientes do polindomio
my k() sdo elementos de K e sdo inteiros sobre A. Como A é integralmente fechado, segue que

os coeficientes de my k() estdo em A. Portanto, Tryk(a) e Nyk(a) sao elementos de A. =

Proposigao 1.2.3 Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragoes, L. uma
extensdo finita de K de grau n e Oy o anel dos inteiros de A em L. Seja {ay, -+ ,an} uma
base de L sobre K onde det(Tryx(a;c;)) # 0. Seja a € L. Se Tryr(afB) = 0 para todo 5 € L,

entao o = 0.

Demonstragdao: Como a = a a; + axas + -+ + a,0y, onde @; € K, para ¢ =1,--- ,n, é
suficiente mostrar que se Tr(aq;) =0, para cada j = 1,--- ,n, entdo o = 0. Assim, para cada

j=1,---,n, temos que

0= T'?‘u[.g(a'aj) = (LlT?'n,]]K(Ofl(Yj) + GQT?‘MK(G'QCYJ') S o ﬂ.nT?‘MK(C}'ﬂaj).
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1.2. NORMA E TRACO

Na forma matricial, temos que

rT?‘uK(ChOtl) Tryg(opey) -+ Tryg(ane)

Tryx(onaz) Tryg(asas) - Tryx(onas)

| Tryk(onon) Tryg(eean) -+ Tryg(anom) | | an 0

Como det(Tryk(aia;)) # 0 segue que a; = ay = - -+ = a, = 0. Portanto, o = 0. il

Coroldrio 1.2.2 Com as mesmas hipdteses da Proposi¢io 1.2.3, seque que a aplicac¢do
p: L — Homg(L,K) definida por p(a) = Sa, onde S,(8) = Tryx(aB), com B € L é

um isomorfismo.

Demonstragao: Temos que p é homomorfismo, uma vez que se a;, as € L, entdo

plar + @2)(B) = Saytax(B) = Tryx((aq + a2)B)
Tryx(a18) + Tryx(a2B) = Sa, (8) + Say(B) = (p(ar) + p(a2))(B)

p(ac)(B) = Saa(B) = Trux(aap) = aTryx(ef) = aSa(B) = ap(e)(B)

para todo 3 € L. Agora, seja a € L tal que p(a) = 0. Entao, p(a)(8)=Sa(8) = Tryx(aB) = 0,
VB3 € L. Pela Proposicao 1.2.3, segue que o = 0, provando assim que p é injetora. Finalmente,

p é sobrejetora, pois dimgL = dimg(Homg (L, K)). Portanto, p é um isomorfismo. 5

Teorema 1.2.1 Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragées, K C L uma

extensao finita de grau n e O o anel dos inteiros de A em L. Entao O é um A-submddulo

de um A-mddulo livre.

Demonstragao: Seja {a;,---,a,} uma base de L sobre K. Como toda extensdo finita é
algébrica, segue que todos os «; sao algébricos sobre K, ou seja, existem a; € A, 7 =0,1,--- ,n,
nao todos nulos, tal que

A O + p 10 4o ag = 0.

Supondo que a,, # 0 e multiplicando esta equagao por agj‘l, temos que a,,a; é inteiro sobre

A, uma vez que

api~ (anf + -+ - + a0;) = (n;05)™ + Gny—1(@n;0)™ " + -+ + alilag; = 0.

Ty
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1.2. NORMA E TRACO 29

Sejam a,,0; = 2; € O, para cada i = 1,--- ,n. Vamos mostrar que {z;,-++,2,} é uma base
de L sobre K. Suponhamos que byz; + bszo + -+ + b2, = 0, onde b; € A, parat =1,--- ,n.
Assim,

bian, 01 + baap, 00 + - -+ + bpay, 0, = 0.

Como {aj,:-+,a,} é uma base de L sobre K segue que b;a, = 0 e portanto b; = 0 para
¢t = 1,---,n. Portanto, {z1,---,2,} é linearmente independente e como possui n elementos
segue que € uma base de L. sobre K. Pelo Corolario 1.2.2 existe uma base dual {y;,---,y,} tal

que
p(2i)(Y;) = S:(y;) = Trux(2iy;) = 6;j para i, j =1,-+- ,n.

Agora, se a € O entdo az; € O, parai = 1,--- ,n. Pelo Coroldrio 1.2.1 segue que
Tryg(az;) € A,parai=1,--- ,n. Como a = ¢1y; + -+ + Cp¥Yn, com ¢; € K, parai=1,--- ,n,
segue que Tryk(az;) = ¢; € A, para ¢ = 1,--- ,n. Portanto, Op, é um submddulo de um

A-médulo livre gerado por {21, ,2,}. u

Corolario 1.2.3 Com as mesmas hipdteses do Teorema 1.2.1, se A é um anel principal, entdo

O, €é um A-mddulo livre de posto n.

Demonstragao: Se A é principal temos que um submddulo de um A-mddulo livre é livre de
posto menor ou igual a n. Pelo Teorema 1.2.1, O contém uma base de n elementos de L sobre

K. Logo, O, tem posto n. "

Corolario 1.2.4 Com as mesmas hipdteses do Teorema 1.2.1, se A é um anel principal e se

A C O, é um ideal, entao A é um A-mddulo livre de posto n.

Demonstragao: Sejam {e;, - ,e,} umabasede Opea € A, a # 0. Assim, ae, -+ ,ae, € A
e sdo linearmente independente sobre A, uma vez que se ajae; + - - -+ apae, = 0, com o; € A,
parai=1,--- ,n, entdo ;o =0 parai=1,:--,n, e como A é um dominio segue que o; = 0,

parai=1,---,n. a

Teorema 1.2.2 Sejam A um anel e K C A um corpo tal que A é um espago vetorial de
dimensdo finita sobre K. Seja @ : A — A uma transformagdo K-linear. Seja uma cadeia

estritamente decrescente de subespagos de A, de modo que, A = Ay D Ay D Ay D -+ D
k

A = 0 e que 0(A;) C A;, para i = 1,--- k. Entdo max(f) = Hm(,;:._lmi[m(ﬂg), onde
i=1

0; = Ai_1/Ai — Ai_1/A;i, parai=1,---  k, € uma transformagdo linear induzida por 6.
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1.2. NORMA E TRACO

Demonstragao: Os elementos do K-espago vetorial A;_;/A; sdo as classes z + A;, onde z €
A;_y,parai=1,--- k. Temos que 6 induz uma transformacao linear 6; : A;_,/A; — A;_1/A;
definida por 6;(z + A;) = 0(z) + A;, para z € A;_;. Por hipétese temos que A; sido subespacos,e
assim cada ¢; estd bem definida. Para cada indice i = 1,--- ,k, seja B; = {zi1, "+ , Zim,} um
conjunto de elementos de A;_; tal que o conjunto das classes {z;;+ A;, - - - , zim, + A;} forma uma
base do espago vetorial A;_,/A;. Entdo para cadai=1,---  k, temos que B; U B;;;U---U By
constitui uma base do K-espaco vetorial A;_,. Em particular, B = BU By U---U By é uma
base do K-espago vetorial A. Seja a matriz M(f) com relacao a base B. Esta matriz pode ser

expressa em termos das matrizes M (6;) com relagao a B;, da seguinte forma:

Mg} 0 Apaeviog

My  M(f) -+ 0
M(6) = o ( 2) | .

A-’fkl .-Ht'.’{kg ¢ o AM(&)

onde M;;(i > j) sdo matrizes com coeficientes em K, pois como 6(z;;) € A;—; entao 6(z;;) pode

ser expresso em termos da base B; U B U - -+ U By uma vez que

m; m;

my
0(zi;) = E Qih; Zih + E Qit1,h; 2410 000+ E Qkh; Zkh,
h=1 h=1 h=1

m; m;

onde coeficientes ay, € K. Assim, 0;(2;;+ A;) = E @in; (zin+Ai) + Ai= E @in,; Zin+ Ai. Assim,
h=1 h=1

o polinémio caracteristico, das transformacoes lineares 6, 6,,6,,--- , 0, é dado por

k

m (6 H (Ai-1/AilK) (05)-

Teorema 1.2.3 Sejam A um anel e K C A um corpo tal que A é um espago vetorial de
dimensdo finita sobre K. Seja 6 : A — A uma transformacao K-linear. Seja uma cadeia
estritamente decrescente de subespagos de A, A = Ay D Ay D Ay D -+ D Ax = 0 tal que
6(A;) C A;, parai=1,--- ,k e suponhamos que

1) A; € um ideal de A, parai=1,--- k.

2) Para todo i =1,--- |k ndo existe ideal T de A tal que A;_y DI D A;.

3) Seye Ay ez € Aiy entdo yz € A;, parai =1,--- k.

4) Sey,z€ Ajyz€ A; ey & A, entdo z € A;, parai=1,--- k.

Sex € Aef=0(x) entdo parai=1,--- ,k, temos que ma,_,/a;x)(0:) = max(0) e mak(0) =
[maya,x) (01)]F-

AVA
AVAYRY

il 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 43 14 15 16 @27 18



1.2. NORMA E TRACO 31

Demonstragao: Temos que para cada i = 1,--- ,k, existe um isomorfismo de A-mddulos
Ai t Aio1/A; — AJA; tal que 60 \; = \;00;, uma vez que se u € A;_; e u € A;, entdo
A; C Ai+ Au C A;_y. Por 1) e 2) temos que A;_; = A; + Au. Dado um elemento y + A; €
Ai_1/A;, sejay = yu+y ,comy € Aey” € A;. Definimos Xily + A;) =y + A;. A funcdo
Ai ¢ Aio1/A; — A/A; esta bem definida, uma vez que se y + A; = 2+ A; com z € A;_; e

' " ) " i
z=zu+z,z2 €A,z €A, entdo

i "

y—z=(@ —2)u+(y —2

Assim, (y' — z')u € A;. Como u & A;, segue de 4) que y — 2 € A; e assim, y + A; =2 + A;.
Temos também que ); é um homomorfismo de A-médulos. Além disso, se y = y'u + ¥,
com y € A, entdo por 3) temos que y € A;. Portanto se \(y + A;) = 0 € A/A, entdo
y+ A; = 0 € A;_1/A;, e assim é injetora. Agora para provarmos que ); é sobrejetora, seja
y € A. Assim, y = y'u € A;_; é tal que \;(y + 4;) = y + A;. Portanto, \; é um isomorfismo.
Falta mostrarmos que 6, 0 \; = A\;06;. Sejay € A;_;. Sey=yu+y ,comy € Aey’ € A;,

entdo zy = (zy )u+xy ,com xy € A, zy € A;. Assim,

Oi(Ni(y+A4)) = 0y +A) =0(y) + A
:L'y; + A; = Ai(zy + Ai) = Mi(0(zy) + A;) = Xi(0i(y + A;)).

Pela demonstracio do Teorema 1.2.2, temos que se B é uma base do K-espaco vetorial A;_;/A;
e \i(B;) é a base correspondente do espago vetorial isomorfo a A/A; entdo as matrizes de 6;
com relagdo B; e de 6, com relagdo a A;(B;) sdo as mesmas. Assim, ma,_,/4,x)(6;) = ma ()

e portanto "'HAFK(H) = [m(A,’A1|K)(91)]k‘ [ ]

Proposicao 1.2.4 Sejam A um anel e B um A-mddulo livre. Sejam ¢ : B — B um homo-
morfismo de B em um anel B e que ¢(A) = A. Suponha que existe uma base {zy,-+- ,2,} do
A-mddulo B tal que {Z1,--- ,Z,} € uma base do A-médulo B onde z = (z),Yz € B. Sex € B
entdo Y(mpa(x)) = mpa(Z), Y(Trpa(z)) = Trpa(Z) e ¥(Npja(z)) = Npja(2).

n
Demonstragao: Se x € B entao rz; = Zaijzi, comj=1,---,nea; € A Logo z2; =
i=1

n
E ai;Z, para j = 1,--- ,n. Sejam as matrizes M = (a;;), com relagao a base {z1,---,z,},
i=1

e M = (a;j) com relagao a base {Z,-:-,Z,}. Aplicando 1 aos coeficientes do polinomio

caracteristico mpja(x) = det(zI — (ai;)), obtemos det(z] — (a;;)) = mpa(Z). O trago e a
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n

norma segue analogamente, pois 77 p alr)= E a;; e assim se aplicarmos 1 temos que

i=1

Y(Trpa(z)) =9 (Z aii) = Z@b(aa) = Za_u = Trpa(T)

e como Npja(x) = det(a;;) entdo ¢(Npja(x)) = ¢(det(a;;)) = det ¥(a;;) = det (a;;) = Npj4(Z),

o que demonstra a Proposicao. n

1.3 Corpos quadraticos
Nesta secao apresentamos o estudo dos corpos quadraticos juntamente com seu anel de inteiros.

Definicao 1.3.1 Um corpo de numeros é uma extensao finita de Q. Um corpo quadrdtico é

uma extensao de grau 2 de Q.

Proposicao 1.3.1 Um corpo quadrdtico ¢ da forma @(\/E), onde d € um inteiro livre de

quadrados.

Demonstragao: Se K é um corpo quadratico, entao todo elemento a € K tal que o ¢
Q é de grau 2 sobre Q. Pelo Teorema do Elemento Primitivo temos que K = Q(a). Seja
ma(z) = 2% + bx + ¢, 0 polinémio minimal de @ € K = Q(a). Resolvendo a equagio quadrética
a? +ba +c =0, temos que 2a = —b + /b2 — 4c. Desta maneira, K = Q(a) = Q (Vb2 — 4c),

: ; ; U uv
e observando que b? — 4¢ é um nimero racional da forma —=—, com u,v € Z, temos que
v v

Q(Vb? — 4c) = Q(y/uv). Como wv € Z, temos que uv é fatorado em produtos de primos.
Assim, Q(y/uv)= Q(V/d), onde d é inteiro livre de quadrados. u

Observagio 1.3.1 O elemento v/d é uma raiz do polinémio irredutivel 2> — d. O conjugado
de Vd é -V/d, ou seja, existe um automorfismo o : Q(vd) — Q(Vd) tal que o(a + bv/d)=
a— bV/d.

Lema 1.3.1 Seja Ok o anel dos inteiros de K = Q(\/&), com d livre de quadrados, sobre Z.
Sea=a+bVd e Ok, entio2a € Z e 2b € Z.

Demonstragao: Pela Observagdo 1.3.1, segue que existe um automorfismo o de K tal que
o(a) = o(a+ bVd)= a — bv/d. Como o(a) também é raiz da mesma equagdo de dependéncia
integral de a, segue que o(a) € Og. Como a e o(a) € Ok, pelo Coroldrio 1.1.2, temos que

a + o(a) € Ok e ac(a) € Og. Além disso, a + o(a) = (a + bVd) + (a —bv/d) =2a € Qe
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1.3. CORPOS QUADRATICOS 33

ac(a) = (a+ bvVd)(a — bv/d) = a*> — db* € Q. Como Z é um anel de ideais principais, pela

Proposicao 1.1.5, temos que Z ¢é integralmente fechado e portanto
dacZea’—df cZ (1.1)

Pela equagdo (1.1) temos que (2a)* — d(2b)* € Z. Como 2a € Z, segue que (2a)? € Z. Por
outro lado, se 2b € Z, o seu denominador teria um fator primo p e este fator apareceria como
p* no denominador de d(2b)2. Sendo d livre de quadrados, segue que d(2b)?> € Z, o que é um

absurdo. Portanto, 2b € Z. =

Teorema 1.3.1 Seja K = Q(ﬁ) um corpo quadrdtico, com d € Z livre de quadrados, ou seja,
d # 0(modulo 4).

a) Se d =2 ou d = 3(modulo 4), entio o anel dos inteiros O, consiste de todos os elementos
da forma a + bVd, com a,b € Z.

b) Se d = 1(modulo 4), entdo o anel dos inteiros Ok, consiste de todos os elementos da forma
%(a + b\/(_f), com a,b € Z, e de mesma paridade.

Demonstragao: Seja a = a + bvd € Og. Pelo Lema 1.3.1 temos que

u v
a=—eb=—, comu,v € Z.
2 2

Da equagédo (1.1) temos que
u? — dv® € 4Z.
e d = 2 ou d = 3(modulo 4), temos que u,v sao pares, pois se v fosse impar, terfamos
1(modulo 4). Como u? — dv? € 47Z temos que u® — d(4k + 1) € 4Z o que implica que
u? —d € 4Z. Assim, u? = d(modulo 4). Portanto, d = 1(modulo 4) ou d = 0(modulo 4), o que
contradiz a hipétese. Sendo v par, temos que v2 = 0(modulo 4) e portanto u? € 4Z. Assim u
também é par. Entdao a,b € Ze a =a+ bd e Z[\/(_i] e portanto, Ok C Z[\/E] . Por outro

lado, tomando a € Z[V/d], temos que « é raiz do polinémio
2? — 2az + a* — db® € Z|[a].

Portanto, Z[v/d] C Ok. Assim, Z[Vd] = Og.

b) Se d = 1(modulo 4), temos que u, v tem a mesma paridade. Se u e v sdo pares entdo a,b € Z,

u  v/d EZI:1+\/E].

e portanto a = a + bv/d € Z[Vd]. Se u e v sdo impares, entio a = ) + = 5

1+Vd
2

] . Por outro lado, se

cr=a+b(l+2\/3) EZ[1+\/E]

Portanto, Ox C Z [

2
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1.4. CORPOS CICLOTOMICOS 34

(1 — d)b?

1 € Z[z],

com a,b € Z, temos que a é raiz do polinémio z2 — (2a + b)z + (02 + ab —

1 +2\/E] _Oy.

1+Vd

2

pois d = 1(modulo 4). Assim, Z [ ] C Ok. Portanto, Z [

1.4 Corpos ciclotédmicos

Nesta segao apresentamos os corpos ciclotémicos Q(,), onde &, é uma raiz p-ésima primitiva

da unidade, e p um nimero primo. Também veremos que Z[£,] é o anel dos inteiros de Q(&,).

Definicao 1.4.1 Seja K um corpo. Um elemento & € K tal que €™ = 1 é chamado uma raiz
n-ésima da unidade. Dizemos que & € uma raiz n-ésima primitiva da unidade se &" =1 e

EmM#*1paral <m<n.
Definicdo 1.4.2 Um corpo ciclotémico é um corpo gerado por uma raiz n-ésima da unidade.

Observagao 1.4.1 Se p é um nimero primo e &, é uma raiz p-ésima primitiva da unidade,
entdo [Q[&,) : Q) = ¢(p) = p—1, onde ¢ € a fungdo de Euler, e {1,&,--- &P~} é uma base de
Q[&,) sobre Q.

P — 1 ;
Definicao 1.4.3 O polinomio 2’ T = P14+ 2P 2 4 ... 4+ 241 € chamado polinémio ci-

clotomaico.

Teorema 1.4.1 O polinémio 2P~' + 2P=% + -+« + x + 1 € irredutivel sobre Q, onde p é um

numero primo.
Demonstracao: Considere x = y + 1. Assim,

)
p yP + I yp—1+...+

(y+1);;F1 s 0 1 p—1

y4+py 4 +py+1-1

= i ey
y

Notemos que p divide p ,paracadai=1,--- ,p—1 e p? ndo divide p. Entao pelo Critério
1

de Eisenstein segue que este polinomio é irredutivel sobre Q. El

AVA
AVAYRY

Icm il 2 3 4 5 6 7 unespwl B2y 43 14 1 e A

18



1.4. CORPOS CICLOTOMICOS 35

Lema 1.4.1 Sejam p um nimeros primo e & uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Entdo:
1)Tr(§)=—-1,paraj=1,--- ,p—1.

2)Tr(1—-&)=p,paraj=1,---,p—1.

) N(E-1) = (-1)"p e N(1-¢) =p.

Hp= {1 =85 L=,

Demonstragao: 1) O polinémio ciclotémico de & é dado por f(z) = 2P '+ 2P 2+ ...+ 2+ 1.
Como &, para j = 1,2,--- ,p — 1 sdo as raizes de f(z), temos que Tr(£) = —1, para j =
1,---,p—1. Além disso, como [Q[{] : Q] = p — 1 temos que Tr(1) =p — 1.
2) Tr(1-&)=Tr(1)-Tr(&)=p—-1+1=p,paraj=1,--- ,p—1.
1
3) Como € — 1 é uma raiz do polinémio f(y) = y?~! + Z p y’~! segue que,
j=p-1

N~ D)=(~1"n

e N(1-§) =N((-1)(§ - 1)) = N(-1)N(¢ - 1) = (-1)"7!(-1)r"'p = (-1)*P~Yp = p.

4) Como 2P '+ 2P 2+ ...+ +1 = (xz—&)(x — &) ---(x — &P~1), temos para x = 1 que
(1 —gA~) (18 ) =p n

Lema 1.4.2 Com as mesmas notagoes do Lema 1.4.1 temos que
1) Se Ok € o anel dos inteiros de K = Q(&,), entdo (1 — &,)OxN Z= pZ = (p).
2) Tr(y(1-¢)) € pZ, Yy € Ok.

Demonstragao: 1) Pelo item 4) do Lema 1.4.1, temos que
p= (1 —£)(1 ~£) == (1~ €.

Entao p € (1 — §)Ok. Logo, (p) C (1 — €)Ox N Z. Por outro lado, suponhamos que o ideal
PZ C (1 -€&)0OgNZ C Z. Como pZ é maximal, segue que (1 — §)OxN Z =Z . Logo, 1 € Z, e
entdo 1 = (1 —&)a, com a € Og. Assim, 1 — £ é inversivel, e portanto 1 — &7 sdo inversiveis em

Og. Entdo, (1 —&)(1 —£€?)---(1 — €P71) = p é inversivel em Z, o que é um absurdo. Portanto,

pZ=(1-¢&0kgNZ.

2) Cada conjugado y;(1 —¢') de y(1—¢) é um miltiplode 1 — &' em Og onde i = 1,2,--- ,p—1.

Como
1-=1-6(E " +&672+---+€+1),
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1.5. ANEIS NOETHERIANOS 36

segue que 1 — &' é um muiltiplo de 1 — ¢ em Ok. Sendo o trago a soma dos conjugados, entdo
Try1-€) =1 - &) +11-)+  +5(1 - &) =a(1-¥),

com a € Og. Portanto, Tr(y(1 — €)) € Ox. Como Z ¢ integralmente fechado, segue que
Tr(y(l1 —&)) € Z. Assim,

Tr(y(1-¢€)) € (1-&,) OxNZ=pZ. L]

Teorema 1.4.2 Se p é um nimero primo e &, é uma raiz p-ésima primitiva da unidade, entdo
Z[&)] € o anel dos inteiros de K = Q(&,) e {1,€,-+,£P72} ¢ uma base de Z[E,] como um

Z-madulo.

Demonstragao: Seja Ok o anel dos inteiros de Q(&,). Temos que Z[§,] C Ok. Agora, vamos

provar que OxC Z[&,]. Considere a € O C Q(&,). Assim,
a=ay+a€+ -+ a, 2"
com a; € Q. Logo, (1 — &) = ao(1 — &) + ar1(§ — ) + -+ + ap—(EP7 — €P71). Assim,
Tr(e(1-¢€)) = aeTr(1 - &§) + aiTr(§ — &%) + -+ -+ apoTr(EP2 — £7) € pZ,

pelo Lema 1.4.2. Entao a¢Tr(1 —§) = ap € pZ e ap € Z. De modo analogo, temos que

1 =¢P1 € Ok, e assim
(0’ — ﬂ(})f‘l =a; + (1.26 e apm2£p—3.

Multiplicando por 1—¢ temos que (a—ag)§~'(1—£€) = a1 (1—§)+ax€(1—&)+- - ++a,-26P~3(1=€)

e assim

Tr((a—ag)é ' (1 =€) = aiTr(1 — &) + aoTr(€ — ) + - -+ + ap_oTr (P73 — €972),

Logo, 1Tr(1 — §) = a1p € pZ e a; € Z. Prosseguindo, analogamente, temos que a; € Z, para

cadai=1,---,n. Assim, a € Z[{,). Portanto, Z[¢,] = Ok. &

1.5 Anéis Noetherianos

Nesta se¢ao apresentamos os conceitos de modulos e anéis Noetherianos, enfocando suas prin-

cipais propriedades.
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1.5. ANEIS NOETHERIANOS 37

Defini¢ao 1.5.1 Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que M é um A-mddulo Noethe-
riano se satisfaz uma das sequintes condigoes:

1) Toda familia nao vazia de A-submddulos de M tem um elemento maximal.

2) Toda sequéncia crescente de A-submddulos de M é estaciondria.

3) Todo A-submddulo de M é finitamente gerado.

Dizemos que um anel A é Noetheriano se A considerado como um A-mddulo for Noetheriano.

Proposicao 1.5.1 Todo anel principal A é Noetheriano.

Demonstracgao: Considere a sequéncia crescente de A-submédulos de A,
hiCly Ceoi C g Taas

Como A é principal, todos os ideais de A sao principais e como os submddulos de A sao

exatamente os ideais de A, segue que os submddulos de A sao principais. Temos que I = U I
neN
é um ideal de A. Agora, notemos que I, C I = (a), Vn € N e a € I, para algum ny € N, pois

a€fa)=1= U I,. Como a € I, e a € (a) entdo I = (a) C I,,. Portanto, I = I,,,. Assim,

neM
dng € N tal que Vn > ng temos que I, = I,,,. a

Proposicao 1.5.2 Sejam A um anel, M um A-mddulo e L um submddulo de M. Entao M é

Noetheriano se, e somente se, M/L e L sao Noetherianos.

Demonstracao: Suponhamos que M é Noetheriano. Seja (M),),>0 uma sequéncia crescente
de A-submddulos de L. Entao (M,),>o também é uma sequéncia crescente de A-submédulos
de M. Como M é Noetheriano, segue que (M, )n>0 é estaciondria. Portanto, L é Noetheriano.
Para mostrar que M/L é Noetheriano, sejam S = { conjunto dos submddulos de M que
contém L} e T = { conjunto dos submédulos de M/L}. A aplicagao ¢ : S — T definida por
¢(N) = N/L, com N € S, é uma bijecdo de S em T. Assim, se (M,),>o é uma sequéncia
crescente de A-submédulos de M/L, entdo ¢! (M,)n>o também é uma sequéncia crescente
A-submédulos de M. Como M é Noetheriano, segue que ¢~*(M,),>o é estaciondria, e portanto
(Mpy)n>o € estaciondria. Assim, M/L é Noetheriano. Reciprocamente, suponhamos que M /L
e L sdo Noetherianos. Seja (M,),>0 uma sequéncia crescente de A-submédulos de M. Entdo
(LN M,)n>0 € uma sequéncia crescente de A-submodulos L. Como L é Noetheriano, segue que

(L N M,)n>0 € estaciondria, ou seja, 3k € N tal que

wﬂ Mﬂ
M,NL=M,NL Yn>ke jT = =4, Yn 2 k.
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1.5. ANEIS NOETHERIANOS 38

Sabemos, que M, C M, Yn > k. Seja x € M,,,, entdo existe y € M, tal que z+ L = y+ L.
Assim, z —y € LN M,y = LN M,. Logo, x —y € M, e como y € M, segue que v €M,

Portanto, M,, = M, 1, Vn > k e assim, M é Noetheriano. ]

Corolério 1.5.1 Se My,--- , M, sio A-mddulos Noetherianos entdo o produto My x --- x M,

¢ um A-moddulo Noetheriano.

Demonstragao: Faremos a prova por indugdo sobre n. Para n = 2, identificamos M, ~

M; x {0} C M, x M, e definimos a fungio ¢ : M; x M, — M, tal que ¢(0,y) = y. Como
k . M; x M.

¢ € um homomorfismo sobrejetor, temos que ko e e EPR My, onde ker ¢ = M; x {0}. Logo,

T ker ¢

My X Mo 3 ; ]VII X M2

———— ~ M,. Como M, é Noetheriano, temos que ————= ~ M, é Noetheri

My x {0} 2 2 q My x {0} M, é Noetheriano e pela
Proposi¢ao 1.5.2, segue que M; x M, é Noetheriano. Suponhamos agora, por hipétese de
indugdo, que M = M; x --- x M,_; é Noetheriano. Como M,, é Noetheriano, segue do caso

n=2,que M =M X---x M, é um A-médulo Noetheriano. =

Corolédrio 1.5.2 Se A é um anel Noetheriano e M é um A-mddulo finitamente gerado, entdo

M é um A-mddulo Noetheriano.

Demonstragao: Seja {e;, - ,e,} um conjunto de geradores do A-médulo M. A aplicacio

¢ : A" — M definida por ¢(ay,--- ,a,) = a1e; + - - - + ap€,, € um homomorfismo sobrejetor.
n

Assim, g = M. Como A é Noetheriano, pelo Corolario 1.5.1, segue que A™ é Noetheriano.
)

Pela Proposic¢ao 1.5.2, segue que M é um A-mdédulo Noetheriano. [ ]

Proposigao 1.5.3 Seja A um anel Noetheriano e integralmente fechado. Sejam K o corpo de

fragoes de A, K C L uma extensdo finita de grau n e Oy, o anel dos inteiros de A em L. Entdo

O é um A-mddulo finitamente gerado e Oy é um anel Noetheriano.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.2.1, temos que O, é um submdédulo de um A-mdédulo livre de
posto n. Pelo Corolario 1.5.2, temos que O, é um A-mddulo Noetheriano e portanto finitamente
gerado. Como os ideias de Oy, sao A- submddulos de Oy, segue que satisfazem a condi¢ao de

maximilidade da Defini¢cao 1.5.1. Portanto, O, é um anel Noetheriano. u

Lema 1.5.1 Se A C B sdao anéis e P C B é um ideal primo, entdio PN A € um ideal primo

de A.

- ; : pe i T . % =
Demonstracao: Consideremos a aplica¢io ¢ : A — B — B/P, onde i é a incluséao e

7 é a projecao. A funcdo ¢ = 7o i é um homomorfismo, pois 7 e i sio homomorfismo e

AVA
AVAYRY

Icm il 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 43 14 15 16 @27 18



1.5. ANEIS NOETHERIANOS 39

ker(p) = ANP, pois p(z) =woi(z) =7n(z) =2+ P e p(z) =0 se, e somente se, x € PN A.
Portanto, pelo Teorema do Homomorfismo, A/P N A ~ Im(¢) C B/P. Como B/P é um

dominio, segue que A/P N A é um dominio. Portanto, P N A é um ideal primo de A. n

Lema 1.5.2 Sejam A um anel e P um ideal primo de A. Se P contém um produto de ideais

Ay, -, A, de A entio P contém alguns deles.

Demonstragao: Se A; Z P,Vj =1,--- n, entdo existe a; € Aj e a; € P. Como P é primo,
segue que a;a, € P. Mas a;-+-a, € A;--- A, C P, o que é um absurdo. Portanto, P

contém A; para algum j =1,--- ,n. (]
Lema 1.5.3 Em um anel A Noetheriano, todo ideal contém um produto de ideais primos.

Demonstragao: Sejam A um anel Noetheriano e F o conjuntos dos ideais de A que nao
contém um produto de ideais primos. Suponhamos F # ). Como A é Noetheriano, F' tem
um elemento maximal M. Temos que M nao é um ideal maximal, pois caso contrario, M
seria primo e assim, M ¢ F. Assim, existem z,y € A — M tal que zy € M. Notemos que

MC(z)+MeMC (y)+ M. Logo, (x) + M e (y) + M nao pertencem a F. Assim,
PPy PaC(a)+MeQiQo---Qn C (y)+ M,
onde P;, Q; sao ideais primos de A. Portanto,
(P1Pa---Pn) (@192 Qn) C ({2) + M)({y) + M) C M,
o que é um absurdo. Portanto, F = (). ™

Coroldrio 1.5.3 Em um dominio Noetheriano, todo ideal ndo nulo contém um produto de

ideais primos nao nulos.
Demonstragao: Analoga ao Lema 1.5.3. e

Deﬁhigﬁo 1.5.2 Seja K um corpo de nimeros. Um Og—mdduloZ de K € um ideal fraciondrio
se existe d € Og nao nulo tal que dZ C Og. Em particular, os ideais inteiros de A sdo ideais
fraciondrios com d=1.

Proposicao 1.5.4 Se A é um dominio Noetheriano, entao todo ideal fraciondrio I de A € um

A-méddulo finitamente gerado.

Demonstragio: Como Z é um ideal fraciondrio de A, entao existe d € A—{0} tal que dZ C A.

Assim, T C d~'A. A aplicacdo ¢ : A — d~'A, tal que p(z) = d'z, x € A, é um isomorfismo.
Assim, A é isomorfo a d~'A. Como A é Noetheriano, temos que d~'A é Noetheriano. Logo, Z

é um A-mddulo finitamente gerado. [ ]
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1.6 Anéis de Dedekind

Nesta secao apresentamos o conceito de um anel de Dedekind juntamente com suas principais
propriedades. Observamos que a fatoragao nao é tnica para elementos do anel dos inteiros,
pois se considerarmos Z[y/—5] o anel dos inteiros do corpo Q(y/=5), teremos que 6 = 2-3 =
(1 + v/=5)(1 — /=5). Mas veremos, nesta secao, que a fatoracdo é tinica para ideais de um

anel de Dedekind.

Definigao 1.6.1 Dizemos que um dominio A é um anel de Dedekind se satisfaz as sequintes
condigoes:

1) A € integralmente fechado.

2) A é Noetheriano

3) Todo ideal primo nao nulo de A é mazimal.

Teorema 1.6.1 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragées, K C L uma extensdo

finita de grau n e Oy, o anel dos inteiros de A em L. Entao O é um anel Dedekind.

Demonstragao: Pelas Proposi¢oes 1.1.4 e 1.5.3, temos que O, é integralmente fechado e
noetheriano, respectivamente. Assim, falta mostrar que todo ideal primo nao nulo de Oy, é
maximal. Seja P C Op, um ideal primo nao nulo. Como A C Oy, entao pelo Lema 1.5.1, segue
que PN A é um ideal primo de A. Vamos mostrar que P N A é nao nulo. Sejaa € P e a # 0.
Como P C O, segue que a € Op. Assim, existem a; € A, i =0,--- ,n— 1, ndo todos nulos tal
que
a"+ a0 4o bag=0

e que n seja minimo. Logo, ay # 0, pois caso contrario, obteriamos uma equagao de grau

menor. Assim,
a=a(-a"'—a,_ 10" %2 —---—a)) €EaOLNACPNA.

Portanto, PN A # 0. Como P N A é um ideal primo de A e A é Dedekind segue que PN A é

um ideal maximal de A e assim A/P N A é corpo. Seja a aplicagao ¢ : A = O = Oy/P,

onde i é a inclusdo e 7 é a projegao. Assim,
A/PNA=~Im(p) C OL/P.

Como O, é inteiro sobre A, segue que Op/P ¢é inteiro sobre A/P N A. Pela Proposicgao 1.1.3,

temos que O /P é um corpo. Portanto, P é maximal. [ ]
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Lema 1.6.1 Sejam A um anel de Dedekind que nao é um corpo e K o seu corpo de fragoes.

Entao todo ideal mazimal M de A é inversivel.

Demonstragao: Seja M um ideal maximal de A. Como A ndo é um corpo, segue que
M # {0}. Consideremos N' = {z € K: 2M C A}. Temos que N é um ideal fracionario, pois
N é um A-médulo tal que N C K e se ¢ € M, ¢ # 0, temos que cN' C A. Vamos mostrar
que NM = A. Pela definicdo de N temos NM C A. Por outro lado, A C N, pois M ¢
um ideal de A. Assim, M = MA C MN C A. Como M é maximal, segue que M = N M
ou NM = A. Suponhamos que M = N M e consideremos a« € N. Entio aM C M,
M CaMCMea M C M, paratodon € N. Sejad e M , d # 0. Entao, da™ € A.
Portanto, A[a] é um ideal fraciondrio. Como A é noetheriano, pela Proposicio 1.5.4, segue que
Ala) é um A-médulo finitamente gerado. Pelo Teorema 1.1.1, segue que « é inteiro sobre A.
Sendo A integralmente fechado, segue que a € A. Assim, N' C A e como A C N segue que
N = A. Falta mostrar que esta igualdade é impossivel. Seja a € M. Pelo Lema 1.5.3, temos
que (a) = aA D PyPy---P,, onde os P;s sdo ideais primos nio nulos de A, com n o menor
valor possivel. Assim, M D aA D P,P,---P,. Pelo Lema 1.5.2, M contém um dos P;, para
algum ¢ = 1,--- ,n. Sem perda de generalidade, digamos que seja Py, isto é, M D P;. Como
A é Dedekind, segue que M = Py, pois P; é maximal. Agora, consideremos Q = Q,---Q,,.
Entao aA D MQ e pela minimalidade de n segue que aA 2 Q. Logo, existe b € Q com b & {a)
tal que Mb C (a). Logo, EM C A e assim g € N. Como b ¢ (a) segue que g- ¢ A. Assim,
N # A. Portanto, MN = A. n

Teorema 1.6.2 Seja A um anel de Dedekind, que nao é um corpo. Entdo:

1) Todo ideal fraciondrio B ndo nulo de A é um produto de ideais primos de A, de modo 1inico,

n
wsto €, B = H P{i, onde ey, - ,e, sdo inteiros positivos.
i=1

2) O conjunt_o dos ideais fraciondrios de A formam um grupo.

Demonstragao: 1) Se B é um ideal fracionério de A, entdo existe d € A— {0} tal que dB C A.
Notemos que, B = (dB)(d~'A), assim, é suficiente mostrar o resultado para ideais inteiros. Seja
F a familia dos ideais inteiros de A, ndo nulos, que nao sio um produto de ideais primos de
A. Suponha que F # (). Como A é noetheriano, segue que F tem um elemento maximal M.
Temos que M # A, pois A é o produto da cole¢ao vazia de ideias primos. Assim, M C P,
onde P é um ideal maximal de A. Pelo Lema 1.6.1, temos que Q@ = {z € K: 2P C A} é tal
que PQ = A. Como M C P segue que MQ C PQ = A. Além disso, como A C Q, segue que
M=MACMQC A. Temos que M C MQ, poisse M = MQ ese a € Q, entdo aM C M,
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1.6. ANEIS DE DEDEKIND 42

o*M C aM C M ea"M C M, para todon € N. Assim, se d € M — {0}, entdo da™ € M C A.
Portanto, A[a] é um ideal fraciondrio de A. Como A é noetheriano, pela Proposicio 1.5.4,
segue que A[a] é um A-mddulo finitamente gerado. Pelo Teorema 1.1.1, segue que o é inteiro
sobre A, e sendo A integralmente fechado, segue que a € A. Portanto, Q C A e assim Q = A.
Mas isto é impossivel, pois se Q@ = A, entdo P = PA = PQ = A, o que é um absurdo, pois P
é um ideal primo. Pela maximalidade de M e como M C MQ temos que MQ ¢ F, ou seja,
MQ =P;---Py,,onde P;,i =1,--- ,n, sao ideais primos de A. Multiplicando por P ambos os
lados, temos que M = P, --- P, P, o que é um absurdo, pois M € F. Portanto, F = (.

2) Pelo Lema 1.6.1, temos que todo ideal M de A é inversivel. Além disso, A é o elemento

neutro e a multiplicagao de ideais é associativa. [ ]

Definigao 1.6.2 Sejam A um dominio e K seu corpo de fragies. Sejam B e C ideais fra-

ciondrios de A. Dizemos que B divide C se existe D um ideal inteiro de A tal que C = BD.

Lema 1.6.2 Sejam A um dominio e K seu corpo de fragies. Sejam B e C ideais fraciondrios

de A. Entdo B divide C se, e somente se, C C B

Demonstragao: Se B divide C entao existe um ideal D C A tal que C = BD C B. Por outro
lado, se C C B entdo CB™' C BB™' = A. Isto implica que CB~! é um ideal inteiro tal que

(CB~")B = C. Portanto, B divide C. n

Definigao 1.6.3 Sejam A um anel de Dedekind e K seu corpo de fragées. O grupo quociente
C(A) = I(A)/F(A) é chamado grupo das classes de ideais de A, onde I(A) é o grupo dos
ideais fraciondrios nao nulos de A, e F(A) é o subgrupo dos ideais fraciondrios principais de

A. Notagdo: h = #C(A).

Observagao 1.6.1 Seja A um dominio de Dedekind. Entdo, A € principal se, e somente se,

h=1.

Proposigao 1.6.1 Se J € um ideal fraciondrio de um anel A de Dedekind entdo J" é um

ideal fraciondrio principal de A.

Demonstragao: Notemos que h é a ordem do grupo C(A) = I(A)/F(A) das classes de ideais

de A. Pelo Teorema de Lagrange segue que J" € F(A). =




1.7. NORMA DE UM IDEAL

1.7 Norma de um ideal

Nesta secao apresentamos o conceito de norma de um ideal do anel dos inteiros de um corpo
de numeros, onde consideramos K o corpo de niimeros de grau finito n e Ok o anel dos inteiros
de K. Também apresentamos algumas propriedades da norma de um ideal, dentre elas que a

norma € multiplicativa.

Definicao 1.7.1 Seja A um ideal de Og. A norma de A é definida como N(A) = #0Ox/A.
Observagao 1.7.1 Se a € Ok e a # 0 entao pelo Coroldrio 1.2.1, temos que N(a) € Z.
Proposigao 1.7.1 Se a € Ok, entio |N(a)| = #0k/Oxka, onde Oga = (a).

Demonstragao: Pelo Corolario 1.2.3, temos que Ok ¢ um Z-moddulo livre de posto n. Como
¢ : Og — Oga definida por ¢(a) = aa, a € Ok, é um isomorfismo, entao Oga é um Z-médulo
livre de posto n. Como Z é um anel principal e Og é um Z-mdédulo livre entao existe uma base
{e1, -+ ,e,} de Ok e ¢y, ,cn € Z tal que ciey,- - ,cne, € uma base de Oga. A aplicagao
V:0g — Z/e\Z x - - - X L] cyZ definida por ¥ (> a;e;) = (a1, dz, - -+ , dn) € um homomorfismo
sobrejetor, e ker(y) = Oga, pois a € ker(1)) se, e somente se, ¥)(a) = 0 se, e somente se, d; = 0,

parai=1,---,n, se, e somente se, a; € ¢;Z, para i = 1,--- ,n, se, e somente se, ¢; divide a;,
n 1

T
parai=1,--+  n, se, e somente se, a = Z aje; = Zbicief. Como b; € Z temos que a € Oka.
=1 i=1
Pelo Teorema do Homomorfismo, temos que

Ox/Oxa~Z[/c\Z X -+ X L[cpZ.

Assim, #0k/Oxa = cic2-+-¢,. Seja a aplicagdo Z-linear 1 : Ox — Oga, definida por
u(e;) = cie;, parai =1,--- ,n. Logo, u(e1) = cre1+0ez+- - -+0ep, - -+ , u(es) = 0ey+- - -+cnep €
det() = cic3 - - - ¢, Por outro lado, temos que B = {cie1,- -+ ,chen} e C = {aey, -+ ,ae,} sao
bases de Oka, e portanto existe um automorfismo v : Oxa — Oka tal que v(c;e;) = ae;, para
i=1,---,n. Como a matriz mudanca de base é inversivel, segue que det(v) é inversivel em Z,
isto é, det(v) = 1. Também, (vou)(e;) = v(u(e;)) = v(cie;) = ae;, parai =1,--- ,n. Assim,
(vop)(a) = aa. Finalmente, N(a) = det(vop) = det(v)det(u) = £lcica -+ - ¢, = £#0k/Oxa.
Portanto, |N(a)| = #0k/Oka. [

Proposigao 1.7.2 Se A é um ideal nao nulo de Ok, entdo N(A) € finita.
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Demonstracao: Se o € A é um elemento ndo nulo, entdo Oga C A e Ok/A pode ser visto

como um quociente de Oy /Oga. Assim,
#O0k/Oga = #0k /A - #A/Oke.
Pela Proposi¢ao 1.7.1, segue que #Ox/Oka é finito. Portanto, #Ox/.A é finito.

Proposigao 1.7.3 Se A e B ideais ndo nulos de Ok, entio N(AB)=N(A)N(B).

Demonstragao: Pelo Teorema 1.6.2, temos que B = H'Pf"‘ onde P; C Ok, parai=1,---,n,
i=1

sdo ideais primos. Seja P; = M, para algum i. Assim, é suficiente mostrar que N(AM) =
N(A)N(M), ou seja,

#Og/AM = #0g /A - #0x /M, (1.2)
onde M é ideal maximal de Og. Como AM C A, temos que o homomorfismo sobrejetor ¢ :

Ox/AM — Og/ A, definido por ¢(z + AM) = x+ A, para x € O, possui ker(¢) = A/AM.
Ox/AM

A/AM
£Ox/AM = #0g /A - #A/AM (1.3)

Pelo Teorema do Homomorfismo, segue que Ok /A ~ . Assim,

Pelas equagoes (1.2) e (1.3) é suficiente mostrar #A4/AM = #Oxg/M. Temos que A/ AM
é um Og-médulo e portanto A/ AM é um Og/M-médulo. Como Og/M é corpo, segue que

A/ AM é um espago vetorial sobre Ok /M e os subespacos sdo ideais da forma Z/AM, onde 7 é
um ideal de Ok tal que AM C Z C A. Vamos mostrar que nao existe Z tal que AM C Z C A.
De fato, como AM C T segue, pelo Lema 1.6.2, que Z | AM. Entdo existe C um ideal de
Ox tal que AM = ZC. De modo andlogo, se Z C A entdo A | Z, e entdo existe D um ideal
de Ok tal que T = AD. Assim, AM = ADC e portanto M = DC. Logo, M CC C Ok e
M C D C Og. Mas M é maximal, entao D = M ou D = Og. Logo,Z = AMouZ = A.

Deste modo, os tinicos subespagos de A/AM séo os triviais e assim dimoy /s (A/AM) = 1.
Portanto, #A4/AM = #0Ok /M. n

Proposicao 1.7.4 Sejam K C L C M corpos de nimeros com anéis de inteiros Ok, OLeOpy

respectivamente. Se J € um ideal fraciondrio de M, entdo Nyx(Nm(J)) = Nux(T).

Demonstragdo: O resultado vale para o ideal cOy pois Nyjx (N (¢cOm))= Nrg(OLNuL(c))=
Ox Nk (Nu(c))= OxNuk(c))= Nuk(cOm)). Agora, se J ¢ um ideal fracionario nao nulo
de M e se h é o nimero das classes de M entdo (J)* = cOpy e assim, Nyg(Nuw(J))?
= Nyk(NuL(cOm))= Nu(cOm))= Nux(J") = Nux(J)". Como O é um dominio de
Dedekind, segue que Nyg(NmL(J)) = Ny (T). ]
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Proposigao 1.7.5 Sejam Q C K uma extensdo finita de grau n e Og o anel dos inteiros de K
sobre Z. Entdo:

i) Se P C Ok € um ideal primo entio P NZ = (p), onde p € Z € primo.

i) [Ox/P : Z,) < n.

Demonstragao: i) Seja P C Og um ideal primo. Como Z C Ok segue pelo Lema 1.5.1, que
PNZ éum ideal primo de Z. Assim, como Z ¢ um anel principal segue que P NZ = (p), onde
p € Z é um primo.

ii) Consideremos ¢ : Z — Og - Ok /P, onde i é a inclusdo e 7 é a projecdo. A funcao
¢ = moi € um homomorfismo e ker(¢) = ZNP=(p). Portanto, pelo Teorema do Homomorfismo,
segue que Z/PNZ ~ Im(p) C Ok/P. Logo, Z/(p) = Z, C Ox/P é uma extensio de corpos. Se
{ai1,--+, ap} é uma base de O como um Z-médulo entdo {(moi)ay, - - , (7oi)ay } é um conjunto
de geradores de Ok /P sobre Z,, poisse @ = a+P € Og/P entdo & = (aja;++ - -+ an0,) +P =
(a1 + (P))(a1 +P) + - - + (an + (p))(a, + P). Portanto, [Og/P : Z,] < n. [

Definigao 1.7.2 Sejam K um corpo de mimeros e Og o anel dos inteiros de K. O grau

(Ox/P : Z,] = f é chamado grau de inércia de P.

Proposicao 1.7.6 Sejam K um corpo de niimeros e Og o anel dos inteiros de K. Se P é um

ideal primo ndo nulo de Ok, entdo N(P) = p’, onde f é o grau de inércia de P.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 1.7.5 segue que Ox/P é um espago vetorial sobre Z, de

dimensdo f. Portanto, N(P) = #(Ox/P) = p’. s

Proposicao 1.7.7 Sejam Q C K uma extensdo finita e Og o anel dos inteiros de K. Entdo,
i) N(A) € A, onde A C Ok ¢é um ideal.

ii) Se A é um ideal nao nulo de Oy entao N(A) =1 se, e somente se, A= Ok.

Demonstracgao: i) Como N(A) = #0k/A, segue que o grupo aditivo de Og/.A tem ordem
m = N(A). Assim, m1 = 0, sendo 1 e 0, respectivamente, a unidade e o zero do anel O /A.
Como, m = ml = 0 segue que m + A = 0+ A, e portanto, m € A. Logo, N(A) € A.

ii) Temos que N(A) = 1 se, e somente se, #O0x/A = 1 se, e somente se, A = O.

1.8 Anéis de fracoes

Nesta secao apresentamos o conceito de anéis de fragoes enfocando suas principais propriedades.
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Definigao 1.8.1 Sejam A um dominio, K seu corpo de fragées, S um subconjunto de A— {0},
que € fechado em relagao a multiplicacao e 1 € S. Chamamos de anel de fracées de A o

: ; ; a
conjunto dos elementos de K, que sao escritos da forma —, coma € A es€ S.
s

Notagao: S~'A

Proposigao 1.8.1 Sejam A um dominio, K um corpo de fragées, S C A—{0} um subconjunto
fechado em rela¢ao a multiplicagio e 1 € S. Entdo:

1) S7'A é um anel comutativo.

2l AT A LA

3) Se S = A — {0} entdio S~'A =K.

4) Se S = {1} ou S é formado somente pela unidade de A entio S™'A = A.

a = 2 aj Qg ;
Demonstragao: 1) Sez,y € S7'A, entdor = — ey = —, com a;,a; € A e 5,5, € S. Assim,
51 $2

0102 aza;

e =4

= S1852 8281 s
2)Sex € A, entaor—T comz € Aele€S. Assim, z="2¢ 84
3)

Temos que K = {B;a,bEAeb;éO}= {3 acAebe A- {0}} { aeAebES}
SA,
a a ¥
4) Se S = {1} temos que S7!'A = {E;a €EAebeS= {1}}={I;a € A}:A. Agora, se S é

formado somente pela unidade de A entao

S~1A = {—S;aeA e SES} ={as"l;a€ Aes' € S} C A

Portanto, S™!A4 = A.

Proposigao 1.8.2 Sejam A um dominio, S um subconjunto de A — {0} fechado em relagdo a
multiplicagio com1 € S e A' = S~ A.

i) Se B C A" é um ideal, entio (B N A)A" = B e a fungio o(B') = B N A é uma injegdo
crescente do conjunto dos ideais de A" no conjunto dos ideais de A, com relagio a inclusdo.
i) A aplicagio o(P') = P' N A é uma bije¢do crescente do conjunto dos ideais primos de A’
no conjunto dos ideais primos P de A tal que PN S = 0 e a aplicagio inversa é dada por

6(P) = PA'.

Demonstragdo: i) Primeiramente vamos mostrar que (B N A)A" = B. Como BNAC B

' I ¥l . ' ’ b a
segue que (B' N A)A" C B A'=B'. Por outro lado, seja x € B C A’ entdo = = ) coma €A

es€S. ComoB éumideal de A" e A C A segue que sz € B. Assim, st =a € B NA, e
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1 ! ' ’ ’ ! ' J !
entdo r = as € (B NA)A, ouseja, B C (B NA)A. Portanto, B = (B N A)A. Também ¢ é

uma inje¢do crescente, uma vez que se p(B;) = p(B,) entdo B; N A = B, N A. Assim,
(BN A)A = (B,n A)A

e isto implica que

B, = B,.
Se B; C B, entdo B; N A C B, N A. Portanto, p(B;) C ¢(B,). Para ii) temos que ¢ esta bem
definida, pois por i) ¢ é uma injecdo crescente e pelo Lema 1.5.1 se P’ C A’ é um ideal primo
e como A C A’ entdo P' N A é ideal primo de A. Falta mostrar que P NS = (. Suponha que
exista s € PNS. Entio s e Pes€ S. ComoP C P entdo s € P e é € A e portanto

1 ! ! r [ L ' r
= s; € PA =P. Assim, P = A, o que é um absurdo, pois P é ideal primo de A'.
Portanto, P NS = 0 e ¢ esta bem definida. Agora, vamos mostrar que ¢(P) = PA" estd bem
definida. Seja P C A um ideal primo tal que PN S = (. Entio, ¢(P) = PA C A'. Temos que

PA = {E :pEPesce S}, uma vez que se x € PA  entdo

n
a; !
= E p;i— com p; € P,a; € PA es; €8.
Si

i=1

r:blpl+"'+bnpn
S

com p; € A.

2 ; a '
Logo, x = s com p € Pes €S, o que prova nossa afirmacao. Agora, sejam x = — € A e
s

b ' ab r 5
=g € A tal que zy = pr € PA . Assim,

ab
J;—:EcompE'Peuefi'.
st Uu

Logo, abu = pst € P. Como u € S e u € P e como P ¢ primo segue que ab € P. Assim,
a € Poub € P, e portanto, g € PA ou ? € PA. Portanto, PA" é ideal primo de A'.
Mostremos que PA' N A = 'P.S ComoP C Ae P C PA segue que P C PA' N A. Por
outro lado, se © € PA' NAentio z € PA ex € A. Assim, z = g, comp € Pes €S,
e entao st € P. Como s &€ P, temos que x € P, pois P é ideal primo de A. Portanto,
PA' N A = P. Finalmente, temos que (¢0¢)(P) = ¢(¢(P)) = p(PA) = PANA="Pe
(600)(P') = d(0(P")) = ¢(P' N A) = (P' N A)A' = P'. Portanto, ¢ = ¢1. =

Corolério 1.8.1 Com as nota¢des da Proposicio 1.8.2, se A é um anel noetheriano, entio A’

é um anel noetheriano.
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Demonstragio: Seja a funcio ¢ : {conjunto dos ideais de A'} — {conjunto dos ideais de A}
definida por ¢(B') = B' N A. Pela Proposic¢io 1.8.2, temos que ¢ é uma injecao crescente. Se
(B,)n>0 é uma sequéncia crescente de ideais de A, entdo (¢(B,))n>0 é uma sequéncia crescente
de ideais em A. Como A ¢é noetheriano, entdo existe ng € N tal que ¢(B,) = ¢(B,.,),¥n > no.
Como ¢ é injetora, temos que B, = B,,,,Yn > ng. Assim, (B,),>o ¢ estacionaria. Portanto,

A’ é noetheriano. u

Corolario 1.8.2 Se A é um dominio de Dedekind, P C A é um ideal primo, S=A-P e T é

um ideal de A tal que I = H?Df“', onde P;, i = 1,--+ ,n, sdo ideais primos de A, entdio a
i=1
decomposicio de A'T em ideais primos de A" = S™'A ¢é dado por A'T = H (A'P;)%.
P;NnS=0

Demonstragao: Se P’ é um ideal primo nao nulo de A, entdo pela Proposicao 1.8.2, segue que
P 'NA =P éum ideal primo de A tal que PNS = (). Também P # 0, pois P = A'P. Assim,
P é um ideal maximal de A. Pela Proposicio 1.8.2, segue que P’ é um ideal maximal de A".
Como T = HP{’" segue que AZ = A’ (H Pf") = H(A‘P,-)e* = H (A'P;)%. Finalmente,

i=1 i=1 P;NS=0
se P,NS # 0 entio AP; = A ese P;,NS = () entdo A'P; é um ideal primo de A’, para

=1

i=1,---,n. [ |

Proposicao 1.8.3 Se I é um ideal de um anel A, entio T = nA:-I, onde A; = S7'A,
S;i = A—P; e P; um ideal mazimal de A. :

Demonstragao: O resultado é verdadeiro quando A é um corpo, pois os tnicos ideais de A
sao os triviais. Suponha que A nao é um corpo. Se = € mA;I, entao r = %, com a; € I,
b € Aeb; & P;, para todo i. Seja J o ideal de A gerado tpelos elementos b;. rch:}mo b; € P;,
segue que J ¢ P;, para todo ideal maximal P;. Assim, J = A, pois sabemos que todo ideal

de A, diferente de A estd contido em um ideal maximal. Assim, 1 pode ser expresso em termos

m
dos geradores de J = A, isto é, existem elementos c;;, - ,cim € A tal que 1 = ZCikbik.
k=1

m m
Assim, z = Zc,;k(b,-ka:) = Z ci@ir € I. Portanto, ﬂA;I CcZ. ComoZC ﬂ A:-I segue que
k=1 k=1 i i

I=[)AL. =

Proposicao 1.8.4 Seja B um dominio, A C B subanel e S C A um subconjunto, com 1 € S
e fechado em relagdo a multiplicagio. Se Op € o anel dos inteiros de A em B. Entdo Oy €0

anel dos inteiros de A" em B'.
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0 ' = b St
Demonstragao: Se x € Op, entdo x = - com b € Og e s € S. Como Op ¢ inteiro sobre A,
S

entao

b + an—lbnhl +--+aqy= 0_J (14)

onde a; € A, i =0,1,--- ;n — 1, ndo todos nulos. Dividindo a equagao (1.4) por s" obtemos

(é)ﬂ 4 On-1 (Q)H_I I @ =0.
s s s sn

ai ' e e b i A I
Como — € A e ndo sao todos nulos, segue que x = — ¢ inteiro sobre A'. Agora vamos mostrar
s

que

s
que todo elemento de B’ que é inteiro sobre A" pertence 0. Para isso, seja z € B inteiro
sobre A'. Entao

Ap— a
l‘ﬂ+L13;’1_1+...+—0=0 (15)
Sn-1 So

a; oo s R T i

com j € A,i=0,1,--- ,n — 1, ndo todos nulos. Multiplicando a equagao (1.5) por s",
i

onde s = sps;---S,_1 obtemos que (sz)" + an_1(sx)" ! + -+ + by = 0, onde b; €A, para

i=0,1,--- ,n— 1 ndo sao todos nulos. Logo, sz € Op e assim sz = b, com b € Op. Portanto,

b ;
Izgondeb‘E@gesGS. Portanto, z € Op. =

Coroldrio 1.8.3 Se A é um anel integralmente fechado entio A € integralmente fechado.

Demonstragao: Seja K o corpo de fragdes do anel A e seja Ok o anel dos inteiros de K
sobre A. Como A é integralmente fechado, temos que A = Ok, e assim pela Proposi¢ao 1.8.4,

A = 0;}; m
Teorema 1.8.1 Se A é um anel de Dedekind, entio A é um anel de Dedekind.

Demonstragdo: Temos pelo Corolario 1.8.3, que A é um anel Noetheriano e integralmente
fechado, respectivamente. Entao falta mostrar que todo ideal primo nao nulo de A" é maximal.
Assim, se P € A é um ideal primo nao nulo entdo, pelo Lema 1.5.1, segue que P'NA
é um ideal primo de A, e portanto maximal. Assim, pela Proposicao 1.8.2, segue que se
P C M C A entdo p(P') C p(M') C (A). Como ¢(P') é maximal entdo p(P') = p(M)
ou p(M') = p(A"). Logo, P’ = M' ou M' = A'. Portanto, P' é maximal. =

Proposicao 1.8.5 Se A é um anel de Dedekind e S C A um subconjunto tal que S = A — P,
onde P C A é um ideal primo entdo A" é principal, ou seja, existe p € A" tal que os ideais de

A’ sdo da forma (p"),n > 0.
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Demonstragao: Temos que P C A é o tnico ideal primo nao nulo de A tal que PN S = 0,
pois se existisse um outro ideal primo P; C A tal que P; NS = (), terfamos que P; C P. Como
A é Dedekind, segue que P; = P. Pela Proposicao 1.8.2, segue que PA = B é o tinico ideal

primo de A. Mas A" é Dedekind, entio todo ideal de A" é do tipo B" com n > 0. Assim,

Se p € B — B? entdo (p) é ideal de A'. Assim, (p) = B", para algum ng, e (p) ¢ B>. Logo,
no = 1, e portanto (p) = B. Assim (p") = B". Portanto, A" é principal e todos os seus ideais

sdo da forma (p™), com n > 0. n

Teorema 1.8.2 Sejam A um dominio, S C A um subconjunto tal que 0 € S, 1 € S e fechado
no produto. Seja M um ideal mazimal de A tal que M NS = 0. Entdo A’ JMA ~ A/ M.

Demonstracao: Sendo M um ideal maximal de A, segue que M também é um ideal primo
de A. Assim, pela Proposicio 1.8.2, segue que MA' é um ideal primo de A'. Seja a aplicacio
p: A g A Ty A'/MA', onde i é a inclusio e 7 é a projecio. Temos que ker(p) = MA'NA =
M, pois p(z) = 0 se, e somente se x + MA =0 se, e somente se, z € MA ez € A. Portanto,
ker(¢) = MA N A=M, onde a tltima igualdade segue da Proposi¢do 1.8.2. Falta mostrar

. + ' L . = ' a
que ¢ é sobrejetora. Para isso, seja T € A /MA. Assim, T =z + MA, com z = 30 €A

es e S. Como MNS = segue que s € M e como M é maximal segue que A/M é um
corpo. Logo, § = s + M # 0 é inversivel, ou seja, existe b € A/M tal que 3b = 1. Assim,
sb—1 € M. Deste modo, — —ab = 2(1 —sb) € MA'. Portanto, p(ab) = ab+ MA =+ MA’
se, e somente se, t — ab € ij\/lA’. Poi"t.anto, existe ab € A tal que p(ab) = x + MA'. Portanto,
A/MA ~ A/M. &




Capitulo 2
Ramificacao e Discriminante

Neste capitulo introduzimos primeiramente o conceito de ramificagdo e apresentamos algu-
mas propriedades incluindo o Teorema da Igualdade Fundamental. Também apresentamos
o conceito de ramificacao em corpos quadraticos. Em seguida, apresentamos o conceito de
discriminante e também a relacao entre ramificacao e discriminante. Na peniltima se¢do apre-
sentamos o Teorema de Kummer, o qual nos apresenta um método de de decomposicao através
de polindomios. Finalizando, apresentamos o conceito de reticulado como um subconjunto dis-
creto do R" e depois através da Teoria dos Numeros Algébricos apresentamos um método de

gerarmos reticulados. Neste capitulo foram utilizadas as seguintes referéncias [1], [2], [3], [4],

[5], (6] e [7].

2.1 Ramificacao

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, . uma extensao finita de K de grau n
e Op o anel do inteiros de A em L. Pelo Teorema 1.6.1, Capitulo 1, segue que O, é um anel
de Dedekind. Apresentamos nesta secao a decomposicao de ideais primos nao nulos P de A

na extensao L, ou seja, veremos que o ideal estendido POy, de O, é expresso de modo tinico

9
na forma POL= H Q;*, onde os Q; sao ideais primos de O, e os e; sao elementos de Z, para

i=1

Proposigao 2.1.1 Os ideais primos Q; de Oy, sdo os inicos ideais primos de Oy, tais que

QNA=P,parai =1,---,g.

Demonstracio: Seja D um ideal primo de Oy,. Entao DN A = P se, e somente se, D D POy

De fato, se DN A = P, entao P C D e portanto PO, C DO = D. Por outro lado, se
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g
Do Py = H Q¢ pelo Lema 1.5.2, segue que D D @Q;, para algum i. Como Q; é maximal,

pois O, é DelcTelkind, segue que Q; = D. Como D C O e A C O, pelo Lema 1.5.1, temos
que DN A é um ideal primo de A e também DN A C A, pois 1 € D. Agora, como P C D e
P C A, segue que P C AND. Como A é Dedekind, segue que P = AN D, pois P é maximal.
Portanto, P = AN Q;. Assim, D estd na fatoracao de POy, se, e somente se, DNA=P. =

Definicao 2.1.1 Se P = AND, dizemos que D estd acima de P.

Lema 2.1.1 Com as notagdes anteriores temos que
1) AJ/P e Op/Q; sdo corpos e que AP pode ser identificado como um subcorpo de O/ Q;.
2) Como O, € um A-mddulo finitamente gerado, entdo Or/Q; é um espago vetorial de dimensao

finita sobre A/P, parai=1,--- n.

Demonstragao: 1) Como A e Oy, sao anéis de Dedekind, segue que A/Pe Oy /Q;,i=1,--- g,
sao corpos. Agora, consideramos a aplicagao A . Op — OL/Q;, onde i é a inclusdo e 7 é
a proje¢ao. Temos que ker(moi) = Q; N A = P. Pelo Teorema do Homomorfismo segue que
A/P =~ Im(woi). Portanto, A/P pode ser identificado como um subcorpo de O/ Q;.
2) Considerando as operagoes

®:0L/Qix0OL/Qi — OL/Q;

(Z,9) B
R:A/Px0OL/Qi — OL/Q;
(a,z) —  az

temos que Op,/Q; é um espaco vetorial sobre A/P e que OL/Q; tem dimensdo finita, pois
sendo {z1,---,z,} os geradores de O, sobre A, e b € O, entao b = a1 + -+ - + @, T, cOM
a; € A,i=1,---,n. Assim, b = ;@ + - -+ + GnTp, com @; = a; + P. Portanto, {%is = s Bn}

gera Op/Q; como um espago vetorial sobre A/7P. ]

Definicao 2.1.2 O grau f; = f(Q:|P) da extensao Op/Q; sobre A/P é chamado de grau de
inércia de O, sobre A, e o expoente e; = e(Q;|P) é chamado de indice de ramificagio de Q;

sobre A.

Definigao 2.1.3 Dizemos que P é:

a) totalmente decomposto em L(ou em Oy) quando e(Q|P) = f(Q|P) = 1, para todo ideal
primo Q que esta acima de P.

b) inerte em L (ou em O) quando e(Q|P) =1 e f(Q|P) = n, para todo ideal primo Q que

esta acima de P.
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¢) totalmente ramificado em L (ou em O) quando e(Q|P) = n e f(Q|P) = 1, para todo
ideal primo Q que esta acima de P.
d) ramificado em L (ou em Oy) se existir um ideal primo Q; de Oy, que esta acima de P tal

que e; > 1 para algum 1.

Lema 2.1.2 Com as notagoes acima temos que
1) POLNA="P
2) OL/POy € um espago vetorial de dimensdo finita sobre A/P.

Demonstragao: 1) Como P C POy e P C A, segue que P C POy, N A. Por outro lado, se

g
PoL =[] <

i=1

entdo PO C Q;, parai=1,---,g. Logo, POLN A C @; N A = P. Para 2) consideramos
A5 0L -5 0OL/POL

onde ¢ € a inclusdo e 7 é a projecdo. Temos que ker(moi) = POL N A = P. Pelo Teorema
do Homomorfismo, segue que A/P ~ Im(7 o). Portanto, A/P pode ser identificado com um
subcorpo de OL/POp. Como O, é um A-mddulo finitamente gerado, entdo analogamente ao
item 2) do Lema 2.1.1, provamos que Op/POy, é um espago vetorial de dimenséo finita sobre

A/P. =
Lema 2.1.3 A sequéncia de ideais

OLDQDQID - DQDQNLHD - DQNQFD:--DQf - Q¥ =PO,
¢ mazimal.

Demonstragao: Dois elementos desta sequéncia sao da forma Q e QQ;, onde Q é o produto
de ideais Q;. Se existir D tal que QQ; C D C Q segue pelo Lema 1.6.2 que D divide QQ;.
Assim, existe C; C O, tal que QQ; = DC,. De modo andlogo, Q divide D, ou seja, existe
Cy C O tal que D = QC,. Logo, Q; CC, C O e Q; CCy C Op. Como Q; é maximal, segue
que @; =Cy 0uCy = 0O. Se @; =C; entdo D = QQ;, e se C; = O, entdao D = Q. Portanto,

nao existe ideal nao trivial entre QQ; e Q. =

g
Teorema 2.1.1 (Teorema da Igualdade Fundamental) Zeifi = [OL/POL: A/P] =n.

i=1
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Demonstragao: Vamos provar a primeira igualdade. Pela demonstragao do Lema 2.1.1, temos
que Q/9QQ; é um espago vetorial sobre Op/Q;, e pelo Lema 2.1.3 temos que seus subespagos
sd0 os triviais. Assim, dime, /o, Q/QQ; =1e #0L/Q; = #Q/QQ;. Como [OL/Q; : A/P] = f;
e [Q/QQ; : OL/Q;] = 1 temos que [Q/QQ; : A/P] = f;. Dado um indice i, observemos que
existem exatamente e; elementos consecutivos na sequéencia dos ideais com o quociente da forma
Q/Q09;, ou seja, de dimensao f; sobre A/P. A dimensio total de [OL/POy, : A/P] é igual a
soma das dimensoes dos quocientes, ou seja,

g

[OL/POL: A/P]=erfi+ - +efy = eifi.

i=1
Agora vamos provar a segunda igualdade. Se A é principal, pelo Coroldrio 1.2.3 temos que
O é um A-médulo livre de posto n. Se {zy,---,x,} é uma base de O sobre A, temos que
{1 +POy, -+ ,2,+POL} é uma base de O /POy, sobre A/P. De fato, se b € O, /POy, temos
que b = b+ POy, e entdo

(@121 + -+ apzy) + POL = (121 +POL) + -+ + (@ + POL)
= (a1 + P)(x1 + POL) + - - + (an + P)(zp + POL)

A T 'f_a*nfns

coma; € A/P,i=1,--- ,n. Agora, se a7, + -+ + d, &, = 0 entdo

8
@+ + Gpn = Y bipj, comb € Opep; €P,j=1,++,.
j=1

n
Como {zy,-+,x,} gera O, sobre A, segue que b; = anjjajf, comc;; € A, para j=1,-.-,n.
. i=1
Entao

n

n & n 5
Z a;T; = Z (Z Cijl‘f) P Z (Z C-ijpj) Ly
i=1 j=1 1 1 \g=1

A= i=

]
Como {z;,--+,x,} € linearmente independente, segue que a; = ciip; € P, ou seja, a; = 0,
iPj
j=1
parai = 1,--+ ,n. A demonstragio para o caso geral é feita por reducgao ao caso anterior. Temos

que A é um anel de Dedekind. Se P é um ideal primo ndo nulo de A e se S = A — P, temos
pela Proposicdo 1.8.5, que S~ A é um anel principal e pela Proposigao 1.8.4, que S~'Oy, é anel
dos inteiros de L sobre S 'A4 e S710p é um S~ ! A-mddulo livre. Dai, pelo caso anterior, temos
que [S~'OL/ST'OLP : ST'A/S7'AP] = n. Considerando a fatoragao do ideal PS~'0, =
ﬁ(S“OLQi)e‘ ecomo Q;NA=P, ;NS =0e S 1OLQ; sao ideais primos nao nulos de

i=1
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S~10y, temos pela primeira parte que

9
[S7'OL/PST'0L: ST1A/PST Al =) e [STIOL/STIOLQ; : STIA/PSTIA].

i=1

Porém pelo Teorema 1.8.2, temos que S7!A/PS™1A ~ A/P e S71OL/S7'OLQ; ~ Op/Q;.
9

Portanto, n=[$710L /S~ 1OLQ; : S1A/PS 4] = Ze;-f,-. o

i=1

Lema 2.1.4 Se A;, A sao ideais de um anel A e A + Ay = A entdo A; Ay = AN A, .

Demonstragao: Temos que A;4A; C A; e A1 Ay C Ay e assim A1 Ay C A N Ay, Agora,
suponhamos que x € A; N A,. Por hipétese, A; + A, = A, assim, existem elementos a; € A,
as € A, tal que 1 = a; + ay. Logo, x = a,x + axx é a soma de dois elementos de A;.A;. Assim,
AN A, C A A,. Portanto, A4, = AN A, . n

Lema 2.1.5 Sejam A um anel e {A,,---,A,} um conjunto finito de ideais de A, tais que
n n

A;i + Aj = A para i # j. Entdo A/HA,; o HA/.A;-.
i=1

i=1

Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre n. Para o caso n = 2, seja a aplicacao
p: A— AJA| x Al A;,

definida por ¢(a) = (a + Aj,a + As), com a € A. Assim ker(yp) = A; N Ay, uma vez que,
o(z) = (0,0) se, e somente se, (x + A,z + A;) = (0,0) se, e somente se, z + A, = 0 e
z+ A, = 0 se, e somente se z € A, e z € Ay. Entdo z € A; N Ay. Para a sobrejetora, devemos
encontrar z,y,z € A tal que (y + Ay, z + Ay)=(z + A1,z + Az) = p(x). Como A; + A; = A,
existem elementos a; € Ay, ay € Ay tais que 1 = a; + az. Seja, * = a1z + ay. Como
ay = 1(modulo A,) e a; = 1(modulo Ay) temos que z = y(modulo A;) e x = z(modulo As;)
o que implica, z + A; = y + A, e x + A, = z + Aj, ou seja ¢ é sobrejetora. Portanto, pelo
Teorema do Homomorfismo temos A/ A; N Ay ~ A/ A; x A/ As, e pelo Lema 2.1.4, temos que

A/AlAQ o A/.A] X A/AQ

Agora, supomos que o resultado é verdadeiro para Vk < n. Fazendo B = Ay---A,, temos

que A, + B = A. Como A, + A; = A, para ¢ > 2 temos que existem elementos ¢; € A; e
n

a; € A; tais que ¢; +a; = 1. Assim, 1 = Hc,- +a; =c+ay+---+ ap, onde ¢ é a soma dos
=2
termos que contém no minimo um ¢; como fator. Logo, ¢ € A;. Como A;--- A, € B, segue

que A, + B = A. Pelo caso n = 2, segue que A/ A;B~ A/ A, x A/B, e por hipétese de indugao
temos que A/ HA,- o~ H Al A;. B
i=1

i=1
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9
Proposicao 2.1.2 Com as notagdes anteriores, temos que Op /PO ~ HOL/Q:-".
i=1

Demonstragao: Temos que Q; é o tinico ideal maximal de O, que contém QF, pois se existir
M um ideal maximal, tal que M D Qf* temos pelo Lema 1.5.2 que M D Q;, para algum 1.
Como Q; é maximal segue que M = Q;. Vamos mostrar que Qf + Q;j =104 para’'s % 1.
Se QF + Q_? C Oy, entdo existe um ideal maximal M de Oy, tal que Qf + Q;j CMcC Oy
Como Q' C QF + QF, segue que QF C M, ou seja, Q; C M, e como Q; é maximal, temos
que Q; = M. De modo analogo, como Q;" C QF + @7, segue que Q;ﬁj C M, ou seja, Q; C M

e como Q; é maximal, segue que Q; = M. Assim, Q; = Q;, o que é um absurdo. Portanto,

g
o + Q_? = O. Entao pelo Lema 2.1.5, segue que Op /POy, ~ H OL/ Q7. B

i=1
Teorema 2.1.2 Sejam K C L. C L, corpos de nimeros, com respectivos anéis de inteiros

Og C O C O,. Seja T um ideal primo de Op,, Q=INOL e P = QN Ok. Entio
e(Z|Q)e(Q|P) = e(Z|P) e f(Z|Q)f(QIP) = f(Z|P).

Demonstracao: Considere f(Z|Q) =[O, /T : OL/Q), f(Q|P) =[OL/Q : Ox/P] e f(Z|P) =
[OL, /T : Og/P]. Assim, pelo Teorema da Multiplicidade de Graus, temos que

f(Z|Q)f(QIP) =[O, /T : OL/Q][OL/Q : Ox/P) =[O, /T : Ox/P] = f(T|P).

Para mostrar a outra igualdade, considere e = e(Q|P), € = e(Z|Q) e ¢ = e(Z|P). Seja
PO, = Q¢ - J, onde Q, J sao ideais primos de Op,. Como QF divide POy, e Q°*! nao divide
POy, segue que Q nao divide J. Analogamente, Op, Q = Te - J', onde T nao divide J .
Assim,

O, P = O, (POL) = 0,(Q°F) = (01, Q*(On,T) =TT (0L, T)

e T nao divide Oy, J, pois caso contrario, @ =ZN 0O, 2 O, J 2 J, contrariando que Q nao

divide J. Assim, € e é a maior poténcia exata de Z, que divide OL,P. Portanto, e =ce. =

Lema 2.1.6 Seja A um dominio de Dedekind. Sejam Py, - -, P,, ideais primos distintos e nao
nulos de A, e sejam xy,--- ,x, € A e ey, -+, e inteiros positivos. Entdo existe um elemento
i+1

re€Atadlquer—x;, €Pfiex—a; P, parai=1,--- 7.

Demonstragao: Parai = 1,---,r temos que P{* D 'Pf‘“. Entéo existe um elemento a; € P;",
a; € Pt Pela Proposigao 2.1.2, existe x € A tal que x — (z; +a;) € Pft! parai=1,--- 7.

Entdo z — z; = [z — (z; 4+ a;)] + a; € Pfi, mas v — x; € PF*, pois a; ¢ PP 2
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Lema 2.1.7 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fra¢ées, K C L uma extensdo de
Galois finita de grau n e Oy, o anel dos inteiros de A em L. Se Q, e Q, sdo ideais primos de

OL tais que Q1NA = Q,NA # 0, entao existe um K-automorfismo o de L tal que 0(Q,) = Q».

Demonstragao: Seja G = {0y, -+ ,0,} o grupo de Galois de L sobre K. Se 0;(Q;) # Q,,
para todo i = 1,--- ,n, pelo Lema 2.1.6, existe x € Oy, tal que = & 0;(Q,;), parai=1,--- ,n,
ex € Q. Sejaa= Hoi(a:)‘ Assim, a € @, N A, ea & Qy, pois g;(x) € Q;, parai=1,--- ,n,

i=1
0 que é uma contradi¢ao. Portanto, existe o € G tal que 0(Q;) = Q,. [

Teorema 2.1.3 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragdes, K C L uma extensdo

de Galois finita de grau n, e Oy o anel dos inteiros de A em L e P um ideal primo de A. Se
g
PO, =HQ§" e[OL/Qi: A/P] = fi entdo ey, =ey=---=¢,, fi=fo="+-= f, e 0s corpos

=1
OL/Qi,i1=1,---,g, sdo isomorfos.

Demonstragao: Pelo Lema 2.1.7, para cadai = 1,--- , g, existe o € G tal que 0(Q;) = Q;.

g
Assim, POp= o(POL) = H 0(Q;)%. Pela unicidade da fatoragio de POy segue e; = e para
i=1

RN Finalme_nte, como OL/Q; = OL/0(Q,) ~ OL/Q, segue que f; = f; para
2

Corolario 2.1.1 Com as hipdteses do Teorema 2.1.3, temos que efg = n, onde n € o grau da

extensao I sobre K.

9
Demonstracao: Pelo Teorema 2.1.1, temos que z eifi = n. Pelo Teorema 2.1.3, temos que

i=1
es=ce fi=f,paratodoi=1,::-,g. Portanto, efg = n. [ ]

Proposicao 2.1.3 Se A é um dominio de Dedekind que possui somente um niumero finito de

ideais primos entdo A € principal.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.6.2, todo ideal nao nulo de A é um produto finito de ideais
primos nao nulos de A. Assim, é suficente mostrar que estes ideais primos sao principais. Sejam
Py, -+, P, os ideais primos nao nulos de A. Pela Lema 2.1.6, para h =1, .- 7, existe y, € A
tal que yn € Py, yn & Pi € yn & Pj, para j # h, onde consideramos z, = --- =z, =0, ¢; = 1,
e e; =0, para j # h. Assim, P, divide Ay,, P} ndo divide Ay, e P; ndo divide Ay, para
j # h. Entao a decomposi¢ao de Ay, em ideais primos é Ay, = P,. Portanto, cada ideal P}, é

principal. [ ]
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2.2 Ramificacao em corpos quadraticos

Nesta se¢ao, apresentamos especificamente a ramificagdo nos corpos quadraticos. Deste modo,

sejam d € Z livre de quadrados, L. = Q(v/d), O, o anel dos inteiros de L e p um nimero primo.
g

Seja pOp, = H Q7" a decomposigao em L do ideal pOy, como um produto de ideais primos de

=1

OL. Pelo Teorema 2.1.1, segue que 29: eifi = 2. Assim, g < 2 e temos 0s seguintes casos:
a)Seg=2ei=6=1 fi=Ff :tlz,lentéio p se decompoe em L, ou seja, pOp, = Q;Q», onde
Q,, Q5 sdo ideais primos de Oy, acima de pZ.

b) Se g =1, e; =1, fi =2, entdo p é inerte em L, ou seja, pOp = Q, onde Q é um ideal primo
de O, acima de pZ.

c) Se g =1, e; = 2, fi = 1, entdo p ramifica em L, ou seja, pOp, = Q% onde Q é um ideal

primo de Oy, acima de pZ.

Definicao 2.2.1 Dados um numero primo impar p e um inteiro d relativamente primo com p,
dizemos que d é um residuo quadrdtico mddulo p, se existir a € Z tal que d = a?(modulo p),
isto €, se a classe de restos de d mddulo p for um quadrado em Z,, caso contrdrio, d ndo é

residuo quadrdtico modulo p.

Exemplo 2.2.1 Se p = 5 entdo d = 19 ¢ um residuo quadrdatico mddulo 5, pois existe a = 2

tal que 19 = 2*(modulo 5). Se p =T entdo d = 19 ndo é residuo quadrdtico mdédulo 7, pois nio

eziste a tal que 19 = a*(modulo 7).

Teorema 2.2.1 Seja L = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d é um inteiro livre de quadrados.
i) Os primos impares p, onde d é um residuo quadrdtico modulo p, decompoem em L.
it) Os primos impares p, onde d ndo € um residuo quadrdtico mddulo p, sdo inertes em L.

i11) Os primos tmpares divisores de d ramificam em L.

2

1 d
Demonstragao: Se p é impar, temos que O = Z[ﬂ] ouOL=27 ! s \/—] Agora, se

a=a+b(1+\/a) eZ[lJﬂ/a},
2 2
com b impar, entao

1+ Vd

a=a+(b+p) ( ) (modulop).
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Assim, o' =a+ (b+p) (HT‘Q) € Z[Vd), e a = o (modulop)], e portanto O /pOy, é isomorfo a
Z[V/d]/pOy. Por outro lado, temos que Z[z]/({2z? — d) é isomorfo a Z[V/d), e portanto,

OL/pOL = Zx)/(p, 2 — d) = Z,la]/(z* — d)

onde d é a classe de residuo de d médulo p.

i) Se d = 2?(modulo p), entdo 2? — d em Zy[z], fatora-se como 22 — d = (z — Vd)(z + Vd),
onde hy(z) = x — Vd e hy(z) = & + V/d sdo polindmios irredutiveis distintos tais que (hihy) =
(h1) N (ha) e (hy + he) = Z,[z]. Assim,

O1/pOL = Zyfal/(a - d) = T,fal /(& - V) x B,fa)/(z + V)

e como Zy[z]/(x — Vd) e Z,[z)/{z + V/d) sio corpos, segue que pOp = ,Q,, com Q, e Q,
primos, ou seja, p se decompoe.

i) Se d # z*(modulo p), entdo z* — d é irredutivel em Z,[z], e O /pOy, é isomorfo a um corpo.
Assim, pOy, permanece primo, ou seja, p ¢ inerte em L.

i1i) Se p é um divisor de d temos que 22 —d é um quadrado de um polindmio irredutivel. Assim,

OL/pOL ~ Z,[z]/(h?) e o elemento h + (h*) é nao nulo e nilpotente. Entdo p se ramifica. =

Exemplo 2.2.2 Seja L = Q(v/10). Como 5 divide 10, temos pelo Teorema 2.2.1, que 5
ramifica em L. Assim, e = 2 e f = 1. Agora, se p=3 entdo 10 é residuo quadrdtico mddulo
3, logo 3 decompde. Assim, e =1 e f = 1. Se p=7, temos que 10 nao € residuo quadrdtico

modulo 7, entao 7 € inerte.

Teorema 2.2.2 Seja L = Q(v/d), um corpo quadrdtico, onde d é um inteiro livre de quadrados.
Entao:

i) Se d = 1(modulo 8) entdo 2 se decompde em L.

ii) Se d = 5(modulo 8) entao 2 ¢ inerte em L.

iii) Se d = 2(modulo 4) ou d = 3(modulo 4) entdo 2 ramifica em L.

1+d
2

] e o polindmio minimal de

Demonstragao: Se d = 1(modulo 4) entao O = Z !

1 d d-1
+2\/_ é 22 — 1 — e Assim, Oy, é isomorfo a Z[z]/{z? — z — a), onde a =

portanto,
Z/20y, ~ Zy[z]/{x* — x — a&).

-1
Logo, para 7) temos que se d = 1(modulo 8), entdo 2k = 4 k € Z. Assim, a = 0(modulo 2)

er’—x—a=a2*+2x = z(x + 1)(modulo 2). Portanto, O /20, é o produto de dois corpos,
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d—1-4
ou seja, 2 decompde em L. Para ii) se d = 5(modulo 8), entdo 2k = — k € Z. Assim,

a = 1(modulo 2) e 2% —x — @ = 22 + x + 1(modulo 2). Como z? + z + 1 é irredutivel, segue que
2 permanece primo em L. Agora, para iii) se d = 2 ou d = 3(modulo 4), entdo O = Z[V/d] e
OL/20y, é isomorfo e Z,[z]/(z* — d). Neste caso, 22 —d = 2% ou 22 — 1 = (2% — 1)?, e ambos os
casos 6 um quadrado. Assim, Z,[x]/(z* — d) possui um elemento nilpotente ndo nulo. Entao 2

ramifica em L. B

Exemplo 2.2.3 Se L = Q(V/17), seque pelo Teorema 2.2.2 que 2 se decompioe em L. Se
L = Q(v/21), entio 2 é inerte em L e se L = Q(v/6) entdo 2 ramifica em L.

2.3 Discriminante

Nesta se¢ao, apresentamos o conceito de discriminante e enfocamos suas principais propriedades.

Definicdo 2.3.1 Sejam A C B anéis tal que B é um A-mddulo livre de posto n. Seja

{ai, -+ ,an} C B . Definimos o discriminante do conjunto {ou,- - ,0,} por
D(ay, - ,an) = det(Trpja(eic;)).
Exemplo 2.3.1 Sejam K = Q(v/11) um corpo de nimeros e {1,v/11} C K. Assim,

= Triig(1) T?‘Km(\/ﬁ) " 2 0 o
AADE Trao(VID) TragWAD? |~ |0 22|~ "

Proposi¢ao 2.3.1 Sejam A C B anéis tal que B é um A-mddulo livre de posto n. Se

mn
{yi,-** ,yn} € um conjunto de elementos de B, tais que y; = Eaijaj com a;; € A, para
=1

i=1,---,n, entdo D(y1, - ,ya) = (det(ai;))?D(a, - , ).
n

n n
Demonstragao: Sejam y, = E ApiQ; € Yg = Zaqjaj. Assim, y,y, = 2 apiagjaij. Logo,
i=1 j=1 jyi=1
n

D(y1,- -+ ,yn) = det(Trpa(ypyq))- Mas Trpja(Ypyq) = Zapiaqu?‘BM(a;-aj). Na forma matri-
i=1
cial, temos

(Tre1a(YpYq)) = (api) (Trpja(cic;))(ag;)".
Assim,

D(yi,--+,yn) = det(Trpa(ypyy)) = det((ap)(Trpia(aic;))(ag;))
det(ay;)det(Trpa(cia;))det(ag;) = (det(ai;))’D(ay, -, an).
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Exemplo 2.3.2 Pelo Ezemplo 2.3.1, vimos que o D(1,v/11) de Q(v/11) € igual a 44. Agora,
considerando outra base de K, por ezemplo {2 —+/11,1+ V11} seque pela Proposi¢do 2.3.1, que

2
D(2 — V11,1 + V/11) = det ( ? _11 ) D(1,V11) = (3)%44.

Definicao 2.3.2 Sejam A C B anéis tal que B é um A-mddulo livre de posto finito n.
Chamamos de discriminante de B sobre A o ideal de A, dado por Dpja = (D(ay,: -, ),

onde {ay, - ,a,} € uma base de B sobre A.

Proposicdo 2.3.2 Seja K = Q(V/d), onde d € Z ¢ livre de quadrados. Se d = 2(modulo 4) ou
d = 3(modulo 4) entdo o discriminante de Ok, onde Ok € o anel dos inteiros de K sobre Z, é
4d.

Demonstragio: Pelo Teorema 1.3.1, se d = 2(modulo 4) ou d = 3(modulo 4) entdo {1,V/d} é

uma base do anel dos inteiros de K. Assim, pela Defini¢ao 2.3.1 temos que

ails B0y el @il e [ 20005
DU a)= Tr(Vd) Tr(Vd)? o 2d Sl

Portanto, o discriminante da base {1,/d} do anel dos inteiros de K é 4d. =

Proposicdo 2.3.3 Seja K = Q(Vd), onde d € Z ¢ livre de quadrados. Se d = 1(modulo 4)

entdo o discriminante de Oy, onde Oy € o anel dos inteiros de K sobre Z, é d.

14-5/d

5 } é uma base do

Demonstragao: Pelo Teorema 1.3.1, se d = 1(modulo 4) entao {1,

anel dos inteiros K. Assim,

gl Pl
(’2) T(1+f)\/(_ )

} do anel dos inteiros de K é d. ]

Portanto, o discriminante da base {

Exemplo 2.3.3 Seja K = Q(v/5) um corpo de nimeros. Como 5 = 1(modulo 4), temos pelo

V5

1
Teorema 1.3.1, que {1, 3 + 7} ¢ uma base de K. Assim, pela Proposi¢do 2.3.3, temos que
1+ \/5)

r Tr(1) Ty (
5 (11+_f) _ :

2 1+5 ER A
Tr( 5 )T?‘( 5 )
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Proposigao 2.3.4 Sejam A C B anéis tal que B é um A-mddulo livre de posto finito n.
Suponhamos que Dpgj4 contém um elemento que nio € um divisor de zero. Entdo {cq, -+ ,an}

C B ¢ uma base de B sobre A se, e somente se, D(avy,- - ,ay) gera Dpya.

Demonstragao: Se {ay, -+ ,a,} é uma base de B sobre A, pela Proposi¢ao 2.3.1, temos que

D(ay,- - ,ay) gera Dpja. Por outro lado, suponhamos que d = D(ay, -+, a,) gera Dpa. Seja

{e1,-+ ,en} uma base de B sobre A. Sejam d = D(ey,- - - o Ba) Bty = Zagjej, com a;; € A,
j=1
1 <1i,7 < n. Pela Proposi¢ao 2.3.1 segue que d = det(a,-j)Qd’. Por hipétese, Ad = Ad = Dpya,

ou seja, d = bd, b € A. Logo,
d — det(a;;)*db = (1 — det(a;;)*b)d = 0.

Temos que d nao ¢ um divisor de zero, pois caso contrario, como d gera Dpj4 terfamos que

todo elemento de Dpj4 seria um divisor de zero, o que ndo ocorre. Logo, 1 — det(a;;)*b =0 e

assim, bdet(a;;) det(a;;) = 1. Logo, det(a;;) é inversivel e portanto {aj,- - ,a,} é uma base de

B sobre A. n

Lema 2.3.1 (Lema de Dedekind) Sejam G um grupo, K um corpo, e oy, - , 0, homomorfismos
distintos de G no grupo multiplicativo K*. Entdo {0}, -+ ,0,} sdo linearmente independentes

sobre K.

r

Demonstragao: Suponhamos que oy, -+ ,0, sdo linearmente dependentes. Seja E a;0; = 0,
- =1
com a; € K, tal que o niimero r dos a;s nao nulos seja o menor possivel. Como o, e 03 sdo

distintos, entao existe z € G tal que 0,(z) # 02(z). Além disso, para todo = € G, temos que
a101(x) + azo2(z) + - - - + a,0.(x) = 0. (2.1)

’ -~ —~ » sy .
Como os 0,5 sao homomorfismos, tem-se que a expressdo é vélida para todo z € G. Assim,

para rz temos

a101(x)o1(z) + ao2(x)o2(2) + - - - + ay0.(x)o,(2) = 0. (2.2)
Multiplicando a Equagdo (2.1) por 0;(z) e subtraindo da Equacao (2.2) obtemos,
az(01(2) — 02(2))o2(x) + - - - + a,(01(2) — 0,(2))or(x) = 0.

Com isso vale para todo * € G e r foi escolhido como o menor possivel, segue que
as(01(z) — 02(z)) = 0, ou seja 01(z) = 02(2), para todo z € G, uma vez que a; # 0, o

que contradiz a hipdtese de que os homomorfismos sdao distintos. s}
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Proposigao 2.3.5 Sejam K C L corpos e 01, -+ , 0, K-isomorfismo de L. Se {ay, -+ ,a,} €

uma base de I sobre K, entdo
D(ay,- - ,an) = det(os(a;))* #0.

Demonstragao: Temos que D(ay,- -+, a,) = det(Tr(asa;)). Como o trago de o;a; é a soma

de seus conjugados, segue que

D(&], L ,Cl‘n) = det(Tr(at-aj)) = det (i Jk(af;-a«j))

k=1
= det (Z O'k(ai)ak(aj)) = det(0;(y))?,
k=1

uma vez que

o1(@1) oa(ar) -+ gnlar) | [ oule) oi(az) -+ oi(am)

o1(az) oa(az) -+ on(an) oa(a1) oa(az) -+ o2(an)

ol(an) 0'2(0511) Jn(an) _Un(a'l) Uﬂ(a2) Un(a'n)_

Falta mostrar que det(o;(c;)) # 0. Se det(o;(c;)) = 0, entdo existem ay,- - ,a, € C, ndo todos

n n
nulos, tal que Zaz-az-(aj) =0,paraj=1,---,n. Sejaa € L. Assim, a = Zb,-a,;, onde b; €

i=1 i=1

n n
K,i=1,---,n. Por linearidade,z a;0;(a) =0, Va € L. Assim, Zaia,v = 0, o que contradiz
i=1 i=1

o Lema 2.3.1. Portanto, det(o;(a;))? # 0. n
Exemplo 2.3.4 Seja Q C @(\/5) Assim, existem dois Q—isomorfismos, o,,02, onde
o1(a + b/3) = a + bV/3 e a3(a + bv/3) = a — by/3. Como {1,V/3} é uma base de Q(+/3)

sobre Q seque que ;

1 1

V3 -3

Proposicao 2.3.6 Sejam A C B anéis tal que B é um A-mddulo livre de posto n e A um

D(1,V3) = = (-2v3)? = 12.

s ! ! ~ s ~
dominio. Se {x1, -+ ,xn} € {xy, -+ ,,} sdo bases do A-mddulo B, entdo Dpja(x1,- - ,Zn) =

) ) ! ! a~ .
Dpja(zy, -+ ,2,) =0 ou Dpja(z1, -+ ,%n) € Dpja(zy,- -+ ,x,) sdo elementos associados.

n
~ . ’ . . !
Demonstragao: Por hipdtese, existem elementos a;; € A tais que z; = Za,-j:rz-, para todo
=1

j=1,---,n. Entao pela Proposicao 2.3.1, temos que

Dpja(zy, - ,2,) = [det(ai;)*Dpja(z1, -+ , zn).
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Como (a;;) é uma matriz inversivel, segue que det(a;;) é uma unidade do anel A. Assim ambos

determinantes sao iguais a ou ambos sao elementos associados. ]

Proposigao 2.3.7 Sejam K um corpo de nimeros, Ok o anel dos inteiros e {xy -+ ,x,} uma
base de K sobre Q contida em Og. Se D(xy,- - ,x,) for livre de quadrados, entdo {x1--- ,z,}

é uma base de Oy sobre Z.

Demonstragao: Se {e; - ,e,} é uma base de Ok sobre Z, entdo z; = Zas-jej, com a;j € Z.
i=1
Assim, pela Proposi¢dao 2.3.1, D(xy--- ,z,) = det(a;;)?D(ey -+ ,e,). Como D(zy---,z,) é

livre de quadrados segue que det(a;;) = +1. Portanto, {z;--,2,} é uma base do anel dos

inteiros Ok sobre Z.
]

1++5

5 ) = 5. Assim, pelo Proposi¢ao

Exemplo 2.3.5 Pelo Ezemplo 2.3.3, temos que D (1,

1+ 5

2.3.7 temos que {1, 3

} ¢ uma base de Ok sobre Z.

Definigao 2.3.3 Sejam K um corpo de nimeros e Og o seu anel dos inteiros. Uma base do
Z-mddulo livre Ok de posto [K : Q], é chamada de base integral e seu discriminante é chamado

de discriminante absoluto.

Defini¢ao 2.3.4 O discriminante em K sobre Q, de qualquer base integral é chamado discri-

minante do corpo K, e é denotado por oyq.

Proposicao 2.3.8 Sejam K um corpo, L = K[a]| uma extensdo finita de K de grau n e f(z)

1

0
polinémio minimal de o sobre K. Entdo, D(1,a,--+ ,a" ') = (=1)2"®*~VN(f'(a)), onde f (z)
¢ a derivada de f(x).

Demonstragiao: Como KC K[a] é uma extensdo finita de grau n, segue que {1,a,--- ,a""'}
é uma base de L sobre K. Assim, pela Proposi¢io 2.3.5, segue que D(1,a,---,a" 1) =
det(oi(a?))? # 0, onde 0, 1 < i < n, sao K-isomorfismos de K[a]. Observemos que det(o;(a?))

é um determinante de Vandermonde. Logo, det(c;(a’)) = H (o — a'). Assim,
1<i<j<n

D(1,a,---,a" ) = H (o’ — a')?,

1<i<j<n
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n
onde a,--- ,a" sdo conjugados de a. Temos que f(z) = H(m — a') é o polindmio minimal de

=1

a sobre K e f'(z) = Z H (z — o). Logo,
i=1 i=1,i#j

n

f(@)=]](e’ - o).

n
IT @ -a). (2.3)
i=1,ij
n .
Observemos que N(f I—Icrt ))=Hf (a?), onde os f'(a’) sdo os conjugados de
i=1
f'(a). Também como cada fator a? — o, para i < j, aparece duas vezes, uma como o’ — o' e
a outra o’ — oJ, segue que o produto desses fatores é —(a/ — a')?. Assim,
n n n
[[ @-a)= ][] ~(@-aip=(-1p ] (@-a,

i=1,i] i=1,i#j 1<i<j<n

. B Lo . 1 -
onde s é o niimero de pares (7,j) com 1 <i < j < n, e é dado por s = §n(n —1). Pela Equagao

(2.3) obtemos que N(f'(a)) = D(1,q,---,a"!)(=1)°. Portanto,
D(laav"' !O’n_l) = (_1)%n(n_l)N(fj(a))' .

Exemplo 2.3.6 Sejam L = Q(vV2) e f(z) = 2* — 2 o polinémio minimal de /2 sobre Q.
Entdo D(1,v2) = (—1)22N(f'(v/2)) = 8, onde f'(v/2) = 2v/2 e N(2v/2) = 8.

Definig¢ao 2.3.5 Seja K um corpo. Seja m(x) € K[z] um polindmio ménico de grau n, com
raizes ay,- -+ ,an. O discriminante de m é definido por
n n 1
D(m) = [J(e; = i) = (=)*5 [J(ej — ) = H H — o),
i<j i#£] i=1 j=i+1

onde oy, ovj sao raizes de m.

—a+ vVa? —4b
2

Exemplo 2.3.7 Seja m(z) = 2%+ az +b € Q[z]. As raizes de m(x) sio a; =

—a—Va*—4b
ey = g 20 . Assim,

D(z? + az 4+ b) = (a2 — 01)? = a* — 4b.

Seja m(z) = x® + az® + bx + ¢ € Q[z]. Fazendo uma mudanga de varidvel temos m(x) =

23 4+ byx + ;. Assim, temos que

D(z® + bz + ¢;) = —4b% — 27¢3.
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Proposicao 2.3.9 Sejam p um mimem primo impar e £ uma raiz p-ésima primitiva da unidade.

Entio D(1,€,- - ,&7-2) = (=1) =5 pp-2,

Demonstragiao: Pelo Teorema 1.4.2, temos que {1,£,---,£P~?} é uma base inteira e temos

que f(z) =aP '+ 2P 2+ ...+ 2+ 1 é o polindémio ciclotémico. Pela Proposi¢ao 2.3.8, temos

que D(1,§, - 6” ?) =

resume a (— ) . Se f(t) = 11 temos que

(— 1)E‘¥HN(f’ (¢)). Como p é impar, temos que o primeiro fator se

m - o= D, =2l
1) ==t GE

= on
Assim, N(f'(€)) = Ngzi\@fg“l: _pp;1}}_1=pp“2. Portanto, D(1,£, -+ ,£P~2) = +pP~2. m

Observagao 2.3.1 Quando n =p’, onder é um nuimero inteiro maior que 1 e p é um nimero
P -1

P =1
polinémio ciclotémico. Temos que o p"-ésimo polinémio ciclotomico tem grau (p—1)p™! e seu

primo temos que = :L“’””pr_l + PP 4 2P 41 € o polinémio pT-ésimo

termo independente € igual a 1. Logo, pela definicao de norma, obtemos que
Noe,y/ate,) = (1)@, ondet = 0,--- ,p"~ e mdc(t,p") = 1. (2.4)

Proposigao 2.3.10 Sejam p um nimero primo impar e & uma raiz p'-ésima prz’mitiva da

unidade. Entdo o discriminante de Q(&,r) sobre Q é D(1,&yr, - ,f;‘f,(pr N = gpp -1,

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 2.3.8, temos que D(1,&,r, - -, ;fr(pr}_l) = = No,r yo(f (&)

r

P —1
:I:pr—l s 1!

par i@ = 1) - @ — Dprle?
f(@) = T ,

Derivando ambos os lados de f(z) = temos que

r—=1_1

(2.5)

e substituindo = por &,» na Equagao (2.5) temos que

rE NG D - g

(& =1y

f &)=

-1
P& i
pr‘-] FEE Pr 1
’ b s S 1 ( )£P » )
&,. Aplicando a fun¢ao norma em ambos os membros e usando sua linearidade temos que

Como §§: =1 temos que f,. (&) = , pois gg:” =

Nog,r)e(=p")
Na(e,rre(1 = &) Nagg,r)7e(épr)
Da Equagao (2.4) temos que Ng,.)/Q(&r) = £1. Também Ng,.)/0(—p") = (—p")P-DP""" e
Noige,)/0(l — &) = Nog,yreNag, /e (1 — &) = (Nog,ya(l = &))P = p . Portanto,

r(p—1)pT—1!
DL, &y »(p )= 1) ip:;_fp_ = ipp"l(r(p—l)—l)_ [ ]

Noge,y/(f (&) =
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2.4 Ramificacao e discriminante

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, L uma extenséo finita de K de grau n
e O, o anel do inteiros de A em L. Esta secdo tem como objetivo relacionar os conceitos de
ramificagao e discriminante, onde provamos que os ideais primos de A ramificam se, e somente
se, estes ideais contém o discriminante.

Lema 2.4.1 Sejam A um anel e Op,,---,0L, anéis contendo A, tais que sejam A-mddulos
9

livres finitamente gerados, e seja O = H OL; como um produto de anéis. Entao,

i=1

q
Dov/a = | [ Pov/a-

i=1
Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre g. Para o caso g = 2, considere {zy,--- ,z,}
uma base de O, sobre A e {y1, - ,¥ym} uma base de O, sobre A. Com a identifica¢io nat-
ural de Op, com Op,; x {0} e Op, com {0} x O, podemos considerar {1, , Tn, Y1, ** ,Ym}
uma base de O, = Op; X Op,;. Como z; = (2;,0) e y; = (0,y;) segue que z;y; = 0 e assim

Tr(x;y;) = 0. Logo,

Tr(zix;) 0

0 Tr(ygyj)
det(Tr(z;z;)) det(Tr(yiy;)) = D(z1, -+ ,xa)D(¥1, -+ , Ym)-

D(:rla"'a:cnayla"'!ym) det

2
Portanto, Do, /a4 = DC’LJADOW’A:H Do,.ja- Por hipétese de indugao, suponhamos ver-

=1

1g—l g—1

dadeiro, para g — 1, ou seja, se G = HOM’ entdo Dg/y = HDOL.-M- Logo, O = G x O,,

i=1 i=1
onde G é identificado com G x {0} e O, é identificado com {0} x O,. Usando o caso g = 2,
g-1 9
temos que Do, /4 = ’Dg;A'DoLyM: HDOL;MDOLQ;’A = H'DOL“;A, por hipdtese de inducao. m
i=1 i=1

Observacao 2.4.1 Com as mesmas hipoteses do Lema 2.4.1, prova-se analogamente que se

) 9
r € Oy entio moya(z) = [[moy/a(mi(z)), Noya(@) = [] Nopa(mi(z)) e Troya(z) =
i=1 1=1

g
HT?‘O.,,-,!A(?H(JJ)), onde m;(x) € definida como m; : Op/POL — OL/Q;' a i-ésima projegdo
i=1

9
induzida do isomorfismo natural Oy /POy, ~ H OL/Q5.

i=1
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Proposigao 2.4.1 Sejam A C Oy, anéis e P um ideal primo de A. Sejam S = A-P, A =
S~'A e Op = S~'Oy . Entdo para todo x € Oy, temos que Moy |4 (x) = moya(z), Troya(2) =

T?‘{DLM(I‘) € iVOLIA:(SE) = N@LM(JT).

Demonstragdo: Sejam 6, : Op — O e 6, : O — O os homomorfismos definidos por
6.(y) = zy, onde 2,y € O, e 0,(y) = 2y, onde z,y € O. Sejam M(6,) e M(f,) as matrizes
correpondentes com relagdo a base {z,---,2,}. Assim, temos que as matrizes coincidem.
Portanto, os polinémios caracteristicos, os tragos e as normas do elemento z em Op|A e em

O |A" coincidem. =

Lema 2.4.2 Sejam A C O, anéis e A um ideal de A. Se O, é um A-mddulo livre com base
{x1,--- ,z,}, entao {Ty, - ,Tn} € uma base de Op/AOy, sobre A/ A e

D(TI)"' ‘En) =D($1,"‘ ?xn)-

Demonstragao: Pela demonstra¢ido do Teorema 2.1.1 segue que {Z,,--- ,Z,} é uma base de
OL/AQOy, sobre A/ A. Agora, para z € O, seja 6, : Op — O o endomorfismo definido por
0.(a) = ax, a € Op, com M = (a;;), onde a;; € A, a sua matriz. Considere o endomorfismo
0z : OL/AOL — O/ AOy definido por 0;(a) = az. Temos que a matriz de 6; é M = @,
com a;; € A/ A, pois

0 (Z,) 0:(z1) + A0 = 221 + AOL = (anz1 + - - - + a122n) + A0y
(a1 + AOL) + - - + (a1n2n + AOL) = @177 + « - + Cin

gi (i‘n) —y Gr(ln) 7 AOL =xr, + AOL — (anlxl o e annxn) + AO]L
(anlg«'l + -AOIL) o i (annwn + AO[L.) = 0n1Z1 + *** + Cnply.

n n n
Como Tro,ja(z) = Zaﬁ temos que Tro a(Z) = Za_ﬁ :Z aii = Tro,a(z). Portanto,
i=1 i=1 i=1

det(Troya(TiT;)) = det(Tro, a(ziz;)), ou seja, D(Ty,- -+ ,Tn) = D(T1,+- -, Zn). n

Defini¢ao 2.4.1 Seja A um anel. Dizemos que a € A € nilpotente se a™ = 0, para algum

n > 0. Dizemos que A é um anel reduzido se o tinico elemento nilpotente de A € o zero.

Lema 2.4.3 Se A € um anel Noetheriano reduzido, entdo o ideal nulo de A é uma intersec¢ao

finita de ideais primos nao nulos de A.
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Demonstragao: Pela Lema 1.5.3, temos que todo ideal de um anel noetheriano contém um
produto de ideais primos. Portanto, ( H P7i. Vamos mostrar que (0) = ﬂ Pfi. Temos que
i=1 i=1

(0) C PyN---NP,. Por outro lado, se x € Py N---NP,, entdo zer+e2t+es ¢ Pfi ... Pge = (0).
9

Como A é reduzido, segue que z = 0. Portanto, (0) = ﬂ'Pf". [

Definicao 2.4.2 Um espago vetorial V sobre um corpo K, é uma K-dlgebra se existe uma
multiplicagao:

o V xV — V definida por (a,b) — ab
satisfazendo,
1. a(b+c)=ab+ac, Va,b,c €V,
2. a(ab)=(aa)b=a(ab), Va € K ea,be V,
3. a(bc)=(ab)c, Ya,b,c €V,
4. 3ly € V;aly =a=1ya, Va e V.
Observagao 2.4.2 Se ab = ba, Ya,b € V, dizemos que a K-dlgebra é comutativa.

Lema 2.4.4 Sejam K um corpo e . uma K-dlgebra comutativa de dimensdo finita. Entao I é

reduzido se, e somente se, Dk # {0}.

Demonstragao: Se L é reduzido, pelo Lema 2.4.3, segue que (0) = ﬂ Q;, onde os Q; sao
i=1

ideais primos de L distintos. Assim, L/Q; é um dominio e uma K-algebra de dimensao finita.

Logo, L/Q; é uma extensdo algébrica sobre K, ou seja, L/Q; é inteiro sobre K. Como K é

corpo, temos pela Proposigao 1.1.3, que L/Q; é corpo. Portanto os ideais Q; sdo maximais e

consequéntemente Q; + Q; = L, para ¢ # j. Pelo Lema 2.1.5, segue que

_HIL/Qg- = L/_H Q; =L/(0) =

e pelo Lema 2.4.1, temos que Dy g = H Dw/0,)/k- Pela Proposicao 2.3.5, temos que o discri-
i=1
minante D(r/g,)/k # (0) o que implica que Dyx # (0). Reciprocamente, suponha que L nao é

reduzido. Assim, existe x € L, z # 0, z nilpotente. Seja {z1,- - ,z,} uma base de L sobre K
com z = z;. Entéo zz; é nilpotente, paratodo j =1,---,n. Logo, se definirmos 6, : L — L,

onde an(a) = axj, para a € L, temos que BHJ. possui os autovalores todos nulos, e portanto
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Tryk(zz;) = 0. Logo, a matriz trago (Tryk(x;z;)) tem uma linha nula o que implica que

D(zy,--- ,x,) = 0 e assim Dy g = {0}, o que é um absurdo. u

Teorema 2.4.1 Seja K C L corpos de nimeros. Sejam Ok e O o0s anéis dos inteiros de K e
L, respectivamente, e P um ideal primo de Og. Entdo P ramifica se, e somente se, Op/POy,

ndo € reduzido.

g
Demonstragao: Suponhamos que P ramifica. Seja POy, = H ¢, onde Q; N Ok = P, para

i=1
t=1,---,9. Como P ramifica, existe k € N tal que e; > 1. Temos que PO C Q;, para todo

Jj=1,---,g, pois se POL = Q; teriamos que e; = 1, o que é contra a hipdtese. Assim, para

cada j=1,---,g,sejaa; € Q; —POL. SejaZ =a,---a,+ PO, #0. Ser =e, e, entdo

__r=(al..-ag)f+'pOL:a’{...az...a;_f_‘POE‘:{_).

g9
Portanto, Op /POy néo é reduzido. Reciprocamente, como POy, = H Q5 segue que O /POy, ~

=1

g
HOL/QE" e sendo O /POy, nao reduzido existe T = (z; + O,z + Q3%+ , 2, + Q) # 0
i=1

nilpotente. Assim, existe jo tal que z;, & Q;f;" e existe n € N tal que z* = 0. Portanto,
z} € Qf, parai =1,---,g. Se ej, =1 e} € Qj, entdo zj, € Qj, 0 que é uma contradigao.

Portanto, e;, > 1. z

Coroléario 2.4.1 Com as hipoteses do Teorema 2.4.1, P ramifica se, e somente se,

Doy /pov)|0x/P) = {0}

Demonstragao: Temos, pelo Teorema 2.4.1, que P ramifica se, e somente se, Op/POy

nao é reduzido, e pelo Lema 2.4.4, segue que Op/POL nao é reduzido se, e somente se,

Doy /pov)ox/P) = {0} .

Teorema 2.4.2 Sejam K C L corpos de nimeros. Sejam Ok e Op os anéis dos inteiros de

K e L, respectivamente, e P um tdeal primo de Og. Entdio P ramifica se, e somente se,

PD 'Dodox.

Demonstrag¢ao: Suponhamos que o ideal primo P C Ok ramifica. Sejam S = Ok — P,
Oy = S~10x, O = S7'O e P' = POy. Pela Proposicao 1.8.5, temos que Oy é principal e
assim pelo Corolario 1.2.3, temos que OEL é um Og-médulo livre. Pelo Teorema 1.8.2, temos que
Og/P ~ Oy /P e Op/POL ~ OL/P'O. Seja {e),---,e,} uma base de Of sobre Ok. Pelo
Corolario 2.4.1, temos que Do, /poy)|(0x/?) = {0} Assim, 0 = D(ey, - ,e,) € Ox/P = O /P,
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e portanto D(e;, -+ ,e,) € P'. Agora, se {1, -+ ,2,} é uma base de L sobre K contida em
n

O, entao r; = Zaijej, com a;; € OE@-& =l v cnipols 0 C (’)L. Logo, D(zy,--- ,x,) € Ok
J=1
e D(Llfl, LGRS ,Il.‘n) = (let(ﬂ‘.iij(eh A :eu) c (f);K'Pr C P’_ ASSil’ﬂ, D(Ilu N 13:n) = O.’K N ’p' = P.

Portanto, Do, jox = (D(z1,"++,2,)) C P. Reciprocamente, se Do, jo, C P e se {e, - ,e,} é
uma base de O]'L sobre O;K, entao para ¢ = 1,--+,n, temos que e; = &, comy, € OpeseS.
S

Assim,

D(els"‘ :cn)

ouseja, D(ey, -+ ,e,) € P'. Assim, D(ey, -+ ,e,) =0em OK/P’ e portanto, Do, /poL)/(0k|P) =

{0}. Pelo Corolério 2.4.1, segue que P ramifica. [

Coroldrio 2.4.2 Com as hipdteses do Teorema 2.4.2, temos que existe somente um nimero

finito de ideais primos de Oy que ramifica em Oy,.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.4.2 temos que o ideal primo P ramifica se, e somente se,

g
P D Doylo, = HPf". Além disso, os P;, para i = 1,---, g, sd0 os uinicos ideais primos de Oy

i=1

9
que contém Doy, o, , uma vez que se M é um ideal primo de Ok tal que M D Doy |0, = H P,

i=1
pelo Lema 1.5.2 segue que M D P;, para algum ¢ = 1,--- ,g. Como P; é ideal maximal segue

que M = P;. =

Exemplo 2.4.1 Sejam K = Q e L = Q(V/d), onde d é um inteiro livre de quadrados.
a) Se d = 2 ou 3(modulo 4) entio Z[\V/d) é o anel dos inteiros de K e D(1,/d) = 4d. Assim,

0s primos que se ramificam em K € o 2 e os divisores de d.

1+Vd
2
0s primos que ramificam em K sdo os divisores de d.

b) Se d = 1(modulo 4) entdo Z ¢ o anel dos inteiros de K e D (1, li‘zﬁ) =d. Assim,

Proposigao 2.4.2 Seja &€ uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Se p ndo divide n entdo p

nao ramifica.

Demonstragdo: Seja f(z) o polindmio minimal de £ e [Q[¢] : Q] = m. Temos que o polindomio
f(x) | (@™ — 1), ou seja, 2" — 1 = f(x)g(x), com g(x) € Q[z]. Além disso, pela Proposi¢do
2.3.8, temos que D(1,---,&™7 1) = £N(f (€)). Como nz""! = f'(2)g(x) + f(x)g (), segue
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que, né" !t = f'(£)g(€), uma vez que f(¢) = 0. Como ¢ é uma raiz da unidade, temos que,
N(€) = £1. Entdao £n™ = N(f (¢€))N(g(€)) e assim, N(f (£)) | n™. Como & é inteiro sobre
Z, segue que o discriminante absoluto divide D(1,---,£™71), e entdo também divide +n™.

Portanto, pelo Teorema 2.4.2, p ramifica se, e somente se, p | n™. [

Exemplo 2.4.2 Pela Proposi¢io 2.3.9, temos que D(1,&,--+ [ £P72) = £pP~2. Assim, p € o

unico primo que ramifica em Q(&,).

2.5 Teorema de Kummer

Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes, L. uma extensao finita e separavel

de K de grau n e O, o anel dos inteiros de L sobre A. Se P é um ideal primo ndo nulo

9 9
de A, pelos Teoremas 1.6.2 e 2.1.1 temos que POy, = H Qf, onde Ze,;f,- = n com O grau

i=1 i=1
[OL/Q; : A/P] = fi,i = 1,---,g. Nesta segdo, apresentamos devido a Kummer, que tal

decomposicao pode ser explicitamente indicada a partir da fatoragdo do polinémio minimal

mqjx(2) médulo PA[z], onde o é um elemento de Oy, tal que O, = Afa]. Para os préximos
9 9

resultados usamos as notagoes f(x) = Zat-:r“ € Alz] e f(z) = Z(a-g + P)z' € (A/P)[z].

i=1 i=1

Teorema 2.5.1 Sejam Oy = Ala], onde a € O, e ma(x) 0 polindmio minimal de o sobre

K. Sejam my(z), ..., my(x) polinémios ménicos em Az] tal que m(x) = my(x)er - --my(z)es é
a fatoragdo de m(x) em polindmios irredutiveis distintos em (A/P)[x]. Entdo existem ideais
primos distintos Qy,--- ,Q, de O acima de P tal que Op/Q; = A/P (), onde &; é uma raiz
de m;(x), e assim f(Q;|P) = gr(Mi), parai=1,---,g.

Demonstragao: Para cada i = 1,---,g seja &; uma raiz de m;(z) num fecho algébrico de
A/P. Logo, m;(z) é o polindomio minimal de &; sobre A/P. O homomorfismo A; de A[z] sobre
(A/P)[a;), definido por f(z) — f(a;), f(z) € Alz] induz um homomorfismo \; de A[z]/({m)
sobre (A/P)[a;], uma vez que A;(m(x)) = 0. Por outro lado, o homomorfismo ¢ de A[z] sobre
Ala], definido por f — f(a), tem como nicleo o ideal principal (m(z)) de A[z]. Assim, ¢
induz um isomorfismo @ : A[z]/{m(z)) — A[a]. Como ); e p~! sdo homomorfismos, segue que
u; = A\jo@~! é um homomorfismo sobrejetor de A[a] sobre (A/P)[@;]. Assim, u;(f()) = f(a%),
para todo f € A[z]. Assim, O/ ker(u;) ~ (A/P)[az]. Como (A/P)[a;] é um corpo segue que
ker(u;) é um ideal maximal Q; de Op. Como P C Q; N A # A e da maximilidade de P, segue

que P = @; N A. Temos que, como a restricdo de u; a A, (u;)ja : A — (A/P)[a3], coincide
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com o homomorfismo canénico de A sobre (A/P)[a;], segue que @; é um A/P-isomorfismo de

OL/Q; sobre (A/P)[a;]. Logo, OL/Q; = (A/P)[a;], para uma certa raiz &; € Op/Q; de m;(x).

Portanto, f(Q;|P) = gr(m;). Como w;(m;(a)) = 0 # u;(mi(a)), para i # j, segue que Q; sdo

distintos dois a dois. =
9

Teorema 2.5.2 Com as hipdteses do Teorema 2.5.1 temos que POy = H Qf, onde
i=1

Q; = PO + m;(a)OL sdo ideais primos de Oy, acima de P e e(Q;|P) =e€;, parai=1,--- ,g.

Demonstragao: Temos que POy, + m;(a)O C Q;, para i = 1,--- ,g. Por outro lado, seja
B € Q;. Como Q; € O = Ala] temos que 3 = g(a), com g € A[z]. Como g(a;) = ui(g(a)) =0

e como m;(x) € o polindmio minimal de @; sobre A/P, segue que existe h € A[z] tal que g(z) =

m;(x)-h(z). Logo, g(z) —m;(x)h(z) tem seus coeficientes em P, e 8 = (g—m;h)(a)+mi(a)h(a)

€ POp+m;(a)Oy. Finalmente, temos que Qf - - - Qg C POy, pois (A+0y)-(A+C) C A+BC,

para quaisquer ideais A, B,C de O, e que
Q' -+ Qe C (POL + my () OL)(POL + my(a)®?OL) - - - (POL + mp () OL) C PO + Y04,

onde v = my(a)® ---my(a)®. Como o polindmio m;(z) ---my(z)®% — m(z) tem seus coe-
ficientes em P e m(a) = 0 temos que v = (my () - - - my(x)® — m(z))(a) € POL. Assim,
Q! ---Q;g C POy, ou seja, Qf - -- Q¢° é um multiplo de POy. Logo, Qf* - - - Q° sdo os tinicos

ideais primos de Oy, que estao acima de P e que e(Q;|P) < e;. Portanto,

Ze Qi|P)f(Qi|P) < Z e;gr(m;) = gr(m) = n.
i=1

Pelo Teorema 2.1.1, temos que Z e(Qi|P)f(Qi|P)= Ze;—gr(ﬁ) = n. Portanto, e(Q;|P) = e;,
i=1 =1
parai=1,--+,0e POL=Q--- Q57 . "

Observagao 2.5.1 O Teorema de Kummer foi dividido nos Teoremas 2.5.1 e 2.5.2.

Corolério 2.5.1 Com as hipdteses do Teorema 2.5.1, temos que:

a) P decompie em L se, e somente se, m(x) fatora em (A/P)[x] em fatores lineares distintos
t— (a;+P), parai=1,--- ,n. Neste caso, POL = Q; -+ Qn, onde Q; = POL + (o — a;)OL
sdo ideais primos distintos de Oy, parai=1,--- ,n.

b) P é inerte em L se, e somente se, m(z) € irredutivel em (A/P)[z]. Neste caso, POy é um
ideal primo de O.

¢) P é totalmente ramificado em L se, e somente se, m(z) € uma poténcia n-ésima em (A/P)[z],
isto €, m(z) = (z — (a + P))"*, para algum a € A. Neste caso, PO, = Q", onde Q =
POL + (a — a)Oy, é um ideal de Oy,.
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Demonstragao: a) Como P decompde em L, segue que
g=nee(QlP)=f(QlP)=1

para todo ideal primo Q; de O, que esta acima de P. Assim, pelo Teorema 2.5.1, temos
que gr(ny) = 1, para i = 1,--- ,n. Logo, m;(x) = (z — (a; + P)), para i = 1,--- ,n. Pelo
Teorema 2.5.2, temos que POy, = Q-+ Q,, onde Q; = POL + (a — a;)OL sdo ideais primos
de Oy. Por outro lado, se m(z) fatora em (A/P)[z] em fatores lineares distintos = — (a; + P),
para i = 1,---,n, entdo pelo Teorema 2.5.1, segue que f(Q;|P) = gr(m;) = 1. Logo, pelo
Teorema 2.1.1, temos que e; = 1, para i = 1,--- ,n. Assim, pelo Teorema 2.5.2 temos que
POL = Q; -+ Q,. Portanto, P decompde em L.

b) Se P é inerte em L, temos que
g=n, e(QiIP) =1e f(QIP) =n,

onde @, é um ideal primo de O, que esta acima de P. Pelo Teorema 2.5.1 temos que, gr(m;) =
n. Assim, 7, (x) é irredutivel em (A/P)[z]. Por outro lado, se 7, (z) é irredutivel em (A/P)|z],
pelo Teorema 2.5.1, segue que f(Q;|P) = n. Pelo Teorema 2.1.1, temos que e; = 1. Assim,
pelo Teorema 2.5.2, temos que PO, = Q,. Portanto, P é inerte em L.

c¢) Se P é totalmente ramificado em L, temos que
g =n,e(Qi|P) =ne f(Q|P) =1,

onde Q; sdo ideais primos de Of, que esta acima de P, parai =1, -+ ,n. Assim, pelo Teorema
2.5.1, temos que gr (m;) = 1,7 =1,--- ,n. Logo, m;(z) = (z — (a; + P)), parat=1,--- ,n, e
m(z) = (z—(a+P))". Pelo Teorema 2.5.2, segue que PO = Q}, onde @; = POL+ (a—a)OL
é um ideal primo de Op. Por outro lado, m(x) é uma poténcia n-ésima em (A/P)[z], e entdo
pelo Teorema 2.5.1 temos que f(Q;|P) = gr(m;) = 1. Pelo Teorema 2.1.1, temos que e; = n.

Assim, pelo Teorema 2.5.2, segue que POy, = QF. Portanto, P é totalmente ramificado em L.m

Exemplo 2.5.1 Seja K = Q(v/—1) = Q(a). Pelo Teorema 1.5.1 temos que o anel dos inteiros
de K é Og = Z[/—1]. Para P = (3), temos que

2% + 1 = mgo(a)

¢ irredutivel mddulo 3Z[z]. Assim, pelo Coroldrio 2.5.1, temos que (3) € totalmente inerte, ou

seja,

30k = 9,
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onde Q € um ideal primo de Ok, com e(Q|P) = 1, e pelo Teorema 2.5.1, temos que f(Q|P) = 2.
Se P = (5), temos que
2® +1=mqg(z) = (z+2)(z + 3)

mddulo 5Z[z). Assim, pelo Coroldrio 2.5.1, temos que (5) € totalmente decomposto, ou seja,

50k = Q,Q,,

onde @, = (5,a + 2), Qs = (5,a + 3) sdo ideais primos de Oy com e(Q;|P)e(Q2|P) =1 e
f(Q1|P)f(L|P) =1.

Exemplo 2.5.2 Seja K = Q(v/10). Pelo Teorema 1.3.1, temos que o anel dos inteiros de
Q(V/10) é Og = Z(\/10). Para P = (2), temos que

22 -10= m i510(T) = z?

mddulo 2Z[z]. Entao (2)Op = P?, onde P = (2,10). Assim, e(P|(2)) = 2. Portanto, P = (2)
é totalmente ramificado em Q(v/10). Para P = (3) um ideal primo de Z temos que

2% — 10 = m /50(2) = (z +1)(z — 1)

mddulo 3Z[z), e entdo (3)Op = (3,1 + v/10)(3,1 — /10) = PP'. Assim, e(P|(3)) = e(P'|(3)) =

1 e f(P|(3)) = f(P'|(3)) = 1. Portanto, P = (3) é totalmente decomposto em Q(+/10).

Corolério 2.5.2 Com as hipdteses do Teorema 2.5.1, temos que P ramifica em L se, e somente

se, o polinomio Mgk () € (A/P)[z] € insepardvel.

Demonstragao: Seja m(z) = mqk (). Pelo Teorema 2.5.1, P ramifica em L se, e somente se,
na fatoracio m(z) = m& (z) - - - mg? (z), tivermos que e; > 1 ou m¢ for inseparavel para algum

i=1,---,9. Mas isto ocorre se, e somente se, m(z) for inseparavel. ®

Coroldrio 2.5.3 Com as hipdteses do Teorema 2.5.1, temos que o polinomio My (x) € (A/P)|z]

¢ insepardvel se, e somente se, D(mqk) € P.

Demonstragao: Seja m(z) = 2" + a,—12" ' + - - - + ap. Temos que Dyg(m) = C(ay, -+ ,an),

onde C € Z[xy, -+ ,Ty). Assim,
Dung(ﬁt) = C(a1 + P, ,an +P) = C(al,--- ,aﬂ) + P.

Portanto, o polindmio m(x) é insepardvel se, e somente se, Dyk(m) = 0 se, e somente se,

C(ay, - ,a,) € P. ]
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Corolério 2.5.4 Com as hipdteses do Teorema 2.5.1, temos que D(mqx) € P se, e somente

se, P divide Do, a.

Demonstragao: Temos que Do, 4 = (D(1,,--- ,a™ 1)), onde {1,, -+ ,a" !} é uma base de
OL sobre A. Mas D(1,a,--- ,a" ') = D(m) € P se, e somente se, P divide D(1,q,---,a"!)

se, e somente se, P divide Do, |4. !

Como a existéncia de um elemento a tal que O, = A[a] nem sempre é satisfeira, mostraremos,

que esta hipotese pode ser substituida usando anéis de fragdes. Mais precisamente, escolhendo
um elemento primitivo 7 € O, da extensdo K C L, relacionaremos a decomposicao de P em
L com a fatoragdo médulo PA[z] do polinémio minimal m,x(z), para quase todos os ideais

primos nao nulos P de A. Para isto, basta excluir os ideais P tais que D(m,x) € P.

Corolério 2.5.5 Sejam v € Oy, tal que L = K[y], P um ideal primo nao nulo de A tal que
D(m,x) € P e S=A-P. Entdo

a) {1,7, -+ ,y""'} € uma base do A’ -médulo (9;]_,.

b) O polindmio T,k (x) € (A/P)[x] € separdvel.

c) Se my(x),--- ,mg(x) sdo polindmios monicos em Alx] tal que My k(x) = My(x)-- - my(z)
seja a fatora¢io de My k() em polindmios irredutiveis em (A/P)[z], entdo os Teorema 2.5.1 e

2.5.2, sao vdlidos come; =---=¢€4=1 ey em lugar de a.

Demonstragao: a) Pela Proposi¢ao 1.8.4, temos que OEL é o anel dos inteiros de A" e pela

Proposicio 1.8.5, A" é principal. Logo, pelo Corolario 1.2.3, Oy, considerado como um A'-

n

mddulo possui uma base {f,- -, 3,}. Como vy € O, temos que v~ = Zag'jﬁj, §= 1, = m
f=1
Pela Proposicao 2.3.1, temos que

D(?n’ﬂ]ﬁ) — D(L A Sy ,,_}(n—l) = det(aij)2D(/31: g e 6:1)-

Como D(m,x) € A—P C A'—(PA’) é inversivel em A', segue que det(a;;) também é inversivel.
Assim, {1,7,--+,7"!} é uma base do A'- médulo Oj.

b) Como D(m,x) € P, segue pelo Teorema 2.4.2, que P nao ramifica em K, e assim temos

pelo Corolério 2.5.2, que m,x(z) médulo PA’ ¢ um polinémio separdvel em (A /PA’)[z]. Pelo
Teorema 1.8.2, temos que A’ /PA’ ~ A/P. Assim, podemos identificar (4’ /PA")[z] ~ (A/P)]x].

Logo, o polindomio Tk (x) é separavel em (A/P)[z].

c¢) Pela demonstracao da Proposi¢ao 1.8.2 temos que se Q C O, entao

Q0. NOL = Q.
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Pelo Teorema 2.5.2 temos que PO = D, ---D,, onde os ideais primos D; de OE‘, distintos e
acima de PA’ sio da forma D; = POy +m;(y)OL= (POL+m;(7)OL)Oy. Pela demonstragao do
Teorema 2.1.1, temos que D; = Qi@i’ e POL=0Q;---Q, onde Qy, -+, Q,, sao os unicos ideais
primos de O, acima P. Pela equagdo (2.6), temos que Q; = D;NOL= (P +m;(7)OL)OL' N O
= POy, + m;()OL. Pelo Teorema 2.5.1, temos que Oy /D; = (A'/PA')%;, onde 7 é uma raiz
de m;(z) e pelo Teorema 2.1.1, temos que O,/Q; = (A/P)(7;) ee; =---=¢, = 1. ]

Teorema 2.5.3 Sejam P um ideal primo de A e L = K[y], onde v € O é uma raiz de um
polinomio m(x) = 2" + ap_12" ' + - -+ ag € Alz] tal que ap_y1,--- ,a9 € P e ag € P%. Entio
m(x) € irredutivel em K[X], n = [L : K] e POL = Q", onde @ = POy +~Oy, é um ideal primo

de O. Neste caso, P € totalmente ramificado em L.

Demonstragao: Seja Q um ideal primo de O tal que QN A = P e e = ¢(Q|P). Como
ap & P?, ap € P e {(ap) é ideal de A, segue que apA = PZ, onde Z é um ideal de A nao
divisivel por P. Temos que aoO, = Q°A, onde A é um ideal de Oy, nao divisivel por Q. Como

,},ﬂ oy an—l’}'n_l + it ay = [], temos que
IYH = _(“‘fl—l’)(?l_l . M & G‘U) € POL C Q.

Logo v € O, e assim v € Q" e {a,-17""}, -+ ,a17} C (POL)Q C Q. Como Q¢! ndo
divide apOy, temos que ¥" + a,_ 17"+ -+ a1y = —ag € Q°F. Assim, 4" € Q¢! e portanto,

n < e. Sendo m um muiiltiplo em K[z] do polinémio m.,x(z), temos que
[L: K] = gr(myx) < gr(m) =n<e.

Pelo Teorema 2.1.1, segue que [L : K] = n e que POy, = Q". Como Q"= POy, C PO +~0 C
Q segue que PO + 7O, = Q™, para algum m = 1,--- ,n. Temos que m = 1, pois caso

contrario y € @2, e assim, y* € Q?" C Q¢*!, 0 que é um absurdo. "

Proposigao 2.5.1 Sejam P um ideal primo ndao nulo de A, totalmente ramificado em L, Q o
inico ideal primo de Oy, tal que QN A =P e S=A-P. Entio PA’ é totalmente ramificado em
L, onde QO € o tinico ideal de Oy, tal que QO N A = PA'.

9
Demonstragao: Pela Proposi¢io 1.8.5, temos que (PA )0 = H(QO]'L)E". Como P é total-

i=1
mente ramificado, temos que e¢(Q;:P) = n e f(Q;:P) = 1. Pelo Teorema 1.8.2, segue que
OL/Q10, ~ OL/Q:10L e A'/PA ~ A/P. Assim, e(Q,0,:PA) = ne f(Q0,:PA) = 1.

Portanto, PA’ é totalmente ramificado em L. -
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2.6 Reticulados

Nesta se¢ao, apresentamos o conceito de reticulados no R" enfocando algumas propriedades.

Definigao 2.6.1 1) Um subgrupo H C R" ¢ discreto se HN K ¢ finito, para todo subconjunto

compacto K C R".

2) Um subgrupo discreto H C R" gerado como um Z-mddulo por n vetores linearmente inde-
pendente sobre R é chamado um reticulado do R".

3) Fazendo v; = (vi1,- - ,Vin) € R®, parai =1,--- ,;m, a matriz

vip Uiz ot Ulp

V21 Va2 -°* U2
M =

Um1 VUm2 - Umn

é chamada matriz geradora do reticulado. A matriz G = MM?* é chamada matriz de Gram do

reticulado, onde t denota a transposta da matriz t.

4) Se {e1,--- ,en} € uma base de um reticulado de H, definimos

= {"1: € R vy = Z)\iet,ﬂ < Xz 1}

i=1
como regiao fundamental de H.
5) O volume da regiao fundamental é o mddulo do determinante da matriz G. O volume da
regiao fundamental, independe da base, pois a matriz mudanca de base é invertivel, com en-
tradas inteiras. Assim, o volume do reticulado € definido como sendo o volume de uma regiao

fundamental.
Lema 2.6.1 O conjunto dos pontos de um reticulado H no R" € discreto.

Demonstragao: Consideremos uma base {ej,--- ,e,} do reticulado H. Temos que < z,e; >=
0,...,< z,e, >= 0 fornece um sistema de n — 1 equagoes lineares homogéneas em n incégnitas.
Como cada sistema tem uma solu¢ao nao nula, segue que existe um vetor x ortogonal aos
vetores e, ..., €,. Se < x,e; >= 0, entao o vetor = poderia ser ortogonal a todos os vetores do
R", o que é impossivel. Assim, < z,e; ># 0. O vetor f; = [1/ < z,e; >|/x pode ser ortogonal
a todos os vetores ey, ...,e,, € < f1,e; >= 1. Desta maneira, para todo 1 < ¢ < n, podemos

escolher um vetor f;, tal que < f;,e; >=1e < f;,e; >= 0, para j # i. Agora, seja que o vetor
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2.6. RETICULADOS 79

z=a121 + -+ a,z, de H pertence a uma bola U(r), isto é, [|z]| < r. Como ax =< z, fi >,

pela inequacao de Cauchy-Schwartz temos,
lakll = 11 < 2, fi > || < [l2[ll[fell < Il fell,

onde 7||fx|| ndo depende de z. Assim, existe um nimero finito de possibilidades para a; e o

conjunto de todos z € H para ||z|| < r é finito. =
Exemplos de Reticulados importantes

Reticulado n-dimensional A,: Para todo n > 1, A, = {(zo,21,...,%,) € Z"; z¢ +
1+ -+ +x, = 0} é um reticulado. Por definigdo, temos que A, estd contido no hiperplano

>,z = 0 no R**!, possui uma matriz geradora B, dada por:

0
0
1

onde detA, = det(BB') = n + 1.
Reticulado D,, para n > 3: Temos que D,, = {(zy,...

um reticulado. Sua matriz geradora é dada por;

-1 -1 0
—1

onde detD,, = 4.
Reticulado 8-dimensional Eg: Temos que o sistema de coordenadas pares de Eg con-
siste dos pontos {(zy,---,xs) : Va; € Z ou Vz; € Z + %‘Ew,— = 0(modulo2)}. O sistema

de coordenadas impares é obtido mudando o sinal de qualquer coordenada: os pontos sao

{(x1,-++ ,28) :Va; € ZouVa; € Z+3,Y x; = 2x3(mod2)}. A matriz geradora de Ey é dada

por
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2.6. RETICULADOS

K- O O O O O
LETE i R o B o T < N o N e T o
N O O O O o o o

edetB =1.
Reticulado 6-dimensional F4: Os vetores em Ejg perpendiculares a qualquer A, subretic-
ulado V em Ejs formam o reticulado Eg, isto é, Eg = {v € Es : - v = 0,Vv € V}. A matriz

geradora de Fg é dada por

e o seu determinante é detB =

Teorema 2.6.1 Sejam H C R" um reticulado e S C R™ um subconjunto integrdvel tal que

v(S) > v(H). Entdo ezistem x,y € S, x #y tal que x —y € H.

Demonstragr?m' Sejam v = {vy, - ,v,} uma Z-base de H e P, a sua regido fundamental.
Assim, S = U S N(h+ P,) é uma unido disjunta. Como o volume ¢ invariante por translacao,

temos que

=Y v(SN(h+PR)) =D v((-h+S)NP,).

heH heH

Os Conjuntm (=h+ S)N P,, h € H, ndo podem ser disjuntos, pois caso contrdrio, teriamos

que v(P,) = v(H) > Zv —h+ S)N P,) = v(S), o que é contra hipdtese. Portanto, existem

heH
hy, ho € H, tais que

(=hi +S)NP)N((=ha + S)NP.) # 0.
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2.7. RETICULADOS VIA CORPOS DE NUMEROS

Logo, existem x,y € S tais que * — hy =y — hy. Portanto, t —y=h; —hy € H .

Teorema 2.6.2 Sejam H um reticulado no R" e S C R" um subconjunto integrdvel convezo e

simétrico em relagao a origem. Se v(S) > v(H)2" entao SN (H — {0}) # 0.

% 1 :
Demonstragao: Como v (58) = 2""(S) > v(H), segue do Teorema 2.6.1 que os conjuntos

—S + 2z nao sao disjuntas dois a dois, isto é, existem 21,29 € H, z1 # 22 € ¢1,¢p € S, tais que
/i 1 s
§C‘1 + 2z = "2—62 + z9. Como S é simétrico e convexo, temos que

1

1
—ClESEZ]"—22=§C2+(1—§)£'1ESQ(H—{O}).

Teorema 2.6.3 Sejam H um reticulado no R", S C R" um subconjunto integrdvel convexo e

simétrico em relagdo a origem. Se v(S) > v(H)2" e § é compacto, entio SN (H — {0}) # 0.

Demonstragao: Seja o conjunto (1 + €)S, para e > 0. Entao (1 + ¢€).S é compacto, convexo
e simétrico, e v((1 + €)S) > 2"v(H). Pelo Teorema 2.6.2, segue que (1 +¢)SN H — {0} # 0.
Como H é discreto segue que (1+¢)SNH — {0} é finito, e portanto, é compacto. Agora, temos

que se €; < €2, entdo (1 +¢€)S C (1 +€)S, uma vez que se (1 +¢;)z € (1+¢)S, comz € S,

" 14¢ ;
entdo (1+¢)xr = (1+e€)y € S, com y € S se, e somente se, y = (1 = L ) z, ou seja, y = rz,
€2

para algum 0 < r < 1. Assim, é suficiente mostrar que rx € S. Como S é convexo, temos que,

, T+ 1
(1-t)(—z)+tz € S, com0<t<1. Em particular, se t = o < 1, temos

13 . 1
(I—T;r )(—;r.)—%r; ¥ SHEE 5.

Assim, concluimos que (1 + €;)S C (1 + €;)S, para todo €2 > €;. Pelo Teorema dos Intervalos
Encaixantes, segue que ﬂ((l +€)S)N(H —{0}) # 0. Assim, existe x € H—{0} ex € (1+¢)S,

>0

: . T 3 .
para todo € > 0. Finalmente, temos que (z,) = T | € uma sequéncia convergente de S,

1+ =
n
e como S é compacto, segue que (z,) converge para x € S. Portanto, SN H — {0} # 0.

2.7 Reticulados via corpos de nimeros

Nesta secao apresentamos uma maneira de obtermos reticulados através da Teoria Algébricas
dos Niimeros, através da imersao de um corpo de nimeros K no R", de modo que a imagem

de ideais no anel dos inteiros O, correspondam a reticulados neste espago.
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Recordamos que dada uma extensao K de Q de grau n existem n monomorfismos distintos
0j : K — C, uma vez que o polinémio minimal de um elemento primitivo de K sobre Q tem
somente n raizes em C. Se 0;(K) C R, dizemos que o; é real, e caso contrério, dizemos que o;
¢ imagindrio. Quando todos os monomorfismos sdo reais dizemos que K é um corpo totalmente
real e quando sao todos imaginarios dizemos que K é um corpo totalmente imagindrio. Se
a: C — C ¢é a conjugagao complexa, entao para todo j = 1,---,n, temos que aog; = oy,
com 1 <k < n, e que 0, = 0; se, e somente se, 0;(K) C R. Assim, usando r; para denotar o
nimero de indices tal que 0;(K) C R, podemos ordenar os monomorfismos oy, -- ,0, de tal
modo que oy, -+ ,0, Ssejam 0S monomorfisSmos reais e oy, 4r,+j = Or;45, Para j = 1,--+ 1y,
sao os monomorfismos imaginarios. Entao n — r; é um nimero par, e assim podemos escrever

r1 + 2ry = n. Para cada x € K, temos que o homomorfismo oy : K — R" definido por
GK('T) = (01 ('L)! ah 10T1+r2($)) € R x R*

é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado homomorfismo canénico de K em R™ x R*"2.

Geralmente identificamos R x R*2 com R", e este homomorfismo pode também ser visto como
O-[K(I) = (01 (I)ﬂ Tty 0y (I), §R‘9-1‘14"1(:{:)! %Gf2+l($)! e §RO‘,~1+.,-2(:17), (‘}O-?‘l-H‘z(‘r))ﬂ
onde R(x) representa a parte real e (x) representa a parte imagindria de x.

Proposicao 2.7.1 Seja K um corpo de niimeros de grau n. Se M C K é um Z-mddulo livre

de posto n, com base {ay,- - ,a,}, entao o(M) C R™ é um reticulado, com volume
U(J(I'Vf)) = 2—r3| det(o’i(aj])|.

Demonstragao: Para cada j fixo, as coordenadas de o(«;) com respeito a base canénica do

R" sao dadas por
(Jl (aj)! 0'2((1'1)! Rl (OJ')= §RJI“1+1(CIJ)| %UH-H (Qj)! ) §R‘:""f‘1+1“2(‘9{3i)1 30',-1_”2 (O‘J)) (27)

Agora calculemos o determinante D da matriz que tem a j-ésima coluna dada pela equacao

1 1
(2.7), fazendo uso das seguintes férmulas R(z) = §(z +2), §(2) = %(z — Z) para z € C e das

transformagdes elementares no determinante, a saber, pela adigdo da (r; + 2{)—ésima linha a

sua anterior e em seguida pela subtracao da (r; + 2/ — 1)—ésima coluna da sua posterior, para
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l=1,---,79. A matriz geradora G do reticulado é dada por

o1(e) Ul(ﬂj) o1(an)

oa(a1) C'"Z(ij) oa(an)

ory (an)
R(ori+1(an))
Sj"‘("""'1‘1+1{O"n))

U-f‘l(ﬂ'l)
R(or,+1(01))

S(or+1(n))

m(on-f'fz(al))

(S

J(grl'!‘rz (0'1))

gR(grl +72 (an )]

%—{gr:+7‘2 (an})

o1(ey) o1(an)

o2(ay)

o1(a1)
oa(ar) o2(an)
Try (aj} Url(an)
or+1(5) + o7 +1())

C’r1+1(0j) —G’r1+1(0fj)

Ory (Ql)

ory+1(@1) + ory 41(a1) or+1(an) + or 41(an)
0r1+1(a1) = o':"1+1(C'-'1} Ur1+1(an) = Ur1+1(&n)
Ory+ra (aj) + Ori4rp (Q’j} Oryi+re (C‘n) + Oy 41q (ﬂ’n)

Ory4r2 (@) = Ory 4y ()

Ory+r2 (Gl ) % Tri+ra (al)

Or14+r2(Q1) — Opy4ry (1) Or1+1r2(Qn) — Ory 47y (0n)

oy(a) oooo1(ey) v oi(an)
02(01) Jg(&j) 0'2(1‘1,;)
Or, (Q'ﬂ)

Iry (al ) Ory (ai)

or+1(a1) + or41(a1)

Or+1(a1) — or41(01)

Ory+ra (Ql ) + Jf‘:-i-f'z(al }

Ory+r2 (01 ) — Ori1+4r2 (0’1 )

4 = 6 7

Or+1(aj) + 0r 11(aj)

Or+1(Q;) = or 41(aj)

« Ori4rg (Q’j) + Ori4rg (Q'J')

Try+ra (O’j) ~ Ori4rs (ij)
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ay(ar)

oa(a1)

Ory (C,t])
Opry 41 (Ofl )

o +2(a1)

o1 (ay)

o2()
gr'1(al)
or+1()

Or1+1 (al)

Ory+ra (0'1 )

o1(a;)

oa(aj)

gfl(aj)
Ur1+1(a_,i)

or+2(aj)

Ori+ry (al )

o1(aj)

o2(ay)

Or (aj')
Tri+1 (a_j)

or+1(a;)

Or14r2 (aj)

Or1+rg (aj)

a) (O"n)

GQ(Q'n)

or, (an)
Or 41 (an)

G'r1+2(an)

o1(an)

g2 (Q’n)

o-i"l (an)
Or1+1 (Qn)

ory+1(an)

Ory+ra(Qn)

Ory+rz(Qn)

= (2¢) " det(0;(x)).

Ory+2ra ((’.1'1) Ory42rs (aj) Ori+2rs (an)
Portanto, D = (2i)""det(oj(cs)), 7, = 1,-+- ,n. Como {e,-+*,a,} é uma base de K
sobre Q, segue da Proposicao 2.3.5 que det(oj(c;)) # 0, e portanto, D # 0. Assim, os vetores

o(a;) do R" sao linearmente independente e geram o(M), ou seja, o(M) é um reticulado do
n

R". Do fato de {a, - - , @, } ser uma Z-base de M, segue que m = Z a;ay, a; € Z, e portanto,
Jj=1

m € M. Assim, o(m) = Za.jor(a-jL aj € Z, ou seja, o(M) = {Zajar(aj);aj € Z}. Logo,
j=1 j=1

v(o(M)) = |D| = 27| det(oi(e;))|. 5

Exemplo 2.7.1 Sejam K = Q[v/7] e Ox = Z[V/7] seu anel dos inteiros com Z—base {1,/7}.

Como K ¢ totalmente real entao ro = 0, e portanto

1L V7 2V/7.

v(0(Ok)) = |det jftado -

A imagem do homomorfismo canénico o(Z[\/7]) C R? é um reticulado de posto 2 em R* cujo

volume é 2V/7.
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Proposigao 2.7.2 Sejam kg o discriminante absoluto de K, Ok o anel dos inteiros em K, e

T um ideal de Og. Entdo, 0(Oxk) e o(Z) sao reticulados, e
v(0(Ox)) = 27" I6xi0l? € v(o(2)) = 22|kl N(Z).

Demonstragao: Pelo Coroldrio 1.2.3, temos que Oy é um Z-mddulo livre de posto n e pelo
Coroldrio 1.2.4, segue que Z é um Z-modulo livre de posto n. Segue da Proposi¢dao 2.7.1 que
0(Ok) e o(Z) sao reticulados. Se {a, - ,a,} é uma Z-base de O, entdo dg|q = det(oi(q;))?,
ou seja, |dgjo|? = det(o;(c;)). Assim, pela Proposicdo 2.7.1, segue que v(o(Ox)) = 2‘”]:5K|@|%.
Para a segunda férmula, temos que N(Z) = #0x/Z = #0(0x)/o(I), pois o(Z) C o(Ok) é
um subgrupo com indice N(Z). Como um dominio fundamental de o(Z) é a unido disjunta de

N(Z) cépias de um dominio fundamental de o(QOk), segue que v(c(Z)) = 2_”’|§K|Q|%N(I). [

Observagao 2.7.1 A matriz geradora do reticulado o(Z) é dada da seguinte maneita

oi(n) -+ onln) ERO'NH(')’I) §Ur1+1(71) oo Rayirg (1) 30r1+rz(71)
01(‘?2) Url(’h) SRUr,H('Yz) C&Unﬂ(“fz) §R0r1+r2(’}’2) 530r1+r2(’}'2)

01(711) gr;(’}“n) §R0'ﬁ+l(7n) go’n%—l(?n) ER":"1'"1+1"2(')’n) ggrl—%rz(')’n)

e pode ser obtida da matriz geradora G via a matriz mudanca de base entre as Z—bases de I e

Okg. Assim, G =TG.
Corolério 2.7.1 Se A € um subreticulado do Z™ entio v(A) = o (Z™/A). B

Proposigao 2.7.3 Sejam Q C K uma extensdo de grau n, v, e ro como definidos anterior-

mente, dgq o discriminante absoluto de K e T C Ok, um ideal nao nulo, onde Ok € o anel dos

4\" n!
inteiros de K. Entdo existe v € I,z # 0 tal que [N (z)| < (E) ::—n|6K|Q]%N( ):

Demonstragao: Seja o : K — R™ x C" o0 homomorfismo canénico. Seja

T1 T2
Bt = {(yl-;"' yYryy 21,00 vz‘rz) = er X CT2,Z|y1| +QZIZJI S t} ?

onde t € R, et > 0. Como B, é fechado e limitado, segue que B; é compacto. Além disso,
B; é simetrico em relacdo a origem do R" e convexo, uma vez que se =,y € B, tal que

(W1 Yrs 217 320y Y= (U100 2 Uy 21007 5 21y) € 0 S @ < 1, temos que

T1 T2 1 T2
Sl +2) Il <te d lml+2) Il <t.
i=1 j=1 i=1 j=1
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Entao,

ar+ (1 =)y =y, Yy 21, 1 2r) F (L= @)1y s Yp s 210" 3 2p,)
= (e + (1 —a)y, aya+ (1 —a)yp, -+ ,ayn + (1 =)y, az1 + (L — )2y, -+ 0z, + (1 — @)2,,)

e que

Z|ml+(l-a JI[+22|(}~J+(1 a) j[

<aZIJtI+(1—Q)Z|J1I+2nZI~Jl+21—& le«,,l

=a (Z|y.i|+22|zj|) +(1 —a) (Z|y;|+22[:;|) <at+(1-a)t=t,
i=1 j=l1 i=1 j=1

; , T\ t"
ou seja, ar + (1 — a)y € By. Também, v(B,;) = 2" (E) S . Agora, escolhemos ¢ de maneira

que
v(By) = 2"v(o(2)).

ra " 1
Assim, 2" (g) . -l 2“""’--[63(1@]%}\-’(1) e entdao t" = 2""'w"n!|dgg|2 N(Z). Pelo Teorema

2.6.3; existe y € B, ﬂ o(Z), y # 0, ou seja, existe z € T — {0} tal que y = o(z) € B;. Como,

ri+r2

N(z l_Icr1 H oi(x) H loi(2)|?, pois |os(z)|> = 0i(z)5i(x), temos que

ritrz

Hot x) H o (x l Z|G’z J[*F Z |oi(a ] ?_31}3

i=r1+1

uma vez que o(x) € B;. Portanto,

1 1 . ! 4\ n!
IN(z)| < n_fz“?ﬂ_””_rz’*"*»!|5ﬂ<|@|5N(I)=22”"'T_”§r?|5t<|@l%N(I) T (¥) gﬁmﬂir@l%f\’(f)- =

Corolério 2.7.2 Com as hipdteses da Proposi¢ao 2.7.3, temos que toda classe de ideais de K

4X™ pn! \
contém um ideal inteiro B tal que |N(B)| < (—) n—|6K|Q|5.
T n"

Demonstracao: Seja £ uma classe de ideais de K. Seja Zo C £ um ideal fraciondrio. Pelo
Teorema 1.6.2, existe Io'l ideal fraciondrio tal que ZyZ,' = Ox. Assim, existe d € O, d # 0,
tal que dZ;! C Ok é um ideal inteiro e que Ox = (d7'Zp)(dZ;"). Se G = d~'I,, entdo,
I=G"'=(d"'Zy)"! = dZ;' é um ideal inteiro e G C £. Pela Proposigao 2.7.3, existe x € G,
x # 0, tal que ;
: 4\" n! i
[N(@)| = N(Okz) < | =) —|okiel> N(T).

N(A e
Assim il T) <= —|r5y|@f2 Como N(Ogz) = N(OxaZ 'I) = N(OgaZ *)N(Z), segue
N (I) ) n°
que
N(Okz)

N = NOxeT 1,
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Falta mostrar que B = OgaZ~! = OgzG é um ideal inteiro. Temos que B C &, pois é um
produto de um ideal principal por G e que Ogx C T se, e somente se, Z divide Oz se, e

somente se, existe B ideal inteiro tal que Ogx = ZB. Portanto, OgaZ~! = B é ideal inteiro. m

Corolério 2.7.3 Com as mesmas hipdteses da Proposi¢io 2.7.3, temos que

|§ I . '?E 3_?T n-—1
PR g

n -
€ limitado por uma constante de R.

* Tog([wral)

Demonstragao: Pelo Coroldrio 2.7.2 existe B um ideal ndo nulo inteiro tal que

4\ n! 1
1< N < (5) Shouelt

n’

m\"2 n” :rr)ﬁfe n2nr

™
Assim, |dxol2 > (—) — e portanto, |d; > (— . Como — < 1 e 2ry < n temos
1Oxiel? 2 ol : [9xiel 2 (n!)? 4 5

4 4

|0xiQ| > (W)n L S (?T)n L entao
1e |6; —) —=.Sea,=(-) —,
R = (n!)? 4/ (n!)?

T\t (n+ 1)2(n+l)
(Z) (n+1)1)2 (E) (n + 1)2+1) 1

E R

2
™ (n+1\"
4 n

Gn  Gn-1 ' i m 3n"1iq

L ,Ndwigl > — —.
3 Logo, |dkjq| > =

Assim, a, =
ap—-1 Qn—2

Bkio] = 3r\"
segue que |dgjq| > y 3

n & 1
log |0xjo| ~ log;

Teorema 2.7.1 (Hermite-Minkowski) Para todo corpo numérico K # Q, o discriminante é

# +1.

~ 7 (3r\"! 7r 3
Demonstragao: Pelo Corolario 2.7.3 temos que |dgjg| > = (—) . Como 5> le—>1

3\ 4 4
segue que |dgjg| > 1. Portanto, |dg|q| # %1. =
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2.7. RETICULADOS VIA CORPOS DE NUMEROS

Corolério 2.7.4 Se K ¢ uma extensao de Q nao ramificada entio K = Q.

Demonstragao: Suponhamos que K # Q. Pelo Teorema 2.7.1 temos que |dg|g| > 1. Assim,

existe um primo p que divide dgg. Pelo Teorema 2.4.2, temos que p ramifica, o que é um

absurdo. Portanto, K = Q. [

Teorema 2.7.2 (Hermite) Em C existe somente finitos corpos numéricos com um dado dis-

criminante Og|Q-

Demonstracao: Pelo Corolario 2.7.3, o grau de tal corpo é limitado. Fixemos n,r;, 5. Seja

K este corpo. Em R™ x C™ definimos o conjunto :

, , . m\ ~"2 1 oy
1) 'D'__ {(yl"” ’yr]’zl"” "37‘2) E R : X (C?z : |yl| S 2“- (E) |5]K-|Q’ é‘lyii S _21 = 1!”' ‘f'] e

y T2, T >U}
1
56

- R 1 n
{1y 2) € €7 = 3| < 20 (Z) lowalt o + 2 <

2 Bl = gl =

* 4T, T1=0.}
Temos que D é compacto, pois é fechado e limitado, e D é convexo e simétrico em relagao a
origem no R". Vamos calcular o volume de D. Seja ¢ o homomorfismo canonico de K. Se A é

o anel dos inteiros, entdo o(A) é um reticulado com
v(a(A)) = 27|xel? e v(D) = 2"v(a(A)).

Assim, pelo Teorema 2.6.3, existe g € DN (0(A) — {0}). Assim, existe z € A — {0} tal que

o(x) € D. Vamos mostrar que x é um elemento primitivo de K sobre Q. No caso i) temos que
n

1 ; e o
loi(x)| < 3> bara 1 # 1. Como |N(z)| = H loi(x)| é um inteiro positivo, segue que |oy(z)| > 1.
=1
Assim,

|o1(2)| # |oi(x)|, para todo 7 # 1.

Portanto, x é um elemento primitivo, pois caso contrario o,(z) coincidiria com o;(x), para
algum i. No caso i) temos analogamente que |oy(x)| = |6,(x)| > 1. Assim, |oy(z)| # |o;(z)|

quando o g; ou o o;. Agora, como
| 1 J 1 J

01(0) +i01(@) + 01(0) i1 (@)] = 22(0)] <

1 : o 2 . ;
segue que R(oy(x)) < -. Mas isto significa que o;(x) nao pode ser real, pois se for contradiz

lo1(z)] > 1. De modo andlogo a i) concluimos que x é primitivo. Em i) e ii) segue que os

conjugados o;(x) de x sao limitados. Portanto, as funges simétricas elementares dos o;(x)’s
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2.7. RETICULADOS VIA CORPOS DE NUMEROS 89

sao limitadas. Em outras palavras, os coeficientes, assim como o grau do polinémio minimal,
sao limitados. Como x é inteiro, segue que seu polindmio minimal é moénico com coeficientes
em Z. Como o grau e os coeficientes do polindmio minimal sao limitados, existe somente um

nimero finito de possibilidades de valores de x € C. Como z gera K, existe finitos K. B
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Capitulo 3

Ramificacao e diferente

Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragoes, . uma extensao separavel de K
de grau n e Oy, o anel dos inteiros de L. sobre A. Pelo Teorema 1.6.1 temos que @y, também
¢ um anel de Dedekind. Vimos no capitulo 2, quais ideais primos P de A que ramificam em
L. Neste capitulo, veremos como determinar os ideais primos Q de Oy, que ramificam em L.
Para encontrar estes ideais introduzimos o conceito de diferente. Neste capitulo usamos as

referéncias [4] e [8].

3.1 Diferente

Nesta se¢ao, introduzimos o conceito de diferente e apresentamos suas principais propriedades.
Para isso, seja . um corpo e L; o dual de L. Pelo Coroldrio 1.2.2, temos que existe um
isomorfismo ¢ : L — L, tal que p(x) = S,, onde x € L e S;(y) = Tryx(zy), para y € L.
Seja {z1, -+ ,x,} uma K-base de L e seja z},--- ,z} elementos de L tal que {&9:,;, e ,r,ox;} ¢
uma base dual, isto é, .2 (z;) = Tryk(ziz;) = dij, onde §; = 1 e §;; = 0 se ¢ # j. Assim,

{z},---,z;} é também uma base de L, chamada de base complementar de {xy,--- ,z,}.

Proposicao 3.1.1 Com as notagées acima, temos que D(xy,- -+ ,x,)D(z},--- ,2}) = 1.

Demonstragao: Sejam oy, -, 0, os K-isomorfismos de L. Consideremos as matrizes
X = (0i(x)))i; € X™ = (0i(2])) ;-

Denotando X! para a matriz transposta de X, temos que (X*)'X = (Tryg(ziz;));;. Assim,
I I IK\LiLi))ij

det(X*)"det(X) = 1. Pela Proposigdo 2.3.5, temos que

D(zy,-+- ,z,) = det(X)? e D(z},--- ,z}) = det(X*)%
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3.1. DIFERENTE

Portanto, D(zi, -+ ;@) z5, -+, 25) = 1.
Definigao 3.1.1 Seja M um subconjunto do corpo L. O conjunto dado por
M= {;‘l‘ € ]L|T7*L|K(a:y) € A, Vy € ﬂ/f}

é definido como o codiferente de M sobre K, que também é chamado de dual ou complementar

de M.

Proposicao 3.1.2 Sejam M um subconjunto de . e M* o codiferente de M sobre K.
. M* é um A-mddulo. Se OLM C M entao M* é um mddulo sobre O,.
. Se My C M, CLL entdo My C M} CL.
. O C Of.

. Se M é um A-mddulo livre com base {xy,--- ,x,} entdo M* é um A-mddulo livre com

base {x7,:+ ,xL}) e M** =M.
Demonstracao: 1) Sejam z; e x; € M*. Se y € M, temos que
TT‘[LIM((-'L'I + 22)y) = T?'L]K(Il’y) + TTMK(-’Fzy) € A
Assim, x) + a9 € M*. Agora,sea € Aex € M* e se y € M, temos que
Tryk((ar)y) = aTryk(zy) € A.

Assim, ax € M*. Portanto, M* é um A-mé6dulo. Agora, assumimos que OpM C M. Se b € Oy,
r € M*e y € M temos que

Tryx((bz)y) = Tryx(z(by)) € A,

pois by € M. Assim, bx € M*. Portanto, M* é um Op-mddulo.
2) Suponhamos que M, C M,. Se x; € M;, entdo, x3 € L e Tryr(x2y) € A,Vy € M. Como
M, C M, temos que Tryx(z2y) € A,Vy € M. Logo, o € My. Portanto, M; C M} C L.

3) Como Oy, ¢ inteiro sobre A e integralmente fechado segue que Tryg(Oy) C A. Assim, se

z,y € O entao Tr(zy) € A, e deste modo x € O;. Portanto, Op C Oj.
4) Seja {xy,- - ,x,} uma base de M e seja {2}, ,2},} uma base de L tal que Tryg(zjz;) =0

se i # j, e Tryk(ziri;) = 1. Como 0,1 € A segue que

r; € M* = {z} € L|ITry(z;z;) € A, Vz; € M}.
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3.1. DIFERENTE 92

T n

Portanto, Z Az} C M*. Reciprocamente, seja Za.z-;r-: € M* coma; €K, parat=1,---,n.
=1 i=1

Entao, para j = 1,--- ,n, temos que

a; =Tr ((Z aix;) .’L‘j) €4,
i=1

n n
e deste modo M* C Z Az;. Assim, M* = ZA:L: Portanto, M* é um A-médulo livre e
i=1 i=1

M* =M. [

Teorema 3.1.1 Se L = K[a], onde a é inteiro sobre A e g(x) = " +cp 12 1+ +cp € A[X]

o polinomio minimal de a sobre K, entao:
i

1) Tr ( o ) 0, parai =1 n—2,eTr (_an—l ) 1
L|K VN = b L= y Ty = 1 ‘ﬂ. K ] = .
1\ (o) "\d

1
2) Ala]* = —,—A x|.
[a] 7 [a]
Demonstragao: 1) Sejam a = ay,- - ,a, os conjugados de a sobre K, onde sdo necessari-

amente distintos e pertencem a uma extensao de Galois LL; de grau finito sobre K. Devemos

o' ol
calcular Tryx (—r—") = Z —k _ parai=1,--- ,n—1. Como g(z) é o polinémio minimal
g(@)) & g(ax)
mn
de a, temos que g(x) = H(:r — o). Assim,
k=1
n

k=1

1 1
9(@) 11 (@ — o)

ax
T —

e podemos expressar este produto como a soma E , para certos elementos ay,

k=1

n

1 ag
k=1,---,n. Sendo — = ———, temos que
g(T) ; T — Qg

n n

arg(x)
1l = — : Y — ,
S e (Hu ;))
k=1 k=1 i#k
para todoi =1,--- ,n. Assim, para j = 1,---,n, temos que

= Zak (H(QJ' = G‘i)) = ay H(aj — 0(3').

k=1 ik i#j

1
Logo, a; = - ,para j = 1,2 -+
{ : g (;)
i#]
algoritmo da divisdao longa de Euclides, temos que
1 1 1 1

——=— 40 + ¢
g(.r) n In—H ‘.rﬂ+2
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3.1. DIFERENTE

n

1
2 g (a)(x—ag)

k=1

1 : 2
= e -++ . Comparando esta

: [
CORE
L at n an—l
ultima igualdade, temos que Z ( k ) =0,parai=1,---,n—2e Z ( ,F )) =
g\
k=1

—~ \g'(ax)

n
Assim, temos que E

od

2) Primeiramente, temos que { é uma base de L sobre K, uma vez que, se

g"((]r) 7=0, n-—1

n—

o () =
y=) a;| =) =0
7 \g'{e)

com a; € K, para j = 0,---,n — 1, entdo 0 = Tryk(y) = Tr(

n—2 a;+1
Tomando ya , temos que

e adt+!
0 =Tryk(ya) = Trys a; (,—) =y g
ik ( LK Z i\ 7@ 2

=0

71=0
Assim, de modo andlogo, temos que a; = 0, para todo j = 0,1,--- ,n — 1, e como a dimensao
n—1
é n, segue que é uma base. Agora, tomando y = E a;a' € Ala] temos que
i=0

: n—1
O:-Jy ﬂ.j‘+3
T (70y) = St (gy) = on-is € 4

=0

C Ala]*. Para mostrar

1
e assim, € Ala]*, para todo j =0,--- ,n—1. Portanto, Ala]——
g

O:J
) (@
n-—1 j
o
a outra inclusdo, se y € A[a]*, entdo y = Zaj (T)), uma vez que os elementos
, g (o
J=0

para j =0,--- ,n — 1, formam uma base de L sobre K. Assim,

ol

g (@)’

n—1
Truk(y) = Z a; Tk ( )) =an_1 € A,

pois y € Ala]*. Analogamente,

oJt!
T"'"]LlK JCL ZGJTTLIK ( ))
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3.1. DIFERENTE

(p-2 + GH—ITTL!K (

ap-2 — Ap-1C1,

pois a" = —(c;a™ ' + 0" 2+ -+ ¢,), com ¢; € A. Como a,_o — a,_1¢c; € A segue que
1
an_2 € A. De modo andlogo, a; € A, para todoi =1,--- ,n— 1. Portanto, Ala]* = ——A[a],

g'(@)
o que demonstra o Teorema. ™
Proposicao 3.1.3 Se L = K|a], onde « ¢ inteiro sobre A, entdo Of é um Op-mddulo finita-

mente gerado.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.1.1 temos que A[a] é um A-mddulo livre de posto finito. Pela
Proposigao 3.1.2 item 4) segue que A[a]* é um A-mdédulo finitamente gerado. Como Aa] C Oy,
segue que Of C Ala]*. Como A é Noetheriano, pois é Dedekind, segue que Of é um A-médulo

finitamente gerado. Portanto, O] também é um Op-mdédulo finitamente gerado. S
Corolério 3.1.1 Of € um ideal fraciondrio de L.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 3.1.3 segue que Of é um Op-mddulo finitamente gerado.

Assim, dOj C Oy, onde d é o maximo divisor comum dos nimeradores dos geradores de O; .m

Definigao 3.1.2 O ideal (Of)~' C Oy, é chamado diferente de Oy, sobre A e é denotado por
A(OL|A) ou A(L|K).

Exemplo 3.1.1 Seja L = Q(v2) e O = Z[V2]. Temos que

O =Z[V?* = {%-&-%ﬂ:m,nEZ},

assim A(Z[V2]|Z) = (0})~' = {4a + 2V2b: a,b € Z} = 2V/2Z[/2).

Observagao 3.1.1 Como Op, C Of entao A(Op|A) é um ideal inteiro de Oy. Sendo Oy, um
dominio de Dedekind, entdo A(OL|A) pode ser escrito de modo inico como A(OL|A) = H Qe

onde Q sao ideais primos de Oy, e sg > 0 sdo inteiros.
Definigao 3.1.3 O inteiro sg é chamado expoente para Q do diferente A(OL|A).

Proposicao 3.1.4 Se L = K[a], onde a € O, e g(x) € Alz] € o polindmio minimal de o sobre

K, entio A(Op|A) = OLg (a) se, e somente se, O, = Ala).
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3.1. DIFERENTE

1
Demonstragao: Se Op, = Alal, temos pelo Teorema 3.1.1, que Of = ——0O¢. Assim

g9 ()

-1
g’(l_a«)OL) = g’(cr)OL.

Awmﬂﬁﬂoﬁ”:(

Reciprocamente, sejam Of = T)OL e z € Op um elemento. Assim, existe um polinomio
g\«

h(z) € K[z] de grau menor que n = [L : K] tal que z = h(a). Na demonstragio do Teorema

3.1.1, vimos que
n

T — o
lzzg’(m i—f‘q ZH o — oy’

k=1 k=1 i£k

n

= ; . T—a
onde o = @y, - -+ , v, S0 0s conjugados de o sobre K. O polinémio h, (z) = h(ay) H :
5 Q. — Oy

po=y i#k

n
a b — a.
tem grau menor que n e hy(a;) = E h(ag) H EJ——(: = h(a;), pois se k # j temos que
. kO
k=1 i#k

H % = 0. Entao h(z) = hy(z), pois o polinémio h(z) — hy(z) tem n raizes. Mas,
k— QG

e
Trug (me(ifL) T (ZH ) Zh o) [ == =

g (a)(z—a) i£1 i#k

g9(z)

estd em L e é inteiro sobre A, segue que 9(2) € Ofz].
T—a T—a

Como todo coeficiente de

Como —— € O segue que h(z) = Tryg | ——————— | € A[z]. Assim, z = h(a) € Ala].
s € O] segue que h(z) = True (20—} € Al (@) € Ala
Portanto, Oy, = Ala]. [
Exemplo 3.1.2 Sejam L = Q(v/3) e Oy = Z[V3]. O polinémio minimal de /3 é 2* — 3.

Assim, A(Oy|A) = 2v/3Z[V3)].

Proposigao 3.1.5 Seja J um ideal fraciondrio de Oy. Entio Tryx(J) C A se, e somente
se, J C Of = A(O|A)™?

Demonstragao: Se J C Of entio Tryx(J) € A. Por outro lado, se x € O e y € J, temos
que 2y € OLJ = J. Como Tryg(J) C A, segue que Tryk(zy) € A, Vx € Op. Portanto,
JCOp: m

Lema 3.1.1 Sejam A, B ideais fraciondrios de L. Se para todo M ideal fraciondrio de L
tem-se que M C A se, e somente se, M C B, entio A = B.

Demonstragdo: Se z € A entdio M = (z) C A. Assim, M C B, ou seja, ¢ € B. Logo,
A C B. Anélogo, para B C A. Portanto, A = B. =
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3.1. DIFERENTE 96

Proposicao 3.1.6 Seja L, uma extensdo separdvel de L de grau finito. Seja O,, Op e A o

anel dos inteiros de Ly, L e K, respectivamente. Entao
A(Or,|A) = O, A(OL|A)A(O,|OL).

Demonstragao: Seja M um ideal fraciondrio de Op, tal que M C A(O,|OL)~!. Pela
Proposi¢ao 3.1.5, temos que T-r'LIJL(M) C Oy,. Assim,

A(OLlA)™ 2 A(OLIA) T, (M).
Como M = MOy, temos que A(O|A)™! D Try, (O, A(OL|A)~* M). Temos também que
A2 Tryr(A(OL|A)™Y) 2 Tryw(Tre, (O, A(OL|A) HM) = Try k(O A(OL|A) "I M).
Novamente, pela Proposicao 3.1.5, temos que
OL, A(OL|A)"'M C A(O,|A)™" e que M C O, A(OL|A)A(O,|A)72.

Pelo Lema 3.1.1 segue que A(O,|Oy)™! = O, A(OL|A)A(Or,|A)~!. Portanto, A(O,|A) =
OL, A(OL|A)A(OL, |OL). L

Definigao 3.1.4 Sejam K um corpo de nimeros, L. uma extensdo finita de K de grau n, e A
e OL os anéis de inteiros de K e L, respectivamente.

(i) O diferente A(OL|A), também denotado por Ay, é chamado de diferente de L|K. Em
particular, se K = Q, o diferente de L|Q € chamado de diferente absoluto e denotado por Ayr.
(ii) Sejam P um ideal primo de A, S = A—P, A = S7'A e Oy = S~'Oy. O diferente
A(OL|A) é chamado de diferente de L|K sobre P é denotado por Ap(L|K) ou Ap.

Proposicao 3.1.7 Com as notagées da Definigio 3.1.4, temos que Oy A(OL|A) = A(OL|A).

Demonstragao: Se x € Oy A(O|A) entdo x é da forma Y. com y € A(OL|A) e s € S. Seja
s

z € (0y)*, onde (Op)* o codiferente do A'-médulo Of. Assim, Tryg(z0) C A". Sendo O,

um A-médulo finitamente gerado, entdo considere {t1,- - ,%,,} um sistema de geradores. Seja

a; %
T?']]_‘“K(ztg') =" coma; € Aes; €S. Sesy=5,- 5, €S entio
s

1

Tryx(2soti) = soTruk(2ti) € A,Vi=1,--- ,m.

Assim, Tryk(zs00L) C A e portanto zsy € O, isto é, yzsg € O, pois y € A(O|A). Logo,

yz 250 '
Tz=—= € 0
s 550
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE 97

o que implica que x € A(O|A’). Assim, OpA(OL|A) C A(Oy|A"). Por outro lado, seja
z € A(O|A"). Sendo Of um ideal fracionario de Oy, segue que Of é um A-médulo finitamente
gerado. Seja {z,---,z,} um sistema de geradores do A-médulo Of. Temos que o trago
Tryk(zi0OL) € A, parai = 1,--- ,m. Como S C K, segue que T?'Lm(z,;OL) C A, ou seja,
z; € (O)*. Assim,
T2 € CJEJ, ou seja, rz; = E com b; € Op e s; € S.
i

Se s =s8;+--5, € 5, entdo sxz; € O, para todo i = 1,--- ,m e assim szOf C Op. Portanto
sz € A(OL|A) e z € OLA(OL|A). Logo, A(OL|A) C OLA(OL|A). Portanto, Oy A(O|A) =
A(O|A).

3.2 Ramificacao e diferente

Nesta secao apresentamos um importante Teorema, que relaciona o conceito de diferente e
ramificacdo. Provamos neste Teorema que os ideais primos de Oy, ramifica se, e somente se,
estes divide o diferente. Sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fragdes, K C L

uma extensao separavel de grau n e O, o anel dos inteiros de A em LL. Se P é um ideal primo
g
nao nulo de A, entao POy, = H Q;*, onde cada Q; é um ideal primo de Or, uma vez que O,

=1
¢ um dominio de Dedekind. Sejam

tﬁ" A — A/p = K', T,f.r‘(} : O]L —— OL/POL, ‘l,");' : O]L — Oﬂ_,/gg = H:.,‘,

os homomorfismos canénicos de anéis, para todo i = 1,--- ,n. Seja m; : OL /PO, — O/ Q7
g

a i-ésima projecao induzida do isomorfismo natural Op /POy, ~ H OL/ Q5. Assim, se y € O,
i=1
entao

Yo(y) =y +POL e mi(vo(y)) =y + Q5.

Estas fungoes sao naturalmente extendidas para os polinomios, pela a¢dao dos coeficientes. Seja
S=A-P, A =814, Oﬁ. =510, e P = A'P. Nesta se¢ao, analizamos quando um ideal
Q de O, ramifica em L.

Lema 3.2.1 Se x € O entdo myk € Alz] e Y(myk(z H[pL & (¥j(x

9
Y(Try(x) zej (Tre, g (¥5(x))] e Y(Nyx(e)) = H[ij-m(%(if))]%-
j=1

i=1
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE 98

Demonstragao: Como z € Of, segue que o seu polinémio minimal sobre K tem coeficientes
em A. Pela Observagao 1.2.2 temos que o seu polindmio caracteristico é uma poténcia do

polinémio minimal e também pertence A[z]. Pelo Teorema 1.8.2, temos que
OL/POL ~ OL/POL e A JAP ~ A/P.

Como A" é um dominio de ideais principais pela Proposicio 1.8.5, segue que OE‘ é um A'-
modulo livre de posto n. Pela Proposi¢ao 2.4.1, temos que mOLIAr(;v) = myk(z). Como
OL/PO, ~ Op/POy é um espago vetorial de dimensio n sobre A'/A'P ~ A/P, segue da
Proposicao 1.2.4 e da Observagao 2.4.1 que

Y(myk(z)) = w(moUA’(x))=?n(oL;poL)](A’;A’;o)(71)0(3’))

g
= 5'”-((’)[,/?('31,)](/1{?)(TPU(-’L')) = Hm(oL;Q:J')|(A;p)(ﬂj(¢'0( )
j=1

Agora falta determinar o polindmio caracteristico. Para isso, sejam
k= ej,R = OIL/Q#:RI = Qj/Q'-"c,"' Ry = Q;/Q;?,"' yRp—1 = Qf_l/Q&st =0.

Temos que R é um anel, A/P = K é um corpo contido em R e R é um K- espaco vetorial,
cuja dimensao finita é igual ao grau de inércia de @; em K C L. Assim, temos uma cadeia

estritamente decrescente de K -subespacos vetoriais
B S By S5-ve Dl 970 Bp=1,

e definimos uma multiplicagdo escalar como segue: (b+ Q;‘)(y + Qf) = by + Qf, onde b€ O e
Y€ Q} Deste modo, cada R; torna um ideal de R. Como Oy, é um dominio de Dedekind, segue
que nao existe um ideal J tal que Qj—‘l 3T o Q;, pois caso contrario existirao ideais C e D
tais que Q = JC e J = Q;”I’D. Logo, Q: = Q}‘IDC e assim, @; = DC. Como Q; CDC A
e Q; CCC A, ecomo Q; é maximal segue que Q; = D ou D = A. Assim, a condi¢do 2)
do Teorema 1.2.3 é satisfeita. A condigdo 3) também é satisfeita, uma vez que se y € R; e
2z € R;_; entdo yz € R;. A condigao 4) segue do fato que Oy, é um dominio de Dedekind e se

y, z € O, temos que
j=y+Qi€R, 2=2+Q} efZ=yz+ Q} € R..

Como j & Ry entdo y ¢ Q; e yz € Q. Assim, z € Qi e 2 € R;. Agora,se z € O e
T =x+ QF € R entdo mpg(T) = [mpyr,%)(61)]*, onde 6; : R/R; — R/R, é definida por
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE 99

6,(7 + R,) = 2y + Ry. Assim, 6, é a fungdo de multiplicagdo por & = m;1)o(z). Agora, temos

que

R/Ry = (01/95)/(Q;/Q}) =~ OL/Q; =L,
onde o isomorfismo 7 : R/R; — O,/Q; é definido como n(§ + Ry) = ¥;(y), onde §+ R €
R/Ry, com y € Op. Assim, temos que

R/R, 5 L;

6,1 0y, @)
R/R, 5 L;
e que
Ow;(2)) © (7 + R1) = ¥;(2)Y;(y) = ¥i(zy) = n(27 + R1) = no01(7 + Ry).
Entdo mg,g, jz)(61) = mg,g(¥;(x)). Portanto, ¢(myx(z) I—I[mﬂJJ &(¥;(2))]. A prova do

traco e da norma segue de modo andlogo. E

Lema 3.2.2 Sejam Q um ideal primo de Oy, P = QNA, S=A-P, A =S4 e OE{. B
g
S'OL. Entio [[ 0,97 € (Oy)".
i=1
Demonstragiao: Como A(Op|A) é um ideal de Op e Op, é um dominio de Dedekind, segue
que A(OL|A) pode ser escrito de modo tnico como A(O|A) = H Q%2 onde Q sao ideais

g
primos de O e sg > 0 sao inteiros, e POy, = H Q:*, onde Q; sdo ideais primos de Oy, tal
i=1

9
que Q;NA =P, parai=1,---,9. Pelo Corolario 1.8.2, segue que ’PO;L = HOELQ;‘:"\ Pela

i=1

Proposic¢ao 3.1.7, temos que
OLA(OL|4) = A(OL|4) HOL 3

onde s; = SQ spatat = 1,200 Desta maneira, o modulo complementar do A'-médulo O’,L

é (OL)* HOLQ %, Seja z € HOLQI %, Como P = A'P é um ideal principal pela

=1 i=1

Proposicao 1.8.5, segue que existe ¢t € K tal que P' = A't. Como Oyt = Q[P = HO[L "

=1

9 g
segue que xt € H C);;_ 0. C m O;LQ,-. Isto implica que Tryx(xt) € AP, uma vez que se L é a
i=1 i=1
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE 100

menor extensao de Galois K contendo L e se o anel dos inteiros é Oy, segue que zt € S$-10.0

para todo ideal primo Q de (?)H]L tal que QN A =P. Entio vale para todos os conjugados de xt

em K C L e assim

T'Fi|K(If) []L L]T?M]y .lf ﬂS IOLQ ﬂA AP
5}

Assim, Tryg(at) = tTryg(z) € AP = A't. Portanto, Tryg(z) € A'. Agora se y € O temos
Y

que zy € HOLQ;"‘"" assim Tryk(zy) € A'. Logo, = € (OL)*. Portanto, HO;LQ:“"" ClO):

i=1 i=1
|

Coroldrio 3.2.1 Com as notagées do Lema 3.2.2 temos que s; > e; —1, parai =1,--- , g, se,

9
e somente se, H 0L € (0L, =

i=1
Teorema 3.2.1 Com as notagdes do Lema 3.2.2 temos que sg = eg — 1 se, e somente se, a

caracteristica de Op/Q ndo divide o indice de ramificagio eg.

Demonstragao: Seja Q; um ideal primo de Op. Suponha que a caracteristica de OL/ 9,

OL/O[LQ1 divide o indice de ramificacdo ;. Se mostrarmos que J = OL e H OEL Q}_e‘ G

g
(O]’L)" segue que s; > e;. Assim, se x € J, pelo Lema 3.2.2, temos que zt € ﬂO;LQi. Pelo

1=2
I [ ' s ] ' ' i o
Lema 3.2.1,se ¢y : A — A /P e ¢ : Op — Oy /O,Q; sdao os homomorfismos canénicos,

temos que

Y(Tryk(zt)) Z e,Tr 0! /0L Qi)|(A' /P )(we(i,"t)) = elTr(o{,{o,‘,QI)|(A’;p’)(d’l(ﬂ))'

i=1

Mas como ¢; é multiplo da caracteristica de O /O; Q, segue que Y(Tryx(xt)) =0, e entao
fT?'L‘};(.I') B T'l"]{,|]}{,(3ft) € P, = A’f,

ou seja, Tryk(z) € A'. Agora, se y € O, entdo zy € J. Logo Tryk(zy) € A’ e assim,
T € (O;L)*. Portanto, s; > e;, o que é um absurdo. Reciprocamente, suponhamos que a
caracteristica de Op,/Q; = Op /Oy Q, nio divide o indice de ramificacio e;. Seja z € O um
elemento tal que a imagem v, (z) € Oy /O; Q; tem o traco nio nulo. Pelo Lema 2.1.6, aplicado
ao dominio de Dedekind Oy, temos que existe y € O'L, talquey—z € O Q, ey € OLQ, para
it=2,--+,g. Entao, pelo Lema 3.2.1,

g

O(True(y) = ) _e Tro) o enia 17 (VilY)) = eTror jo; 0,y a7 (¥1(2)) # 0,

=1
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE 101

pois e; ndo é multiplo da caracteristica de Oy /Oy Q. Assim, Tryx(y) ¢ P = A't. Logo

1 I ! ]
Tryx (—?—) = ETrE‘iu{(y)’ ou seja, Tryk (%) g A. Isto mostra que % & (Op)". Como Oyt =

OLP ey € OLQF parai = 2,---,g, segue que % C OLQ{‘” ¢ (OEL)‘ e nao é verdade que

—e, > —s;. Logo e; > s; > e; — 1 e portanto, s; =e; — 1. u

Teorema 3.2.2 Um ideal @ de Oy, ramifica em L se, e somente se, @ divide o diferente

A(O|A).

Demonstragao: Se Q ramifica em L entdo eg > 2, e assim sg > 1. Portanto, Q divide o
diferente A(Op|A). Reciprocamente, se eg = 1 e como a caracteristica de O, /Q ndo divide o
indice de rafimicacdo eg, temos pelo Teorema 3.2.1, que sg = eg —1 = 0. Entao Q nao divide

o diferente, o que contradiz a hipétese. Portanto, eg > 2. =

Lema 3.2.3 Sejam P um ideal primo ndo nulo de A, S=A—-P, A =S'A e Oy =S 10.
Se {a},--+,2,} é uma base do A'-mddulo Of entio A'D(xy,---,,) = A Nyx(A(OL|A)).

Demonstracgio: Pelo Teorema 1.8.1 temos que Op é um dominio de Dedekind. Pela Proposi¢ao
1.8.2, temos que 05, tem somente um numero finito de ideais primos e pela Proposicao 2.1.3,
O é um dominio de ideais principais. Se (Op)* é o codiferente do A'-médulo Oy livre temos
que (Op)* é um ideal fraciondrio de Op. Logo, existe y € L, y # 0, tal que (O)* = Opy.

Assim, pela Proposicao 3.1.7, temos que
OLy™" = A(OL|4) = OLA(OL|A).

Se {z},---,x,} é uma base do A'-médulo O, entdo {yzy,---,yx,} é uma base de (Op)*. Pela
Proposicao 3.1.2, temos que (Op)* tem uma base complementar {(z})*,- -, (z,)*} sobre A4".

Pelas Proposicoes 2.3.6 e 2.4.1, temos que

L

DL|K(($;)*= ey (20)) = D((o;‘)-m’)((-’f’l)‘:‘ c+y (#0)7)

!

e Dyx(yzy, - ,yz,) = D((OL).]Af)(y(xl), -+ ,y(z,)) sdo elementos associados de A". Mas

!

Dﬂ.lﬂi(m"l? wig l:;)DLIK((a‘fl)*a Ay (‘Tn)*) =1

e Dyx(yay, -+ ,yz,) = [Nyk(y))? Dux(z),- -+ ,=,). Portanto, [Nyk(y)P[Dux(ey, - ,2,)]* é
uma unidade de A". Portanto, A'Dyg(zy, -+ ,2,) = A Nyk(y™). Seja y = :—l, onde z € Oy,
a € S. Como Opy~' = Oy A(O|A), segue que

O (OLa) = O (OL2A(OL|A)).
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE 102

Logo, Opa = OpzA(OL|A). Assim, Npyg(Ora) = Nyg(OLz)Nuk(A(OL|4)), e
graA= ANMK(Z)A"MK(A(OL’A))- Assim, t‘J!ﬂ”AF - A‘J’VMK(:)J’VMK(A(OMA)) e consequentemente
JVM[K(Q)A’)’VMK(L‘_I) :A‘NL[K(A(OLIA])‘ Logo, IVLIK(CLZ—I)A! = A’NMK(A(OLIA)), e a.ssim,

Nux(y™)A = A Nyg(A(OL]A)).
Portanto, A'D(},- -+ ,z,) = A Nyx(A(OL|A)).
Teorema 3.2.3 Com as mesmas notagoes do Lema 3.2.3, temos que
Npk(A(OL|A4)) = D(z1,- - ,zn),

onde {x1,-- ,x,} € uma K-base de L.

Demonstragao: Sejam {zj,---,2,} uma K-base de L contida em Oy, e {z},---,z,} uma
T

' = ' " ' ] 5
base do A-médulo O;. Assim z; = E a;;;, com u.:;j € A, para j = 1,---,n. Logo,
i=1

Dy (x1,+ -+ ,2,) € A' Dy(a),--- ,x,). Pelo Lema 3.2.3, segue que
Dyk(a1,- -+ ,xn) € A Nyx(A(OL|A)),
e isto implica que Dy (21, -+ ,zn) € (A Nyx(A(OL|A)). Pela Proposicao 1.8.3, temos que
Dy(z1,+++ ,7n) € Nk(A(OL|A)).

Reciprocamente, sejam Dyg(z1,---,%s) = P°J e Nyk(A(OL|A)) = 'P’!‘f‘ onde J,J sdo
ideais de A, ndo muiltiplos de P. Devemos mostrar que s < s, pois se é verdadeiro para
todo ideal primo P # 0 de A, temos que Dyg(zy,---,x,) divide Nyx(A(OL|A)), ou seja,
Npk(A(OL|A)) € Dy (1, -+ ,2n). Para todo ideal primo P # 0 de A, escolhemos uma base
{;r;, e ,'r;} do A’-médulo O;L. Multiplicando por um elemento conveniente de S temos que
cada .-1:;- € Or. Seja AD]HK(:L‘;, cee ,.1::,1) = P'Z, onde Z é um ideal A nao miiltiplo de P. Pelo
Corolério 1.8.2, temos que
A’DMK(;I?;, e ,*r:;) = (AP)

e pelo Lema 3.2.3, temos que A‘DMK(;I:'I‘--- sTL) = A’NMK(A(OLM)) = (A"P)“’. Assim,
s =r. Como Dy (z1,-++ ,2n) D ADMK(.’E;p 5T = PsT segue que Dyx (1, - ,z,) divide

’PS;I, e entdo s < s. Assim,
Nuk(A(OL|A)) C Dyk(z1,- -+, Zn)-

Portanto, J'VL“K(Q(O]LlA)) = D;L,]K(;I'], cee L Tp).
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE 103

Exemplo 3.2.1 Seja K = Q[v2]. Temos pelo Ezemplo 3.1.1, que A(OL|A) = 2v2Z[V2).
Assim, N(2v2Z[v?2]) = 8 = D(1,V2).

Proposigao 3.2.1 Se K C L C L, sao corpos de nimeros algébricos, entao
oL, K = (5E.|K)[L1:L]NL|]K(5L1|L)-

Demonstragao: Pela Proposigao 3.1.6, temos que A(O, |A) = O, A(OL|A)A(Oy,|OL), onde

OL, é o anel dos inteiros de L;. Entao
N, k(A(OL,|A)) = N (OL, A(OL|A)) N,k (A(OL, |OL)).
Pela Proposicao 1.7.4 e pelo Teorema 3.2.3, temos que

O = Nug[Nuw(Ou, A(OL|A)Nyk [N (A(OL, |OL))]
= Nux(A(OL|A)™ M Ny (61,1L)
= (Suw)™ M Nyk (6L, L)- =

Corolério 3.2.2 Sejam Q C K C L corpos de niimeros. Se D(zy,-- ,x,) = d, onde d é um

inteiro livre de quadrados e {xy,--- ,x,} uma Q—base de K , entio L =K ou K = Q.

Demonstragao: Suponhamos que K # Q. Pelo Teorema 2.7.1, temos que D(zy, - -+ ,z,) # *1.
Assim, existe um nimero primo p tal que p divide D(xy,--- ,z,). Pela Proposi¢ao 3.2.1, temos

que p&¥ divide D(xy,--- ,z,). Como D(xy,--- ,x,) é livre de quadrados, segue que L = K. m

Definigdo 3.2.1 Sejam a um elemento de L e g(x) o polinémio minimal de o sobre K, e
mn

-~ . - I
= H(n — o0i(a)), onde 01,02, -+ ,0,, sGo os K-isomorfismos de L. Definimos g («)
=2
como o diferente do elemento o na extensao L. de K.

Definicao 3.2.2 Seja F,, = {x € Op|zA[a]* C Of}. Temos que F, é um ideal de Oy, chamado

de condutor de Ala] em Oy.

Lema 3.2.4 Com as notagdes anteriores temos que F, = g (a)Oj.

Demonstragio: Pelo Teorema 3.1.1, temos que g (o) A[a]* = A[a] C Op. Assim,
(9' ()0 Ala]" = g'(a) Ale]"OF C O}

Reciprocamente, seja x € O, tal que zA[a]* C Of. Pelo Teorema 3.1.1, segue que z € zA[a] C

g (a)Ot. Portanto, F, = g (a)Oj.
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Proposicao 3.2.2 Com as notagées anteriores temos que F, € o maior ideal de O contido

em Ala).

Demonstragao: Pelo Teorema 3.1.1, temos que Of C Ala]*= A[ ]) Assim, F, = ¢'(a)O; C

Ala]. Seja J um ideal de Oy tal que J C Ala] e seja x € J. Pelo Teorema 3.1.1, temos que
Truk ( = ) € A. Assim, € O}, pela defini¢do de Of. Portanto, = € g (0)Of = F,. m

g'(@) g (a)

Lema 3.2.5 Sejam P um ideal primo nao nulo de A, e > 1. Se S é um sistema de represen-

tantes do A mddulo P, tal que 0 € S, t € P, t €P?, entdo
R={so+sit+ - +85._1ts; €S Vi=1,--- ,e—1}
é um sistema de representantes do A-mddulo Pe€.

Demonstragao: Provaremos por inducédo sobre e. Para e = 1, temos por hipétese que R é um
sistema de representantes do A-médulo P. Suponhamos valido para e — 1. Sejam r = s¢ + tr;

e r’ = sy + tr; elementos distintos de R. Se r — 7 = (sp — sq) + (r1 — 1)t + P¢, segue que
So— 8y € —(m —r)t+PCP,

e assim sy = s:) e (rp — r’l)t € P¢. Por hipétese, At = PJ, onde P nao divide J. Assim,
existe um ideal G de A tal que r, —r; € P¢G = A(r; — ;) At = A(ry — r;)PJ e portanto P¢~}
divide A(r; —r;)J. Como P ndo divide J segue que r; — r; € P¢~! e pela hipétese de indugdo,
temos que r; = r; e portanto r = r. Assim, R contém #(A/P)¢ diferentes representantes do
A-médulo P¢. Pela Proposicao 1.7.3, segue que R é um sistema de representantes do A-médulo

Pe. =

Lema 3.2.6 Sejam P C A e Q C O, tais que QNA=P. Se POL=Q°-J, ondee>1e Q
ndo divide J, entdo existe um elemento a € J, a & Q tal que:

1) A imagem & de o em O /Q € um gerador do grupo ciclico multiplicativo dos elementos nao
nulos do corpo finito Op/Q.

2) Para todo inteiro | > 0 e para todo b € O, existe c € Ala] tal queb—c€ Q'.

Demonstragao: Seja u € Op, u € Q tal que a imagem @ de u em Op/Q é um gerador do
grupo ciclico multiplicativo dos elementos ndo nulos de O/Q. Se v = N(Q) = #0./Q entao
u~! =1 (moduloQ), e assim, u” = u(moduloQ). Se v’ = u(moduloQ?), sejav € Q, v & Q.
Entdiout+v=1e

(u+v) =v’ +vu’ o+ + 0¥ € v’ + QF
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pois N(Q) € Q. Assim,
(u+v)" = (u+v)(moduloQ) e (u+v)" — (u+v) € (v —u) —v+z,

com z € Q2 pois v > 2. Agora, se u; = u + v, temos que u —uy € Qe ul —uy € Q% Como
Q nao divide J segue que Oy = Q% + J. Assim, podemos escrever u; = v; +a, com v; € Q% e
a € J. Entao a imagem de o em Oy /Q é & = u; = 4. Logo, @ é um gerador do grupo ciclico

multiplicativo dos elementos nao nulos de Op,/Q e a ¢ Q. De modo andlogo, temos que

o' —a=(uj —u)—v + 2,

com z; € Qz. Como v, € Q2 temos que o —a gﬁ' Qg. Agora, seja S um sistema de representantes
do Op-médulo Q. Se w =a” —ae S = {l,a,0? - ,a""'} entdo, para todo elemento [ > 0
e para todo b € O, segue pelo Lema 3.2.5 que existe um tinico elemento ¢ = sg + s;w + - -+ +

si-w'™! € Ala], com cada s; € {1,a,0?,--- ,a"71}, tal que b—c € Q" s
Lema 3.2.7 Sea € J é tal que a € Q, entio F, € Q.

Demonstragio: Seja a € Opg (o) N A, com a # 0. Seja Aa = P'Z, onde r > 0 e P nio
divide o ideal Z. Se h é o nimero das classes de K, entdo pela Proposicao 1.6.1 temos que
(Aa)" e (P)™ sao ideais principais, ou seja, Aa" = Aa;, P™ = Aa,, com a;,a; € A. Assim
a, = azas, onde a3 € I". Logo, a3 € P, pois a maior poténcia de P que divide a; é rh. O ideal
principal O (aza™) estd contido em A[a], pois pelo Lema 3.2.6, existem b € Oy, e ¢ € A[a] tal
que b —c € Q" Assim,

baza™ = (b — c)aza™ + caza™.

Como caza™ € Ala] é suficiente mostrar que (b — c)aza™ € A[a]. Temos que

Opazaz(b— c)a™ _ Opa, Q™ - Opa™
o rh i=
0]1‘( C)a3a 'PrhOL s Qerh . Jrh

pois a € J e g (a)O; C Ala). Portanto, Op(aza™) C Ala]. Pela Proposicao 3.2.2, temos que
Or(aza™) C F,. Como a3 ¢ P, segue que a3 € Q e a € Q. Assim, aza™ ¢ Q. Portanto,
Fe L@ [

C OLa"OL C g/ (a)OL C Ao,

Lema 3.2.8 Com as notagoes anteriores temos que Op = Z I
ac0y

Demonstragao: Como F, C O para cada o € O, segue que Z F, C O.. Para provar a
acOy
igualdade é suficiente mostrar que os ideais F,, com a € Of, sao comaximais, ou seja, 0 maximo

divisor comum dos F,,a € O, é igual a Or. Mas isto segue do Lema 3.2.7, ou seja, ndo existe

Q C O um ideal primo tal que Q divide F,,a € O. Portanto, Z F.=0. "
ac0y
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Teorema 3.2.4 Sejam A(OL|A) o diferente de Oy sobre A e g () o diferente do elemento .
Entio, A(Oy|A) é um ideal de Oy, gerado pelos diferentes g () de todos os elementos a € Oy,

Demonstragdo: Se a € O, segue que Of C Aft]* = é% C Op ( ]it)) Assim ¢ (t)Of C

OL. Portanto, ¢ (t) € A(O|A). Pelo Lema 3.2.8, temos que Z F, = O. Assim, pelo Lema
ac@

3.2.4, temos que .

A(OLA) = A(OLIA)OL = A(OL|4) (ZF)

acOy

> A(OLIA)Fa = ) A(OL|A)g ()0f = > Opg'(a),

acQy, acOy, ac0y

uma vez que A(OL|A)Of = Oy. u

Lema 3.2.9 Sejam K C K; e K C K, corpos de nimeros. Se L = K;K,, entio A(O|Ok,)
divide OLA(Og,|A) e A(OL|Ok,) divide OLA(Ok,|A), onde A, Ok,, Ok, e O sdo os anéis

dos inteiros de K, K,, Ky e IL, respectivamente.

Demonstragao: Sejam a € Ok, C O, g(z) € Klz] o polinémio minimal de a sobre K

e h(z) € Kj[z] o polindmio minimal de « sobre K,. Assim, existe k(z) € K,[z] tal que

g(z) = h(z)k(z). Como « é inteiro segue que g(z) € Alz], h(z) € Ok,[z] e h(z) é monico.

Assim k(z) € Og,[z] e g'(a) = h'(@)k(a ) com h'( ) € A((’)Ll(?m) e k(a) € O. Pelo Teorema
3.2.4, segue que A(Ok,|A) = z Ok, g Z Ok, b ) € A(OL|Ok,). Portanto,

QEOI{I GEC)KI

A(Og,|A) C A(O|Ok,). De modo anélogo, temos que A(Ok,|A) C A(O|Ok,). L]

Proposicao 3.2.3 Com as hipéteses do Lema 3.2.9, seja P um ideal primo nao nulo do anel
de inteiros A de K. Entdo P ndao ramifica em L se, e somente se, P ndo ramifica em K; e em

K.

Demonstragao: Se P nao ramifica em L entdo P ndo ramifica em K; e em K,. Reciproca-
mente, suponhamos que P ramifica em L e ndo ramifica em K;. Pelo Teorema 2.4.2, temos que

P divide dyx e P nao divide Jk,x. Pela Proposigao 3.2.1, temos que

Sk = (Opi) M 2 Nigy i (i, -

Assim, P divide Ng,k(dLjx,). Pelo Teorema 3.2.3 e pela transitividade da norma, temos que
P divide
N,y [k (OLik,) = Nico (N, (A(OL|Ox,))) = Mo (A(OL|Ok,)).
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Pelo Lema 3.2.9 e pelo Teorema 3.2.3, temos que P divide

Nk (OLA(Ok, |4)) = Ni,jx (N, (OLA(Ok, |4))) = Ni k(A (O, |4)) 5] = s,

Assim, P divide dg, k. Pelo Teorema 2.4.2, segue que P ramifica em K, o que contradiz a

hipdtese. B

Corolario 3.2.3 Sejam K C L C M corpos de nimeros onde M é o menor corpo contendo LL
tal que K C M € uma extensao de Galois. Seja P um ideal primo do anel dos inteiros A de K.

Entdo P ndo ramifica em L se, e somente se, P nao ramifica em M.

Demonstragao: Sejam L = L;,L,,---,L,, onde cada L;, i = 1,--- ,n, é um conjugado de L

sobre K. Assim, M = L;L,---L,, e o resultado segue pela Proposicao 3.2.3. =

Proposigao 3.2.4 Sejam K C K, e K C K, corpos de nimeros. SeL = K;K, e P é um ideal
primo ndo nulo do anel de inteiros A de K, entdo Ny, x(dujk,) divide (6x,x)“*") e Ng,jx (0ux, )

divide (O, )L¥e).

Demonstragao: Pelo Lema 3.2.9, temos que A(Op|Ok,) divide O A(Ok,|A). Usando a
norma, obtemos que N, x(NLk, (A(OL|Ok,)) divide Ny, (Nyjk, (OLA(Ok,|A)). Pelo Teorema
3.2.3, segue que Nk, k(L k,) divide

Nials(Nujia (OLA (O |4)) = (Nu(OLA(Oxi [4)) = Nicjre(Nejey (O A0, 4))
Nk, 1k (A(Ok, |A)) LK = (6x, [K)[L:Kl]_

De modo analogo, N, x(drx,) divide (6x,x)™¥2l.

Proposigao 3.2.5 Sejam K C K, e K C K, corpos de nimeros com graus n, e ng, respectiva-

mente, tais que 0,k e Ok, sejam relativamente primos. Se L = K;Ky, entdo [L : Q] = nyna.

Demonstragao: Temos que [L : Q] = [L : K;][K; : Q= [L : Ky|ny. Se [L : Q] < nyn, entdo
[L: Ky] < n;. Sejam K; = Q[a], onde a € L e g(z) € Q[z] o polindmio minimal de « sobre Q.
Assim, gr(g) = n;. Considere h(z) o polindmio minimal de a sobre K;. Como [L : Ky] < ny,
segue que h(zx) tem grau menor que n; e divide g(z). Se M é o subcorpo de K, gerado pelos
coeficientes de h(z), entao M # Q. Como M C K, temos que dy divide dg,x. Por outro lado,
os coeficientes de h(z) sdo fungdes simétricas elementares das raizes de h(z), que estdo entre
os conjugados de a. Assim h € M, onde M; é a menor extensido de Galois de Q contendo K;.

Assim, M C M, e novamente Oy divide dp,. Se p é um nimero primo que divide dy, entao p
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE 108

divide g, e dm,. Pelo Teorema 2.4.2 e pelo Corolario 3.2.3, segue que p divide dg,|x, 0 que
contradiz o fato de mdc(dk, |k, 0x,x) = 1. Assim, |0y| = 1. Pelo Teorema 2.7.1, temos que

M = Q, o que é um absurdo. Portanto, [L : Q] = nin,. 5]

Proposigao 3.2.6 Sejam K C K, e K C K, corpos de nimeros com graus n, e n,, respecti-

vamente, tais que 0k, |k € Ok, jk sejam relativamente primos. Se L = K,K,, entdo
oLk = (Ok, k)" (Ok, k)™ -
Demonstragao: Pela Proposigao 3.2.1, temos que
0Lk = (0K, k)" Nk, K (0L, ) = (ko 1k)™ Nka [k (OLik)-

Assim, (5IK1|]K)“2 e (JKz[K)n’ dividem (5]1,“1(_ e como ?ndC(aK”K‘aKﬂK) = 1 temos que (5D{1|K)M
(O, x)™ divide k. Por outro lado, pela Proposicao 3.2.4, temos que Ng,x(dux,) divide

(O, i) K1) = O x> onde a ultima igualdade segue da Proposigao 3.2.5. Assim,

oLk = N, |k (OLK,) (0K, k)™

divide (5K1EK)R2 (éu{_ﬂk)m. Portanto, 6EL|K = (5K1|E§)n2(6u§2|ﬂg)nl.

Exemplo 3.2.2 Sejam K; = Q(v/5) e Ky = Q(+/2). Como D(1, ”2—‘/5) = 5eD(1, V2, (¥2)%) =

—2233 sdo relativamente primos segue que o discriminante de L sobre K ¢ (5)3(—223%)2.

Teorema 3.2.5 Sejamn € N, n > 2, e K = Q(&,), onde &, é um raiz n-ésima primitiva da

unidade. Se n = Hp;", onde p; sdo primos distintos e a; € N, entdo
=1
1 qfa(n{;p
D1, £, £2078) JQ(E a;) =

J

Demonstragao: Vamos provar por indugao sobre r. Para o caso r = 1, foi provado na
Proposicao 2.3.10. Suponhamos que o resultado é védlido para r — 1, onde r > 1. Assim,

pela Proposi¢ao 2.3.10 e pela hipétese de indugdo temos que o mdc(JQE ),5@§Gr)) = i1

Bl R o)1) S(n/p;’) _ co(ptr)
onde n = —. Pela Proposi¢ao 3.2.6, temos que DL Eiiln HfS £a;] 6@(6 )

r
r

é(r: Jr— 1¢(p ! ar
: ! 1) 280N o optr)
dg((’;l - Assim, pela hipétese de indugao, temos que 5“’2’ } (1) _ (n) =
pr”

r—1  é(n )é(pg™)

pj—1
pj
7=1
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE

(=1) %47 ()4

, e novamente pela hipétese de indugao, segue que o discriminante

r-1 [!
p
.:-'

=1
, SBETIM) o s !y s(o8r é(n)
sy | (=) TR (plr )0 nT) (1) S5 (ple ) )
@(fpfjr) pil S(peT - @(n)

=1
pP =1 prr

. Assim, multiplicando as duas tltimas

¢ o(n)

_(21 , 0 que demonstra a proposicdo. =

igualdades, temos que D(1,¢, ___‘6;,5(:1)—1)

(-1)*$=ntt)
L

Proposicao 3.2.7 Sejam K C K; e K C K, corpos de nimeros com graus ny e na, respectiva-
mente, tais que dg, |k € Ok, |k sejam relativamente primos. Considere L = K;K,. Se O,, Ok, e
O sdo os anéis dos inteiros de Ky, K, e L, respectivamente, {1, ,&,,} € uma base integral
de Ky, e {y1,"** ,Yn,} € uma base integral de K,, entdo

1) D(z1y1, -+, TnaYng) = D(21, - %0y ) D(Y1, -+ 5 Ynp)™

2) {x1y1,-+* yTn,Yn,} € uma base integral de L.

3) O = Ok, Ok,.

Demonstragao: 1) Observamos que se ¢ é um isomorfismo de L e se og,,0x,, denotam
a restricdo de o0 a K; e K, respectivamente, entdo a fungdo 0 — (ok,,0k,) é injetora,
pois L = K;K;, e também sobrejetora pois [L : Q] = nyny. Assim, D(z1y1, " , Tn,Yn,) =
[det(o;7j(zxy1))]?, onde oy, -+ ,0,, sdo os isomorfismos de K; e 71, -+ ,7,, sio os isomorfismos

de K;. O determinante desta matriz é o produto de Kronecker das matrizes (0;(xx))i k=1, n, €

(75(%))ja=1, ng- Assim,
[det(o; (zk))]2ng [det(?'j(yi))]%n =D(z1, * ,Tn ) D1, , Yng)™

Portanto, D(zy1y1, -+ , Tn,Yn,) = D(x1,++ , &0y )" D(y1, - -+ ,Yn,)™*. Para 2) como Ok, Ok, C L
¢ o menor anel contendo Ok, e O,, segue que Ok, Ok, C OL e assim, temos que Ok, Ok,
tem a Z-base {z1y1,"** , Tn,Yn,}. Suponhamos que {21, , 2n;n, } € uma base integral de O
Assim, pela Proposi¢ao 2.3.1, segue que D(z1y1,- - ,Tn,Yn,) = det(a;;)2D (21, , Znyn,). Por

2) temos que

9= (D(a:lyl’ T "r“:ﬂlynz)) - <D(:Ela iy }:an»ﬂl <D(yh e vyn2)>n1 — 52..1

onde a ultima igualdade é dada pela Proposi¢ao 3.2.6. Assim,

(D(l‘lylr vy :lvmym» = (D(Z], iy zmng))
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3.2. RAMIFICACAO E DIFERENTE 110

o que implica que D(Z1y1,*** , Tn Yny) = UD(21,"*+ , Znyn,) = det(a;;)2D(21,-+ , Znyn,), Onde
u é a unidade de Z. Logo, det(a;;)*> = u. Assim, a matriz da transformagao linear tem
determinante com valor absoluto igual a 1. Portanto, {11, -+ ,Zn,¥n,} € uma base integral

de L. Finalmente, 3) segue por 2) que O, = Ok, Ok,. [ ]
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Capitulo 4

Reticulados e codigos

Neste capitulo, usando discriminante e diferente apresentamos um estudo sobre reticulados e
cdédigos. Lembramos da Se¢ao 2.6 que um reticulado é um subgrupo discreto A C R" que
é um Z-médulo livre de posto finito. Inicialmente, apresentamos a idéia de Forney e depois
os conceitos de reticulados, os quais sao obtidos via Eva Bayer. Em seguida, introduzimos
o conceito de obter reticulados rotacionados, onde podemos obter no R" reticulados tao bons
quantos os conhecidos. Para finalizar o capitulo, apresentamos um estudo sobre cddigos lineares,
algebra dos quatérnios e introduzimos os cédigos de bloco espago-tempo. Neste capitulo usamos

as seguintes referéncias [9], [10], [11], [12], [13], [16] e [17].

4.1 Reticulados

Nesta se¢do, primeiramente apresentamos o método de Forney para obtermos reticulados, depois
o método de Eva Bayer e para finalizar os conceitos de Viterbo. Segundo Forney, em relagao a

um reticulado A C R" conseguimos obter outros reticulados através dos seguintes fatos:

#

1. Se A € R entdao AA = {A\z : x € A} C R™ é um reticulado.

Exemplo 4.1.1 Para 2 € R temos que 2Z* = {2z : © € Z*} é um reticulado
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4.1. RETICULADOS

2. Se T : R® — R" é uma transformacao ortogonal entdo T'(A) = {T'(z) : « € A} é um

reticulado.

Exemplo 4.1.2 Seja a matriz T = . Entdo T(Z?) é um reticulado.

3. Se m € N, entao A™ é um reticulado.

Definigao 4.1.1 Se um reticulado pode ser obtido a partir de outro por uma rotagdo, reflexdo

e multiplicagao por escalar, dizemos que estes reticulados sao equivalentes.

Definicdo 4.1.2 Seja A C R™ um reticulado. Um subreticulado A do reticulado A é um

subgrupo do grupo aditivo A.
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4.1. RETICULADOS 113

Observacgao 4.1.1 Duas n-uplas sao equivalentes mddulo A se sua diferenca é um ponto de

A. Assim, a classe ¢+ A € o conjunto dos pontos equivalentes médulo A.

Definigao 4.1.3 Para um subreticulado A' de um grupo A, o grupo formado pelas classes
laterais de A médulo A sob a operagio (a + A') + (b+ A') = (a + b)A" é chamado grupo
quociente de A mddulo A’ e é denotado por A/A’.

Definigdo 4.1.4 A ordem do grupo A/A' é o nimero das classes de equivaléncias e denotado

por o (A/A'), também € a ordem da parti¢ao.

Se tomarmos um elemento de cada classe de equivaléncia, obtemos um sistema de represen-
tantes da particio A/A’, denotado por [A/A']. Assim, todo elemento de A pode ser escrito de
modo tinico como a soma A = A" +c¢, onde ¢ € [A/A’] é o representante da classe de equivaléncia
em que A estd, e \' = X\ — ¢ é um elemento de A, uma vez que A\ = c(modulo A'). Assim,
A= A"+ [A/A'] e é chamado uma classe de decomposigdo de A. Uma partigio A/A" também
induz uma classe de decomposicio de qualquer classe de A como c+A =c+ A + [A/A’].

Uma cadeia de particio A/A'/A"/--- é uma sequéncia de reticulados tal que cada um é
um subreticulado do anterior, ou seja, A D A" D A" O ---. Uma cadeia de particdo induz
uma cadeia de classes de decomposi¢oes com um termo correspondente a cada partigao. Por

exemplo, se A/A'/A" é uma cadeia de particdo entdao

A=A [A’/A”] + [A/A’] ,

2 . i " =
o que significa que todo elemento de A pode ser escrito como um elemento de A, mais um

representante de classe de [A’ // A”] e mais um representante da classe de [A/A'].

Exemplo 4.1.3 A cadeia de parti¢io Z/2Z/AZ[ - - - fornece uma representagdo bindria de um
inteiro m, uma vez que

m = ag + 2a; +4ay + -,
onde a; € {0,1}, para i = 0,1,2,---, tal que ag representa a classe na particdo Z/27Z, 2a,

representa a classe na partigio 2Z/4Z, e assim por diante. Assim,
Z = [Z]2Z) + [2Z/AZ) + [AZ/8Z) + - - - .

Se A C R" é um reticulado, temos que R"/A é uma particdo. Definimos uma regido
fundamental de A, Py, como uma regidao no R" que contém um e somente um ponto de cada
classe de equivaléncia médulo A. Assim, P, é um sistema de representantes da particao R"/A.
Assim, R" = A + P,. Geometricamente, isto é uma translagcoes do R" por translagoes das

regides fundamentais de A.
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Definigdo 4.1.5 O ganho de codificagdo fundamental g(A) de um reticulado A C R" é definido

como

. d?nin(A)
g(A) = NTVER

onde d?,,(A) = min{d*(z,y) = ||z — y||* : z,y € A} e v(A) é o volume de A. Dizemos que

um reticulado A é mais denso que um reticulado A se g(A) > g(A') sempre que A e A’ tem

a mesma dimensao. O numero de Kissing € o numero de elementos de A com norma minima

d?mn (A)

Na literatura, g(A) é também chamado de parametro de Hermite, e satisfaz as seguintes

propriedades:

1. g(A) é invariante por escalar, ou seja, g(rA) = g(A), uma vez que dz;,(rA) = r2d2;,(A)
e v(rA) = r"v(A).

2. g(A) é invariante via uma transformagao ortogonal T', ou seja, g(7'(A)) = g(A), uma vez
(T(A)) = |det T|=d2,;, (A) e v(T(A)) = | det T|v(A), onde det T é o determinante

de T. Assim, qualquer versao de A tem o mesmo ganho de codificacao fundamental.

que d?

min

3. g(A) é invariante via o produto cartesiano, ou seja, g(A") = g(A) uma vez que dZ,(A™) =
drnin(A) € v(A") = v(A)".

Exemplo 4.1.4 Temos que g(Z") =1

Exemplo 4.1.5 Temos que T(Z?), onde
T =

é uma rota¢io de Z* com d2,,(T(Z*) = 2. A particio Z*/T(Z?*) tem ordem 2 e assim

v(T(Z?)) = 2. Portanto, g(Z*) = 1.

Exemplo 4.1.6 Seja Dy = {(ag,a1,as,a3) € Z* : a; € 2Z, i =0,1,2,3}. A ordem da parti¢io
Z*/Dy € dois, uma vez que Z* é a unido de Dy e a classe (1,0,0,0) + Dy. Assim, v(Dg) =2 e

2
d%:.(Dyg) = 2. Portanto, o ganho fundamental de Dy é g(Dy) = — = V2. Assim, Dy é mais
4

denso que Z*.

Definigcao 4.1.6 Um reticulado complezo A é um conjunto discreto de pontos de C" que forma

um grupo aditivo.
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Os parametros d2,;.(A), v(A) e g(A) sdo definidos de modo anélogo aos reticulados reais.
Mas quando trabalhamos com o produto escalar ou produto interno devemos tomar cuidado.
Além disso, se A, C R?" é um reticulado de dimensdo 2n e se A, C C" é um reticulado
de dimensao n, entao existe um isomorfismo natural entre A, e A, uma vez que existe uma

correspondéncia natural entre R?" e C"*1.

Exemplo 4.1.7 Um exemplo de reticulado complexo é o reticulado complexo A. que cor-
responde ao reticulado real Z* de dimensdo 2. Os pontos (a,b) € Z* correspondem aos pontos

a+ bi de A, = Z[i], onde a,b € Z. Ou seja, A. € os inteiros Gaussianos.

Seja A, = Z[i] o reticulado dos inteiros Gaussianos. Os primos de A, em ordem de norma
crescente, sao 1+ 2,2 +1¢,3,---, com normas 2,5,9,---. Seja p = 1 + ¢ o primo de menor
norma. Multiplicando A, por qualquer elemento A € A, obtemos um subreticulado AA, de A..
Pela Proposigdo 2.7.2 segue que a parti¢io A./AA. tem ordem [|)||?, e portanto existem ||A||?

classes de equivaléncia de A, médulo A.

Exemplo 4.1.8 Temos que pA, é um subreticulado de A. de ordem ||p||> = 2, ou seja, € o

reticulado complezo que corresponde ao reticulado real T(Z?), onde

Do mesmo modo que T(Z?), temos que pA, consiste de todos os elementos de A, com norma
par, pA. + 1 consiste dos elementos de A, com norma impar, e a unido de pA. e pA.+1 € A..
Assim, os representantes das classes [A./pA.] podem ser tomadas como {0,1}, e sdo isomorfas

a GF(2) usando a aritmética mdédulo p, uma vez que 2 = 0(mddulo p).

Exemplo 4.1.9 Mais geralmente, p®A, é um subreticulado de A, de ordem ||p||* = 2¢, e de

fato, é o reticulado complezo que corresponde ao reticulado real T¢(Z?), onde

=

que € igual a 2572 para e par e igual a 2°T Z2 para e impar. Do mesmo modo que T¢(Z?),

temos p¢A. consiste de todos os elementos de A. cujas normas sdo multiplas de 2¢, e assim

d% .. (p°A.) = 2¢. Assim, existe uma cadeia infinita de particoes

Ac/pAc/p2Ac/p3Ac/- e
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com distancias 1/2/4/8/16/ - - - | que corresponde a cadeia real
Z?|T(Z%) /27?%/2T(Z%)/4AZ?/ - - - .

De modo andlogo ao Exemplo 4.1.3, esta cadeia fornece uma representagdo bindria compleza

de um inteiro Gaussiano, ou seja, se g € A, entdo
g=aotpa +paz+---,

onde a; € {0,1}, para i =0,1,2,---, tal que a; representa a classe de pA. na particdo A./pA.,

pa, representa a classe de p*A. na parti¢io pA./p*A., e assim por diante. Assim,
Ac = [Ac/PA] + [PA/DPAL] + [PPAc/PPAL] + -+ - .

Se A é um reticulado, entdo para cada A € A e m € Z temos que mA € A. Assim, AA é
um subreticulado de A, e A é um mddulo sobre Z. Contudo, um reticulado complexo A nao é
necessariamente um maédulo sobre o anel Z[i]. Por exemplo, o reticulado hexagonal de dimensao
2 ndo é. Assim, A é um mddulo sobre Z[i] se, e somente se, A € A implicar que i\ € A. Assim,
se @ = a+ b € Z[i] entdo aX = aX + b(i\) € A, ou seja, oA é um reticulado de A, para
todo o € Z[i]. Em particular, iA é um subreticulado de A. Mas, como i(iA) = —A = A é um

subreticulado de iA, segue que iA = A. Tais reticulados sao chamados de Z[i] reticulados.

4.2 Ideais reticulados

Nesta secao, apresentamos o conceito de reticulados, obtidos via Eva Bayer. Para isso, consi-
deramos Ok o anel dos inteiros de um corpo de nimeros K. Lembramos que Craig [14] e [15],

também apresentou resultados nesses sentido.

Definigao 4.2.1 1) Seja K um corpo de nimeros. Uma involugdo ¢ : K — K é uma aplicagao
aditiva e multiplicativa tal que ¢ é a identidade de K.
2) O conjunto F = {z € K|¢(z) = x} é um corpo, chamado corpo fizo da involugdo. Temos

que [K: F] < 2.

Definigao 4.2.2 Sejam Z C K um ideal fraciondrio e a € F tal que oZ¢(Z) C A(Ok|Z)71.
Um ideal reticulado é definido por A = (Z,q,), onde a fungdo qo : T XTI — Z , € tal que
da(z,y) = Tryjo(azd(y)) para todo x,y € I. Se a = 1, dizemos que A = (Z,q,) € obtido por

uma construgao trago, ou que € do tipo trago.
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Observagao 4.2.1 Em particular, se T C Ok e ¢ = id, um ideal reticulado é definido por
A= (Z,q.), onde qo : T x T — Z, € tal que go(x,y) = Trrjg(azy) para todo z,y € I, onde o

é totalmente positivo.

Definigao 4.2.3 Seja {wy, - ,w,} uma Z—base do ideal T C Ok. Seja a pertubagdo da

imersao canonica 0, : K — R" definida como

0a(7) = (Varo1(wr), -+, V/anon(wn)),
onde a; = o;(a) >0, parai=1,--- ,n.

Observagao 4.2.2 De modo andlogo, ao homorfismo canénico, temos que oo(Z) é um reticu-

lado.

Definicao 4.2.4 Usando a pertubagao da imersao candnica, a matriz geradora M do reticulado

A = 04(Z) ¢ dada por

vaioi(wy) Jagoa(wy) - (/anon(w)
Vaio(wa) (/oo (wy) -+ \fanon(ws)

Ja

M= == (C’i(wj))zj:l

Vaioi(wn) \/az03(wn) -+ /anon(ws)

Observagao 4.2.3 A matriz de Gram € dada por G = MM* = (g;;)};-,, onde

9i; = Z\/Q‘_kak(wi)\/a_kgk(wj)
k=1

Z aroy(wiw;) = Tr(aw;w;).
k=1

Como a matriz de Gram é do tipo trago, temos que a matriz geradora M define um ideal

reticulado. O determinante de A € o determinante da matriz G, ou seja, det(A) = det(G).
Proposicao 4.2.1 Se Z € um ideal de Ok e se A = (Z,q,) € um ideal reticulado, entdo

| det(A)| = |D(wy, ..., wn) | Nrjo(Z)* Njo(a)
Demonstragao: Segue da aplicagdo direta da Observagao 4.2.3.

Definigao 4.2.5 Seja A = (Z,q,) um ideal reticulado. Dizemos que A = (Z,q,) € par, se

¢a(T,x) € um nimero par para todo x € A.
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Sejam &, uma raiz m-ésima primitiva da unidade, onde m é um inteiro positivo, e
K = Q(&n) é o corpo ciclotomico correspondente. Sejam ¢ : K — K a conjugagao com-
plexa e F = Q(&n, + &) o corpo fixo da conjugacdo complexa. Temos que F é o maior corpo
totalmente real contido em K e que Ok = Z[¢,,] é o anel dos inteiros de K.

Em cima desses reticulados, conseguimos obter reticulados equivalentes aos conhecidos.

Exemplo 4.2.1 Sejam K = Q(&) e P C Ok o tnico ideal primo tal que P NZ = (2). Seja

a fungdo q, : P X P — Z definida por q.(x,y) = %T’rm@(:r(ﬁ(y)), onde z,y € P. Temos

pela Defini¢io 4.2.5 que A = (P,qs) € um ideal reticulado par e pela Proposigio 4.2.1 tem
determinante 4. Portanto, A = (P,q.) € equivalente a Dy, uma vez que o Dy é o inico

reticulado nesses parametros.

Exemplo 4.2.2 Sejam K = Q(&) e P C Ok o tnico ideal primo tal que PNZ = (3). Temos
que P € totalmente ramificado e tem norma 3. Sejam I = P~* e qo : T x T —> Z definida por
da(z,y) = Trrio(zd(y)), para todo x,y € I. Assim, pela Definigdo 4.2.5, temos que A = (Z, q,)
é um ideal reticulado par e pela Proposi¢do 4.2.1 tem determinante 3. Portanto, A = (Z,q,) €

equivalente a Eg, uma vez que o Eg é o tunico reticulado nesses parametros.

Definigao 4.2.6 Seja A C R™ um reticulado. A diversidade de A, denotada por div(A), €
definida por
div(A) = min{div(z) : x € A,z # 0},

onde x = (.171, e v'T"?'-'.) € dZ'U(IL‘) = #{1 - Iy 7£ 0}
Proposicao 4.2.2 O reticulado 0,(Z) tem diversidade r; + 7.

Demonstragao: Se x € Z, x # 0, entdo o,(r) tem no minimo 7, + r2 coordenadas nao nulas.

Assim, div(o4(Z)) > r1 + 72. Agora, se x = 1 segue que div(0q(Z)) = ry + 12 m

Proposigao 4.2.3 Um ideal reticulado A = (I, ) pode ser imerso no R™, com
i) diversidade n se K ¢ totalmente real.

it) diversidade % se K € totalmente complezo.

Demonstragao: Seja A = (Z,¢) um ideal reticulado. Assim, ¢ : Z x I — Z é definido
por ¢(z,y) = Tryx(azd(y)), para todo z,y € Z, onde Z é um ideal fraciondrio de Ok e
o;(a) é real e positivo para todo i =1,2,---,ry + ra. Seja {wy, - ,w,} uma base de Z. Seja
M = (0o(w;))i=1.... n. Assim, M é uma matriz geradora de 0,(Z) e MM* = (Tryr(wi¢(w;)))i

AVA
AVAVAY

1 2 3 4 = 6 7 unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



4.2. IDEAIS RETICULADOS 119

o que implica que 0,(Z) com o produto escalar usual é isomorfo a A. Pela Proposi¢ao 4.2.2

temos que A tem diversidade n se K é totalmente real, e diversidade 5 se K é totalmente

complexo. ]

Definigao 4.2.7 Seja A C R" um reticulado com diversidade n. A distancia produto minima
do reticulado € definida por

dp,mt'n (A) = mianAdp(x) y

onde £ = (21, ++ ;2n) edylz) = [Tt =il
Lema 4.2.1 Se I € um ideal principal de Ok, entdo mingzoezN(xz) = N(ZI).

Demonstragao: Como Z é um ideal principal, temos que Z = (a), coma € Z, e N(Z) = |N(a)|.

Sejax € Z, x # 0. Assim x = ay para algum y € Og. Assim,
IN(z)| = [N(a)||[N(y)| 2 N(Z)

e a igualdade é verdadeira se, e somente se, N(y) = £1. O minimo é atingido para r = au,
onde u é uma unidade. m
Quando T é principal, temos o valor exato da distancia produto minima de um ideal reti-

culado (Z, ¢), conforme o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 Seja Z um ideal principal de Okg. A distancia produto minima de um ideal

reticulado de determinante D = det(A) definido sobre I € dado por

D

dp‘mi‘n (A) = m '

n

Demonstragao: Sejam {w, -+ ,w,} uma base de T e z = Z’\"wi para \; € Z, com i =
i=1

1,---,n. Da matriz da Defini¢do 4.2.4 temos que

dy() _Z)\i\/ﬂ_jffj(ws)

V@05 (Z )‘fwz')
3=1 i=1

HI\/a_ﬂJl:[l o (Z Aiwi)

J=1

\/ N(Cl‘) N (i )\iw,;) .
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Pela Proposicao 4.2.1 temos que det(A) = N(a)dx N(Z)?. Assim N(a) = D/N(Z)*D(w;, ..., wy).

Pelo Lema 4.2.1, segue que

dp min(A) VvV N(a)minger N(z)
D mingerN(T) D

D(wy,..,w,) N@) ~ \| D(wy,..,w,)

4.3 Ideais reticulados rotacionados

Nesta secao, apresentamos através dos conceitos de Viterbo, onde podemos encontrar reticu-

lados com diversidade maxima contidos no Z". Geralmente, para encontrar esses reticulados

temos os seguintes critérios:

1. A versao escalar de Z" é da forma (\/cZ)" para algum inteiro c, ou seja, det(G) =
det(M)? = c".
2. Usando a Proposigao 4.2.1, deduzimos a seguinte condi¢ao necessaria
N(Z)®:N(a)D(wy, ...,wp) = c®
onde ¢ é um nimero inteiro. Se assumirmos Z = Ok, temos que N(a)D(wy, ..., w,) = c".
Exemplo 4.3.1 Seja K = Q(v/5). Temos que D (1, -1‘*2—‘/5) = 5. Como K ¢ totalmente real,
seque que as imersées sdo oy(a+byv/5) = a+bV/5 e 02(a+b\/5) =a—-b/5, ondea,b € Q. Uma

condigdo necessdria para obter Z? é encontrar um elemento « tal que D (1, %) N(a)=5N(a)

= %, ¢ € Z. Uma possibilidade de encontrar um elemento o € K tal que N(a) = 5. Sejam
1-V5 [1 +v5
TR aar

a=2+ J . A matriz geradora M do reticulado 0,(Ok) é dada por

N ( Vo (a) Voo () ) |

o1(@)o1(58) /o) (1 55)

2

A matriz G = MMT € da forma

i ( o1(a) + oa2(a) al(a%@)+ag(al—"‘2‘§) ) » (5 0 ) ;

01 58) + 03 (ath8)  g1(a(152)?) + op(a(H52)?) 05

Esta matriz mostra a versdo escalar de Z*. Depois da normaliza¢do, temos que Z* pode ser

1+5
2
distancia produto minima deste reticulado é

dp,mz'n (A)

construido a partir de Og = Z , com matriz geradora %M. Pelo Teorema 4.2.1 a
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Exemplo 4.3.2 Seja K = Q(v/2). Pela Proposi¢io 2.8.2, temos que D(1,v/2) = 8. Como K
€ totalmente real, seque que as imersdes sdo o1(a+bv/2) = a+bv/2 e ox(a+bv/2) = a — b/2,
onde a,b € Q. Uma condi¢io necessdria para obter Z? é encontrar um elemento o tal que
D(1,v2)N(a)=8N(a) = ¢, ¢ € Z. Uma possibilidade é encontrar um elemento a € K tal que
N(a) = 2. Sejam a = V2 -2 e {1,1+ 2} uma Z-base de um ideal T C Og. A matriz
geradora M do reticulado 0,(Z) é dada por

Voi(a) oa(a)
Voi(@)o(14+v2) o (a)oa(1 +v2)

A matriz G = MM7T ¢é da forma

M =

o1(a) + o2(a) o1(a(l+ v2)) + o2(a(l + V2)) _ 4 0
o1(a(1+v2)) + o2(a(1 +v2)) o1(a(l +v2)?) + oa(a(l + V2)?) 0 4

Esta matriz mostra a versio escalar de Z*. Depois da normalizagdo, temos que Z* pode ser
construido a partir de T C Og, com matriz geradora %M. Pelo Teorema 4.2.1 a distdncia

produto minima deste reticulado é
dp,min(A) —

4.4 Codigos lineares
Nesta secao, apresentamos um breve estudo sobre cddigos lineares e dlgebra dos quatérnios.

Definigao 4.4.1 Seja A um conjunto e n um nimero natural.

e Um espago de sequéncias A’ ¢ o conjunto de todas as sequéncias ¢ = {c; | i € I} de

elementos c¢; sobre A, onde I é um conjunto de indices.
e Um cédigo C sobre A é qualquer subconjunto ndo vazio do espago de sequéncias A’.

e UUm cédigo de bloco C de comprimento n sobre A é qualquer subconjunto ndo vazio
do conjunto A™ de todas as sequéncias ¢ = {¢; | 1 < i < n}(que agora chamamos

palavras-cédigo).

e Dados dois elementos u,v € A", definimos a distancia de Hamming entre u e v como

sendo d(u,v) = #{i | w; #vi;,1 <i<n}.

Observagao 4.4.1 Se C é um cddigo sobre um conjunto A, temos os sequintes fatos
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4.4. CODIGOS LINEARES

e As coordenadas de uma palavra-cédigo sao chamadas de simbolos.

e Quando o conjunto de indices I € finito temos o que chamamos de cédigo de bloco.

Neste caso, a cardinalidade de I, denotada por n, é denominada comprimento do cddigo.
e Quando I ¢ infinito temos um cédigo convolucional ou um cédigo trelica.

E conveniente que o conjunto A tenha uma estrutura algébrica que pode ser grupo, anel
ou corpo, de modo que a codificacdo e a decodificagao sejam simplificadas. Além disso, o
desempenho de um cédigo pode ser avaliado através de uma distdncia. Em geral, quando
pensamos em distancia logo lembramos o conceito de métrica que é a estrutura matematica

que mais se aproxima do conceito intuitivo de medir distancias num determinado conjunto.

Definigdo 4.4.2 (Algebra dos quatérnios) Sejam K um corpo, e B,y elementos ndo nulos de

K. A dlgebra dos quatérnios sobre K ¢ o anel
Qp~(K) = {a+ bi + cj + dkl|a, b, c,d € K},
onde a multiplicagcdo é dada pela relagdo i* = 3,52 = v,k = ij = —ji e a adi¢do é termo a
termo.
Definigao 4.4.3 A norma reduzida de x = a + bi + cj + dk € Qp(K) € definida como

Nred(z) = a® — Bb* — vc* + Bryd?,

ou seja,

Nred(x) = 2T,
onde T = a — bi — ¢j — dk.

Definigao 4.4.4 Dizemos que a dlgebra dos quatérnios Qp,(K) é uma dlgebra de divisao se

ndo existem divisores de zeros em Qg (K).

Proposigao 4.4.1 Com as notagdes anteriores temos que Qp~(K) é uma dlgebra de divisio

se, e somente se, Nyeq(x) # 0 para todo x € Qj ., (K).

Demonstragao: Os elementos em Qs,(K) podem ser representados na forma matricial no

R**? ou em C**2. Os elementos basicos de Qs (K) sdo representados

vB 0 _ 0 1 y 0 VB
k=] =

J
0 -VvB v 0 -wWB 0
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4.5. CODIGO DE BLOCO ESPACO-TEMPO

Notemos que um elemento de Qg (K) é dado por

a+b/B c+dy/B

z=a+bi+cj+dk=
v(e—dvB) a—b/B

e o determinante é
det(z) = a® — Bb® — vé? + Byd® = Nyea(T).
Assim, se Nyeq(x) # 0 segue que det(z) # 0. Portanto, z é inversivel se, e somente se,  nio é

divisor de zero. (]

Observagao 4.4.2 Sejam K = Q(i), 8 =i ey € Q(i). Seja 6 = exp () = /B. Entdo, os
elementos de Qp~(K) sdo dados por

a+bd c+do
Y(e—df) a— bl

]

com a,b, c,d € Q(i).

4.5 Cddigo de bloco espago-tempo

Seja S uma constelacao n dimensional contendo 2™ = M sinais. A cada m-upla de bits de
entrada, é associado um sinal z = (2, -+ ,z,) € M. Quando z é enviado pelo canal gaussiano,

a agao do ruido faz com que o sinal recebido seja
r=x+pf,

onde 3 = (B, ,Bn) é um processo aleatério gaussiano. Quando um sinal z é transmitido

através de um canal com ruido Rayleigh com desvanecimento, o sinal recebido é
r=axx+f,

onde 8 = (B1, -, Bn) € um vetor ruido, cujas componentes sdo variaveis aleatérias indepen-
dentes com distribui¢ido gaussiana, média 0 e variancia Ny, a = (o, , a,) a0 os coeficientes
de desvanecimento com segundo momento unitirio e * representa o produto componente a
componente. Os M sinais sao escolhidos de uma constelagao finita S, que é obtida a partir de
um reticulado A. Em particular, os pontos da constelagao sao escolhidos nas primeiras camadas
do reticulado, de forma que o conjunto de sinais se aproxima da forma esférica. A eficiéncia
espectral é medida em nimero de bits por duas dimensoes,

__Qm

g
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e a relagao sinal ruido é dado por

onde Ej é a energia média por bit e Np/2 é a densidade espectral de poténcia. Um demodulador

de méaxima verossimilhanga devera minimizar a métrica

n
m(zlr) = ) |ri — zif?
i=1

para o canal gaussiano, e
n
m(z|r,a) = Z Iri — cuzq|?,
i=1

para o canal Rayleigh com desvanecimento. Depois disto, é feita uma estimativa & do sinal
enviado x e a suposta sequéncia de bits enviada é obtida. Dados z e y € A, denotaremos
por P(x — y) a probabilidade de que quando z é transmitido, o ponto y seja detectado, ou
seja, que o ponto recebido esteja mais préxima de y do que de x, na respectiva métrica. A

probabilidade de erro na constelagdo S tomada a partir de A é dada por

P(S) S P(A) <D Pz — ).
T#y

Em cada tipo de canal, a expressao acima possibilita a obtengido de férmula explicita para a

probabilidade de erro, conforme veremos nos itens que seguem.

e O canal gaussiano: Por [12], a probabilidade de erro de simbolo é limitada superior-

mente por
T dm-gn/Q
Pe< P 3
< gerfe ( \/m)

onde 7 é o nimero de vizinhos e d,,;, é a menor distancia na constelagdo. O ganho de

codificac¢ao é dado por
¥ = d?nin
v(A)2/
e representa o ganho de poténcia com relagdo a Z", podendo ser obtido a partir da

densidade de centro por
6= (/4"

O canal Rayleigh com Desvanecimento: Para o canal Rayleigh com desvanecimento,

a probabilidade de erro de-simbolo par a par com alta relagdo sinal-ruido satisfaz, por
[16],
il 1

1 1 1

P.(S) < = = —
(8) <5 |1 eap t ’
2 Ti#Yi SNS{; 2 (é%) d;(s:,y)z
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onde E, é a energia média por bit, [ é a diversidade, n = — ¢é a eficiéncia espectral e
n

2 2 s : = B
dp(x, y) é a distancia l-produto normalizada de z a y, dada por

H (zi — 4:)?

2 _ xiFy
dp(xs y) -

(E)t !
onde E = E(||z||?) é a energia média por ponto da constelaco.

Como o interesse é pelo caso [ = n, omitiremos a notagao .

Seja
1
K, = ——
2 Z(P(&:,O)

zeS P
De [16], a probabilidade de erro de simbolo satisfaz

LIBK
<27k,
(SN{,)

Para minimizar a probabilidade de erro, precisamos:

Fe(S)

e maximizar a diversidade;

e minimizar Kg, que equivale a simultaneamente maximizar a distancia produto minima

e minimizar o nimero de vizinhos produto.

Seja um vetor informagao s = (s1, 52, ,8¢), onde ¢ > 1 e sj, para j = 1,2,--- , g, pertence

a uma dada constelagao.

Definigao 4.5.1 Um cddigo de bloco espago-tempo (ST) associa cada vetor informagdo s a

uma matriz T x M, que denotamos por X(s).

Para atingir altas eficiéncias num sistema de transmissao de dados necessitamos de multiplas

antenas no transmissor e no receptor. Neste caso, o sinal recebido é dado por
Yrun = XrxmHuxn + Wrxn,

onde X é a palavra transmitida, H é a matriz canal (conhecida pelo receptor), W o ruido
Gaussiano, M é o nimero de antenas transmissoras, NV é o nimero de antenas receptoras e T

é o comprimento da palavra cédigo.

Definigao 4.5.2 Seja C um cddigo de bloco ST. O determinante minimo do cédigo C € definido

como

Gmin = Minxec,xzodet(X'X),

onde X' indica a transposta conjugada da matriz X.
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Na tentativa de minimizar a probabilidade de erro de que sz seja recebido dado que s; # s,

foi enviado, temos os seguintes critérios:

e Critério do posto. O posto minimo r de X(s;) — X(s;) tomados sobre todos os pares

(s1,82) € o ganho de diversidade e serd maximizado.

e Critério do determinante. Se A = X (s;)— X (sz), entdo o minimo de ([T}_, A;)"/", tomado

sobre todos os pares de palavras cddigos distintas, é o ganho de codificagdo e deve ser
maximizada, onde A;, para j = 1,2,--- 7 sdo autovalores nao nulos da matriz AA‘, onde

A! denota a matriz transposta conjugada de A.

Exemplo 4.5.1 O cddigo de Alamouti dado por

51 ‘—“S;
X =

onde s e sy sao simbolos de informagdo complexos, e s* denota a conjugagdo complexa de s.

Este codigo satisfaz os critérios dados acima, e seu ganho de codificacdo é dado por

gA = min(sl,sﬂ#f[}ﬂ)(l 51 I2 + | So |2) -1 1 B

4.5.1 Codigo By

Nesta secao apresentamos cédigo de bloco espaco tempo Bs 4, onde este c6digo satisfaz o critério

de posto e determinante. Seja o cédigo bloco ST definido por

1 s1+ 520 O(s3+ s49)

B, . =
R \/E 9(33 — Sq(ﬁ) S1 — 82@5

onde > = ¢, § = e, e A é um parametro real para ser otimizado. Suponha que o vetor
informacdo s = (s1,---,s4)" pertence a uma constelagdo 4-dimensional C' contida em Z[i]*.

Para este cédigo temos que o ganho de codificacao é dado por

1

Gp(#) =inf(det(Bs24B;,))2
= 3(inf|st — 53¢ — s3¢” + si¢°|)
2(inflgts |),
onde s # (0,0,0,0)! € Z[i]*, s = (s?,—s2,—s2,52) e ¢ = (1,9, ¢?%, ¢%)".
Sobre uma constelagao finita C C Z[i]*, o ganho de codificagao de B, 4 é dado por

G5 (¢) = =(min|¢'s |) > Gp(9).
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A desigualdade G§(¢) > Gp(¢) é verdadeira para C C Z[i]*. Nosso objetivo agora é a escolha
de ¢ tal que o cdédigo B, 4 tenha diversidade méxima transmitida para todas as constelagdes

contidas em Z[i]*.

Proposicao 4.5.1 Se ¢ € um nimero algébrico de grau 4 sobre Q[i] entdo a diversidade trans-

mitida é mdzima para todas as constelagées C C Z[i]*.

Demonstragao: Se ¢ é um nimero algébrico de grau 4 sobre Q[i], entdo {1, ¢, #*, #*} é uma

base de Q[i, ¢], e portanto, o conjunto ¢é linearmente independente, ou seja, se
aj(ﬁj = Oa
=0
para a; € Q[i],j = 0,--+,3, entdo ag = a; = ap = a3 = 0. Assim, G§(¢) # 0, para todas as

constelacdes contidas em Z[i]*. =

Proposigao 4.5.2 Se ¢ é um nimero algébrico de grau menor que 2 sobre Q[i] entdo existe

uma constelagdo C C Z[i]*, tal que G§(¢) =0

Demonstragao: Se o grau de ¢ é menor que 2, entdo existe um polinémio de grau 1 sobre
Q[7], onde ¢ é uma raiz. Seja

= p 1T
p(z) = +q€@[]

tal polinomio. Entdo ¢ = —Z, e assim, @2 = §; Seja a constelagao finita C' C Z[i]* que contém
dois vetores s; = (p,¢q,0,0) # sy = (—p, —¢,0,0) tal que %(sl —87) = (p, q,0,0)". Substituindo,
na equacao (4.1) obtemos G§(¢) < |p? — ¢?¢?| = 0. =

Exemplo 4.5.2 Sejam ¢ =1 e C uma constelagcdo 4 — QAM?* que contém os vetores
si=1+41+4,1+i,14+14)" e so=(=1+4,—-1+44,1+4,1+1)"

Substituindo

et (%) (i ag)= (11100 03¢

na equagdo (4.1) obtemos G§(¢) < |1 — ¢?| = 0.

Proposicio 4.5.3 Se ¢ é um nimero algébrico de grau 2 sobre Q[i] e ¢* € Q[i] entdo a

diversidade transmitida é mdzima sobre todas as constelagdes C C Z[1]*.
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4.5. CODIGO DE BLOCO ESPACO-TEMPO

Demonstracdo: Seja s # (0,0,0,0)* € Z[i]* tal que
§'¢ = 0 =s] — 53¢ — 530° + 55¢° = (s — 530%) — 6(s3 — s5i¢”).
Como {1, ¢} é linearmente independente sobre Q[i] e como ¢? € Q[i], segue que
s2—52¢’=0 e s2—3s2¢°=0.

Como ¢ tem grau maior que 1, segue que ¢* ndo é um quadrado em Q[i], ou seja, ndo existe

2129 € Q[i] tal que ¢? = 2222. Assim s? = s2 = s = s2 = 0 e portanto, s = (0,0, 0,0)t. m

Exemplo 4.5.3 Seja ¢ = e% de grau 2 sobre Q[i]. Temos que ¢* = i € Q[i], e ndo é um
1 1
quadrado em Q[i], pois Vi = 7 + 1—2 nao pertence a Q[i]. Assim, pela Proposi¢cdo 4.5.3,

seque que B, 4 tem diversidade mdxima transmitida sobre todas as constelagoes contidas em

Z[i]".

4.5.2 Cddigo de Ouro

Nesta subsecao apresentamos o codigo de ouro. Este é um cdédigo de bloco espaco tempo

relacionado com o nimero de ouro 1%5 Seja K = Q(¢,0) uma extensdo quadrética de Q(3).

O conjunto das matrizes da forma

b0 c+do
Eomam=] ST TN b dedl] we Bk

v(c+df) a+ b0

onde @ é o conjugado de # sobre Q(i), é definido como um cédigo linear infinito. Se S C Z[i] é

uma constelagao finita, temos que

b dé
X = Brt G ta,b,c,d €S,

Y(c+df) a+bo

é um cddigo finito. O determinante minimo de C,, é definido como
Gmin(Coo) = Minxecy,x#0| det(X)[?
e o determinante minimo do cédigo finito C como

Gmin(C) = miny, x,ec.x,2x,| det(X1 — X2)|* > 4Gmin(Coo)-

Considerando 6 = : +2\/§ (ntimero de ouro) temos que K = Q(i,v5) = {a + b0 : a,b € Q(3)}
2

é uma extensdo quadratica de Q(¢), sendo m(z) = 2* — x — 1 o polindmio minimal de 6. As
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4.5. CODIGO DE BLOCO ESPACO-TEMPO

1-5
2
Bg = {1,6}. A norma de z = a + bf € Ok, com a,b € Z[i], é definido como

raizes de m(x) sdo 0 e 6 = . Seja Ok = Z[i][] o anel dos inteiros de K com base integral

NK|Q(1;](Z) = (a aF 59)(6 i bﬁ) = a? + ab — b e Z[t]

Seja L = {a+bi+cO +dif : a,b,c,d € Q}. Temos que r; =0, r, = 2, e que By = {1,4,0,i0} é

uma base integral de L. O discriminante de K é dg = 5 e o discriminante de L é §;, = 2452
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