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Resumo .

Os objetivos deste trabalho foram relacionar a ramificação com os conceitos de discriminante

e diferente. Utilizando esses conceitos foram feitos aplicações em reticulados e códigos. Nessas

aplicações, estudamos algumas maneiras de obtermos reticulados e também alguns códigos,
chamados códigos de bloco espaço­tempo.

Palavras­chave: Discriminante, ramificação, diferente, reticulado, códigos de bloco espaço
tempo.
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Abstract

The aims of this work were to relate ramification with the concepts of different and discriminant.

Using those concepts we made applications in lattices and codes. In those applications, we study

some ways to get lattices and some codes, called block codes space­time.

Keywords: Discriminant, ramification, different, lattices, block codes space­time.
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Introdução

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre ramificação, discriminante, diferente e também

sobre reticulados. Considerando A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma
extensão finita de Ke B o anel dos inteiros de L em relação a A, vimos a decomposição de um
ideal primo P não nulo em L, onde consideramos a fatoração do ideal estendido PB em ideais

Q; de B. Através do conceito de discriminante, caracterizamos os ideais primos de À que são
ramificados em L, e com o conceito de diferente, caracterizamos os ideais primos do anel dos
inteiros B que são ramificados em L.

Forney em 1988 deu início a uma teoria que dado um reticulado conseguimos em cima dele
obter reticulados equivalentes através de uma multiplicação por escalar, translação e rotação.
Usando o diferente, Eva Bayer em 1999 obteve outro conceito de reticulados e por fim uti­
lizando a idéia de Forney, Viterbo em 2004 introduziu alguns métodos de se obter reticulados
rotacionados. Deste modo, como uma aplicação da teoria algébrica dos números, apresentamos

o conceito de reticulados no R”, a obtenção de reticulados via o método de Minkowski, onde a

imagem do homomorfismo canônico de ideais do anel dos inteiros são reticulados, e também a

obtenção de reticulados utilizando discriminante e diferente, via os trabalhos de Eva Bayer e
Viterbo.

Desta maneira, este trabalho está dividido nos seguintes capítulos.

No Capítulo 1, abordamos a teoria algébrica dos números, onde vimos os conceitos de

elementos inteiros, anel dos inteiros, corpos de números, corpos quadráticos e ciclotômicos,

anéis Noetherianos e de Dedekind, norma de um ideal e anéis de frações.

No Capítulo 2, apresentamos os conceitos de ramificação e discriminante, e também a relação
entre eles. Apresentamos o Teorema de Kummer, que usamos para a decomposição de um

ideal primo em uma extensão. Em seguida, apresentamos um breve estudo sobre reticulados,

enfocando os seus principais parâmetros tais como região fundamental e volume. Também
apresentamos o homomorfismo canônico de um corpo de números e a obtenção de reticulados
via este homomorfismo.
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Introdução 18

No Capítulo 3, apresentamos os conceitos de diferente e ramificação enfocando suas princi­

pais propriedades. Também apresentamos as principais relações entre diferente e ramificação.

No Capítulo 4, apresentamos outros métodos de se obter reticulados de um modo diferente

dos obtidos no Capítulo 2, enfocando os trabalhos de Forney e Eva Bayer. Finalizando o

Capítulo, apresentamos os códigos de bloco espaço­tempo e exemplos destes códigos, os quais

são construídos em uma extensão de Q(1).
Os anéis considerados neste trabalho são comutativos e com elemento identidade.
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Capítulo 1

Teoria dos Números Algébricos

Este capítulo tem como objetivo de introduzir conceitos importantes da Teoria Algébrica dos

Números, os quais são utilizados nos capítulos posteriores, tais como elementos inteiros sobre um

anel, norma e traço de elementos. Sobre um corpo de números, veremos os corpos quadráticos e

corpos ciclotômicos. Para finalizar, veremos as principais propriedades dos anéis Noetherianos,

dos anéis de Dedekind e dos anéis de frações. Utilizamos as seguintes referências [1] e [2].

1.1 Elementos inteiros

Nesta seção, apresentamos o conceito de elementos inteiros sobre um anel, onde veremos que

o conjunto desses elementos é um anel chamado anel dos inteiros. Também apresentamos um
estudo sobre as suas principais propriedades.

Definição 1.1.1 Sejam AC B anéis. Dizemos que um elemento a E B é inteiro sobre A, se a
é uma raiz de um polinômio mónico com coeficientes em A, ou seja, se eristemaç, "+ ana E A,

não todos nulos, tal que PM +an 10"! +: +aatay=0. Essa equação é chamada de equação
de dependência integral de a.

Exemplo 1.1.1 Sea=V/5+vv7 e R, temos que a é inteiro sobre Z, pois a é raiz do polinômio
1º — 241º +4 E Zlo).

Teorema 1.1.1 Sejam AC B anéis ea E B. São equivalentes as seguintes afirmações:

i) a é inteiro sobre A.
ii) O anel Aja] é um A­módulo finitamente gerado.
iii) Existe um subanel R do anel B tal que R é um A­módulo finitamente gerado que contém
Aeo.
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1.1. ELEMENTOS INTEIROS 20

Demonstração: i) => ii) Temos que Ala] = ()”;ajaº : a; E A). Por hipótese, temos que a é
inteiro sobre A. Então existem ao“, ­** ,an—1 E A, não todos nulos, tal que

a Hana + +ametaçãoO.

Seja M = (1,0, ,a”!) um A­módulo finitamente gerado. Vamos mostrar que Aja] = M.
Temos que 0º” = —(an10"! +­­ +aata,), ou seja, q” E (1,a,:+­,a””!). Agora, vamos
provar por indução que a? E (1,a,­­­,a")), Vi E N. Temos que a? E (L,a,:+.,a"),
Vj <n—1. Suponhamos, por hipótese de indução, que a” E (1,a,:­­ , a!) e mostremos que
att! E (1,0, ,a”!). Por hipótese, segue que existem elementos bo, ++ ,br—1 E À tal que
aj = br1a"! +­ + +bha+bo Assim,

at = qa

(bh10" +. +bhat+bo):a
bnW10 + ­­­ + bra? + boa

bn1(Tan20 = man a)+ ss +bhoa? + bia
—br1an, A bhaa — bra +++ bia? + boa

—agbn­1 + (—bnz101 + bo)Aa +++ + (bn­2— bn­10n=1)AT,

ou seja, aº*! E (1,0,::­,0"!), para todo j E N. Por outro lado, temos que
(1,a,:­,a”!) C Ala]. Assim, (La,­­­,a"7!) = Ala]. Portanto, Ala] é um A­módulo
finitamente gerado por 1,a,:­­ ,a”!. Para ii)= iii) temos que como a € Ala] e À € Ala],
é suficiente tomar R = Ala]. Finalmente, para ili)> i) seja R = (11, ,yn) um A­módulo
finitamente gerado tal que AC RC BeaeR Assim R= Ay, +++ + Ayn. ComoaeE R

temos que ay; E R, para todo à = 1,:++ ,n. Assim, existem a;; € A, com 1 <1,j < n, de modo
que

7

ay, = any, ++ + any

OAY2 = ay, +++ + Aontn

AYn = Aniy1 +++ annUns
JS

,

(a = an) — apaY2 — ++ o— dintn
—aoy1 + (a — a22)y2 — co aanth

L —aAniY1 — ApnoY2 — *** + (a = Ann)yn
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1.1. ELEMENTOS INTEIROS

Na forma matricial, temos

a — Adu —a12

—Aa21 A — As?

Ani ana co an dra À Un jo)
L ” L ­

Seja d o determinante da matriz dos coeficientes deste sistema linear. Pela regra de Cramer,
n

temos que dy; = O, para jy= 1,­­­ ,n. Como 1 E R, temos que 1 = EIA com c; E À, e
j=1

n n

assim, d = d­ 1= ay” Ccjuj=>" cjdy; = O. Observemos que d é uma equação de dependência
integral de a, uma vez que d = a” +br 10"! +­.­+by=0, onde cada b; € A. Portanto, a é
inteiro sobre A. "

Corolário 1.1.1 Sejam A €& B anéis, e sejuim 1,::­,a, E B. Se a é inteiro sobre A,

a, é inteiro sobre Ala), «­* e an é inteiro sobre Alan,­**­ ,an­1), então Ala,++co an) é um
A­módulo finttamente gerado.

Demonstração: Se a, é inteiro sobre A, então pelo Teorema 1.1.1, temos que Ala] é um
A­módulo finitamente gerado. Assim, por indução, suponhamos que R = A[a,: ++ ,an—1) seja
um A­módulo finitamente gerado pelos elementos fui,v2,::* ,un) e que a, seja inteiro sobre
R=A[11,: +, an1]. Pelo Teorema 1.1.1, temos que Rar] é um R­módulo finitamente gerado.
Assim existe fui, ,w;k C Rla,] tal que

8 8 nRan) = Alon, tcc an== SI RW = Ss. > e) W; = S  ajujuws.
i=1 i=1 Nj=1 ji

Logo, fujw;l, para i = 1,::­,s ej=1,­:­,n, gera Ran] como um A­módulo. Portanto,
Alo, ++, an) é um A­módulo finitamente gerado. =

Corolário 1.1.2 Sejam AC B anéis. Se a,B E B são inteiros sobre A, então a + P, ab são
inteiros sobre A.

Demonstração: Temos que a + 6, af pertencem a Ala, 6]. Pelo Corolário 1.1.1, temos que

Ala,6) é um A­módulo finitamente gerado e pelo Teorema 1.1.1, segue que a + À, af são
inteiros sobre A. =

Definição 1.1.2 Sejam AC B anéis. Dizemos que B é inteiro sobre A se todo elemento de B
é inteiro sobre A.
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1.1. ELEMENTOS INTEIROS

Definição 1.1.3 Sejam AC B anéis.

(1) Og=f(faeB:aé inteiro sobre A) é chamado anel dos inteiros de A em B, ou fecho
inteiro de A em B.

(2) Se A é um domínio e B = K o corpo de frações de A, dizemos que Or é o anel dos inteiros

de A em K. Além disso, se A= Op dizemos que A é um anel integralmente fechado.

Proposição 1.1.1 Se AC B são anéis, então AC Og € B.

Demonstração: Pelo Corolário 1.1.2, temos que Og é um subanel de B . Agora, sea E A,

então a é raiz do polinômio p(r) = x — a, o qual tem coeficientes em A, e assim a € Op.
Portanto, AC Og C B. E

Proposição 1.1.2 Sejam AC BC R anéis. Assim, R é inteiro sobre A se, e somente se, R
é inteiro sobre B e B é inteiro sobre A.

Demonstração: Suponhamos que R é inteiro sobre A. Sea E R, então existem ao, ***,An1 E

A, não todos nulos, tal que

a" +ania"”!l +. +aç=O0.

Como A C B, segue que a; € B, i = 0,1,­­­ ,n— 1, ou seja, a é inteiro sobre B. Portanto, R

é inteiro sobre B. Agora se, a E B e como B C R, segue que a E R e então por hipótese a é

inteiro sobre A. Portanto, B é inteiro sobre A. Reciprocamente, seja a € R. Como R é inteiro

sobre B, segue que existem bo, +++ ,bn—1 E B, não todos nulos, tal que

a +biiat +: +b=O0.

Seja C = Albo,­­­ ,bn—1]. Logo, a é inteiro sobre C. Como B é inteiro sobre A, segue que os b;s
são inteiros sobre A. Pelo Corolário 1.1.1, segue que Cla] = Alho, ­­­ ,bh—1,0] é um A­módulo
finitamente gerado. Pelo Teorema 1.1.1, temos que a é inteiro sobre A. Portanto, R é inteiro
sobre A. "

Proposição 1.1.3 Sejam AC B anéis, onde B é um domínio e inteiro sobre A. Então A é

um corpo se, e somente se, B é um corpo.

Demonstração: Suponhamos que À é um corpo. Seja a E B, a É£ O. Logo, a é inteiro sobre

A e pelo Teorema 1.1.1, segue que Aja] é um espaço vetorial finitamente gerado sobre A. Seja
1: Ala] — Alfa] uma aplicação definida por v(b) = ba, Vb E Ala]. Temos que 4 é A­linear e
bijetora, uma vez que Vb,,b2 E Alfa], temos que

(ba + ba) = (bi + ba)O& = bra + bra = p(b,) + (bo)
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1.1. ELEMENTOS INTEIROS

(Tha) = ha = 7T(b).

Se p(b) = ba = O temos que b = 0, uma vez que B é um domínio. Portanto, + é injetora.
Como a dimensão de Afa] sobre A é finita segue que + é bijetora. Assim, como 1 € Ala], existe
be Ala] tal que ba=1l. Portanto, B é um corpo. Por outro lado, suponhamos que B é um
corpo. Seja a E A. Assim a € AC B, e portanto a E B. Como B é inteiro sobre A, segue
que

(a) + anil) +anola) +: +açãoO,
com a; E A, não todos nulos. Multiplicando por a" !, temos

—1 —al +an1+Aanoaa+t­t+aatti=O,

ou seja,

a = (an + +aa  +agat!).

Assim, a! E A . Portanto, À é um corpo.

Proposição 1.1.4 Se A é um domínio, então Or é um anel integralmente fechado.

Demonstração: Seja K o corpo de frações de A. Assim, K também é o corpo de frações de

Op. Seja a E K inteiro sobre Og. Como Op é inteiro sobre À segue da Proposição 1.1.2 que
a é inteiro sobre A, e portanto a € Og. Assim, Og é um anel integralmente fechado. =

Proposição 1.1.5 Se A é um domínio principal então A é um anel integralmente fechado.

Demonstração: Seja K o corpo de frações de A. Seja a E K inteiro sobre À tal que a = 7
com a,b € A e mdc(a,b) = 1. Então existem a; € A, i =1,­­­ ,n — 1, não todos nulos, tal que

A +aaKdO+:cc +agçãaoO.
a

Substituindo a por —, temos que
b

Multiplicando por b"", obtemos

a" +ansa"!b+­+abt=O0,

isto é,

a” = b(san10a" = ab).

Logo b divide a” e como mde(a, b) = 1, segue que b divide a, o que implica que a = bc. Usando
novamente o fato de mdec(a, b) = 1, temos que existem xo, yo E A tal que axo + byo = 1. Assim,
bero + byo = 1 o que implica que b(cxo + yo) = 1. Assim, b é inversívelem A e a = ab­!ea.
Portanto, À integralmente fechado. =
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1.22. NORMA E TRAÇO

1.2 Norma e traço

Nesta seção, apresentamos os conceitos de norma e traço de elementos. Também apresentamos

que o anel dos inteiros é um A­módulo livre, onde À é um anel principal.

Sejam A € B anéis, onde B é um A­módulo livre de posto finito n. Seja fe, ,ent uma
base de B sobre À e seja 90: B — B um homomorfismo. Assim,

A(es) = a, e, + di9€s ++ dinen

O(e2) = a27€] + age +++ + donen

(en) = an1€1 + aAn2€62 + ***­ + Annên,

A(es) €1

com a;; E A, onde 1 <i,j <n. Assim, : = [ais] : |]. Definimos o traço de 9 por

(en) en
n

Treja(90) = >. a;i, à norma de 0 por Ng4(9) = det(a;;) e o polinômio característico de 6 por
i=1

mpja(xr) = det(x] — 0). Assim, temos que:

Treja(0 +60) =Trej4(0)+Trea(0)

det(00) = det(0)det(0 )

mpja(x) = det(xI — 0) = x" — (Tre a(0))"* ++ (—1)"det(6).

Definição 1.2.1 Seja o endomorfismo 0, : B — B definido por dx(x) = ax, coma E B. O

traço de a E B é definido por Trea(a) = Tre (9a), a norma de a € B por Ngja(a) = det(0a)
e o polinômio característico de a por mpa(x) = det(x1 — 0­).

Observação 1.2.1 Se K € L extensões de corpos, e se Ox e Or, os anéis dos inteiros de K
e L, respectivamente, então usamos a notação Truk(a) ou Tro jox(&), Nuxg(o) ou Novo (&)
com a EL.

Exemplo 1.2.1 Seja L = Q(V­1) . Sejama =3+ 1 € Q(V­I) e ma(x) =xº — 66 +10
o polinômio minimal de a sobre Q. Então Tun(a) =6 e Nuç(a) = 10.
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1.22. NORMA E TRAÇO 20

Sejam Q € K C L extensões de corpos finitos. Sejam , a ELeaekKkK Então vale as
seguintes propriedades:

1. Trukg(o + a) = Truxg(o) + Truxg(o)

. Trug(ao)=aTrukg(o)

. Trug(a) = [L : Ka

. Nug(o) = alK)

. Nug(00) = altEl Ny x(0)

. Nux(aa) = Nue (o) NuK(0)

se KC MGCL são extensões de corpos temos que

7. Nux(oa) = Nux(Num(0))

8. Trig(o) = Tm (TrmM(0)).
Proposição 1.2.1 Seja K um corpo de característica O ou um corpo finito. Sejam L uma

ertensão algébrica de grau n de K, a um elemento de L e n1,:­* ,ar as raízes do polinômio

minimal de a sobre KR. Então Truxkg(a) = 04 +++ an, Nug(a) = a ::­an e o polinômio
característico de a é mnuig(t) = (tr —­ an)(tr—­ a): (tr­on).

Demonstração: Primeiramente faremos a demonstração para o caso em que a é um elemento

primitivo de L sobre K, ou seja, L = Kal. Seja f(x) o polinômio minimal de a sobre K.
Então L é K­isomorfo a Klx]/(f(x)) e (L1,a,­­­ ,a"!) é uma base de L sobre K. Tomando
f(x) = x" +anaatT t+ + ao, com a; € K, temos que a matriz do endomorfismo 9, com
respeito a esta base é dada por

oo
10

1 00
Assim, det(x] — 0,) é o determinante da matriz

­

xr O

—­lx
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1.2. NORMA E TRAÇO 26

Calculando o determinante da matriz acima, obtemos o polinômio característico de a, o qual é

igual a f(x), o polinômio minimal de a. Por definição,

mug(r) = det(x! — 9a (x)) = det(xl, — M) = x" — (Trug(%))Y" +­­­+(—1)” det(6,).

Como a é primitivo temos que

f(x) = (1 —­ (1 — a): (ft on)=2"­E "la+ (1) (He) :i=1 i=1

n

Logo, Truig(9a)= Truxk(o = e Nuig(%) = Nuxg(o) = Ia: Para o caso geral, seja
i=1r=[L: Ka]. Assim, é suficiente mostrarmos que o polinômio característico mr k(x) de a,

com relação a L sobre K, é igual a r­ésima potência do polinômio minimal de a sobre K. Seja

(y1,'*',Y) uma base de Ka] sobre K e seja (21, +« ,zr) uma base de L sobre K[a] com n = qr.
Seja M = (a;,) a matriz do endomorfismo de K[a] sobre K com relação a base fuy1,­*­,YJk.

Assim, ay; = 3 (ain)yn: Então, a(y;z;)= = cx) 2j=2, cnYynzZ;). Logo,
h

(

aAy1A = any1a + apy2a + ct agua

AUY221 = AaY1Z + AoU2Z1 + *** A+ AU

(| XY = AU + agoU2ã1 +++ aggUçãoo

Ordenamos a base (y;2;), de L sobre K, de modo que a matriz do endomorfismo seja da seguinte
forma

o M

isto é, M repete r­vezes na diagonal como blocos na matriz M,. À matriz xI, — Mi, consiste de

r­blocos diagonais, onde cada um tem a forma x1, — M, e assim, det(xJ, — M,) = det(x1, —MY”.
Consequentemente, mpk(x) = det(xI, — M) e detíxI, — M1) é o polinômio característico de a
sobre K, de acordo com a primeira parte da demonstração. =

Observação 1.2.2 Segue pela Proposição 1.2.1, que Trug(a) = rTreojg(o&), Nux(o) =
(Nejaje(a))" e muxk(T) = (mMeJaR(X))".
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Exemplo 1.2.2 Sejam L = Q(V5, V=1), K= Q(V­1) e F=Q. Sejrma=3+/­ler=
[L : K|=2. Pelo Exemplo 1.2.1, temos que NkirF(a) = 10 e Trir(a) = 6. Assim, pela Observação
1.2.2, temos que Nur(a) = (NxeF(o))º = 10º = 100 e Tur(a) = 2(TrgF(o)) =2­6=12.

Proposição 1.2.2 Sejam A um domínio, K seu corpo de frações, K CL uma extensão finita

de graun ea E L um elemento inteiro sobre A. Então os coeficientes do polinômio característico

de a são inteiros sobre A. Em particular, Truxkg(a) e Nuk(a) são inteiros sobre A.

Demonstração: Pela Proposição 1.2.1, temos que o polinômio característico de a é muig(x) =
(tr — a)(t — a2) (xt — an). Como os coeficientes de muk(r) são somas e produtos dos a;, é
suficiente mostrar que os a; são inteiros sobre A. Pela Teoria de Galois, temos que existe um

K­homomorfismo 0; : Ka] — K[a;], definido por 0;(a) = a;, para todo 1 = 1,­­« ,n. Como
a é inteiro sobre A, então

a +ani0at + tação,

com a; E A, não todos nulos. Aplicando 0;, obtemos

0;(a)" +anscoila)" +: +ag=O0,

ou seja, a; é inteiro sobre A.

Corolário 1.2.1 Se A é um anel integralmente fechado, então os coeficientes do polinômio

característico de a, Truk(a) e Nuxg(oa) são elementos de A.

Demonstração: Seja mrik(x) o polinômio característico de a. Os coeficientes do polinômio
mMpK(r) são elementos de K e são inteiros sobre À. Como A é integralmente fechado, segue que
os coeficientes de mpk(r) estão em A. Portanto, Truk(a) e Nuk(a) são elementos de A. ­m

Proposição 1.2.3 Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de frações, L uma
ertensão finita de K de grau n e Or o anel dos inteiros de A em L. Seja fan, ,an) uma
base de L sobre K onde det(Trijxk(aia;)) £ 0. Seja a E L. Se Truxk(ab) = 0 para todo D E L,
então a = O.

Demonstração: Como à = a10) + a2as + +++ + anam, onde a; E K, para à = 1,­­­,n, é

suficiente mostrar que se Tr(aa;) = O, para cada j =1,­­­ ,n, então a = 0. Ássim, para cada
j=1,:­ ­,n, temos que

0 = Trukg(a&a;) = a Trug(e1o;) + asTrug(020;) +++ anTrug(0ona;).
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Na forma matricial, temos que

Trugk(oio) Trug(asom) + Trug(ornoi)
Trugx(1a2) Trug(osoas) +: Trug(onco)

| Trug(ion) Trug(c20n) Trug(onon)| | on
Como det(T'r1k(0a;a;)) É O segue que a) = a; =­­­= a, = 0. Portanto, a = 0. =

Corolário 1.2.2 Com as mesmas hipóteses da Proposição 1.2.3, segue que a aplicação
p:L— Homge(L,K) definida por p(a) = Sa, onde S.(6B) = Truxg(ab), com 8 E L é
um isomorfismo.

Demonstração: Temos que p é homomorfismo, uma vez que se 1,0% E L, então

P(a, + a2)(6) = Sai +as (6) = Trukg((e + a2)B)
Trug(o16) + Truxgk(026) = Sa (6) + Sa2(6) = (p(c1) + p(a2))(6)

p(aa)(6) = Saa(6) = Truxk(a06) = aTruk(06) = aSa(6) = ap(o)(6)

para todo 6 E L. Agora, seja a € L tal que p(a) = O. Então, p(a)(6)=S2(6) = Trukg(06) =O,
V6 E L. Pela Proposição 1.2.3, segue que a = O, provando assim que p é injetora. Finalmente,
p é sobrejetora, pois dimkL = dimge(Homge(L, K)). Portanto, p é um isomorfismo. "=

Teorema 1.2.1 Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de frações, KCL uma
extensão finita de grau n e Or, o anel dos inteiros de A em L. Então Or, é um A­submódulo
de um A­módulo livre.

Demonstração: Seja fai, , an) uma base de L sobre K. Como toda extensão finita é
algébrica, segue que todos os a, são algébricos sobre K, ou seja, existem a; E A, i = 0, 1,­­.,n,

não todos nulos, tal que
; |An; TAM + c+agisoO.

Supondo que an, é O e multiplicando esta equação por ani, temos que an,&, é inteiro sobre
A, uma vez que

ani (anos ++ Ao.) = (ano) + an;1 (Anjo) FAara: = O.
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Sejam an,0; = 2; € Or, para cada à = 1,­­­ ,n. Vamos mostrar que (21,:+* ,2n) é uma base
de L sobre K. Suponhamos que bi21 + boza + ­­­ + bhnzn = O, onde bj E A, para í = 1,­­­ ,n.
Ássim,

bran;ãa + baan;Aa, ++ bnan; An = 0,

Como fa,:+­ ,an) é uma base de L sobre K segue que bja, = O e portanto b; = O para
i = 1,­+­,n. Portanto, f21,­++ ,2n) é linearmente independente e como possui n elementos
segue que é uma base de L sobre K. Pelo Corolário 1.2.2 existe uma base dual (y1,­++ ,yn) tal
que

P(z2i)(Y;) = Sz,(yj) = Truxg(ziy;) = para 1,j=1,:",n.

Agora, se a € Oy, então az; E Or, para à = 1,­­­,n. Pelo Corolário 1.2.1 segue que
Trug(az) E A, para i =1,:+­,n. Como a = cu ++ +centin, com c; E K, para i =1,­­­,n,
segue que Trukg(az) = c; E À, para é = 1,­+­,n. Portanto, Or, é um submódulo de um
A­módulo livre gerado por f21,:+*,2n). =

Corolário 1.2.3 Com as mesmas hipóteses do Teorema 1.2.1, se A é um anel principal, então

Or é um A­módulo livre de posto n.

Demonstração: Se A é principal temos que um submódulo de um A­módulo livre é livre de

posto menor ou igual a n. Pelo Teorema 1.2.1, Or, contém uma base de n elementos de L sobre

K. Logo, Or, tem posto n. =

Corolário 1.2.4 Com as mesmas hipóteses do Teorema 1.2.1, se À é um anel principal e se

ACO, é um ideal, então A é um A­módulo livre de posto n.

Demonstração: Sejam fe,,­­­ ,en) uma base de Ol ea E A, a £ 0. Assim, ae, ae E A
e são linearmente independente sobre À, uma vez que se a1ae, ++: +arnae,=0,coma;E A,

para 1 = 1,­­­ ,n, então ja = O para 1 = 1,:­­ ,n, e como À é um domínio segue que a; = O,

para t=1,:­­,n. =

Teorema 1.2.2 Sejam À um anel e KC A um corpo tal que A é um espaço vetorial de

dimensão finita sobre K. Seja 0: A— A uma transformação K­linear. Seja uma cadeia

estritamente decrescente de subespaços de A, de modo que, A = Ag D A D À9 D +++ D
k

A, = O e que O0(A;) E A;, paraà = 1,:++,k. Então maig(O0) = TI massa (6), onde
i=1

0; = Aj1 /A;— Aj1/A;i, para i =1,­­­ ,k, é uma transformação linear induzida por 6.
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Demonstração: Os elementos do K­espaço vetorial A; 1/A; são as classes z + A;, onde 2 E
Aja, parat=1,:­­,k. Temos que 6 induz uma transformação linear 0; : A;1/Aj; — A;1/A;
definida por 0;(z + A;) = O(z) + A;, para z E A;.1. Por hipótese temos que A; são subespaços,e
assim cada 60; está bem definida. Para cada índice à = 1,::++ ,k, seja Bi; = (21, 1, Zm,) uM
conjunto de elementos de A;­, tal que o conjunto das classes f2;1+A;,***,Zim; +Ai) forma uma
base do espaço vetorial A;1/A;. Então para cada à = 1,­­­ ,k, temos que BU Bi U*­­U By
constitui uma base do K­espaço vetorial A; 1. Em particular, B = B, U BU ­.­U B;, é uma

base do K­espaço vetorial A. Seja a matriz M(0) com relação a base B. Esta matriz pode ser
expressa em termos das matrizes M(9;) com relação a B;, da seguinte forma:

Mn M(0)) ­­­ 0

Ma. Mo + M(9%)

onde M;;(i > j) são matrizes com coeficientes em K, pois como 9(2;;) E A;­1 então 0(z;;) pode
ser expresso em termos da base B; U B;i41 U+­: U By uma vez que

mi mi mi

(2:53) = > ih; ih + > Ai4+1,hZi+L,h ++ > QAkh;Zkh
h=1l h=l h=1l

mi mi

onde coeficientes at, E K. Assim, 09:(2;; +A;) = > aih; (Zin + Ai) + Aj= > ajih;Zin+ Ai. Assim,
h=1l h=1

o polinômio característico, das transformações lineares 9,0,,02,:­­ ,0, é dado por
k

maix(0) = | [ maaic1/4:100 (63).
i=1

Teorema 1.2.3 Sejam A um anel e KC A um corpo tal que A é um espaço vetorial de

dimensão finita sobre K. Seja 0: A — A uma transformação K­linear. Seja uma cadeia

estritamente decrescente de subespaços de A, A = Aq D A D Às D +++ D A£ = O tal que

0(A;) E A;, para i = 1,­­­ ,k e suponhamos que
1) A; é um ideal de A, parai =1,­"",k.
2) Para todo i =1,­­­ ,k não existe idealT de A tal que A;­, DT D Az.
3) SeyE A; ez E Aj] então yzE À,, para i=1,­"",k.
4) Sey,zEA,Yz E A; e yY É A, entãoz E Aj, parai =1,­"",k.
Sex E A eb=0O(r) então para i =1,­:­­,k, temos que Ma, ,/AK)(90:) = majg(9) e mag(0) =
[mça/4119 (9)]*.
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Demonstração: Temos que para cada 21 = 1,­­­ ,Ã, existe um isomorfismo de A­módulos

A; 1: Aja /Aj — A/A, tal que 0, 0 A; = A; 0 0;, uma vez que se u € A;1 eu A,;, então
A; C Aj; + Au C Aj1. Por 1) e 2) temos que A;1 = A;+ Au. Dado um elemento y + A; E
Aj1/A;i, seja y =Y/u+y,comy E Adey E A;. Definimos N;(y + A;) =y + Ar. À função
A; : Aj1/A; — A/A, esta bem definida, uma vez que se y + A; = z + A; com z E Aj €

1 " 1, "
ez=zutz,z EA,z E A;, então

Assim, (y — z )u € A;. Como u & A;, segue de 4) que y —z E À, e assim, y +Aj=2+A.
Temos também que A; é um homomorfismo de A­módulos. Além disso, se y = yut+y,
com y E A, então por 3) temos que y E A;. Portanto se My + A;) = 0 E A/A, então
y+ A;=0E Aj1/A;, e assim é injetora. Agora para provarmos que A; é sobrejetora, seja
y E A. Assim, y =yuE Aj1 é tal que A;(y+ A;j)=y + Ar Portanto, à; é um isomorfismo.
Falta mostrarmos que 07 o A; = A; o d;. Seja y E Aj1. Sey=yu+y,comy E Aey E A,
então xy = (xy )U+xy,com ay E A, ty E A;. Assim,

(NY +A)) = Ay +A)=0(yY)+A
xy + Aq = Ai(xy + A;) = M(9(xy) + 4;) = M(8;(y + ÀAj)).

Pela demonstração do Teorema 1.2.2, temos que se B é uma base do K­espaço vetorial A; 1/A;
e A:(B;) é a base correspondente do espaço vetorial isomorfo a A/A, então as matrizes de 6;
com relação B; e de 07 com relação a A;(B;) são as mesmas. Assim, ma, 1/4: (6%:) = maik(0)
e portanto maig(9) = [M(a/A41|K) (9). ­

Proposição 1.2.4 Sejam À um anel e B um A­módulo livre. Sejam v : B — BÊ um homo­

morfismo de B em um anel B e que Vv(A) = A. Suponha que existe uma base f21,:+* ,2n) do
A­módulo B tal que (31,:++ ,2n) é uma base do A­módulo B onde Z =y(2),vz E B. Sex E B
então V(mpja(x)) = me a(X), V(Tregja(x)) = Tre a(Z) e V(Negja(z)) = Na /a(7).

n

Demonstração: Se x € B então 12; = DS aja, com j = 1,::­ ,neaj;E A Logo 327; =
i=1

n

d aj, paraj= 1,­+­ ,n. Sejam as matrizes M = (a;;), com relação a base [21,:+­,2n),
i=1l

e M = (a) com relação a base (231,::: ,2n). Aplicando % aos coeficientes do polinômio
característico mgja(x) = det(x]! — (a;;)), obtemos det(xI — (a;;)) = me a(X). O traço e a
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n

norma segue analogamente, pois Trg)Aa(x) = ) aj; E assim se aplicarmos yv temos que
i=1

yY(Treal(xo))=Y4 > as = 2 tas) = 2 6 = Tre a(Z)
e como Npj1(r) = det(a;;) então VY(Ngja(x)) = v(det(a;;)) = det V(a;;) = det (a;;) =
o que demonstra a Proposição.

1.3 Corpos quadráticos

Nesta seção apresentamos o estudo dos corpos quadráticos juntamente com seu anel de inteiros.

Definição 1.3.1 Um corpo de números é uma extensão finita de Q. Um corpo quadrático é

uma extensão de grau 2 de Q.

Proposição 1.3.1 Um corpo quadrático é da forma Q(Vd), onde d é um inteiro livre de
quadrados.

Demonstração: Se K é um corpo quadrático, então todo elemento a E K tal que a é

Q é de grau 2 sobre Q. Pelo Teorema do Elemento Primitivo temos que K = Q(a). Seja
ma(x) = xº +br +c, o polinômio minimal de a € K=Q(a). Resolvendo a equação quadrática
a? + ba +c=0, temos que 2a = —b E bh?— 4c. Desta maneira, K = Q(a) = Q (VV— dc),
e observando que b? — 4c é um número racional da forma —= com u,v E Z, temos quevv?
Q(Vb? — 4c) = Q(yVuv). Como uv E Z, temos que uv é fatorado em produtos de primos.
Assim, Q(yuv)= Q(Vd), onde d é inteiro livre de quadrados. =

Observação 1.3.1 O elemento Vd é uma raiz do polinômio irredutível xº — d. O conjugado
de Vd é ­Vd, ou seja, existe um automorfismo o : Q(Vd) — Q(Vd) tal que o(a + bVd)=
a — bWd.

Lema 1.3.1 Seja Ox o anel dos inteiros de K = EVA), com d livre de quadrados, sobre Z.
Sea=a+bVde Ox, então 2a EL e2EZ.

Demonstração: Pela Observação 1.3.1, segue que existe um automorfismo o de K tal que

o(a) = o(a + byd)= a— byVd. Como o(a) também é raiz da mesma equação de dependência
integral de a, segue que o(a) E Ox. Como a e o(a) E Ox, pelo Corolário 1.1.2, temos que
a + o(a) E Ox e ao(a) € Og. Além disso, a + o(a) = (a + b/d) + (a — by/d) =2a E Qe
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ag(a) = (a + byVd)(a — byVd) = a? — db? e Q. Como Z é um anel de ideais principais, pela
Proposição 1.1.5, temos que Z é integralmente fechado e portanto

24 ELea dr EZ. (1.1)

Pela equação (1.1) temos que (2a)? — d(26)º? € Z. Como 2a E Z, segue que (2a)? E Z. Por
outro lado, se 2b é Z, o seu denominador teria um fator primo p e este fator apareceria como

p* no denominador de d(2b)º. Sendo d livre de quadrados, segue que d(2b)º € Z, o que é um
absurdo. Portanto, 2b € Z. =

Teorema 1.3.1 Seja K=Q(Vd) um corpo quadrático, com d E Z livre de quadrados, ou seja,
d É O(modulo 4).
a) Se d=2 ou d = 3(modulo 4), então o anel dos inteiros Ox, consiste de todos os elementos
da forma a + bd, coma,bE€ Z.
b) Se d = l1(modulo 4), então o anel dos inteiros Ox, consiste de todos os elementos da forma

(a + bd), com a,b € Z, e de mesma paridade.
Demonstração: Seja a = a +bvd e Ox. Pelo Lema 1.3.1 temos que

u v

a=7e6b=>, com u,yv € Z.
Da equação (1.1) temos que

u? — dv? E 47.

a) Se d=20ud = 3(modulo 4), temos que u,v são pares, pois se v fosse ímpar, teríamos
vº = l(modulo 4). Como uº — dv? E 4%Z temos que uº — d(4k + 1) € 4Z o que implica que
uº —­de47Z. Assim, uº = d(modulo 4). Portanto, d = 1(modulo 4) ou d = O0(modulo 4), o que
contradiz a hipótese. Sendo v par, temos que vº = O(modulo 4) e portanto uº E 4Z. Assim u
também é par. Então a,b € Z e a = a + byVd e Z[Vd] e portanto, Ox C Z[Vd] . Por outro
lado, tomando a E Z[Vd, temos que a é raiz do polinômio

1º — 2ar + a? — db? E Za].

Portanto, Z[Vd] Cc Og. Assim, Z[Vd] =
b) Se d = 1(modulo 4), temos que u,v tem a mesma paridade. Se u e vu são pares então a,b € Z,

xo ­ vvV/d 1+ Vde portanto a = a + byd E Z[Vd]. Se u e vu são ímpares, então a = —“4% ez a |

2 2

dPortanto, Ox C Z . o) Por outro lado, se
ase+5 (EE) EZ E2 2
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(1­ dWVE) e zialcom a,b E Z, temos que a é raiz do polinômio 1º — (2a + b)x + (e + ab —
pois d = l1(modulo 4). Assim, Z É +Vº C Org. Portanto, Z . Ye =Or.
1.4 Corpos ciclotômicos

Nesta seção apresentamos os corpos ciclotômicos Q(£,), onde é, é uma raiz p­ésima primitiva
da unidade, e p um número primo. Também veremos que Z[£,] é o anel dos inteiros de Q(£,).

Definição 1.4.1 Seja K um corpo. Um elemento € E K tal que E” = 1 é chamado uma raiz
n­ésima da unidade. Dizemos que É é uma raiz n­ésima primitiva da unidade se E” = l e

E” El paral <m<n.

Definição 1.4.2 Um corpo ciclotômico é um corpo gerado por uma raiz n­ésima da unidade.

Observação 1.4.1 Se p é um número primo e E, é uma raiz p­ésima primitiva da unidade,
então [QI£] : Q)= Á(p) = p— 1, onde 1 é a função deEuler, e (1,6,:+­ ,8??) é uma base de
Qié,] sobre Q.

P—lDefinição 1.4.3 O polinômio É Tr? xP! par? +....+x+l é chamado polinômio ci­
clotôómico.

Teorema 1.4.1 O polinômio x?! + xPº +.­­+x+1 é irredutível sobre Q, onde p é um
número primo.

Demonstração: Considere x = y +1. Assim,

Pp PpYº + . yYPl+q+osd+
ENCRAS NAas SENNA ! pp!

— (y+1)—1
yY +pyti+oct+py+l­1

y
=y/"7'+pyº+:c+p.

Notemos que p divide Pp , para cada é = 1,:­­ ,p— 1 e pº não divide p. Então pelo Critério
i

de Fisenstein segue que este polinômio é irredutível sobre Q. =
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Lema 1.4.1 Sejam p um números primo e € uma raiz p­ésima primitiva da unidade. Então:
1) Tr(&) = —1, para j=1,­"­,p—1.
2) Tr(1­&)=np, para j=1,­"",p—1.
3) N(S = 1) =(1)""peN(1­6)=p.

4) p= (1­8)(1— 82).(1— 87).

Demonstração: 1) O polinômio ciclotômico de £ é dado por f(x) = xP! + xPº+... +x+.
Como £, paraj = 1,2,­­­ ,p — 1 são as raízes de f(x), temos que Tr(€i) = —1, paraj =
1,­++ ,p— 1. Além disso, como [Q[£E] : Q| = p — 1 temos que Tr(1) = p— 1.
2) Tr(1—­&)=Tr(1)— Tr(6) =p —­ 1 +1 =p, para j=1,­"­,p—1.

Pp j­l­— | y/* segue que,
J

1

3) Como £ — 1 é uma raiz do polinômio f(y) =4yP"* + >
j=71

N(E=1) =(—1)""p

e NI 8) = N((CU(E­1)) = N(CUN(E=1) = (1)? (1)P7!p = (1)º%9Dp =p.
4) Como xP! + xP? + c+ro+l=(r—E)(t— 8):(7 — E), temos para x = 1 que
(1­8)(1­8): (1­8) =p. =

Lema 1.4.2 Com as mesmas notações do Lema 1.4.1 temos que

1) Se Ox é o anel dos inteiros de K = Q(6,), então (1— 6,) OxN Z= pZ=(p).
2) Triy1­48)) E pZ, Vy € Ox.

Demonstração: 1) Pelo item 4) do Lema 1.4.1, temos que

p=(1­8(1­8)­ (1­8).

Então p E (1 — 6) Ox. Logo, (p) E (1­ E)OgkK NZ. Por outro lado, suponhamos que o ideal
pZ C (1­ 6E)OgK NZ C Z. Como pZ é maximal, segue que (1 — E)OrkN Z =Z . Logo, 1 € Z, e
então 1 = (1— £)a, com a E Ox. Assim, 1— € é inversível, e portanto 1 — €&/ são inversíveis em
Ox. Então, (1 — E) (1 — €2) ­ ­­ (1 — €?7!) = p é inversível em Z, o que é um absurdo. Portanto,

pZ = (1 — E)JOgNZ.

2) Cada conjugado y;(1— €*) de y(1­€) é um múltiplo de 1— £' em Ox onde i = 1,2,­­­ ,p—1.
Como

1­8=(1­69(6T+82 A+ +ETI),
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segue que 1 — £* é um múltiplo de 1 — € em Og. Sendo o traço a soma dos conjugados, então

Triy(1­8))=n(1­69)+n(1­8)+ +yY(1­8)=a(1­0),

com a E Ox. Portanto, Tr(y(1­ 8)) €E Ox. Como Z é integralmente fechado, segue que
Tr(y(1­6)) Ee Z. Assim,

Tr(y(1­8)) € (1­6,) OkxNZ=pZ. "

Teorema 1.4.2 Se p é um número primo e &, é uma raiz p­ésima primitiva da unidade, então
ZlEp] é o anel dos inteiros de K = Q(6,) e (1,6,­+­,6??) é uma base de Z[&] como um
Z­módulo.

Demonstração: Seja Ox o anel dos inteiros de Q(E,). Temos que Z[&,] C Og. Agora, vamos
provar que OxC Z[E,]. Considere a € Ox C Q(6,). Assim,

a =a+anmE++ +apoE??,

com a; E Q. Logo, a(1— £) = ao(1— 6) + a (E — E) + ­­­+ apa(EP? — EP!), Assim,

Tr(a(1­8)) = aTr(1­ E) +aTr(E— 8) +: +apoTr(& E) eEpZ,

pelo Lema 1.4.2. Então agTr(1­ 6) = aop E pZ ea EZ De modo análogo, temos que
Ell=£"! E Or, e assim

(a — a9)E  =a+aéE+: ++ ap—2E8P,

Multiplicando por 1—€ temos que (a—a9)E (1­6) = m (1­6) H+as6(1­E)+:­+ap26P (1­8)
e assim

Tr((a ao) (1­8) = aTr(1­6)+aTr(E— 8) +­­­+apaTr(8P*— E?)

Logo, aTr(1­ 6) = ap E ph e 1) E Z. Prosseguindo, analogamente, temos que a; E Z, para

cada 1 =1,­­­,n. Assim, a E ZlE,). Portanto, ZE] = Ox. =

1.5 Anéis Noetherianos

Nesta seção apresentamos os conceitos de módulos e anéis Noetherianos, enfocando suas prin­

cipais propriedades.
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Definição 1.5.1 Sejam A um anel e M um A­módulo. Dizemos que M é um A­módulo Noethe­

riano se satisfaz uma das seguintes condições:

1) Toda família não vazia de A­submódulos de M tem um elemento maximal.
2) Toda sequência crescente de A­submódulos de M é estacionária.
3) Todo A­submódulo de M é finitamente gerado.

Dizemos que um anel A é Noetheriano se A considerado como um A­módulo for Noetheriano.

Proposição 1.5.1 Todo anel principal A é Noetheriano.

Demonstração: Considere a sequência crescente de A­submódulos de A,

hcechcesschh,Eesss

Como A é principal, todos os ideais de À são principais e como os submódulos de A são

exatamente os ideais de A, segue que os submódulos de À são principais. Temos que 1 = U In
nEN

é um ideal de A. Agora, notemos que I, C IT=(a), vn E Nea E Ir, para algum nº E N, pois
aEla)=[I1= U In. Comoa E In, ea E (a) então 1 = (a) C In. Portanto, 1 = In,. Assim,

nEN

In, E N tal que Von > nº temos que Ir, = In. =

Proposição 1.5.2 Sejam À um anel, M um A­módulo e L um submódulo de M. Então M é

Noetheriano se, e somente se, M/L e L são Noetherianos.

Demonstração: Suponhamos que M é Noetheriano. Seja (Mr )n>o uma sequência crescente
de A­submódulos de L. Então (Mn )n>o também é uma sequência crescente de A­submódulos
de M. Como M é Noetheriano, segue que (Mn )n>o é estacionária. Portanto, L é Noetheriano.
Para mostrar que M/L é Noetheriano, sejam S = ( conjunto dos submódulos de M que
contém LY e T = ( conjunto dos submódulos de M/L). A aplicação é : S — T definida por

(N) = N/L, com N E 5, é uma bijeção de S em T. Assim, se (Mr)n>o é uma sequência
crescente de A­submódulos de M/L, então Pp *(Mn)n>o também é uma sequência crescente
A­submódulos de M. Como M é Noetheriano, segue que 4!(Mn)n>o é estacionária, e portanto
(Mn)n>o é estacionária. Assim, M/L é Noetheriano. Reciprocamente, suponhamos que M/L
e L são Noetherianos. Seja (Mn, )n>o uma sequência crescente de A­submódulos de M. Então
(LN Mn)n>o é uma sequência crescente de A­submódulos L. Como L é Noetheriano, segue que
(LN Mn)n>o é estacionária, ou seja, Ik E N tal que

M, M,M.NL=M, NL, VWn>2 ke =X", Vn> k.
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Sabemos, que M, E Mnh41 Vn > k. Seja x € Mp4, então existe y € M, tal quer +L=y+L.
Assim, 7 — y E LN Mi: = LN M,. Logo, 7—­y E M, e como y E M, segue que x EM,.
Portanto, M, = Mnh41, Von > k e assim, M é Noetheriano. =

Corolário 1.5.1 Se M1,­++ , M, são A­módulos Noetherianos então o produto My x «x M,
é um A­módulo Noetheriano.

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre n. Para n = 2, identificamos M, >
M, x (0) E M; x M, e definimos a função é : My x Ma — M, tal que (0,y) = y. Como

— > M,, onde kero = M, x (0). Logo,
Mx Mo > M,2. Como M, é Noetheriano, temos que Mix M
M, x (0) M, x (0)
Proposição 1.5.2, segue que M, x M,7 é Noetheriano. Suponhamos agora, por hipótese de

4 é um homomorfismo sobrejetor, temos que

= M, é Noetheriano e pela

indução, que M = M;, x ­­­ x M,1 é Noetheriano. Como M, é Noetheriano, segue do caso
n = 2, que M= Mx. x M, é um A­módulo Noetheriano. CO

Corolário 1.5.2 Se A é um anel Noetheriano e M é um A­módulo finitamente gerado, então
Méum A­módulo Noetheriano.

Demonstração: Seja fei,­+­,en) um conjunto de geradores do A­módulo M. À aplicação
q : A" — M definida por (a, +, an) = mer +++ anen, é um homomorfismo sobrejetor.

A”

Assim, — = M. Como A é Noetheriano, pelo Corolário 1.5.1, segue que A” é Noetheriano.
Pela Proposição 1.5.2, segue que M é um A­módulo Noetheriano. ­

Proposição 1.5.3 Seja A um anel Noetheriano e integralmente fechado. Sejam K o corpo de

frações de A, K CL uma extensão finita de grau n e Or, o anel dos inteiros de A em L. Então

Or é um A­módulo finitamente gerado e Or, é um anel Noetheriano.

Demonstração: Pelo Teorema 1.2.1, temos que Or, é um submódulo de um A­módulo livre de

posto n. Pelo Corolário 1.5.2, temos que Or, é um A­módulo Noetheriano e portanto finitamente

gerado. Como os ideias de Or, são A­ submódulos de Or, segue que satisfazem a condição de

maximilidade da Definição 1.5.1. Portanto, Or, é um anel Noetheriano. =

Lema 1.5.1 Se AC B são anéis e PC B é um ideal primo, então PN A é um ideal primo

de A.

Demonstração: Consideremos a aplicação é : A —> B > B/P, onde i é a inclusão e
nm é a projeção. À função pv = nm oié um homomorfismo, pois 7 e à são homomorfismo e
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ker(y) = ANP, pois p(r) = 1 oilr) = n(x7) =x + P e p(x) = O se, e somente se, xe PN A.
Portanto, pelo Teorema do Homomorfismo, A/PN A = Im(Ç) C B/P. Como B/P é um
domínio, segue que A/P NA é um domínio. Portanto, PN A é um ideal primo de A. =

Lema 1.5.2 Sejam A um anel e P um ideal primo de A. Se P contém um produto de ideais
Ai, +c, Ar de A então P contém alguns deles.

Demonstração: Se A; £ P, Vj =1,:­­ ,n, então existe a; € A; e a; € P. Como P é primo,
segue que 1 *+*a, É P. Mas 1: cca, E ApcAR CP, o que é um absurdo. Portanto, P

contém A; para algum j=1,:­­,n. =

Lema 1.5.3 Em um anel A Noetheriano, todo ideal contém um produto de ideais primos.

Demonstração: Sejam ÀA um anel Noetheriano e F o conjuntos dos ideais de A que não

contém um produto de ideais primos. Suponhamos F £ (. Como A é Noetheriano, F tem

um elemento maximal M. Temos que M não é um ideal maximal, pois caso contrário, M

seria primo e assim, M é F. Assim, existem r,y € À — M tal que vy €E M. Notemos que
MGCidn)+MeMG(y)+M. Logo, (x) + M e (y) + M não pertencem a F. Assim,

PiPoa: Pan E (x) +M e 223: QE(Y)+M,
onde P;, Q; são ideais primos de À. Portanto,

(P1Pa+­­Pn)(Q1Q2:+­Qn) E ((x) + M)((Y) HM) E M,

o que é um absurdo. Portanto, F =. =

Corolário 1.5.3 Em um domínio Noetheriano, todo ideal não nulo contém um produto de

ideais primos não nulos.

Demonstração: Análoga ao Lema 1.5.3. "=

Definição 1.5.2 Seja K um corpo de números. Um Og— módulo T de K é um ideal fracionário
se existe d E Og não nulo tal que dT C Ox. Em particular, os ideais inteiros de A são ideais

Íracionários com d=/.

Proposição 1.5.4 Se A é um domínio Noetheriano, então todo ideal fracionário T de A é um
A­módulo finitamente gerado.

Demonstração: Como 7 é um ideal fracionário de A, então existe d E A— (0) tal que dT C A.
Assim, T Cd“!A. A aplicação 1: A — dd“!A, tal que p(r) = dx, r E A, é um isomorfismo.
Assim, A é isomorfo a d­!A.Como A é Noetheriano, temos que d ! A é Noetheriano. Logo, T
é um A­módulo finitamente gerado.

|

=
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1.6. Anéis de Dedekind

Nesta seção apresentamos o conceito de um anel de Dedekind juntamente com suas principais

propriedades. Observamos que a fatoração não é única para elementos do anel dos inteiros,

pois se considerarmos Z[y/—5] o anel dos inteiros do corpo Q(y—5), teremos que 6 = 2­3 =
(1+ V—5)(1— V­5). Mas veremos, nesta seção, que a fatoração é única para ideais de um
anel de Dedekind.

Definição 1.6.1 Dizemos que um domínio À é um anel de Dedekind se satisfaz as seguintes

condições:

1) A é integralmente fechado.

2) A é Noetheriano
3) Todo ideal primo não nulo de A é maximal.

Teorema 1.6.1 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, KCL uma extensão

finita de grau n e Or, o anel dos inteiros de A em L. Então Or, é um anel Dedekind.

Demonstração: Pelas Proposições 1.1.4 e 1.5.3, temos que Or, é integralmente fechado e

noetheriano, respectivamente. Ássim, falta mostrar que todo ideal primo não nulo de Oy é

maximal. Seja P C Or, um ideal primo não nulo. Como A C Oy, então pelo Lema 1.5.1, segue

que PN A é um ideal primo de À. Vamos mostrar que PN A é não nulo. Seja a E Pea£o.

Como P C O, segue que a €E Or. Assim, existem a; € A, 1 = 0,­«­ ,n— 1, não todos nulos tal

que

ata"+. +ag=0

e que n seja mínimo. Logo, ao É O, pois caso contrário, obteríamos uma equação de grau

menor. Assim,

ao = a(—­a” ­aa = cs an)EAONACPNA.

Portanto, PN A £ 0. Como PN A é um ideal primo de À e À é Dedekind segue que PN A é

um ideal maximal de A e assim A/PnN A é corpo. Seja a aplicação é : A —> On — Or/P,
onde 1 é a inclusão e 7 é a projeção. Assim,

A/PN A >= Im(p)c OnL/P.

Como O, é inteiro sobre A, segue que Or /P é inteiro sobre A/PnN A. Pela Proposição 1.1.3,
temos que Op/P é um corpo. Portanto, P é maximal. =
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Lema 1.6.1 Sejam À um anel de Dedekind que não é um corpo e K o seu corpo de frações.
Então todo ideal maximal M de A é inversível.

Demonstração: Seja M um ideal maximal de A. Como AÀ não é um corpo, segue que
M É (0). Consideremos N = (fr E K: TM C A). Temos que N/ é um ideal fracionário, pois
N é um A­módulo tal que N EC Kesece M,cZ0, temos que cW E A. Vamos mostrar
que NM = A. Pela definição de NM temos NM Cc A. Por outro lado, À C N, pois M é
um ideal de A. Assim, M = MA C MN Cc A. Como M é maximal, segue que M = NM
ou NM = A. Suponhamos que M = NM e consideremos a € NV. Então aM CC M,
OM CaM CTC Mea"McC AM, para todo n € N. Seja de M , d£0. Então, do? E A.
Portanto, A[a] é um ideal fracionário. Como A é noetheriano, pela Proposição 1.5.4, segue que
Ala] é um A­módulo finitamente gerado. Pelo Teorema 1.1.1, segue que a é inteiro sobre A.
Sendo AÀ integralmente fechado, segue que a E A. Assim, NV C A e como À C N/ segue que
AN = A. Falta mostrar que esta igualdade é impossível. Seja a € M. Pelo Lema 1.5.3, temos

que (a) = a A D PiP3­­­ Pr, onde os P;s são ideais primos não nulos de A, com n o menor
valor possível. Assim, M 5 aA OD PiP2a­+­­Pn. Pelo Lema 1.5.2, M contém um dos P;, para
algum 1 = 1,­­­ ,n. Sem perda de generalidade, digamos que seja P,, isto é, M 5 Pr. Como
A é Dedekind, segue que M = P,, pois P; é maximal. Agora, consideremos Q = Qs­­­ Q,.

Então aÀ O MOQ e pela minimalidade de n segue que aA 3 Q. Logo, existe b € Q com b é (a)

tal que Mb C (a). Logo, M C A e assim : € N. Como b & (a) segue que : Z A. Assim,
N ZA. Portanto, MN = A. =

Teorema 1.6.2 Seja A um anel de Dedekind, que não é um corpo. Então:

1) Todo ideal fracionário B não nulo de A é um produto de ideais primos de A, de modo único,
isto é, B= VEZ onde e,,:** ,en são inteiros positivos.
2) O conjunto dos ideais fracionários de A formam um grupo.
Demonstração: 1) Se B é um ideal fracionário de A, então existe d E A— (0) tal que dBC A.
Notemos que, B = (dB)(d“! A), assim, é suficiente mostrar o resultado para ideais inteiros. Seja
F a família dos ideais inteiros de A, não nulos, que não são um produto de ideais primos de

A. Suponha que F £ (|. Como A é noetheriano, segue que F tem um elemento maximal M.
Temos que M É A, pois A é o produto da coleção vazia de ideias primos. Assim, M CP,

onde P é um ideal maximal de A. Pelo Lema 1.6.1, temos que Q= (rr EK:1PC A) étal
que PQ = A. Como M C P segue que MQ CTC PQ=A. Além disso, como À C Q, segue que

M=MACMQCA. Temosque M CT MQ, pois se M= MQeseaeQ, entãoaMCc M,
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aºMcaMcMen"MCM, para todoneN. Assim, se de M — (0), ento dt EMC A.
Portanto, A[a] é um ideal fracionário de A. Como A é noetheriano, pela Proposição 1.5.4,
segue que Alfa] é um A­módulo finitamente gerado. Pelo Teorema 1.1.1, segue que a é inteiro
sobre A, e sendo A integralmente fechado, segue que a E A. Portanto, QC A e assim Q= A.

Mas isto é impossível, pois se Q = A, então P=PA=PQ=A,o que é um absurdo, pois P
é um ideal primo. Pela maximalidade de M e como M € MQ temos que MQ &€ F, ou seja,
MQ =P: Pr, onde Pi,i=1,­­­ ,n, são ideais primos de A. Multiplicando por P ambos os
lados, temos que M =P; ­­­ PrP, o que é um absurdo, pois M e F. Portanto, F =.
2) Pelo Lema 1.6.1, temos que todo ideal M de A é inversível. Além disso, A é o elemento
neutro e a multiplicação de ideais é associativa. =

Definição 1.6.2 Sejam A um domínio e K seu corpo de frações. Sejam B e C ideais fra­
cionários de A. Dizemos que B divide C se existe D um ideal inteiro de A tal que C = BD.

Lema 1.6.2 Sejam À um domínio e K seu corpo de frações. Sejam B e C ideais fracionários
de A. Então B divide C se, e somente se, CCB

Demonstração: Se B divide C então existe um ideal DC A tal que C = BD C B. Por outro
lado, se € € B então CB E BB"! = A. Isto implica que CB"! é um ideal inteiro tal que
(CB ))B=C. Portanto, B divide C. =

Definição 1.6.3 Sejam A um anel de Dedekind e K seu corpo de frações. O grupo quociente

C(A) = I(A)/F(A) é chamado grupo das classes de ideais de A, onde I(A) é o grupo dos
ideais fracionários não nulos de A, e F(A) é o subgrupo dos ideais fracionários principais de
A. Notação: h = HC(A).

Observação 1.6.1 Seja A um domínio de Dedekind. Então, A é principal se, e somente se,
h=1.

Proposição 1.6.1 Se 7 é um ideal fracionário de um anel A de Dedekind então J”" é um
ideal fracionário principal de A.

Demonstração: Notemos que h é a ordem do grupo C(A) = I(A)/F(A) das classes de ideais
de A. Pelo Teorema de Lagrange segue que J" e F(A). =

A

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.7, NORMA DE UM IDEAL

1.7 Norma de um ideal

Nesta seção apresentamos o conceito de norma de um ideal do anel dos inteiros de um corpo

de números, onde consideramos K o corpo de números de grau finito n e Og o anel dos inteiros

de K. Também apresentamos algumas propriedades da norma de um ideal, dentre elas que à

norma é multiplicativa.

Definição 1.7.1 Seja A um ideal de Ox. A norma de A é definida como N(A) = HOxg/A.

Observação 1.7.1 Sea € Og ea £0O então pelo Corolário 1.2.1, temos que N(a) E Z.

Proposição 1.7.1 Se a € Og, então |N(0a)| = HXOx/Oga, onde Ogxga = (a).

Demonstração: Pelo Corolário 1.2.3, temos que Ox é um Z­módulo livre de posto n. Como

v : Ox — Ora definida por (a) = aa, a E Ox, é um isomorfismo, então Oxa é um Z­módulo
livre de posto n. Como Z é um anel principal e Og é um Z­módulo livre então existe uma base

fe,co ent de Og e cu, tcc E Z tal que cien,tc ,cnen é uma base de Óga. À aplicação
vv: Ok — Z/01Z x: xZ/crnZ definida por Vv(3 aje;) = (da, do, + , dn) é um homomorfismo
sobrejetor, e ker(4) = Oga, pois a E ker(y) se, e somente se, v(a) = Ô se, e somente se, à; = O,
para í = 1,­­­ ,n, se, e somente se, a; E c;Z4, para à = 1,­++ ,n, se, e somente se, c; divide a;,

n n

para 1 = 1,­­­ ,n, se, e somente se, a = > aje; = ) biciei. Como b; € Z temos que a E Oga.
i=1 i=1l

Pelo Teorema do Homomorfismo, temos que

Ox/Oxga = Z/cZ x ­­ x Z/cnZ.

Assim, 2Ogr/Oga = cc cce Seja a aplicação Z­linear hu : Ok —> Ora, definida por
u(e;) = cje;i, parai= 1,­+­ ,n. Logo, u(ei) = crer +O0eg+:­:+Oen,*+* , u(en) = Oei+­­teneên e
det(u) = cics. ++ cn. Por outro lado, temos que B = (cen, nen) e C=(0ae,::*,aent são
bases de Ogxa, e portanto existe um automorfismo v : Oxa —> Ora tal que v(c;e;) = ae;, para
i=1,­­­,n. Como a matriz mudança de base é inversível, segue que det(vu) é inversível em Z,
isto é, det(v) = +1. Também, (vou)(e;) = v(p(e;)) = víciei) = ae;, para à = 1,­­­ ,n. Assim,
(vou)(a) = aa. Finalmente, N(a) = det(vou) = det(v) det(u) = +leic2.++en = tOx/Oxa.
Portanto, |N(a)| = HOx/Oga. =

Proposição 1.7.2 Se A é um ideal não nulo de Ox, então N(A) é finita.
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Demonstração: Se a E À é um elemento não nulo, então Oxa C A e Og/A pode ser visto
como um quociente de Og/Ogxa. Assim,

Pela Proposição 1.7.1, segue que Ox/Oga é finito. Portanto, H£Og/A é finito.

Proposição 1.7.3 Se A e B ideais não nulos de Ox, então N(AB)=N(A)N(B).
n

Demonstração: Pelo Teorema 1.6.2, temos que B = EAR onde P; C Og, parat=1,­­­,n,
i=1

são ideais primos. Seja P; = M, para algum 1. Assim, é suficiente mostrar que N(AM) =
N(A)JN(M), ou seja,

HFOK/AM = HOg/A: FOkK/M, (1.2)

onde M é ideal maximal de Og. Como AM C A, temos que o homomorfismo sobrejetor & :

Oxg/ AM — Og /A, definido por 9(tr + AM) = x + A, para x E Og, possui ker(9) = A/AM.
K

A/AM
HOK/AM = HOKg/A: HAJAM (1.3)

Pelo Teorema do Homomorfismo, segue que Og/A > . Assim,

Pelas equações (1.2) e (1.3) é suficiente mostrar X£A/AM = HOx/M. Temos que A/AM
é um Org­módulo e portanto A/AM é um Oxg/M­módulo. Como Og/M é corpo, segue que
A/AM é um espaço vetorial sobre Ox/M e os subespaços são ideais da forma Z/AM, onde 7 é
um ideal de Og tal que AM € T € A. Vamos mostrar que não existe Z tal que AMÇIGÇA.

De fato, como AM C TZ segue, pelo Lema 1.6.2, que Z | AM. Então existe C um ideal de
Ox tal que AM = TC. De modo análogo, se T C A então A | Z, e então existe D um ideal
de Ox tal que 7 = AD. Assim, AM = ADC e portanto M = DC. Logo, MCCCTCOÓOxge
M ECDC Org. Mas M é maximal, então D= M ou D = Ox. Logo, T = AM ou T=A.

Deste modo, os únicos subespaços de A/AM são os triviais e assim dimp,/M(A/AM) = 1.
Portanto, HA/AM = HFOgx/M. =

Proposição 1.7.4 Sejam K € L € M corpos de números com anéis de inteiros Ox, OzeOm
respectivamente. Se J é um ideal fracionário de M, então Nuk(Numn(T)) = Nuig(7).

Demonstração: O resultado vale para o ideal cOm pois Nuk (Nm(cCOmM))= Nux(Or Nut (0))=
OrxNuk(Nuin(c))= OrgNmg(0))= Nuixk(cOm)). Agora, se / é um ideal fracionário não nulo
de M e se h é o número das classes de M então (J)! = cOm e assim, Nug(Nue(I))”
= Nux(Nur(cOm))= Nmig(cOm))= Nujik(J7*) = Nuek(I)". Como Ox é um domínio de
Dedekind, segue que Nuk (NumiL(S)) = Nujk(I). =
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Proposição 1.7.5 Sejam Q EC K uma extensão finita de grau n e Ox o anel dos inteiros de K
sobre Z. Então:

i) Se PC Ox é um ideal primo então PNZ=(p), onde pE Z é primo.
à) [OkK/P : Z5)) <n.

Demonstração: i) Seja P C Ox um ideal primo. Como Z C Og segue pelo Lema 1.5.1, que
PNZ é um ideal primo de Z. Assim, como Z é um anel principal segue que PNZ = (p), onde
pEZéum primo.

ii) Consideremos y : Z —> Og Ox/P, onde 1 é a inclusão e 7 é a projeção. A função
& = noi é um homomorfismo e ker(p) = ZNP=(p). Portanto, pelo Teorema do Homomorfismo,
segue que Z/PNZ = Im(y) Cc Ox/P. Logo, Z/(p) = Z, C Og/P é uma extensão de corpos. Se
(ai, +, an) é uma base de Ox como um Z­módulo então f(roi)a,,:­­ , (roi)a,) é um conjunto
de geradores de Ox /P sobre Z,, pois se à = a +P € Ox/P então à = (an +­­+anan)+P =
(a1 + (p))(a1 +P) +++ (an +(p))(an +P). Portanto, [Ox/P: Z,) <n. ­

Definição 1.7.2 Sejam KR um corpo de números e Og o anel dos inteiros de K. O grau
[Og/P:Z1)) = S é chamado grau de inércia de P.

Proposição 1.7.6 Sejam K um corpo de números e Ox o anel dos inteiros de K.Se Pé um
ideal primo não nulo de Ox, então N(P) = p', onde f é o grau de inércia de P.

Demonstração: Pela Proposição 1.7.5 segue que Ox/P é um espaço vetorial sobre Z, de
dimensão f. Portanto, N(P) = H(Ogx/P) = pf. =

Proposição 1.7.7 Sejam QC K uma extensão finita e Ox o anel dos inteiros de K. Então,
i) N(A)E A, onde AC Ox é um ideal.
it) Se A é um ideal não nulo de Og então N(A) =1 se, e somente se, A= Ox.

Demonstração: i) Como N(A) = Og /A, segue que o grupo aditivo de Ox/A tem ordem
m = N(A). Assim, ml = O, sendo 1 e O, respectivamente, a unidade e o zero do anel Og/A.
Como, m = m1 = O segue que m + A = 0+ A, e portanto, m E A. Logo, N(A) E A.
ii) Temos que NV(A) = 1 se, e somente se, ZOg/A = 1 se, e somente se, A = Or.

1.8 Anéis de frações

Nesta seção apresentamos o conceito de anéis de frações enfocando suas principais propriedades.
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Definição 1.8.1 Sejam A um domínio, K seu corpo de frações, S um subconjunto de A— (O),
que é fechado em relação a multiplicação e 1 E S. Chamamos de anel de frações de A o

: ­ :
a

conjunto dos elementos de K, que são escritos da forma —, coma E A e sE 5.
Ss

Notação: S!A

Proposição 1.8.1 Sejam À um domínio, K um corpo de frações, S C A— (10) um subconjunto
fechado em relação a multiplicação el ES. Então:

1) S!A é um anel comutativo.
2JACS?A.
3) Se S= A— (0) então S!' A=K.
4) Se S = (1) ou S é formado somente pela unidade de A então S!'A= A.

­
­

= a a? :Demonstração: 1) Se 1,y € SA, então 7 = — ey =, com a1,02 E A € 8152 E 5. Assim,
S1 S2

24142 a2za,
7Y = 81582 8251 "”2) Ser EA, então z = ­, com TE ÃAelesS. Assim, T=7€SA,
3) 7a€AebesS)=Temos queK = (Fade Aebrrol= (FaeAebeA (o) =(;
SA.

A a a
,4) Se S = (1) temos que SA = (3a E€eAebeS= (1) =(2o € A)=A. Agora, se S é

formado somente pela unidade de A então

s'A=(SoeAeseS)=(astjaeAes'ES)CA.
Portanto, S7!A = A.

Proposição 1.8.2 Sejam A um domínio, S um subconjunto de A — (0) fechado em relação a
multiplicação com 1 E Se A = SA,

i)SeB CA é um ideal, então (BN A)A = B ea função v(B) = BN A é uma injeção
crescente do conjunto dos ideais de A no conjunto dos ideais de A, com relação a inclusão.
ii) A aplicação (PP) = P'NA é uma bijeção crescente do conjunto dos ideais primos de A
no conjunto dos ideais primos P de A tal que PNS = Q e a aplicação inversa é dada por
dP)=PA.

Demonstração: i) Primeiramente vamos mostrar que (B N AJA = B. Como BNACBE
N 1 Pa! ! .

/ '
­

a

segue que (B N AJA CBA=B. Por outro lado, seja rx E B C A então x = 2º com a EA
esEeS. ComoB é um ideal de A e AC A segue que sz E B. Assim, sr = a EBN A, e
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então x = a” E (BN AJA, ou seja, B C(BNAJA. Portanto, B =(B N AJA”. Também v é
uma injeção crescente, uma vez que se v(B,) = (Bs) então BN A=BNA. Assim,

(BNAJA =(BN AJA

e isto implica que

B, = B,.

Se B, € B, então BN AC BNA. Portanto, £(B1) E Á(B3). Para ii) temos que 4 esta bem
definida, pois por 1) 1 é uma injeção crescente e pelo Lema 1.5.1 se P C A é um ideal primo
e como AC A então P nN À é ideal primo de A. Falta mostrar que PN S =. Suponha que
exista s E PN S. Então se PeseS. Como PCP entio se P e : E A e portanto

= sº EPA =P. Assim, P = A, oque é um absurdo, pois P' é ideal primo de À.
Portanto, PN S = ( e 1 esta bem definida. Agora, vamos mostrar que 6(P) = PA está bem
definida. Seja P C À um ideal primo tal que PN S =). Então, g(P) = PA Cc A. Temos que
PA = EipePesesS), uma vez que se x EPA entãoSs

n

A; ,I= > pi com ppEP,a;j EPA esjES.
Si

i=1

Ss
com p; E A.

a 1,Logo, r = P com pEePesesS, oque prova nossa afirmação. Agora, sejam x = " EÃeS
b , ab 1

.y=78A tal que sy = e PA. Assim,
abop
To OomPEPeuEs.

Logo, abu = pst € P. Comou E SeugPecomo?P é primo segue que ab E P. Assim,

a E Poube?P, e portanto, . E PA ou : E PA. Portanto, PA' é ideal primo de A.
Mostremos que PA NA =P. Como PC AePC PA' segue que P C PANA. Por
outro lado, se 7 E PANA então x E PA exrE A Assim, x = S compEePeseEeso,
e então srt E P. Como s é P, temos que x E P, pois P é ideal primo de A. Portanto,

PA NA=7P. Finalmente, temos que (pogs)(P) = Á(o(P)) = WPA) = PAN A=Pe
(doo)(P) = (Á(P)) = HP NA) =(P'NAJA =P. Portanto, h=6""L. "=

Corolário 1.8.1 Com as notações da Proposição 1.8.2, se A é um anel noetheriano, então A
é um anel noetheriano.
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Demonstração: Seja a função & : [conjunto dos ideais de A'+ — fconjunto dos ideais de A)
definida por £À(B) = BN A. Pela Proposição 1.8.2, temos que 4 é uma injeção crescente. Se
(B'.)n>o é uma sequência crescente de ideais de A', então (6(B,))nso é uma sequência crescente
de ideais em A. Como A é noetheriano, então existe no E N tal que €(B,) = E(B..1),vn > no.
Como é injetora, temos que B, = B,,1,Vn > no. Assim, (B',)nuo é estacionária. Portanto,

to, .A é noetheriano.
|

=

Corolário 1.8.2 Se A é um domínio de Dedekind, P C A é um ideal primo, S=A­P e IL é
r

um ideal de A tal que T = VEZ onde P;, i = 1,:+­ ,n, são ideais primos de A, então a
i=1

decomposição de AT em ideais primos de A = S!A é dado por AT = Il (AP;)º.
PiNS=0

Demonstração: Se P' é um ideal primo não nulo de A4', então pela Proposição 1.8.2, segue que
PNnA=7Péum ideal primo de À tal que PN S =. Também P £ O, pois P = AP. Assim,
P é um ideal maximal de A. Pela Proposição 1.8.2, segue que P' é um ideal maximal de A”.

r r TComo T = | | Pf' segue que AT = A ( Pe )­ II4P)%= T[ (AP). Finalmente,
i=1i=1 PiNS=6

se PiNS £= (O então AP; = A ese PNS = então AP; é um ideal primo de A, para
i=1l

i=1l,.,n =

Proposição 1.8.3 Se T é um ideal de um anel A, então T = (|A;Z, onde A; = SA,
S; = A—­P;eP; um ideal maximal de A.

|

Demonstração: O resultado é verdadeiro quando À é um corpo, pois os únicos ideais de A

são os triviais. Suponha que À não é um corpo. Ser € [| AZ, então r = = com a; E T,
bi E AebiZg Pi para todo 1. Seja J o ideal de À gerado pelos elementos b;. Como b; € Pi,
segue que J & Pi, para todo ideal maximal P;. Assim, 7 = A, pois sabemos que todo ideal
de A, diferente de À está contido em um ideal maximal. Assim, 1 pode ser expresso em termos

m

dos geradores de 7 = A, isto é, existem elementos c1,::*,cim E À tal que 1 = 3 cisbir.
k=1

Assim, 3 = 3 ci(bixx) = SD Cixaik E T. Portanto, [| Az Cc TT. Como IC [Az segue que
k=1 k=1 j

I=(|AZ. "=

Proposição 1.8.4 Seja B um domínio, AC B subanel e S CA um subconjunto, com 1 € S

e fechado em relação a multiplicação. Se Og é o anel dos inteiros de A em B. Então Ox É o
anel dos inteiros de A em B .
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­ ' ­

b
osDemonstração: Se xr E Op, então 1 = " com be OÓg esE 5. Como Og é inteiro sobre A,

então

+ an bo! + +açãO, (1.4)

onde a; E A, i = 0,1,­­­ ,n — 1, não todos nulos. Dividindo a equação (1.4) por s? obtemos

— + — ++
Ss 8 Ss Ss

a; ,
­ ­

b ,..
.

1Como — E A e não são todos nulos, segue que x = — é inteiro sobre A. Agora vamos mostrar
Ss Ss

que todo elemento de B que é inteiro sobre À pertence Oz. Para isso, seja x € B inteiro
sobre A. Então

que

An— ad+ DZ qo. += (1.5)
Sn—1 So

:
| = 0,1,­:­ ,n — 1, não todos nulos. Multiplicando a equação (1.5) por s”,

i

onde $ = sos1***SnX1 obtemos que (st)" + an1(sr)"! +­­­+b = O, onde b; EA, para
i=0,1,­­­,n— 1 não são todos nulos. Logo, sz E Og e assim sr = b, com b € Op. Portanto,

b ,

x=­ ondebeÓOgesesS. Portanto, x E Oz. =
S

Corolário 1.8.3 Se A é um anel integralmente fechado então A' é integralmente fechado.

Demonstração: Seja K o corpo de frações do anel À e seja Og o anel dos inteiros de K

sobre A. Como A é integralmente fechado, temos que À = On, e assim pela Proposição 1.8.4,

A = Ox. —

Teorema 1.8.1 Se A é um anel de Dedekind, então A é um anel de Dedekind.

Demonstração: Temos pelo Corolário 1.8.3, que A é um anel Noetheriano e integralmente
fechado, respectivamente. Então falta mostrar que todo ideal primo não nulo de A é maximal.
Assim, se P' C A é um ideal primo não nulo então, pelo Lema 1.5.1, segue que PANA
é um ideal primo de A, e portanto maximal. Assim, pela Proposição 1.8.2, segue que se

P' EM CA então 6(P) E Á(M) E Á(4). Como v(P') é maximal então Á(P') = E(M')
ou Á(M') = Á(A'). Logo, P = M ou M' = A. Portanto, Pº é maximal. =

Proposição 1.8.5 Se A é um anel de Dedekind e SC A um subconjunto tal que 5= A— P,

onde PC A é um ideal primo então A é principal, ou seja, existe p E A tal que os ideais de
A são da forma (p"),n > O.
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Demonstração: Temos que P C A é o único ideal primo não nulo de A tal que PN S =Q9,

pois se existisse um outro ideal primo P, C A tal que Pr NS =, teríamos que P; CP. Como
A é Dedekind, segue que P, = P. Pela Proposição 1.8.2, segue que PA = B é o único ideal
primo de A. Mas A é Dedekind, então todo ideal de A é do tipo B?! com n > O. Assim,

Se p € B— B? então (p) é ideal de A. Assim, (p) = B"º, para algum no, e (p) é Bº. Logo,
no = 1, e portanto (p) = B. Assim (p”) = B". Portanto, A é principal e todos os seus ideais
são da forma (p"), com n > O. —

Teorema 1.8.2 Sejam A um domínio, S C A um subconjunto tal que O0Z S, 1€ S e fechado
no produto. Seja M um ideal maximal de A tal que MN S =. Então A/MA' = A/M.

Demonstração: Sendo M um ideal maximal de A, segue que M também é um ideal primo
de A. Assim, pela Proposição 1.8.2, segue que MA é um ideal primo de A". Seja a aplicação
7: AX A' o A'//MA', onde i é a inclusão e 7 é à projeção. Temos que ker(y) = MA'NA =
M, pois v(r) = O se, e somente se 7 + MA = Ô se, e somente se, r E MA exe A. Portanto,

ker(o) = MA N A=M, onde a última igualdade segue da Proposição 1.8.2. Faltamostrar
que + é sobrejetora. Paraisso, seja X € A/MA. Assim, TZ=x + MA, comgr=­",aEA
esEeS5S Como MNS = (6 segue que s £ M e como M é maximal segue que A/M é um
corpo. Logo, 58 = s+ M É O é inversível, ou seja, existe be A/M tal que sb=1. Assim,
sb—1 E M. Deste modo, ab = o —sb) EeMA. Portanto, p(ab) = ab + MA =x+MA
se, e somente se, 7 — ab € MA". Portanto, existe ab E A tal que v(ab) = x + MA. Portanto,
A /MA = A/M. "=
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Capítulo 2

Ramificação e Discriminante

Neste capítulo introduzimos primeiramente o conceito de ramificação e apresentamos algu­

mas propriedades incluindo o Teorema da Igualdade Fundamental. Também apresentamos

o conceito de ramificação em corpos quadráticos. Em seguida, apresentamos o conceito de

discriminante e também a relação entre ramificação e discriminante. Na penúltima seção apre­

sentamos o Teorema de Kummer, o qual nos apresenta um método de de decomposição através

de polinômios. Finalizando, apresentamos o conceito de reticulado como um subconjunto dis­

creto do R" e depois através da Teoria dos Números Algébricos apresentamos um método de

gerarmos reticulados. Neste capítulo foram utilizadas as seguintes referências [1], [2], [3], [4],
[5], [6] e [7].

2.1. Ramificação

Sejam À um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão finita de K de grau n

e Or o anel do inteiros de A em L. Pelo Teorema 1.6.1, Capítulo 1, segue que Or, é um anel

de Dedekind. Apresentamos nesta seção a decomposição de ideais primos não nulos P de A

na extensão L, ou seja, veremos que o ideal estendido PÓ,r, de Op, é expresso de modo único
9

na forma POn= Il Q%, onde os Q; são ideais primos de Or, e os e; são elementos de Z, para
1=1

Proposição 2.1.1 Os ideais primos Q, de Or, são os únicos ideais primos de Or, tais que
Q;NA=P, parai=1,­"",9.

Demonstração: Seja D um ideal primo de Or. Então DNA = P se, e somente se, D 5 POr;
De fato, se DN A = P, então P C D e portanto POr, Cc DOrn, = D. Por outro lado, se
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9

D>5PO,= TI 3', pelo Lema 1.5.2, segue que D 5 Q,;, para algum 1. Como Q; é maximal,
i=1

pois Op, é Dedekind, segue que Q; = D. Como DC Or e A C Or, pelo Lema 1.5.1, temos

que DN A é um ideal primo de À e também DN A € A, pois 1€ D. Agora, como PC De
PCA, segue que PC AND. Como A é Dedekind, segue que P = AN D, pois P é maximal.

Portanto, P = AN Q;. Assim, D está na fatoração de PO, se, e somente se, DNA=P. nm

Definição 2.1.1 Se P= AN D, dizemos que D está acima de P.

Lema 2.1.1 Com as notações anteriores temos que

1) A/P e Ov/Q; são corpos e que A/P pode ser identificado como um subcorpo de Or /Q;.
2) Como Or, é um A­módulo finitamente gerado, então Ou /Q,; é um espaço vetorial de dimensão
finita sobre A/P, para i =1,"""­,n.

Demonstração: 1) Como A e Ox, são anéis de Dedekind, segue que A/P e O7/Q,i=1,:­,9,
são corpos. Agora, consideramos a aplicação À , Or — Or/Q;, onde à é a inclusão e 7 é
a projeção. Temos que ker(7oi) = Q;N A =P. Pelo Teorema do Homomorfismo segue que

A/P = Imí(noi). Portanto, A/P pode ser identificado como um subcorpo de Or /Q;.
2) Considerando as operações

$:O07/29;x 0/2; — O7/Q
(2,4) > T+

&: A/PXOL/29 — Or/Q;
(a, X) >> az

temos que Or /Q; é um espaço vetorial sobre A/P e que Or /Q; tem dimensão finita, pois
sendo fx1,::* ,Tn) os geradores de Or, sobre A, e b € Or, então b = at) ++++ ant, com
a; EA,i=1,:"­,n. Assim, b = G1X1 +­­­+ Gn, com à; = a; HP. Portanto, [X1,­++, Tn)
gera Or /Q; como um espaço vetorial sobre A/P. =

Definição 2.1.2 O grau fi; = f(Q;IP) da extensão Or /Q; sobre A/P é chamado de grau de
inércia de Or, sobre A, e o expoente e; = e(Q;IP) é chamado de índice de ramificação de Q;
sobre A.

Definição 2.1.3 Dizemos que P é:

a) totalmente decomposto em L(ou em Or) quando e(Q)P) = f/(QIP) =1, para todo ideal
primo Q que esta acima de P.

b) inerte em L (ou em Or) quando e(Q|P) =1 e f(Q|P) = n, para todo ideal primo Q que
esta acima de P.

AA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



2.1. RAMIFICAÇÃO 53

c) totalmente ramificado em L (ou em Or) quando e(Q|P) =n e f(Q|P) = 1, para todo
ideal primo Q que esta acima de P.

d) ramificado em L (ou em Or) se existir um ideal primo Q; de Oy, que esta acima de P tal
que e; > 1 para algum 1.

Lema 2.1.2 Com as notações acima temos que

1) POLNA=P

2) O7/POr é um espaço vetorial de dimensão finita sobre A/P.

Demonstração: 1) Como P C POr e PC A, segue que P € POr NA. Por outro lado, se

9

POL = ][ es
i=l

então POr, C Q;, para i = 1,­+­ ,g9. Logo, POL NA CT Q;N A =P. Para 2) consideramos

A + On, — Ou/POx,

onde i é a inclusão e nm é a projeção. Temos que ker(noi) = POLN A =P. Pelo Teorema
do Homomorfismo, segue que A/P = Imín oi). Portanto, A/P pode ser identificado com um
subcorpo de On/POr. Como Or, é um A­módulo finitamente gerado, então analogamente ao
item 2) do Lema 2.1.1, provamos que On/PO, é um espaço vetorial de dimensão finita sobre
A/?P. "

Lema 2.1.3 À sequência de ideais

Or5 2,5 92915:­ 5097 5 979,>5­­­5 9798 5­­­>5978­­Q6=7PO,
é maximal.

Demonstração: Dois elementos desta sequência são da forma Q e QQ;, onde Q é o produto

de ideais Q,. Se existir D tal que QQ; C D C Q segue pelo Lema 1.6.2 que D divide QQ,.
Assim, existe Cy C Op, tal que QQ; = DC. De modo análogo, Q divide D, ou seja, existe

Ca C Op tal que D = QC2. Logo, 29; CO Cc On e 9; CO € Or. Como Q; é maximal, segue

que Q; = Ca ou Ca = Or. Se Q; = Ca então D= QQ,, e se Ca = Or, então D=Q,. Portanto,

não existe ideal não trivial entre OQ; e OQ. "=

9

Teorema 2.1.1 (Teorema da Igualdade Fundamental) Sei = [O7/POn: A/P]=n.
i=l1
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Demonstração: Vamos provar a primeira igualdade. Pela demonstração do Lema 2.1.1, temos

que Q/QQ,; é um espaço vetorial sobre Or /Q;, e pelo Lema 2.1.3 temos que seus subespaços

são os triviais. Assim, dimo,/o,Q/2Q; = 1 e HO /Q; = 2$2/Q9Q;. Como [Ou/Q;: A/P] = fi
e [29/2Q; : O7/Q;] = 1 temos que [9/QQ; : A/P] = fi. Dado um índice 1, observemos que
existem exatamente e; elementos consecutivos na sequência dos ideais com o quociente da forma

Q/QQ,, ou seja, de dimensão f; sobre A/P. A dimensão total de [O1/PQO,n : A/Pl é igual a
soma das dimensões dos quocientes, ou seja,

9

[O1/PO,: A/Pl=afit­ tre, = DX ef
i=1l

Agora vamos provar a segunda igualdade. Se À é principal, pelo Corolário 1.2.3 temos que

Or é um A­módulo livre de posto n. Se (x71,­­­ ,rr) é uma base de Oy, sobre A, temos que
(1 +POgn, +, tn+POgy) é uma base de O7z/PO,r sobre A/P. De fato, se bh € O7/POr temos
que b = b + POy, e então

(a1xr1 +­­­+antn)+ POL (ax) + POr) +++ + (antn + POr)

AT) ++ +drntn,

com &; E A/P, i =1,­­­,n. Agora, se d47ã] + ­­­ +ad,tT, = O então
8

at + +antn =D bip; com bj E Or ep;EP,j=1,:"",5.
j=1

n

Tn) gera Or, sobre A, segue que bj; = Set com c;; E A, para j=1,"­,n.
i=1

»Ti = > > ee pj = > > es) x;
j=1 Ni=1 1=1 Nj=1

8

Como fx1,:** , tn) é linearmente independente, segue que a; = > cijip; E P, ou seja, a; = O,
j=l

para i = 1,:++ ,n. À demonstração para o caso geral é feita por redução ao caso anterior. Temos

que À é um anel de Dedekind. Se P é um ideal primo não nulo de À e se 5 = A— P, temos

pela Proposição 1.8.5, que ST!A é um anel principal e pela Proposição 1.8.4, que S7'!O, é anel
dos inteiros de L sobre S"!A e S!Orn é um S­!A­módulo livre. Daí, pelo caso anterior, temos

que [S!On/S!OLP : S!A/S AP] = n. Considerando a fatoração do ideal PS O, =

[15 0.2)" e como Q; NA =P, Q;NS =0/eS OrQ; são ideais primos não nulos de
i=1
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S­!Or, temos pela primeira parte que
9

[857OL/PST OL: SI! A/PSTIA] =) "e; [S7OL/STOLQ:: S!A/PST AL.
i=1

Porém pelo Teorema 1.8.2, temos que S!A/PS"!A = A/P e S!'OL/S !OLQ; = Or/Q;.
9

Portanto, n= [8­1O1/SOLQ;: S!A/PSTIA]= N esfi. "

i=1

Lema 2.1.4 Se A,,As são ideais de um anel A e A] +As = A então MAs = MNA.

Demonstração: Temos que A41Ás C A, e A1Ão C Ao e assim A7do E A1 N As. Ágora,

suponhamos que r E A; N As. Por hipótese, A; + A2s = A, assim, existem elementos a7 E À,

as E As tal que 1 = a, +a2. Logo, x = a1r1 + asx é a soma de dois elementos de A;42. Ássim,
A1 N Ao C Ads. Portanto, A do = A N A . =

Lema 2.1.5 Sejam A um anel e fA1,­++, An) um conjunto finito de ideais de A, tais que
n n

A; + Aj= A para i £ j. Então A/I A: ­­ IL A/A:.
i=l i=l

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre n. Para o caso n = 2, seja a aplicação

definida por v(a) = (a + A1,a + As), coma E A. Assim ker(p) = A; N À2, uma vez que,
v(r) = (0,0) se, e somente se, (Tt + A1,7 + As) = (0,0) se, e somente se, 7 + A, = De
T+ As = O se, e somente se x € A) e x € As. Então x E A) N As. Para a sobrejetora, devemos

encontrar x,4,2z € À tal que (y + A1,2 + As)=(t + An, + Az) = (x). Como A +As = A,
existem elementos a; E A, aº E As tais que 1 = a, + az. Seja, xr = az + ay Como
a, = l(modulo A) e 17 = l(modulo Az) temos que x = y(modulo A) e x = z(modulo Az)

o que implica, 7 + A = y + A, e Tr+ Ao = z + As, ou seja y é sobrejetora. Portanto, pelo
Teorema do Homomorfismo temos A/A1 N Ag = A/A x A/A, e pelo Lema 2.1.4, temos que

Agora, supomos que o resultado é verdadeiro para Vk < n. Fazendo B = Az. An, temos
que Ay + B = A Como A, + A;= A, parai> 2 temos que existem elementos c; E À e

n [e 'a­o en to

a; E A; tais que ci; Ha; = 1. Assim, 1 = Ile+a = c+ a. +­­­+an, onde c é a soma dos
i=2

termos que contém no mínimo um c; como fator. Logo, c € A. Como Az +++ An E B, segue
que A) +B = A. Pelo caso n = 2, segue que A/A]B = A/A, x A/B, e por hipótese de indução

temos que A/I[A: fa 1 A/A;. =

i=1i=1
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9

Proposição 2.1.2 Com as notações anteriores, temos que On/POn, > Il On /2.
i=]1

Demonstração: Temos que Q; é o único ideal maximal de Or, que contém Q', pois se existir
M um ideal maximal, tal que M 5 Q%, temos pelo Lema 1.5.2 que M 5 Q;, para algum 1.

Como Q,; é maximal segue que M = Q;. Vamos mostrar que Q“ + Qu = Or, para à É 5.
Se Qi + OP & Or, então existe um ideal maximal M de Ox, tal que 2 + Qº CMC Or.
Como Qº c 9 + o, segue que Qi C M, ou seja, Q; C M, e como Q; é maximal, temos
que Q; = M. De modo análogo, como Q co + Q, segue que o C M, ou seja, 2; CM
e como Q; é maximal, segue que Q; = M. Assim, Q; = Q;,, o que é um absurdo. Portanto,

9

Qi + Qu = Or. Então pelo Lema 2.1.5, segue que On /PO;, > Il On /Q2. =

i=1

Teorema 2.1.2 Sejam K C L CC IL corpos de números, com respectivos anéis de inteiros

Ox E Op E Or,. Seja E um ideal primo de Or,, Q=TNOrL eP=QNOk. Então

e(T|QO)e(QjP) = e(7|P) e f(TIQ)f(QIP) = f (TIP).

Demonstração: Considere f(TJQ) = [On /T: O7/Q], f(2/)P) = [01/2: Ox/P] e f(T|P) =
[On,/T: Ox/P]. Assim, pelo Teorema da Multiplicidade de Graus, temos que

f(7|2) f(2/P) = [On/T :Ou/Q]/0L/2: Oxg/P] = [On/1 :OxK/P] = f(TIP).
Para mostrar a outra igualdade, considere e = e(Q|P), e = e(TJ|Q) e e = e(T|P). Seja
POr = Qº ­ 7, onde Q, 7 são ideais primos de Or. Como Qº divide POr, e Qº*! não divide
POr, segue que Q não divide J/. Analogamente, Or,Q = Tº « J, onde T não divide J”.
Assim,

On, P = Or, (POr) = On (QT) = (Or, 2) (On, TI) = TI (On TI)
e T não divide Or, 7, pois caso contrário, Q= TN > On,JI >, contrariando que Q não

eo. .
1 , . a . e.

" 1,

divide J. Assim, e e é a maior potência exata de Z, que divide Or,P. Portanto, e =ee. E

Lema 2.1.6 Seja A um domínio de Dedekind. Sejam P,7,:+­ , Pr, ideais primos distintos e não

nulos de A, e sejam xn1,:**,tr E À een,:1+, e, inteiros positivos. Então existe um elemento

TEA talquer—­xn;EeEPÍexr—x;gPEN,para i=1,"2",7.

Demonstração: Para i = 1,­­­ ,r temos que P;' D Pet. Então existe um elemento a; € P;”,
a; g Pit! Pela Proposição 2.1.2, existe x E A tal que 7 — (rt; +a;) E Pit! paraíi=1,.­­,7.
Então x — 1; = [8 — (tr; +a;)] + a; € Pi, mas x — x; € PÉ, pois a; g PA, =
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Lema 2.1.7 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, KCL uma extensão de
Galois finita de grau n e Or, o anel dos inteiros de A em L. Se Q, e Q, são ideais primos de
Or tais que QQNA = QNAÉO, então existe um K­automorfismo o de L tal que o(Q) = Q,.

Demonstração: Seja G = (01,::+ ,on) O grupo de Galois de L sobre K. Se o;(Q1) É Q,,
para todo 1 = 1,­:­ ,n, pelo Lema 2.1.6, existe x E Or tal que r € 0;(Q1), para i =1,­­­,n,

n

er€EQ, Sejaa= IT 6:(0). Assim, a € QNA, e a É Qu, pois o;i(r) é Qr, para i=1,­"",n,
i=1l

o que é uma contradição. Portanto, existe o E G tal que 0(Q,) = Qs. =

Teorema 2.1.3 Sejam À um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, KCL uma extensão
de Galois finita de grau n, e Or, o anel dos inteiros de A em L e P um ideal primo de A. Se

9

POr =| e: e [OL/Q;: A/P| = f; entãõer = eg="""=e,fi=sfi=­"" = f, e os corpos
i=1l

Orv/Q;, i =1,::­,g, são isomorfos.

Demonstração: Pelo Lema 2.1.7, para cada 1 = 1,­­­ ,g, existe o E G tal que o(Q)) = Q,;.
9

Assim, POn= o(POrn) = Il o(2)". Pela unicidade da fatoração de PO, segue e; = e para
i=1

cada à = 1,­­­ ,g. Finalmente, como Or /Q; = Or /0(Q1) = O7/Q; segue que fi = f; para
1=1,­ 4,9. =

Corolário 2.1.1 Com as hipóteses do Teorema 2.1.3, temos que efg = n, onde n é o grau da
extensão LL, sobre K.

9

Demonstração: Pelo Teorema 2.1.1, temos que > eifi =n. Pelo Teorema 2.1.3, temos que
i=1l

e;=eefi=/,paratodoi=1,­­­,g. Portanto, efg=n. =

Proposição 2.1.3 Se À é um domínio de Dedekind que possui somente um número finito de

ideais primos então À é principal.

Demonstração: Pelo Teorema 1.6.2, todo ideal não nulo de A é um produto finito de ideais

primos não nulos de À. Assim, é suficente mostrar que estes ideais primos são principais. Sejam

Pi," , Pr os ideais primos não nulos de A. Pela Lema 2.1.6, para h =1,­­­ ,r, existe yy E À

tal que y, E Pp, yn É Pê e yn É Pj, paraj£ h, onde consideramos 11 =­­­=xs, =0, e, =1,
ee;=0,parajZh Assim, Pr divide Ay,, Pê não divide Ay, e P; não divide Ay,, para
jZh. Então a decomposição de Ay, em ideais primos é Ay, = Pr. Portanto, cada ideal P, é

principal. =
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2.2 Ramificação em corpos quadráticos

Nesta seção, apresentamos especificamente a ramificação nos corpos quadráticos. Deste modo,

sejam d E Z livre de quadrados, L = Q(Vd), Or o anel dos inteiros de L e p um número primo.
9

Seja pOr, = TH Q:* a decomposição em L do ideal pOr, como um produto de ideais primos de
i=1l

9

Op. Pelo Teorema 2.1.1, segue que Drfi=2. Assim, g <2 e temos os seguintes casos:

a) Seg=2,0 =e2=1, fi=fo= 1. então p se decompõe em L, ou seja, pOr, = Q, Qs, onde
Q,, Q2 são ideais primos de Or, acima de pZ.

b) Seg=1,e=1,/1=2, então p é inerte em L, ou seja, pOr, = Q, onde Q é um ideal primo
de Or, acima de pZ.

c) Seg=1,e0 =2,/1=1,entãopramifica em L, ou seja, pOr, = Qº, onde Q é um ideal
primo de Og, acima de pZ.

Definição 2.2.1 Dados um número primo ímpar p e um inteiro d relativamente primo com p,

dizemos que d é um resíduo quadrático módulo p, se existir a E Z tal que d = aº(modulo p),
isto é, se a classe de restos de d módulo p for um quadrado em Z,, caso contrário, d não é
resíduo quadrático módulo p.

Exemplo 2.2.1 Se p= 5 então d = 19 é um resíduo quadrático módulo 5, pois existe a = 2

tal que 19 = 2º(modulo 5). Se p=7 então d =19 não é resíduo quadrático módulo 7, pois não
existe a tal que 19 = a? (modulo 7).

Teorema 2.2.1 Seja L = QR(Vd) um corpo quadrático, onde d é um inteiro livre de quadrados.
1) Os primos ímpares p, onde d é um resíduo quadrático módulo p, decompõem em L.

à) Os primos ímpares p, onde d não é um resíduo quadrático módulo p, são inertes em L.
iii) Os primos ímpares divisores de d ramificam em L.

1 dDemonstração: Se p é ímpar, temos que Or, = Z[Va] ou Or, = Z | Ve . Agora, se
2O ez 22),asaro| 2

com b ímpar, então
1+ V/da =a+(b+p) | ) (modulop).
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Assim, a = a + (b+p) (434) € Z[Vd], e a = a(modulop)], e portanto Or /pO, é isomorfo a
Z[Vd]/pOr. Por outro lado, temos que Z[x]/(x? — d) é isomorfo a Z[Vd], e portanto,

OL/PO, = Zlel/(9,2º — d) = Z/lal/(2º — d)
onde d é a classe de resíduo de d módulo p.
i) Se d = xº(modulo p), então 2º — d em Zp[r], fatora­se como xº — d = (x — Vd)(x + VYd),
onde hi(x) = x — Vd e ha(x) = x + Vd são polinômios irredutíveis distintos tais que (hih2) =
(hi) N (ho) e (h1 + ho) = Zp[x]. Assim,

Ou/POL = Zplx]/(x? — d) = Zol2)/(z — Vd) x Zalx]/(x + Vd)

e como Zp[x)/(x — Vd) e Zp5[x]/(x + Vd) são corpos, segue que pOr, = Q,Q2, com Q; e Q;
primos, ou seja, p se decompõe.

ii) Se d É 1º (modulo p), então xº — d é irredutível em Z,[x], e On /pOg é isomorfo à um corpo.
Assim, pOr, permanece primo, ou seja, p é inerte em L.

iit) Se p é um divisor de d temos que xº — d é um quadrado de um polinômio irredutível. Assim,
Or /pOr = Zp|x]/(h?) e o elemento h + (h?) é não nulo e nilpotente. Então p se ramifica. —

Exemplo 2.2.2 Seja L = Q(V10). Como 5 divide 10, temos pelo Teorema 2.2.1, que 5
ramifica em L. Assim, e =2ef=1. Agora, se p=3 então 10 é resíduo quadrático módulo

3, logo 3 decompõe. Assim, e = 1 e f = 1. Se p=7, temos que 10 não é resíduo quadrático

módulo 7, então 7 é inerte.

Teorema 2.2.2 Seja L = ERVA), um corpo quadrático, onde d é um inteiro livre de quadrados.
Então:

1) Se d = l1(modulo 8) então 2 se decompõe em L.
ii) Se d = 5(modulo 8) então 2 é inerte em L.
it) Se d = 2(modulo 4) ou d = 3(modulo 4) então 2 ramifica em L.

14+ VdDemonstração: Se d = l(modulo 4) então Or, = Z 5 | e o polinômio minimal de
AL é x rox = Assim, Or, é isomorfo a Z[x]/(1º — z — a), onde a = : :
portanto,

Z/207 = Zalx|/(1º — x — à).

=kezZ. Assim, a = O0(modulo 2)
ext­xs­a=xº+x=x(x+1)(modulo 2). Portanto, Or /20, é o produto de dois corpos,
Logo, para 1) temos que se d = 1(modulo 8), então 2k =
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d=­1­4,.
;

ou seja, 2 decompõe em L. Para ii) se d = 5(modulo 8), então 2k = —keEeZ. Assim,
a = l1(modulo 2) ex” —­x—­ã=xº+x+Il(modulo 2). Como xº +x+1 é irredutível, segue que
2 permanece primo em L. Agora, para 111) se d = 2 ou d = 3(modulo 4), então Or = Z[Vd) e
Or /20,;, é isomorfo e Zv[x]/(xº — d). Neste caso, 1º— d = xº ou xº — 1 = (1º —1)º, e ambos os
casos é um quadrado. Assim, Z,[x]/(xº — d) possui um elemento nilpotente não nulo. Então 2
ramifica em L. =

Exemplo 2.2.3 Se L = Q(VTT7), segue pelo Teorema 2.2.2 que 2 se decompõe em L. Se
L = Q(V21), então 2 é inerte em L e se L = Q(V6) então 2 ramifica em L.

2.3 Discriminante

Nesta seção, apresentamos o conceito de discriminante e enfocamos suas principais propriedades.

Definição 2.3.1 Sejum A € B anéis tal que B é um A­módulo livre de posto n. Seja

(an, CB. Definimos o discriminante do conjunto faz, ,ank por

Día, e... ; An) = det(Tre a(0;a;)).

Exemplo 2.3.1 Sejam K = Q(V11) um corpo de números e (1,V11) C K. Assim,

D(1, VID = Tree(1)  Tree(V11) 2/2 01 4,
Tree(vV11) Tree(vV11)? o 22

Proposição 2.3.1 Sejam A € B anéis tal que B é um A­módulo livre de posto n. Se
n

(Y11ccoUn) é um conjunto de elementos de B, tais que yi = ND ao com a;; € A, para
j=1

n n n

Demonstração: Sejam y, = > api; E Yg = ) aja. Assim, ypy, = > Apidg;AXiAj. Logo,
i=1 j=1 ji=1

Diy, ++ Un) = det(Tregal(ypy)): Mas Trea(yYypyo) = X apiagiTre A(O). Na forma matri­
i=1

cial, temos
t(Tre1a(YpyYg)) = (api) (TreA(0O;z))(04;)”.

Assim,

Díy'"m) = det(Treja(yçy)) = det((ai)(Treja(0:0;))(043))
det(api)det(Trp a(0;a;))det(as;) = (det(a;;))ºD(a1,::* on).
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Exemplo 2.3.2 Pelo Eremplo 2.3.1, vimos que o D(1, VII) de Q(V11) é igual a 44. Agora,
considerando outra base de K, por eremplo (2 — vVI1L,1+ V11) segue pela Proposição 2.3.1, que

2

D(2 — V11,1+ V11) = det | | " ) D(1, V11) = (3)º44.
Definição 2.3.2 Sejam A € B anéis tal que B é um A­módulo livre de posto finito n.

Chamamos de discriminante de B sobre A o ideal de A, dado por Dea = (Día, on)),
onde fon, +++ ,an) é uma base de B sobre A.

Proposição 2.3.2 Seja K=Q(Vd), onde d E Z é livre de quadrados. Se d = 2(modulo 4) ou
d = 3(modulo 4) então o discriminante de Ox, onde Ox é o anel dos inteiros de K sobre Z, é
4d.

Demonstração: Pelo Teorema 1.3.1, se d = 2(modulo 4) ou d = 3(modulo 4) então (1, Vd) é
uma base do anel dos inteiros de K. Assim, pela Definição 2.3.1 temos que

Tr(1) Tr(Vd) —J)2 0
Tr(Vd Tr(Vd? o 2d

Portanto, o discriminante da base (1, Vd) do anel dos inteiros de K é 4d. =

D(1, Vd) = = 4d.

Proposição 2.3.3 Seja K=Q(Vd), onde d E Z é livre de quadrados. Se d = 1(modulo 4)
então o discriminante de Ox, onde Og é o anel dos inteiros de K sobre Z, é d.

1+ Vd
2Demonstração: Pelo Teorema 1.3.1, se d = 1(modulo 4) então E | é uma base do

anel dos inteiros K. Assim,

VeD(1 E) ­ Tr(1) | o
1+ Vd 14+ VA)| 2 E) a )

1+ Vd
2

2

Portanto, o discriminante da base à | do anel dos inteiros de K é d. =

Exemplo 2.3.3 Seja K=Q(V5) um corpo de números. Como 5 = l(modulo 4), temos pelo
51

: o”Teorema 1.3.1, que & = +| é uma base de KR. Assim, pela Proposição 2.3.3, temos que2 2

1+V5
Tr(1) Tr ( )p (1 É) 2 :

2 1+5 14+V65)1 o Jr o )
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Proposição 2.3.4 Sejam A € B anéis tal que B é um A­módulo livre de posto finito n.

Suponhamos que Dpja contém um elemento que não é um divisor de zero. Então fan, , on)
CB é uma base de B sobre A se, e somente se, D(a,:+* ,an) gera Deja.

Demonstração: Se fa,::* ,an) é uma base de B sobre A, pela Proposição 2.3.1, temos que
D(a,::+*, on) gera Da. Por outro lado, suponhamos que d = D(a,,:+­ ,an) gera Dra. Seja

(en: ,en) uma base de B sobre A. Sejam d = D(e,­,en)eam= 3 aije,, com a;; E A,
j=1

1<1%,]<n. Pela Proposição 2.3.1 segue que d = det(a;;)2d. Por hipótese, Ad = Ad = DgjA,
ou seja, d = bd, be A. Logo,

Temos que d não é um divisor de zero, pois caso contrário, como d gera Da teríamos que
todo elemento de Dpj, seria um divisor de zero, o que não ocorre. Logo, 1 — det(a;y)ºb=0 e
assim, b det(a;;) det(a;;) = 1. Logo, det(a;;) é inversível e portanto fa1,:­­ ,a,) é uma base de
B sobre A. "=

Lema 2.3.1 (Lema de Dedekind) Sejam G um grupo, K um corpo, eo1,:** , on homomorfismos
distintos de G no grupo multiplicativo K*. Então fo,­*­ ,on) são linearmente independentes
sobre K.

r

Demonstração: Suponhamos que 01,::+ , o, são linearmente dependentes. Seja ) ajo;=0O0,
'

i=l

com a; E K, tal que o número r dos a;s não nulos seja o menor possível. Como 0, e 02 são
distintos, então existe z E G tal que 01(z) £ 02(2). Além disso, para todo x E G, temos que

a1o1(xr) + asoa(r)+:­­+aror(x)=O. (2.1)

1, ­ ­ , +. .Como os 0;s são homomorfismos, tem­se que a expressão é válida para todo x E G. Ássim,
para r2z temos

a1o1(r)a1(2) + asoa(t)a2a(z)+­­. +arorír)a,(2) =O. (2.2)

Multiplicando a Equação (2.1) por 01(z) e subtraindo da Equação (2.2) obtemos,

a2(01(2) — 02(2))o2(x) +++ +ar(0n1(2) — 07(2))or(t) =O.

Com isso vale para todo xr E G e r foi escolhido como o menor possível, segue que
as(n(2) — 02(2)) = O, ou seja 01(2) = 02(2), para todo z E G, uma vez que a é 0, o
que contradiz a hipótese de que os homomorfismos são distintos. =
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Proposição 2.3.5 Sejam K € L corpos e 01,:** , on, K­isomorfismo de L. Se fon, +, an) é
uma base de L sobre K, então

D(on,:** an) = det(oi(05))º É O.

Demonstração: Temos que D(a,:+* ,an) = det(Tr(aa;)). Como o traço de a;a,; é à soma
de seus conjugados, segue que

Día, ,an) = det(Tr(aia;)) = det ” antasa))
k=1

= det (Estadao) = det(0;(a;))?,
k=1

uma vez que

o(a) cm) + aonloa) | [ a(o) n(a) + a(o)

los) á " nto alo Patos) " alo = (Zeta)
: : k=1 1

| (am) clan) + onlon)| | on(ca) on(ías) + onlon)
Falta mostrar que det(0;(a;)) é O. Se det(0;(a;)) = O, então existem a,1,+ ++ ,ar E CT, não todos

n n

nulos, tal que 3 aioilos) = 0, para j=1,­­­,n. Seja a E L. Ássim, a = S bia, onde b; €
i=1 i=1

n n

K,i=1,­­­,n. Por linearidade, * ajo;(a) = O, Va E L. Assim, Y” a;o; = O, o que contradiz
i=l i=1

o Lema 2.3.1. Portanto, det(a;(a;))º £ O. =

Exemplo 2.3.4 Seja Q & Q(V3). Assim, existem dois Q—isomorfismos, 01,02, onde
o1(a + bV3) = a + bvy3 e cala +bV3) = a— bV3. Como (1,V/3) é uma base de Q(yV3)
sobre Q segue que

2

1 1

VERSA

Proposição 2.3.6 Sejam A € B anéis tal que B é um A­módulo livre de posto ne À um

D(1,V3) = = (—23)º = 12.

zo.
1 1, ” P ”domínio. Se fx1,:+º,Xnk) e fx, co T,) são bases do A­módulo B, então Dgja(X1,:+co Tn) =

1 1 1
o .Deal," T,) = 0 ou Dgja(t1,:*+ tn) e Dgja(ti,:+co Tn) são elementos associados."nn

n

Demonstração: Por hipótese, existem elementos a;; € À tais que x; = SN aja, para todo
i=1

j=1,­­­,n. Então pela Proposição 2.3.1, temos que

Dal, + T,) = [det(ai))ºDgalta, 11 TA).
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Como (a;;) é uma matriz inversível, segue que det(a;;) é uma unidade do anel A. Assim ambos
determinantes são iguais a ou ambos são elementos associados. =

Proposição 2.3.7 Sejam K um corpo de números, Ox o anel dos inteiros e fx1 +++ ,xn) uma
base de K sobre Q contida em Ox. Se D(xr1,:** ,xn) for livre de quadrados, então (x1 +++ ,Xn)
é uma base de Ox sobre Z.

n

Demonstração: Se fe, ­­­ ,en) é uma base de Ox sobre Z, então x; = 3 ajes, com a;; € Z.
j=1

Assim, pela Proposição 2.3.1, D(t1+++ tn) = det(a;;)ºD(ei+ ,en). Como D(x1­+­,tn) é
livre de quadrados segue que det(a;;) = 1. Portanto, (r11++­ ,tn) é uma base do anel dos
inteiros Ox sobre Z.

=

1+65
2 ) = 5. Assim, pelo ProposiçãoExemplo 2.3.5 Pelo Exemplo 2.3.3, temos que D É

1+52.3.7 temos que Gs 2 | é uma base de Ox sobre Z.
Definição 2.3.3 Sejam K um corpo de números e Ox o seu anel dos inteiros. Uma base do

Z­módulo livre Ox de posto [K : Q], é chamada de base integral e seu discriminante é chamado
de discriminante absoluto.

Definição 2.3.4 O discriminante em K sobre Q, de qualquer base integral é chamado discri­

minante do corpo K, e é denotado por ónQ:

Proposição 2.3.8 Sejam K um corpo, L = Ka] uma extensão finita de K de graun e f(x) o
polinômio minimal de a. sobre K. Então, D(1,a,­­­,a"!) = (­1)3"C­) N(f'(a)), onde f' (x)
é a derivada de f(x).

Demonstração: Como KC K[a] é uma extensão finita de grau n, segue que ([1,0,­+­, a”)
nl) —é uma base de L. sobre K. Assim, pela Proposição 2.3.5, segue que D(l,a,:­+­,a

det(o;(ai))º é O, onde 03, 1 <i < n, são K­isomorfismos de Ka]. Observemos que det(o;(a”))
é um determinante de Vandermonde. Logo, det(o;(a?)) = Il (o) — aí). Assim,

1<i<j<n

Dil,a,­., a”) = Il (ai — oê)?,
1<i<j<n
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n

onde a, ««« ,a” são conjugados de a. Temos que f(x) = Il — o?) é o polinômio minimal de
1i=1

a sobre K e f (x =X h:(rx — aº). Logo,
i=1 i=1,iZ£)

(2.3)

1 ; 1 ;

” .Observemos que N(f f(a)=]] f (dd), onde os f (o?) são os conjugados de
i=1f (a). Também como cada fatoroi — oi, para à < j, aparece duas vezes, uma como a? — q e

a outra é — ad, segue que o produto desses fatores é (a? — a”)º. Assim,
n n n

II & == 1 wa= 1 (0­0,
i=1,iZj i=L,izj 1<i<j<n

1
onde s é o número de pares (1,3) com 1 <i <j<n,eé dado por s = antn> 1). Pela Equação
(2.3) obtemos que N(f'(a)) = D(1,a,:+,a**)(—1)*. Portanto,

D(1,0,:++,07) = (­Di"tN(f(a)). "

Exemplo 2.3.6 Sejam L = Q(V2)e f(x) = 7º —2 o polinômio minimal de V2 sobre Q.
Então D(1, 2) = (­1)ººN(f'(V2)) =8, onde f(1/2) =2/2 e N(2V/2) =8.

Definição 2.3.5 Seja K um corpo. Seja m(x) E Klx] um polinômio mônico de grau n, com
raízes à1,::* , an. O discriminante de m é definido por

n n
nín—l1Ia;= a? = Cy)“ IT(0;­a) =11 11 (o

1<) iÉj i=1 j=i+1

onde a;, a; são raízes de m.
—a + Va? — 4b

2
Exemplo 2.3.7 Seja m(x) = xº +ax +b E Q[x]. As raízes de m(x) são 4 =

—a — Va? — 4b
. Asst

7
ssim,e À =

Díxº +ar +b) =(02­ a) =a"— 4.

Seja m(x) = 1º +arº +br+ceEe Qt]. Fazendo uma mudança de variável temos m(x) =
1º +bhir+o. Assim, temos que

Díxº +bhir+a)=—408 — 270.
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Proposição 2.3.9 Sejam p um número primo ímpar e É uma raiz p­ésima primitiva da unidade.

Então D(1,€6,:+­ ,€?2) = (—1) APP pp?
Demonstração: Pelo Teorema 1.4.2, temos que (1,£,:­+ ,£?º) é uma base inteira e temos

que f(x) = xP! +72 +. +x +1 é o polinômio ciclotômico. Pela Proposição 2.3.8, temos
que D(1,6,:+.,6P?2)= (—1)&EX Nf (£)). Como p é ímpar, temos que o primeiro fator seresume a (1). Se f(t) = r ­ temos que

(tp! (8­1) per!
=? 1­€'

1 —prTl1 92Assim, N(f (6)) = = 7 =pP?, Portanto, D(1,6,­­­,€2) = <p". =

ft) = e f(g)=

Observação 2.3.1E uondo n =p", onder é um número inteiro maior que 1 ep é um número—1primo temos que TT
polinômio ciclotômico. Temos que o p"­ésimo polinômio ciclotômico tem grau (p— 1)p""*! e seu

= odoDqgl q"... +a”O +1 é o polinômio p"­ésimo
termo independente é igual a 1. Logo, pela definição de norma, obtemos que

Note, )/Q6t,) = (1) PDP, ondet =0,­­­, pe mde(t,p") =1. (2.4)

Proposição 2.3.10 Sejam p um número primo ímpar e É uma raiz p'­ésima primitiva da

unidade. Então o discriminante de Q(Ey­) sobre Q é D(1,&yr,: ++, EPI) = prio),

Demonstração: Pela Proposição 2.3.8, temos que D(1,&y,­­­ ESP) = Note,of (Ep­)).
r

TP

s pravrI(çoto! — 1) — (x — 1)prigetot=HAf (x) = (xp — 1)? ,

Derivando ambos os lados de f(x) = temos que

(2.5)

e substituindo r por £,­ na Equação (2.5) temos que
rol r pro 1|Pp F. (E —­1)­ ( Fi 1)pro"E

— :

(& —1)
p —l —nr

1

1(1­8)£p. Aplicando a função norma em ambos os membros e“usando sua linearidade temos que
Note, /Q(P")

­)/o(1 = &9) Na(Epr)olórpr )
Da Equação (2.4) temos que Nq(e,­)/Q(Ep­) = 1. Também Noçe,­)/Q(­P") = (pr)e­DAO e

r­ r­lNote, 1/01 — &) = Not /eNer)/at) (1 &) = (Noto — ))? =p", Portanto,
—l

D(1, Ep, : o EP= = +p"" !r(p­1)—1 "

Ff (Er)=

Como E& = 1 temos que fy (E)=

Netal (6r))= x

príe­1)P"
pro
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2.4 Ramificação e discriminante

Sejam À um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, LL uma extensão finita de K de grau n
e Or o anel do inteiros de A em L. Esta seção tem como objetivo relacionar os conceitos de

ramificação e discriminante, onde provamos que os ideais primos de À ramificam se, e somente

se, estes ideais contém o discriminante.

Lema 2.4.1 Sejam À um anel e Or1,:+* , Op, anéis contendo A, tais que sejam A­módulos
9

livres finitamente gerados, e seja On = IL ou como um produto de anéis. Então,
i=1l

q

Do/A = TlDo, /A­
i=1

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre g. Para o caso q = 2, considere (11, +“, Tn)
uma base de Or, sobre À e (y1,:** , yum) uma base de Op, sobre A. Com a identificação nat­
ural de On, com Op, x (0) e Orn2 com (0) x Opa, podemos considerar fx1,: ++, Tn,Y11CcCo Um)
uma base de On, = On, x Op2. Como 7; = (7;,0) e y; = (0,y;) segue que r;y; = O e assim
Trí(xiyi) = O. Logo,

Tr(x;x;) 2)

[) Tr(yiyj)
det(Tr(x;x;)) det(Tr(yiy;)) = D(t1,: +, tn)D(YW, "+

Dix, *+c 1 Tn, Y1,19CC Um) = det

2

Portanto, Do,/A = Dor, 1aPo,,14=I| Do,.,/a4­ Por hipótese de indução, suponhamos ver­
i=1
9­1 9­1

dadeiro, para g — 1, ou seja, se G = ou, então De/a= Ia.1/4: Logo, Or = G x Op,
onde & é identificado com G x (O) e Ou, é identificado com TO) x Op,­: Usando o caso g =2,

9­1temos que Do,/A = DeojADPo /A= II Pou/aDor,/A= II Po,;/a, por hipótese de indução. mm
i=l i=1

Observação 2.4.1 Com as mesmas hipóteses do Lema 2.4. 1 prova­se analogamente que se
x E Or então mo ja(z = monaTi(x)), Nov a(z = TE NouTi(x)) e Tro a(s) =

i=1
9

II Trousa(ri(o)), onde mi(x) é definida como Tt; : O7/POn — Op /Q a i­ésima projeção
i=1

induzida do isomorfismo natural O7/POn= U Or /Q.
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Proposição 2.4.1 Sejam A € Ou, anéis e P um ideal primo de A. Sejum S5S= A­P, A =
SI! AeOn=S Or. Então para todo x E Or, temos que Mo: (x) = mo a(x), Troia ( )=
Trouals) e No ja (1) = Noya(z).

Demonstração: Sejam 07: Op — Op e o, : Or — Or os homomorfismos definidos por
dx(y) = xy, onde r,y E Or e 9. (y) = xy, onde r,y E Or. Sejam M(9,) e M(6.) as matrizes
correpondentes com relação a base (21, ,2n). Assim, temos que as matrizes coincidem.
Portanto, os polinômios característicos, os traços e as normas do elemento x em Oz |A e em

1
. .Ozu|A coincidem. =

Lema 2.4.2 Sejam A € Or, anéis e A um ideal de A. Se Or, é um A­módulo livre com base

(x1,'1co Tn), então (71, +co Tn) é uma base de Oz7/AO, sobre A/A e

Demonstração: Pela demonstração do Teorema 2.1.1 segue que (Z1,:+« ,Zn) é uma base de
Or /AQ,r sobre A/A. Agora, para x E Or, seja 0, : Or, — Or, o endomorfismo definido por
07(a) = ar, a E Or, com M = (a;;), onde a;; E A, a sua matriz. Considere o endomorfismo
0; : O,/AOrn — Or /AO, definido por 9:(ã) = àX%. Temos que a matriz de 0; é M = (a;j),
com a;; E A/A, pois

= Ax(X1) + AOr = 11, + AO; = (ant) ++ Aintn) + AOr
= (ant) + AO) +++ (amntn + AO) = ant + ++ +amti

= Adr(trn)+ AOn = 17, + AO = (an1T71 + ++ anntn) + AOL

n n n

Como Tra,ja(r) = Dr temos que Tro, ja(Z) = Dr =)"a; = Troa(r). Portanto,
i=1 i=1i=1

det(Tro ja(E:X3)) = det(Tro a(tiz;)), ou seja, D(T1,:++ Tn) = D(r,:1+ Tn): =

Definição 2.4.1 Seja A um anel. Dizemos quea E A é nilpotente se a” = O, para algum

n>0. Dizemos que A é um anel reduzido se o único elemento nilpotente de A é o zero.

Lema 2.4.3 Se A é um anel Noetheriano reduzido, então o ideal nulo de À é uma intersecção

finita de ideais primos não nulos de A.
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69

Demonstração: Pela Lema 1.5.3, temos que todo ideal de um anel noetheriano contém um
9 9

produto de ideais primos. Portanto, (0) = Tl Pi. Vamos mostrar que (0) = n Pi. Temos que
i=1 i=1

(0) E PaN:­­NPg. Por outro lado, se x E PN ­­NP,, então xtet=tes E PH... PS =(0).
9

Como A é reduzido, segue que x = 0. Portanto, (0) = n Pi. =

i=1

Definição 2.4.2 Um espaço vetorial V sobre um corpo K, é uma K­álgebra se existe uma

multiplicação:

eVxV— V definida por (a,b) ab

satisfazendo,

1. a(b+c)=abtac, Va,b,cE V,

2. a(fab)=(aa)b=a(ab), Ya EK ea,be V,

3. a(be)=(abJc, Va, b,cE V,

4. Uy EV;aly=a=1lvya, Va E V.

Observação 2.4.2 Se ab = ba, Va,b € V, dizemos que a K­álgebra é comutativa.

Lema 2.4.4 Sejam K um corpo e L uma K­álgebra comutativa de dimensão finita. Então L é

reduzido se, e somente se, Dig É (0).
9

Demonstração: Se L é reduzido, pelo Lema 2.4.3, segue que (0) = n Q;, onde os Q; são
i=1

ideais primos de L distintos. Assim, L/Q; é um domínio e uma K­álgebra de dimensão finita.
Logo, L/Q; é uma extensão algébrica sobre K, ou seja, L/Q; é inteiro sobre K. Como K é
corpo, temos pela Proposição 1.1.3, que L/Q; é corpo. Portanto os ideais Q; são maximais e
consequêntemente Q; + Q; = L, para à É j. Pelo Lema 2.1.5, segue que

Il1/e:=12/I[0:=1/0) =1,
9

e pelo Lema 2.4.1, temos que Dik = II Pu/ex Pela Proposição 2.3.5, temos que o discri­
i=1

minante Di1,/9,)/Kx É (0) o que implica que Dix É (0). Reciprocamente, suponha que L não é
reduzido. Assim, existe x E L, x £ O, rx nilpotente. Seja fx1,:++ , rn) uma base de L sobre K
com x = x17. Então rx; é nilpotente, para todoj= 1,­­­ ,n. Logo, se definirmos 557, : L — L,

onde 9,,,(a) = axrx;, para a E L, temos que 0,., possui os autovalores todos nulos, e portanto
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Trug(rz;) = O. Logo, a matriz traço (Trukg(x;r;)) tem uma linha nula o que implica que
Dix, ++ ,tn)=0e assim Drjxk = (0), o que é um absurdo. =

Teorema 2.4.1 Seja K CL corpos de números. Sejam Ox e Or os anéis dos inteiros de K e

L, respectivamente, e P um ideal primo de Og. Então P ramifica se, e somente se, Ou/POx,
não é reduzido.

9

Demonstração: Suponhamos que P ramifica. Seja POr, = Il Qi, onde Q;NN Og = P, para
i=l

i=1,­­­ q. Como P ramifica, existe k E N tal que e, > 1. Temos que POr, C Q;, para todo
j=1,::­,g, pois se POr, = Q; teríamos que e; = 1, o que é contra a hipótese. Assim, para

cada j=1,:­­,g, seja a; € Q; — POr. Seja T = a ­­a,+POn£0. Ser=e]­­­e,, então

E=(01:ca)'+ PO =07­cabesar+POL =.
9

Portanto, Or/PO, não é reduzido. Reciprocamente, como PÓ, = II Q', segue que On/POr, =
i=1

9

II Or /Qi e sendo On /PO, não reduzido existe 7 = (17 + QU,,r72 + QP,: ++ ,17,+ OQ) %0
i=1

nilpotente. Assim, existe jo tal que x; É Qu e existe n E N tal que 7º = O. Portanto,
1? E QU, para i=1,­­­,9g. See, =le 17, E Qu, então 5, E Q;, o que é uma contradição.
Portanto, e, > 1.

=

=

Corolário 2.4.1 Com as hipóteses do Teorema 2.4.1, P ramifica se, e somente se,

Dçou/PonIÇOS/P)= (O).

Demonstração: Temos, pelo Teorema 2.4.1, que P ramifica se, e somente se, O7/PO,x

não é reduzido, e pelo Lema 2.4.4, segue que On/PO,r não é reduzido se, e somente se,

Diou/ronI»O/P)= (0). =

Teorema 2.4.2 Sejam K € L, corpos de números. Sejam Ox e Or, os anéis dos inteiros de
K e L, respectivamente, e P um ideal primo de Og. Então P ramifica se, e somente se,

P>D Door"

Demonstração: Suponhamos que o ideal primo P C Ox ramifica. Sejam 5 = Og — P,

Ox = SOr, O, = S!'On e P' = POr. Pela Proposição 1.8.5, temos que Og é principal e
assim pelo Corolário 1.2.3, temos que Or. é um Ox­módulo livre. Pelo Teorema 1.8.2, temos que
Ox/P = Ox/P' e OL/POrn = O7/P Or. Seja fe, ++ ,en) uma base de Oy, sobre Og. Pelo
Corolário 2.4.1, temos que Dço,/POL)I(Ok/P) = (0). Assim, 0 = Des“, &) E€ Og/P = Ox/P',
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e portanto D(e,:+­ ,en) E P'. Agora, se íx1,­­+ ,rxn) é uma base de L sobre K contida em
n

Or, então x; = DUTO com a;j; E Ox, 1 =1,­:­,n, pois Or, C Or. Logo, Dir,“ ,tn) E Ox
j=1

e D(x1,:+* ,tn) = det(a;)ºD(es, ++, en) E OKP' CP. Assim, D(x1,:++, tn) EOKgNP' =P.
Portanto, Dojox = (Diz, ,Tn)) CP. Reciprocamente, se Do jo, CP e se fes end é

1 1
­ .

Àuma base de O, sobre Og, então para i = 1,­­­ ,n, temos que e; = sn comy; EOresEoS.
Ss

Ássim,

= det(Trukg(eie;)) = det (Trux ())
1 , 1 1= —det(Truxg(yiy;))=s*"D(y, +, m) E ADooK CORKP =P,

ou seja, D(en, +“ ,enJ E P'. Assim, D(en,­­,en) = Oem Ox/P' e portanto, Dio,/POL)/(Ok|P) =
10). Pelo Corolário 2.4.1, segue que P ramifica. =

Corolário 2.4.2 Com as hipóteses do Teorema 2.4.2, temos que existe somente um número

finito de ideais primos de Og que ramifica em Ox.

Demonstração: Pelo Teorema 2.4.2 temos que o ideal primo P ramifica se, e somente se,
9

P D Dogla = ES Além disso, os P;, para à = 1,­­­ ,g, são os únicos ideais primos de Ox
o'

9

que contém Dogjo,, uma vez que se M é um ideal primo de Og tal que M 5 Dojo, = Il P
i=1

pelo Lema 1.5.2 segue que M 5 P;, para algum 1 = 1,­­­ ,g. Como P; é ideal maximal segue

que M = P;. =

Exemplo 2.4.1 Sejm K=QeL= Q(Vd), onde d é um inteiro livre de quadrados.
a) Se d=2 ou 3(modulo 4) então Z[Vd] é o anel dos inteiros de K e D(1, Vd) = 4d. Assim,
os primos que se ramificam em K é o 2 e os divisores de d.

1+/d
b) Sed = l(modulo 4) então Z o é o anel dos inteiros de K e D (1, + 2) =d. Assim,
os primos que ramificam em K são os divisores de d.

Proposição 2.4.2 Seja é uma raiz n­ésima primitiva da unidade. Se p não divide n então p

não ramifica.

Demonstração: Seja f(x) o polinômio minimal de € e [Q[E] : Q) = m. Temos que o polinômio
f(x) | (7º — 1), ou seja, 2º — 1 = f(r)ga(x), com 9(x) E Q[x]. Além disso, pela Proposição
2.3.8, temos que D(1,:+­ ,6"!) = EN(f(6)). Como nx*! = f'(xr)g(x) + f(x)g (x), segue
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que, n£*! = f(E)g(6), uma vez que f(E) = O. Como £ é uma raiz da unidade, temos que,
N(£) = +1. Então +n”º = N(f(E))N(9(8)) e assim, N(f (E)) | nº. Como £ é inteiro sobre
Z, segue que o discriminante absoluto divide D(1,­­­ ,6"!), e então também divide +n”.
Portanto, pelo Teorema 2.4.2, p ramifica se, e somente se, p | nº”. =

Exemplo 2.4.2 Pela Proposição 2.3.9, temos que D(1,6,­+­ ,€P?) = +pP?. Assim, pé o
único primo que ramifica em Q(£,).

2.5 Teorema de Kummer

Sejam À um domínio de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão finita e separável
de K de grau n e Or, o anel dos inteiros de L sobre A. Se P é um ideal primo não nulo

9 9

de A, pelos Teoremas 1.6.2 e 2.1.1 temos que POr, = Il Qi, onde Ye = n com o grau
i=l i=1

[O01/2; : A/P] = f,i=1,::­,9. Nesta seção, apresentamos devido a Kummer, que tal
decomposição pode ser explicitamente indicada a partir da fatoração do polinômio minimal

maigk(r) módulo PAT], onde a é um elemento de Oy, tal que On, = Ala]. Para os próximos
99

resultados usamos as notações f(x) = Saio E Alr] e f(x) = Ya + P)x' e (A/P)la].
i=1 i=1l

Teorema 2.5.1 Sejam Or, = Ala], onde a € Or, e majk(z) o polinômio minimal de a sobre
K. Sejam mi(x),..., ma(x) polinômios mânicos em Alx] tal que m(x) = mi(x)9 cem (x)% é
a fatoração de mí(x) em polinômios irredutíveis distintos em (A/P)|x]. Então existem ideais
primos distintos Q,,­ ++ , Q, de Or, acima de P tal que Ou/Q; = A/P(&), onde &; é uma raiz
de mi(x), e assim f(Q|P) = gr(m;), para i =1,­""­,9g.

Demonstração: Para cada à = 1,­­­ ,g seja &; uma raiz de mMi;(x) num fecho algébrico de
A/P. Logo, mi(r) é o polinômio minimal de a; sobre A/P. O homomorfismo A; de AÍx] sobre
(A/P)[&], definido por f(x) — f(&), f(x) E Alx] induz um homomorfismo A; de A[x]/(m)
sobre (A/P)[a], uma vez que A;(m(x)) = O. Por outro lado, o homomorfismo & de Alx] sobre
Ala], definido por f — f(a), tem como núcleo o ideal principal (m(x)) de Alíxr]. Assim, é
induz um isomorfismo & : A[x]/(m(x)) — Ala]. Como À; e 57* são homomorfismos, segue que
u; = A;op"! é um homomorfismo sobrejetor de Afa] sobre (A/P)[&]. Assim, u;(f(a)) = f(a),
para todo f E Alx]. Assim, Or / ker(u;) = (A/P)[&]. Como (A/P)[&] é um corpo segue que
ker(u;) é um ideal maximal Q; de Or. Como P € Q;N A É À e da maximilidade de P, segue

que P = Q;N A. Temos que, como a restrição de u; à A, (ui)ja : A —> (A/P)[a], coincide
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com o homomorfismo canônico de À sobre (A/P)[a], segue que à; é um A/P­isomorfismo de
Or /Q; sobre (A/P)[&]. Logo, On/Q; = (A/P)[&;i], para uma certa raiz &; € Oz /Q; de T(x).
Portanto, f(Q;IP) = gr(f.). Como u;(mj;(a)) = 0 £ u;i(mi(a)), para i £ j, segue que Q; são
distintos dois a dois. =

9

Teorema 2.5.2 Com as hipóteses do Teorema 2.5.1 temos que POr, = Il 6, onde
i=1

Q; = POr, + mi(a)Or são ideais primos de Or, acima de P e e(Q;)P) = e;, para i =1,­"",9g.

Demonstração: Temos que POr + mi(a)On, C Q;,, para i = 1,­­­ ,g9. Por outro lado, seja
1 E Q;. Como Q; € Or, = A[a] temos que À = 9(a), com g E Alx]. Como 3(&) = u;(9(a)) = O
e como Tn; (rx) é o polinômio minimal de & sobre A/P, segue que existe h E Alx] tal que (x) =
Tru(x)­h(x). Logo, 9(x) —mi(x)h(x) tem seus coeficientes em P, e 8 = (g­m;h)(a) +mi(a)h(a)
€ POr +mi(a)Or. Finalmente, temos que Qºº + ­­ Qf € PO;, pois (A+Og):(A+C) E A+BC,
para quaisquer ideais A, B,C de Or, e que

Q7'­­­ Qu E (POr + m(0)ºOL(PO, + ma(a)º OL): (POL + mil)" OL) Cc POr +70,

onde y = mi(a)º ::«ma(a)º. Como o polinômio mi(x)º ++ ma(r)s — m(x) tem seus coe­
ficientes em P e m(a) = 0 temos que 7 = (mi(x)º cm (r)t — m(r))(o0) € PÓr. Assim,
QU ­­­ Q7 CPO, ou seja, 27 ­­­ Q é um múltiplo de POr. Logo, Qº ­­ ­ Q7 são os únicos
ideais primos de Or, que estão acima de P e que e(Q;)P) < e;. Portanto,

DO e(QIP)S(Q:IP) < D eigr(im) = gr(m) = n.
i=1 i=l

9 9

Pelo Teorema 2.1.1, temos que > e(Q,)|P) f(Q;IP)= Ss e;gr(Mm;) = n. Portanto, e(Q;I1P) = e;,
i=1 i=1

para i =1,­­­ ,9e POr = Q8­­­QS. =

Observação 2.5.1 O Teorema de Kummer foi dividido nos Teoremas 2.5.1 e 2.5.2.

Corolário 2.5.1 Com as hipóteses do Teorema 2.5.1, temos que:
a) P decompõe em L se, e somente se, m(x) fatora em (A/P)Ix] em fatores lineares distintos
x—(a;+P), para i =1,­­­,n. Neste caso, POr = Q, ++ Qr, onde Q; = POr + (a — a;)JOL
são ideais primos distintos de Or, para i=1,:"",n.

b) P é inerte em L se, e somente se, m(x) é irredutível em (A/P)[x]. Neste caso, POr é um
ideal primo de Or.

c) P é totalmente ramificado em L, se, e somente se, 7n(x) é uma potência n­ésima em (A/P)[x],
isto é, m(x) = (xr — (a + P))", para algum a E A. Neste caso, PO, = Qº, onde Q =
POr + (a — a)JOr, é um ideal de Or.
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Demonstração: a) Como P decompõe em L, segue que

g=nee(QP)=/f(Q2IP)=1

para todo ideal primo Q; de Oy, que esta acima de P. Assim, pelo Teorema 2.5.1, temos

que gr(f;) = 1, para à = 1,:­­ ,n. Logo, mi(x) = (x — (a; + P)), para i = 1,­­­,n. Pelo
Teorema 2.5.2, temos que PÓr, = Q; ++ Qr, onde Q; = POr, + (a — a;)Or são ideais primos
de Or.. Por outro lado, se m(r) fatora em (A/P)|x] em fatores lineares distintos x — (a; + P),
para i = 1,:++ ,n, então pelo Teorema 2.5.1, segue que f(Q;/P) = gr(f;) = 1. Logo, pelo
Teorema 2.1.1, temos que e; = 1, para à = 1,­­­,n. Assim, pelo Teorema 2.5.2 temos que
POr = Q, +++ Qi. Portanto, P decompõe em L.

b) Se P é inerte em L, temos que

g=n, e(QNlP) =1e f(Q|P)=n,

onde Q, é um ideal primo de Oy, que esta acima de P. Pelo Teorema 2.5.1 temos que, gr(mm) =
n. Assim, fm (x) é irredutível em (A/P)[x]. Por outro lado, se mm (x) é irredutível em (A/P)[x),
pelo Teorema 2.5.1, segue que f(Q,|[P) = n. Pelo Teorema 2.1.1, temos que e; = 1. Ássim,
pelo Teorema 2.5.2, temos que POr, = Q,. Portanto, P é inerte em L.

c) Se P é totalmente ramificado em L, temos que

g=n,e(QIP) =ne f(Q|IP)=1,

onde Q; são ideais primos de Op, que esta acima de P, para i = 1,­:­ ,n. Assim, pelo Teorema

2.5.1, temos que gr (mm;) = 1, i =1,­­­ ,n. Logo, mi(x) = (r — (a; +P)), para i =1,­"",n,e
mr) = (r—­(a+P))"”. Pelo Teorema 2.5.2, segue que POr, = QT, onde Q; = POr +(a­a)Or
é um ideal primo de Or. Por outro lado, m(x) é uma potência n­ésima em (A/P)[rx], e então
pelo Teorema 2.5.1 temos que f(Q1|/P) = gr(m) = 1. Pelo Teorema 2.1.1, temos que e; = n.
Assim, pelo Teorema 2.5.2, segue que PÔr, = Q?. Portanto, P é totalmente ramificado em L.m

Exemplo 2.5.1 Seja K=Q(y­1) = Q(a). Pelo Teorema 1.3.1 temos que o anel dos inteiros
de K é Ox =Z|y­1]. Para P = (3), temos que

1º +1=mao(r)

é irredutível módulo 3Z|x|. Assim, pelo Corolário 2.5.1, temos que (3) é totalmente inerte, ou
seja,

30x = OQ,
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onde Q é um ideal primo de Og, com e(Q|P) = 1, e pelo Teorema 2.5.1, temos que f(Q|P) = 2.
Se P = (5), temos que

1º +1=maQ(t)=(r+2)(x+3)

módulo 5Z|[x]. Assim, pelo Corolário 2.5.1, temos que (5) é totalmente decomposto, ou seja,

5OKx = Q, Q,,

onde Q, = (5,a + 2), Q: = (5,a + 3) são ideais primos de Or, com e(Q|P)e(Qs|P) = 1 é

F(Q21/P) F(QIP) =1.

Exemplo 2.5.2 Seja K = Q(VY10). Pelo Teorema 1.3.1, temos que o anel dos inteiros de
Q(VIO0) é Ox = Z(V10). Para P = (2), temos que

1º — 10 = myç(z) = x?

módulo 2Z|x]. Então (2)On, = P?, onde P = (2,10). Assim, e(Pj(2)) =2. Portanto, P = (2)
é totalmente ramificado em Q(V10). Para P = (3) um ideal primo de Z temos que

1º — 10 = my) =(r+1)(T—1)

módulo 3Z|x], e então (3)On, = (3,1 + VTO0)(3,1— V10) = PP. Assim, e(P|(3)) = e(P'|(3)) =
1 e f(P|(3)) = S(P'|(3)) =1. Portanto, P = (3) é totalmente decomposto em Q(V10).

Corolário 2.5.2 Com as hipóteses do Teorema 2.5.1, temos que P ramifica em L se, e somente

se, o polinômio mMakg(r) E (A/P)|x] é inseparável.

Demonstração: Seja m(x) = maig(x). Pelo Teorema 2.5.1, P ramifica em L se, e somente se,
na fatoração m(x) = mí'(x)­­ mo (x), tivermos que e; > 1 ou mi for inseparável para algum
i=1,:­:,g. Mas isto ocorre se, e somente se, m(x) for inseparável. =

Corolário 2.5.3 Com as hipóteses do Teorema 2.5.1, temos que o polinômio Mag(x) E (A/P)|x]
é inseparável se, e somente se, D(max) EP.

Demonstração: Seja m(x) = x" +an1x" !+­. +ao Temos que Dug(m) = C(a,:+ dn),
onde C E Zlr1,: ++ ,Tn). Assim,

Dug(M) = C(a, + Pe an + P) = C(u,: an) +P.

Portanto, o polinômio m(x) é inseparável se, e somente se, Dux(m) = Ô se, e somente se,
Cla, ,an)EP. =
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Corolário 2.5.4 Com as hipóteses do Teorema 2.5.1, temos que D(max) E P se, e somente
se, P divide Do,ja­

Demonstração: Temos que Doja = (D(1,a,:+­, a”!)), onde (1,a,:­­ ,a"!) é uma base de
Or, sobre A. Mas D(1,a,­+,a”!) = D(m) € P se, e somente se, P divide D(1,a,:+­, a!)
se, e somente se, P divide Do,A. +)

Como a existência de um elemento a tal que Or, = Aja] nem sempre é satisfeira, mostraremos,
que esta hipótese pode ser substituída usando anéis de frações. Mais precisamente, escolhendo

um elemento primitivo y E Or, da extensão K C L, relacionaremos a decomposição de P em

L com a fatoração módulo PA[x] do polinômio minimal m.x(r), para quase todos os ideais
primos não nulos P de À. Para isto, basta excluir os ideais P tais que D(mux) E P.

Corolário 2.5.5 Sejam 7 E Or, tal que L = K[7], P um ideal primo não nulo de A tal que

Dím.,e) € P e S=A­P. Então
a) (1,7, , 1º) é uma base do A­módulo O,
b) O polinômio mM. x(xr) E (A/P)[x] é separável.
c) Se ma(x),:** ,ma(x) são polinômios mônicos em Alx] tal que mykg(t) = Ma(x)::*Ma.(x)
seja a fatoração de Mm,xk(x) em polinômios irredutíveis em (A/P)[x], então os Teorema 2.5.1 e
2.5.2, são válidos com e; =­­­ = eq =1 e em lugar de a.

Demonstração: a) Pela Proposição 1.8.4, temos que Or é o anel dos inteiros de À e pela
Proposição 1.8.5, A é principal. Logo, pelo Corolário 1.2.3, Or, considerado como um A”­

n

módulo possui uma base (1, ­­ , 8n). Como 7 E Op, temos que /! = 3 aii, i=1,­..,n
j=l

Pela Proposição 2.3.1, temos que

Como D(m,x) € A­P € A —(PA') é inversível em A', segue que det(a;;) também é inversível.
Assim, (1,7,­+­ , 7º!) é uma base do A'­ módulo Or.
b) Como D(m.,x) € P, segue pelo Teorema 2.4.2, que P não ramifica em K, e assim temos
pelo Corolário 2.5.2, que m.xk(x) módulo PA' é um polinômio separável em (A/PA')[x]. Pelo
Teorema 1.8.2, temos que A /PA' = A/P. Assim, podemos identificar (A /PA')[x] = (A/P)[0].
Logo, o polinômio Tn, xk(r) é separável em (A/P)[x].
c) Pela demonstração da Proposição 1.8.2 temos que se Q C Or, então

QO0,NOn = 9.
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Pelo Teorema 2.5.2 temos que PO, = D,­­­D,, onde os ideais primos D; de Ox, distintos e
acima de PA' são da forma D; = PO, +m;(7)Ot= (POL +mi(7)OL)O,. Pela demonstração do
Teorema 2.1.1, temos que D; = Q2;O,, e POr = Q, ++ Q, onde Q1,­­­ , Q,, são os únicos ideais
primos de Or, acima P. Pela equação (2.6), temos que Q; = D; 1 On=(P+m;()OL)JOL'NOL
= POr + mi(7)Or. Pelo Teorema 2.5.1, temos que Or /D; = (A'/PA')ã, onde 7; é uma raiz
de mi(r) e pelo Teorema 2.1.1, temos que On/Q; = (A/P)(7;) e er =­"""=e,=L1 =

Teorema 2.5.3 Sejam P um ideal primo de A e L = K[7], onde 7 E Or é uma raiz de um
polinômio m(x) = x" +anax1"! +: +aE Alx] tal que ana, coa EP ea E P?. Então
mí(x) é irredutível em KIX], n=[L: KR] e POL, = Q", onde Q= POr, +7O,, é um ideal primo
de Or. Neste caso, P é totalmente ramificado em L.

Demonstração: Seja Q um ideal primo de Or tal que QN A =Pee=e(QP). Como
ao € Pº, aq E P e (ao) é ideal de A, segue que agA = PT, onde Z é um ideal de À não
divisível por P. Temos que açOr, = Qº A, onde A é um ideal de Or, não divisível por Q. Como
Y+an1iyT"!+­. +a=0, temos que

Y'=­(anayºT +: +a)EPOLEQ.

Logo y E Q, e assim /º € Qº e fanaiYTº hs a) O (POLJQA E Qt. Como Qº*' não
divide açOr, temos que Vº +an1/t +: +ay=­—­a0 8 Q*!. Assim, yº é Q* e portanto,
n < e. Sendo m um múltiplo em Kfx] do polinômio m,. x (tr), temos que

[L : K) = grímye) < grím)=n<e.

Pelo Teorema 2.1.1, segue que [L : K] = n e que POr, = Q". Como Q'= PO, E PO, +7Orn, E
Q segue que POr, + 7Or, = Q”, para algum m = 1,­­­ ,n. Temos que m = 1, pois caso
contrário y E Q?, e assim, yº e Q*"” C Qt! o que é um absurdo. =

Proposição 2.5.1 Sejam P um ideal primo não nulo de A, totalmente ramificado em L, Q o

único ideal primo de Or, tal que QNA =P e S=A­P. Então PA é totalmente ramificado em
L, onde QO,, é o único ideal de Oy, tal que QO,NA=?PA.

9

Demonstração: Pela Proposição 1.8.5, temos que (PA JO, = IN(201)*. Como P é total­
i=1

mente ramificado, temos que e(Q,:P) = n e f(Q1:P) = 1. Pelo Teorema 1.8.2, segue que
O1/21OL = OL/MO e A/PA >= A/P. Assim, e(NO:PA) = ne f(MOL:PA) = 1.
Portanto, PA' é totalmente ramificado em L. =
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2.6 Reticulados

Nesta seção, apresentamos o conceito de reticulados no R" enfocando algumas propriedades.

Definição 2.6.1 1) Um subgrupo H C R" é discreto se HN K é finito, para todo subconjunto
compacto K C R”.

2) Um subgrupo discreto H C R" gerado como um Z­módulo por n vetores linearmente inde­
pendente sobre R é chamado um reticulado do R”.

3) Fazendo v; = (vi, vn) E RM, para í =1,""",m, a matriz

V12 co Vir

V22 *** Voam

Uma *** Umn

é chamada matriz geradora do reticulado. A matriz G = MM! é chamada matriz de Gram do
reticulado, onde t denota a transposta da matriz t.

4) Se fe, ++, en) é uma base de um reticulado de H, definimos

pe feemie=DAOSNSI)
i=1

como região fundamental de H.

5) O volume da região fundamental é o módulo do determinante da matriz G. O volume da
região fundamental, independe da base, pois a matriz mudança de base é invertível, com en­

tradas inteiras. Assim, o volume do reticulado é definido como sendo o volume de uma região

fundamental.

Lema 2.6.1 O conjunto dos pontos de um reticulado H no R" é discreto.

Demonstração: Consideremos uma base fe, ++ ,en) do reticulado H. Temos que < r,e2 >=
O0,..., < 1, en >= O fornece um sistema de n — 1 equações lineares homogêneas em n incógnitas.

Como cada sistema tem uma solução não nula, segue que existe um vetor r ortogonal aos

vetores €2,..., en. Se < 1,6, >= O, então o vetor x poderia ser ortogonal a todos os vetores do

R", o que é impossível. Assim, < r,e, >£ 0. O vetor fi = [1/ < x,e1 >]/x pode ser ortogonal
a todos os vetores €2,...,én, € < fi,eir >= 1. Desta maneira, para todo 1 <t < n, podemos

escolher um vetor f,, tal que < fe; >=1e</fi,ei>=0, para jÉi. Agora, seja que o vetor
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z = a n+:: +ant, de H pertence a uma bola U(r), isto é, ||lz|| < r. Como ax =< 2, fe >,
pela inequação de Cauchy­Schwartz temos,

Hagl| =|| < 2, fx >< le < rilfell,

onde rl|f.|| não depende de z. Assim, existe um número finito de possibilidades para a, e o
conjunto de todos 2 € H para ||2|| <r é finito. =

Exemplos de Reticulados importantes

Reticulado n­dimensional An: Para todo n > 1, Av = ((ro,71,...,tmn) E ZE 19 +
11 ++ ­+xXx,=0) é um reticulado. Por definição, temos que A, está contido no hiperplano
d;ti=0no R"*+!, possui uma matriz geradora B, dada por:

—l 1 0 O ­­: O

0 —1 1 O

0 O 1

onde detA, = det(BB') =n + 1.
Reticulado D,, para n > 3: Temos que D, = ((t1,...,

um reticulado. Sua matriz geradora é dada por;

—1 —1 O

onde det D, = A.

Reticulado 8­dimensional E;: Temos que o sistema de coordenadas pares de Eg con­

siste dos pontos f(t11,:­­,x8) : Vt; € Z ou VT; € Z+ 3,1 = O(modulo2)). O sistema
de coordenadas ímpares é obtido mudando o sinal de qualquer coordenada: os pontos são

((x1,:+coT8): Vi; EZouVr;EDZ+3,))T1;=2r8(mod2)). À matriz geradora de FE; é dada
por
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v
e

e
O

O
O

O
O

O

v
e

m
O

O
O

O
O

O
O

v
m

O
O

O
O

O

[N
S

e detB = 1.

Reticulado 6­dimensional Es: Os vetores em Eg perpendiculares a qualquer A, subretic­

ulado V em Eg formam o reticulado Es, isto é, Es = (tr € Egg: 7: v=0,Vv E V). À matriz
geradora de Fç;ç é dada por

1
LL 2

e o seu determinante é detB = 3

Teorema 2.6.1 Sejam H C R* um reticulado e 5 C Rº um subconjunto integrável tal que

v(S) > v(H). Então existem x,y € 5, rt £y tal quex —y € H.

Demonstração: Sejam v = fu1,::* ,vn) uma Z­base de H e P, a sua região fundamental.
Assim, 5 = UseSN(h+P,) é uma união disjunta. Como o volumeé invariante por translação,
temos que LC

=X uUSN(h+P,))=3Sv((­h+S)NP,).
heH heH

Os bdo) + S5)NP,, he MH, não podem ser disjuntos, pois caso contrário, teríamosque v(P, > Su—h +S)NP,) = v(S), o que é contra hipótese. Portanto, existem
heH

hi,ha E H, tais que
((=h + S)N PI) N((=ha+S)NP) 0.
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Logo, existem 7,y E S tais que 7 — hy = y — ha. Portanto, rt ­y=Mh­h EH.

Teorema 2.6.2 Sejam H um reticulado no Rº e 5 CR" um subconjunto integrável convexo e

simétrico em relação a origem. Se v(S) > v(H)2" então SN(H — (0)) £ 94.

"
1Demonstração: Como v (às) = 2""v(S) > v(H), segue do Teorema 2.6.1 que os conjuntos

—S + z não são disjuntas dois a dois, isto é, existem 11,22 E H, 7 É 2 60,0 ES, tais que
1 1

o.3º +an= 2º + 22. Como 5 é simétrico e convexo, temos que
' |

a ESen­an=30+(1­3)a E SN(H (0). =

Teorema 2.6.3 Sejam H um reticulado no Rº, S CR" um subconjunto integrável convexo e

simétrico em relação a origem. Se v(S) > v(H)2" e S é compacto, então SN(H — (0)) £ 9.

Demonstração: Seja o conjunto (1+e)S, para e > 0. Então (1 + e)S é compacto, convexo
e simétrico, e v((1+e)S) > 2"v(H). Pelo Teorema 2.6.2, segue que (1 +e6)SNH— (0) £Q.
Como H é discreto segue que (1+e)SNH— (0) é finito, e portanto, é compacto. Agora, temos
que se e, < 62, então (1+«)S C (1 + e2)S, uma vez que se (1 He)rEe(l+a)S,comtzeES,

1+ 3 T, Ou seja, y =rr,1 + €2
para algum O <r < 1. Assim, é suficiente mostrar que rr E 5. Como 5 é convexo, temos que,
então (1 +a)r=(l1+e)y ES, comyeES se, e somente se, y = (

1
(1­ t)(—x) +tr E S, com O <t < 1. Em particular, se t = — < 1, temos

1). 1(1­4 Jeo+S rI=rT%91€S.
Assim, concluímos que (1+e))S € (1+ e2)S, para todo e2 > «7. Pelo Teorema dos Intervalos

Encaixantes, segue que [WL+9)S)N (H —(10)) £0. Assim, existe r E H—­ (0) er E (1+e)S,
€>0

para todo e > O. Finalmente, temos que (rn) = 7 | é uma sequência convergente de S,
1+ 2

n

e como S$ é compacto, segue que (rn) converge para x E 5. Portanto, SN H — (0) É.

2.7  Reticulados via corpos de números

Nesta seção apresentamos uma maneira de obtermos reticulados através da Teoria Algébricas
dos Números, através da imersão de um corpo de números K no R", de modo que a imagem

de ideais no anel dos inteiros Og, correspondam a reticulados neste espaço.
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Recordamos que dada uma extensão K de Q de grau n existem n monomorfismos distintos

0; : K— CT, uma vez que o polinômio minimal de um elemento primitivo de K sobre Q tem

somente n raízes em C. Se 0;(K) C R, dizemos que 0; é real, e caso contrário, dizemos que o;
é imaginário. Quando todos os monomorfismos são reais dizemos que K é um corpo totalmente

real e quando são todos imaginários dizemos que K é um corpo totalmente imaginário. Se
a: C—Cé a conjugação complexa, então para todo j = 1,­­­ ,n, temos que aco; = Ox,
com 1 < k < n, e que 0, = 0; se, e somente se, o;(K) C R. Assim, usando r, para denotar o
número de índices tal que o;(K) C R, podemos ordenar os monomorfismos a1,:­­ ,on de tal
modo que 01,:++ ,0r, sejam os monomorfismos reais e Or 4ro+j = Orit;, paraj= 1," ,7o,
são os monomorfismos imaginários. Então n — r, é um número par, e assim podemos escrever

rn, +2r7 =n. Para cada x E K, temos que o homomorfismo og : K— R” definido por

ox(x) = (a1 (7), Co, Tri+ro (x)) ER Rº”?

é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado homomorfismo canônico de K em RU x R*?.
Geralmente identificamos R"' x Rº*? com R”, e este homomorfismo pode também ser visto como

OkK(D) = (o) (x), CCUROTR (x), Ron +1(D), Sorg+1(D), “Oo ROr+ra (x), Sorn+r2(D)),

onde RN(x) representa a parte real e S(r) representa a parte imaginária de r.

Proposição 2.7.1 Seja K um corpo de números de grau n. Se MC K é um Z­módulo livre

de posto n, com base fai, , an), então o(M) C R" é um reticulado, com volume

v(o(M)) = 2""P|det(o;(a;))|.

Demonstração: Para cada j fixo, as coordenadas de 0(a;) com respeito a base canônica do
R” são dadas por

(o, (a;), 02(0;), CR OR (a;), Ror +1(0), TO +1 (03), “Co Ror tro (a), SOritro (a;)). (2.7)

Agora calculemos o determinante D da matriz que tem a j­ésima coluna dada pela equação
1 1

(2.7), fazendo uso das seguintes fórmulas R(2) = a? +32), S(2) = a;(? — z) para z ET e das

transformações elementares no determinante, a saber, pela adição da (r, + 2!) ésima linha a
sua anterior e em seguida pela subtração da (r, + 2! — 1) —ésima coluna da sua posterior, para
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[=1,:­­,ra. À matriz geradora G do reticulado é dada por

01(a1)
02(01)

Ir, (a)

R(0rn +1(01))
S(0rn+1(01))

R(Or1+r2 (a) »
S(0r +r2(0&1))

91(0;)
g2(a;)

971 (0)
R(07,+1(0;))
S(o7+1(0;))

R(0r, +r2 (a; »
S(0r1+ra(0%;))

01(an)
02(0n)

071 (On)

R(07+1(O%n))
Sor +1(0n))

R(0r,+r2 (an))
S(07 +72 (Qn))

01(0%)
g92(an)

91(0;)
g2(0;)

01(01)
02(01)

97, (On)

Ori+1(0n) + Gri+1(On)
071 (a;)
Tri+1 (a;) +OIr+1 (a)
Ori+1(&;) — 0r+1(0j)

Tri (a1)

Ir+1(01) + orn+1(01)
gr +1(01) — orn4+1(01) ori+1(O&n) — or+1(0n)

Tri+ra (a;) + Iry+ro (a;) Tri+tro (on) + TIri+ra (an)
Tri+ra (0) — Iry+ro (0)

Tr, +ra (a) + Orit+ro (a1)
Tri+ra (a) — Ory+ra (a1) Tr, +ra (on) — Iri+tra (on)

1
2%

rT2

a1(01)

92(01)

ES (o)
ori +1(01) + or+1(01)
Ir +1(04) — ori+1(01)

Ori+ra(01) + Or+ra(01)
Tri+ra (01) — Iry+ro (01)

4 5 6 7

. 01(0;)

. 02(0;)

In (a;)
« ort+1(0;) + orn+1(0;)
­ Ir+1(05) — 0rn+1(0;)

* TIritr (aj) + OIri+ra (cj)
* Tritro (0;) — Tri+ra (aj)
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ri +1(0n) + or +1(On)

« Ir+1(0n) — or +1(On)

« Irit+ro(On) + orn+ra(On)
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01(01) ... 01(0;j)
02(a) ...  02(a;)

ra onlíam) ... onía;)
MESSI(—1)” (3) (5) 27º Iri+1(01) e... Ori+1(0;j)

ori+1(0:) e... or +1(0%;)

Critra(&a) ... Ortro(Oj)
Iritra(m) ... Iritra(0;) A

01(01) ..e 01(0;j) ..e 91(an)

02(a1) e... 02(0;j) ... 02(an)

07, (01) e. 07, (0j) e... Or, (om) — (21) det(o;(ax)).
Ir+1(01) ... onq1(o;) .. onçi(on)
or +2(a) ... ori) ... orç+2(on)

Gritarnalo) ... Ortanla;s) .. Oritana(On)

Portanto, D = (21)"? det(o;(a;)), j,ií = 1,­++,n. Como fa,::­ ,an) é uma base de K
sobre Q, segue da Proposição 2.3.5 que det(0;(a;)) é O, e portanto, D É O. Assim, os vetores
0(a;) do R* são linearmente independente e geram o(M), ou seja, o(M) é um reticulado do

n

R”. Do fato de fa, , an) ser uma Z­base de M, segue que m = 3 aja, a; € Z, e portanto,
j=1

m E M. Assim, o(m) = 3 ajo(os), a; E Z, ou seja, o(M) = > ajo(a;);a; E 2). Logo,
v(o(M)) = |D] = 2""| det(0;(a;))|. "

Exemplo 2.7.1 Sejam K = Q[V7] e Ox = Z[V7] seu anel dos inteiros com Z— base (1, V7).
Como K é totalmente real então r2 = O, e portanto

17v(0(Og)) = e ( %Z) 2/7.
A imagem do homomorfismo canônico o(Z[V7])) € Rº é um reticulado de posto 2 em Rº cujo
volume é 2/7.
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Proposição 2.7.2 Sejam ógio o discriminante absoluto de K, Ox o anel dos inteiros em K, e
1 um ideal de Og. Então, o(Oxg) e o(TZ) são reticulados, e

v(0(Ox)) = 2"lôx1o|? e v(o(D)) = 2" /xol* ND).
Demonstração: Pelo Corolário 1.2.3, temos que Ox é um Z­módulo livre de posto n e pelo

Corolário 1.2.4, segue que Z é um Z­módulo livre de posto n. Segue da Proposição 2.7.1 que

09(Ox) e o(Z) são reticulados. Se ([01,:­+ ,an) é uma Z­base de Og, então óxjo = det(0;(a;))?,
ou seja, lóxIo!? = det(o;(a;)). Assim, pela Proposição 2.7.1, segue que v(o6(Og)) = 2"2/óxQ|?.
Para a segunda fórmula, temos que N(T) = tOg/TI = Ho(Ox)/0(D), pois o(7) C o(Ox) é
um subgrupo com índice N(Z). Como um domínio fundamental de o(Z) é a união disjunta de
N(T) cópias de um domínio fundamental de o0(Ox), segue que v(o0(Z)) = 2­"2/óxo| N(D). =

Observação 2.7.1 À matriz geradora do reticulado o(T) é dada da seguinte maneita

a1(n) O or (n) Ron +1(N) Sorn+1(n) O Ron +ra(Y1) Sor +ra(Y1)
o1(712) + on(t) Ronn(1) Sonn(1) +: Roninn(Y2) Som+ra(V2)

o1(n) e 7, (Tn) Ront+1(Mn) Sorn+1(n) + Ronan(Mm) Tor +ra (Mn)
e pode ser obtida da matriz geradora G via a matriz mudança de base entre as Z— bases de T e

Og. Assim, Gz = TG.

Corolário 2.7.1 Se À é um subreticulado do Z" então v(A) = o (Z”/A). =

Proposição 2.7.3 Sejam Q € K uma extensão de grau n, r, er2 como definidos anterior­

mente, ógig o discriminante absoluto de K e 17 À Ox, um ideal não nulo, onde Ox é o anel dos
4º n! 1

inteiros de K. Então existe x E T,x £ O tal que |N(t)| < C lx EN ).
Demonstração: Seja o : K— R" x CC”? o homomorfismo canônico. Seja

Ti r2B; = TB Uri é ra) = Rx Cº;S luil+2D [e] < dd)
i=1 j=1

onde t E R et>0. Como B; é fechado e limitado, segue que B; é compacto. Além disso,

B, é simetrico em relação a origem do R” e convexo, uma vez que se x,y E B;, tal que

r=(1,'+ Ur ec 1 2ra), y=(n1,'""' ENO ERAS 1 Zra) e0<as 1, temos que
T1 T2 Ti r2

Solul+2D|<te Dlgl+2DC2/<t
i=1l j=1 i=l j=1
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Então,

ar +(1­a)y=a(y,""' Uri ACC to) +(1­a)(n, ++ Ut Era)
= (ay +(1­a)y,ay+(1­0a)ys, + Un +(1­a)y an+(1­a)a, az +(1—­0)2,)

+(1— a) z;|

sadia(1­0aEira Sa(1­aÉ
ca Susi) +(1­0)(EmÉs) casaco =,

ro fºou seja, ar + (1— a)y E Br. Também, v(B;) = 2" (7) ­. Agora, escolhemos t de maneira
que

v(B, = 2Qv(0(T)).
2 1ºAssim, 27 Ã) mm”= 2""2/ógo|? ND) e então tº = 9""x"nllógo|=N(D). Pelo Teorema

2.6.3, existe yE DB; 9o), y £ O, ou seja, existe x E Z — (0) tal que y = o(x) E Br. Como,NXritraNo) =[[60) Te)) TI Ia:(0), pois Ja(a)|? = os(a)ó:(0),temos que
i=1 i=l

r1i+tra=]Ia() 1] lo)? < 3)laio)r+Ê Do eo <=,
i=r1+l

uma vez que o(r) E B;. Portanto,
21 ! PrIN) < FEM IND Ea ivo = (É) Tino.

Corolário 2.7.2 Com as hipóteses da Proposição 2.(é 3, temos que toda classe de ideais de KR4)”contém um ideal inteiro B tal que [N(B)| < (3 E lónal!.
Demonstração: Seja E uma classe de ideais de K. Seja 1o C E€ um ideal fracionário. Pelo
Teorema 1.6.2, existe Z7 * ideal fracionário tal que 1oT7' = Ox. Assim, existe d € Og, d £ O,

tal que dT7' C Ox é um ideal inteiro e que Og = (dTo)(dIÇ'). Se G = dTo, então,
I=G'=(d0TO9 =dTs' é um ideal inteiro e G C E. Pela Proposição 2.7.3, existe x E G,

x £ O, tal que
4 2 nº 1IN(9)| = N(Oxe) < (2) ElsoliNE.

!

ló? Como N(Oxgr) = N(OgxT!I)= N(OrgxrT ')N(Z), segue

1 2 3 4 5 6 7 unesp”” 1 12 13 14 15 16 17 18



2.7. RETICULADOS VIA CORPOS DE NÚMEROS 87

Falta mostrar que B = OgxT"! = OrxxtG é um ideal inteiro. Temos que B C E, pois é um
produto de um ideal principal por G& e que Oxr C T7 se, e somente se, TZ divide Ox se, e
somente se, existe B ideal inteiro tal que Ogxr = ZB. Portanto, OgkrT' = B é ideal inteiro. À

Corolário 2.7.3 Com as mesmas hípóteses da Proposição 2.7.3, temos que

linol > E (EE)RONE3 (Va
e é limitado por uma constante de R.

log(lóxial)

Demonstração: Pelo Corolário 2.7.2 existe B um ideal não nulo inteiro tal que
4 ” nº 1

1<N <—­ — 2,<nis)< (À) Tiseal!
TNT2a nº TN 2T2 nº T

Ássim, |ó 3 > (D) — e portanto, ló > (O) . Como — < 1 e 2r7 < n temoslóxel? > (7). 7 e P lóxol 2 (7 nº n
2

nºTNP ON TN”
­que jóxio| > (Z) ne Se an = (Z) mo? então

2n

(n + 1)20+)) ll
WE mID

3

1

: 31º º3nT 3n"Tn 37º
Assim, ar, = : e Ea 3T 3 Logo, lóxgo]| > 7

3T NV 4Agora, temos que Jóxio] > (= ) o Como

lóxio| > 3m NX”segue que lógio| > d ã
n 1

<
: 5

log lóxio| log >
Teorema 2.7.1 (Hermite­Minkowski) Para todo corpo numérico K é Q, o discriminante é
£ +1.

3x NT 3Demonstração: Pelo Corolário 2.7.3 temos que |lóxo| > À (E) . Como 7 >le — >1"34

segue que lóxio| > 1. Portanto, |Jógio] É 1. "
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Corolário 2.7.4 Se K é uma extensão de Q não ramificada então K=Q.

Demonstração: Suponhamos que K é Q. Pelo Teorema 2.7.1 temos que |lóxio| > 1. Assim,
existe um primo p que divide óxio. Pelo Teorema 2.4.2, temos que p ramifica, o que é um
absurdo. Portanto, K=Q. =

Teorema 2.7.2 (Hermite) Em € existe somente finitos corpos numéricos com um dado dis­

criminante óxIQ.

Demonstração: Pelo Corolário 2.7.3, o grau de tal corpo é limitado. Fixemos n,r1,72. Seja

K este corpo. Em R"' x C”? definimos o conjunto :
:

TNT 1.1) D=((Y,: cont A) ER XxX OP cn | <2 (2) lxelt lvl < Z,i=1omne
1.

<>=,j=1,,ra,11>0)
1

a *º
:

­

TN l­r2
1 s... ;Zra) E Cr? : la — Z1| < 27 (3) lógiol?, | +ã] <2

2, ***,To2, ri=0.)
Temos que D é compacto, pois é fechado e limitado, e D é convexo e simétrico em relação a

1.

origem no R”. Vamos calcular o volume de D. Seja o o homomorfismo canônico de K. Se A é

o anel dos inteiros, então o(A) é um reticulado com

v(o(A)) = 2" óxol? e v(D) = 2"v(o(A)).

Assim, pelo Teorema 2.6.3, existe g E DN (o(A) — (0)). Assim, existe x € A — (0) tal que
o(r) € D. Vamos mostrar que x é um elemento primitivo de K sobre Q. No caso t) temos que

1
n

lo;(x)| < 2º Para 1 £ 1. Como |N(x)| = II la;(x)| é um inteiro positivo, segue que [o1(x)| > 1.
i=1

Ássim,

la1(x)| é Jai(x)|, para todo 1 £ 1.

Portanto, x é um elemento primitivo, pois caso contrário a1(r) coincidiria com o;(x), para
algum 1. No caso it) temos analogamente que |a1(x)| = |a1(xr)] > 1. Assim, Jo1(x)] É loj(x)|
quando 0, É 0; ou 07 É 0j. Agora, como

lai(x) + io1(x) + (x) = io1(x)| = [261()| < >
segue que R(01 (r)) < T Mas isto significa que 01(r) não pode ser real, pois se for contradiz
la1(r))| > 1. De modo análogo a 1) concluímos que x é primitivo. Em 1) e ii) segue que os
conjugados c;(xr) de x são limitados. Portanto, as funções simétricas elementares dos o;(x)'s
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são limitadas. Em outras palavras, os coeficientes, assim como o grau do polinômio minimal,

são limitados. Como r é inteiro, segue que seu polinômio minimal é mônico com coeficientes

em Z. Como o grau e os coeficientes do polinômio minimal são limitados, existe somente um ­

número finito de possibilidades de valores de x E C. Como r gera K, existe finitos K. =
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Capítulo 3

Ramificação e diferente

Sejam A um domínio de Dedekind, K seu corpo de frações, L. uma extensão separável de K

de grau n e Or o anel dos inteiros de L sobre A. Pelo Teorema 1.6.1 temos que Or, também

é um anel de Dedekind. Vimos no capítulo 2, quais ideais primos P de A que ramificam em

L. Neste capítulo, veremos como determinar os ideais primos Q de Or que ramificam em L.

Para encontrar estes ideais introduzimos o conceito de diferente. Neste capítulo usamos as
referências [4] e [8].

3.1 Diferente

Nesta seção, introduzimos o conceito de diferente e apresentamos suas principais propriedades.

Para isso, seja L um corpo e L; o dual de L. Pelo Corolário 1.2.2, temos que existe um

isomorfismo é : L — L, tal que p(r) = S,, onde x E L e S,(y) = Trug(xy), para y E L.
Seja (x71,:+* ,xn) uma K­base de L e seja 17, ­­­ , x elementos de L tal que (71,1, On) É
uma base dual, isto é, x: (r;) = Trug(tix;) = di, onde d;; = 1 e dj; = O se i £ j. Assim,
(X1,­+­ , 1%) é também uma base de L, chamada de base complementar de fx1,:+­ ,Tn).

*Proposição 3.1.1 Com as notações acima, temos que D(x1,­+­,rr)D(ri,­++,xt) =.

Demonstração: Sejam 017,:+­* ,o, os K­isomorfismos de L. Consideremos as matrizes

X = (oí(x;));; e X* = (oi(T%:))ij.

Denotando X* para a matriz transposta de X, temos que (X*)'X = (Trug(rir;));i. Assim,| 31 1i)

det(X*)! det(X) = 1. Pela Proposição 2.3.5, temos que

Dx, tn) = det(X)º e D(xt,:++ xt) = det(X*)?.
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3.1. DIFERENTE

Portanto, D(r1,:++,tn)D(xi,s, Tt) =.

Definição 3.1.1 Seja M um subconjunto do corpo L. O conjunto dado por

M* = (x E LiTrug(xy) E A,VY E M)

é definido como o codiferente de M sobre K, que também é chamado de dual ou complementar
de M.

Proposição 3.1.2 Sejam M um subconjunto de L e M* o codiferente de M sobre K.

1. M* é um A­módulo. Se OJ)M € M então M* é um módulo sobre Ox.

2. Se ME M3 CL então M3] EMT CL.

3. OL E Or.

4. Se M é um A­módulo livre ­com base fx1,:++* ,xn) então M* é um A­módulo livre com
base fai, ct) e M* = M.

Demonstração: 1) Sejam 77 e 12 € M*. Se y € M, temos que

Trukg((r1 + x2)y) = Trug(t1y) + Trukg(Ty) E A.

Assim, 17 +12 € M*. Agora, sea e AexEM* eseyE M, temos que

Truxg((ar)y) = aTrug(xy) E A.

Assim, ar € M*. Portanto, M* é um A­módulo. Agora, assumimos que O,M € M. Sebe Or,

x EM*eyEe M temos que

Truke((bx)y) = Trug(xc(by)) E A,

pois by € M. Assim, br E M*. Portanto, M* é um Or ­módulo.

2) Suponhamos que M, E M,. Se x; E M3, então, 12 E L e Trukg(tray) € A,Yy € M2. Como
M, € M3 temos que Trukg(r2y) € A,Vyy E Mi. Logo, 12 E Mr. Portanto, M3 € MY CL.
3) Como O; é inteiro sobre À e integralmente fechado segue que Truk(Or) C A. Assim, se
x,y E Or então Tr(xy) E A, e deste modo x E Or. Portanto, On, E Of.
4) Seja (11,:+­ , rn) uma base de M e seja (11, ­­+ , 1%) uma base de L tal que Trukg(tix;) = O
se 1 É j, e Trug(rix;) = 1. Como 0,1 E À segue que

ri E M* = (xi E LiTrug(rixt;) E A,Vr; € MY.
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n n

Portanto, NS Att C M*. Reciprocamente, seja Nair: EM, coma; EK, para í=1,­­­,n.
i=1 i=1

Então, para7= 1,:++ , n, temos que

a; =Tr ((ex) 5) EA,
i=1

n n

e deste modo M* C NAT . Assim, M* = SA. Portanto, M* é um A­módulo livre e
1=1 i=1

M** = M. =

Teorema 3.1.1 Se L = Ka], onde a é inteiro sobre A e g(x) = x" +en1X"l+:­­+c E AÍX]
o polinômio minimal de a sobre K, então:

t
a at!

1) T Ts /)=0 1 =1,­.­­ — 2, eT = 1,) TLIK (; o) , PATA ? , Mt 2 e TLIK Éo)
1

2) Alal* = —— Ala].9 (a) [e]
Demonstração: 1) Sejam à = a1,:*+ ,ar, os conjugados de a sobre K, onde são necessari­
amente distintos e pertencem a uma extensão de Galois L, de grau finito sobre K. Devemos

o oicalcular Trux (5) = ——E—, parai=1,:­­,n—1. Como g(x) é o polinômio minimal* (775) * 2 Flo)
n

de a, temos que g(x) = Ile — 0). Assim,
k=1

1
=

176) “Uma
k=1

n

e podemos expressar este produto como a soma d
k=1

dk
, para certos elementos ax,

T— Ok
n

1 Ork=1,­­­ ,n. Sendo —— = ——— , temos queDrum q(8) &
ago) &k

k=1 k=1 izk

para todo é = 1,­­­ ,n. Assim, paraj=1,­­­,n, temos que

1= Ya; (To — ao) =0a; Ta; — a).
k=1 izk izj

1
Logo, aj;= Jia) Pa ja Ane

iÉj
algoritmo da divisão longa de Euclides, temos que

1 1 1 1

g(r) mm * an+Hl + Qxnta
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—

1 el E asCgJ(a)(z­a) Cyíloglkz
n

Assim, temos que DER: É +=ss(ar) |£€

última igualdade, temos que Y (& 3) == 0, para à = —2e » Sã5) =k
k=1

ao2) Primeiramente, temos que f ;9 (o)

l a o? 1atoa À =—+ + ­­­. Comparando esta

) é uma base de LI, sobre K, uma vez que, se
=0,­ ,n—1

com a; E K, para j = 0,:+­,n — 1, então 0 = Truk(y)
no? j+1aTomando ya = >aj (So) temos que)j=0

n2 ej+l0 = Trug(yo) = Trux ” aj (E) = ano.er A NAC)
Ássim, de modo análogo, temos que a; = O, para todo j = 0,1,­­­ ,n — 1, e como a dimensão

n—l

é n, segue que é uma base. Agora, tomando y = Sd ao € Ala] temos que
i=0

airTrux (EE ) = atri (&Do)=EA,
1

e assim, € Ala)”, para todo j = 0,­­­ ,n—1. Portanto, Alal——— C A[fa]*. Para mostrarTo (o)
—!

oi aa outra inclusão, se y E A[a]*, entãoy = 3 (5): uma vez que os elementos 7(a)'j=0 Ii 9 (a

para j = 0,­­­ ,n — 1, formam uma base de L sobre K. Assim,

n—l ;

oTri K(y) = a;TTuK (75) = aAn1 E A,| 2 j+TL 9 (a)
pois y E A[a]*. Analogamente,

Truxe(ya)
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9'(a)
—

a”
.

= ano2o+ an, TruK ( = dn—2 — An] > ciTTLK
= aAn2 = Ana),

pois aº = (cat! + cat º+:c+ec), com c; E À. Como an2 — an—1c1i E À segue que
1

an­2 E A. De modo análogo, a; E À, para todo 1 =1,­­­ ,n—1. Portanto, Ala]* = Tate
o que demonstra o Teorema. =

Proposição 3.1.3 Se L = Ka], onde a é inteiro sobre A, então Oj é um Ou­módulo finita­
mente gerado.

Demonstração: Pelo Teorema 1.1.1 temos que A[a] é um A­módulo livre de posto finito. Pela
Proposição 3.1.2 item 4) segue que A[a]* é um A­módulo finitamente gerado. Como Aja] E Ox,
segue que Ot € Alfa]*. Como A é Noetheriano, pois é Dedekind, segue que Of é um A­módulo
finitamente gerado. Portanto, Of também é um Or­módulo finitamente gerado. "=

Corolário 3.1.1 Or é um ideal fracionário de L.

Demonstração: Pela Proposição 3.1.3 segue que Ot é um ÓOr­módulo finitamente gerado.
Assim, dOr € Or, onde d é o máximo divisor comum dos númeradores dos geradores de Or .m

Definição 3.1.2 O ideal (Ot)! C Or, é chamado diferente de Or, sobre A e é denotado por
A(OL|A) ou A(LIK).

Exemplo 3.1.1 Seja L = Q(V2) e Of, = Z[V2]. Temos que

Oi = Z[V2)* (2nº imneZ),
assim A(Z[V2]|Z) = (Ot)! = (4a +2)/2h: a,b € Z) = 2)/22[1/2].

Observação 3.1.1 Como Or, E Or então A(Og|A) é um ideal inteiro de Or. Sendo Or, um

domínio de Dedekind, então A(Og|A) pode ser escrito de modo único como A(Ox|A) = Il Qe,
onde Q são ideais primos de Or, e so > O são inteiros.

Definição 3.1.3 O inteiro so é chamado expoente para Q do diferente A(OvJA).

Proposição 3.1.4 Se L = K[a], onde a € Or, e 9(x) E Alxr] é o polinômio minimal de a: sobre
K, então A(Or|A) = Org (o) se, e somente se, On, = Ala].
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Demonstração: Se Or, = A[a], temos pelo Teorema 3.1.1, que Of = 7) Assim
­1A(OLIA) = (O)! = (75º) =9()O.

1
: : DosReciprocamente, sejam Ot = To OL ez€E Or um elemento. Assim, existe um polinômio

h(x) E Klx] de grau menor que n = [L : K] tal que z = h(a). Na demonstração do Teorema
3.1.1, vimos que

n

—

g(x T— O;1=2,7 T—QAx) =­>2NZsk=1 9(ar) k=1 iZk

n

: A:
TO;onde a = a1,: ++ , a, são os conjugados de a sobre K. O polinômio hi (x) = > h(ax) II— ”

k=1 izk ?

— (Y;tem grau menor que n e hi(a;) ­> h(ox) | [=" * = h(aj), pois se k £ j temos que
k— Oi

iA£k

IIA = 0. Então h(r) = hi (xr), pois o polinômio h(x) — hi (xr) tem n raízes. Mas,
kT O

iz1

: 9x) ao g(x)Como todo coeficiente de está em L e é inteiro sobre A, segue que — Ee Our].
r­OQa

— Tr —z9(8) T ssim, z = h(a aComo ———To)) € Or, segue que h(xr) = Trux (E = o) € Alx]. Assim, h(a) E Af[al.

Portanto, Or,= Alfa]. =

Exemplo 3.1.2 Sejam L = Q(YV3) e OL = Z[V3]. O polinômio minimal de (3 é 1º — 3.
Assim, A(OLJA) = 2/3Z[3].

Proposição 3.1.5 Seja J um ideal fracionário de On. Então Trug(JS) & A se, e somente
se, IJ Or = A(O0LJA)”?

Demonstração: Se J cc Or então Trug(S) & A. Por outro lado, se x € Or ey € J, temos
que xy € OnJI = JJ. Como Truxk(7S) & A, segue que Trukg(tzy) E A, Vr E Or. Portanto,
ICO =

Lema 3.1.1 Sejam A, B ideais fracionários de L. Se para todo M ideal fracionário de L

tem­se que M € A se, e somente se, MC B, então A= B.

Demonstração: Se x E A então M = (1) C A. Assim, M C B, ou seja, 7 € B. Logo,

ACB. Análogo, para BC A. Portanto, A= B. =
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Proposição 3.1.6 Seja Ly uma extensão separável de IL. de grau finito. Seja Or, Op e À o
anel dos inteiros de lL1, L e K, respectivamente. Então

A(O, |A) = On, A(OL|JAJA(Or, [Oz ).

Demonstração: Seja M um ideal fracionário de Or, tal que M € A(Or,jJOu)"!. Pela
Proposição 3.1.5, temos que Tri, 1(M) €& Or. Assim,

A(OL|A)"! SD A(OLJA)Tri (M).

Como M = MO,;, temos que A(On JA) 5 Tri (On, A(OLJA)!M). Temos também que

A 23 Truk(A(OL/A)7!) SD Trueg(True (Ou, A(OLJA)AM) = Truigk(Ou, A(OLJA) MM).

Novamente, pela Proposição 3.1.5, temos que

Or, A(OL|A)!'M E A(Or, |A)! e que M E Or, A(OLJAJA(Or,|A)!.

Pelo Lema 3.1.1 segue que A(Or, |Opu)"*! = On, A(OvJA)JA(Orn,|A)!. Portanto, A(On, |A) =

Definição 3.1.4 Sejam K um corpo de números, L uma extensão finita de K de graun, e A
e Or, os anéis de inteiros de K e L, respectivamente.

(1) O diferente A(OLJA), também denotado por Ang, é chamado de diferente de LIK. Em
particular, se K=Q, o diferente de LJIQ é chamado de diferente absoluto e denotado por Ar.
(ii) Sejam P um ideal primo de A, S= A­P, A = SI'AeEO, = SOr. O diferente
A(OLJA) é chamado de diferente de L|K sobre P é denotado por AP(LIK) ou Ap.

Proposição 3.1.7 Com as notações da Definição 3.1.4, temos que OLA(OL|JA) = A(OL JA).

Demonstração: Se x E O,A(OgJA) então z é da forma S com y E A(Or/|A)esE S. Seja
z E (On)*, onde (O)* o codiferente do A­módulo Or. Assim, Truk(z2Op) C A. Sendo Or
um A­módulo finitamente gerado, então considere ft1,:+« ,tm) um sistema de geradores. Seja

a;
­Trug(zt) = —, coma; E À e s; ES. Se sa =5] + sm E 5 então

S;t

Trux (zsoti) = soTruK(2t;) E A,Vi — 1, ..m.

Assim, Trukg(zsoOrp) & A e portanto zsºo E Or, isto é, yzso E Op, pois y € A(Og JA). Logo,

2 UYZS '12 =2É2=2% ec Or,
S EXT
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3.2. RAMIFICAÇÃO E DIFERENTE 97

o que implica que x E A(OLJA). Assim, OA(OL|JA) E A(OLJA). Por outro lado, seja
x E A(OLJA'). Sendo O? um ideal fracionário de Or, segue que Of é um A­módulo finitamente
gerado. Seja fa1,::*,2m) um sistema de geradores do A­módulo Ot. Temos que o traço
Trug(zOru) & A, para à = 1,­++,m. Como S C K, segue que Trug(ziOg) C A, ou seja,

€ (Or)*. Assim,
' bi

x1z; E Oy, ou seja, 12; = " com bj EOpesjES.
Ses=si:::sn ES, então stz; E Op, para todo 1 = 1,­:­ ,m e assim srOr € Or. Portanto
sr E A(OL|JA) e x € OLA(OL|A). Logo, A(OLJA) E OLA(OL|A). Portanto, O,A(Oz|A) =
A(OLIA').

3.2 Ramificação e diferente

Nesta seção apresentamos um importante Teorema, que relaciona o conceito de diferente e

ramificação. Provamos neste Teorema que os ideais primos de Or, ramifica se, e somente se,

estes divide o diferente. Sejam À um domínio de Dedekind, K seu corpo de frações, K € L

uma extensão separável de grau n e Or, o anel dos inteiros de A em L. Se P é um ideal primo
9

não nulo de A, então PÓ; = Il Qi, onde cada Q; é um ideal primo de Or, uma vez que Or,
i=1

é um domínio de Dedekind. Sejam

V: A A/P=K, vo: Of — Ou/POn, Vi: Of — O7/2;=L,

os homomorfismos canônicos de anéis, para todo à = 1,­­­ ,n. Seja nm; : O7/POrL — Or” /Q:
9

a i­ésima projeção induzida do isomorfismo natural On /POrn > Il Or/Qi. Assim, se y € Or,
i=1

então

Voly) = y + POr e milo(y)) =y + OF.

Estas funções são naturalmente extendidas para os polinômios, pela ação dos coeficientes. Seja

S=A­P,A=S A O,=S '!OreP = AP. Nesta seção, analizamos quando um ideal
Q de Or, ramifica em L.

Lema 3.2.1 Ser € Or, então mukxk E Alx] e v(mug(z Ile

V(Trukg(x) = 26[Treoe(4;(e))] e v(Nug(T) TI,ix(4;(£)))º.
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Demonstração: Como x € Oy, segue que o seu polinômio minimal sobre K tem coeficientes

em A. Pela Observação 1.2.2 temos que o seu polinômio característico é uma potência do

polinômio minimal e também pertence A[x]. Pelo Teorema 1.8.2, temos que

On/PO, = Ou/POn e A/AP = A/P.

Como A é um domínio de ideais principais pela Proposição 1.8.5, segue que Or é um A”­
módulo livre de posto n. Pela Proposição 2.4.1, temos que Mo; a (tr) = muk(r). Como
O7/PO, > Or/POr é um espaço vetorial de dimensão n sobre A/AP = A/P, segue da
Proposição 1.2.4 e da Observação 2.4.1 que

Vvímuxe(z)) = V(mons(2))= Mo pon /4'p) (Vo())
9

= M(o/PoyI(a/P)(Vol(z)) = | [mo ota Ti ol )).
j=1l

Agora falta determinar o polinômio característico. Para isso, sejam

k=e,R= Or7/21, Ra = 9;/2,­­­ ,Rj= 2/28, Rr = Qt Qt, R, = O.

Temos que R é um anel, A/P = K é um corpo contido em R e R é um K­ espaço vetorial,
cuja dimensão finita é igual ao grau de inércia de Q; em K C L. Assim, temos uma cadeia
estritamente decrescente de K ­subespaços vetoriais

Rom oRoS: DR, >5ORk=0O0,

e definimos uma multiplicação escalar como segue: (b + Q2t)(y + Qt) = by + Qt, onde b € Or, e
ye Qi. Deste modo, cada R; torna um ideal de R. Como Oy, é um domínio de Dedekind, segue
que não existe um ideal 7 tal que Qi DID Qi, pois caso contrário existirão ideais C e D
tais que Qi = JC e TJ = QD. Logo, Qi = QI"DC e assim, Q; = DC. Como Q; CDE A
e Q; CCC A, e como Q; é maximal segue que Q; = Dou D= A. Assim, a condição 2)
do Teorema 1.2.3 é satisfeita. À condição 3) também é satisfeita, uma vez que se y € Rh e
2 E Ri] então yz E R;. À condição 4) segue do fato que Or, é um domínio de Dedekind e se
y,2 E Op, temos que

q=y+QlEeR z=z+QERejz=ye+QiER.

Como 7 é R, então y É Qjeyz E Q:. Assim, 2 € Qi ezER. Agora,ser E Ore
T=xs+Q Ee Rentão mrg(Z) = [mir/RIHw(9, onde 0, : R/M — R/R, é definida por
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N(G+ R)=37+ RR. Assim, 0, é a função de multiplicação por XZ = m;vo(xr). Agora, temos
que

R/R; =(O7/25)/(2;/25) = O1L/Q; = L;,

onde o isomorfismo n : R/R, —> Or /Q; é definido como n(g + RM) = v;(y), onde GH+R E
R/R,, com y E Or. Assim, temos que

R/M DL;

AR + u;(0)

R/R, — L;

Iv;ta)) o NF + Ma) = Vj(1)U;(Y) = Vj(xy) = (TI + Ma) =noMA(G+R).

Então m(r/r/R) (91) = mo, iR(Vj(z)). Portanto, V(muk(T Um,iR(V;(2))]%. A prova do
traço e da norma segue de modo análogo. =

Lema 3.2.2 Sejam Q um ideal primo de Ot, P = QNA, S= A­P, A =S'AÃe O, =
9

SO”. Então | [OL 91" c(O)".
i=1

Demonstração: Como A(Or JA) é um ideal de Op, e On, é um domínio de Dedekind, segue

que A(Og|A) pode ser escrito de modo único como A(On|A) = Il Q“º, onde Q são ideais
9

primos de Or, e so > O são inteiros, e POr, = Il s, onde Q; são ideais primos de Oy tal
i=1

9que Q;N A = P, para i = 1,:++« ,g. Pelo Corolário 1.8.2, segue que PO, = IT oe. Pela
i=1

Proposição 3.1.7, temos que

OLA(OL|JA)= A(OLJA') ­Io.e:
onde s; = so,, para à = 1,:­­ ,gq. Desta maneira, o módulo complementar do A'­módulo Or

9 9

é (O)* = IT oie". Seja x € IN oLei*. Como P' = AP é um ideal principal pela
i=l i=1

Proposição 1.8.5, segue que existe t E K tal que P' = At. Como Ort = OP = Io. ãs
i=1

9 9

segue que rt € Il Or. Q; n OL Q;­ Isto implica que Trujg(tt) E AP, uma vez que se Lé a
i=1 i=1
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menor extensão de Galois K contendo L e se o anel dos inteiros é Or, segue que rt E SJO Q
para todo ideal primo Q de Or tal que QNnA=TP. Então vale para todos os conjugados de xt
em K C L e assim

Trig(zt)= [L: L)Trug(xt) € |()|STOLS |NA= AP.
2

Assim, Trukg(rt) = tTrukg(2) E AP = A't. Portanto, Trug(r) E A. Agora, se y € Oy, temos
9 9

que x1y E 1 Or Qi“ assim Truk(xy) E A. Logo, x E (O1)*. Portanto, 1og 0 (OL).
i=1 i=l

=

Corolário 3.2.1 Com as notações do Lema 3.2.2 temos que s; > e; — 1, para i =1,:­­,9, se,
9

e somente se, Toei Cc (Op)*. =

i=1

Teorema 3.2.1 Com as notações do Lema 3.2.2 temos que sa = eq — 1 se, e somente se, a
característica de Or /Q não divide o índice de ramificação eo.

Demonstração: Seja Q, um ideal primo de Or. Suponha que a característicado Or/Q2
Or7/O,Q: divide o índice de ramificação e. Se mostrarmos que J = OQ,” TT OQi Cc

9

(Or)* segue que s, > e. Assim, se x € J, pelo Lema 3.2.2, temos que xt € oe: Pelo
i=2

Lema 3.2.1, se v : A — A/P ev;: O, — Or/O,Q; são os homomorfismos canônicos,
temos que

V(Trueg(xt)) =X eTro101 QII(AN/P))Vi(rt))= eiTrio/OLQDIA/IP)(rt).
i=1

Mas como e, é múltiplo da característica de On/OrQ,, segue que v(Truk(xrt)) = O, e então

tTrug(2) = Trug(zt) E P'= At,
ou seja, Truk(x) € A. Agora, sey € Oy, então 1y E 7. Logo Trukg(ry) € A e assim,
TE (O)*. Portanto, s1 > e,, o que é um absurdo. Reciprocamente, suponhamos que a
característica de On /Q, = OL /O0,Q: não divide o índice de ramificação e. Seja x € Or. um
elemento tal que a imagem vV1(x) € O /O, Q: tem o traço não nulo. Pelo Lema 2.1.6, aplicado
ao domínio de Dedekind Oy, temos que existe y € Op, tal que y —r € OQ, ey E OQ, para
1 =2,­:­,g. Então, pelo Lema 3.2.1,

v(Trux(y)=>eiTro0 enicaP(Hi) = aTro jorença mn (in ()) É O,
i=]1
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pois e; não é múltiplo da característica de Or/O,Q1. Assim, Trukg(y) € P = At. Logo
1 1 , 1TruK CC) = 7 Trux(y), ou seja, TTLIK É) € A. Isto mostra que 2 € (On)*”. Como Ot =

—e)OP ey E OQ, para i = 2,­­­ ,g, segue que € Or 1º É (Or)* e não é verdade que
—e, > —s1. Logo e; >s, > e, — 1 e portanto, s; = e; — 1. =

Teorema 3.2.2 Um ideal Q de Or, ramifica em 1, se, e somente se, Q divide o diferente

A(OLIA).

Demonstração: Se Q ramifica em L então eo > 2, e assim so > 1. Portanto, Q divide o

diferente A(Or|A). Reciprocamente, se eo = 1 e como a característica de Or /Q não divide o
índice de rafimicação eo, temos pelo Teorema 3.2.1, que sa = eg 1 = 0. Então Q não divide
o diferente, o que contradiz a hipótese. Portanto, eo > 2. =

Lema 3.2.3 Sejam P um ideal primo não nulo de A, S= A­P, A=S 'AeO,=S" "Or.
Se fx7,+**,x,) é uma base do A ­módulo O, então A D(x1,: ++ ,t1,) = A Nuk(A(OLlA4)).

Demonstração: Pelo Teorema 1.8.1 temos que O, é um domínio de Dedekind. Pela Proposição
1.8.2, temos que Or tem somente um número finito de ideais primos e pela Proposição 2.1.3,
O, é um domínio de ideais principais. Se (Op)* é o codiferente do A ­módulo O, livre temos
que (Oj)* é um ideal fracionário de Or. Logo, existe y € L, y É O, tal que (O1)* = Oy.
Assim, pela Proposição 3.1.7, temos que

Oy"! = A(OLJA) = OA(Ou|A).

Se fx1,:** ,x,) é uma base do A ­módulo Oy, então fyx,,:+* ,yr,) é uma base de (Or)"*. Pela
Proposição 3.1.2, temos que (Oy)* tem uma base complementar f(x])*,:++ ,(x,)*) sobre A.
Pelas Proposições 2.3.6 e 2.4.1, temos que

1, 1Due((e1)*, + (E)”) = DeenaanlED co E)”)

e Dug(YTy' co UT) = Deo an (ve), “+ ,y(r,)) são elementos associados de A. Mas
Duel, Tt)Duel)" (f)) =]

,e Dux(yoa, 11 yt,) = [Nurk(9)]? Dug(gaco T.). Portanto, (Nue(y))ºDug(£111co tl? é
uma unidade de A. Portanto, A Duge(£1, st) = A Nue(yY7!). Seja y = ­ onde z E Or,
a € S. Como Ony"! = OA(OgJA), segue que

Or(Ora) = OL(OLzA(Ox|A)).
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Logo, Ora = OrzA(OLJA)N Assim, Nugk(Ora) = Nuge(Orz)NLK(A(OLIA)), e
a” A= ANnk(z)Nue(A(OLJA)). Assim, a? A = A Nujg(2)Nug (A(OL|A)) e consequentemente
Nux(a)A Nux(27!) =A Nne(A(Ov4)). Logo, Nug(az7) A = A Nuke (A(OvulA)), e assim,

Nug(y)A = ANug(A(Ogu/4)).

Portanto, A D(x1,:+*,x,) = A Nux(A(OulA)).

Teorema 3.2.3 Com as mesmas notações do Lema 3.2.3, temos que

Nuk (A(OLJA)) = D(t1,: + Tn),

onde fx1,­+­ , Tn) é uma K­base de L.

Demonstração: Sejam f11,:­­ ,tn) uma K­base de L contida em Op, e (11,:++,T,) uma
n

1, , , .
too

:base do A'­módulo Ol. Assim x; = X ax, com a; € A, para j = 1,­+­,n. Logo,
i=1

Dug(tu,: ca tnJE A'Due(g1, “+ ,Tt,). Pelo Lema 3.2.3, segue que

Dug(tg1,:** tn) E A Nuxg(A(OLIA)),

e isto implica que Dug(T1,: co Tn) SN) A Nug (A(O A)). Pela Proposição 1.8.3, temos que

Dux(£1,: ++ Tn) E Nux(A(OLlA)).

Reciprocamente, sejam Dug(t1,'1coTn) = PT e Nug(A(OulA)) = PT, onde J,J são
ideais de A, não múltiplos de P. Devemos mostrar que s < s, pois se é verdadeiro para

todo ideal primo P É O de A, temos que Dug(t1,:++ Tn) divide Nug(A(Ou/A)), ou seja,
Nur (A(OL|lA)) E Duxg(ti on). Para todo ideal primo P é O de A, escolhemos uma base
(x, e. 7) do A'­módulo Or. Multiplicando por um elemento conveniente de S temos que
cada x; E Or. Seja ADpxK(F1, “»,T,)=P"T, onde T é um ideal A não múltiplo de P. Pelo
Corolário 1.8.2, temos que

ADu(z1,'1 co T)=(APD
e pelo Lema 3.2.3, temos que ADue(r1,:+1 Tt) = ANug(A(Oul4)) = (AP)*. Assim,
s =r. Como Dug(t1,: Tn) AD e(1,Tt )= PI segue que Duig(t1,'**,Tn) divide
PºI, eentãos<s. Assim,

Nug (A(OL|/A)) E Due(£1,: co Tn):

Portanto, Nux(A(Ou/A4)) = Dug(t1,: co Tn):
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Exemplo 3.2.1 Seja K = Q[yV2]. Temos pelo Exemplo 3.1.1, que A(OLJA) = 2)/2Z[NV2).
Assim, N(2)/22Z[1/2]) = 8 = D(1, VY2).

Proposição 3.2.1 Se K CL CL, são corpos de números algébricos, então

óIK = (due)AE Nve(ÓL LL):

Demonstração: Pela Proposição 3.1.6, temos que A(Orn, | A) = On, A(Oz | A) A(Or, JO), onde
Or, é o anel dos inteiros de L,. Então

Niue (A(O, |A)) = Nuk (On,A(OLJA))Nu ix (A(Op, |Oz))­

Pela Proposição 1.7.4 e pelo Teorema 3.2.3, temos que

óuIK = NuelNie(OnuA(Ou/A) NyEKNi e (A(O, |Oo))]
Nur (A(O|A))HNox (ón e)
(Sue) Nue (Óu L): =

Corolário 3.2.2 Sejam QT K C L corpos de números. Se D(x1,­+­,xn) =d, onde d é um
inteiro livre de quadrados e fx1,:+*,xn) uma Q— base de K, entioo L=KouK=Q.

Demonstração: Suponhamos que K é Q. Pelo Teorema 2.7.1, temos que D(r1,:+*,tn) É El.
Assim, existe um número primo p tal que p divide D(x1,­++ ,xr). Pela Proposição 3.2.1, temos
que pl=Él divide D(x1,:++ ,tn). Como Dí(x1,­+­ , Tn) é livre de quadrados, segue que L = K. m

Definição 3.2.1 Sejam a um elemento de L e g(x) o polinômio minimal de a sobre K, e

9(a) = TI(a — oi(a)), onde 01,02,:** ,0n, são os K­isomorfismos de L. Definimos g(a)
i=2

como o diferente do elemento a na extensão L de K.

Definição 3.2.2 Seja F, = (x E Oru|rA[a]* € Ot). Temos que F, é um ideal de Or, chamado
de condutor de Ala] em Or.

Lema 3.2.4 Com as notações anteriores temos que F, = g (a)OL.

Demonstração: Pelo Teorema 3.1.1, temos que g (a) Ala]* = Afa] EC Op. Assim,

(9 (a) OL) Ala)" = 9 (a)Ala]Of E Ot.
Reciprocamente, seja x E Or, tal que rA[a]* E Or. Pelo Teorema 3.1.1, segue que x E rA/a] E
9 (a) Ot. Portanto, F, = 9 («)Ot. =
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Proposição 3.2.2 Com as notações anteriores temos que F. é o maior ideal de Or, contido

em Ala].

Demonstração: Pelo Teorema 3.1.1, temos que Of C Ator=212, Assim, F, = 9(0)Of E
Ala]. Seja J um ideal de Oy, tal que 7 € Ala] e seja x € /. Pelo Teorema 3.1.1, temos que

XxX x

TTuUK Tv OG“1 g(a) 9'(o)

Lema 3.2.5 Sejam P um ideal primo não nulo de A, e >1. Se S é um sistema de represen­

tantes do A módulo P, tal que 0€ 5, t € P, t &P?, então

€ Oi, pela definição de Ot. Portanto, x E 9 (0)O! = F.. À) E A. Assim,

R=(s9+ant+:­:+seitº| ls;E SS, Vi=1,:­­,e— 1)

é um sistema de representantes do A­módulo Pº.

Demonstração: Provaremos por indução sobre e. Para e = 1, temos por hipótese que R é um

sistema de representantes do A­módulo P. Suponhamos válido para e — 1. Sejam r = sq + tr)

er =s,+tr, elementos distintos de R. Ser —r =(sf—s))+(ri=n)t+Pº, segue que

sos E­(niwr)I+PIC?P,

e assim so = so e (11 — ri)t E Pº. Por hipótese, At = PJ, onde P não divide J. Assim,
existe um ideal G de A tal que ry —=r, E PºG = A(r) = r)At = A(r, =ry)PJ e portanto Pe!
divide A(r, —=r1) 7. Como P não divide segue que r7 —r;7 E Pº! e pela hipótese de indução,
temos que r, = r; e portanto r = r. Assim, R contém $(A/P)º diferentes representantes do
A­módulo Pº. Pela Proposição 1.7.3, segue que R é um sistema de representantes do A­módulo

Pº,. =

Lema 3.2.6 Sejam PC A e QT Ox, tais que QNA=P. Se PO, = QT, ondee>leQ

não divide J, então existe um elemento a € TJ, a É Q tal que:

1) A imagem à de a em Or /Q é um gerador do grupo cíclico multiplicativo dos elementos não
nulos do corpo finito Or /Q.
2) Para todo inteiro | > O e para todo b € Or, existe c E Ala] tal que b— ce QL.

Demonstração: Seja u E Or, u é Q tal que a imagem u de u em Or /Q é um gerador do
grupo cíclico multiplicativo dos elementos não nulos de On/Q. Se v = N(Q) = Or/Q então
u”! = 1 (moduloQ), e assim, uº = u(moduloQ). Se uº = u(moduloQ?), seja v € Q, v é Q?.
Então utu=Ue

(ut+v) =W +vu"u+e+ euw +,
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pois N(Q) E Q. Assim,

(ut+v)”"=(u+v)(moduloQ) e (u+v) —(utv)e(WW ­u)—­vut+z,

com z E Qº?, pois v > 2. Agora, se ui = u+ uv, temos que ut —u EQeul­—undéQ. Como
Q não divide 7 segue que On, = Qº +. Assim, podemos escrever uy = vi +a, com vi E Q e
a E J. Então a imagem de a em O7/Qéa=v =u. Logo, a é um gerador do grupo cíclico
multiplicativo dos elementos não nulos de Or /Q e a € Q. De modo análogo, temos que

a c­a=(ul­wn)­uta,

com 27 E 9º. Comov, E Q? temos que nº —a & Qº?. Agora, seja S um sistema de representantes

do Or­módulo Q. Se w=0a"­aeS=(1,0,02º,­+­ a”!) então, para todo elemento | > O
e para todo b E Oyx,, segue pelo Lema 3.2.5 que existe um único elemento c = sa +sw+""+

si­1w""'! E Ala], com cada s; € (1,0,0º,­+­ , a”), tal que b­cE QL. =

Lema 3.2.7 SeaEe JT é tal quea OQ, então FL Q.

Demonstração: Seja a E Ong (a)NA,comaxZ0O. Seja Aa = P"T, onde r > O e P não

divide o ideal 7. Se h é o número das classes de K, então pela Proposição 1.6.1 temos que

(Aa)” e (P)"" são ideais principais, ou seja, Aat = Aa,, Ph = Aa, com a1,a02 E A. Assim
a, = aza3, onde az E T". Logo, a3 é P, pois a maior potência de P que divide a, é rh. O ideal
principal Op (aza”*) está contido em Ala], pois pelo Lema 3.2.6, existem b E On ec E Ala] tal
que b— c E Qt, Assim,

baza”?* =(b — c)aza”* + cazol?.3

Como caza”* e Ala] é suficiente mostrar que (b — c)Jaza”* € Ala]. Temos que
Orazaz(b — cart — Ona, Q7?: Ono?

— rh —Op (b c)aza PrhO" = Qerh . Th

pois a € J e 9 (0)Ot E Ala]. Portanto, Or(aza"*) € Afa]. Pela Proposição 3.2.2, temos que
Or(azga"h) E F.. Como az € P, segue que a; é QeaçgQ Assim, ao"”* é Q. Portanto,
FRLZOQ. =

E OzatOr E 9(a)Or E Alo],

Lema 3.2.8 Com as notações anteriores temos que Or, = Y” F,.
a€O;,

Demonstração: Como F, € Or, para cada a € Or, segue que ) F, C Op. Para provar à
a€tOr,

igualdade é suficiente mostrar que os ideais F,, com a E Or, são comaximais, ou seja, o máximo

divisor comum dos F,,a € Or, é igual a Or. Mas isto segue do Lema 3.2.7, ou seja, não existe

Q C Or um ideal primo tal que Q divide F,,a € Or. Portanto, > F,= Or. =

a€O;,
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Teorema 3.2.4 Sejam A(Og|A) o diferente de Or, sobre A e g (a) o diferente do elemento a.
Então, A(Og|A) é um ideal de Or, gerado pelos diferentes q(a) de todos os elementos a € Ox.

Alt 1 o :q E or (76o): Assim 9 (1)Oi E
Or. Portanto, 9 (t) E A(Og|A). Pelo Lema 3.2.8, temos que Ss, Fo, = Op. Assim, pelo Lema

ator

Demonstração: Se a E Or, segue que Or C A[ft]*=

3.2.4, temos que

A(OLJA) = A(OL/JAJOL= A(OLJA) (Er)
a€Or

= X” A(OLlA)Fa = )> A(OL/JA)A(0)OL =X" Org (o),
a€tOr a€Oy, a€Or,

uma vez que A(O JAJOr = Or.

Lema 3.2.9 Sejam KC KR e KC K, corpos de números. Se L = KK2, então A(O| Ox.)
divide OLA(Ogx|A) e A(OvjOx,) divide OLA(Og,|A), onde A, Ox, Ox, e Op são os anéis
dos inteiros de K, K1, Ko e L, respectivamente.

Demonstração: Sejam a E Ox, E Or, 9(x) € Klr] o polinômio minimal de a sobre K
e h(r) E Kolx] o polinômio minimal de a sobre Kx. Assim, existe k(x) E Kor] tal que
g9(x) = h(r)k(x). Como a é inteiro segue que g(x) E Alx], h(x) E Oxyu|xr] e h(x) é mônico.

Assim k(x) E Og,[x] e 9 (0)= h (a)k(o), comeJE SAe k(a) € Or. Pelo Teorema3.2.4, segue que A(Oxg, |A) = > Or 9 (a =)” Or, h ) E A(Or| Og, ). Portanto,
a€Ox, a€Ox,

A(Og, |A) E A(Ov Og, ). De modo análogo, temos que A(Ox JA) E A(Ou/Ox,). =

Proposição 3.2.3 Com as hipóteses do Lema 3.2.9, seja P um ideal primo não nulo do anel

de inteiros A de K. Então P não ramifica em L se, e somente se, P não ramifica em K, e em

Ks.

Demonstração: Se P não ramifica em L então P não ramifica em KR, e em K,2. Reciproca­

mente, suponhamos que P ramifica em L e não ramifica em K2. Pelo Teorema 2.4.2, temos que

P divide óujk e P não divide óx,x. Pela Proposição 3.2.1, temos que

ÓLIK = (Sxaie) EE! Nu E (ÓL/Ra):

Assim, P divide NkolK (ÓL/K2)­ Pelo Teorema 3.2.3 e pela transitividade da norma, temos que
P divide

Nxoik (Óu1K2) = Nice (Nur(A(OL/Og))) = Nugk(4(Ou/Ox,)):
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Pelo Lema 3.2.9 e pelo Teorema 3.2.3, temos que P divide

Niue (OLA(Ox, |A)) = Nx,x (Nu (OLA(Ox |4))) = Nie (A(Ox, |A4))IS] = ER).
Assim, P divide óxg,jk­ Pelo Teorema 2.4.2, segue que P ramifica em K,, o que contradiz a
hipótese. =

Corolário 3.2.3 Sejam K € L EC M corpos de números onde M é o menor corpo contendo L
tal que K CM é uma extensão de Galois. Seja P um ideal primo do anel dos inteiros A de K.

Então P não ramifica em L se, e somente se, P não ramifica em M.

Demonstração: Sejam L = L1,L2,+ ++ ,Lr, onde cada L;, 1 =1,:+­ ,n, é um conjugado de L
sobre K. Assim, M = LiL2 ­ ­ ­Lr,, e o resultado segue pela Proposição 3.2.3. =

Proposição 3.2.4 Sejam KC K, e KC Ka corpos de números. Se L= KKK; e P é um ideal

primo não nulo do anel de inteiros A de K, então Nx K(ÓLjK,) divide (gue) EE e NeK(ÓL/K,)
divide (xa)! .

Demonstração: Pelo Lema 3.2.9, temos que A(Or Og, ) divide OLA(OgA). Usando a
norma, obtemos que Nx,IK (Nuk (A(Ou[OxQ)) divide Ne (Nug (OLA (Ox, |A)). Pelo Teorema
3.2.3, segue que Nx, K(ÓLiK,) divide

Nxoie (Nue (OLA (Og |4)) = (Nug(OL4(Og|4)))= Neg (Nur(OLA(Ox[4)))
= Nx IR(A(Ox, |4)JIEK)] — (Swim),

De modo análogo, Nx, x (ó1ix,) divide (óx,1x)I*2,

Proposição 3.2.5 Sejam KC KR e KG K, corpos de números com graus n, e na, respectiva­

mente, tais que OK |K € ÓK3|K Sejam relativamente primos. Se L = Ki K,, então [L : Q] = nina.

Demonstração: Temos que [L : Q] = [L : Ko][Ka : Ql= [L: Kona. Se [L : Q]) < nino então
[L : Ko] <n1. Sejam K, = Q[a), onde a E L e g9(x) E Q[x] o polinômio minimal de a sobre Q.
Assim, gr(9) = m. Considere h(x) o polinômio minimal de a sobre K2. Como [L : K3] < m,
segue que h(x) tem grau menor que n, e divide g(x). Se M é o subcorpo de Ka gerado pelos
coeficientes de h(x), então M £ Q. Como M & K, temos que óm divide óx,1k. Por outro lado,
os coeficientes de h(x) são funções simétricas elementares das raízes de h(x), que estão entre
os conjugados de a. Assim h E Mi, onde M, é à menor extensão de Galois de Q contendo K,.

Assim, M € M, e novamente óum divide óm,. Se p é um número primo que divide ómM, então p
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divide óx,xk e óm,. Pelo Teorema 2.4.2 e pelo Corolário 3.2.3, segue que p divide óx,|x, O que
contradiz o fato de mde(óxKx; Ka Ik) = 1. Assim, lówW] = 1. Pelo Teorema 2.7.1, temos que
M = Q, o que é um absurdo. Portanto, [L : Q] = nina. =

Proposição 3.2.6 Sejam K C KR e K C K,7 corpos de números com graus nm e na, respecti­

vamente, tais que ÓK,|K € ÓKa|K sejam relativamente primos. Se Li = K1K2, então

ónix = (xe x) (Sw).

Demonstração: Pela Proposição 3.2.1, temos que

ÓLIK = (x, 1) Nx ix (ÓuK,) = (x218)  NxelR (ÓLIKo):

Assim, (dg)? e (Ox) dividem ónjk e como mde(óx,(K; óKa|K) = 1 temos que (6x, x)?
(óx21K) divide ónk. Por outro lado, pela Proposição 3.2.4, temos que Nx, Kk(óuK,) divide
(xi) FS xx» Onde a última igualdade segue da Proposição 3.2.5. Assim,

ÓLIK = NxoIx (1/2) (Ó4x2 1)”

divide (x 1x)? (4x2 K)”. Portanto, ÓLIK = (óx, xe)" (óx2ax)”

Exemplo 3.2.2 Sejam K1 = Q(V5) e Ka = Q(%V2). Como D(1, 15) = 5 eD(1,32,(%/2)º) =
—2º3º são relativamente primos segue que o discriminante de L sobre K é (5)º(—2º3%)?.

Teorema 3.2.5 Sejam n E N, n >2, e K= Q(6,), onde E, é um raiz n­ésima primitiva da
r

unidade. Sen = Ir”, onde p; são primos distintos e a; €E N, então
j=1

$s(n)r

D(1,En..., EM) 114o 2 EN 22Epj1
Pj

j=1

Demonstração: Vamos provar por indução sobre r. Para o caso r = 1, foi provado na

Proposição 2.3.10. Suponhamos que o resultado é válido para r — 1, onde r > 1. Assim,

pela Proposição 2.3.10 e pela hipótese de indução temos que o mde(óq(s, 1) QE,ar))=l,

onde nº = ­ . Pela Proposição 3.2.6, temos que D(1,6£,n... on). ­ Tao ee))
r

é(n' )r­ 1600" ) ar

n
ar —l en))ó(pr”)E). Assim, pela hipótese de indução, temos que E) = Cy) (1)

1 qar­l gó(n )é(pr")
pjl

Pp;
j=1
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(1)E (n/)oo
­

, e novamente pela hipótese de indução, segue que o discriminante
1o
Y a (o) — CD? 6) . Assim, multiplicando as duas últimas

d(pr") $0)
d(n I(pr­1) PrPr

A$din)r(— 2 né(n)
AE , o que demonstra a proposição. — Àigualdades, temos que D(1,£, ..., EM)=TE

Proposição 3.2.7 Sejam KC KR, eKGCK, corpos de números com graus n, e nº, respectiva­

mente, tais que ÓK,jk € ÓK3|K sejam relativamente primos. Considere L = KKa. Se Ox,, Ox, €
Op são os anéis dos inteiros de K1,K,2 e L, respectivamente, fx1,++* , Tn,) é uma base integral
de K1, e fU1,1+c oUn.) é uma base integral de Ka, então
1) Digi, co mn) = Duca tn) DA na)”
2) fai, co TníUna) É uma bose integral de L.
3) Ou = Ox, Ox,

Demonstração: 1) Observamos que se o é um isomorfismo de L e se ox, ,0k., denotam
a restrição de o a K, e K>, respectivamente, então a função o —> (ox ,0x,) é injetora,
pois L = KK,, e também sobrejetora pois [L : Q] = nina. Assim, D(tiy,1 1cco tn) =
[det(o;r; (reyi))]?, onde 01,:­­ ,on, São os isomorfismos de K, e n1,:*+ ,Tn, São os isomorfismos
de K,. O determinante desta matriz é o produto de Kronecker das matrizes (o;(Tx))ik=1,"/mn €
(1) (Y1))ju=1,",n2. Assim,

[det(a;(xx))]*"? [det(r; (y())]*" = D(n, OU Tn Dn, CU Una)”

Portanto, D(x1y1,' "o TniíyUna) = Dt, co tn) PDA CC Una). Para 2) como Og, Og, CL
é o menor anel contendo Ox, e Ox,, segue que Og, Ox, & Oy e assim, temos que Or, Ox,
tem a Z­base fx1y1,'**,TniWna): Suponhamos que f21,:+* ,Znin,) é uma base integral de Or.
Assim, pela Proposição 2.3.1, segue que D(r1y1,'**;TniUna) = det(ai;)ºD(21,: ++, 2nina). Por
2) temos que

onde a última igualdade é dada pela Proposição 3.2.6. Assim,

(Dívriyi co tntn)) = (D(a, "co Zand))
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o que implica que D(xiy1, ++ InmUna) = uD(21,:+º o 2nina) = det(a;i)ºD(21,:++, 2nina), onde
u é a unidade de Z. Logo, det(a;;)º = u. Assim, a matriz da transformação linear tem
determinante com valor absoluto igual a 1. Portanto, ft1iy1,:**,TniYUn,) é uma base integral
de L. Finalmente, 3) segue por 2) que On, = Ox, Ox,­ —

AA
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Capítulo 4

Reticulados e códigos

Neste capítulo, usando discriminante e diferente apresentamos um estudo sobre reticulados e

códigos. Lembramos da Seção 2.6 que um reticulado é um subgrupo discreto À C R” que
é um Z­módulo livre de posto finito. Inicialmente, apresentamos a idéia de Forney e depois

os conceitos de reticulados, os quais são obtidos via Eva Bayer. Em seguida, introduzimos

o conceito de obter reticulados rotacionados, onde podemos obter no R” reticulados tão bons

quantos os conhecidos. Para finalizar o capítulo, apresentamos um estudo sobre códigos lineares,

álgebra dos quatérnios e introduzimos os códigos de bloco espaço­tempo. Neste capítulo usamos

as seguintes referências [9], [10], [11], [12], [13], [16] e [17].

4.1. Reticulados

Nesta seção, primeiramente apresentamos o método de Forney para obtermos reticulados, depois
o método de Eva Bayer e para finalizar os conceitos de Viterbo. Segundo Forney, em relação a

um reticulado À & R” conseguimos obter outros reticulados através dos seguintes fatos:

1. Se XE Rentão AN = (Ar: r E A) CR" é um reticulado.

Exemplo 4.1.1 Para 2€ R temos que 2Zº = (2x : x E Zº) é um reticulado

AA
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4.1. RETICULADOS

2. Se T: Rº — R"” é uma transformação ortogonal então T(A) = (T(r):r EA) é um
reticulado.

1 1
Exemplo 4.1.2 Seja a matriz T = . Então T(Zº) é um reticulado.

1 —1

3. Sem E N, então A” é um reticulado.

Definição 4.1.1 Se um reticulado pode ser obtido a partir de outro por uma rotação, reflexão

e multiplicação por escalar, dizemos que estes reticulados são equivalentes.

Definição 4.1.2 Seja A E Rº um reticulado. Um subreticulado À do reticulado À é um
subgrupo do grupo aditivo A.

AA
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Observação 4.1.1 Duas n­uplas são equivalentes módulo À se sua diferença é um ponto de

A. Assim, a classe c + À é o conjunto dos pontos equivalentes módulo À.

Definição 4.1.3 Para um subreticulado À de um grupo À, o grupo formado pelas classes
laterais de A módulo A sob a operação (a + A) +(b+A) =(a+b)A é chamado grupo
quociente de A módulo A' e é denotado por A/A.

Definição 4.1.4 A ordem do grupo A/A é o número das classes de equivalências e denotado
por o (A/N'), também é a ordem da partição.

Se tomarmos um elemento de cada classe de equivalência, obtemos um sistema de represen­

tantes da partição A/A', denotado por [A/A']. Assim, todo elemento de À pode ser escrito de
modo único como a soma À = À +c, onde c E [A/A'] é o representante da classe de equivalência
em que À está, e À = A — c é um elemento de À, uma vez que À = c(modulo À). Assim,
A=A + IA/A] e é chamado uma classe de decomposição de A. Uma partição A/A' também
induz uma classe de decomposição de qualquer classe de A como c+A =c+A + [A/AT.

Uma cadeia de partição A/A/A/­­­ é uma sequência de reticulados tal que cada um é
um subreticulado do anterior, ou seja, A OD A DA >D­­­. Uma cadeia de partição induz
uma cadeia de classes de decomposições com um termo correspondente a cada partição. Por

exemplo, se A/A'/A” é uma cadeia de partição então

A=N' + ES8 + [4/4] ;
. . . "

.o que significa que todo elemento de À pode ser escrito como um elemento de À , mais um

representante de classe de [A/A] e mais um representante da classe de [A/AT.
Exemplo 4.1.3 À cadeia de partição Z/2Z/AZ/­­­ fornece uma representação binária de um
inteiro m, uma vez que

m = aq + 207 +4das +++,

onde a; E (0,1), para i = 0,1,2,­­+ , tal que ao representa a classe na partição Z/2Z, 2a
representa a classe na partição 2Z/AZ, e assim por diante. Assim,

Z =[Z/2Z) + 2Z/4Z]) + [47Z/8Z] + ­­­.

Se À € R" é um reticulado, temos que R"/A é uma partição. Definimos uma região
fundamental de À, Pa, como uma região no R" que contém um e somente um ponto de cada

classe de equivalência módulo A. Assim, P, é um sistema de representantes da partição R"/A.
Assim, Rº = A+ P,. Geometricamente, isto é uma translações do R" por translações das

regiões fundamentais de À.
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Definição 4.1.5 O ganho de codificação fundamental9(A) de um reticulado A E R" é definido
como

—

nin(A)min
2)9(A) v()?

onde dd. (A) = minfdº(x,y) = || —yllº : z,/y E A) e v(A) é o volume de A. Dizemos que
um reticulado À é mais denso que um reticulado AÀ' se 9(A) > 9(A) sempre que À e À tem

a mesma dimensão. O número de Kissing é o número de elementos de À com norma mínima

P(A).min

Na literatura, g(À) é também chamado de parâmetro de Hermite, e satisfaz as seguintes

propriedades:

1. 9(A) é invariante por escalar, ou seja, 9(rA) = 9(A), uma vez que d2à,,(rA) = rºdê., (A)
e v(rA) = r"v(A).

2. g(A) é invariante via uma transformação ortogonal 7, ou seja, 9(T(A)) = 9(À), uma vez
que d2 ;,(T(A)) = | det T|*d2,,,(A) e v(T(A)) = | det T|u(A), onde detT é o determinante
de T. Assim, qualquer versão de À tem o mesmo ganho de codificação fundamental.

3. g(A) é invariante via o produto cartesiano, ou seja, g(A”) = 4(A) uma vez que dd, (A*) =
dê; (A) e v(A”) = v(A)”.min

Exemplo 4.1.4 Temos que 9(Z") = 1.

Exemplo 4.1.5 Temos que T(Zº*), onde

T=
;

1­1

é uma rotação de Zº com dê. (T(Zº)) = 2. A partição Zº/T(Zº*) tem ordem 2 e assim
v(T(Zº)) =2. Portanto, 9(Zº) =1.

Exemplo 4.1.6 Seja Da = f(a09,01,02,03) E Zº 1:a; E 2Z, i =0,1,2,3). A ordem da partição
Z*/D, é dois, uma vez que Zº é a união de D, e a classe (1,0,0,0) + Da. Assim, v(Da) =2 e
dê in(Da) = 2. Portanto, o ganho fundamental de D, é 9(Da) = 2 = 4/2. Assim, D, é maismin

denso que Zº.

Definição 4.1.6 Um reticulado complexo À é um conjunto discreto de pontos de C" que forma
um grupo aditivo.
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Os parâmetros dº., (A), v(A) e 9(A) são definidos de modo análogo aos reticulados reais.
Mas quando trabalhamos com o produto escalar ou produto interno devemos tomar cuidado.

Além disso, se A, € R** é um reticulado de dimensão 2n e se A, € €C" é um reticulado
de dimensão n, então existe um isomorfismo natural entre À, e A., uma vez que existe uma

correspondência natural entre R*" e Cr+º,

Exemplo 4.1.7 Um exemplo de reticulado complexo é o reticulado complero Ac que cor­

responde ao reticulado real Z?º de dimensão 2. Os pontos (a, b) E Zº correspondem aos pontos
a + bi de Ac =Z[i], onde a,b E Z. Ou seja, Ac é os inteiros Gaussianos.

Seja A. = Z[i] o reticulado dos inteiros Gaussianos. Os primos de A,, em ordem de norma
crescente, são 1 +7,2+71,3,­:+, com normas 2,5,9,­+­. Seja p = 1+i o primo de menor

norma. Multiplicando A. por qualquer elemento À E A. obtemos um subreticulado AA, de A..

Pela Proposição 2.7.2 segue que a partição A./AA, tem ordem ||[A|]º, e portanto existem |/X]|?
classes de equivalência de A. módulo A.

Exemplo 4.1.8 Temos que pA. é um subreticulado de Ac de ordem ||p||? = 2, ou seja, é o
reticulado complexo que corresponde ao reticulado real T(Zº), onde

Do mesmo modo que T(Z?), temos que pA. consiste de todos os elementos de A. com norma
par, pA, +1 consiste dos elementos de Ac com norma ímpar, e a união de pAc e pAc+1 é Av..

Assim, os representantes das classes [AN./pAc] podem ser tomadas como 10,1), e são isomorfas
a GF(2) usando a aritmética módulo p, uma vez que 2 = O(módulo p).

Exemplo 4.1.9 Mais geralmente, pºA. é um subreticulado de A. de ordem ||p||ºº = 2º, e de
fato, é o reticulado complexo que corresponde ao reticulado real Tº(Z?º), onde

que é igual a 22%? para e par e igual a 27 7? para e ímpar. Do mesmo modo que Tº(Z?),
temos pºA, consiste de todos os elementos de Ac cujas normas são múltiplas de 2º, e assim

dê in (DºAc) = 2º. Assim, existe uma cadeia infinita de partiçõesmin

Ac/PAc/DºAc/DºAc/ ee
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com distâncias 1/2/4/8/16/:­:­, que corresponde a cadeia real

2º/T(Z2)/27º/2T(2º)/AZº/ ++.

De modo análogo ao Exemplo 4.1.9, esta cadeia fornece uma representação binária complexa

de um inteiro Gaussiano, ou seja, se gE À, então

g=a+pa tpaç+*­s,

onde a; E (0,1), para i = 0,1,2,:­++ , tal que a, representa a classe de pA. na partição Ac/pÃc,
pa, representa a classe de pºAe na partição PAPA, e assim por diante. Assim,

A: = [Ac/PAc] + [DAc/DºA.] + [DPAc/P* A] ee,

Se À é um reticulado, então para cada À E A e m E Z temos que mA E À. Assim, MA é

um subreticulado de A, e À é um módulo sobre Z. Contudo, um reticulado complexo À não é

necessariamente um módulo sobre o anel Z[i]. Por exemplo, o reticulado hexagonal de dimensão
2 não é. Assim, À é um módulo sobre Z/[i] se, e somente se, à E À implicar que A E A. Assim,
se a = a +bi E Z[i] então à = a + b(1A) E A, ou seja, aÃ é um reticulado de A, para
todo a E Z[i]. Em particular, 1À é um subreticulado de À. Mas, como i(iA) = ­A= A é um
subreticulado de tA, segue que (À = A. Tais reticulados são chamados de Z[1i] reticulados.

4.2 Ideais reticulados

Nesta seção, apresentamos o conceito de reticulados, obtidos via Eva Bayer. Para isso, consi­

deramos Ox o anel dos inteiros de um corpo de números K. Lembramos que Craig [14] e [15],
também apresentou resultados nesses sentido.

Definição 4.2.1 1) Seja K um corpo de números. Uma involução q: K— K é uma aplicação
aditiva e multiplicativa tal que dº é a identidade de K.

2) O conjunto F = (x E Kló(r) = x) é um corpo, chamado corpo fixo da involução. Temos
que [K:F] <2.

Definição 4.2.2 Sejam T C K um ideal fracionário e a E EF tal que aTé(T) E A(OgIZ)".
Um ideal reticulado é definido por À = (T,qo), onde a função qa : TXT — Z, é tal que
dalx,y) = TreQâ(arÓ(y)) para todo x,y ET. Sea=1, dizemos que À = (T,qu) é obtido por
uma construção traço, ou que é do tipo traço.
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Observação 4.2.1 Em particular, se T C Og ed =id, um ideal reticulado é definido por

A = (T, qa), onde qa : TXT — DZ, é tal que qa(x,y) = TreQ(aTy) para todo 1,y ET, onde a
é totalmente positivo.

Definição 4.2.3 Seja fui, ,wn) uma Z—base do ideal T CT Og. Seja a pertubação da
imersão canônica 04, : K— R" definida como

dal) = (Vora (wi), o , VOnon(wn)),

onde a; = 0;(a) > O, para i =1,:­­­,n.

Observação 4.2.2 De modo análogo, ao homorfismo canônico, temos que o4(T) é um reticu­
lado.

Definição 4.2.4 Usando a pertubação da imersão canônica, a matriz geradora M do reticulado

A = 04(T) é dada por

Varoi(w) V/aznaíw) + Vanonl(wi)
vVeroi(us) Vazraíwa) + Vanoníwo)

. . .

. . .

Sa
M = = (0; (w;))?j=,

Varoi(wn,) Vazoa(wn) + VOnonlun)

Observação 4.2.3 A matriz de Gram é dada por G= MM = (gi3)?j=1, onde

ij = D > Varor(wi) aro (si)
k=1

Y” a£ok(wiw;) = Tr(aw;w;).
k=1

Como a matriz de Gram é do tipo traço, temos que a matriz geradora M define um ideal

reticulado. O determinante de À é o determinante da matriz G, ou seja, det(A) = det(G).

Proposição 4.2.1 Se 1 é um ideal de Og e se A = (T, qa) é um ideal reticulado, então

| det (A)] = [D(wn, ..., Wn) | Neo (Z)ºNujo(0o)

Demonstração: Segue da aplicação direta da Observação 4.2.3.

Definição 4.2.5 Seja A = (T, qo) um ideal reticulado. Dizemos que A = (T,qa) é par, se
da(x,x) é um número par para todo x E À.
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Sejam En uma raiz m­ésima primitiva da unidade, onde m é um inteiro positivo, e

K = Q(6m) é o corpo ciclotômico correspondente. Sejam à : K — K a conjugação com­

plexa e F = Q(Em + Ez!) o corpo fixo da conjugação complexa. Temos que F é o maior corpo
totalmente real contido em K e que Ox = Z|&m] é o anel dos inteiros de K.

Em cima desses reticulados, conseguimos obter reticulados equivalentes aos conhecidos.

Exemplo 4.2.1 Sejam K = Q(6;) e P C Og o único ideal primo tal que PNZ=(2). Seja
1

4
pela Definição 4.2.5 que À = (P, qa) é um ideal reticulado par e pela Proposição 4.2.1 tem
a função qa : Px P — Z definida por qa(x,y) = =Tree(té(y)), onde 1,y E P. Temos

determinante 4. Portanto, À = (P,q1.) é equivalente a Da, uma vez que o Da é o único

reticulado nesses parâmetros.

Exemplo 4.2.2 Sejam K = Q(69) e P C Og 0 único ideal primo tal que PN Z=(3). Temos
que P é totalmente ramificado e tem norma 38. Sejam T = Pt eq: TXT — Z definida por

galx,y) = Treek(tó(y)), para todo x,y ET. Assim, pela Definição 4.2.5, temos que À = (T, qo)
ráé um ideal reticulado par e pela Proposição 4.2.1 tem determinante 3. Portanto, A = (T, qa) É

equivalente a Eg, uma vez que o Ek é o único reticulado nesses parâmetros.

Definição 4.2.6 Seja A € Rº um reticulado. A diversidade de À, denotada por div(A), é

definida por

div(A) = minfdiv(x): r E A,x É O),

onde x = (x1,::*, tn) ediv(x) = HFi:x; AO).

Proposição 4.2.2 O reticulado o4(T) tem diversidade rn, + ra.

Demonstração: Se x E 7, x £ O, então o4(t) tem no mínimo r, + r2 coordenadas não nulas.

Assim, div(004(T)) > r1 + ro. Agora, se 7 = 1 segue que div(oa(D)) = rn] +r2. =

Proposição 4.2.3 Um ideal reticulado A = (T,) pode ser imerso no R", com
i) diversidade n se K é totalmente real.

11) diversidade 5 se K é totalmente complexo.

Demonstração: Seja À = (7,4) um ideal reticulado. Assim, é : TXT — Z é definido

por (x,y) = Trug(aró(y)), para todo x,y E Z, onde Z é um ideal fracionário de Ox e
o;i(a) é real e positivo para todo à = 1,2,­­+ ,r1 + ra. Seja [w1,:+­ ,wn) uma base de Z. Seja
M = (04 (Ww;i))is1,­n. Assim, M é uma matriz geradora de o4(Z) e MM'* = (Trug(wi6(w;)))ij,
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o que implica que o4(Z) com o produto escalar usual é isomorfo a A. Pela Proposição 4.2.2
temos que À tem diversidade n se K é totalmente real, e diversidade 3 se K é totalmente
complexo. =

Definição 4.2.7 Seja À E Rº" um reticulado com diversidade n. A distância produto mínima

do reticulado é definida por

dp,min(A) = minzeadp(X),

onde x = (x1,:+*,xn) edá(t) = IT, |x.

Lema 4.2.1 Se T é um ideal principal de Og, então minzzocr N(x) = N(T).

Demonstração: Como Z é um ideal principal, temos que Z = (a), coma E 7, e N(T) = |N(a)|.

Seja 7 ET, x £ 0. Ássim x = ay para algum y € Ór. Assim,

IN(z)| = |N(o)||IN(yY)| = N(T)

e a igualdade é verdadeira se, e somente se, N(y) = +1. O mínimo é atingido para x = au,
onde u é uma unidade. =

Quando 7 é principal, temos o valor exato da distância produto mínima de um ideal reti­

culado (Z,&), conforme o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 Seja T um ideal principal de Og. A distância produto mínima de um ideal

reticulado de determinante D = det(A) definido sobre T é dado por

D

dp,min(À) = Díwr, " Wn) '
n

Demonstração: Sejam fu,,::: ,wn) uma base de Tex = SON: para À; E Z, com à =
i=1

1,­:+ ,n. Da matriz da Definição 4.2.4 temos que

dp(x)
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Pela Proposição 4.2.1 temos que det(A) = N(a)Jk N(T)?º. Assim N(a) = D/N(T)ºD(wn, ..., wn).
Pelo Lema 4.2.1, segue que

dp,min(A) yVN(a)minzerN(x)
D minzerN(x) D

Dím,..wn) ND VD.)

4.3 Ideais reticulados rotacionados

Nesta seção, apresentamos através dos conceitos de Viterbo, onde podemos encontrar reticu­
lados com diversidade máxima contidos no Z"”. Geralmente, para encontrar esses reticulados

temos os seguintes critérios:

1. A versão escalar de Z” é da forma (y/cZ)" para algum inteiro c, ou seja, det(G) =
det(M)º = c”.

2. Usando a Proposição 4.2.1, deduzimos a seguinte condição necessária

N(T)ºN(a) D(un, ..., wn) = CP

onde c é um número inteiro. Se assumirmos Z = Ox, temos que N(a)D(wu,..., wn) = c?.

Exemplo 4.3.1 Seja K=Q(V5). Temos que D (1, HB) = 5. Como K é totalmente real,
segue que as imersões são o (a+by5) = a+by5 e oa(a+by5) = a—by/5, onde a,bE Q. Uma

condição necessária para obter Z* é encontrar um elemento a tal que D (1, E) Nía)=5N(a)
= c,cEZ Uma possibilidade de encontrar um elemento a E K tal que N(a) = 5. Sejam

— Vo 1 fa=2+ 1­5 ez | |. A matriz geradora M do reticulado o4(Ox) é dada por2

M= | Va) 526) )cilada (45Ê) /02(0)a2a(*SÔ)2

A matriz G = MM" é da forma

01(a) + 02(a) o(a!) + 02(a'4Ê) [5º
o(a)+ 02(a45É) ofa(FÊÉ)?)+ o2(a(45É)”) 05

Esta matriz mostra a versão escalar de Zº. Depois da normalização, temos que Z* pode ser
1+ 5

2

distância produto mínima deste reticulado é

dp, min (A)

construído a partir de Og = Z , com matriz geradora FM. Pelo Teorema 4.2.1 a
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Exemplo 4.3.2 Seja K=Q(V2). Pela Proposição 2.3.2, temos que D(1,V2) =8. Como K
é totalmente real, segue que as imersões são 01(a+by2) = a +by2 e oa(a+byV2) =a— bV2,
onde a,b E Q. Uma condição necessária para obter Zº é encontrar um elemento a tal que
D(1, V2)N(a)=8N(a) = A,c E Z. Uma possibilidade é encontrar um elemento a E K tal que
N(a) = 2. Sejuma = VY2­2e(1,1+ 2) uma Z­base de um idealT C Og. A matriz
geradora M do reticulado o.(T) é dada por

01(a) 02(a)

Vanla)>;1|(1 + 2) V 02(a)a2(1 + 2)

A matriz G = MM" é da forma

a1(a(1+V2)) +o2(a(14+12)) n(a(1+V2)º) + 02(a(1+V2)?) 04

Esta matriz mostra a versão escalar de Zº. Depois da normalização, temos que Zº pode ser
construído a partir de T C Ox, com matriz geradora IM. Pelo Teorema 4.2.1 a distância
produto mínima deste reticulado é

dp, min (A) =

4.4 Códigos lineares

Nesta seção, apresentamos um breve estudo sobre códigos lineares e álgebra dos quatérnios.

Definição 4.4.1 Seja A um conjunto en um número natural.

e Um espaço de sequências A! é o conjunto de todas as sequências c= (fc; |i E I) de
elementos c; sobre A, onde I é um conjunto de índices.

e Um código C sobre A é qualquer subconjunto não vazio do espaço de sequências A'.

e Um código de bloco C de comprimento n sobre A é qualquer subconjunto não vazio

do conjunto A” de todas as sequências c = fc; | 1 < i < nk (que agora chamamos
palavras­código).

e Dados dois elementos u,v E A”, definimos a distância de Hamming entre u ev como

sendo d(u,yv) = Hifi luv, l <i<n).

Observação 4.4.1 Se C é um código sobre um conjunto A, temos os seguintes fatos
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4.4. CÓDIGOS LINEARES

e As coordenadas de uma palavra­código são chamadas de símbolos.

e Quando o conjunto de índices I é finito temos o que chamamos de código de bloco.
Neste caso, a cardinalidade de I, denotada por n, é denominada comprimento do código.

e Quando I é infinito temos um código convolucional ou um código treliça.

É conveniente que o conjunto A tenha uma estrutura algébrica que pode ser grupo, anel
ou corpo, de modo que a codificação e a decodificação sejam simplificadas. Além disso, o

desempenho de um código pode ser avaliado através de uma distância. Em geral, quando
pensamos em distância logo lembramos o conceito de métrica que é a estrutura matemática

que mais se aproxima do conceito intuitivo de medir distâncias num determinado conjunto.

Definição 4.4.2 (Álgebra dos quatérnios) Sejam K um corpo, e B,7 elementos não nulos de
K. A álgebra dos quatérnios sobre K é o anel

Qg4(K) = fa +bitcj+dkla,byc,vde K),

onde a multiplicação é dada pela relação i?º = B,jº =1,k=ij=­—ji ea adição é termo a
termo.

Definição 4.4.3 À norma reduzida de x = a + bi +cj +dk E Qg,(K) é definida como

Nrea(D) = a? = Bb? = qe? + By,

ou seja,

Nrea(x) =x,

onde X = a — bi — cj — dk.

Definição 4.4.4 Dizemos que a álgebra dos quatérnios Qg(K) é uma álgebra de divisão se
não existem divisores de zeros em Qg ,(K).

Proposição 4.4.1 Com as notações anteriores temos que Q3g,(K) é uma álgebra de divisão
se, e somente se, Nrea(x) É O para todo x € Qz ,(K).

Demonstração: Os elementos em Qg6g,(K) podem ser representados na forma matricial no
Rº*? ou em C**?, Os elementos básicos de Qg ,(K) são representados

VB O ; 01 ” o VB
k=ij=j

o —JB 7 0 —y/B o
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4.5. CÓDIGO DE BLOCO ESPAÇO­TEMPO

Notemos que um elemento de Qg,(K) é dado por

a+b/B ece+dyB
xr=a+bi+cj+dk=

vc dy6b) a—b/B
e o determinante é

det(x) = a? = Bb? = qe? + Bd? = Nrea( )

Assim, se Nrea(r) é O segue que det(x) £ O. Portanto, r é inversível se, e somente se, r não é
divisor de zero. +)

Observação 4.4.2 Sejam K = Q(1), B=i e7 E Q(i). Seja 0 = erp(E) = yB. Então, os
elementos de Qg,(K) são dados por

a+bd c+do

y(c— do) a— bo

com a,b,c,d E Q(i).

4.5 Código de bloco espaço­tempo

Seja S uma constelação n dimensional contendo 2" = M sinais. À cada m­upla de bits de

entrada, é associado um sinal 7 = (11,­+* ,rn) E M. Quando rz é enviado pelo canal gaussiano,
a ação do ruído faz com que o sinal recebido seja

r=x+B,

onde 6 = (61,:** , On) é um processo aleatório gaussiano. Quando um sinal r é transmitido
através de um canal com ruído Rayleigh com desvanecimento, o sinal recebido é

r=ax1T+B,

onde 8 = (B1,::*,Pn) É um vetor ruído, cujas componentes são variáveis aleatórias indepen­
dentes com distribuição gaussiana, média 0 e variância No, a = (01, +­ , an) são os coeficientes
de desvanecimento com segundo momento unitário e * representa o produto componente a
componente. Os M sinais são escolhidos de uma constelação finita S, que é obtida a partir de

um reticulado À. Em particular, os pontos da constelação são escolhidos nas primeiras camadas

do reticulado, de forma que o conjunto de sinais se aproxima da forma esférica. À eficiência

espectral é medida em número de bits por duas dimensões,

 2m
nara
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e a relação sinal ruído é dado por

onde PF, é a energia média por bit e N1/2 é a densidade espectral de potência. Um demodulador
de máxima verossimilhança deverá minimizar a métrica

míx|r) = » Ir; = xi]?
para o canal gaussiano, e

míx|r, a) ­>Ir;— esti?
para o canal Rayleigh com desvanecimento. Depois disto, é feita uma estimativa £ do sinal
enviado x e a suposta sequência de bits enviada é obtida. Dados x ey E À, denotaremos
por P(r — y) a probabilidade de que quando rx é transmitido, o ponto y seja detectado, ou
seja, que o ponto recebido esteja mais próxima de y do que de x, na respectiva métrica. A

probabilidade de erro na constelação S tomada a partir de À é dada por

PA(S) < P(A) < SD P(xz — y).
tÉY

Em cada tipo de canal, a expressão acima possibilita a obtenção de fórmula explícita para a
probabilidade de erro, conforme veremos nos itens que seguem.

e O canal gaussiano: Por [12], a probabilidade de erro de símbolo é limitada superior­
mente por

<”Pes sense (sã),
onde 7 é o número de vizinhos e dmin é a menor distância na constelação. O ganho de
codificação é dado por

Bs

e representa o ganho de potência com relação a Z”, podendo ser obtido a partir da
densidade de centro por

ó=(7/4)"",

O canal Rayleigh com Desvanecimento: Para o canal Rayleigh com desvanecimento,

a probabilidade de erro de­símbolo par a par com alta relação sinal­ruído satisfaz, por

1 1 1 .PS) <> Il cm Povo, 2
xitviÀ —SNo (28) de(2,y)
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4.5. CÓDIGO DE BLOCO ESPAÇO­TEMPO 125

onde E, é a energia média por bit, | é a diversidade, 7 = — é a eficiência espectral e
n

di(x, y) é a distância l­produto normalizada de x a y, dada por

II (&: = vo?
TIÊUYIdel, y) = BO

onde E = E(||r||?) é a energia média por ponto da constelação.

Comoo interesse é pelo caso | = n, omitiremos a notação |.

Seja
1

K; = —2 de(s,0)
TES P

De [16], a probabilidade de erro de símbolo satisfaz

1K
2 (NEN

8N,

Para minimizar a probabilidade de erro, precisamos:

Pe(S)

e maximizar a diversidade;

e minimizar Ks, que equivale a simultaneamente maximizar a distância produto mínima

e minimizar o número de vizinhos produto.

Seja um vetor informação s = (81,82, ** ,s,), ondegq > 1 e s;, para j=1,2,:­­ ,q, pertence
a uma dada constelação.

Definição 4.5.1 Um código de bloco espaço­tempo (ST) associa cada vetor informação s a
uma matriz T x M, que denotamos por X(s).

Para atingir altas eficiências num sistema de transmissão de dados necessitamos de múltiplas

antenas no transmissor e no receptor. Neste caso, o sinal recebido é dado por

Yrxn = XtxmMHuxnN + Wrxnw,

onde X é a palavra transmitida, H é a matriz canal (conhecida pelo receptor), W o ruído
Gaussiano, M é o número de antenas transmissoras, N é o número de antenas receptoras e T

é o comprimento da palavra código.

Definição 4.5.2 Seja C um código de bloco ST. O determinante mínimo do código C é definido
como

Gmin = Minxce,xzodet(X'X),

onde X* indica a transposta conjugada da matriz X.
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Na tentativa de minimizar a probabilidade de erro de que s, seja recebido dado que s; É Ss
foi enviado, temos os seguintes critérios:

e Critério do posto. O posto mínimo r de X(s1) — X(s2) tomados sobre todos os pares
(S1,S2) é o ganho de diversidade e será maximizado.

e Critério do determinante. Se A = X(s,) — X (sz), então o mínimo de (I1º, 2Aj;)'!/", tomado
sobre todos os pares de palavras códigos distintas, é o ganho de codificação e deve ser

maximizada, onde À;, para j = 1,2,:­­ ,r são autovalores não nulos da matriz AA”, onde
A! denota a matriz transposta conjugada de A.

Exemplo 4.5.1 O código de Alamouti dado por

onde s, e s2 são símbolos de informação complexos, e s* denota a conjugação complexa de s.
Este código satisfaz os critérios dados acima, e seu ganho de codificação é dado por

Ga = Minis, ,s2) (0,0) (| S1 P? + 52 P) > O.

4.5.1 Código Bo;

Nesta seção apresentamos código de bloco espaço tempo Ba 4, onde este código satisfaz o critério
de posto e determinante. Seja o código bloco ST definido por

1 si +s0 O(s;+sad)
Bag =;V2 | Oss sab) si 526

onde 0º = q, 9 = e, e 1 é um parâmetro real para ser otimizado. Suponha que o vetor

informação s = (s1,­­­ , Sa)! pertence a uma constelação 4­dimensional C contida em Z|[1]*.
Para este código temos que o ganho de codificação é dado por

1

Ge(6) =inf(det(B1.Bi,))?
3(infls — s30 — sap? + sad|)
a(inflé's |),

onde s é (0,0,0,0)' E Z[i]?, s = (st, —s3, —s2, 51)! e é = (1,0,0º, 6º).
Sobre uma constelação finita C C Z[i]º, o ganho de codificação de B2 g é dado por

$(6) = Z(minlg's |) > Ga(6).

AA
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



4.5. CÓDIGO DE BLOCO ESPAÇO­TEMPO 127

A desigualdade GS (0) > Gr(6) é verdadeira para C C Z[i]l*. Nosso objetivo agora é a escolha
de & tal que o código Ba, tenha diversidade máxima transmitida para todas as constelações
contidas em Z[1]º,

Proposição 4.5.1 Se é é um número algébrico de grau 4 sobre Q[i] então a diversidade trans­
mitida é márima para todas as constelações C € Z[i]º.

Demonstração: Se é é um número algébrico de grau 4 sobre Q/i], então (1,0,60º, 0º) é uma
base de Q[t, é], e portanto, o conjunto é linearmente independente, ou seja, se

j=0

para a; € Q[1],j = 0,­­­,3, então ag = a1 = a, = ag = 0. Assim, G6(0) £ O, para todas as
constelações contidas em Z/[i]º. =

Proposição 4.5.2 Se é é um número algébrico de grau menor que 2 sobre Qli] então existe
uma constelação C & Z[i]lº, tal que GG(É) = O

Demonstração: Se o grau de à é menor que 2, então existe um polinômio de grau 1 sobre

Qi], onde é é uma raiz. Seja

p(x) =z+ . € Qfia]
tal polinômio. Então é = —”, e assim, 0º = pr. Seja a constelação finita C C Z[i]* que contém
dois vetores s, = (p,q,0,0) É s2 = (—p, —q4,0,0) tal que 3(s1 — s2) = (p,4,0,0)*. Substituindo,
na equação (4.1) obtemos GS(6) < |? — 6º] = O. =

Exemplo 4.5.2 Sejam 0 =1 e C€ uma constelação 4 — QAMº que contém os vetores

sr =(I+i1+41+iLl1+i! e so=(1+14­1+11+11+0".

Substituindo
1s = (2) (81 — s2) = (1,1,0,0)!

na equação (4.1) obtemos GS(Q) < |1— 2) =O.

Proposição 4.5.3 Se é é um número algébrico de grau 2 sobre Q[i]l e 0º E Q[i] então a
diversidade transmitida é máxima sobre todas as constelações C E Z[i]t.
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Demonstração: Seja s  (0,0,0,0)! e Z[1]* tal que

8 =0=s1— s30­ s20º + s16º = (s1 — s26º) — p(s3 — 10º).

Como (1,4) é linearmente independente sobre Q[i] e como 6º? E Q[il, segue que

s1— 50 =0 e s3—si=O.

Como & tem grau maior que 1, segue que 6º não é um quadrado em Qi], ou seja, não existe
2122 E Q[i] tal que 0º = 2723. Assim s? = s3=s3=s,=0 e portanto, s = (0,0,0,0)!. =

Exemplo 4.5.3 Seja à = e“ de grau 2 sobre Q[il. Temos que 0º = i E Qlil, e não é um
1

quadrado em Q[il, pois Vi = —s + 7 não pertence a Q[il. Assim, pela Proposição 4.5.9,(2
segue que Ba, tem diversidade máxima transmitida sobre todas as constelações contidas em
Za).

4.5.2 Código de Ouro

Nesta subseção apresentamos o código de ouro. Este é um código de bloco espaço tempo

relacionado com o número de ouro 46. Seja K = Q(1,9) uma extensão quadrática de Q(i).
O conjunto das matrizes da forma

a+bô c+do
. — |:a,bjce,deZlil, 7 EC ?,

y(c+dô) a+bo

onde 6 é o conjugado de 6 sobre Q(1), é definido como um código linear infinito. Se S & Zi] é
uma constelação finita, temos que

bo doC=f4X= at et :a,boe,ydEe5,
T(c+dôd) a+bd

é um código finito. O determinante mínimo de C,., é definido como

Gmin(Coo) = MinxeCç,xz0| det (X)|?

e o determinante mínimo do código finito C como

Gmin(C) = Minx, x2cc,x12Xx2| det(X1 — X2)|? > 4Gmin(Coo)­

Considerando 9 = .a (número de ouro) temos que K = Q(i, V5) = (a +b9 : 1,0 € Q(1))
é uma extensão quadrática de Q(i), sendo m(x) = xº — x — 1 o polinômio minimal de 0. As
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raízes de m(x) são 0 6 0 = . Seja Ox = Z[1]|[0] o anel dos inteiros de K com base integral
1­5

2

Br = (11,0). À norma de z = a + bd E Ox, com a,b E Z[i], é definido como

Neo (2) = (a + b)(a + bO) = aº +ab— b? E Dil.

Seja L = fa+ bi +c9+did:a,b,c,deQ)l. Temos que r, = O, ra = 2, e que Br, = (1,1,0,10) é
uma base integral de L. O discriminante de K é dx = 5 e o discriminante de L é ó7, = 25º.
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