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RESUMO

Neste trabalho estudamos as propriedades dinamicas de um bilhar cldssico com fronteira depen-
dente do tempo. A conjectura Loskutov-Ryabov-Akhinshin (LRA) diz que se um bilhar exibe
componentes cadticas em sua dindmica com fronteira fixa, tal componente € condicio suficiente
para observar aceleracdo de Fermi (crescimento ilimitado de energia devido a colisdes com
fronteiras méveis) quando uma perturbacio temporal na fronteira ¢ introduzida. E conhecido
também que a introducdo de colisdes ineldsticas das particulas com a fronteira criam atratores no
espaco de fases violando assim o teorema de Liouville e suprimindo o crescimento ilimitado
de energia. Nessa transicao de crescimento limitado para ilimitado de energia, o conjunto de
particulas apresenta velocidade quadréitica média que € descrita por uma funcdo homogénea
generalizada exibindo um conjunto de expoentes criticos que descrevem a dindmica préximo
a criticalidade. Resultados recentes na literatura permitem descrever a dindmica cadtica das
particulas a partir do conhecimento da probabilidade de se observar uma particula com uma
dada velocidade em um determinado instante. Essa probabilidade € obtida a partir da solu¢do da
equagdo da difusd@o impondo condicdes de contorno especificas assim como condig¢des iniciais.
Neste trabalho determinamos a expressao da probabilidade a partir da equagdo da difusdo e, a
partir dela, encontramos todos os observaveis da distribuc¢do, recuperando assim os expoentes
criticos que sao conhecidos na literatura. Esse procedimento € original para esse tipo de sistema
e permite uma extensao do formalismo proposto para o mapa padrao dissipativo para sistemas

do tipo bilhares.

PALAVRAS-CHAVE: Caos. Transi¢coes de Fase. Leis de Escala. Equagdo da Difusdo. Sistemas
Bilhares



ABSTRACT

In this work we investigate the dynamical properties of a classical billiard with time dependent
boundary. The Loskutov-Ryabov-Akhinshin (LRA) conjecture claims that if a billiard exhibits
chaotic components in the dynamics with the fixed boundary, such a component is a sufficient
condition to produce Fermi acceleration (unlimited energy growth) when a time perturbation
to the boundary is introduced. It is known that the introduction of inelastic collision of the
particle with the boundary creates attractors in the phase space violating the Liouville’s theorem
hence suppressing the Fermi acceleration. In such a transition of limited to unlimited energy
growth, a set of particle shows that the mean squared velocity is described by an homogeneous
and generalized function exhibiting a set of critical exponent that describes the dynamics near
the criticality. Recent results in the literature allow one to describe the chaotic dynamics of the
particles from the probability to observe a particle with a given velocity at a certain time. Such a
probability is obtained from the solution of the diffusion equation imposing specific boundary
and initial conditions. In this work we obtain the expression of the probability from the diffusion
equation and from it obtain all the observables of the dynamics recovering the critical exponents
known from the literature. This procedure is original for such a type of system and allows an
immediate extension of the formalism proposed for the standard dissipative mapping for the

billiard systems.

KEYWORDS: Chaos. Phase Transitions. Scaling Laws. Diffusion Equation. Billiard Systems.
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1 INTRODUCAO

O objetivo desta secdo € fornecer uma breve contextualizagdo histdrica sobre dindmica
nao linear, caos e mais especificamente sistemas bilhares. Também serdo introduzidos alguns
conceitos fundamentais a serem abordados ao longo deste trabalho.

Para tracarmos historicamente o "surgimento"do estudo de caos e sistemas ndo lineares
podemos nos voltar para trés importantes problemas que entrariam em embate com a visdo
completamente regrada e linearizada da natureza vista como consenso entre cientistas até o inicio
do século XIX: o problema de trés corpos, a hipdtese ergddica e o problema dos osciladores ndao
lineares (CVITANOVIC, 1989). Antes de nos debrugarmos sobre cada um destes problemas
¢ importante termos em mente que o estabelecimento da Mecanica Cléssica de Newton e
a predominancia de uma filosofia pautada no determinismo, principalmente na comunidade
cientifica, levariam a uma sensacao de onipoténcia frente a natureza, uma vez que pensava-se
ja terem sido resolvidos todos os problemas importantes da ci€ncia, restando apenas possiveis
ajustes quando necessarios (ROCHA| 2002). O primeiro dos problemas que colocaria essa ideia
a prova seria justamente a realizacao de tais "ajustes"no estudo das Orbitas propostas por Kepler.

Apesar de Bernoulli ter sido capaz de derivar com sucesso as Orbitas elipticas propostas
através da integracdo das equagdes de movimento de Newton, tais Orbitas ainda estariam em
desacordo com as observagdes realizadas para o movimento da Lua. Isso ocorreu devido ao
fato de que para se descrever corretamente 0 movimento deste astro devemos levar em conta os
efeitos gravitacionais causados pelo Sol e pela Terra no mesmo. Este seria o chamado "problema
de trés corpos"que viria a aparecer em outros aspectos do movimento do Sistema Solar, com
sua principal dificuldade sendo o fato de que o mesmo nao pode ser resolvido por integragao,
como feito anteriormente. Poincaré, que foi capaz de provar matematicamente que a técnica
de Bernoulli ndo seria suficiente para a solucio de tal problema uma vez que ndo poderiam
existir quantidades conservadas analiticamente em relagdo ao momentum ou a posi¢do, tomaria
essa situacdo como uma pista de que deveriam haver sistemas "irregulares"e mais complexos
de serem tratados do que os estudados até entdo. Poincaré ainda viria a escrever uma primeira
descrigdo desse tipo de sistemas afirmando que o acaso nos impede de que sejamos capazes,
conhecendo exatamente as leis da Natureza e a situacdo do Universo, de prever qualquer situagao
nesse mesmo Universo. Esse "acaso", segundo Poincaré, agiria na forma de pequenas diferengas
nas condig¢des iniciais que levariam a diferencas muito grandes nos fendmenos finais, tornando
qualquer previsdo impossivel (POINCARE, 1944) Essa perda de previsibilidade seria mais tarde
tomada como parte essencial da defini¢do de caos, mas na data de sua publicacdo nao foi de
grande relevancia.

Ja o segundo problema essencial para o desenvolvimento dessa drea de estudo seria a
chamada hipoétese ergédica de Ludwig Boltzmann. Com o advento da Mecanica Estatistica, que

seria resultado da unido da mecanica Newtoniana com conceitos de probabilidade e estatistica,
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Boltzamnn se viu com grande dificuldade em provar que um sistema dindmico teria a mesma
probabilidade de visitar todos os pontos do espaco de fases permitidos pelas leis de conservacao.
Essa afirmacgao, importante para que fosse avaliada a capacidade térmica mesmo de um sistema
simples (REIF, 2008) se mostraria bastante dificil de ser provada mas foi responsavel por mostrar
uma importante ferramenta para lidar com esse tipo de sistemas: a reformulacio de problemas
ndo lineares de finitas dimensdes em problemas lineares de infinitas dimensdes. A prova da
hipétese ergddica sé viria a ser realizada de forma sélida por George David Birkhoff, que
também seria responsavel por algumas das investigacdes iniciais em sistemas bilhares, que
veremos adiante.

Por fim, o terceiro problema essencial para o avanco do estudo de sistemas cadticos seria de
natureza muito mais pratica: no estudo de instrumentos musicais. Ao tentar descrever como o som
¢ formado nesses instrumentos podemos tentar recorrer ao formalismo de osciladores harmonicos.
O problema dessa aproximagao estd no fato de que, diferentemente do que aconteceria nesse
tipo de sistema, os instrumentos ndo produzem um mesmo tom indefinidamente conforme o
avangcam no tempo e seria necessdrio incluir outros fatores para que seja feita uma descricao
adequada. Neste processo de tornar essa aproximag¢ao mais realista, Lord Raleigh em sua obra
"The Theory of Sound"(1945) acabou apresentando uma das muitas aplicagdes de osciladores
ndo lineares. Esse tipo de sistema, que tem como outro importante exemplo o péndulo duplo,
mostra grande sensibilidade as condi¢des iniciais assim como os problemas anteriores e € uma
boa representacdo mecanica da perda de previsibilidade citada acima.

Com o surgimento de obras discutindo os problemas supracitados, percebeu-se que era de
bastante utilidade estudar esse tipo de problemas. Birkhoff, ainda estudando sistemas ergédicos,
recorreu ao estudo do movimento de uma particula em uma superficie de curvatura negativa
constante, mostrando com o apoio de diversos outros autores que 0 movimento da mesma era
ergddico. Esse seria o inicio dos chamados sistemas bilhares, anos depois tendo seu primeiro
exemplo fisico demonstrado por Yakov Sinai em 1970 (SINAIL, 1970).

Anos antes da publicacdo de Sinai, Lyapunov também voltara sua atencdo para este tipo de
sistemas, criando o que viria a ser um intenso grupo de pesquisa russo em sistemas dinamicos,
responsavel por formalizar varios aspectos dessa drea de estudo (CVITANOVIC, [1989). Muito
distante dali, no Instituto de Tecnologia de Massachusetts (M.I.T.), o meteorologista Edward
Norton Lorenz observou, acidentalmente, a importante dependéncia das condi¢des iniciais ao
simular condi¢des atmosféricas. Os resultados catastréficos de alteragdes sutis nas condi¢des
iniciais nas previsdes de longo prazo seriam traduzidos no que ficou conhecido como Efeito
Borboleta "uma borboleta, agitando o ar em Pequim pode modificar no més seguinte sistemas de
tempestades em Nova York” (GLEICK |1989). Apesar desse ser um dos mais famosos exemplos
de caos, o estudo do mesmo rapidamente se mostrou incrivelmente amplo com exemplos se
extendendo desde problemas da biologia no estudo de dinamicas populacionais até a andlise de
flutuacdes na bolsa de valores.

Mesmo sendo utilizado em aplica¢des muito diversas, o estudo sistemas ndo lineares muitas
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vezes envolve a utilizacdo de um mapeamento discreto para descrever sua evolucao temporal, isto
¢, uma descricdo de seu estado atual (digamos, em uma iteragdo "n+ 1") em fun¢do de seu estado
anterior "n". A sequéncia cronoldgica destes estados obtidos pela evolugdo do sistema recebe o
nome de 6rbita e o conjunto de todas as érbitas obtidas alterando a condi¢ao inicial do sistema
recebe o nome de espaco de fases, fornecendo informagdes sobre todos os estados permitidos
do sistema em questdo (LEONEL, 2019). A dinamica cadtica pode ser entdo observada nesses
sistemas na evolucdo de duas condicdes iniciais extremamente proximas mas que se afastam
exponencialmente conforme evoluem no tempo.

Em sistemas dinamicos descritos por mapeamentos discretos, especialmente para aqueles
com 1 e 1/2 graus de liberdade, a descricdo utilizando o formalismo de sistemas Hamiltonianos
conduz, muitas vezes, a mapeamentos bidimensionais que preservam a drea no espacgo de fases
(LICHTENBERG; LIEBERMAN;, 1992). Como dito anteriormente, esse formalismo possui
um ndmero elevado de diferentes aplicacdes, das quais podemos citar o estudo de plasmas (e
suas aplicacdes em tokamaks, por exemplo), guias de ondas, aceleracdo de Fermi e bilhares
classicos, sendo estes ultimos o foco do nosso trabalho e que serdo melhores definidos ao longo
das proximas segdes.

Inclui-se nessa caracterizagdo uma classe de sistemas que pode ser descrita por um Hamilto-

niano do tipo
2

_ b
H(xz,p,t) = v + V(x,t) (1.1)
onde
Viz,t) = Vo(z) + Vi(z,1) (1.2)

em que termo V() fornece a parte integravel do sistema enquanto que V) (z, t) fornece a parte
ndo integravel. Sistemas do tipo bilhares, como propostos primeiramente por Birkhoff e exempli-
ficados por Sinai, podem perfeitamente bem serem enquadrados neste tipo de Hamiltoniano. Um
bilhar consiste de uma particula classica, ou um conjunto ndo interagente de particulas desse tipo,
colidindo com uma fronteira rigida (LEONEL| 2019). Nessa colisdo a particula apresenta uma
reflexdo especular, isto €, seu angulo de entrada na colisdo € igual ao angulo de saida. Para o caso
onde a fronteira do bilhar € estdtica, o termo V; da equacgdo supracitada é nulo, enquanto o termo
Vb € nulo dentro da fronteira e infinito fora. A classificacdo de diferentes sistemas bilhares estd
muitas vezes associada a sua fronteira, sendo alguns dos principais exemplos a serem citados os
bilhares circulares, elipticos e ovoéides. Essas fronteiras exercem um papel fundamental no que
se refere a integrabilidade desses sistemas, podendo ser eles integrdveis, ergédicos ou mistos,
classificagOes estas que trataremos com maior detalhe ao longo do texto.

Ao introduzirmos a dependéncia temporal na fronteira, o termo V; € nao nulo e a particula, ao
colidir com a fronteira sofre uma alteracao na sua velocidade e energia. Essas alteracdes levam a
mudancas substanciais na estrutura do espaco de fases, uma delas, enunciada como conjectura
LRA (LOSKUTOV; RYABOV; AKINSHIN;, 2000) afirma que caso existam regides de caos no

bilhar estatico, crescimento ilimitado de energia (aceleracdo de Fermi) deve ser observado ao
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introduzirmos uma dependéncia temporal na fronteira do bilhar. Devido a um contra-exemplo
dessa conjectura (LENZ; DIAKONOS; SCHMELCHER; [2008) encontrado para o bilhar eliptico,
que apresenta um espago de fases integravel no caso estdtico e ainda assim, ao ser introduzida a
dependencia temporal, apresenta aceleracdo de Fermi, seu enunciado foi reformulado. Tem-se a
orbita heterociclica como alternativa ao caos como condi¢do no espago de fases estatico.

No que se refere a aceleracdo de Fermi, € interessante notar que este € um fendmeno
relacionado ao crescimento de energia de uma particula cldssica apds sofrer colisdes com uma
fronteira dependente do tempo. Esse mecanismo foi primeiro proposto por Enrico Fermi em
1943 em uma tentativa de descrever os processos de acelera¢do de raios cdsmicos em meio a um
campo gravitacional também em movimento (LEONEL!, 2019). Apesar de ter sido apresentado
com um intuito bastante diferente, sua apari¢do em diversos sistemas bilhares se mostra essencial
para que possamos compreender as transi¢cdes de fase pelas quais esses sistemas passam. No
caso dos bilhares, esse ganho de energia pode ser suprimido através da introducao de forcas
de dissipagdo, tais como choques ineldsticos(OLIVEIRA; LEONEL,|2009) e arrasto devido a
presenca de um gas (LEONEL; BUNIMOVICH, 2008).

Nesses casos foram observadas leis de escala e uma transi¢cdo de fases do crescimento
limitado para ilimitado na energia conforme a dissipacdo vai a zero continuamente, isto €, o
sistema passa de uma dinamica dissipativa para uma dinadmica conservativa. Esta transicao j4 foi
amplamente descrita na literatura usando a abordagem fenomenoldgica de transferéncia de calor,
bem como por meio de sistemas bilhares (LEONEL et al., 2016), mas sem fornecer uma solucio
analitica. O objetivo deste trabalho € corrigir essa lacuna na literatura usando o formalismo
de equacao de difusdo apresentado em (LEONEL et al., 2020), no caso para um mapeamento
bidimensional, para um sistema muito mais complexo, que veremos ser o caso para bilhares
dependentes do tempo.

A organizacdo deste trabalho foi feita como se segue: No capitulo 2 introduziremos as
principais caracteristicas de sistemas bilhares, classificando-os de acordo com sua dependéncia
temporal e definindo adequadamente que vem a ser aceleracdao de Fermi, bem como sua relagdo
com a Conjectura LRA e seu papel no bilhar ovéide dependente do tempo; Seguindo para o
capitulo 3 faremos uma abordagem completa sobre a equagdo de difusdo, explicitando como sua
solugdo € capaz de descrever analiticamente o comportamento difusivo de uma particula em um
bilhar dependente do tempo; No capitulo 4 apresentaremos os principais resultados que podem
ser extraidos da solucdo apresentada no capitulo anterior no que se referem as leis de escala e aos
expoentes criticos do sistema, amplamente definidos na literatura; Ja no capitulo 5 utilizaremos
os resultados estabelecidos para abordar 4 perguntas essenciais que caracterizam uma transicao
de fase, sendo elas: Qual é a quebra de simetria do sistema? Qual é o pardmetro de ordem?
Quais seriam as excitagdes elementares para essse sistema e quais sao os defeitos topoldgicos
que impactam no transporte de particulas? Respondidas essas perguntas chegamos ao ultimo
capitulo deste trabalho, onde faremos uma discussao geral sobre os resultados, apresentando

conclusoes e perspectivas futuras do mesmo.
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2 SISTEMAS BILHARES

Como citado anteriormente, dedicaremos este capitulo a uma explicitagdo em maior detalhe
do que sdo sistemas bilhares, classificando-os de acordo com sua dependéncia temporal e
explicando mais a fundo o fendmeno de aceleracdo de Fermi e como ele se relaciona com o
nosso sistema e com a conjectura LRA.

Primeiramente, podemos definir um bilhar como um sistema dindmico que descreve a
dinadmica de uma particula ou de um conjunto ndo interagente de particulas em movimento
dentro de uma barreira fixa e rigida com a qual colidem (LEONEL/, 2019). Como citado
anteriormente, essa colisdo € caracterizada pela conservacdo do angulo que a particula faz com a
linha tangente antes e depois da colisao. Neste caso temos entdo que a componente tangencial
da velocidade se mantém constante, enquanto que a componente radial tem seu sinal invertido:
trata-se de uma colisdo especular. A classificacdo de acordo com a dindmica da fronteira vem
do fato de que, caso as colisdes com a fronteira sejam eldsticas como ocorre no bilhar estatico,
a energia das particulas em questdo ¢ mantida. Porém quando tratamos de uma fronteira que
possui dependéncia temporal a energia da particula ndo € mais preservada e a difusdo ilimitada
na energia conhecida como aceleracao de Fermi tem condi¢des de ser observada.

Trataremos primeiramente dos bilhares estdticos, apresentando suas principais caracteristicas
e definindo cada uma de suas componentes, muitas destas que se estenderdo para o caso onde a

dependéncia temporal € introduzida.

2.1 BILHARES INDEPENDENTES DO TEMPO

Bilhares estéticos, ou independentes do tempo, podem ser classificados de acordo com sua

fronteira como:

* Bilhares integraveis: Dois exemplos que podemos citar sdo o bilhar circular e o eliptico.
No primeiro caso a integrabilidade € devida a preservacao de energia e momentum angular,
ja no segundo se trata da preservacao do momentum angular em relagdo a cada um dos

focos, além da preservagdo da energia (BERRY) |1981);

* Bilhares ergédicos: Podem ser citados o bilhar de Sinai, comentado anteriormente, e
o estadio de Bunimovich. No bilhar de Sinai a fronteira é construida de forma que as
particulas estejam confinadas em um quadrado de lado "L"com um circulo de raio R < L
no centro, espalhando todas as particulas que colidem com ele (SINAIL [1970). J4 no
estddio de Bunimovich a fronteira consiste de duas metades de um circulo conectadas entre
si por dois segmentos de reta, remetendo a forma de um estddio como o préprio nome

sugere (BUNIMOVICH, [1979). Nesses casos, dependendo dos parametros de controle,
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uma Unica condig¢do inicial € capaz de preencher ergodicamente todo o espaco de fases

para tempos suficientemente longos;

* Bilhares mistos: Por fim, essa classe de bilhares exibe um espaco de fases que com-
bina ilhas de periodicidade coexistindo com curvas invariantes spanning que delimitam
diferentes mares de caos, um exemplo sendo o bilhar ovéide (OLIVEIRA; LEONEL,
2010).

Para descrevermos a dindmica de um bilhar, assumiremos que a fronteira pode ser descrita em

coordenadas polares a partir de um raio escrito como:
R = R(0) (2.1)

e o comportamento da particula confinada no interior dessa particula € descrito por um certo
mapeamento discreto para as varidveis (6, «v,), com n se referindo a enésima colisdo com a
fronteira, onde 6,, se refere a posi¢ao angular da particula e o, corresponde ao angulo que a
trajetoria faz com relacdo ao vetor tangente a fronteira na posi¢ao #,,, como podemos ver na
figura 1, abaixo (LEONEL, 2019):

Figura 1 — Ilustracdes dos angulos que descrevem a dindmica de um bilhar

fonte: (LEONEL), 2019)

Utilizando do formalismo das coordenadas polares, a posi¢do da particula pode ser descrita

como:

X(0,) = R(0,)cos(0,) (2.2)
Y (0,) = R(6,,)sin(0,). (2.3)

O angulo entre o vetor tangente a uma particula e a fronteira na posi¢do dada pelas equagdes

acima, em relacdo a horizontal, é dado por:

¢n = arctan { 2.4
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onde os apéstrofos se referem a primeira derivada em relacdo a 6. A equacdo que descreve a

trajetdria da particula, com velocidade constante, entre uma colisdo e outra é dada por:
Y(0n11) —Y(0,) = tan(c, + ¢0)[X (0ni1) — X(0,)] (2.5)

onde Y (0,.1) e X(0,.1) representam as novas coordenadas para 6,1, sendo obtidas pela
solucdo da equacao (2.5).0 angulo entre a trajetdria da particula e o vetor tangente a fronteira no
ponto 6,,.1 é dado por:

U1 = Gust — (0 + ). (2.6)

Por fim, o mapeamento discreto para a dindmica da particula é dado por:

H(0p1+1) = R(0p41)sin(0p11) — Y (6,) — tan(ay, + ¢n)[R(Ons1)cos(0n1) — X (6,)]  (2.7)
Ap1 = ¢n+1 - (an + ¢n) (28)

onde 6,,,1 é obtido a partir da solu¢do numérica de H(0,,,) = 0. Com as equacdes (2.7) e
(2.8) em maos, podemos substituir as expressdes especificas, em coordenadas polares, de cada
fronteira para descrever os bilhares citados anteriormente. Aqui focaremos primeiramente nos
bilhares circular e eliptico, integraveis, e depois partiremos para o bilhar ovéide, que € nosso
foco neste trabalho.

A fronteira do bilhar circular é descrita por R(¢) = 1. Como a curvatura, neste caso, é
constante, ndo hd necessidade de solucionar uma equagcéo transcendental para obtencdo de H(6)

e 0 mapeamento assume a forma explicita colocada abaixo.

Opi1=0,+1— 2, (2.9)
Q1 = Q. (2.10)

Temos entdo um espaco de fases tipico de um sistema integravel, como pode ser visto no
item "a"da figura 2. Nele temos curvas invariantes quando o angulo o ndo puder ser escrito como
multiplo de 7 (chamado "incomensuravel") e uma sequéncia discreta de pontos quando puder.

Ja para o bilhar eliptico, a equacio que descreve a fronteira se torna:

1—e?

R(®,e.q) = 1 + ecos(qh)

(2.11)
com e € [0, 1) correspondendo a excentricidade da elipse, enquanto ¢ a deforma, sendo ¢ = 1
o bilhar eliptico e ¢ > 1 referente ao bilhar"eliptico-like". E importante notar que "¢"deve ser
um inteiro, uma vez que valores ndo inteiros levam a aberturas na fronteira permitindo o escape
de particulas e afetando imensamente a dinamica do bilhar. O espaco de fases para o bilhar
eliptico pode ser observado no item "b"da figura 2 e nele podemos observar duas importantes

estruturas: o conjunto de curvas invariantes spanning tanto no "topo"quanto na parte inferior do
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espaco de fases e as duas ilhas de estabilidade no centro. As curvas invariantes estdo associadas
a Orbitas de rotacdo no bilhar enquanto as ilhas estdo associadas as 6rbitas de libracao, com os

dois movimentos sendo separados pela curva separatriz em destaque.

Figura 2 — Espaco de fases para os bilhares circular (a) e eliptico (b)
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fonte: (LEONEL,[2019). Compilagdo do autor.

A auséncia de caos no espaco de fases € uma caracteristica intrinseca deste sistema e sua
integrabilidade se mantém mesmo com a variacao de parametros. Na figura 3 podemos observar
o efeito do aumento do parametro "q"tanto no desenho da fronteira do bilhar quanto no espacgo
de fases. Por fim, uma ultima caracteristica do bilhar eliptico a ser citada é a preservacdo da
quantidade representada pelo observavel F'(«a, 6), escrito abaixo, que é nulo ao longo da curva

separatriz, positivo nas 6rbitas de rotacdo e negativo nas de libragao:

cos®(a) — e*cos? (o)

F(a,0) = 2.12
(,6) 1 — e2cos?(¢) (212)

Agora tratemos do bilhar ovéide. Este tem a fronteira descrita por:
R(0,¢,p) =1+ ecos(ph) (2.13)

e aqui temos € fazendo papel semelhante a e no caso anterior, da mesma forma que p, deformando
a fronteira, sempre sendo um ndmero inteiro de forma a ndo permitir "buracos'"na fronteira e
escape de particulas. Conforme e cresce temos que o caos no espaco de fases cresce, como
podemos ver na figura 4, para € = 0 o bilhar circular é recuperado e parae < ¢, = 1/(p?> + 1) o
espaco de fases € misto, apresentando ilhas de estabilidade, curvas invariantes e mares de caos.
Definimos ainda como €. o valor critico a partir do qual as curvas invariantes sdo destruidas.
Na figura 4 podemos observar diferentes espagos de fases obtidos a partir do mapeamento das
equacdes (2.7) e (2.8) com todas as caracteristicas supracitadas, além do efeito da varia¢do dos

paramtros € € p.
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Figura 3 — Diferentes aspectos do bilhar eliptico. No item a) temos o efeitos da variacao do
parametro "¢"no desenho da fronteira do bilhar, com ¢ = 1 em preto, ¢ = 2 em
vermelho e ¢ = 3 em verde; Nos itens b) e ¢) temos espago de fases construidos para
o bilhar elipticocome = 0.1 e ¢ = 1 e ¢ = 2, respectivamente; Por fim, no item d)

temos o desenho da trajetéria de uma particula dentro da fronteira, tomando e = 0.01

T T N T N T T T T : T T T

a) % .| ‘ - b) L ] "| \ _ L - - ”‘|I |

fonte: Produgao do préprio autor

E possivel entdo notar claramente como o aumento do parimetro ¢ estd diretamente re-
lacionado ao crescimento da regido de caos no espaco de fases e a reducdo das regides de
periodicidade, restando apenas um conjunto de curvas invariantes proximas de zero e de T,
chamadas de whispering gallery orbits ou Orbitas da galeria do sussuro. Também € interessante
observar o comportamento do expoente de Lyapunov para esses casos. O expoente de Lyapunov
¢ uma ferramenta essencial para indicar a existéncia de caos em um sistema, o que neste caso
serd muito importante quando partirmos para a introdu¢do da dependéncia temporal.

De uma forma geral, podemos definir o expoente de Lyapunov positivo como um indicador
da presenca de dindmicas cadticas em um sistema, apresentando valores menores ou iguais a zero
para comportamentos periodicos ou quase-periddicos (LEONEL, 2019). Podemos calcula-lo por
meio da iteracdo de duas condi¢des iniciais préximas, acompanhando suas evolucdes no espago
de fases e analisando o que ocorre com a distancia entre elas. Se essa distdncia reduz com o tempo
sabemos se tratar de Orbitas regulares, porém caso a mesma aumente exponencialmente sabemos
se tratar de uma dindmica cadtica: o conhecimento do comportamento de uma das condigdes
iniciais ndo nos permite afirmar nada sobre o comportamento da outra. Apesar de ser facilmente
identificdvel a presenca de caos nos espacos de fase apresentados até aqui, esse nao é sempre o
caso, daf a importancia de tal ferramenta. Para este sistema podemos perceber que o expoente de
Lyapunov € positivo e proximo de 0, 6971 no caso referente ao espaco de fases tomado por caos,
ou seja, positivo, e proximo de 0, 1325 para o caso onde ainda hd uma predominancia menor

dos mares de caos, como esperado. Também estd de acordo com o esperado a forte oscilacao



19

Figura 4 — Espaco de fases construido para o bilhar ovéide coma) p = 2, ¢ = 0.01,b) p = 2,e =
0.1,c)p=2,e=05,d)p=3,e=0.1

a) 1 —— S0 SR

fonte: Produgao do préprio autor

dos valores encontrados para o expoente nas primeiras iteragoes. A definicdo matematica do
expoente de Lyapunov considera n — oo para apresentar convergéncia a um certo valor. Isso
nao é possivel de ser feito computacionalmente porém € possivel encontrar valores adequados
para um grande nimero de iteracdes, que € o que fizemos na construcgio das figuras 5 a) e b),

com n da ordem de 10°.

Figura 5 — Expoente de Lyapunov: a) Para o item b) da figura 4 e b) para o item c) da figura 4

a) I | by *t L —
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0 06— —

fonte: Produgéo do préprio autor

Estdo entdo estabelecidas as principais caracteristicas de diferentes bilhares estéticos, que

utilizaremos como fundagdo para nossa proxima discussao.
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2.2 BILHARES DEPENDENTES DO TEMPO

Ao introduzirmos dependéncia temporal na barreira do bilhar devemos ter em mente que

a energia da particula nao € mais uma constante. Isso significa que um novo par de varidveis

dinamicas deverd ser introduzido junto aquelas vistas a pouco: a velocidade da particula e o

tempo em si. Este tltimo pardmetro serd introduzido na prépria expressao da fronteira, que agora
se torna:

R = Ry(0,1) (2.14)

enquanto que a dindmica da particula agora € descrita por um mapeamento quadridimensional,

dado por:
T(9n7 O, Vn> tn) = (9n+17 An+t1, Vn+1> thrl) (215)

onde 6 é a posi¢do angular ao longo da fronteira em que ocorre o impacto, « € o angulo que
a trajetdria da particula faz com a tangente no instante do impacto, V' € a velocidade absoluta
da particula e ¢ € o instante do impacto propriamente dito. Todas essas varidveis avaliadas no
impacto n, ao serem aplicadas no operador 7', nos fornecem seu comportamento no impacto
n + 1. Os efeitos da introducdo da dependéncia temporal na fronteira podem ser vistos na figura

6, abaixo.

Figura 6 — Esbog¢o de quatro colisdes de uma particula em um bilhar com a fronteira mével

fonte: (LEONEL), 2019)

Essa dependéncia temporal também afeta as coordenadas X e Y, que definimos nas equacdes
(2.2) e (2.3), sendo agora dadas por:

X (0,) = R(0p,t,)cos(6y,) (2.16)
Y (6,) = R(0,,t,)sen(0,) (2.17)

jé o vetor que descreve a velocidade da particula é dado por:

~

V,, = [Vi|[cos(dn + an)i + sen(dn + an)]] (2.18)
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e o angulo ¢,, é dado por:

o, = arctan [ (2.19)

Y'(0,,t,)
X' (0, tn)]

onde os apdstrofos novamente se referem a primeira derivada em relagdo a #. Com todos esses

elementos em maos podemos escrever a posi¢ao da particula em fungdo de um instante arbitrario

t > t, por:
X, (t) = X (0, 1) + |Valcos(an + ¢n)(t — ) (2.20)
Y, (t) = Y (0, ) + |Via|sin(an + ¢n)(t — t,) (2.21)

com o subindice p denotando que estamos nos referindo a particula, caso tratemos da fronteira
utilizaremos o subindice b (do inglés "boundary"). Podemos escrever a distancia da particula
em relagéo a origem do sistema de coordenadas como R, (t) = |/ X2(t) + Y2(t). A posicio da
particula no momento da préxima colisdo com a fronteira é entao obtida igualando as expressdes

para Ry, (0,41, tnt1) € Rp(Ont1,tnt1). O instante da colisdo é dado por:

AX,?2 + [AY,]?
i1 = by + VI ”|]Vf|r[ ) (2.22)

com o elemento "A"denotando a diferenga entre a expressdo de X, (ouY,)em 6,1 e 06,. A
expressao para a velocidade da fronteira no instante do impacto € dada por:

= dR(t - . ~

Vi(tni1) = % [cos(0p41)t + sin(6,41)7]. (2.23)

tn+1

Por fim, para obter a velocidade da particula devemos levar em conta que o referencial da
fronteira € nao inercial, logo é conveniente escrever as leis de reflexao no instante do impacto

de forma a permitir que a velocidade seja encontrada numericamente (LEONEL! 2019). Temos

entao:
Vst - Tt = |Val[cos(om + ¢)cos(dni1)] + |Val[sen(cm + dn)sen(dns)] (2.24)
Vi - Nugr = = [Val[=cos(an + dn)sen(dn1)] — [Val[sen(an + ¢n)cos(ni1)]

+2Vp(tr1) - Nost (2.25)
onde os vetores unitarios an e ]\7n+1 sdo dados por:

an = cos(gbnﬂ)% + sin(¢n+1)} (2.26)
Nopi1 = —sin(¢ni1)i + cos(bnir)] (2.27)
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e a1 1 € dado por:

Vi1 - N,
Qpy1 = atan M (2.28)
Vn+1 : Tn+1
por fim unimos esses elementos de forma a escrever a velocidade na colisdo n + 1:
‘Vn11| = \/(Vn-i-l ' fn-l-l)Q + (Vn-i-l : Nn-&-l)Q' (2-29)

Antes de passarmos para a extensdo deste formalismo para o estudo do bilhar ovéide dependente
do tempo faremos uma breve discussao sobre o fendmeno de aceleracdo de Fermi e sua relacdo

com a conjectura LRA, o que deixard mais claro nosso interesse neste sistema.

2.3 ACELERACAO DE FERMI, A CONJECTURA LRA E O BILHAR OVOIDE DEPEN-
DENTE DO TEMPO

A conjectura LRA tem como enunciado o fato de que a dinamica cadtica de particulas em um
certo bilhar quando sua fronteira € estatica € condi¢do suficiente para que, quando introduzida a
dependéncia temporal na fronteira, surja difusio de energia conduzindo a acelera¢io de Fermi.
A conjectura foi proposta baseada em observacdes referentes a alguns dos bilhares citados
anteriormente neste trabalho: o bilhar de Sinai, o estidio de Bunimovich, o bilhar ovéide, dentre
outros (LOSKUTOV; RYABOV; AKINSHIN, 2000). Em todos esses casos, como vimos, existe
uma dindmica cadtica para a fronteira estatica e, ao ser introduzida a dependéncia temporal,
todos levaram ao fendmeno de difusdo na energia.

Anos depois do trabalho que enunciara a conjectura surge uma problematica observada por um
grupo de pesquisadores alemdes: o bilhar eliptico (LENZ; DIAKONOS; SCHMELCHER| 2008).
Como vimos na secao 2.1, o bilhar eliptico € integravel para a fronteira estética, vimos ainda
que essa integrabilidade é robusta mesmo a variacdo dos parametros de controle e ,sendo assim,
ndo teriamos motivo para acreditar que a conjectura LRA se aplicaria a este sistema. Apesar
disso, ao ser introduzida a dependéncia temporal vemos uma migragdo de drbitas no regime
de libragdo para drbitas no regime de rotagcdo e vice-versa. Essa migracdo leva o observavel
"F", escrito na equagdo (2.12), a alternar entre valores positivos e negativos. Surge entao uma
"camada estocdstica"ou "camada cadtica"no sistema, que leva a destruicdo da curva separatriz
apresentada na figura 2, causando que as Orbitas dessa regido apresentem o fendmeno de difusdao
de energia levando a acelera¢do de Fermi(LEONEL), 2019). Temos entdo um contraexemplo para
a conjectura LRA que viria a ser corrigido anos depois, sugerindo a existéncia de uma Orbita
heteroclinica ao invés de porcdes de caos no espago de fases como condicao para a observagao
de difusdo de energia (LEONEL; BUNIMOVICH, 2010).

Com isso em mente, partamos para o nosso objeto de estudo neste trabalho: o bilhar ovéide

dependente do tempo. Para esse modelo, o raio da fronteira € descrito por:

R(0,n,t) =1+ nf(t)cos(ph) (2.30)
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com p sendo um inteiro, 17 = 0 correspondendo ao bilhar circular, que ja vimos ser integravel,
enquanto 17 # 0 fornece um espago de fases misto para f(t) = cte., além de exibir aceleracdo de
Fermi para o caso especifico onde f(t) = 1 4 ecos(wt), assim como importantes propriedades
de escala (LEONEL et al.,|2016)). Foi bem estabelecido na se¢do 2.1 que o bilhar ovéide estético
apresenta mares de caos, sendo assim tal Acelera¢do de Fermi estd de acordo com a conjectura
e ele foi, como vimos, um dos objetos de estudo para a formulacdo da mesma. A equacdo
para a fronteira permite que apliquemos o formalismo mostrado até aqui para descrevermos o
sistema porém uma nova quantidade conveniente para a andlise do sistema pode ser introduzida:

a velocidade média. Podemos escrever essa quantidade como (REIF, 2008):

M n
V=33 (2.31)
=1 ' j=1

onde a soma em M identifica diferentes condi¢des iniciais enquanto n identifica o nimero de
colisdes da particula com a fronteira. Essa € uma importante quantidade para nossa identificagao
do fendmeno de aceleracdo de Fermi. Como visto no item "a"da figura 7, abaixo, a velocidade
média apresenta um crescimento em lei de poténcia da quantidade para tempos suficientemente
longos, mesmo variando a velocidade inicial. A repeticdo deste comportamento para diferentes
parametros de controle nos permite observar pela primeira vez o fendmeno conhecido como
invariancia de escala. Neste caso, a obtencdo dos expoentes de escala adequados permite a
sobreposicao de todas as curvas construidas e seu comportamento pode ser sumarizado em trés

"momentos":

 Para velocidades suficientemente pequenas, da ordem da velocidade mdxima da fronteira,

podemos descrever V' oc n®. Fenomenologicamente é possivel encontrar que, neste caso
£~0,5

* Para velocidades que ndo sejam suficientemente pequenas temos o platd que pode ser
observado em algumas das curvas no item "a"da figura 7. Esse platd pode ser descrito por
V Vy* para n muito menor do que n, (n, sendo a iteragcdo de crossover a ser melhor
descrita no préximo item. Fenomenologicamente é possivel encontrar que, neste caso

a~1

* Por fim, a iteracdo de crossover que marca a mudanca do regime de platd para o de
crescimento com lei de poténcia é dada por n, o V. O expoente critico z pode ser
encontrado por meio da lei de escala z = «/[3, com dedugdo a qual ndo entraremos em

detalhe neste trabalho, sendo portanto z ~ 2

Uma vez obtidos estes expoentes, as transformacgdes de escala adequadas podem ser feitas em
cada um dos eixos das curvas do item "a"da figura 7, nos fornecendo a preposicao das curvas

mostrada no item "b"da mesma figura. A obten¢do destes expoentes, leis e transformacdes de
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escala ndo serdo tratadas em maior profundidade nesta secdo. Estes valores serdao obtidos em

maior detalhe, para os nossos resultados, na secao 4 deste trabalho.

Figura 7 — a) Grafico da velocidade média vs. n para diferentes valores de 1j. Os parametros
de controle utilizados foram € = 0.08,p = 3 e n = 0.5. b) Sobreposicao das curvas
do item "a"em uma dnica curva universal uma vez feitas as transformacdes de escala
adequadas

1
a) 10
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10° 10 10° 10° 10" 10

0

fonte: (LEONEL,2019). Compilacdo do autor.

No que se refere ao platd, € interessante notar que o motivo para sua existéncia vem do
fato de que a velocidade média, nesse momento, € constituida de parte de um ensemble que
apresenta crescimento de velocidade e de outra parte que estd em desacelerac@o. A distribuicdo
de probabilidade, que serd melhor tratada na préxima se¢do, apresenta entio a forma de uma
Gaussiana e alcanga uma quebra de simetria quando a iteragdo de crossover € atingida, levando a
mudanca de regime (LEONEL!, 2019). Também ¢ interessante notar que para um niimero ainda
maior de colisdes, além do intevalo mostrado na figura 7, da ordem de 10° o sistema passa para
um regime de aceleragdo ainda maior. 3 passa de 0.5 para 1, no que é chamado "regime de super
difusdao"(HANSEN et al., 2018)).

Agora vamos discutir o que esse fendmeno de aceleracdo de Fermi significa fisicamente para
0 nosso sistema. Se o crescimento de energia leva ao crescimento de velocidade de acordo com
o teorema de equiparti¢ao de energia cada termo quadratico na expressdo da energia da particula
contribui com %K T, onde K é a constante de Boltzmann e 7' € a temperatura (REIF, 2008).
Se ocorre um crescimento ilimitado da velocidade quadratica média, o mesmo deve ocorrer

com a temperatura do gds. Sabemos que isso ndo condiz com o que seria observado em um
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experimento real em laboratério. Na pratica podemos supor que a fronteira do bilhar seria a
fronteira do recipiente em questdo, devidamente isolado, com o gas de particulas em seu interior.
Se colocarmos tal recipiente em contato com um reservatorio de calor, este tendo uma certa
temperatura 7,..; constante, ao colocar o sistema em contato com o reservatorio espera-se que a
temperatura do gés varie. Temos entdo que o contato levaria o gds a aumentar de temperatura, de
forma a se igualar com o reservatorio. Utilizando o formalismo de sistems bilhares, podemos
dizer que o ganho de energia desse gds estd associado as colisdes das particulas com a fronteira
do recipiente. Porém, se pensarmos no caso do bilhar ovéide dependente do tempo como
acabamos de ver, essa temperatura cresceria indefinidamente. Surge entao o questionamento:
como suprimir o ganho ilimitado de energia (ou aceleracdo de Fermi) neste caso para que o
sistema esteja em acordo com o experimento?

Para isso podemos supor que que as particulas do gas, ao colidirem com a fronteira do
recipiente, experimentam perdas fracionais de energia. Colisdes ineldsticas representam um
dos vérios mecanismos que podemos utilizar para suprimir tal difusao ilimitada, ao lado da
introducdo de forgas de arrasto viscoso da ordem de —V, —V2e —V? (com 1 < § < 2),
amplamente discutidas na literatura (LEONEL, 2019). Foquemos nossa atenc¢ao no efeito que a
introducdo dessas colisdes ineldsticas terd nas equacgdes apresentadas na secdo 2.2 para o bilhar
ovéide, especialmente nas leis de reflexdo. Os vetores unitarios an e ]\7”+1 se mantém os
mesmos apresentados nas equagdes (2.25) e (2.26), porém agora as leis de reflexdo devem levar
em conta o termo v € [0, 1], que representa o coeficiente de restitui¢do. O caso onde v = 1
representa colisdes eldsticas enquanto v < 1 se refere a uma perda fracional de energia em cada

colisdo. Temos entao:

Vit - Ty = Vo - T (2.32)
Vn+1 : NnJrl = _fy‘_/)n : NnJrl + (1 + 7)‘71)<tn+1 + Z(n>> ’ NnJrl (233)

onde V; € a velocidade da fronteira, dada pela mesma expressdo apresentada na se¢do anterior,
e Z(n) € [0, 1] é um niimero aleatdrio cujo objetivo é introduzir estocasticidade no modelo, em
acordo com os muitos graus de liberdade de cada um dos dtomos que constituem o "bilhar". As
expressOes para |Vn11| e a,41 também se mantém como apresentadas nas equacdes (2.28) e
(2.29).

A presenca dessas colisdes ineldsticas conduz, pelo teorema de Liouville (LICHTENBERG;
LIEBERMAN]| 1992),a existéncia de atratores no espaco de fases. A existéncia deles garante
que o sistema evolua para o estado de equilibrio termodindmico onde a temperatura do gas de
particulas atinge a temperatura do estado estaciondrio.

Essa caracterizagdo foi realizada utilizando simulac¢des diretas em bilhares assim como o
utilizando solu¢do da equacao de Fourier para condugdo de calor em (LEONEL et al., 2016).
Essa caracteriza¢ao se mostra muito cara computacionalmente e por isso o principal objetivo

deste trabalho € determinar as propriedades estatisticas da velocidade quadratica média usando a
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solucdo analitica da equacdo da difusdo para caracterizar a transi¢ao que ocorre conforme v — 1,
onde o sistema passa de uma dinamica conservativa para uma dissipativa. A proposi¢ao deste
método de solugdo estd pautada no formalismo de (LEONEL et al., 2020) e sua aplicag@o estard
explicitada no capitulo a seguir. Por fim, na figura 8 estido apresentadas as curvas construidas

para o caso onde as colisdes ineldsticas sao introduzidas, mostrando a supressao da difusio por
uma abordagem fenomenoldgica. Na imagem também esté feita a sobreposi¢do das curvas em

uma curva universal, novamente se tratando de um exemplo de invariancia de escala no sistema.

Figura 8 — a) Gréfico da velocidade média vs. n para diferentes valores de -y € ne b) Sobreposicao
das curvas do item "a"em uma tnica curva universal uma vez feitas as transformacoes
de escala adequadas. As linhas continuas representam as previsdes tedricas para o
modelo pelo formalismo de sistemas bilhares
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fonte: (LEONEL et al., [2016))
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3 EQUACAO DE DIFUSAO

O uso de equagdes diferenciais esta diretamente relacionado ao estudo da difusdo de certas
particulas em um meio continuo. Alguns exemplos a serem citados sdo a difusdo de fumaca no
ar, de néutrons em um reator nuclear, de calor em uma barra metalica e, como no nosso caso, no
aquecimento de um gas entrando em contato com um reservatério térmico.

A expressao fenomenoldgica para a equacao vem do uso da quantidade "p", densidade ou
concentracdo da substancia em questdo, na escrita do fendmeno de difusdo na chamada "lei de
Fick":

j=-DVp 3.1)

com j sendo a densidade de corrente da quantidade em questdo e D o coeficiente de difusdo, que
depende das propriedades do meio (BUTKOV, [1988)). Além disso, também levamos em conta
que a substancia em questao ndo estd sendo absorvida ou emitida pelo meio. Esse fato fica entdo
expresso na chamada "equacgdo de continuidade"dessa substancia:

Ip

2 .7 =0. 2
at+V] 0 (3.2)

Unindo as expressoes acima temos a equacao de difusdo:

9p _ 2
5% DV~©p (3.3)

mas qual a relagdo dessa equacdo obtida fenomenologicamente com o nosso caso? Podemos
responder essa pergunta com uma escrita dessa mesma equagao que tem significado equivalente,
porém sendo pautada na densidade de probabilidade P(r,t) da particula estar em uma certa
posi¢do em um certo instante no tempo. Essa reformulagdo foi proposta por Einstein durante
sua busca por uma forma de descrever o movimento Browniano de particulas em um fluido
(BALAKRISHNAN, [2021) e € escrita por:

OP(z,t) D(‘)QP(x, t)

ot 02

(3.4)

caso consideremos apenas 0 movimento no eixo z, por simplicidade. Essa expressdo deve obter
a condi¢do de normalizacdo uma vez que estamos tratando da probabilidade de se encontrar a
particula, que deve ser igual a unidade caso estejamos considerando todos os valores possiveis

de —oo a oo para a posicdo. A condicdo € escrita, para qualquer ¢ > 0:

“+o0o
/ P(z,t)dr =1 (3.5)

—00

além disso, uma vez obtida a expressdo da probabilidade, também podemos definir os observaveis:
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z(t) = / xP(z,t)dx (3.6)
que € o deslocamento médio da particula em um certo tempo "t"e:
22(t) = / 22 P(x,t)dx (3.7)

como deslocamento quadratico médio, este ultimo sendo mais importante para a nossa andlise
uma vez que, mesmo para uma distribuicdo simétrica, este ndo se anula (como ocorre com
Z(t)). Além disso, um importante observavel quando tratamos da equagéo de difusdo é definido

calculando:

(@ (t)) = ——= D 2%(i) (3.8)

depois inserido em:
Zrms = A/ (2(2)) (3.9)

onde o subindice "rms"vem do inglés "root-mean-squared", traduzido como raiz quadrética
média por alguns autores (REIF, [2008)), e representa o valor "efetivo"apresentado por essa quan-
tidade. Na secdo seguinte nosso principal objetivo estard na obten¢do dessa ultima quantidade.
Por hora verfiquemos um dos principais resultados a serem obtidos da equacgao (3.4): a solug¢do
Gaussiana.

A expressdo para a equacdo de difusdo apresentada na equacdo (3.4) € de primeira ordem em
relac@o ao tempo e de segunda ordem em relacdo a posi¢ao. Esse tipo de equacgao diferencial é
chamada "parabdlica"e pode ser solucionada por meio da especificacdo de uma condi¢do inicial
e de duas condicdes de contorno, levando a uma solugdo tnica (BOYCE; DIPRIMA| 2014).
Considerando a particula inicialmente em z = 0, com uma condi¢do de contorno que surge disso
sendo P(z,0) = d(x). Também €& necessdrio que a probabilidade seja normalizada, o que é
satisfeito pela condi¢do P(x,t) = 0 em x = do0 para todo ¢t > 0. Queremos entdo uma solugéo
que satisfaca, simultaneamente, todas as condi¢des supracitadas.

Por questdes de praticidade nao iremos descrever os cédlculos que levam a este resultado
ja bem estabelecido na literatura, sendo estes obtiveis consultando qualquer texto académico

focado em Fisica Matematica. O resultado em questdo é dado por:

1 2
P(x,t) = NS <—%> (3.10)

conhecida como Gaussiana normalizada, para qualquer ¢ > 0. O comportamento dessa expressao
estd apresentado na figura 9 e € como esperado: conforme o tempo avanga a distribuicao tende a
se "achatar", indo gradualmente a zero enquanto mantendo a forma de sino caracteristica. Tendo
em vista que esse tipo de distribui¢do é um dos mais comuns na modelagem de sistemas naturais,

faz sentido que esta seja a forma do resultado que buscamos para o nosso sistema. Esse, porém,
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ndo é o caso.

Figura 9 — Diferentes solu¢cdes Gaussianas para a equacdo de difusdo que se alargam conforme
o tempo avanca. Por ser uma expressao normalizada, a drea sobre todas as curvas é
sempre igual a unidade

Yp(x,t)

fonte: (BALAKRISHNAN] [2021)

Na etapa anterior deste trabalho enfatizamos a importancia da obtencdo de uma solu¢do anali-
tica para o sistema bilhar ovéide dependente do tempo. Seu paralelo com o caso termodinamico
de um gas cléssico onde, se pensarmos nos bilhares dessa forma, segundo a conjectura LRA,
caso a dindmica para a fronteira estética apresentasse caos seria condi¢do suficiente para que
a introdugdo da dependéncia temporal produza uma difusdo ilimitada na energia na particula,
isto €, aceleracdo de Fermi. Esse crescimento de energia leva ao crescimento de velocidade
e, pelo teorema da equiparti¢cao de energia, um crescimento da temperatura, que sabemos nao
ocorrer na realidade. A solucdo para esse "problema'"reside em pensarmos na fronteira do bilhar
como a fronteira de um recipiente devidamente fechado e com vacuo no interior, ao se quebrar o
vacuo com um gds de particulas de baixa energia o esperado é que esse gas se aqueca mas nao
indefinidamente, apenas até o ponto de equilibrio. Esse aquecimento, pela teoria de bilhares,
viria das colisdes das particulas do gds com a parede do recipiente, porém se considerarmos que,
nessas colisdes, elas experimentam perdas fracionais de energia, isso ja seria, como dissemos
anteriormente, o suficiente para suprimir a aceleracdo de Fermi no sistema. Tendo esse com-
portamento em mente, podemos compreender porque a equagdo de difusdo seria a abordagem
sugerida para abordar esse problema analiticamente. Uma particula deste gés, neste processo
onde entra em contato com o reservatorio térmico, experimenta o fendmeno de difusio.

Resultados anteriores (LEONEL et al., 2020) mostram que o conhecimento da fungdo
distribui¢do de probabilidade dessa particula pode ser determinada a partir da solu¢do da equagao
da difusao impondo condig¢des de contorno especifcas que satisfazem as propriedades impostas

pelo espaco de fases, como feito para a distribuicdo gaussiana. No artigo em questao temos que
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a funcdo encontrada se refere a probabilidade de certa particula ter uma acao especifica em um
determinado "momento"n, escrita como P(/, n). No trabalho em questdo podemos perceber o
andlogo a distribuicao apresentada na figura 9 ao olharmos para o espaco de fases construido.
Na figura 10, abaixo, podemos ver este espaco de fases no item "a"ao lado da distribuicdo de
probabilidade ao longo do atrator cadtico no item "b". E possivel notar que a maior densidade
de pontos estd simetricamente em torno de / ~ 0, diminuindo gradualmente conforme nos
afastamos. Esse artigo € de grande importancia por introduzir um formalismo robusto para a
obtenc¢do da expressdo para a descricao da agcdo média por meio da equagdo de difusdo para o
mapa padrdo. O problema que iremos abordar na se¢do seguinte estd no fato de que o sistema
que € objeto de estudo deste trabalho apresenta algumas diferencas na forma da sua distribui¢ao
de probabilidades (LEONEL et al., 2016), que veremos a seguir.

Figura 10 — a) Gréfico do espaco de fases para o mapa padrao dissipativo considerando os para-
metros € = 100 € v = 1073 (b) Distribuigéo de probabilidade P(I, n), normalizada,
para o atrator cadtico do item "a".
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fonte: (LEONEL et al.,[2020)

3.1 DIFUSAO AO LONGO DE UMA LINHA SEMI-INFINITA

Diferente da quantidade "/"ou "a¢do", apresentada em (LEONEL et al., 2020), a quantidade
que € nosso objeto de estudo, "V "ou "velocidade"nao pode assumir quaisquer valores desde —oo
até oo. Seria contraintuitivo pensar em uma velocidade "infinitamente negativa"e vimos que
para o nosso sistema a velocidade de interesse estd limitada pela menor velocidade possivel da
fronteira, no nosso caso zero (LEONEL et al., |2016). No que se refere ao seu crescimento as
velocidades ndo apresentam qualquer limitacdao. Neste caso temos entdo que o intervalo para a
distribui¢do de probabilidades que iremos estudar € de 0 a 400, como mostrado na figura 11.

Nota-se entdo que ndo se trata mais de uma distribuicdo Gaussiana, como vimos na se¢ao
anterior. Para solucionarmos este problema podemos recorrer a solu¢do da equacdo de difusao ao
longo de uma regidao semi-infinita como apresentada em (BALAKRISHNAN; 2021), (BUTKOV,
1988) e (ARFKEN, 2017).
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Figura 11 — Grafico da distribuicdo de velocidades, normalizada, para um conjunto de 10°
particulas no bilhar ovéide dissipativo. A regido em azul foi obtida para 10 colisoes
enquanto a em vermelho foi obtida para 100. A figura em verde foi obtida para
50.000 colisdes. A velocidade inicial usada foi V) = 0, 2 e os parametros de controle
foramn =0,02,v=10,999e p = 2.

PV}

0.z

fonte: (LEONEL et al.,[2016)

Essa descri¢do para uma regiao finita é pautada em duas diferentes categorias referentes
ao tipo de barreira que estd limitando a difusdo a essa regido, sendo elas barreiras refletoras e
barreiras absorventes. Essas definicdes ndo devem ser confundidas com o tipo de barreira da qual
o bilhar se trata no que se refere a sua fronteira. Aqui estamos buscando o melhor mecanismo na
construcao de uma solugdo para a equagdo de difusdo que nos permita recuperar o formato de
distribui¢do de probabilidade observado na figura 11.

Tratemos primeiro das chamadas barreiras refletoras. Nesse caso estamos considerando que
existem duas barreiras simetricamente posicionadas a uma distancia "a"da origem. A barreira
posicionada na regio negativa ndo ird nos interessar, como ja comentado, porém a descri¢dao
serd feita levando em conta ambas as barreiras para uma maior completeza. Aqui temos o desafio
de descrever as condi¢des de contorno para a expressao da probabilidade justamente nessas
barreiras: nao sdo permedveis, impedindo passagem de particulas, e nem prendem as particulas
que as atingem. Essas caracteristicas permitem que tais barreiras sejam definidas de tal forma

que o fluxo de particulas por meio delas € nulo. Sendo assim, a condicao de contorno fica escrita:
OP(z,t)
Ox
para qualquer ¢t > 0. Com essas condi¢des de contorno, uma nova expressao para P(z,t) é
obtida:

=0 (3.11)
r==a

1 1 & nmwT n?m2 Dt
P(z,t) = —+ - Z cos (T> erp (——) (3.12)
n=1

2a a?
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que, por construcdo, obedece a condicao de normalizacdo. Isto é:

/a dep(z,t) =1 (3.13)

Para qualquer ¢ > 0.

Agora partindo para a descri¢do das barreiras absorventes, como o proprio nome diz, temos
que as barreiras posicionadas em z = +a absorvem (ou aniquilam) completamente qualquer
particula que as alcance, encerrando seu processo de difusdo. Nesse caso temos que a condi¢do

de contorno para essas fronteiras agora é dada por:
P(z,t)]p=2a =0 (3.14)

para qualquer ¢ > 0 e, novamente, com essas condi¢des de contorno uma nova expressdo para
P(z,t) é obtida:

1 2n + 1 2n + 1)’ Dt
P(z,t) = - Zlcos <%) exp (—( " +4a)27T ) : (3.15)

Essa expressao, porém, nao € normalizada por constru¢do como a outra. Isso vem do fato de que
uma particula iniciando sua trajetéria em ¢ = 0 vai, eventualmente, atingir uma das barreiras. A

probabilidade ndo € mais igual a 1 mas sim a uma probabilidade de "sobrevivéncia"escrita por:

/“ p(z,t)dz = S(t, £al0) (3.16)

—a

para qualquer ¢ > 0. A expressdo para S(t, a) pode ser obtida pela de P(z,t) como sendo:

& —_1\» 2,2
S(t, +al0) = & 3 =D <—<2" +Um Dt) (3.17)

7r (2n+1) 4a?

n=0

e pode ter seu comportamento observado na figura 12, onde percebemos que a probabilidade de
sobrevivéncia comeca em um valor maximo e gradualmente se aproxima de zero conforme o
tempo passa. Outra caracteristica dessa expressao € que, diferente do que ocorre para a barreira
refletora, a expressdo da probabilidade vai a zero para tempos infinitamente longos, apresentando
o comportamento de "achatamento"que vimos na solu¢do Gaussiana.

Para entendermos melhor o comportamento dessas fungdes podemos recorrer a dois formalis-
mos muito importantes: o método das imagens e as fungdes de Green. Apesar deste primeiro ser
melhor conhecido no contexto do eletromagnetismo, aqui ele serve como uma técnica para en-
contrar a funcdo de Green para um certo operador diferencial com certas condi¢des de contorno,
levando em conta que o sistema possui uma simetria que possa ser explorada (BALAKRISHNAN,
2021)). O método das imagens aqui tem como objetivo escrever as solugdes vistas previamente

em uma expressao tnica. Novamente assumimos que a difus@o se inicia na origemem<t¢ = 0 e
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Figura 12 — Probabilidade de sobrevivéncia S(t, +a|0) em fun¢do do tempo. Essa expressdo
apresenta um decaimento que pode ser descrito por uma soma infinita de expronen-
ciais, como descrito em detalhe em (BALAKRISHNAN, [2021))

St +a 10)
4

0 t

fonte: (BALAKRISHNAN] [2021)

imaginamos espelhos colocados nos locais onde estariam as fronteiras ("a"e "—a'"no eixo x). A
imagem de um ponto x, colocado entre os espelhos, formada pelo espelho em a vai estar entdo
localizada no ponto 2a — x. J4 a imagem formada pelo espelho em —a vai estar entdo localizada
no ponto —2a — x. Como os dois espelhos estdo de frente um para o outro, o que acontece €
que mais imagens vao surgindo sucessiva e infinitamente a partir desse tinico ponto x, como

podemos ver na figura 13 abaixo.

Figura 13 — Possiveis localiza¢des para um ponto arbitrdrio x € [—a,a] e algumas de suas
primeiras imagens formadas, como no caso das fronteiras em "a"e "—a". O nimero
de pontos formados por imagens espelhadas € infinito nesse caso.

0 X a 2a—x da+x

—4a+x —2a-x -a

fonte: (BALAKRISHNAN] [2021)

Esse método nos permite entdo escrever a densidade de probabilidade P(z,t) nessa regido
entre os "espelhos"como uma combinacgdo linear de todas as imagens. Essa expressdo sera
global para as barreiras refletoras e absorventes, com sua unica mudanca estando nos coeficientes
de cada uma das expressdes. As distribui¢des de probabilidade para barreiras refletoras e

absorventes, respectivamente, obtidas por este formalismo sdo:

1 = 2na)?
P(x,t) = \/ﬁ Z exp (—%) (Barreira refletora) (3.18)

n=—oo

1 S 2na)?
P(x,t) = TiDi Z (—1)"exp <—%> (Barreira absorvente). (3.19)

Uma representacdo visual dessas expressdes a qual podemos recorrer sdo as obtidas pelas

condicdes de Newmann e Dirichlet para a equacao de calor. Nao entraremos em detalhe em sua
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dedugdo, porém € importante definir que nesse formalismo se quisermos descrever a temperatura
em uma haste devido a uma fonte pontual em z = —¢ devemos considerar uma fonte imagem
posicionada em x = —¢&. No caso da condi¢ao de Neumann (andloga a barreira refletora, com o
fluxo de calor sendo zero) temos uma figura espelhada, como podemos ver no item "a"da figura
14. Ja no caso da condi¢do de Dirichlet (andloga a barreira absorvente) a fonte imagem tem a
forma de um "pogo", como podemos ver no item "b"da figura 14 (BUTKOV, 1988). A escolha
da condi¢do de contorno que melhor se adequa ao nosso sistema deve entdo levar todas essas

caracteristicas em conta para que seja valida, o que serd feito na secdo a seguir.

Figura 14 — a) Representagdo da distribui¢ao das fontes real e imagem para as condi¢des de Neu-
mann b) Representacdo da distribuicao das fontes real e imagem para as condicoes

de Dirichlet
a) A
Fonte imagem Fonte real
| \ X
= :
b) T Fonte real
i
i
—£

Fonte imagem

fonte: (BUTKOV, |1988|)
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3.2 SOLUCAO DA EQUACAO DE DIFUSAO

Discutimos a fundo na se¢éo anterior a obtengdo das fungdes P(x,t) para o caso onde temos
duas fronteiras localizadas, simetricamente, em +a ao longo do eixo z. Esse formalismo pode
ser "regredido"para a obtencdo de um sistema onde temos a difusdo ocorrendo ao longo de uma
linha semi-infinita (—o0, a], sendo a qualquer valor real. Sendo o ponto inicial da difusdo da
particula em ¢ = 0 dado por 7y < a, podemos utilizar os métodos apresentados até aqui para
escrever uma solucao para a equagdo de difusdo com uma "barreira"em —oo e uma, absorvente

ou refletora, em "a". Assim, a expressao obtida é:

1 — 1)? 204 — x — 1)?
JiDi [exp <—%) + exp (—( a 4?% %) )] (3.20)

com 0s sinais positivo e negativo correspondendo, respectivamente, ao caso da barreira refletora
e absorvente em a (BALAKRISHNAN; 2021)).

Agora voltemos a nossa atencao para o bilhar dependente do tempo que € o foco do nosso

P(z,t) =

trabalho. Para esse sistema temos que a probabilidade apresenta a forma de distribui¢ao discutida
nas se¢Oes anteriores, também possivel de ser visualizada na figura 11. Essa forma de distribui¢ao
agora estd pautada nas varidveis (V, n), com n sendo um niimero de iteracdes que aqui cumpriria
o papel do "tempo"em um sistema discreto e V' seria a velocidade da particula em questdao

experimentando a difusdo. Esse tipo de P(V, n) nos fornece a condi¢éo de contorno:
P(V,n)|ly=o = P(V,n)|y=c = 0. (3.21)

Além disso, temos que P(V,0) = §(V — V4), o que nos fornece uma concentragdo de todas as
particulas com a mesma velocidade inicial em ¢ = 0. Para que essas relacdes sejam obedecidas,

a equacdo (3.20) deve entdo ter forma:

P(V,n) = —— {exp <_M) — eap <_M)} (3.22)

VAar Dt 4Dt 4Dt

onde a = () no nosso caso, como vimos ao tratar da distribui¢do. Outra condi¢ao necessdria €

que a probabilidade em questao seja normalizada, isto é:
/ P(V.,n)dV =1 (3.23)
0

calculando a integral acima temos:

B 1 —_1 Vo=V Vo+V +00
= —47an ( 5 VarDn (erf ( —4Dn) +erf ( —4Dn>)) ‘0 (3.25)
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-1 Vo
=—|—-141-—2er 3.26
s (e () 629

Vo
(rs) 6.7
logo, para que P(V,n) obedega tal condi¢do, definimos ela como:
1 1 —(V—VO)2) (—(VH/O)?)]
P(Vin) = exp| ———— | —exp| ———— || . (3.28)
Von)= Fibner F(Vo//4Dn) [ b ( 4Dn P\ ™4Dn

Agora com P(V,n) em mios temos condigdo de calcular entio a grandeza V2(n) por meio da
equacao abaixo:
V2(n) = / V2P(V,n)dV (3.29)
0

e unindo essa expressdo a nossa P(V,n) encontrada temos

v = [ V2¢4%nerf<vo/l¢M> [e‘”p (%> e (%zli;

- \/éliﬁ erf(vo/l@) /000 v {ew (_(‘Z‘T_”%)Q) - (_(ZTZVOP)} d(z 31)

onde temos:

Vi(n) = —— —
e VarDnerf(Vo/vV4Dn) 4

i0 V Vo+V)2/4D
7T2V2+4Dne7’7‘( )—2\/4Dne (Vo+V)*/4Dn
\/_( 0 ) \/41)’”

(%€4V0V/4Dn + V@4V0V/4Dn +Vy — V)) ) (3.32)

4Dn (—\/%(2‘/02 +4Dn)er f (%) —

Aplicando essa equagd@o no limite infinito positivo temos que todos os termos se anulam:

S By
Vin) = VarDn4 e erf(Vo/v4Dn)

(VT(2Vg 4+ 4Dn) — /7(2Vg 4+ 4Dn) — 0) = 0
(3.33)

ja aplicando no limite V' = 0 temos:

Vi(n) = — 1\/ n ! —/7(2V7 n)er )
Vi = Jpaa v erf(%/\/4Dn)< Vr@Vy +dDnjerf (\/4Dn)

VT(2V§ +4Dn)er f ( \/Zo,ﬁn) — 2v/4Dne~ (V04D (v 4 VO)> (3.34)
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simplificando:
V2(n) = ! 1\/4Dn ! (—2ﬁ(2v2 +4Dn)er f ( Yo ) -
VarDn 4 er f(Vo/v/ADn) 0 V4D
4\/4Dne_(vo)2/4D”V0) (3.35)
e por fim:
4Dn 1

Vi(n) = —(VZ +2Dn) — e~ ()*/4Dnys, (3.36)

m erf(Vo/vV4Dn)

Sendo assim, como se trata da aplicacdo no limite infinito subtraindo a aplica¢do em zero, o sinal

negativo pode ser retirado. Além disso, tirando a raiz encontramos a grandeza V,.,,, = 1/ (V2(n))
como:
4Dn 1 2
Vs = | (V24 2Dn) + e~ (0)*/4Dny; (3.37
<( N T VaDm) ’ )

onde D € o nosso coeficiente de difusdo. Para obté-lo nds primeiro usamos a expressao fornecida
para \V,:H| apresentada anteriormente no texto e realizamos a média da velocidade quadratica
para os intervalos 6 € [0, 27, « € [0, 7] e t € [0, 27] (LEONEL et al., 2016). Calculando essas

médias ficamos com:

— (P +1V2 N (1+7)*ne

1 = 5 3 (3.38)
D é entdo obtido usando D = @, 0 que nos leva a:
2_1 W 1 2,.2,2
p- 0 UV (d+a)re (3.39)

4 16

Podemos entdo obter a expressao para V.2 no regime dindmico assumindo que para um grande

conjunto de particulas:
VI -VE _dV?

V2.2 — ~ ) 3.40
M T (i) —n - dn (3.40)
Integrando, considerando que em n = 0 temos uma velocidade inicial Vj, obtemos:
—2 _2 (72*1)”1 (1 + f)/) 2 2 (72*1)’”
V2(n)=Vge 2 +-——=ne[l—e 2 | (3.41)

4(1—7)

agora realizando a média da equagdo acima para que seja compardvel com o observavel experi-

mental V.., , lembrando que:

n

(V2(n)) = . V2(3) (3.42)




38
e reescrevendo a equacao (3.41) por:
e D) 1 gy 1 727 n
Py = LX) o gz L4 o) P (3.43)
g

agora utilizando a relag¢do abaixo:

(2= (n+1)

Y 1—e 2
Z ez =] g (3.44)
— l—e 2
ficamos com:
(=) (n+1)
7 (L+17) 5 1 = (1+79) l—e
V2(n)) = V@ — 2€? 3.45
(V2(n)) 41—)"° ol 4(1_7)”6)[ s ] (3.45)
e levando esse resultado em D:
(?=1)(nt1)
1+ 1 — 1+ l—e 72 21 1+ 7)2%n%e?
:(( 7)772524‘ V2 - ( 7),0262)[ € - D(V >+( 7)776‘
4(1 — ) n+1 4(1 — ) 1 52 4 16
(3.46)
Podemos perceber que o primeiro e o ultimo termo se cancelam, e nos resta:
(=1 (n+1)
1 — (147 l—e 2 (v*—=1)
D=——(Vi- n’e?)| ) (3.47)
n+1 41 —~) 1 — 52 4
chamando )
(x2=D(nt1)
n(y?—-1)1—e =2 =
F(n) = 3.48
(n) 4(n + 1) [ 1 _ 6(.\/22,” ] ( )
ficamos com a )
voltando este resultado na expressao obtida para V,.,,s ficamos com
1 1%
Vo = (4 2P ) (V2 — ety (o ° )
(1—=") \/4F _ 1+v)),,] €?)
4F (n)(V§ — 45 ne?) Vg
\/ 4(1—) exp 5 0 1+7) ‘/0)1/2 (350)
™ 4F (n) (Vg — 150 pe2)
chamando .
U4 a2y (3.51)

4(1—7)
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temos

Vi ((VO + 2P (n)(VE = A)+

(e \/ ~Heay (4F(n)_(“//§22 - A)) %>1/2‘ (3.52)

Utilizando da equagdo acima construimos curvas analiticas para Vs, como na figura 15, abaixo.

E importante notar que os valores de y utilizados para a construcao sdo muito préximos de 1 para
que seja adequadamente caracterizada a transi¢do deste sistema, como ja discutido anteriormente

e que sera melhor explicitada no capitulo 5 deste texto.

Figura 15 — Curva para V,,,,, construida para V, = 107°, ne = 0,02 e v = 0,999 utilizando a
equacao (3.52)

o

A
> 10t -
510" ]

— y=0.999 £n=0.02 V=10

fonte: Produgéo do préprio autor

Podemos observar entdo o tipico comportamento de crescimento com lei de poténcia até um
ponto de crossover onde a curva atinge um platd. Os expoentes criticos que caracterizam cada
uma dessas regides serdo devidamente encontrados na se¢do seguinte mas € interessante que essa
curva nos permitiu a reproducgao analitica por meio da Equacao de Difusdo, consideravelmente
mais simples, de resultados computacionais muito caros obtidos anteriormente na literatura,

como mostrado na figura 8, que era principal objetivo deste projeto.
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4 LEIS DE ESCALA E EXPOENTES CRITICOS

Analisando a figura que encerra o capitulo 3 deste texto podemos observar dois comporta-
mentos distintos, caracteristico do que seria esperado para a mesma. Para valores pequenos de n,
a velocidade cresce com uma lei de poténcia e eventualmente parte para um regime de saturagao
se o valor de n for suficientemente alto. Essa mudanga de comportamento de crescimento para
saturacdo ocorre na chamada iteragcdo de crossover n,, como ja discutido.

A figura 15 também pode ser construida para diferentes valores de parametros. A partir da
construcao dessas curvas foi possivel notar que uma transformacgao do eixo das abcissas de n
para n(ne)?, baseada no formalismo de (LEONEL et al., 2016)), permite a sobreposi¢do dessas
diferentes curvas, fendmeno tipico de sistemas que apresentam invariancia de escala e que pode

ser observado na figura 16, abaixo:

Figura 16 — Curvas para V,.,,,s construidas para diferentes valores de ne e v = 0, 999, sobrepostas
pela transformag@o do eixo x de n para n(ne)?

E T TTITmT | T TTTTIT | T TTTTIT m
E o v=0.999 en=0.02 i E
ol O 7=0.999 en=0.002 ﬁ |
10 F ¥=0.9999 en=0.02 g:mm CXTEIE OCEE (IR IR 3
F & y=0.99999 en=0.02 ﬁ 3
i v=0.999 en=0.0002 &gé ]
10 : E & E
A C ]
= f .
V - -
-2
107 F E
107 =
- L | L | L ‘ L
10— N
10" 10 10° 10°

n(en )

fonte: Produgéo do préprio autor

Podemos entdo sumarizar o comportamento apresentado na figura em trés "momentos"distintos:

¢ (i) Para pequenos valores de n, isto € n < n,, podemos descrever o crescimento por
xr

V o [(ne)®n)? , onde B é o chamado expoente de crescimento ou de aceleragio;

* (ii) Para valores suficientemente grandes de n, isto é n > n,, atingimos a velocidade de

saturacdo. Esta pode ser escrita como Vi, o< (1 —7)* (ne)*? , onde «; e avp sdo chamados
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expoentes de saturacao;

* (iii) A iteracdo que marca a mudanga de comportamento, ou crossover, do regime (i) para
o regime (ii) é chamada de n,, e pode ser dada por n, o< (1 — v)**!(ne)*, onde z; € 2, sdo

chamados expoentes de crossover.

Com essas trés hipéteses podemos descrever todo o comportamento da velocidade (V') com uma

fun¢do homogénea generalizada:

(V)(ne)?n,me, (1 — )] = KV)[I(ne)?n, I°ne, 17(1 — )] (4.1)

onde [ é um fator de escala e os valores a,b e d sdo chamados expoentes caracteristicos. A
utilidade de escrever tal funcao homogénea generalizada estd na obten¢do de relagdes entre os
expoentes citados nos itens acima, especialmente na escrita das chamadas "leis de escala". O
procedimento para obtencdo dessas relagdes ndo serd tratado aqui, mas € amplamente definido na
literatura (LEONEL, |2019) e pode ser resumido na suposi¢ao de diferentes parcelas da equacao
(4.1) como constantes, obtendo gradualmente equacdes que definam cada um dos expoentes em
funcdo dos expoentes caracteristicos, depois relacionando-as em equagdes que dependam apenas

dos expoentes de escala. O célculo para o nosso sistema em questdo fornece:

aq
2= — 4.2)
B
2%
29 = — —2 4.3)
B
com as curvas que descrevem o comportamento da velocidade analiticamente, por meio da
solucdo da equacdo de difusdo, temos a oportunidade de obter numericamente alguns desses
expoentes e compara-los com valores ja estabelecidos na literatura (LEONEL et al., [2016).
No que se refere ao regime de crescimento, sabemos que o expoente critico 5 que descreve
este sistema deve ser igual a 0, 5 por resultados obtidos fenomenologicamente para esse tipo de

sistema. Utilizando das curvas supracitadas fomos capazes de recuperar tal resultado obtendo
B = 0,494696727 £ 0,000822199. (4.4)

J4 no que se refere aos expoentes que caracterizam o regime de saturacdo recorremos a analise
do comportamento de tais curvas conforme n — oo. Esta nos fornece os expoentes o € oo
através da obtencao da velocidade de saturacao (V,;) para diferentes casos e da constru¢ao de
duas curvas: (i) Vi, vs.(1 — «y) para obtencéo de oy e (ii) Vi, vs.ne para obteng¢do de ay. Tais
curvas estdo apresentadas na figura 17. Os valores esperados para o sistema, l1é-se o; = —0. e
a9 = 1, sdo recuperados com grande precisao pela nossa caracterizacao através da equagao de

difusdo. Como podemos observar nas curvas apresentadas, foram obtidos:

ay = —0,5000012 =+ 2, 416408 - 107 (4.5)
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Figura 17 — Curvas de V,,; vs.(1 — «y) para obtencdo de «; (a esquerda) e de V;,; vs.ne para
obten¢do da o, (a direita)

e ——— — - e e =
& Valores Calculados -3 N & Valores Calculados
—— Ajuste em lei de poténcia & ~a —— Ajuste em lei de poténcia
& .
o o~ 10'E &‘AA&% i
& -
10 e E [ A
b o E AQAA
S ) 2 N
P A
0«0‘0 ] 10°F QAAA =
° F o ]
107 S .=1.00+1.994489¢-008 7 [ o =-0.5000012 £ 2.416408¢-007 Paa, ]
p 2 ] S,
L o ]
i1l s P \\l\\l‘ L s Lol L l()l | Lo | Lo )
10 10° 10° 10° 10* 10°
en 1y
fonte: Produgdo do préprio autor
€
-8
ay = 1,00+ 1,994489 - 10~°. 4.6)

Sendo assim, tanto o regime de crescimeto quanto o de saturacio estdo muito bem estabelecidos
por este formalismo. Por fim, os resultados encontrados também estdo de acordo com o esperado

para ambas as leis de escala do sistema, isto é:

2 =o/B~—0,5/0,5=—1 4.7)
2z =a/f—2~1/0,5—2=0. (4.8)

Agora, antes de encerrarmos as discussoes deste capitulo, vejamos se a recuperagdo destes
expoentes criticos pode ser feita por meio da andlise de diferentes limites da equacdo encontrada
para V,.,,s. Em primeiro lugar, para n = 0 temos V' = 1};, em grande acordo com o esperado uma

vez que a velocidade nessa iteracdo deve ser justamente a velocidade inicial. J4 para n — oo

temos que
(72 —1) 1 172 (1+7) 2 2
D _ 2_ 4.9
(n)n 4 [1 _6(722,1)]( 0 4(1 _,y)n € ) ( )
olhemos para o segundo termo de V,.,,s:
ADn ! e~ (V0)*/4Dny, (4.10)

m erf(Vo/vV4Dn)

em n — 00 a nossa exponencial se torna igual a unidade e nos resta

[4Dn 1
4.11
™ erf(Vg/\/éan)Vo 1D

a fungao er f(x) ainda pode ser reescrita, expandindo-a para = — 0 e tomando aqui apenas o




primeiro termo:

2v 2V
VT V4rDn
onde z = (V/V4Dn), temos entao:
4D 4D VAarD
t Y, = 2D,
(Vo/v T 24

Retornando este resultado na expressao de Vs, que agora trataremos por V;,; temos:

Viar = (V& +4Dn)'/?
reinserindo a equagdo para D(n)n temos:

9 o 1/2
Vi = (vﬁ+4<” ) - %W)))

simplificando:

1/2
_ 2 (7 _1) 172 (1+7) 2 2
‘/sat - <‘/E) + ([1 B e(fy —1) ](V 4(1 o f)/)/r, € )))

. 2_
expandindo o termo el o )1) em torno de v = 1 ficamos com:
1 2

—e

Dt -y=(r-9)

1 —e 2

o 1/2
Vi = (vg (- 3) T - L”))W)))

4(1 —~
1/2
V= (V2049 =3) = (=3P
(1+7)(y=3) 5\
VS““"( 1-7) ”E)

Veat o< (1 — '7)_1/2776~

Sabemos de (LEONEL et al., [2016) que Vi o< (1 — )* (ne)*2. O resultado oy
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(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

4.21)

= —0,5e

as = 1,0 € entdo prontamente recuperado, em acordo com a literatura e com os resultados

obtidos apresentados na figura 17.

Para obter o lei de poténcia que descreve o crescimento da expressdo fazemos o limite para n
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pequeno, considerando V muito préxima de 0 e v muito préximo de 1, limite da transicdo que

estamos observando (LEONEL et al., [2020)). Sendo assim podemos escrever apenas:

(P =1)(nt1)
2

(P =1 1 (1+79) n2e)1/2 (4.22)

Vins = (2Dn)' /% = (=2 o] o GaDy)

expandindo a exponencial no numerador da equacdo acima para n pequeno temos que este termo

se cancela com o denominador, além disso para este mesmo limite temos n/n + 1 o n e:

_ V-1, 1+ 2 2\1/2
simplificando
~(v* =D +9) 2
=(y+1 4.24
temos 2
Vims = (—n%n%?)m (4.25)
Vims < (7 + 1)ney/n. (4.26)

Sabendo, novamente por (LEONEL et al., 2016), para esse limite Vs o n? encontramos
B = 0.5, como esperado. Esse resultado nos mostra que para n pequeno a difusao é analoga ao
problema muito bem estabelecido da caminhada aleatdria, isto €, experimenta difusdo normal.
Finalmente, os expoentes que caracterizam o crossover, z1 € z3, podem ser encontrados pela
interseccao dos resultados das equacdes (4.21) e (4.26), isto €, igualando as equacdes e isolando
n, 1SS0 nos da
e o< ((T=7)(1+7))" (4.27)

sabendo de (LEONEL et al., 2016) que n, o (1 — «)* (ne)*? encontramos z; = —1 e 2o = 0,
como esperado. Sendo assim, este capitulo nos permitiu uma obtengdo extensa dos expoentes
criticos e confirmacdo das leis de escala apresentadas na literatura para a expressao obtida por

meio da solucdo da equacdo de difusdo.
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5 CARACTERIZACAO DA TRANSICAO DE FASE

Nosso objetivo nesse ultimo capitulo € caracterizar adequadamente a transicao de fase
discutida ao longo deste trabalho. Para isso utilizaremos o formalismo apresentado em (SETHNA,
2006)). A caracterizacdo adequada dessa transicdo, como enunciado por J.P. Sethna, requer que
obedecamos um "sistema"um pouco mais complicado do que seria necessario se estivessemos
analisando uma transi¢ao simples como aquelas pautadas nos trés estados da matéria: sélido,

liquido e gasoso. Segundo ele:

Quando haviam apenas trés estados da matéria, nds podiamos aprender sobre
cada um e depois voltar a aprender a fazer divisdes complicadas. Agora que
existem multitudes, foi necessario desenvolver um sistema. Esse sistema
estd constantemente sendo extendido e modificado, porque continuamos
encontrando novas fases que ndo se encaixam nos formalismos antigos. E
surpreendente como o 500° estado da matéria de alguma forma estraga um

sistema que funcionou bem para os primeiros 499. (SETHNA|, 2006, p. 176)

O sistema em questdo serd adotado neste trabalho e consiste em responder quatro perguntas
sobre a transi¢do de fase, sendo elas: Qual € a quebra de simetria do sistema? Qual € o parametro
de ordem? Quais seriam as excitacdes elementares para essse sistema e quais sao os defeitos
topoldgicos que impactam no transporte de particulas?. Uma vez respondidas essas perguntas
faremos uma breve discussao sobre a transi¢cao de fase de forma a sintetizar as informagdes

apresentadas até entdo antes da conclusdo deste capitulo.

5.1 QUEBRA DE SIMETRIA

Apesar de ndao podermos afirmar que diferentes fases sempre possuem simetrias diferentes, é
seguro afirmar que se os dois materiais t€ém simetrias diferentes eles identificam fases diferentes.
Enquanto materiais diferentes apresentam comportamento que, a primeira vista, podem parecer
"mais"ou "menos"simétricos € na sua quebra de simetria que podemos identificar algumas
importantes caracteristicas. Olhemos para a figura 18, abaixo: enquanto que uma rede hexagonal,
neste caso representando o gelo, possa parecer "mais simétrica"basta que a figura seja transladada
ou rotacionada por um valor que ndo seja um multiplo de 60° para que sua simetria seja quebrada;
ja quando tratamos de um conjunto de pontos como o da segunda imagem, onde estamos
representando a dgua por um conjunto de atomos espalhados, temos simetria rotacional e
translacional obedecida.

E intuitivo concluirmos entiio que essa andlise da quebra de simetria do sistema é uma
importante caracteristica para a caracterizacao da transicdo de fase, e isso também vale para

sistemas cadticos como o que estamos abordando neste trabalho. Um exemplo que podemos citar
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Figura 18 — Representacao em duas dimensdes das estruturas do gelo (A) e da dgua (B).

fonte: (SETHNA| 2006])

€ a quebra de simetria para um mapeamento bidimensional padrdo dissipativo onde a variacao
do pardmetro ¢ de 0 para valores muito préximos de 0 (da ordem de 10~3 por exemplo) € o
suficiente para que o espaco de fases do sistema v4 de um comportamento integravel, onde
apresenta curvas simétricas e regulares, para um espaco de fases misto, com mares de caos, ilhas
de periodicidade e curvas invariantes (LEONEL, 2019)).

Infelizmente para a transi¢do de fase abordada neste trabalho tal quebra de simetria ainda

ndo foi adequadamente definida, ficando como perspectiva para o prosseguimento do projeto.

5.2 PARAMETRO DE ORDEM

O parametro de ordem pode ser definido como uma das mais importantes quantidades que
definem o nosso sistema. Podemos aqui novamente citar Sethna onde afirma que "a escolha de
um parametro de ordem € uma arte. Muitas vezes temos uma fase nova a qual ndo entendemos
completamente ainda e a escolha do parametro de ordem € parte do processo de descobrir 0 que
estd acontecendo. "(SETHNA, |2006). Essa escolha € especialmente complicada uma vez que
comumente temos mais de uma escolha possivel para tal pardmetro e queremos que a nossa
descricao seja sempre a mais simples possivel.

Para o nosso caso, um bom candidato a parametro de ordem € a quantidade VLM Lembremos

que, como definido no capitulo anterior:
Viar o< (1 —~) " 2ne (5.1

portanto:

N1/2 -1
Vsata(l v) = (ne) . (5.2)

Tal parametro, para que seja um parametro de ordem adequado, deve obedecer a condi¢@o de que
conforme o parametro de controle do sistema tende a transi¢do v — 1, o parametro de ordem
escolhido deve se aproximar continuamente de zero. Essa condi¢ao é facilmente verificada pela
equacao (5.2), acima, permitindo a defini¢do de VLM como parametro de ordem.

Além disso, caso tenhamos que a primeira derivada do parametro de ordem em relagcdo

ao mesmo divirja conforme o parametro de controle do sistema tende a transi¢do v — 1 esta
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entdo caracterizada uma transi¢do de fase de segunda ordem. ‘Essa quantidade é definida como
susceptibilidade y e podemos verificar que isso ocorre, uma vez que:
0 1 0 —(ne)™!

_ 0 — 12 -1 _ _ )
T 5, (L= me) T ] R

X

at |y—1 y—1 y—1

caracterizando entdo uma transicdo de fase de segunda ordem.

5.3 EXCITACOES ELEMENTARES E DEFEITOS TOPOLOGICOS

Para discutirmos as excitacdes elementares do nosso sistema pensemos, primeiramente, no
problema da caminhada aleatéria. Este problema pode também ser pensado com o anédlogo de
uma particula imersa em um fluido. Neste problema consideramos que tal particula se move
em um determinado eixo com passos discretos de tamanho [/, que podem ser para a direita ou
para a esquerda. Chamamos entdo a probabilidade de que o movimento seja em uma dessas
direcdes, digamos para a direita, de p, enquanto que a probabilidade de que o mesmo seja na
direcdo oposta € dado por ¢ = 1 — p. Podemos pensar no caso mais simples onde a particula,
ou o caminhante, ndo tem "preferéncia"nenhuma de direcdo e p = ¢ = 1/2, porém em casos
mais complexos onde levamos em conta outros elementos que interferem na dindmica pode
ser induzido um movimento preferencial de forma que p # ¢ (LEONEL| 2015). Qualquer que
seja o caso € importante que tenhamos em mente que, nesse cendrio, a excitacdo elementar é
caracterizada justamente por esse passo, tendo essa amplitude [. Agora olhemos para 0 nosso

sistema. Lembrando que, como vimos nos capitulos anteriores:

W—V_n? 2—1V_n2 1+ 7)2%n%e
D +12 _ 4) 4 L)jn 5.4)

ou ainda

VI, =V2 dvE (P -1)V2 (14 7)Mke

V2 V2 — ~ = . 5.5
Vi = Vi (n+1)—n  dn 2 * 8 (53)

E interessante termos em mente que o processo difusivo em questdo estd sendo analisado no
eixo das velocidades. Sendo assim, podemos focar na excitacdo elementar como sendo dada
pelo termo que difere a velocidade da particula no momento da colisdo n em relagdao a n + 1.

Olhando para a equacao (5.5) deste capitulo podemos perceber que esse termo € dado por:

- 1+ 2m2 2
Virr — Vi % x (1+7)ne (5.6)

sendo este 0 nosso andlogo ao passo do caminhante, ou o caminhar da particula, no problema

anterior. Além disso, analisando este resultado justamente no limite da transi¢ao recuperamos
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um resultado muito interessante. Notemos que

(14 7)*n%e
8

e (5.7)

y—1 \/§

resultado este muito parecido com o encontrado quando tratamos do mapeamento bidimensional

tratado em (MIRANDA et al., 2021), onde a amplitude da excitacdo elementar é dada por
I,=¢/ \/5, mostrando uma relacio interessante entre estes sistemas.

Partindo para a dltima pergunta, quando definimos os defeitos topoldgicos para esse tipo
de sistema é importante analizarmos o comportamento da probabilidade de distribuicdo de
particulas do mesmo. No sistema em questdo, os defeitos topolégicos seriam os chamados sinks,
pontos fixos assintoticamente estaveis, ndo presentes no modelo para os parametros de controle

considerados.

5.4 DISCUSSAO SOBRE A TRANSICAO DE FASE

Durante a nossa discussdo sobre o parametro de ordem do sistema fomos capazes de identifi-
car que se trata de uma transicao de fase continua, ou de segunda ordem. Antes de concluirmos
esse capiulo vejamos entdo algumas das principais caracteristicas desse tipo de transicao. Antes
disso vamos retomar brevemente a transi¢cao que estamos tratando.

Sabemos que a fronteira do bilhar estudado possui dependéncia temporal e quando isso ocorre
a particula sofre uma mudanca na sua velocidade ao colidir com a barreira. Nessa colisao esses
ganhos ou perdas de energia, que dependem do estado em que se encontra a fronteira no momento
da colisdo, levam a mudancas significativas no espacgo de fases e ao fendbmeno conhecido como
aceleracdo de Fermi (FERMI, 1949). Esse fendmeno ocorre quando a particula sofre um ganho
ilimitado de energia a partir de colisdes com a barreira em movimento. A observacdo deste
fendmeno estd de acordo com o que vimos pela conjectura LRA, onde a presenca de caos no
bilhar estdtico garante a observagdo do fendmeno em questido quando a dependéncia temporal é
inserida, que € o caso do bilhar ové6ide estudado (LOSKUTOV; RYABOV; AKINSHIN, 2000).

Ao analisarmos um andlogo termodinamico para esse sistema vimos que é conveniente
que haja uma supressao desse crescimento ilimitado de velocidade, uma vez que esse levaria
a temperatura do gds que estamos tratando pelo formalismo de bilhares a um crescimento
ilimitado na temperatura que sabemos ndo ser observado experimentalente. Vimos entdo que essa
aceleracdo de Fermi pode ser suprimida ao serem introduzidas forcas dissipativas no sistema,
sendo elas colisdes ineldsticas com a fronteira ou forcas de arrasto. Em qualquer que seja o caso,
¢ possivel observar a transicao de fase particular que estamos tratando: de difusdo limitada para
ilimitada quando o parametro dissipativo vai a zero continuamente. Na verdade, o parametro em
questdo utilizado é o coeficiente de restitui¢do v € [0, 1], que € igual a 1 caso tenhamos colisdes
completamente eldsticas e menor que 1 para o caso onde ocorrem perdas fracionais de energia

em cada colisdes. A transi¢do de interesse € entdo a que ocorre conforme v — 1, onde o sistema
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muda de uma dindmica conservativa (em que a velocidade pode crescer ilimitadamente) para
dissipativa.

Agora que esta definida nossa transi¢ao de fase continua de interesse vamos a discussao de
algumas caracteristicas desse tipo de transicao. Transi¢des de fase continuas sdo extremamente
importantes em diversos topicos na literatura. Desde o modelo de Ising até a aplicacdo em
diversas modelagens tedricas de terremotos (SETHNA|, 2006), grande parte da historia deste
campo de estudo tem como foco sistemas perturbativos complexos e a aplicacio destes mesmos
métodos para diversos sistemas observados experimentalmente ou na proposi¢ao de novos
modelos tedricos.

Duas poderosas caracteristicas desse tipo de transicao sdo a sua universalidade e o fenomeno
de invariancia de escala, facamos uma breve discussdo sobre cada uma. Ao pensarmos em
sistemas macroscopicos muitas vezes € possivel que seja construida uma teoria quantitativa
sobre estes "ignorando"certos detalhes sobre a dindmica microscépica. Como exemplo podemos
pensar justamente no caso da equagdo de difusio, onde desconsideramos muitos detalhes sobre o
processo aleatdrio de cada uma das colisdes. Em transi¢des de fase continuas € entdo possivel que
0 comportamento proximo a transi¢ao seja considerado independente de detalhes macroscopicos,
além de muitas das propriedades do mesmo préximas a transi¢do sejam similares as observadas
em outros sistemas que passam por transi¢cdes continuas. A esse fendmeno chamamos de
Universalidade, e os sistemas que apresentam caracteristicas similares proximas a transi¢ao
dizemos que pertencem a uma mesma classe de universalidade. Normalmente as "flutuacdes"no
comportamento do sistema comec¢am a surgir conforme nos aproximamos da transi¢ao. Como
dito em (SETHNA, 2006)), "é como se o sistema ndo soubesse qual fase prefere estar", porém em
alguns casos como a caminhada aleatdria tais flutuagdes persistem em outras regides levando a
nossa segunda importante caracteristica: invariancia de escala.

O fendmeno da invariancia de escala pode ser visualizado na figura 19, abaixo, e em uma
amplitude de outros sistemas além da caminhada aleatdria tais como os citados no inicio do
capitulo. Podemos sumarizar tal fenomeno com a ideia de que esses sistemas sao estatisticamente
invariantes com a mudanca de escala no que se refere ao "comprimento"ou "tamanho". Esse
fendmeno ja foi amplamente discutido e apresentado em diversas partes deste trabalho e nos
permitiu uma caracterizacao adequada da dindmica do sistema por meio da obten¢do de seus
expoentes criticos e leis de escala.

Em suma € fécil perceber o porque de tal caracterizagdo pelo formalismo das transi¢des de
fase continuas funciona tao bem no estudo de sistemas dinamicos tais como o apresentado neste
trabalho. Sistemas dindmicos em geral se encontram fortemente relacionados com a mecanica
estatistica, que por sua vez tem como foco sistemas com um grande nimero de particulas onde
nao sdo tratadas cada uma das interacdoes com extremo detalhe e o foco estd no comportamento
do todo. Muitos desses sistemas apresentam comportamento cadtico e atratores que exibem
tais estruturas invariantes de escala. Aqui podemos citar também como exemplos o estudo da

transi¢cao de caos para movimento quasiperiddico e a destrui¢ao da dltima curva invariante em
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Figura 19 — Invariancia de escala no problema da caminhada aleatéria. Cada figura aqui € um
quarto da anterior, mostrando as mesmas estruturas, indo de 31 a 128.000 passos.

fonte: (SETHNA| [2006). Compilacao do autor

sistemas hamiltonianos (SETHNA 2006; LEONEL], 2019; MIRANDA et al., 2021)), além de

outros topicos citados anteriormente, exemplificando a importancia e relevancia de tal drea de

estudo.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho caracterizamos a transi¢ao de fase continua de dindmica conservativa para
dissipativa de um sistema bilhar ovéide dependente do tempo a medida em que o pardmetro de
controle ~y vai a 1 continuamente utilizando o formalismo da solu¢do da equagdo de difusao.
Iniciamos a discussdo apresentando as principais caracteristicas de sistemas bilhares estéticos,
depois introduzindo a dependéncia temporal em seu tratamento. Ao apresentarmos os bilhares
independentes do tempo, especificamente o com fronteira ovéide que € objeto de estudo deste
trabalho, estudamos também dois importantes conceitos: a aceleracdo de Fermi e a conjectura
LRA. Essa conjectura afirma que a presenca de caos no espaco de fases de um bilhar estatico
¢ condic¢do suficiente, mas ndo obrigatdria, para que seja observada aceleracdo de Fermi ao
ser introduzida a dependéncia temporal no mesmo. Tal aceleragdo de Fermi, como vimos, € o
fendmeno onde as colisdes sucessivas da particula em questdo com a fronteira em movimento
levam a um ganho ilimitado de energia, podendo ser suprimida com a introducao de dissipagdo
no sistema. Vimos também a analogia de tal sistema com o problema fisico de um gas em
contato com um reservatdrio térmico que, de forma a ser adequadamente representado pelo
bilhar em questdo, deveria ter a introdu¢do de um coeficiente de restitui¢do nas colisdes das
particulas do gds com as paredes do recipiente de forma a suprimir tal ganho ilimitado de energia
e subsequentemente de temperatura. A transicdo de fase de uma dinamica onde a particula tem
energia e velocidade ilimitadas para uma fase dissipativa ocorre entdo conforme nosso coeficiente
de restitui¢ao se aproxima de 1.

Uma vez adequadamente apresentado, tratamos a transicao de fase descrita acima pelo
formalismo apresentado em (LEONEL et al.| |2020), que consiste na solugdo da Equacgdo de
Difuséo para obter a probabilidade P(V, n) de que a particula seja observada com determinada
velocidade em um determinado tempo. Tal soluc¢io foi pautada no formalismo da difusdo ao
longo de uma regido semi-infinita, onde a probabilidade apresenta uma distribui¢do com um
pico bem definido a uma certa velocidade finita e se aproxima de zeroem V =0e V — +o0.
Uma vez obtida tal expressdo P(V,n) fomos capazes de obter outras importantes quantidades
do sistema, tal como V2(n) e V,,,,,. Ao serem construidas curvas analiticas para esta tltima
quantidade observamos uma grande conformidade com o comportamento esperado da descri¢ao
fenomenoldgica apresentada em (LEONEL et al., 2016).

Tal comportamento foi descrito em trés "momentos"distintos do sistema: (i) Para pequenos
valores de n, isto é n < n,, podemos descrever o crescimento por V' o [(ne)?n]® , onde
B é o chamado expoente de crescimento ou de aceleragdo; (ii) Para valores suficientemente
grandes de n, isto € n > n,, atingimos a velocidade de saturacdo. Esta pode ser escrita
como Vi o< (1 — )*(ne)*? , onde vy e ay sdo chamados expoentes de saturagdo; (iii) A
iteracdo que marca a mudanca de comportamento, ou crossover, do regime (i) para o regime

(ii) é chamada de n, e pode ser dada por n, o (1 — v)**!(ne)*, onde z; e 29 sdo chamados
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expoentes de crossover. A partir da construgao de curvas de V;,; vs. (1 — ) para obtencdo de
a1 € Vi vs. me para obtencao de oy, pudemos recuperar os valores esperados de a; ~ —0,5 e
as &~ 1. Além disso a obtencdo de 5 = 0, 5 também pode ser feita para as curvas supracitadas
e a unido destes valores nas leis de escala encontradas para o sistema nos permitiu a obtencao
dezy = a1/8~ —0,5/0,5=—1lez =ay/f —2~1/0,5 — 2 = 0. Tais expoentes também
foram obtidas através da andlise do comportamento de V., nos limites que se referem a cada
uma das trés situagdes previamente citadas.

Por fim, pudemos caracterizar parcialmente a transicao de fase respondendo a trés das quatro
perguntas propostas em (SETHNA, 2006): Qual € a quebra de simetria do sistema? Qual € o
parametro de ordem? Quais seriam as excitacdes elementares para essse sistema e quais sao os
defeitos topoldgicos que impactam no transporte de particulas?. A quebra de simetria para a
transicao de fase abordada neste trabalho ainda nao foi adequadamente definida, sendo nossa
principal perspectiva para trabalhos futuros. O parametro de ordem foi escolhido como sendo
a quantidade 1/V,;, uma vez que vai continuamente a zero conforme o parimetro de controle
se aproxima da transi¢do. Além disso também foi observado que a susceptibilidade x diverge
conforme nos aproximamos da transi¢do, caracterizando uma transicao de fase continua. As
excitagdes elementares foram definidas como uma quantidade < (1 + )ne, também sendo
observado que no limite da transi¢do encontramos uma amplitude de excitacio dada por ne/+/2,
similar ao resultado encontrado em (MIRANDA et al., 2021) para um mapeamento bidimensional
dissipativo. Os defeitos topolégicos estariam associados a existéncia de sinks no espago de
fases, ndo observados para os parametros considerados nesse trabalho. Por fim foi feita uma
breve discussdo sobre a transi¢cao em si e sobre duas importantes caracteristicas de transi¢oes
de fase continuas, como sabemos ser o nosso caso: a universalidade e a invariancia de escala,
exemplificando a relevancia de tal drea de estudo especialmente no que se refere a pesquisa em
sistemas dinamicos.

Em suma, este trabalho permitiu, com sucesso, a extensao do formalismo da solu¢ao da
equacdo de difusdo para um sistema bilhar ovéide dependente do tempo. A importancia deste
resultado também reside na dificuldade computacional de tratar tal sistema fenomenologicamente,
evidenciada nos capitulos iniciais deste trabalho. A solu¢@o analitica ainda permitiu a recuperagao
dos principais valores apresentados na literatura para o sistema, deixando como perspectiva
a identificacdo da quebra de simetria de forma que a transicao de fase esteja completamente

caracterizada.
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