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RESUMO

Estudaremos aqui mergulhos de superficies no R? que tenham no méximo, quatro pontos
criticos com respeito a uma projegéo na reta. Sobre as hipoteses desta projecao consideraremos
que a proje¢io no plano seja uma fungéo estdavel e sem cispides, quando restrita a superficie
e provaremos que o mergulho é um mergulho padrio, no qual a superficie é difeomorfa a uma
52, a unido disjunta de duas S?, ao toro, ou a garrafa de Klein.

ABSTRACT

We study embedded surfaces in the Euclidean 4-espace which have at most four critical
points with respect to the standard projection to the line. Under the hypotesis that projection
extends to a projection to the plane which is a stable map without cusps when restricted to
the surface, we show that the emdedded surface is standard in some sense, where the surface
lis diffecomorphic to the 2-sphere, the disjoint union of two 2-spheres, the torus, or the Klein
bottle.




INTRODUGCAO

O objetivo desta dissertagdo de Mestrado é estudar mergulhos de superficies
em R? | através do resultado:

"Se f: S? — RY é um mergulho tal que para alguma reta de R* | a composta
po f:S5% = R é uma fungdo de Morse com, no mdzimo, quatro pontos criticos,
entdo f é padrao; no qual p é a projegao ortogonal de R* sobre a reta R.”

Faremos o estudo deste resultado, seguindo as técnicas de topologia diferencial
usadas por Ruas, Carrara e Saeki em ”A note codimension two submanifolds
with at most critical points”. Para wm melhor desenvolvimento deste trabalho,
consideramos as aplica¢oes de Morse e os mergulhos como sendo diferencidveis de
classe C*® ( poderiam ser no minimo C? para trabalharmos com as Funcoes de
Morse); também dividimos a dissertagao em quatro capitulos.

No primeiro, sio apresentadas as nogoes basicas sobre: singularidades (estabil-
idade e genericidade), aplica¢gbes de Whitney, fun¢oes de Morse sobre superficies
(incluindo aqui o teorema da classifica¢do das superficies compactas), isotopia e
os topicos, grupo no e polinomio de Alexander, da teoria de nés de dimensao um.
No segundo colocamos o problema como foi proposto inicialmente por Kuiper,
enunciando-o por:

Teorema Principal ” Seja f : M — R um mergulho da superficie compacta M
tal que w0 f : M — R? é uma funcdo estdvel sem cispides e mpomof: M — R
¢ uma fung¢ao de Morse com no mdzrimo 4 pontos criticos; no qual m, : R1 — R?
e m R — R sdo projegoes ortogonais. Entao M ¢é difeomorfa a esfera S?, a
unidao disjunta de duas S?, a um Toro ou a uma Garrafa de Klein; e ainda o
merqulho f ¢é trivial (isto €, f ¢ isotdpica ao mergulho padrao).

Além disso temos:
1) Se M ¢ defeomorfa a S?, entdo f(S?) limita wmn D?* no R,
2) Se M ¢ difeomorfa a unidao disjunta de duas S?, entdao f (M) limita dois discos
disjuntos em R
3) Se M ¢ difeomorfa ao Toro, entdio f (M) limita wm Toro sélido no R?.
4) Se M ¢ difeomorfa a Garrafa de Klein, entio f (M) limita uma Garrafa de
Klein solida no R,

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Apresentamos, ainda, a solugao desenvolvida com téenicas da topologia combi-

natéria dada por Schalermann, em 1985, com o trabalho ” Smooth spheres in R*
with four points are standard”.

No inicio do terceiro capitulo desenvolvemos algumas consideragoes de Mather
sobre projecoes e em seguida, apresentamos seis resultados, que nos ajudaram
a finalizar este capitulo com a demonstragdo do teorema principal. No ltimo
capitulo damos a no¢ao de grupo né e polinomio de Alexander, para nds de di-
mensao dois, que foi o pré-requisito para obtermos um exemplo mostrando que o
teorema principal é o melhor possivel no seguinte sentido: ”Existem mergulhos
nao triviais com fungées de Morse com seis pontos criticos”.

Obtemos um trabalho que possa iniciar estudantes na drea de topologia gecométrica
e esperamos que os interessados possam ter tanta alegria e prazer quanto tivemos
ao ingressar nessa drea tao rica e fascinante, como sao todas as outras dreas da
Matematica.

E um prazer expressar aqui meu agradecimento ao Prof. Dr. Scbhastiao Anto-
nio Izar por sua constante ajuda, sem a gqual nao haveria realizado este trabalho,
a Prof. Dr Angela Maria Sita pela seu incentivo, ao Prof. Dr. Jilio C. M. Canille
pela sua preocupaciao, a minha esposa e meus familiares pelo excesso de amor e
encorajamento.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Singularidades e Aplicagoes no Plano

Considere uma folha de papel e coloque-a sobre uma superficie regular. Que diferentes formas,
esta folha, assume ao redor de um ponto?
Em geral, ocorrem tres possibilidades:
(a) a folha fica plana ou regular;
(b) o ponto aparece sobre uma linha de dobra da folha;
(¢) uma cuspide ¢ formada pelo ponto.

d

Sy

Figura 1.1

Por um instante, podemos dizer que o ponto d na figura ¢ nm novo tipo; contudo, se
observarmos melhor, o ponto d ¢ na verdade nma cispide. Para vermos isto, basta que fagamos
uma pequena perturbacio como mostra a figura abaixo.

Figura 1.2




Note que pontos do tipo (a) sio mais comuns; assim, denominados de pontos regulares
¢ os outros tipos siao chamados de pontos criticos. Observando as figuras 1.1 e .1.2 vemos
que quase todos os pontos sao regulares, os iinicos pontos singulares que sio cstaveis (i ¢
irremoviveis por uma pequena perturbagio) sao as dobras e as cispides.

Nosso interesse, nesta segito, é obter respostas para algumas questées que surgem quando
pequenas perturbagoes sao feitas sobre superficies, como na figura 1.2.

De acordo com o Teorema da Fungio Inversa, uma funcao diferencidlvel f : R? — R? é um
difeomorfismo em uma vizinhanga de um ponto em que o jacobiano ¢ nao nulo. Que estrutura
f terd ao redor de um ponto onde o jacobiano é nulo?

Existe uma classificagio finita para diferentes modelos estruturais (difeomorfismo, dobra,
cuspide) que uma fungdo possa apresentar localmente?

O termo difeomorfismo tem um significado padrao, mas o que é uma dobra ou uma cispide?
Mais especificamente, existe uma funcgéo para cada tipo estrutural e quais tém alguma forma
simples ou normal?

Finalmente, uma forma normal é supostamente estavel, no sentido de que uma pequena
perturbaciio nio altera sua estrutura. Qual o significado de perturbar uma fungiao?

Definigao 1.1.1 Scjam X, Y espagos topologicos (superficies requlares) e f,g: X — Y fungoes
continuas (diferencidaveis). IFntio f e g sdo topologicamenle (regularmente) equivalentes se

critem homeomorfisinos (difcomorfismos) h ¢ k que comutam o diagrama

x 4 v

"y |* i€, foh=koyg
X —-» Y

9

Definigao 1.1.2 Dizemos que uma fungiao f é estdvel se sua classe de equivaléncia conlém
uma vizinhanga de f na (% -lopologia.

Whitney noton que ao dar nma pequena perturbacgio a certas fungoes, a nova fungio era
topologicamente equivalente a anterior. Como nosso interesse ¢ caracterizar as fungoes estaveis
uma divida que surge &

Pode qualquer funcao fy ser aproximada por uma fungio estavel?

Esta questao nos da mm problema de genericidade, on seja, serd que a propriedade IP: "Toda
Jung¢ao fo estd prorvima de wmna fung¢dao estdavel” é genérica?

Seja S um conjunto com uma topologia 7 ¢ a rela¢ao de equivaléncia E.

Definigao 1.1.3 Dizemos que wma propriedade P, para clemenlos de S ¢ genérica se o con-
junto de todo x € S tal que x satisfaz P, contém wmn conjunio A que é wma interse¢do enu-
merdvel de conjuntos abertos densos; i é, P ¢ genérica se B = {x € S lal que x salisfaz P} D A,
onde A = (| V; para Vi aberlos ¢ densos.

iel

O teorema segninte nos da uma boa ilustracao para o problema de genericidade.
¢

Teorema 1.1.4 ([Lu], pag 12)

O conjunto de lodos os polinomios em uma varidavel ¢ denso no conjunlo das
Jungoes continuas reais definidas em |a,b] com a norma uniforme.

Scjam M, N variedades diferencidveis com dim N > 2dim M. Intao, o con-

Junto de lodas as imersoes de M em N (Im (M, N)) € aberto e denso em C° (M, N).
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-2
P & ¢ ", sex A0 o TS : A
Exemplo 1.1.5 a) Sejamn f(x) = 0 0 # ¢ p(x) um polinomio de aproximagao
, Sex =
(na topologia C") para f. Note pela figura que p~' (0) e f~1(0) ndo sdo homeomorfos em uma
vizinhang¢a da origem; portanto f ndo ¢ estdvel.

;‘Uﬁ?

,

4
Figura 1.3

b) Tome g: S' — R dada pelo diagrama abaizo:

Q/’g,\

Figura 1.4

Podemos perturbar g em uma das duas formas sequintes:

QO QA5

Figura 1.5

Note que as duas perlurbag¢oes nao possuem imagens homeomorfas. Assim, g
nao ¢ esldavel.

Do ponto de vista da estabilidade, este teorema nao é muito satisfatorio, principalmente
sendo de nosso interesse, apenas o que ocorre localmente com f (i é a estabilidade em vizinhangas
de pontos).




Definigao 1.1.6 ma fungio f : R" — R™ de classe CF ¢é localmente estdvel no ponlo p se
criste uma vizinhanga de p com a sequinte propriedade: ”Para qualquer vizinhanga aberta V'
de p, com V' C V ¢ toda C*-perturbagio g de f, eriste um ponto p € V' tal que o diagrama
comula
/
( \\ll‘}’) (RHI, f(?’))
h l lk
(Rn,pf) o (Rm) g (I”))
g
no qual h e k sdo C*-difeomorfismos para vizinhanga de p e f (p), respectiva-
mente.

O teorema seguinte ¢é satisfatério, em se tratando de estabilidade:

Teorema 1.1.7 (/Luj, pag 16)

a) Sejam M e N variedades diferencidveis com dim N > 2dim M + 1. Entao,
o conjunto de todas as imersées de M em N € denso em C*™ (M, N). No caso em que M ¢
compacta ele é também aberto.

b) Sejam M e N variedades diferencidveis com M compacta e f : M — N uma
imersao injelora. Intao, f ¢ estdvel. IS ainda se, dim N > 2dim M +1, entdo, f ¢ uma imersao
injetora se ¢ somenle se f € estdvel.

¢) Seja f uma submersio da variedade M na variedade Y, entao, f ¢ estdvel.

Definigao 1.1.8 a) Scja f : M — N uma aplicagio diferencidvel. Um ponto xg € M ¢ dilo
singular de f se o posto de df (xy) ndo é mdzimo (i é, € menor que o min {m,n}); caso contrdirio
o ponto é dito reqular de f.

b) Seja f: R™ — R uma fungao diferencidvel, xy € R™ ¢ dito um ponto critico
nao-degenerado se x, for um ponlo singular de f e o hessiano em xqg for nao nulo ( onde o

)2
, . : s a°f
hessiano € o determinantc da matriz H = | ——— (x¢) )
;00
. XM
¢) Uma fungao diferencidvel f : R™ — R é dita de Morse se todos scus ponlos

singulares sao pontos criticos nao-degenerados.

O teorema seguinte nos da, localmente, a forma normal, para os trés tipos de pontos vistos
no inicio desta secgao.

Teorema 1.1.9 (Whitney) ([Lu], pag 23)
1) [:U C R? - R? ¢ estdvel em g se, e somente se, f € equivalenle a uma
das irés fungoes numa vizinhanga de g

a) u(x,y) = x ecv(x,y) =1y (ponto reqular)

b) u(e,y) = 2% ew x,y) =y (ponto de dobra
! I

¢) wlE: i) = ay— 2 ew (x,y) =y (ponlo de cuspide)

2) O conjunto das fungoes estdveis f: M — R?, com M compacta de dimensio
dois, ¢ denso no espago das funcoes diferencidveis.
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3) f o M — B? diferencidvel ¢ estdvel se, ¢ somente se, f ¢ estavel para todo
ponlo de M, as imagens de dobras se inlerceplam somenle aos pares e com dngulos nao nulos,
e mais, as imagens de dobras nao inlerceplam imagens de cispides.

As consideragoes que passaremos a fazer agora serao iiteis para a compreensio do teorema
da transversalidade de R. Thom e para a definigao do que vem a ser um conjunto ”ruim”.

Definigao 1.1.10 Scjam M e Y variedades diferencidveis, f : M — Y diferencidvel ¢ S uma
subvariedade de Y. Intao,

a) f intercepta S transversalmente em x € M se f(x) ¢ S ou se f(z) € M
temos Ty(z)S + dfz T M = Ty ()Y .

b) f € transversal a S em A C M se f intercepta S transversalmente em z € A.

Vejamos um exemplo, no qual possamos ver geometricamente a definigio de transversalidade
acima. Para isto basta tomar M = R? Y = R? ¢ N um plano no R*; com a fungéo f : R? — R®
dada por f (z,y) = (z,y, —r? + y?) como na figura abaixo.

NE

I'igura 1.6

A imagem de f ¢ o paraboldide eliptico (sela). Assim, se N for o plano xzy, a
fimgao f nio sera transversal a N na origem; mas se N nao for o plano zy cla sera transversal
a N na origem.

Dadas duas subvariedades M ¢ S de Y, dizemos que M ¢é transversal a S quando existe um
mergulho f de M em Y tal que f é transversal a S.

Consideremos a fungio f : R" — R P localmente C* com f(0) = 0, f = (f1,f2, . fp)
e fi : R" —» R, Para cada f; tome o desenvolvimento de Taylor na origem, se omitirmos os
termos de gran maires ignais a -+ 1 (para » < s) teremos uma p-upla de polinomios de grau
r que aproxima f, a qual denominaremos de r-jato de f, que é uma classe de equivaléncia de
[ e serd denotado por J"f. O conjunto de todos os r-jatos sera denotado por J™ (R™, RP) ou
simplesmente J" (n, p).

Dada uma funcao f: R™ — R? as coordenadas de seu r-jato sao os valores das derivadas
parciais na origem.  Com isso, nm 7-jato pode ser visto como mma p-upla de N-uplas o =
(1,2, .. ) para algum N, em que cada a; = (1, aio, <.y iy ). Considerando a aplicagio
que a cada J'f € J" (n,p) associa uma pN-upla temos nma correspondéncia binnivoca com

RPN ¢ entiio, podemos dar a J” (n,p) a estrutura topolagica e diferenciavel do RPN,

Exemplo 1.1.11 Seja F : R? - R, F(x,y) = (cosy — ¢, xseny, x + y + senr).
Fazendo F = (f,g,h) com f,g9,h: R? — R. Calculemos o 2-jato de F na origem.
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1) f(z,y) = cosy — e’ '
Assim f(0,0) = 4L (0,0) = 2L (0,0) =0 §L(0,0) = £(u 0) = e 24(0,0) =1

darddy dr
Portanto, J?f(0,0) = —x + r; - Ig
2) g(x,y) = xse m; .
Assim g(0,0) = 52 (0,0) = 52(0,0) = 5.4 (0,0) = 54 (0,0) =0 ¢ 2 (0,0) =1.
Portanto, J%g(0,0) =y
3) h(x,y) =z + y+senx

= 32} &2h oh Oh

Assim h (0,0) = 323 (0,0) = 575 (0,0) = 55, (0,0) =0, 3 (0,0)=2 e (0,0)=1
Portanto, J2h(0,0) =2z +y
Com 1sso, temos que:

: 2 yp
J'ZF(U,O) = —:t:+? - —é~,a:y,2:1:+y

Fazendo a identificagio com o RPN teremos:

; 1 1 =
g —z+ 0y — -z 0.~—2§(—10—0*)
f I*‘ y 2T + Ty zy 7 1 2! 1 2

J%g = 0z + 0y +02? + 1oy + 0y® = (0,0,0,1,0)
J%h 2r + ly + 0z + 0xy + 0y? 22 (2,1,0,0,0)

Iintdo, J*F (0,0) = ( 1,0,3,0,54,0,0,0,1,0,2,1,0,0, 0) eRP
Logo, J?%(2,3) 2R,

Teorema 1.1.12 (da Transvesalidade de Thom) ([Lu], pag 31)

Scja S uma subvariedade diferencidvel de JT (n,p). FEnlio para quase loda
Jungao C>* f : R"™ — RP temos J" f (R") transversal a S, ¢ se além disso codimS > n
entao J" f (R*)N S = 0 para quase loda f.

Definigao 1.1.13 a) Um conjunto ¢ chamado "ruim” em J? (n,1) quando ele ¢ formado por
um conjunto de ponlos ce = (1, ...,y 11y ey Elpy eey Any ) Lal que

o = G comi>j
o = g =..=ap =10

1] ... Oqp
D = e | =0

pl ... Opp

b) Scja f wma fun¢io C%. Um ponto é dito "bom” se J (p) # 0 ou V.J (p) # 0
(Jp ou Jy ¢ nao nulo). Dizemos que uma fung¢ao é "boa”, se todo ponto de seu dominio é um
ponto "hom”.

Consideremos uma funcio "boa” f : R2 — R? se p é um ptmtn regular o posto do jacobiano
de f no ponto p (Jf (p)) ¢ méaximo; logo dimdf (p) - R? = 2. Ja no caso em que p ¢ um ponto
singular temos que .J, ou J, é nio nulo; logo dimdf (p) - R? = 1

G
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; a4 . T : 92 ;
Logo quando f ¢ uma funciio boa, a imagem da aplicaciio lincar V f (p) : R2— R?, dada por
Vf(p)w)=V.,f(p) ¢ uumn espago de dimensao 2 quando p é regular e um espago de dimensao
1 quando p é singular ( onde Vf (p) a derivada direcional).

Lema 1.1.14 ([Lu], pag 37)
Seja f : U € R? — R? uma fung¢do "boa”. lintdo os pontos singulares de f
Jormam uma curva reqular em U.

Demonstragao

Seja p = (xq,y0) um ponto singular logo J (p) = 0. Por outro lado uma das
derivadas parciais de f é nao nula, suponha gz (p) #0.

Entao, pelo Teorema da Fungao Implicita existe umna vizinhanga V' de xp e uma
vizinhanga W de ¥ tais que a aplicagdo o : V — W dada por o (z) = y, com o (zg) = yo €
J (z,0 (z)) = 0 para todo ¢ € V.

Portanto, solu¢oes de J = 0 proximo de um ponto "bom” de f formam uma
curva regular. ll

Ao conjunto de curvas regulares obtidas acima chamamos de ”Dobra Geral” de f e denota-
mos por C.

Seja ¢ () = (t,~ (1)) wina parametrizaciao da dobra geral de f, tal que ¢ (0) = p, no qual p
¢ um ponto singular de f. Assim temos que p é min ponto de dobra, se :rf.' (foP)(D)#0Depd

um ponto de ciispide, se % (fo¢)(0) =0, mas ;.—IE; (fop)(0)#0.
Definigao 1.1.15 Seja f uma fungio "boa”

a) Dizemos que um ponto p € Dy € excelente se p é ponlo regular ou dobra ou
ciuspide de f.

b) Uma fungio f : U C R? — R? ¢ excelente se cadap € U é um ponlo excelente.

Teorema 1.1.16 (deWhitney) (|Lu|, pag 44)

1) O conjunto de todas as fungoes excelenles de win aberto U do plano no plano
¢ denso no conjunto C™ (U, RQ)

2) Scja p um ponto de dobra de f € C® (UR?). Intdo, podemos introduzir
sistemas de coordenadas diferencidveis (x,y) e (w,v) sobre p e f (p), respectivamente, em lermos
dos quais f sc esereva da forma f (r,y) = (u,v) onde u(z,y) = 2% e v(x,y) =y

) Secja p wmn ponto de cispide de f € C™ (U, R"z). Inlao, podemos introduzir
sistemas de coordenadas diferencidveis como acima, lal que f se escreva da forma f(x,y) =

(u,v) comu(x,y) =xy — a3 ev(zr,y)=y.
y

Podemos observar graficamente a dobra geral, em ambos os casos, na figura abaixo.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



1.2 FUNCOES DE MORSE

Consideraremos M como sendo uma superficie compacta ¢ conexa, caso nao seja mencionare-
mos.

Sejam M uma superficie ¢ f : M — R uma fungio diferenciavel. Pela definigdo 1.1.9, umn
ponto é critico se f' (py) = 0.

Proposiga0 1.2.1 ([Tav], pag 63)
Se M é uma superficie compacta e todos os pontos criticos da fungdo f : M — R
sao nao-degenerados, entdo eles sio em nidmero finito

Como vimos na se¢do anterior, uma funcgao diferenciavel f : M — R é dita uma funcio
de Morse, se todos os seus pontos criticos sao nao-degenerados, como podemos observar no
exemplo abaixo.

Exemplo 1.2.2 Considere as sequintes fungées :
f : S — P%(plano projetivo) e g : P2 — R dadas por f(z,y,2) = (2% — 42, zy,22,92) ¢
g (f (z,9,2) = 2%+ 2y% + 322 para todo (z,y,z) € S2.
Torme V; = {(;r?g,:r:;;,;r?;;) € 52 tal que xr; > 0} comi=1,2,3; e as paramnelriza¢oes
up = /1 —at— a3
fi : D? = V) dada por fi (21, 29) = (w1, us, uz) onde Uy =T
g
(15}
fo : D? = Vy dada por fy (xy,23) = (uy, g, uz) onde .
U3 =
uy =
fs: D* = V3 dada por fy(xy,a3) = (wy,uy, uz) onde 12
u3 1—x%—x2
Assim fo f; : D* -+ W; = f (Vi) definida por f (fi (x1,22)) = f (u1,us,u3) logo

oblemos:
Fi(zy,x2) = g(fo fi(r1,22)) =g (f V1-zf - Jf:ﬁ,m,wz)) =1+ x} + 2o}

Fa(oryaz) =g (f o fo (onyea)) = g (£ (0, /1 = 23 — 23, n))=2-a +a3

Fy (x1,22) = g (f o f3 (x1,02)) = g (f (Iz J1-a3- -J?;%)) =3 —22% ~a} .

Cualculando as derivadas parciais de primeira ¢ scqunda ordem oblemos os pon-
tos eriticos f(1,0,0) = (1,0,0,0), f(0,1,0) = (-1,0,0,0) ¢ £(0,0,1) = (0,0,0,0) todos nio-
degenerados de g.

Dada uma fungio de Morse, f: M — R e pp uin ponto critico de f podemos expressar esta
fun¢ao em uma vizinhanga de py da seguinte forma:

Lema 1.2.3 (de Morse) [Tav; pag 65]
Scja f : M — R uma fungao diferencidvel ¢ po € M um ponlo eritico nio-
degenerado de f. Irisle uma paramelrizagio ¢ : U CR2 -V € M com ¢ (0,0) = po, tal que

8

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



fod:U — R lem wma das sequintes formas:
1)f oo () = [ (po) +2° +y°
2)f o ¢ (x,y) = f (o) — 2* +y°
3)f o é(x,y) = f (po) — 2* —*.

No lema acima chamamos a atengao das seguintes notagoes:

i)¢ ¢ chamada parametrizagio de Morse

ii) As expressoes de f, numa vizinhanga de pg, sdo chamadas formas canonicas de f.

iii)O mimero de sinais negativos destas formas ¢ chamado o indice do ponto po.

iv)po tem indice 0,1 ou 2 para f o ¢ igual a 22 +y? -2’ +y’e —z? - y? (respectivamente).

Seja f : M — R, os pontos criticos de f com indice 0,1 ou 2 serdao chamados pontos de
minimo, sela ou maximo, para uma parametrizaciao ¢ conveniente em torno de py, o grafico de
f o ¢ tem um dos aspectos, conforme o indice de py.

¥

(/

. Figura 1.8

Veremos, a seguir, como ¢ possivel modificar nma fungio de Morse f : M — R, numa
vizinhang¢a de um ponto critico py de tal forma a alterar o nivel de py deixando-o nio degenerado
¢ obter uma nova funcao com os mesmos pontos de f.

>ara isso tomemos nm ponto critico de indice 0 da fungio f e ¢ : U CR2 - V € M com
¢ (0) = py a parametrizagiio de Morse. Considere o disco aberto U (a) = {(z,y) € R? tal que % +y
U ¢ mais V (a) = ¢ (U (a)).

Assim por [Tav], pag 69, para todo b < a (b > a) existe uma fungio diferenciavel g : M — R
tendo os mesmos pontos criticos de f tal que g (po) = b.

2.

Observevemos que, no caso em que pp ¢ um ponto critico de indice 2 de f, basta tomar
U (a) = {(x,y) € B? tal que 22 + 3% + f (po) < —a, com a < f(pp)} e teremos o mesmo resul-
tado.

Ja no caso em que o ponto po tem indice 1, tome a paramentrizagao de Morse ¢ : U — V
com ¢(0,0) = po tal que fy (z,y) = fop (x,y)— fodp(0,0) = 22 —y?. Dados p; ¢ py € V tais que
f(p)=a,f(p) =bea< f(p) < b, tomeU (a,b) = {(z,y) € R? tal que |22 +y?*| <|a| ¢ |z.y| <




U, como mostra a figura abaixo.

Figura 1.9

Logo, analogamente aos casos anteriores, para todo ¢ €]a, b], existe uma funcao diferencidvel
g: M — R tendo os mesmos pontos criticos de f, tal que g (po) = ¢

Definigao 1.2.4 Dizemos que uma fungdo de Morse é ordenada se os valores crilicos (de

pontos criticos diferentes) sdo todos distintos e os que correspondem aos pontos criticos de
indice 0 sdo menores que 0s que correspondemn aos de indice 1, que por sua vez $ao menores
que aqueles com indice 2.

Teorema 1.2.5 (|Tav], pag 73)
Im toda superficie compacta M existe uma fungao de Morse ordenada.

Vejamos como fica a nogao de ponto critico em termos do gradiente.

Inicialinente sejam M™ C R™ e p € M, temos que a restri¢ao de produto interno (<,>) a
T,M < R™ continna sendo um produto interno em T, M. Assim, o gradiente de uma fungio
real diferencidvel ¢ o campo de vetores a M definido por

< gradf (p),v >= f' (p)-v ,para todo v € T,Mep € M

Dado p € M dizemos que p é ponto critico de f : M — R se e somente se gradf (p) = 0,
¢ um valor ¢ € R é dito valor regular de f : M — R se para todo p € f~!(q) a derivada

' (p) : T,M — R & sobrejetiva ((oun ainda f' (p) # 0 ou gradf (p) # 0). Se ¢ néo é valor regular,

£~ (q) pode conter pontos criticos e regulares.

Proposiga0 1.2.6 ([Tav]|, pag 73)
O conjunto de pontos regqulares de f=1(q) é wma familia de curvas (supondo-o
ndao vazio)

Demonstragao:

Tome p € f7!(q) um ponto regular de f ¢ ¢ : U — V com ¢(0,0) = p uma
parametrizagio em torno de p. Como p é regular (f o @)’ (0,0) # 0 ¢ assim suponhamos que
Qﬁf—;'f-’ (0,0) # 0. Pelo teorema da fungao implicita existe g ;] — €,e[— R, ¢ (0) = 0 diferencidvel
tal que C = {(z,9(x));x €] — &,€[} € (fop)™ ' (q). Dai considere h :] — €,e[— ¢(C) C V &
uma parametrizacio da curva ¢ (C) C f~!(¢). @

irio 1.2.7 [Tav; pag 75
Coroldrio 1.2.7 [Tav; pag
Se q ¢ wmn valor reqular de f entdao f~'(q) ¢ wna curva.
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Quando f ¢ de Morse ordenada podemos descrever geometricamente a estrutura de érbita
do campo gradiente, ja que este é perpendicular a f~! (¢) em seus pontos regulares. Observemos
como ¢ esta estrutura com a fungao altura na Esfera ¢ no Toro.

4
7 \

Figura 1.10

Quando g é um valor regular de f dizemos que f~! () é uma curva de nivel ou nivel regular
de f. JA4 no caso de ¢ ser critico dizemos que é curva de nivel critica ou nivel critico de f.
Estudaremos a seguir a mudanga de um nivel regular para outro, passando por um nivel

critico de f : M — R. Para isto considere K uma componente conexa de f~! ([a, b]) constituida
somente de pontos regulares. Tome K, = f~'(a) N K, K, = f~ ' ()N K e
I({—ﬁo,h} = f_hl (—‘OO, n.) JK.

Proposiga0 1.2.8 ([Tav], pag 79)

1)Considerando as nolagées acima, temnos as sequintes relacoes: K, ~ K, K ~
Ko x [a,b] ¢ f71(] = 00,a]) ~ K| _o0,0)

2)Suponha que f~'([a,b]) s6 contenha pontos regulares, entdo f~'([a,b])

£~ (@) x [a,b] ¢ £~ (] — o0,al) =~ £~1(] — oo, b)

Considere agora f : M — R mma fungio de Morse ordenada com py, ..., p; minimos tais
que f(pi) < f(p;) sei < jcome¢; = f(p;). Seja ¢ : U — V a parametrizagao de Morse com
#(0,0) = p1. Se ¢ estéd proximo a ¢; entio f~! (¢) =~ (fop) ™' (c) = S
r g =8

F 1 (~o0,¢) = D?

f Y e) = 8! ¥ {p2}
o O
[ (—00,e) = D% U {py}
(—00,¢) = D2 () D?

para ¢ < ¢ < ¢9.

Temos ainda ¢

para co < ¢ < ¢3

.

f
f—l

Figura 1.11
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Seja agora py um ponto critico de indice 1 da fun¢ao de Morse f: M — R e
¢ U — Vy com ¢(0,0) = py a parametrizacio de Morse. Considere também ep = f (po) ;
U(e) = Uley—e,c0+€);U(e,2e) = U(co—€,¢0+2€) com e > 0 tal que Ue) e U (g, 2)
estejam contidos em U, sendo py, ..., py, 0s outros pontos criticos de f, Vi, ..., Vi, suas respectivas
vizinhangas de tais que VN W = () para i = 1,2,...,m. Tome a« : M — R, C®tal que
0 <o) <lcma(p) =1sepe M~-Vea(l) =0sep € K U{p..,pm}, onde
V=WuUWU..UV,e K, =U (e).

Proposiga0 1.2.9 (|Tav|, pag 80)
Sendo ¢ < ¢o < ¢ tal que py € o tinico ponto critico em f~1[c,c); entdo, temos

que £~ (] — 00,¢]) = £ (] — o0, ¢[) U H.

Onde H ~int(D?) e f~' (| —oo,d])NH =1 x J com INJ =0 e I,.J difeomorfos a [0, 1])

w  Figura 1.12

Desenvolveremos, agora, um estudo para que possamos obter dois teoremas fundamentais
na teoria de Morse, sobre a mudanga de niveis criticos.

Definigao 1.2.10 1) A lerna (W5 Vy, V1) onde W € uma superficie cujos bordos sio Vy ¢ V) é
chamada cobordismo.

2) Uma fun¢iao de Morse sobre um cobordismo (W; Vy, V1) é uma fungio f :
W = [a,b] tal que f~'(a) = Vo, f71(b) = Vi e todos os pontos criticos de f sdo interiores
(isto ¢, estao em W — OW ) e sdo nao-degenerados.

3) Se f: W — |a,b] é uma fung¢io de Morse sobre o cobordismo (W;Vy, V1),
dizemos que um campo de vetores £ sobre W é um campo pseudo-gradiente para f se £(f) > 0
em todo o complementar do conjunlo de ponlos criticos de f e dado um ponto critico p, existem
(r,y) ¢ uma vizinhanga V de p na qual f apresenta uma das formas f (p)+x?+y?; f (p)—22+4?
ou f(p) —x? —y? ¢ & lem coordenadas (x,y), (—x,y) ou (—x, —y) em U, respectivamente.

Como podemos ver em ([Mu], pag 20), para toda fungio de Morse f sobre um cobordismo
(W5 Vo, V1) existe nm campo de vetores pseudo-gradiente &.
Diremos que um cobordismo (W35 Vp, Vi) é um cobordismo produto, se ele é difeomorfo ao

cobordismo (1?] X Iﬂ. Il y W] X {U} s H] X {1})
Teorema 1.2.11 ([Mu], pag )

Se uma fungdo de Morse sobre o cobordismo (W;Vh, V1) ndo possui nenhum
ponto eritico; entao, (W5 Vy, V) € um cobordismo produto.
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Coroldrio 1.2.12 ([Mu], pag )

1) Seja W uma variedade diferencidvel compacta com bordo. [xiste uma vizin-
hanga de OW chamada de vizinhanga colarinho que € difeomorfa a OW x [0, 1.

2) Suponha que toda componente M da variedade diferencidavel W ¢ compacta e
de 2-lados(isto é, o complementar relativo a uma sua 6-vizinhanga em M € desconezxa). Fntao
eriste uma vizinhanga de M em W difeomorfa a M x| — 1, 1| de tal forma que M corresponde
a M x {0}, denominada de vizinhanga bicolarinho.

Trataremos aqui de cobordismos que possuem fung¢do de Morse com apenas um ponto critico.

Seja (W; Vp, Vi) um cobordismo com fungdio de Morse f : W — R e o campo pseudo-
gradiente £ de f. Suponha que p € W é um ponto critico de f,e Vo= f~!(co) e Vi = f~ (c1)
sao os valores criticos, tal que co < f(p) < ¢1 e ¢ = f(p) é o tinico valor critico no intervalo
[co, ¢1]. Seja D¥ a bola de centro na origem e raio r em R¥ e D¥ = DF.

Ja que £ é o campo de vetores pseudo-gradiente para f, existe uma vizinhanca U de p
em W, e um difeomorfismo g : Do — U de modo que f(g(z,y))assume uma das formas
c+x?+y?, c— 2% +y? ou c — 22 — y? ¢ assim £ tem coordenadas (z,y), (—z,y) ou (—z, —y),
respectivamente. Como vimos na primeira se¢ao o indice A do ponto critico é dado pelo niimero
de sinais negativos que possuem as formas acima.

Seja Vo, = f 1 (c—€?) e V. = f7! (c + €?) podemos assumir 4¢? < min {|¢ — ¢o , |¢ — e1]}
de modo que V_, estd entre Vg e f~1 (¢) ¢ V; estd entre f~! (¢) e V}. A situaciio esté representada
esquematicamente abaixo. V}

e e Ci
~ k7 .\/f,---- C + £

12 i L

ool
Figura 1.13

Seja S¥~1 o bordo do disco unitario fechado D* em RF.

Definigao 1.2.13 O mergulho caracteristico ¢y, : S* 1 x D2 — Vg é oblido como segue.
Primeiro defina um mergulho ¢ : S*~1 x D?** — V, por ¢ (u,0v) = g (eucosh @, evsinh§) para
we S ve §221 ¢0 <0 < 1. Comegando pelo ponto ¢ (u,0v) em V_, a curva integral
leva ¢ (u, 0v) para algum ponto bem definido ¢p, (u,0v) em V.

Defina a esfera esquerda Sy, de p em Vy como a imagem ¢y, (S)‘_l X 0). Note que Sy, ¢ justa-
menle a intersegao de Vy com as curvas inlegrais e £ comegando no ponto critico p. O disco Dy,
¢ um disco com bordo Sy, definido pela uniao dos segmentos das curvas inlegrais comegando
em Sy, e terminando em p.

Analogamente o mergulho caracteristico ¢ : D* x §2-*~1 5V} é obtido por
¢ D} x S22 5 V. que a cada ponto (Ou, v) associa ¢ (0, v) = g (ewsinh 0, €v cosh 0) e entdo
transladando a imagem para V). A esfera direita Sy de p em V) é definida por ¢ ((] x Sz_)‘_l).
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S ¢ o bordo do disco direito, definido pela unido dos segmentos das curvas integrais de &
comegando em p e terminando em Sp.

Definigao 1.2.14 Um cobordismo elementar é um cobordismo (W; V, V') que possui uma fungao
de Morse f com, cxalamente, um ponto crilico p.

Dada uma variedade V de dimenséo 1 e um mergulho ¢ : S*~1 x D?2=* — V| temos x (V, ¢)
denota a variedade quociente obtida da soma disjunta (V —¢ (S’\" X 0)) + (D'\ X 52')\"1)

identificando ¢ (u, 0v) com (fu,v) para cada u € S*~1 v € 2721 ¢ 0 < 0 < 1. Se V' denota
alguma variedade difeomorfa a x (V, ¢) entdo veremos que V'’ pode ser obtida de V pela cirurgia

do tipo (A2 — A). \

4 Figura 1.1} v )

Cirurgia do tipo (A, 2 — A) em uma l-variedade temn o efeito de remover uma esfera A — 1
dimensional e coloear, por um mergulho, uma esfera 2 — A — 1 dimensional.

Os proximos 2 resultados mostram que isto corresponde & passagem de um ponto critico de
indice 1 de uma funcio de Morse sobre uma variedade 2-dimensional.

Teorema 1.2.15 (|Mu], pag 30)

Se V! = x (V, ) pode ser obtido de V' por uma cirurgia do tipo (A, 2 — ), enldo
cxiste um cobordismo clementar (W;V, V') e uma fungdo de Morse f : W — R com exalamente
um ponlo critico de indice .

Teorema 1.2.16 ([Mu], pag 31)
Se (W; V, V') é win cobordismo clementar com mergulho caracleristico ¢y,
SAMUx DA V| entao (W;V, V') é difeomorfo ao cobordismo (w VioL); Vo x (V,é1)).

Vejamos, geometricamente como fica a passagem por um ponto critico de indice 1 numa
fungio de Morse. As figuras a e b sio realizadas concretamente tomando a funcio altura no
toro T e a figura ¢ como no exemplo 2.




Figura 1.15

Definigao 1.2.17 Aos pontos criticos de indice 1 como na figura a e b, chamaremos de Tipo
I, e aqueles como na figura ¢, chamaremos de Tipo II.

Do fato de M ser conexa e do Coroldrio 1.2.7 decorre que os pontos criticos do Tipo I
aparecem aos pares. Ja a existéncia de um ponto critico do Tipo II faz com que M seja
nao-orientavel, pois possui uma faixa de Moebius.

Vejamos agora como é possivel cancelar pontos criticos, obtendo assim fung¢oes de Morse
mais simples, no entanto as caracteristicas da superficie.

Considere o campo de vetores X em M e uma singularidade p de X (X (p) = 0). Dizemos
que X ¢é linear em uma vizinhanga V' de py se existe uma parametrizagao ¢ : U — V' com
¥ (0,0) = po ¢ uma aplicagiio lincar A : R? — R? tal que ¢’ (z,y) A(z,y) = X (¢ (x,y)) para
(x,y) € U.

Scjam f: M — R uma fungio de Morse e p; um ponto critico de indice 1 de f;se¢p: U — V
com ¢(0,0) = p; é a parametrizagio de Morse, entio, f o ¢ (z,y) = % — y? e podemos supor
f(p1) = 0. Tomemos 6 > 0 tal que B(20)) CUey: M — R C® tal que 0 < v(p) < 1,
com v (1) = ¢ (73——((;)) ey 1 (0) = M — ¢(B(28)). Com estas notagoes temos a seguinte
Proposi¢ao.

Proposiga0 1.2.18 ([Tav], pag 85)
Isriste um campo de velores X/, tangentes a M, salisfazendo:
i) X! ¢ linear em ¢ (B (0))
ii) Se p ndo ¢ ponto critico de f entio f'(p)- X/ (p) > 0
iii) XI ¢ o campo gradiente de f tem as mesmas singularidades.

Proposiga0 1.2.19 (|Tav], pag 86)

Sejam f,g: M — R fun¢ées de Morse ordenadas tais que f~! ([a,b]) ¢ g~ ([e, d])
sdo conexos ¢ tem, cada um, dois pontos criticos ndo-degenerados de indice 0 (ou 2) e 1. I'nido,
existe um homeomorfismo h: f=1 ([a,b]) — ¢~ (e, d]).

Proposiga0 1.2.20 (|Tav|, pag 89)
Ioristem duas funcées diferencidveis F,G : R? — R tal que:
1) F tem uma sela e dois minimos como pontos crilicos;
2) G tem somenle um minimo caomo ponto critico;
3) Bzriste um intervalo [—a,a| tal que os pontos criticos de F estio em F~'([—a,a]) e se

p & F~'(|-a,a]) entdo F (p) = G (p);




4) Exceto pelos niveis erilicos, lodos os niveis de F' sdo difeomorfos a um circulo ou, no mdrimo,
dois circulos disjuntos ¢ todos os niveis de G sdo difcomorfos a um circulo.

Corolério 1.2.21 ([Tav], pag 90)
Considerando D = {(x,y) tal que (z,y) € F~' ([~a,a])} e também M (F) =
{(x,y, F (x,y)) tal que (z,y) € D}. Entdo, M (F)~ S x [0,1]

Demonstragao:
Considere M (G) = {(=,y,G (z,y)) tal que (z,y) € D} en : M (F) — M (G)
dada por 7 (z,y, F (z,v)) = (z,y,G (z,y)). Como F e G sio diferenciaveis e defina
1 (z,y,G (z,y)) = (z,y, F (z,y)) temos que 7 é difeomorfismo.
Portanto M (F) ~ M (G). Como G ndo possui pontos pontos criticos em D
temos M (G) =~ G~ (a) x [0,1] = S! x [0,1] portanto M (F) ~ S! x [0,1]. W

Teorema 1.2.22 (do Cancelamento) ([Tav], pag 83)
Seja f : M — R wma fun¢do de Morse ordenada tendo a ¢ b como valores
requlares. Se f~!([a,b]) contém, exatamente, dois pontos criticos py € p1 com a < f(po) <

f(p) < b, de indices 0 (ou 2) e 1, respectivamente, que estao na mesma componenie conexa;
entio, f~! ([la,b)) = f~!(a) x [0,1].

Demonstragao:
Das proposigiio anteriores temos f~1 ([a,b]) = M (F) ¢
M (F)=~ M (G) =~ S' x [0, 1] e portanto f~! ([a,b]) = S* x [0, 1].
Assim, pela proposicio 1.2.20 f~! ([a,b]) = f~' (a) x [0,1] W
Neste momento, estamos aptos a enunciar o teorema da classificaciio das superficies com-
pactas, sabendo que un n-plano projetivo é a soma conexa de n planos projetivos e um p-toro
é a soma conexa de p toros. Dizemos ainda que uma S? é um 0-toro ¢ uma garrafa de Klein é
a soma de 2 planos projetivos, isto ¢ I%.

Teorema 1.2.23 ([Tav], pag )
Toda superficic compacta, coneza e sem bordo M ¢é homeomorfa a uwm n-plano
projetivo P, ou a um p-toro T),.




1.3 ISOTOPIA DE MERGULHOS

Definigao 1.3.1 Seja f: M — N um mergulho; h : [0,1] x M — N é uma isotopia de

f se h é diferencidvel e hy : M — N dado por hy(z) = h(t,z) é um mergulho para todo
t€[0,1] eho=f.

v

Figura 1.16

Assim, dizemos que h é uma isotopia entre hg e hy, ou que hgy e h; sao isotopicas.

Exemplo 1.3.2 Dado o mergulho f : S' — R?® definido por f(0) = (cosf,send, ),
considere a fungdo h : S' x [0,1] = R* com h (6,t) = (cos8, senb,t). Assim temos:

1) h diferencidvel;

2) hy : S' — R? dada por hy (0) = (cos, senb, t) é um mergulho para todo t;

2)ho = f

Logo, h é uma isotopia de f.

51

Figura 1.17
Definigao 1.3.3 Dizemos que h: R x M — N ¢é uma isotopia técnica entre hy ¢ hy se:
a) hy: M — N dada por hy (x) = h(t,x) é um mergulho para todo t
b) hy(x) = hg(x), parat <e
c) hy(z) =hy(2), parat > 1—¢

Observe que toda isotopia pode ser modificada para uma isotopia técnica.

Definigao 1.3.4 Uma difeotopia de N ¢ wma aplicagio H : [0,1] x N — N , tal que
H;: N — N é um difeomorfismo para todo t e Hy = Idy.

17




Se f: M — N éummergulho e H : [0,1] x N — N ¢ uma difeotopia entdo h, = Hyo f
¢ uma isotopia de f.

Uma isotopia h : [0,1]x M — N se diz diferenciavelmente imersivel em uma difeotopia
quando existe uma difeotopia H de N tal que h, = H, o hy para todo t € [0, 1], e neste
caso dizemos que hy e h; sao defeotopicas.

Definicao 1.3.5 Dois mergulhos hg, hy : M — N sao equivalentes, se existe um difeo-
morfismo D de N, tal que o diagrama abaizo comuta.

M
h -L \ho
N 2N

Note que se hg e hy sdo difeotopicas entio elas também sdo equivalentes.

Teorema 1.3.6 (R. Thom - 1957) ([Br], pag )

Se h € uma isotopia de mergulhos de M em N que mantém fizos todos
pontos fora de um compacto My C M, pode-se imergir difeomorficamente h em uma
difeotopia e, em particular, existe uma difeotopia que deiza fizo todos os pontos fora de
um. subconjunto compacto Ny C N.




1.4 O Grupo N6 e o Polinémio de Alexander

O objetivo desta se¢io é introduzir, para um né (de dimensido 1), um invariante na forma
de um polinomio com coeficientes inteiros e dar um algoritmo simples para sua construgio.
Primeiramente faremos o estudo para nés de dimensao 1 e servirda de pré-requisito para o caso
de no6s de dimensio 2 que sera desenvolvido no 1ltimo capitulo. Ld mostraremos, através de
um exemplo, que o teorema principal de nosso trabalho ndao pode ser melhorado. O polinémio
de Alexander desempenha, neste exemplo, um papel fundamental.

Definigao 1.4.1 Um nd (de dimensdo 1) é um subespago do R® homeomorfo 4 S*.

Exemplo 1.4.2 Daremos aqui alguns exemplos graficamente.

& @ C:)

Travo

Stevedore's

Figura 1.18

Dizemos que dois nés, k) e kg, sdo equivalentes se existir um homeomorfismo h : R* — R3
tal que h (ky) = ks.

Como nosso maior interesse é obter o polinomio de Alexander para um né k devemos,
primeiramente, calcular o grupo né G que é o grupo fundamental do complementar de k no R,
isto 6, G = m; (R? — k). Para isso, devemos proceder da seguinte forma:

Consideremos o nd, sem perda de generalidade podemos considerar sua proje¢ao
no plano z = 0. Relativamente, a esta projegao, dividiremos o né em passagem superior e
passagem inferior, assim como mostra a figura abaixo:

H KO

Quando ocorrem duas passagens superiores (inferiores) consecutivamente, por
conveniéncia introduzimos uma passagemn inferior (superior) entre elas, como mostra o exemplo
do no square.

Substituimos cada passagem inferior por sua projec¢ao no plano z = 0 unido com
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as retas que ligam os extremos da projegiio da parte inferior. Com esta construgio obtemos um
novo no que denotarcmos por k.

|
i

Figura 1.20

O noé original e 0o né k sao equivalentes, logo eles possuem o mesmo grupo né.
Calculemos, entdo o G = m; (R"’ - k).

Primeiramente vamos calcular 7; (R3 — k) onde R3 é o semi espago fechado
definido pela inequagao z > 0. Damos um sentido de diregao para k e escolhemos um ponto
base p acima de k. Para cada passagem superior 38;, 7 = 1, .., n, introduzimos um lago baseado

em p cuja orientagiio obedece a regra da mao direita relativamente a diregio da passagem
superior. Chamemos esses lacos de ay, @, ..., oy,

Iigura 1.21

Seja a5 € m (RY — k) tal que x; = [ag]. Assim temos por ([A7], pag ), que
7 (R? k) ¢ o grupo livre gerado por xy,xg, ..., T,, com as relagoes {ry,re,...,m} que sio
obtidas de manecira construtiva; as quais ficarao mais claras com os dois exemplos que daremos
a seguir.

Exemplo 1.4.3 O nd trivial:

Figura 1.22
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Firiste wma iinica passagem superior a; = @, o] = &, onde & ¢ & sdo ho-
moltdpicos a ay. A relagio v é dada por : xy = x1 (21 = [1]), isto €, ndo existe relagao.
Portanto, m (]Rx ~ k) ¢é gerado por x) e sem relagoes; logo m (R‘; ~Ey={zim =1} 2 Z

Exemplo 1.4.4 O no trevo:

Figura 1.23

Temos trés passagens inferiores; e para estas trés passagens inferiores temos
r € dada por: r3r) = Tax3 => :1:3:21275'1:1:;

trés relagoes:{ 1y ¢ dada por: xyry = T3] = .’]’-‘;.'172:1?‘1_]:!,'51
g € dada por: Tory = 1129 = :1:2:1:31‘513:;1

Assim G = {x),x2,23 : 7'1,72,73}

Visto como podemos calcular o grupo fundamental de um certo né podemos, entao, passar ao
estudo para o cilculo do polinomio de Alexander. Para tanto consideremos k um no, engrosse k
lc-vomvnto paras forma de um tubo T. Sejam X = R*—int (k), G = m; (X) (grupo fundamental
de X) e G’ o subgrupo comutador de G, assim temos que ¢ /( + é um grupo cfclico infinito. Se X

denota o espago de recobrimento de X que corresponde a G', entao que my (X) = @', Sabemos

que a existéncia de X ¢ assegurada por ( [Ar]; teo 10.19, pag 232); e ainda por ([Ar]; Teor
10.18, pag 231) tamos que ""':"‘)/?r (mi (X)) = Z.

Portanto, m, (TI'] (X)) ¢ o subgrupo comutador de G’ para G. Considerando o epimorfismo
. 2 . Tu ; ~
natural de ™)/ em ™X) /- (m (%)) OMOSEU kernel & ™ (71 ( ))/G’ temos que T, (n'] (X
- 1L/ }
G'. Logo X é o espaco de recobrimento ciclico infinito de X.

Considere X como um complexo infinito, comegamos pela série de grupos cujos elementos
sio combinacoes lineares finitas A\jo; + ... + Ay05 para um 1-simplexo orientado de X com
coeficientes inteiros. Note que néo é p(‘rmltldn combinagoes lineares infinitas para nenhum 1-
simplexo de X. O grupo de homologia resultado é um grupo abeliano, o qual sera denotado por

H, (,\') (que é umn invariante topologico para X) A transformagéio de recobrimento h : XX

induz win antomorfismo h, : H; (X) — H (X), e h, serda o responsavel para a obtengao do

nosso polinomio desejado.
Sejam A um anél comutativo com a unidade e A uma matriz m X n, com entradas em A.
Denote A™ para o médulo livre A com base xy, o, ..., £, € A™ para o modulo livre A com base
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Y1 Y2y o Ym. Agora tome f: A" — A™ um homomorfismo de A médulos determinado por A,

isto é:
Tm

fla) =Y ajiy;

i1
e defina o modulo quociente M =A" /7(an)- A matriz A é dita um representante matricial para

o médulo M.
Duas matrizes A, B nos fornecem isomorfismos de A modulos sobre esta construcao se, e

somente se, é possivel converter A em B por uma sequéncia de operagoes do tipo:

1) Permutando duas linhas (colunas);
2) Multiplicando uma linha (coluna) pela unidade de A;
3) Somando um multiplo de uma linha (coluna) a outra linha (coluna);

4) Colocando ou retirando uma coluna de zeros;

5) Permutando A com , Ou vice versa.

0
0 1

Assim, se A é uma matriz quadrada seu determinante é um isomorfismo invariante para o
modulo M.
Considere A o anél Z [t,t!] dos polinomios de Laurent finitos, com coeficientes inteiros

p(t) =cowt ™+ ..+t

Entio, definindo o produto de um polinémio p(t) € A por uma classe de homologia [z] €
H, (X) por p(t) [z] = c—why™ [2] + ... + ¢kl [2], tem-se que A, leva a H; (X) sobre o médulo
A.

E possivel interpretar H, (X) em termos do grupo no G de k, como foi visto no inicio desta
se¢io. Lembrando que X tem como grupo fundamental G’, e tomando G” como o subgrupo
i e ) e
comutador de G’, temos H), (X) ~C" /o e com isso o monomorfismo m, : m (X) — w1 (X)
. . s ' a4 . .
induz um isomorfismo m,, : H) (X) —C Jan. Se u €% Jgn corresponde (via 7,,) & classe de

. -~ AL - -
homologia [2], entio ¢ /g torna-se um A médulo via p () u = 7. (p (2) [2]).
Veja o que ocorre tomando o polonomio p(t) = ¢ como exemplo.

tie = Wyu (t [2]) = Tunhin [2]

Escolha nin ponto base p e seja g seu correspondente em J‘?, represente [z] pelo lago a com
base em q € X. Entdo, h, [2] é representado pelo lago v (ho @)y~ onde v é um caminho
ligando q a h(q) em X. Isto significa que se u = gG” €%’ /an e se x denota o elemento de
G = m (X, p) determinado pelo lago T oy,

tw = zgz ' G"
A representagiio de G ¢ dada por {x1, ...,y 1 71, ..., n}, J& que existe um gerador para cada

passagemn superior e mma relagio para cada cruzamento; na qual uma tipica relagio tem a forma

.-r,,_.;r,-.r.';,l;r',-'}ll ¢ a ultima relagao pode ser omitida por ser consequéncia das demais. Quando G
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¢ abelianizado, todo x; torna-se igual e resulta um gerador para Z, como se fosse escolhido um
novo conjunto de geradores

1

; ; i _— 1
i Ny s 2 O S (S A

no qual todos os «; ficam em G'. E mais, todas as conjugagdes sobre poténcias de = geram G'.
Escreva u; = o;G" e R; a relacao sobre u; dada por r;. Os u;, geram ¢’ /e» como um médulo
sobre A e para encontrar uma representagio matricial, tome cada R; como uma combinagdo
linear dos u;4, com coeficientes em A e, entdo, use os coeficientes de cada R; como a i-ésiina
coluna para obter a matriz. Por defini¢do,o determinante da matriz resultado (n — 1) X (n — 1),
desprezando a ultima linha e a ultima coluna, é o Polindmio de Alexander para o né k.
Tome os exemplos
1) O né trivial S!
Como ja foi observado o grupo fundamental de R® — S! é dado por

G = {:rl ::1:1:1:1_1} =Z

A relagio zx escrita em termos de o é dada por

QII(II_I:E_I

passando em termos dos w4, resulta

1

Portanto a matriz resultante é (1),,,, cujo determinante é 1. Assim, o polinémio de Alexander
para S' é p(t) = 1.

Como o polinomio de Alexander é umn invariante topolégico, todo né cujo polinimio

de Alexander p (t) é constante serda o no trivial
2) O n6 Trevo, cuja representagao do Grupo N6, como foi visto, é:

G = {x),x9,23 ::1.'1:1,‘2:1?]']:1!:;1 , :::2:1333:51:1:1“1 e :1:3:1':13:513.'51}
A relagio :rr]a:g:r]_l:rr:;], escrita em termos de «; é dada por:
m:;:ag;r:x*lal_lm"zag]
ou equivalente (por G ser abeliano);
(tl:r:(rg;n*lxal'l:z_la:;l
passando em termos dos u;, temos
(I —t) uy +tug — ug

Analogamente a scgunda e terceira relagao corresponde, respectivamente, a

—uy + (1 — t) ug + tug
tuy —ug + (1 —t) us
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Assim teremos a matriz
DB =

tomando a matriz resultado 2 x 2 temos

( T I | )
t 1-t
2x2
cujo determinate é t2 — ¢ + 1.

Portanto, o polinomio de Alexander para o n6 Trevo é :
p(t)=t2—t+1

Observagao 1.4.5 (Método Prdtico) Eziste um método prdtico para o cdlculo do polinémio
de Alezander para um nd k. Oriente o né e denote as passagens superiores por x1,x3,...,Tn.
Construa uma matriz By x,, que tenha uma coluna para cada cruzamento; as entradas ndo nulas
correspondem a um cruzamento, e sao dadas olhando a figura:

b

K

Figura 1.24

1 —t, na passagem w
e terermos ¢ t, na passagem i
—1, na passagem j
Note que somenle temos que acomodar a diregdo de x,, e observar z; a esquerda
¢ xj a direita. O determinante da matriz (n — 1) x (n — 1), obtida exclusdo da iltima linha e
da illima coluna de B nos dd o polinomio de Alexander para k.

Vejamos dois exemplos para o cdlculo do polinémio de Alerander usando esse
método pratico.

Ezemplo 1) O né Trevo

QY

Figura 1.25
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Observando a Figura 4.8 temos a matriz B dada por;

I—t =1 t
t 1-t -1
-1 t 1—-1t

Dai, teremos a matriz 2 X 2 dada por:

(l—t —1)
t 1-t _—
cujo determinante € : t2 —t + 1. Portanto o Polinémio de Alezander do nd Trevo é : p(t) =

t2—t+1.
Exzemplo 2) O né Steverode’s

Figura 1.26
Observando a Figura 4.9 teremos a matriz

1-t -1 0
0 t 1-¢

-1 1-t
t 0

e trabalhando com a malriz 5 x 5 teremos que seu determinante é 2t> — 5t + 2, que vem a ser
o polinémio de Alexander para este no.
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Capitulo 2

Equivaléncia de Superficies
2-Dimensionais no R*

2.1 O Problema

Enunciaremos aqui o problema que nos chamou a atengéio, levando-nos a um estudo para di-
mensao n = 2 que, como veremos na segunda segao deste capitulo, foi solucionado por Schaler-
mann por um ponto de vista da topologia combinatoéria. Desenvolveremos a demonstragao dada
por Ruas, Carrara e Sackyi, que solucionaram o mesmo problema usando topologia diferencial.

"Sejam M? C R uma subvariedade fechada e f : M — R* um mergulho, tal que po f :
M — R seja uma fungiio de Morse com no méaximo 4 pontos criticos, no qual p : R* — R é uma
projec¢io. Entdo o mergulho f é padrao.”

Para uma melhor compreensao do problema, fagamos um estudo sobre seu enunciado.

Definigao 2.1.1 Dois mergulhos f,g : M™ — N™ sdo equivalenles se ¢ somente se existe um
difeomorfismo D : N — N tal que Do f = g , isto é, o diagrama comula

M f N

=5

g N\ 13D
N

Se f e g sdo dois mergulhos equivalentes escrevemos f ~p g. Note que a relacdo ~p é uma
relacgio de equivaléncia, pois:
Dados mergulhos f,g: M — N , temos:
1) f ~p f para o difeomorfismo D = Idy
2) Se f ~p g entdo tome D™! : N — N e com isso temos g ~p-1 f
3) Se f~p, geg~p, h entdo tome D = Dy o D; e temos f ~p h.

Definigao 2.1.2 Um mergulho f : M™ — R™'2 ¢ dito padrio se f é equivalente a inclusio
trivial de M em R™'?,

Exemplo 2.1.3 Seja f: S' — R? win mergulho e considere a inclusio i : S' — R? dada por
i(0) = (cos@, senB,0). Assim, f serd padrdo se existir um difeomorfismo D : R® — R?, tal que

D (f(8") =i(s")
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Considerando o exemplo 2.1.3, a inclusdo 7 e a projegio p no eixo Oz , e ainda o mergulho
f dado geometricamente por:

<t
[
&J} é; Y
4 O

Figura 2.1

Temos po f uma fungdo de Morse com 4 pontos criticos; porém, nio existe difeomorfismo
D : R* — R? tal que D (f(S")) = i(S'). Logo, f ndo é padrao. Com isso, note que no
problema para n = 1 o resultado é falso pois trata-se do problema principal da cléssica teoria
dos ndés.

O objetivo deste trabalho é mostrar a validade do problema para M = §2 | usando topologia
diferencial como principal instrumento e, assim, ter uma visdo diferente daquela dada por
Martin Schalermann, que em 1985, publica o trabalho ” Smooth spheres in R* with four points
are standard”, dando a prova do resultado (M = S?) através de combinatéria e de uma ” pesada”
teoria de grafos, prova esta que sera descrita abaixo a titulo de comparagcéo.
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2.2 Um Esbog¢o da Solugao de Martin Schalermann para M = S?

Considere a bola B* no R? e divida-a em 4 quadrantes (NE, NW,SE,SW) por dois discos D, ¢

Dy, de dimensao 2.

Sw

Figura 2.2

Seja N mna variedade obtida pela ligagiio de duas algas C = D? x [0, 1] em B*, uma ligando
NW a SW ¢ a ontra NE a SE, onde as algas ligam pontos no bordo de um disco D; em B?
sendo D) perpendicular tanto a D, como a Dy,

Figura 2.5

Note que D divide B* em 2 hemisférios. Tome A,, uma familia de curvas fechadas simples
no N, constituida de m circulos ay, ..., a,, paralelos a dDy; ¢ B, uma familia de curvas fechadas
simples no dN, constituido de n circulos by, ..., b, paralelos ao 9D, , mais um circulo simples
bo que passa por cada uma das algas C.
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Figura 2.4

As provas dos resultados abaixo encontram-se em [Sc].

Teorema 2.2.1 [Sc]

Suponha que N estd mergulhada na variedade orientdvel M3, de modo que al-
guma A, (m impar) e alguma B, limitam superficies planas P, Q em M — N. Entdo, A, e
By limitam discos em M — N cuja interse¢do sdao arcos singulares.

Na demonstragao deste teorema Schalermann usa os recursos de combinatdéria e teoria de
grafos.

Definiremos, agora, a soma entre 2 nés, a qual chamar-se-a ” band sum ”. Para g ¢ 71 nés
em S*, definimos "band sum” entre vy e y; da seguinte forma:
Mergulhe 79 e 41 em duas bolas B? disjuntas no S3. Seja b: I x I — S% um mergulho tal que
b(I x {i}) # v e b(I x {i}) C 7, com i = 0,1. Entdo ligue yo — b(I x {0}) a 1 — b(I x {1})
pelo arco b(OI x I). O no resultado é a "band sum” de 7y e ¥ ao longo de b o qual denotamos
por Yo#s1-
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Figura 2.5

A principio, podemos achar que a defini¢io desta soma é excessiva, pois temos a "band sum”
entre 2 nds como um caso particular de soma conexa de pares, na qual as variedades sao esferas,
definida em ([Rol]; pag 40)

Contudo, vemos que a soma conexa entre 2 nés é uma operagiao nao bem definida, uma
vez que ela depende da escolha das bolas em que a conexao ¢ feita e talvez até a escolha do
homomorfismo. O que pode ser visto concretamente em ([Rol|; pag 61) com o né quadrado e o
no granny.

Teorema 2.2.2 [Sc|
Suponha vy ¢ 1 sdo nés na S* e uma "band sum” de yg de | produz o né
trivial; entao, yo e 71 sdo nos triviais e a "band sum” € justamente a soma coneza.

Observe que a demonstracio deste teorema é dada a partir do Teorema 2.2.3.

Um par de variedades (M, N) é formado por uma variedade M juntamente com uma sub-
ariedade N de M. Uma fungio entre pares f : (M, N) — (P,Q) é uma func¢do f : M — P
tal que f(N) C Q. A variedade (M,n) é dita uma (m,n) —variedade par (ou dupla) deno-
tada por (M™, N™) ou M™"; ¢ ainda dizemos que uma variedade par (M™, N™) é prépria se
N'NaM™ = ON™.

Dizemos que a variedade par propria é localmente plana se, cada ponto p € M™, existe
uma vizinhanga em (M™, N™) homeomorficamente, como um par, com um conjunto aberto em
(R, R x {0}) para n < m.

Definigao 2.2.3 Uma imagem localmente plana de um mergulho f : (D% ,0D?) — (D'd,f)Dq)
¢ um disco "ribbon” se existe uma fun¢do raio r : D — [0, 1] tal que r o f tem minimo mas
nao tem mdzximo.

Coroldrio 2.2.4 [ref]
Se f : (D?,0D?) < (D1,0D%) é um disco "ribbon” com dois minimos e f (0D?)
¢ 0o nd trivial entao f € uma fun¢dao sem ndg.
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Coroldrio 2.2.5 [ref]
Se f: 8% < R é um mergulho C® ¢ para alguma projegao r : R* — R, a
Jungao ro f tem 4 pontos criticos entao f € isotdpica ao mergulho padrdio.

A demonstragio dos dois coroldrios acima encontra-se em [Sc|, sendo que o tltimo nos dé a
resolucao do problema para n = 2.
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Capitulo 3

Mergulho ’ Padrao ’ de Superficies
no R*

3.1 O Teorema Principal

Daremos, aqui, o enunciado do teorema que resolve o problema para n = 2, cuja demonstragao
¢ o objetivo central desse trabalho.

Teorema 3.1.1 (Principal) Seja f : M — R um mergulho da suparficic compactia M lal
que m o f : M — R? ¢ uma fungdio estdvel sem cispides e mgomyo f: M — R é uma fungdo
de Morse com no mdrimo J pontos criticos; onde my : R — R? ¢ 7y : R2 — R sdo projegées
ortogonais. Fntdo, M ¢é difeomorfa a esfera S?, a unido disjunta de duas S%, a um Toro ou
a uma Garrafa de Klein; e, ainda, o mergulho f € trivial ( isto é, f € isolopica ao mergulho
padrao).

Além disso temos:
1) Se M é defeomorfa a S%, entdo f(S?) limita um D? no R%.
2) Se M & difeomorfa a unido disjunta de duas S?; entdo f (M) limita dois discos disjuntos em
R1.
3) Se M ¢ difeomorfa ao Toro, entdo f (M) limita um Toro sélido no R,
1) Se M ¢ difeomorfa a Garrafa de Klein, entao f (M) limita uma Garrafa de Klein solida no
R1.

Veremos que a hipotese de 7y o f nao possui cispides é fundamental na prova das partes 1),

2) ed).

3.2 Um Lema de Mather

Nesta se¢iio veremos algumas das consideragoes feitas por Mather, sobre proje¢oes, encerrando-
a com a demonstragio de um lema que nos garante a existéncia das proje¢oes mencionadas nas
hipoteses da teorema principal.

Seja X uma subvariedade deferenciavel de um espago vetorial real V', e ¥ um segundo espago
vetorial real de dimentsao finita, com dimY < dim V. Assim, uma proje¢ao de X em Y sera a
restricio a X de uma funcao linear sobrejetiva de V em Y
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Considerando alguns resultados de Mather ([Mal], e as referéncias 14 contidas) sobre projecoes,

vamos observar algumas propriedades de uma projecao genérica (no sentido de genericidade
visto no capitulo 01) para alguns casos especiais. Tome a proje¢caop: X — Y.

1) Se Y = R, entio p é uma fung¢io de Morse.

2) Se dim X = dimY = 2, entdo p é uma fungio excelente.

3) Se dim X = 2 e dimY = 3, entdo as tinicas singularidades da imagem sao intersegoes normais
e "pontos de pressao” ("pinch points”).

4) Uma projegiio p: X — Y é transversal a imnagem.

5) Se (dim X,dimY’) estdo na "regido boa” ( ou ”nice region”) de dimensdes, p é localmente
infitesimalmente estavel.

No caso em que X é compacto entdo p é estavel.

Sabemos que uma fungdo f entre variedades de dimensdo finita é estavel se para toda
aproximacgéio g, de f, existe um difeomorfismo no espacgo das fungoes, tal que H (f) = g; isto é,
g e f sdo equivalentes. Contudo encontramos fungdes que néo séo estdveis, mas satisfazem o
critério de estabilidade local.

Como estamos estudando projecoes de uma subvariedade qualquer em espacos vetoriais
reais, nao podemos dizer que esta subvariedade é compacta. Assim, uma forma de garantir um a
compacidade local é estudarmos as fungdes préprias (uma fungéo é prépria se e somente se dado
K compacto temos f~! (K) compacto); observando que isto nio prejudicar4 nossos estudos uma
vez que para uma fungio ser estavel on nao depende unicamente de suas propriedades locais, e
aqui trabalhamos com superficies.

Mather provon, em [Ma2|, que o conjunto das fungdes estaveis de N*¥ em P! é denso no
conjunto das fungbes proprias se, e somente se, k < o (k,1), onde o é uma fun¢do de valores
inteiros das duas varidveis k = dim N e l = dim P sobre Z, .

Para definirmos o, a dividiremos em dois casos:

6(l—k)+8sel—k>4ek>4
1) k<ltemoso(k,l)=4q 6(l-k)+9se(0<I—k<3ek>4)ouk=3
Tl—k)+10sc k=2
9sek=1+1
2) k>1ltemoso (k)= 8sek=1+2
k—l+T7sek>21+3

Assim, o conjunto das fungoes préprias estaveis é denso se e somente se o par (k, 1) satisfaz

uma das seguintes condigoes:

6 8
VDk<=l4+=-cl—-k>4:
) <7+7{ k> 4;

i g
2)k<;l+;0{}§1—k53;
3)l<8el—k=-1;
)li<bel—k=-2
5)l<Tel-k< -3

Todo par de dimensoes (1, k), que satisfaz uma dessas condigoes, é chamado de "bom”.
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Na fignura, a regido hachurada corresponde a "regifo boa” de dimensoes no plano.

Figura 3.1

5410 2% 22 36—' K

Lema 3.2.1 Seja f: M™ — R™"'2 um mergulho da variedade fechada M™, tal quepof : M — R
¢ uma fungdo de Morse com no mdzimo 4 pontos criticos, onde p : R™*? — R ¢ uma projegdo
ortogonal. Entio eristem projecées w1 : R*"2 - R2 ey : R2 - R tal que myo f : M™ - R? €
uma fung¢do estdvel e mamy = p (pertubando p se necessdrio).

Demonstragao:

Considere uma projegio m; : R**2 — R2, entdo o par de dimensio da projeciio
71 é (n+2,n), ¢ observando na Figura 3.1 a reta | = 2 estda totalmente contida na regiao
hachurada; logo temos m; : R*'2 — R? uma proje¢ao cujo par de dimenses estd contido na
"regido boa” de dimensoes e pela consideragio 5) feita por Mather (am [Mal]), m; é localmente
infinetesimalmente estavel.

Tome h : m|san @ f (M) — R? (restrigio de 7y em f(M)) dada por h(q) =
T (f(p)) comp € M. Assim h = myo f, e como M é compacta e f é um mergulho temos f (M)
é compacta.

Dai 7y o f é estavel.

Podemos considerar p como a proje¢ao na iltima coordenada ¢ m; como a
projecao nas 2 ltimas coordenadas. Tomemos w2 a proje¢io na iltima e, entao, teremos
mpomy =p. 1

3.3 Alguns Resultados Importantes

Nesta se¢io, veremos cinco resultados que seréo iiteis na demonstacio do teorema principal.
Para inicia-la faremos num breve estudo no conceito de vizinhanga tubular, e para um estudo
mais profundo veja [El].

Seja M™ C R*"'™, o segmento [p,al = {p+t(a—p) tal que 0 <a-—-p < 1} 4 normal a M
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empsepeEMev=a—-pe€ T;,Ml.

Definimos B* (p,€) = {z € R**™ tal que |z — p| <€ e (z —p,v) =0 para todo v € T,M};
e denominamos € € R* de raio normal admissivel para um subconjunto X C M se dados dois
pontos p # q e X temos BL (p,e) N B* (q,¢€) = 0.

Teorema 3.3.1 Seja M™ C R™" uma superficie compacta de classe C* (k > 2). Entdo
1) 3 € > 0, que € raio admissivel para M

2) V. (M) = |] B*(p,€) ¢ um aberto do R™*".
pEM

g)m:V, (M) — M que a cada q € V. (M) associa a origem do tinico segmento
normal que o contém, é de classe C*~1.

A vizinhanga tubular V, (M) é equivalente ao espago produto M x B™ (€) se existir um
difeomorfismo h : M x B"™ — V, (M) que para cada p € M, h é uma isometria da fibra
77 (p) = {p} x B" (€) sobre 7~! (p) = B (p,€); e além disso h comuta o diagrama:

M xB"(e) 3k V(M)

W %  m
M

Sabemos também que se M é uma superficie compacta de classe C*°, as seguintes condigoes
sio equivalentes:
1) M = f~!(a) onde a é valor regular de uma aplica¢do de classe C®, para f : U ¢ R™'"* — R",
com U aberto de R™ '™,
2) Existem, em M, n campos de vetores normais, de classe C®, L.I. em todos os pontos.
3) Toda vizinhanga tubular de M ¢é equivalente a um produto.

Lema 3.3.2 Scja j : S"1 — R*'! (n = 1,2) o mergulho padrdo. Suponha que D) e Dy sdo
dois discos de dimensio n, mergulhados no R™, cujo bordo é j (S*1). Entdo Dy e Dy sdo
isotdpicos, por uma isolopia que fiza ODy = j (S" 1) = OD,.

Demonstagao:
Como S"'! = R""1 1) {oco0}, mergulhe o R"'! em S™H 1
Sejam N uma vizinhanga tubular de j (S"_l) eAi=D;—int(N) paran=1,2.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que:

1) 0A; N oAy =0,
2) DiNnDyNN=j (Sﬂl) e
3) Ajely sao transversais

35
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Como A; e Ay sio transversais, tome a funcao inclusio i : Ay — R™! 1 entdo
i & transversal a Ag; i1 (Ay) # 0 e codim Ay = 1. Logo por ([Br],Proposi¢do 5.12, pag 53)
temos i~ (Ay) é mna subvariedade de A} de codim Ay = 1; assim A;N Ay é uma subvariedade
de dimensiao n — 1.

Como A e Ag sdo fechados resulta que A;NAg é um fechado; portanto AjNA;
é uma subvariedade fechada de dimensao n — 1.

Primeiramente faremos a demonstragao do lema para n = 1.

Com isso A; N Ay é uma subvariedade de dimensdo zero, logo A; N Ag é um
niimero finito de pontos.

Associe a cada ponto da interse¢iio de A e Ap o indice 1, da seguinte forma:
orientando A;, de um extremo a outro, teremos os indices +1 associados a base formada pelas
tangentes nestes pontos. Veremos que a soma de todos os indices sera nula, a menos de uma
possivel deformagdo de D;.

Assim devemos considerar dois casos:

AiNAy = 0
AN Asg % 0

No primeiro caso, D) |J Dy é bordo de um disco A, de dimensio 2, mergulhado
no R? = 8?2 — {co}; dm pelo Teorema de Schoenflies, existe um difeomorfismo h de D? =
{(z,y) € R? tal que 22 + y? <1} em A tal que {h(1,0),h(~1,0)} = j(SY), h(0D?%) = D, ¢
I (D?%) = Dy, onde D2 = {(x,y) € D? tal que z,y < 0} e D? = {(z,y) € D? tal que x,y > 0}.
Tome a fungio F : [0,1] x [0,1] — D? de forma que F(0,I) = (-1,0); F(1,I) = (1,0);
F(I1,0) = 0D — (0,1 e F(I,1) = oD?% —[0,1]

m@ﬁ

I*‘z'gum 3.8

Agora defina G : I x I — R? por G (s,t) = h (F (s,t)) com isso temos, para todo
(s,t) eI x1I:

G(0,t) = h(F(0,t))=h(~1,0)
G(1,1) = h(F(1,t)=h(1,0)
G(s5,0) = h(F(s,0))=h(0D%) =D

G(s,1) = h(F(s,1))=h(0D%) =D,
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Assim, G é uma isotopia entre D e Dy que deixa fixo 0Dy = j (SU) = 0D,.

Ja no caso Ay N Ay # 0, existem x1, 29 € Ay N Ay, tal que entre eles nao existe
nenhum outro ponto de intersegio e os indices de x; e 2 sao distintos.

Tome C = {x,x2} e denote por G; o arco fechado em A;, cujo bordo é C. Com
isso G 1J Gy é um circulo mergulhado em S? e portanto Gy U G3 é bordo de dois discos B e B’

\ IAJI"

) \ —_—

em S’Z_

Escolha B, tal que j (S°) CB e denote BN A} por A); considere ainda, K o
disco fechado dado por A1J Gy, onde A é o fechado de Dy — G, cujo bordo é j(S°) U C, e
podemos fazer K regular e pequeno emn B’ para obter um disco Ag tal que Az N K = 9D,

Entio, A3 J D; é bordo de dois discos B e B em S2.

Se 0o € B'; entdio, Dy é isotopico a Az com dD; fixo, usando B, caso contrario
(00 € B) ou seja oo € B, entiio Dy e Az séo isotépicos com 8D, fixo, usando ;i

Seguindo o mesmo raciocinio do primeiro caso, para os discos Dy ¢ A3z temos
que Az e Dy sio isotopicos com 9Dy fixo.

Figura 3.6

37

AV,
AVAVEY

/Y
1 2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



Portanto, teremos uma isotopia entre D) e Dy que deixa fixo 9Dy = j (%) =
dDs.

Passemos ao caso n = 2.

Neste caso temos que Ay N Ay é uma subvariedade de dimensao 2, logo A; N Ag
é a unido finita de curvas fechadas simples. Devemos considerar, como anteriormente, os casos

AiNA; = 0
AiNAy # )

Para Ay N Ay = 0, temos Dy U Dy é bordo de um disco D3 em S° — {p}, e pelo
Teorema de Schoenflics, existe um difeomorfismo h : $2 — D; U Dy tal que h(1,6,0) = j (S');

h(H,;) = Dyeh(H-) = Dyonde H_ = {(r,0,2) tal que z < 0} e H, = {(,6, 2) tal que z > 0}.

Tome as fungdes F : S' x [-1,1] — 52, tal que F (8,t) = (1 —t2,0,t); e G: S' x I — R3 dada
por G (6,t) = h(F (6,t)) e disto resulta:
G(#,0) = h(1,6,00=j(S")
GO.i>0) = A(H)=Di
G(0,t<0) = h(H-)= D,

2
J

:)f}& L-4, d g

a7

/
" /
Figura 3.7 V\/ p‘z

Assim, D) e D, sio isotGpicos pela isotopia G, que deixa fixo 9D, = j (S!) =
dDy.

J4 no caso Ay} N Ay # 0, existe uma componente C' (que é uma variedade no
interior de Ay N Ay e portanto sem bordo) em Aj; N Ay tal que F, NAy; = C, no qual F é o
disco fechado em Ay cujo bordo é C. Analogamente F;NAy = C, com Fj sendo o disco fechado
em Ay cujo bordo é C.

Desde que Fy U Fy é uma §% mergulhada em S? temos que Fy U F) é bordo de
dois discos B e B’ de dimensao 3. Seguindo analogamente ao caso n = 1, temos uma isotopia

entre Dy e Dy que fixa 9Dy = j (S') = 0D,. A

Lema 3.3.3 Seja jo : S' + S' — S% o merqulho padrio de dois circulos disjuntos. Se S ¢
S’ sdo esferas S? mergulhadas em S* — jo (S' + S') cada qual separando duas componentes de

jo (SY + 8Y). Entao, S ¢ S’ sdo isoldpicas por uma isotopia que fiza j (S* + S').
I I I /)
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Demonstracgao:
Inicialmente consideremos o mergulho padriao de S' + S! graficamente por;

\

)
W,

b
)

Figura 3.8

Podemos supor que toda situagao da hipitese estd contida em um tnico hem-
isfério de S® (suponhamos H ), e mais, S e §’ possuam intersecio transversais e assim consid-

€remos 08 casos:

a)SNS =0

Figura 3.9

b) SNS 0

Figura 3.10

Observe que, como estamos trabalhando no S* = R? U {oo}, as figuras 1) , 2)
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no caso a) ¢ 3) , 4) no caso b) | na verdade representam uma s6 situagio; ja que no S3 uma S?
& bordo de dois discos D3,

No caso a) SN S = 0, temos que S1J S é bordo de S§? x [0, 1] mergulhado
em S* — jy (S' 4+ 8Y) tal que f(S?) = S e g(S?%) = S'. Considere a fungio H : 52 % [0,1] —
S* —ja (S' + S') dada por caso niio temos pontos antipodais, H esta bem definida, e Hy : $* —
S* — jy (S' + S') dada por H; (p) = H (t,p) é um difeomorfismo tal que Hy = f e H; = g,
temos que S ¢ S’ sao isotdpicas pela isotopia que deixa fixo jo (S]‘ + Sl).

k
Emb) SNS # 0, temos SNS’ = |J C;, onde cada C; é intersegdo transversal

Figura 8.11

Considere C uma componente de SNS’ que é bordo de um disco A’ de dimensio
2, em S’ com A’NS = C. Por hipitese a bola B® limitada por S em S® contém A’ e nio
contém nma das componentes de ja (S + S').

Tome o disco A mergulhado em S, cujo bordo é C, tal que a bola B’ C B seja
limitada pela esfera A1 A’ e com isso temos B’ N jp (S + S') = 0.

Dai temos nma isotopia entre S e S’ de forma que no instante t = 0 temos a
situagio da Figura 3.11 e no instante £ = 1 temos a seguinte situacao:

Figura 3.12

Assim, o niimero de componentes de SNS’ é menor do que o original. Repetindo
este processo um nimero finito de vezes podemos eliminar todas as interse¢oes e, ao final,
(usando o caso a) SN S’ = ) teremos uma isotopia entre S ¢ 8’ que fixa jp (S + S7).

Observe que a isolopia que nos permite diminuir o nimero de componentes de
SN, tem no seu instante t = 1 a troca de posicio entre A ¢ A’ usando a bola B'. B
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Lema 3.3.4 Seja jy : S'4+8' — 83 0 mergulho padrao de dois circulos disjuntos do Lema 3.3.5.
Se jo (Sl + Sl) é bordo de oulro conjunto de dois discos disjuntos DU DYy em S3, entdo Dy1JUD,
e D) U DYy sdo isolopicos por uma isolopia que fiva 0Dy 0Dy = jo (Sl + Sl) = 0Dy UdDs.

Demonstragao:
Considere S ¢ S’ duas esferas S? mergulhadas em S® tais que S separa as duas

componentes de Dy U Dy e S’ separa as duas componentes de Dy U D). Pelo Lema 3.3.3 Se S
séio isotopicas, entdo podemos considerar S = S'.

Figura 8.18

Considere jylgr : 81 — 8% D R3 e assim Dy e D) sdo discos de dimensio 2
limitados por ja (S'), entiio pelo Lema 3.3.2, D) é isotépico a D} por uma isotopia que fixa
OD; = j,(S') = OD). Analogamente existe uma isotopia entre Dy e Dj que fixa 0Dy =
j2 (S') = oD,

Com isso temos uma isotopia entre DyUD; ¢ D) DY que deixa fixo 8D U0Dy =
j2 (S 4+ 8") = oD, oDy W

O resultado que segue ¢ a chave para a demonstragio do Teorema Principal, pois em sua
demonstragio veremos que, nas condigoes da hipotese, nao pode surgir nenhum no; deixando
assim o mergulho padrao.

Proposigao 3.3.5 Seja f : S* — R*'? (n = 1 ou 2) um mergulho, tal que pof:S* - R é
uma fung¢do de Morse com eratamenle dois pontos criticos. Entdo, o mergulho f € padrao.

Demonstragao:
Considere:

p : R"? 5 R a projecio na iltima coordenada.

c1,e2 € S™ os pontos criticos de po f

ap = p(f(a)) <p(f(c2)) =ay

Como po f é uma fungio de Morse, temos entdo que ¢; é ponto de minimo e ¢
¢ de maximo. Dai po f(S™) = [a;,ay], pois S™ é conexa.

zZ=aq;

Note que Df (T.,S') pode ser identificado pela reta dada por no R3;

=1

¢ p~ 1 (ai) é plano z = a;, analogamente temos que D f (T:,‘..S'z) pode ser identifido com o plano

41

AVA
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unespw-l 12 13 14 15 16 17

18



dado por t = a;; ¢ p~! (a1) é o hiperplano no R4 na altura a;. Portanto Df (T.,S™) C p~! (a;)
comi=1,2en=1ou?2.

Agora tome V; uma vizinhanga de ¢; e A; um disco fechado em S™ tal que
ci € intA; C Vi logo como Df (T.,8™) C p~!(a;) podemos ter uma isotopia H de f cujo
suporte esta contido em V; e que po f |32~{31U62) nao tem pontos criticos.

Tome b €]ay, ay|, assim p~! (b) e p~! (a1) sio dois (n + 1)-planos no R**2. Dado
x € g(dAy), sua imagem pelo campo de vetores normais a p~! (a1) é y € p~! (b) N g (S™) logo

p~ ' (b) N g(S™) sdo dois nds isotépicos.
] 7
IR ? (GJ)

il
E4;

1ok
A

Figura 3.14

Podemos verificar isto geométicamente para o caso n = 1.

Figura 3.15

Considere a imagem de g (Ay) por essa isotopia:

Iiqgura 3.16

Tome W nma vizinhanga de g(Ag), tal que p~! (b) N g (S™) C W, para todo
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b €)ay, ay[. Mas p~! (b)Ng(S") ¢ uma S"~! mergulhada no R**! sendo bordo de dois discos D,
e Dy em R onde D; é a parte de g (S™) até a altura b, que contém a;. Assim usando o Lema
3.3.2 temos que existe uma isotopia G entre Dy e Dy, que fixa 9Dy = p~! (b) N g(S™) = OD».
Portanto, a imagem de g (A;) coincide com g (Az2) quando b = aj.

Figura 3.17

Entdo, ao final da isotopia G, a imagem de g (A;) é um (n + 1) —disco B mer-
gulhado em R**! x R , limitado por g (S™), ou seja, g é padrio.

Iigura 5.18

Como f ¢ isotépica a g, resulta que f é padrao. B

Proposigao 3.3.6 Scja f : S?1J 8% — R* um mergulho tal que po f € uma fungdo de Morse
com exalamente 2 pontos criticos em cada componente S?. Entdao o mergulho f ¢é padrio.

Demonstragao:

Desde que R? = 83 — {p}, podemos mergulhar o R? em S3, e consequentemente,
considerando o R* = R* x R , podemos mergulhar o R? em S® x R . Desta forma considere
m: 5% x R — R dada por 7 (q,t) = t, estendendo a projecio original p sobre R?.

Sejam S) e Sy as duas componentes de S? U S?, entdo pela Proposicio 3.3.5
temos duas S? mergulhadas em S? x R.

Tome dois discos, de dimensao 2, Dy C S; (com 7 = 1,2), com isso, em cada
componente S; teremos dois discos D?, um sera o préprio D; e o outro sera o disco D} =
S; — intD;.

Logo dD; = D! e D;, D! estio mergulhados em S x R . Portanto pelo Lema
3.3.4 ¢ pela prova do Lema 3.3.2, temos os discos Dy U Dy e D 1J D)y tal que 9Dy 1J 0Dy =
AdD}1JODY e assim D) 1) D} é bordo de um disco By, de dimensao 3, e analogamente Dy ) DY) é
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bordo de outro disco By (de dim 3), onde B; e By sao dois discos disjuntos e estdo mergulhados
em S% x R tal que OBy U8By = f (S?U S?).

Considerando mergulho g : $ x R — R* dado por g (6, $,7,t) = (6, $,7,¢€') cuja
imagem é R — {origem} para (0, ¢,7) € S3 e t € R, temos que f (S?U S?) = 9B, U 8B, onde
B) e B sio dois discos disjuntos de dimensdo 3, mergulhados em R?.

Portanto f é padrao. B

3.4 Prova do Teorema Principal

Enunciaremos novamente o teorema principal para um melhor entendimento da prova.
Teorema Principal 3.1.1
Seja f : M — R* um mergulho da suparficie compacta M tal que wyof : M — R?
€ uma fungdo estdvel sem cispides e Toomyof : M — R é uma fun¢do de Morse com no mdzimo
4 pontos criticos; onde m : R* — R? e my : R — R sdo projegées ortogonais. Entdo M ¢é
difeomorfa a esfera S?, a unido disjunta de duas S?, a um Toro ou a uma Garrafa de Klein; e
ainda o mergulho f € trivial ( isto €, f ¢ isotdpica ao mergulho padrao).
Demonstragao:
Considere X o conjunto dos pontos singulares da funcéo estavel 70 f : M — R2.
Como 7y o f = my|y(ar) temos que 7y o f é uma fungdo excelente, mas como por hipétese 7y o f
nao tem cispides, os pontos singulares de 7y o f sdo todos pontos de Dobra.
Para cada p € X, ja que p é ponto de dobra, podemos introduzir um sistema de
coordenadas (z,y) e (u,v) sobre as vizinhangas U de p e V de 7 (f (p)), respectivamente, em
termos das quais ) o f se escreve da forma:

{ u(z,y) = z?

U(I!y) =y

Logo temos:

=2z

2¢ 0
J(?rlof)p: 0

1

Assim, os pontos singulares de 71 o f em U sdo da forma (0,y), ou seja, o eixo

Teed g

/““\Q\/

—_—

Figura 3.19
/

Entao, ¥ é uma uniao disjunta de subvariedades de dimensao 1; isto é ¥ é a uniao
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disjunta de curvas fechadas simples. Pelo Teorema da Classificagdo das Superficies (compactas
e sem bordo) M pode ser homeomorfa a S2, on a §2152, ou ao Toro T2, ou a Garrafa de Klein
oun ainda ao Plano Projetivo I%. Mas considere p € M tal que p ¢ X e portanto p é um ponto
regular de 71 f. Como X é a unido disjunta de curvas fechadas simples, temos que X é uma
vizinhanga aberta U de p tal que U é dominio de uma carta h : U — Up onde h(p) = (0,0).
Tomando g = m (f (p)), existe uma carta k : V- — Vj tal que m; (f (U)) = V e como p é ponto
regular da fungiio estavel 7 o f, usando o Teorema de Whitney, 7y o f é localmente a identidade
do R?, isto é:

Id

B L
Figura 8.20
Logo, na vizinhanga U de p, mgom o f é dada por 7 (x,y) = y, ¢ assim meom o f

¢ localmente uma submerséao para todo p € M — X.
Portanto, as singularidades de my om0 f : M — R sdo as mesmas da funcio

(mpomyo f)lyn:EX — R. Mas mpom o f é uma fungio de Morse ¢ £ = CJC,‘ onde cada C; = S,
cuja caracteristica de Euler é zero, e assim os pontos criticos de 79 o 7y, f para cada C; aparece
aos pares, logo os pontos criticos da fungio se Morse g oy o f : M — R aparecem, também
aos pares, o que impossibilita M ser homeomorfa ao Plano Projetivo P, pois toda fun¢ao de

Morse sebre I possui um mimero impar de pontos criticos.

Portanto, M devera ser homeomorfa somente a $2, ou a §21J 82, ou ao Toro T?
ou ainda a Garrafa de Klein.

Provemos agora que o mergulho f é padrao para cada caso separadamente.

Caso I :M = §?

Primeiro considere a situacao onde a fungao de Morse mpomyo f : M — R possui
exatamente 2 pontos criticos, o que segue diretamente da Proposicao 3.3.5.

Suponha que a fungéo mg o 71 o f possua 4 pontos criticos, cujos os indices sio
0,0,1 ¢ 2 (ou 0,1,2 ou 2) e podemos tomar seus respectivos valores criticos, 2 a 2 distitos; ja
que se pode supor mp o my o f uma fung¢iao de Morse ordenada.

Denote os pontos criticos (de indices 0, 0, 1, 2) por ¢, ¢, €1 e ¢ em que ma (7 (f () <

7o (w1 (f (c0))), isto é o ponto ¢ é o minimo global e ¢y é 0 maximo global.
Considere a imagem de 7y o f préximo a ¢p. Como ¢y é ponto de maximo global
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de g o) o f esta imagem ¢ dada por

@i

Figura 3.21

Observando a intersegao de w{l (t) com my o f(M); no qual t comega em ty =
m (m1 (f (¢2))) e decresce. Entdo, o primeiro ¢t (chamado t;) para o qual 73 (t) contém trés
pontos criticos de m o f serd igual a 72 (71 (f (1))

Dado € > 0 tal que t; — € > tg = w2 (71 (f (cp))) temos que a imagem da regido

- ’
:rr t1 —€tz])emn 3 dada por;
2 (l 1 2}) 10 f € p ?}16 ; (C.:)

Tolly o §
—_

€.

ty

1’:1'&

Figura 8.22

Existe um ponto b pertencente a reta 7y ! (£; — €) no R? tal que o 3—plano 77! (b)
separa as duas componentes de f (M) N (wgomy)~ " (t; — €) em (mp0my) ™ (t; —€) C RA.

] -
L% Ty ) Figura 3.28

Entao, pela Proposi¢io 3.3.5 existem dois discos disjuntos de dimensao 2, D; e
D, tal que:

Dy Dy C (J‘TQ‘JTI)_I (tl — F)
ODy UODy = f (M) N (wamy) ™! (t) — €)
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Usando o nivel (mg o n1}_l (t1 — €) podemos decompor f (M) C R? como unido
de 2 discos e um anel, ja que, concretamente esta situagio pode se representada por:

Os dois discos e o anel sido:

DAY

'
.
e,

T

D —
o
H_“““-—-——--.E;." i

Figura 8.25

Com os discos Dy U Dy, podemos construir 3 esferas $2 disjuntas Sj, Sy e S3 tal
que:

S1uUS; C (’EQ o ﬁ[)_'] (—oo,tl - F.)
Sy C (ma0my) ™! ((t1 — €, +00))

Considere o R? = R? x R e mergulhe R® x R em S® x R, automaticamente temos
R* < 83 x R como na Proposicao 3.3.6.

Assim, teremos Sy e Sy mergulhadas em S® x R e pela Proposicio 3.3.6 existem
2 discos By e Bz, de dimensdo 3, tal que 9B; = S; (parai=1e 3).

Tome 7 (S2) C R? e assim podemos identificé-la como [0, 1] % [0, 1], dai considere
h:9([0,1] x [0,1]) — R?, tal que

h(t,0) = (t,4t — 4t)
h(t,s) = (t,8); s €]0,1]
h(t,1) = (t,—4t2 + 4t + 1)

Y
AVAYEY

Vi
2 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 16 17

18



Assim, h([0,1] x [0,1]) é geometricamente dada por:

v
PR A
/ h

-t} =
Figura 3.26

Considere uma isotopia H no R? tal que H (p,0) = m; (S2) e H (p, 1) igual a
regiao cujo bordo é k(9 ([0, 1] x [0,1])). Levantando a isotopia H para uma isotopia H no R4,
temos que (w2 0m) |g2 possui exatamente 2 pontos criticos, e com isso $? = 9B3, no qual B,
é um 3-disco em S® x R.

Finalmente, colando B;, B, e B3 obtemos B = U B; tal que 9B = f (M), isto

é, obtemos um 3-disco B mergulhado em S3 x R tal que 9B = f (ﬂ/f)

Definindo g : $* x R — R* por g (8, ¢,7,t) = (6, ¢,v,¢?), onde (0,¢,7) € S® ¢
t € R, obtemos um mergulho em R%, cuja imagem é R* — {origem}(difeomorfa a S* x R).

Ent#o, com este mergulho g, obtemos um 3-disco B mergulhdo em R? tal que
f (M) = dB.

Portanto, f é padrao.

Caso 1l :M = 8?1) 52

Este caso segue diretamente da Proposicao 3.3.6.

Caso Il : M =T?

Neste caso, os indices dos 4 pontos criticos da fun¢ao de Morse mg o w1y o f
sao ignais a 0, 1, 1 ¢ 2 os quais denotaremos, respectivamente por ¢y, ¢, ¢; e ca onde
mp (w1 (f})) < w2 (w1 (f (e1))); e o ponto ¢y é o minimo e ¢3 é 0 maximo.

Seguindo o mesmo raciocinio do Caso I, vemos que , tomando um € > 0 su-
ficientemente pequeno para t — € < ) = my (11 (f (c}))),a imagem da regido 75 ! (t; — €, t3)
sera:

Figura 8.27

Analogamente temos € > 0 suficientemente pequeno para t; — e > t'] + €, ¢
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imagem de 7 f na regido 71';1 ([tn, t"] + (’]) Sera:

Figura 3.28

Como m om o f tem exatamente 4 pontos criticos, ndo existem valores criticos
entre ¥} + € e t; —e. Existem pontos b € 753 (1 —€) e ¥/ € 75! () +¢), tal que 77! (b)
(e 77! (¥)) separa as duas componentes de f (M) N (w0 m1) "} (t; — €) (respectivamente em

,(b)

(myom)”" () +¢))

Entao, pela Proposigao 3.3.5 existem 4 discos disjuntos D1UDy C (79 0 ﬂ’])_.l (ti —€)
e D)1 DYy C (mamy) ' () + €) tais que:

OD1JODy = f (M) N (mpom)~ (1 —€)
D, JODY = f(M) N (mpom) ™" (t) +¢€)

Figura 5.50

Usando (mp o)~ (8 — €) e (mp o)™ (t) + €) podemos decompor a imagem

5

6
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f (M) como a uniao de 4 esferas Sy, So, S3 ¢ Sy tal que:

S11JSy C (}TQ O‘Hl)_l (]t’l +€’,£1 - Fl)
S, C (maom)” V(- o0, t)+¢€))
S3 C (mpom)™" (Jt1 — € +00])

Mergulhando R* em S® x R, ¢ usando as Proposigoes 3.3.5 ¢ a 3.3.6, construimos
4 discos, de dimensao 3, B), Bs, B'; e B4 tal que 9B; = S; (i = 1, ...,4) e entdo podemos colar

B,, By, B3 e B4 para obter B = U B; tal que 9B = f(M). Assim temos B um toro sélido

mergulhado em S® xR e mergulhando S3 xR em R4, como anteriormente, temos que o mergulho
f € padrao.

Caso 1V :M = G. Klein.
Procedendo analogamente ao Caso 111, obtemos os 4 discos By, Bs, B3 e By,
de dimensao 3, e ao cola-los para obter o disco B, basta mudarmos a orienta¢do de uma das

2 cépias de Dy em By ou em By, entdo, B sera a Garrafa de Klein sélida no R?, portanto o
mergulho f sera padrao.

Resulta de todos os casos estudados acima que o mergulho f é padrao. B




Capitulo 4

Um Exemplo de Mergulho nao
Standard

O objetivo deste capitulo é mostrar que existem esferas nao triviais em R%. Daremos uma
familia de exemplo; assim formada : "Dado um polinomio p (t) com coeficientes inteiros tal que
p (1) = +1, existe um mergulho f : S — R* onde m; o f : $2 — R? é uma funcéo estdvel sem
ciispide, mpomyo f : §2 — R é uma fungio de Morse com 6 pontos criticos (para as projeces
e mo, respectivamente no plano e na reta), entdao o mergulho f ndo é padrio e mais o polinémio
de Alexander para f (S%) estd bem definido e é exatamente o polinomio p (t) dado.”

A demonstragao desse fato terd a seguinte sequéncia: primeiro dado o polinémio p(t) con-
stniremos uma esfera S, no R?, onde seu polinémio de Alexander é, exatamente p (t), depois
veremos que a projegiio de S, no plano zy é uma fungio estavel sem ciispides e, em seguida,
faremos a proje¢ao no eixo Oz obtendo uma funcgéo de Morse com 6 pontos criticos.

4.1 O Polindmio de Alexander de um N6 de dimensao 2

Como nosso interesse é o estudo de nés 2-dimensionais em R%, daremos o procedimento para o
calculo do grupo fundamental e depois para o polinomio de Alexander que é o objetivo central
desta se¢io.

Para calcular o polinomio de Alexander de um né K, de dimensiio 2 é necessirio saber a
representacio do grupo fundamental de §4 — K. Mas veremos aqui o grupo fundamental de
S1 — M, onde M é uma superficie.

Seja Q = {(x1, 22, 73,24) com — 1 < z4 < 1}, e tomemos E} = {(z1, 22,23, 24) tal que x4 = t}.

Considere F uma superficie fechada com bordo, que pode nao ser conexa em (), satisfazendo
as condigoes:

1) O OF e somente ele fica em E} e E3,

2) Para cada t # 0, E} N F consiste em um mimero finito de curvas fechadas
siiples

3) Tomando t préximo de zero, temos uma transformacgao hiperbolica para Efr‘lF
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em exatamente um ponto, como na figura:

=

.

Y

t-0 t--¢€
Figura 4.1

Agora, E3 N F é um lago em E?, e usando a representacao de Wirtinger temos um repre-
sentante de G, = m; (E2 — (E2 N F)). Suponha que esta representagio seja:

8 By 80y By e By 5= 8, 8 = 8By ue)
Com isso, a representagdo de G =71 (Q — F') é dada por:
{S“, Shy 8¢y Sdy ++- = Sa = 3y Sc = 384, "'}

, em que os geradores e as relagoes para G sao as mesmas para G..
Considerando, novamente, F' como acima, tomemos sobre F' as seguintes condigoes:
1) O §F e somente ele fica em E} e E ;
2) Para cada t # 0, E} N F consiste em um nimero finito de curvas fechadas
simples;
3) Tomando ¢ préximo de zero, temos uma transformagio eliptica para E3 N F
em exatamente um ponto, como na figura:

: (vAero)
UM Powto

'6:(‘,}0 t:o

Figura 4.2

Com isso, 7y () — F) é isomorfo a 7y (E3 — (E} N F)). Entdo se F é uma superficie em E4,
tal que para cada t, E} N F consiste em um nimero finito de curvas simples, exceto em um
mimero finito de valores de t, e que para cada t excepcional, E} N F induz uma transfomacio
hiperbdlica ou uma eliptica juntamente em um ponto, podemos obter uma representacio de
m (B - F). Assim, em especial, uma representagio de (E” — K) sera obtida a seguir.

Tome S? ¢ S? orientadas, G = m; (S* — §?) é finitamente gerado (isto é, existem z1, z2, ..., Ta
geradores e 71,719, ..., 73 relagoes que representam G).

Sejam X o grupo livre gerado por xy,x9, ..., Tq, € € 0 homomorfismo natural de X em G; e
denote G’ o subgrupo comutador de G; assim, tome H =¢ /¢y isto é , H é o abelianizado de
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G. Como H é o grupo de homologia 1-dimensional de S — §2, H & ciclico infinito. Escolha a
base t para H tal que Link (t, 82) = 1, e tome ¥ o homomorfismo natural de G ¢ H.

b
. or; .
Definigao 4.1.1 Definimos matriz de Alexander A = (ri;) onde ri; = (,);) , com i =
oz;

L...0ej=l,..0

O ideal gerado pelo menor determinante de A cuja ordem é o — d, é denotado por d-ésimo
ideal elementar para A, onde sua notagdo serd E4(A). Como o grupo G é um invariante de
equivaléncia e o ideal E; (A) nao depende da escolha da representaciao de G temos que os ideais
E, (A) sdo invariantes de equivaléncia para §* — 52,

Seja o ideal E; (A) e se A (t) é um gerador deste ideal, entdo chamaremos A (t) de polinémio
de Alexander, que é determinado pelos fatores +t* com A € Z.

Consideremos na figura abaixo, o0 né6 Ky e tomemos os arcos a, ..., an, by, ..., bn, €o, ..., €1,

dy,...,d;, com | + m = n, cuja orientagdo obedece a regra da méo direita relativamente a
orientagao de Kp.

‘
x

Figura 4.8

Assim a representacio do grupo fundamental de E3 — K, é dada por:
20y ooy Any bg, wany bn
CQy aey CLy d(), ey dm

ag = do; bp = dm;an = co;bp = ¢

¢ as relagoes correspondentes a cada

bloco de 4 pontos de cruzamento, que

serao descritas abaixo

Geradores comm+l=n

Relagoes

-1
h,ﬁ_l = (,'J'bgf!j

1)Seg=06=1={ a;= {t._lrz,-_lcj

)
f i emmd -1
Cj = ai..]bi-—lcj—lbi_lﬂ'i—l

|
{ F-1bics
|
|

2) Se ¢;

" -1
R e | -1
cj =b; a,-(:j_}a,- b;
f;l,;_] = (ijbg(fj

3) Se ¢

— g1, !
a; = d; a;_d;

I | -1
dj = ”’i—lbf*ldj—lbi—lai—l

1
bi_y = dj-lbidj—ll
a; = dj_lﬂ,'__.]dj_l

4) Se €;

d; = b;._“la,-dj_m;lf&
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Onde as ltimas relagoes podem ser dadas por:

T = h‘.i_’Cﬁ'.(f'ivé'.a;ldéi_'(‘-c_é’- =

Entao,

( or; )W¢__1 (an)*¢ 4

S = D =S

o o o s

(5) =1 (§)" =
C

Assim, temos a matriz de Alexander para K, dada por:

0
1 0

Note que o determinante da matriz obtida pela eliminagdo de uma coluna nio depende
da coluna escolhida. Assim, consideremos a matriz D obtida eliminando a primeira coluna
e calculando o det D através da regra de Laplace pela ultima linha, resulta no polinémio de
Alexander para o né K.

4.2 Construgao da Familia de Exemplos.

Construiremos nesta se¢ao uma familia de exemplos, para cada polinémio p(t) com p(1) =
+1 encontraremos um né 2-dimensional cujo o polindémio de Alexander é o polinémio dado;
verificando que o teorema principal ndo pode ser melhorado.

Antes de construirmos a S, veremos um resultado dado por Terasaka: ” Seja p(t) um
polinomio com a propriedade p(1) = —1 entdo p(t) se expressa como um determinante de
ordem impar do tipo:

—t th
1 th —1
0 — e t8 — 1

0 '._ s t&n__l
0 s ol

onde ¢; = +1, Ze; =0 e é; =¢; ou 0.

Passemos agora a construgio de Sp,.

Seja p () um polinomio com p(1) = +1, como o polinomio de Alexander fica determinado
pelos fatores +t*, podemos supor que p (1) = —1, logo p(t) pode ser expresso pelo determinante
T (conforme Terasaka).
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Considere o determinante

—tr 0 0 - th —1
1 —te2 0 :
0 1 - th —1

0 e, —ffn on _ 1
i fowne s =

(n+1)x(n+1)

no qual ¢; = +1 e §; = ¢; ou 0. Assim, fica claro que esta familia de determinantes engloba a

familia de determinantes do tipo proposto por Terasaka.
Construiremos Sp sobre o determinante

—t 0 0 0
1 -t 0 0
I S 0
0 0 1 t
0 0 0 1

D, =

0 que nos resulta o polinomio p(t) =¢t~! +¢— 1 onde p(1) = 1.
Obtemos Dy, a partir de D, (t) fazendo:

61———"61:1
€ea=—-1;60=0
€3 =103 =-1
4=04=1

B:l

o que nos da o seguinte né K:
A

Bl

AVAV

C'l

Figura 4.4

A Figura 1.1 estd em E® = {(t),t2,13,0)}; em que T é um anel cujo bordo é formado pelos
circulos By By B3 By B, e C,CyC3C4C,. Tome 4 discos em E* dos quais dois discos, cujos bordos
sao as curvas fechadas AB)ByB3A e DC,C2C3D, estao em E’} = {(t1,t2,13,t4) comtq > 0}
e os outros dois discos cujos bordos sio AB1B4B3A e DCC4C3D, estio no conjunto E4 =
{(t1,t2,13,t4), com t4 < 0}.

Assim, colando estes 4 discos naturalmente com o anel T através dos respectivos bordos,
temos uma 2—esfrera em R? (ou seja, em S*). Naturalmente, neste caso, niio podemos fazer
uma visualizacdo geométrica, pode ser criada uma situacao analoga no R® para dar a nociio
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exata de que este processo resulta uma 2-esfera. Para tanto tome o anel T' e as curvas A e D

da seguinte forma :
T =[-1,1] x Q C R?, onde Q é o quadrado no plano zz de vértices (+1,0), (0,%1);
A é uma curva no plano yz, ligando os pontos By = (1,1) e B3 = (1, —1);
D é uma curva no plano yz ligando os pontos Cy = (-1,1) e C3 = (-1, -1).

Figura 4.5

Note que neste caso devemos tomar os quatro discos com os mesmos bordos de antes, porém
eles devem estar no R?; ¢ nossa colagem resultara na 2—csfera desejada.

Como vimos na se¢io 1.4, para calcular o polinomio de Alexander de um né devemos
observar as situagées em que acontecem os cruzamentos para, em cada uma, obter os valores de
€ e 6;, e entdo, montar a matriz de Alexander cujo determinante é o polinomio de Alexander
do no.

Com isso, observando a S, temos a seguinte matriz de Alexander:

—t 0 0
—¢—1 0
1. =g

1
0
0 0 1
0 0 0

: 1+12—t o
e calculando seu determinante temos det M = — Portanto, o polinémio de Alexander

de Sp ét+ t~! — 1 sendo igual ao polinomio p (t) dado no inicio, o que finaliza a primeira parte
do problema.

Represente o né K, com a seguinte mudanga; ao invés de tomar o anel T e as curvas A e D
da forma inicial, considere o anel T' como na Figura 1.2 e as curvas A e D envolvendo-o, como
na figura abaixo:
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Temos, entdo, a 2—esfera S, no R* = {(z,v, z,t)}, cuja projecéo no plano zy esté represen-

tada abaixo:

Assim vemos que a projecao no plano é uma funcao estdvel sem cuspide, j& que se tem,

apenas, pontos regulares e de dobra.
Fazendo a projegio no eixo Oz obtém-se, exatemente, 6 pontos criticos como pode ser visto
. e

na seguinte figura:

I
1
1
1
|

da X

= %1,

Logo para todo polinomio p(t) (p(t) # cte) com coeficientes inteiros, tal que p(1)

existe um S, em R%, S, nfio é a esfera padriio e mais, considerando o mergulho f : §2 — R?,
temos que f (S?) = S,. Assim, temos a familia de exemplos desejada.
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Temos, entio, a 2—esfera S, no R = {(z,y, z, 1)}, cuja projegéo no plano zy esta represen-

tada abaixo:

Assim vemos que a proje¢iao no plano é uma fungdo estdvel sem ciispide, ja que se tem,
apenas, pontos regulares e de dobra.
Fazendo a projegéo no eixo Oz obtém-se, exatemente, 6 pontos criticos como pode ser visto

na seguinte figura:

2, .. -*pd';- : ¥ '
‘lld I .; e, _' :.I_J '
— )
2 1
1)
| X

La

Logo para todo polinomio p(t) (p(t) # cte) com coeficientes inteiros, tal que p(1)
existe um S, em R?, S, ndo é a esfera padrao e mais, considerando o mergulho f : §2 — R?

4
temos que f (S?) = S,. Assim, temos a familia de exemplos desejada.
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