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RESUMO

Estudaremos aqui mergulhos de superfícies no Rº que tenham no máximo, quatro pontos
críticos com respeito a uma projeção na reta. Sobre as hipóteses desta projeção consideraremos
que a projeção no plano seja uma função estável e sem cúspides, quando restrita à superfície
e provaremos que o mergulho é um mergulho padrão, no qual a superfície é difeomorfa a uma
Sº, a união disjunta de duas Sº, ao toro, ou a garrafa de Klein.

ABSTRACT

We study embedded surfaces in the Euclidean 4­espace which have at most four critical
points with respect to the standard projection to the line. Under the hypotesis that projection
extends to à projection to the plane which is a stable map without ensps when restricted to
the surface, we show that the emdedded surface is standard in some sense, where the surface
lis diffeomorphic to the 2­sphere, the disjoint union of two 2­spheres, the torus, or the Klein
bottle.
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INTRODUÇÃO

O objetivo desta dissertação de Mestrado é estudar mergulhos de superfícies
em Rº , através do resultado:

"Se f: Sº > Rº é um mergulho tal que para alguma reta de Rº , a composta
pof: 5º Ré uma função de Morse com, no máximo, quatro pontos críticos,
então f é padrão; no qual p é a projeção ortogonal de Rº sobre a reta R”

Faremos o estudo deste resultado, seguindo as técnicas de topologia diferencial
usadas por Ruas, Carrara e Saeki em "À note codimension two submanifolds
with ot most critical points”. Para um melhor desenvolvimento deste trabalho,
consideramos as aplicações de Morse e os mergulhos como sendo diferenciáveis de
classe C* ( poderiam ser no mínimo C? para trabalharmos com as Funções de
Morse); também dividimos a dissertação em quatro capítulos.

No primeiro, são apresentadas as noções básicas sobre: singularidades (estabil­
idade e genericidade), aplicações de Whitney, funções de Morse sobre superfícies
(incluindo aqui o teorema da classificação das superfícies compactas), isotopia e
os tópicos, grupo nó e polinômio de Alexander, da teoria de nós de dimensão um.
No segundo colocamos o problema como foi proposto inicialmente por Kuiper,
enunciando­o por:

Teorema Principal ” Seja f: M — Rº* um mergulho da superfície compacta M
tal que mof:M— Rº é uma função estável sem cúspides e momof:M—­R
é uma função de Morse com no máximo 4 pontos críticos; no qual mn: Ri > R?
e ma: Rº— R são projeções ortogonais. Então M é difeomorfa a esfera 5º, a
união disjunta de duas Sº, a um Toro ou a uma Garrafa de Klein; e ainda o
mergulho f é trivial ( isto é, f é isotópica ao mergulho padrão).

Além disso temos:

1) Se M é defeomorfa a Sº, então f (S*) limita um D? no R$.
2) Se M é difeomorfa a união disjunta de duas Sº, então f (M) limita dois discos
disjuntos em Rº.
3) Se M é difeomorfa ao Toro, então f (M) limita um Toro sólido no RI.
4) Se M é difeomorfa a Garrafa de Klein, então f (M) limita uma Garrafa de
Klein sólida no R””.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



A presentarmos, ainda, a solução desenvolvida com técnicas da topologia combi­
natória dada por Schalermann, em 1985, com o trabalho ” Smooth spheres in Rº
with four points are standard”.

No início do terceiro capítulo desenvolvemos algumas considerações de Mather
sobre projeções e em seguida, apresentamos seis resultados, que nos ajudaram
a finalizar este capítulo com a demonstração do teorema principal. No último
capitulo damos a noção de grupo nó e polinômio de Alexander, para nós de di­
mensão dois, que foi o pré­requisito para obtermos um exemplo mostrando que o
teorema principal é o melhor possível no seguinte sentido: ” Existem mergulhos
não triviais com funções de Morse com seis pontos críticos”.

Obtemos um trabalho que possa iniciar estudantes na área de topologia geométrica
e esperamos que os interessados possam ter tanta alegria e prazer quanto tivemos
ao ingressar nessa área tão rica e fascinante, como são todas as outras áreas da
Matemática.

E um prazer expressar aqui meu agradecimento ao Prof. Dr. Sebastião Anto­
nio Izar por sua constante ajuda, sem a qual não haveria realizado este trabalho,
à Prof. Dr Angela Maria Sita pela seu incentivo, ao Prof. Dr. Júlio C. M. Canille
pela sua preocupação, à minha esposa e meus familiares pelo excesso de amor e
encorajamento.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Singularidades e Aplicações no Plano
Considere uma folha de papel e coloque­a sobre uma superfície regular. Que diferentes formas,
esta folha, assume ao redor de um ponto?

Em geral, ocorrem três possibilidades:
(a) a folha fica plana ou regular;
(b) o ponto aparece sobre uma linha de dobra da folha;
(c) uma ceuspide é formada pelo ponto.

Figura 1.1

Por um instante, podemos dizer que o ponto d na figura é um novo tipo; contudo, se
observarmos melhor, o ponto d é na verdade uma cúspide. Para vermos isto, basta que façamos
uma pequena perturbação como mostra a figura abaixo.

Figura 1.2

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Note que pontos do tipo (a) são mais comuns; assim, denominados de pontos regulares
e os outros tipos são chamados de pontos críticos. Observando as figuras 1.1 e .1.2 vemos
que quase todos os pontos são regulares, os únicos pontos singulares que são estáveis ( i é
irremovíveis por uma pequena perturbação) são as dobras e as cúspides.

Nosso interesse, nesta seção, é obter respostas para algumas questões que surgem quando
pequenas perturbações são feitas sobre superfícies, como na figura 1.2.

De acordo com o Teorema da Função Inversa, uma função diferenciálvel f : R = Ré um
difeomorfismo em uma vizinhança de um ponto em que o jacobiano é não nulo. Que estrutura
f terá ao redor de um ponto onde o jacobiano é nulo?

Existe uma classificação finita para diferentes modelos estruturais (difeomorfismo, dobra,
cúspide) que uma função possa apresentar localmente?

O termo difeomorfismo tem um significado padrão, mas o que é uma dobra ou uma cúspide?
Mais especificamente, existe uma função para cada tipo estrutural e quais têm alguma forma
simples ou normal?

Finalmente, uma forma normal é supostamente estável, no sentido de que uma pequena
perturbação não altera sua estrutura. Qual o significado de perturbar uma função?

Definição 1.1.1 Sejam X, Y espaços topologicos (superfícies regulares) e f,9 : X — Y funções
contínuas (diferenciáveis). Imntão f e q são topologicamente (regularmente) equivalentes se
exitem homeomortfismos (difeomorfismos) h e k que comutam o diagrama

x£ y
no 1º ié foh=kog
XxX — Y '

E

Definição 1.1.2 Dizemos que uma função f é estável se sua classe de equivalência contém
uma vizinhança de f na C*­topologia.

Whitney notou que ao dar uma pequena perturbação a certas funções, a nova função era
topologicamente equivalente a anterior. Como nosso interesse é caracterizar as funções estáveis
una dúvida que surge é:

Pode qualquer função fo ser aproximada por uma função estável?
Esta questão nos dá um problema de genericidade, ou seja, será que a propriedade P: "Toda

Sunção fo está prórima de uma função estável” é gonérica?
Seja S um conjunto com uma topologia 7 e a relação de equivalência E.

Definição 1.1.3 Dizemos que uma propriedade P, para clementos de S é genérica se o con­
Junto de todo x E S tal que x satisfaz P, contém um conjunto À que é uma interseção enu­
merável de conjuntos abertos densos; i é, P é genérica se B= (r€ S tal que x satisfaz PY D A,
onde A= (7 V; para VÊ abertos e densos.

iEN

O teorema seguinte nos dá uma boa ilustração para o problema de genericidade.

Teorema 1.1.4 (/Lul, pag 12)
O conjunto de todos os polinômios em uma variável é denso no conjunto das

funções contínuas reais definidas em [a, b] com a norma uniforme.
Sejam M, N variedades diferenciáveis com dimN > 2dim M. Iíntão, o con­

junto de todas as imersões de M em N (Im (M,N)) é aberto e denso em C* (M, N).
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et sex Ao
Exemplo 1.1.5 a) Sejm f(x) = o se + CO o e p(x) um polinômio de aprorimação

(na topologia Cº) para f. Note pela figura que p7! (0) e f! (0) não são homeomorfos em uma
vizinhança da origem; portanto f não é estável.

1
Ux)

u
m

a
.

Ss
A

Figura 1.3

b) Tome gq : S' — R dada pelo diagrama abaixo:

Oara
Figura 1.4

Podemos perturbar q em uma das duas formas seguintes:

AD AD
Figura 1.5

Note que as duas perturbações não possuem imagens homeomorfas. Assim, q
não é estável.

a”

Do ponto de vista da estabilidade, este teorema não é muito satisfatório, principalmente
sendo de nosso interesse, apenas o que ocorre localmente com f (i é a estabilidade em vizinhanças
de pontos).
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Definição 1.1.6 Uma função f : Rº — R"º de classe Ch é localmente estável no­ponto p se
existe uma vizinhança de p com a seguinte propriedade: "Para qualquer vizinhança aberta V'
de p, com V' CV e toda Cb­perturbação q de f, existe um ponto / E V' tal que o diagrama
comuta

p(R",p)  (Rº /(D)
h l 1º

(RP) > (RM (7)
no qual h e k são C*­difeomorfismos para vizinhança de p e f (p), respectiva­

mente.

O teorema seguinte é satisfatório, em se tratando de estabilidade:

Teorema 1.1.7 ([Lu/, pag 16)
a) Sejam M e N variedades diferenciáveis com dimN > 2dimM + 1. Então,

o conjunto de todas as imersões de M em N é denso em Cº(M,N). No caso em que M é
compacta ele é também aberto.

b) Sejam M e N variedades diferenciáveis com M compacta e f: MN uma

imersão injetora. IIntão, f é estável. 1 ainda se, dimN > 2dim M+1, então, f é uma imersão
injetora se e somente se f é estável.

c) Seja f uma submersão da variedade M na variedade Y, então, f é estável.

Definição 1.1.8 a) Seja f: M — N uma aplicação diferenciável.. Um ponto xo E M é dito
singular de f se o posto de df (xo) não é máximo (i é, é menor que o min (mn, n)); caso contrário
o ponto é dito regular de f.

b) Seja f: Rº — R uma função diferenciável, ry E Rº é dito um ponto crítico
não­degenerado se xo for um ponto singular de f e o hessiano em xo for não nulo ( onde o

: , ; :
Pfhessiano é o determinante da matriz H = |———— (xo) )

Ori;or;
nxnm

ce) Uma função diferenciável f : Rº — R é dita de Morse se todos seus pontos
singulares são pontos eríticos não­degenerados.

O teorema seguinte nos dá, localmente, a forma normal, para os três tipos de pontos vistos
no início desta seção.

Teorema 1.1.9 (Whitney) ([Lu], pag 23)
1) fS:UVCR o R é estável em ro se, e somente se, f é equivalente a uma

das três funções numa vizinhança de ro

a)uír,yY) = x evílr,y)=y (ponto regular)
b) u(x,y) xº evílx,y)=y (ponto de dobra
ce) ulr,y) ay =2P evíx,y)=y (ponto de cuspide)

2) O conjunto das funções estáveis f : M — Rº, com M compacta de dimensão
dois, é denso no espaço das funções diferenciáveis.
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9) ff: MM > Rº diferenciável é estável se, e somente se, f é estável para todo
ponto de M, as imagens de dobras se interceptam somente aos pares e com ângulos não trulos,
e mais, as imagens de dobras não interceptam imagens de cúspides.

As considerações que passaremos a fazer agora serão úteis para a compreensão do teorema
da transversalidade de R. Thom e para a definição do que vem a ser um conjunto “ruim”.

Definição 1.1.10 Sejam M e Y variedades diferenciáveis, f: M — Y diferenciável e S uma
subvariedade de Y . Isntão,

a) f intercepta S transversalmente em x E M se f(r) é S ou se fí(r) E M
temos Trm)S + dfTM = Tr) Y­

b) f é transversala S em AC M se f intercepta S transversalmente em x E A.

Vejamos um exemplo, no qual possamos ver geometricamente a definição de transversalidade
acima. Para isto basta tomar M = Rº, Y = Rº e N um plano no R$; com a função f : Rº — R3
dada por f (x,y) = (x,y, —rº + yº) como na figura abaixo.

Figura 1.6

A imagem de f é o parabolóide elíptico (sela). Assim, se N for o plano Ty, à
função f não será transversal a N na origem; mas se N não for o plano xy ela será transversal
a N na origem.

Dadas duas subvariedades M e S de Y, dizemos que M é transversal a S quando existe um
mergulho f de M em Y tal que f é transversal a S.

Consideremos à função f : Rº — R ? localmente C*º com f(0) = 0, f = (fi, fo, e fp)
eficR + R Para cada f; tome o desenvolvimento de Taylor na origem, se omitirmos os
termos de gran maires iguais a 7 + 1 (para r < s) teremos uma gp­upla de polinômios de grau
r que aproxima ff, à qual denominaremos de r­jato de f, que é uma classe de equivalência de
f, e será denotado por J"f. O conjunto de todos os r­jatos será denotado por J” (R”, RP) ou
simplesmente JJ” (n,p).

Dada uma função / : Rº — RP as coordenadas de seu r­jato são os valores das derivadas
parciais na origem. Com isso, um r­jato pode ser visto como uma p­upla de N­uplas à =
(1, 0X%2,..., &p) para algum N, em que cada e; = (ei, Mia, «1, Gin). Considerando à aplicação
que a eada J"f é J" (n,p) associa uma pN­npla temos uma correspondência biunívoca com
RPY e então, podemos dar a J” (n, p) a estrutura topológica e diferenciável do RP,

Exemplo 1.1.11 Seja F: Rº — Rô, F(r,y) = (cosy — e, sen, 1 +y + sent).
Fazendo F =(f,g,h) com f,9,h: Rº > R. Caleulemos o 2­jato de F na origem.

5
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1) f(x,y) = cosy — e”
| |

Assim f (0,0) = 9 (0,0) = LL(0,0)=0 L(0,0)=%YS(0,0)=­1 ec XÉ$(0,0)=1oro > y

Portanto, 1ºS (0,0) = =<r +S5 — %
2) g(r,y) = sem su 2Assim 9 (0,0)= 32(0,0)= 32 (0,0) = 3$(0,0) = ZE (0,0) =0 e DZ (0,0) =1.
Portanto, 1º9 (0,0)= xy
3) h(r,y) =x + y+senr

2 2Assim h (0,0)= 325 (0,0)= 2 (0,0) = SE (0,0) =0, F(00)=2 c3$(0,0)=1Portanto, Jºh(O,O) == 2r+y
Com isso, temos que:

2 2JºF (0,0) = (o + > — NES 27 41)
Fazendo a identificação com o RP* teremos:

1 1 1HJPf = + Oy 2º +O0xy—yº = (102502)
Jg = Or+Oy+0O0xº+1xy+ Oy? = (0,0,0,1,0)
J'h = 20+1y+0xº +O0xry+0yº = (2,1,0,0,0)

intão, JºF (0,0) = (—1,0,34,0,34,0,0,0,1,0,2,1,0,0,0) e Rºº
Logo, Jº(2,3) = RU.

Teorema 1.1.12 (da Transvesalidade de Thom) ([Lu], pag 31)
Seja S uma subvariedade diferenciável de J"(n,p). Então para quase toda

função C* f:Rº — RR temos JMfF(R") transversal a S, e se além disso codimS > n
então JN F(Rº)NS = para quase toda f.

Definição 1.1.13 a) Um conjunto é chamado "ruim” em Jº (n,1) quando ele é formado por
um conjunto de pontos à = (1, 1, mn, 00124 Uni Ann) tal que

Aji comi >j
Aa =... =an=O0

Au .. CNin

=0

nl . &“&nn

b) Seja f uma função Cº. Um ponto é dito "bom” se J(p) £0 ou VI (p) £ O
(Jx ou Jy, é não nulo). Dizemos que uma função é "boa”, se todo ponto de seu domínio é um
ponto “bom”.

Consideremos uma função " boa” f : R? — R?, se p é um ponto regular o posto do jacobiano
de f no ponto p (Jf (p)) é máximo; logo dim df (p) ­ Rº = 2. Já no caso em que p é um ponto
singular temos que J, ou J, é não nulo; logo dim df (p) ­Rº =1

6
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Logo quando f é uma função boa, a imagem da aplicação linear Vf (p) : RR Rº, dada por
VÍ (p) (wW) = Vwsf (p) é um espaço de dimensão 2 quando p é regular e um espaço de dimensão
1 quando p é singular ( onde Vf (p) a derivada direcional).

Lema 1.1.14 ([Lu], pag 37)
Seja F: U € Rº > Rº uma função “boa”. Então os pontos singulares de f

formam uma curva regular em U.

Demonstração
Seja p = (x09,7) um ponto singular logo J (p) = 0. Por outro lado uma das

derivadas parciais de f é não nula, suponha 34 (p) £ O.
Então, pelo Teorema da Função Implícita existe uma vizinhança V de ro e uma

vizinhança W de yo tais que a aplicação o : V — W dada por o (r) = y, com o (ro) = yo e
J (r,0 (r)) = O para todo r € V.

Portanto, soluções de J = O próximo de um ponto ” bom” de f formam uma
curva regular. E

Ao conjunto de curvas regulares obtidas acima chamamos de ” Dobra Geral” de f e denota­
mos por C.

Seja & (t) = (1,7 (t)) uma parametrização da dobra geral de ff, tal que 9(0) = p, no qual p
é um ponto singular de f. Assim temos que p é um ponto de dobra, se 4 (fop)()Z£ZOcepé
um ponto de cúspide, se € (f o 9) (0) = 0, mas £ (fogp)(0)X£O.
Definição 1.1.15 Seja f uma função "boa”

a) Dizemos que um ponto p € Df é excelente se p é ponto regular ou dobra ou
cúspide de f.

b) Uma função f : U € Rº — R? é ercelente se cada p € U é um ponto excelente.

Teorema 1.1.16 (deWhitney) ([Lu], pag 44)
1) O conjunto de todas as funções excelentes de um aberto U do plano no plano

é denso no conjunto C* (U, R?)
2) Seja p um ponto de dobra de f E C“ (UR). Intão, podemos introduzir

sistemas de coordenadas diferenciáveis (x,y) e (u,v) sobre p e f (p), respectivamente, em termos
dos quais f se escreva da forma f (x,y) = (u,v) onde u(x,y) = 7º ev(t,y) =y

3) Seja p um ponto de cúspide de f E Cº (UR). Então, podemos introduzir
sistemas de coordenadas diferenciáveis como acima, tal que f se esereva da forma f (r,y) =
(u,v) com ulx,y) =xy = evír,y)=y.

Podemos observar graficamente a dobra geral, em ambos os casos, na figura abaixo.
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1.2 FUNÇÕES DE MORSE
Consideraremos M como sendo uma superfície compacta e conexa, caso não seja mencionare­
TNoOSs.

Sejam M uma superfície e f : M — R uma função diferenciável. Pela definição 1.1.9, um
ponto é crítico se f' (po) =

Proposição 1.2.1 ([Tav], pag 63)
Se M é uma superfície compacta e todos os pontos críticos da função Ff: MR

são não­degenerados, então eles são em número finito

Como vimos na seção anterior, uma funçao diferenciável f : M — R é dita uma função
de Morse, se todos os seus pontos críticos são não­degenerados, como podemos observar no
exemplo abaixo.

Exemplo 1.2.2 Considere as seguintes funções :
f:Sº— Pº(plano projetivo) eg: Pº — R dadas por f(x,y,2) = (8º —y,xy,12,42) e
9 (f (1,4,2)) = º + 24º + 32º para todo (x,y,2) E 82.

Tome V; = ((x1,r2,r73) E S? tal que 1; > O) comi=1,2,3; e as parametrizações
uy =1/1 —? —

fi: Dº — Vi dada por fi (r1,x2) = (11,12,73) onde UZ=T)
uz = Fo

up =)

fa: Dº — Va dada por fo (r1,x2) = (u1,1u2,u3) onde uz =1/1­ 1 — x
ua = T2

up =X)

fa: Dº — Va dada por fa (x1,x2) = (11,12,03) onde 2 = T2
uz =4/1 — x? — Tô

Assim fo fi: D?º — Wi; =f(V) definida por f (f;(x1,x2)) = f (ui,u2, 13) logo
obtemos:

Fi (1,72) =9(fo fi(s16,12)) =9UV (ViTES =1+28+203|Fo (r1,x2)=9(fofa(t1,12))

Caleulondo as derivadas parciais de primeira e segunda ordem. obtemos os pon­
tos críticos f (1,0,0) = (1,0,0,0), f(0,1,0) = (—1,0,0,0) e f(0,0,1) = (0,0,0,0) todos não­
degenerados de q.

t1,V/l1­r71—pião) Dianihas

Dada uma função de Morse, f : M — R e po um ponto crítico de f podemos expressar esta
função em uma vizinhança de po da seguinte forma:

Lema 1.2.3 (de Morse) [Tav; pag 65]
Seja f : M — R uma função diferenciável e py E M um ponto crítico não­

degenerado de f. Iíxiste uma parametrização q: U CR — V CM com 0(0,0) = po, tal que

8

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



foop:U—R tem uma das seguintes formas:
1)fop(x,y)=S (po) +? +?
2)f o db(1,4) = S (po) — 2º +yº
fog(r,4)=S (mo)? =yY.

No lema acima chamamos a atenção das seguintes notações:

i)ºé é chamada parametrização de Morse
ii)As expressões de f, numa vizinhança de po, são chamadas formas canônicas de f.
111)O número de sinais negativos destas formas é chamado o índice do ponto po.
iv)po tem indice 0,1 ou 2 para fog igual à xº+Y, —1º+y2e —xº — 4º (respectivamente).

Seja f : M — R, os pontos críticos de f com índice 0,1 ou 2 serão chamados pontos de
mínimo, sela ou máximo, para uma parametrização é conveniente em torno de no, o gráfico de
fog tem um dos aspectos, conforme o Índice de po.

x Figura 1.8 7“

Veremos, a seguir, como é possível modificar uma função de Morse f : M — R , numa
vizinhança de um ponto crítico po de tal forma a alterar o nível de po deixando­o não degenerado
ce obter uma nova função com os mesmos pontos de f.

Para isso tomemos um ponto crítico de índice O da função f ep: U CR V CM com
à (0) = po à parametrização de Morse. Considere o disco aberto U (a) = f(x,y) € Rº tal que 1º + 4?
U e mais V (a) = é (U (a)).

Assim por (Tav/, pag 69, para todo b < a (b > a) existe uma função diferenciável gq : M ­ R
tendo os mesmos pontos críticos de f tal que 9 (po) =».

Observevemos que, no caso em que po é um ponto crítico de índice 2 de f, basta tomar
U (a) = ((r,y) E R? tal que 1º +74? + f (po) < —a, com a < f (po)) e teremos o mesmo resul­
tado.

Já no caso em que o ponto p?o tem índice 1, tome a paramentrização de Morse q : U — V
com 9 (0,0) = po tal que f7 (£,y) = fod (r,y) ­ foo(0,0) = xº—yº*. Dados p; cp E V tais que
fíh)=a,f(pa)=bea< f(po) <b, tome U (a,b)= ((x,y) E R? tal que 1º +yº| < ja] e ley] <
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U, como mostra a figura abaixo.

Logo, analogamente aos casos anteriores, para todo c Ela, bf, existe uma função diferenciável
g: MR tendo os mesmos pontos críticos de f, tal que g (po) =c

Definição 1.2.4 Dizemos que uma função de Morse é ordenada se os valores críticos (de
pontos críticos diferentes) são todos distintos e os que correspondem aos pontos críticos de
índice O são menores que os que correspondem aos de índice 1, que por sua vez são menores
que aqueles com índice 2.

Teorema 1.2.5 ([Tav], pag 73)
lim toda superfície compacta M existe uma função de Morse ordenada.

Vejamos como fica a noção de ponto crítico em termos do gradiente.
Inicialmente sejam M" CR" ep € M, temos que a restrição de produto interno (<,>) a

TM Cc R" continua sendo um produto interno em TM. Assim, o gradiente de uma função
real diferenciável é o campo de vetores a M definido por

< gradf (p), vu >= f'(p): v  , para todo v € TyMep € M

Dado p E M dizemos que p é ponto erítico de f : M — R se e somente se gradf (p) = 0,
e um valor q E R é dito valor regular de f : M — R se para todo p € f (q) a derivada
ff (D): TIM — R é sobrejetiva ( ou ainda f' (p) £ O ou gradf (p) £ O). Se q não é valor regular,
f 1 (q) pode conter pontos críticos e regulares.

Proposição 1.2.6 ([Tav], pag 73)
O conjunto de pontos regulares de f! (q) é uma família de curvas (supondo­o

não vazio)

Demonstração:
Tome p E f* (q) um ponto regular de f e q: U — V com 9(0,0) = p uma

parametrização em torno de p. Como p é regular (f o o) (0,0) £ O e assim suponhamos que
ft (0,0) £ O. Pelo teorema da função implícita existe q :] — e, e[> R, 9(0) = 0 diferenciável
tal que C = ((t1, 9 (1)); r e] = a,e[) C (food) (q). Dai considere h :] —= e,e[> 9(C0) V é
uma parametrização da curva 9(C0) C fo! (q). E

Corolário 1.2.7 [Tav; pag 75]
Se q é um valor reqular de f então f! (q) é uma curva.
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Quando f é de Morse ordenada podemos descrever geometricamente a estrutura de órbita
do campo gradiente, já que este é perpendicular a f7! (q) em seus pontos regulares. Observemos
como é esta estrutura com a função altura na Esfera e no Toro.

&
Figura 1.10

Quando q é um valor regular de f dizemos que f“! (q) é uma curva de nívelou nível regular
de f. Já no caso de q ser crítico dizemos que é curva de nível crítica ou nível crítico de f.

Estudaremos à seguir a mudança de um nível regular para outro, passando por um nível
crítico de f : M s R. Para isto considere K uma componente conexa de f7! (Ja, b]) constituída
somente de pontos regulares. Tome K, = Ff (a)NK, Ky=f (bn Ke
K(­oob) = f] (—oo, a) UK.
ProposiçãO 1.2.8 ([Tav], pag 79)

1)Considerando as notações acima, temos as seguintes relações:K, = K1, K =Ka x a,b] e FI (]= 00,0) & K(­00,0)
2)Suponha quefSO do, b]) só contenha pontos regulares, então f* (la,b)) =fo (a) xl ab ef! (]|­coal)a=f'(]­oco,b])

Considere agora f : M — R uma função de Morse ordenada com pp, ...,pr 1nínimos tais
que f (p;)) < f (pj) se i < j com e; = f(p;)). Seja 9: U — V a parametrização de Morse com
$(0,0) = py. Se € está próximo a e; então f! (c) = (fo o)" (ce) = S'

S f()anRS
fl(­0o,c) & D?
fo (2) an Sº Ú (12)

o

SS! (00,0) = D?º U (pa)
o 6fl (00,0) & D? U D?

| fig) R SOS

para e; <c< o.

Temos ainda 4

para 6º: <C< 3

Figura 1.11
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Soja agora po um ponto erítico de índice 1 da função de Morse f: M­ Re

|: U — Vo com 49 (0,0) = po à parametrização de Morse. Considere também eo = f (po);
U (e) = U (eo — e,co + E); U(8,26) = U(co —e,co +2e) com e > O tal que U(e) e U (e,2€)
estejam contidos em U, sendo pr, .. Pm os outros pontos críticos de f, Vi, ..., Vn suas respectivas
vizinhanças de tais que VN W = 60 para à = 1,2,..,m. Tomea: M ­— R, C“tal que
0 < a(p) < 1 com a(p) = 1 sep E M­Vea(p=0sepE KU pu... Pm), onde
V=WUWU..UVR e Ki =U(e).

Proposição 1.2.9 ([Tav], pag 80)
Sendo & <co<ec tal que po É o único ponto crítico em f + [d,c]; então, temos

que f(] ­co,c)) « f! (| ­co,d UH.

Onde H = int(Dº) e f! (| —= co,d))N H=I1IxJ com INJ = e 1,J difeomorfos a [0,1])

| setÚ

.
ns ct

CRO)

a Figura 1.12

Desenvolveremos, agora, um estudo para que possamos obter dois teoremas fundamentais
na teoria de Morse, sobre a mudança de níveis críticos.

Definição 1.2.10 1) A tema (VW; Wo, V1) onde W é uma superfície cujos bordos são Ww e Vy é
chamada cobordismo.

2) Uma função de Morse sobre um cobordismo (W;WVo,V1) é uma função f :
W — [a,0] tall que FI (a) = Vo, f!(b=W e todos os pontos críticos de f são interiores
(isto é, estão em W — OW) e são não­degenerados.

3) Se Ff: W — [a,b] é uma função de Morse sobre o cobordismo (VW; Wo, Vi),
dizemos que um campo de vetores E sobre W é um campo psceudo­gradiente para f se €(f) > O
em todo o complementar do conjunto de pontos críticos de f e dado um ponto crítico p, eristem
(1,1) e uma vizinhança V dep na qual f apresenta uma das formas f (p)4+Xº+Yº; f (p)­xº4+7º
ou f(p)—xº—­yº e € tem coordenadas (x,y), (—x,y) ou (—r, —y) em U, respectivamente.

Como podemos ver em ([Mu], pag 20), para toda função de Morse f sobre um cobordismo
(TV; Vo, Vi) existe um campo de vetores psendo­gradiente £.

Diremos que um cobordismo (VW; Vo, V1) é um cobordisino produto, se ele é difeomorfo ao
cobordismo (Vo x [0,1]; Yo x (0), Vo x (1)).

Teorema 1.2.11 ([Mu], pag )
Se uma função de Morse sobre o cobordismo (W;WVo,V1) não possui nenhum

ponto crítico; então, (VV; Vo, V1) é um cobordismo produto.
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Corolário 1.2.12 ([Mu], pag )
1) Seja W uma variedade diferenciável compacta com bordo. Lxiste uma vizin­

hança de OW chamada de vizinhança colarinho que é difeomorfa a 9W x [0,1[.
2) Suponha que toda componente M da variedade diferenciável W é compacta e

de 2­lados(isto é, o complementar relativo a uma sua ó­vizinhança em M é desconera). Então
existe uma vizinhança de M em W difeomorfa a Mx] — 1,1[ de tal forma que M corresponde
a M x (0), denominada de vizinhança bicolarinho.

Trataremos aqui de cobordismos que possuem função de Morse com apenas um ponto crítico.
Seja (VW; Vo, Vi) um cobordismo com função de Morse f : W — R eo campo pseudo­

gradiente £ de f. Suponha que p € W é um ponto crítico de f, e Vw= S !(co)eVi=f"(a)
são os valores críticos, tal que co < f(p) <c1r e c=f(p) é o único valor crítico no intervalo
[co, c1]. Seja DF a bola de centro na origem e raio r em R* e Dt — DF.

Já que £ é o campo de vetores pseudo­gradiente para f, existe uma vizinhança U de p
em W, e um difeomorfismo g : Dx — U de modo que f (g(x,y))assume uma das formas
c+Iº+Yº, cx +Y ouc­x?— ye assim £ tem coordenadas (t,y), (­x,y) ou (—r, —y),
respectivamente. Como vimos na primeira seção o índice À do ponto crítico é dado pelo número
de sinais negativos que possuem as formas acima.

Seja Ve = fI(c­e)eW=Sf '(c+e) podemos assumir 4€º < min (Je — eo le = e)
de modo que V.., está entre Vo e Ff! (c) e Vc está entre f7! (c) e Vi. A situação está representada
esquematicamente abaixo.

Cc+E

­

CE

Co
Figura 1.13

Seja St! 6 bordo do disco unitário fechado D* em RF.

Definição 1.2.13 O mergulho característico pr, : S*! x D*A — Wo é obtido como segue.
Primeiro defina um mergulho q: Sl x D?º­A — Vc por é (u, Ou) = q (eu cosh 0, eu sinh6) para
u E Sl,ve SAL cep<A<l. Começando pelo ponto é (u, Ou) em Vc a curva integral
leva é (u, dv) para algum ponto bem definido éo7, (u, dv) em Wo.
Defina a esfera esquerda S7, de p em Vg como a imagem Q;, (sa! x o). Note que S,, é justa­
mente a interseção de Vy com as curvas integrais e E começando no ponto crítico p. O disco Dy,
é um disco com bordo S”, definido pela união dos segmentos das curvas integrais começando
em S", e terminando em p.

Anualogamente o mergulho característico gp : Dº x S*A­1 — V, é obtido por
op: Dx StATl > V, que a cada ponto (6u, v) associa é (Ou, v) = 9 (eusinh 0, ev cosh 0) e então
transladando a imagem para Vi. A esfera direita Sp de p em Vi é definida por é (o x sex!) .
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Sn é o bordo do disco direito, definido pela união dos segmentos das curvas integrais de £
começando em p e terminando em Se.

Definição 1.2.14 Um cobordismo elementar é um cobordismo (W; V,V') que possui uma função
de Morse f com, exatamente, um ponto crítico p.

Dada uma variedade V de dimensão 1 e um mergulho é : S*1 x D?A — V, temos x (V, é)
denota a variedade quociente obtida da soma disjunta (v o (so x o)) + (D x sex!)
identificando & (u, uv) com (Ou, v) para cada u € Sl,v€ SEL e0 <A <1. Se V! denota
alguma variedade difeomorfa a x (V, 9) então veremos que V' pode ser obtida de V pela cirurgia
do tipo (4,2 — À). : ro

V Figura 1.14 VV
Cirurgia do tipo (1,2 — 34) em uma Ivariedade tem o efeito de remover uma esfera À — 1

dimensional e colocar, por um mergulho, uma esfera 2 — à — 1 dimensional.
Os próximos 2 resultados mostram que isto corresponde à passagem de um ponto crítico de

índice 1 de uma função de Morse sobre uma variedade 2­dimensional.

Teorema 1.2.15 ([Mu], pag 30)
Se V' = x (V, 4) pode ser obtido de V por uma cirurgia do tipo (4,2 A), então

existe um cobordismo elementar (W;V,V') e uma função de Morse f : W — R com exatamente
um ponto crítico de índice À.

Teorema 1.2.16 ([Mu], pag 31)
Se (W;V,V') é um cobordisimo elementar com mergulho característico 1, :

SL x DA — V, então (W; V, V') é difeomorfo ao cobordismo (w (V,$1);V,x(V,éL)).

Vejamos, geometricamente como fica a passagem por um ponto crítico de índice 1 numa
função de Morse. As figuras a e b são realizadas concretamente tomando a função altura no
toro T7 e a figura c como no exemplo 2.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Figura 1.15

Definição 1.2.17 Aos pontos críticos de índice 1 como na figura a e b, chamaremos de Tipo
1, e aqueles como na figura c, chamaremos de Tipo II.

Do fato de M ser conexa e do Corolário 1.2.7 decorre que os pontos críticos do Tipo I
aparecem aos pares. Já a existência de um ponto crítico do Tipo II faz com que M seja
não­orientável, pois possui uma faixa de Mõebius.

Vejamos agora como é possível cancelar pontos críticos, obtendo assim funções de Morse
mais simples, no entanto as características da superfície.

Considere o campo de vetores X em M e uma singularidade p de X (X (p) = 0). Dizemos
que X é linear em uma vizinhança V de pºo se existe uma parametrização q : U — V com
1 (0,0) = po e uma aplicação lincar A : R2 — TP tal que V/ (x,y) A(x,y) = X (V (r,y)) para
(x,y) EU.

Sejam f£ : M — R uma função de Morse e py um ponto crítico de índice 1 de f ; seg : U — V
com 2(0,0) = p; é a parametrização de Morse, então, f o é (x,y) = x? — yº e podemos supor
f(ni)= 0. Tomemos 6 > O tal que B(26) CU ey: M — R C“* tal que 0 < 7(p) < 1,
com

77! (1) = g(B(6)) e 7 (0) = M — 9(B(26)). Com estas notações temos a seguinteY ç

proposição.

ProposiçãoO 1.2.18 ([Tav], pag 85)
Briste um campo de vetores X/, tangentes a M, satisfazendo:

i) X! é linear em 9(B(6))
ii) Se p não é ponto erítico de f então f' (p) X/(p)>0
iii) X/ e 0 campo gradiente de f tem as mesmas singularidades.

Proposição 1.2.19 ([Tav], pag 86)
Sejam f,g : M — R funções de Morse ordenadas tais que Ff! ([a, b]) eg! ([0,d])

são coneros e tem, cada um, dois pontos críticos não­degenerados de índice 0 (ou 2) e 1. IEntão,
existe um homeomorfismo h : f! (la, b]) — q (lo, d]).

Proposição 1.2.20 ([Tav], pag 89)
liristem duas funções diferenciáveis F, G : R2 — R tal que:

1) F tem uma sela e dois mínimos como pontos críticos;
2) G tem somente um mínimo caomo ponto crítico;
3) Existe um intervalo [­a,a] tal que os pontos críticos de F estão em F !([­a,a]) e se
PE F ! ([­a,a]) então F(p) = G(p);
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4) Iixceeto pelos níveis eríticos, todos os níveis de F são difeomorfos a um círculo ou, no máximo,+ 1 ,

dois círculos disjuntos e todos os níveis de G são difeomorfos a um círculo.

Corolário 1.2.21 ([Tav], pag 90)
Considerando D = f(x,y) tal que (t,y) EF ([­a,a])) e também M(F) =

f(x,y,F (2,y)) tal que (x,y) E D). Então, M(F) = S* x [0,1]
Demonstração:

Considere M (G) = ((r,y, G(r,y)) tal que (t,y) ED) em : M(F) — M(G)
dada por 7 (r, y, F (r,y)) = (tr, y, G(r,y)). Como F e G são diferenciáveis e defina
nº (x,y, G(t,yY)) = (t,y, F (r7,y)) temos que 7 é difeomorfismo.

Portanto M (F) = M(G). Como G não possui pontos pontos críticos em D
temos M (G) = G 7! (a) x [0,1] = S! x [0,1] portanto M (F) = S! x [0,1]. E

Teorema 1.2.22 (do Cancelamento) ([Tav], pag 83)
Seja f: M — R uma função de Morse ordenada tendo a e b como valores

regulares. Se f­! (la,b]) contém, exatamente, dois pontos críticos po ep; coma < f(mo) <
Íf (ni) < b, de índices O (ou 2) e 1, respectivamente, que estão na mesma componente conerxa;
então, Ff! (la, b)) = f! (a) x [0,1].

Demonstração:
Das proposição anteriores temos f! (fa, b]) = M(F) e

M(F) = M(G) = S'! x [0,1] e portanto f! (Ja,b])= Sº x [0,1].
Assim, pela proposição 1.2.20 f=! (la, b])) = f (a) x [0,1] B

Neste momento, estamos aptos a enunciar o teorema da classificação das superfícies com­
pactas, sabendo que um n­plano projetivo é a soma conexa de n planos projetivos e um p­toro
é a soma conexa de p toros. Dizemos ainda que uma 5º é um O0­toro e uma garrafa de Klein é
a soma de 2 planos projetivos, isto é Pb.

Teorema 1.2.23 ([Tav], pag )
Toda superfície compacta, conera e sem bordo M é homeomorfa a um n­plano

projelivo Ph, ou a um p­toro Tp.
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1.3] ISOTOPIA DE MERGULHOS

Definição 1.3.1 Seja f: M N um mergulho; h : [0,1] x M — N é uma isotopia de
f seh é diferenciável e hy: M — N dado por hi, (x) = h(t,x) é um mergulho para todo

Figura 1.16

Assim, dizemos que h é uma isotopia entre h,1 e h1, ou que ho e h, são isotópicas.

Exemplo 1.3.2 Dado o mergulho f : S! — Rà definido por f (0) = (cos, send, 0),
considere a função h : S' x [0,1] — Rº com h(9,t) = (cos, send,t). Assim temos:
1) h diferenciável;
2) h : 5! — Rà dada por h, (0) = (cosO, send,t) é um mergulho para todo t;

Logo, h é uma isotopia de f.

Figura 1.17

Definição 1.3.3 Dizemos que h: RX M — N é uma isotopia técnica entre ho e h7 se:
a) hi: M— N dada por hy (x) = h(t,x) é um mergulho para todo t
b) hi (x) = ho (rx), para t <e
c) hi (x) = h1 (x), para t > 1 — e

Observe que toda isotopia pode ser modificada para uma isotopia técnica.

Definição 1.3.4 Uma difeotopia de N é uma aplicação H : (b,1] x N— N , tal que
H,: Nº N é um difeomorfismo para todo t e Ho = Ido.

17
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Se f: M — N é um mergulho e H : [0,1] x N — N é uma difeotopia então h; = H,of
é uma isotopia de f.

Uma isotopia h : [0, 1)xM — N se diz diferenciavelmente imersível em uma difeotopia
quando existe uma difeotopia H de N tal que h; = H; o ho para todo t E [0,1], e neste
caso dizemos que h?o e h7 são defeotópicas.

Definição 1.3.5 Dois mergulhos ho, h1 : M — N são equivalentes, se existe um difeo­
morfismo D de N, tal que o diagrama abairo comuta.

M

hz " No
N BN

Note que se h,? e h, são difeotópicas então elas também são equivalentes.

Teorema 1.3.6 (R. Thom ­ 1957) ([Br], pag)
Se h é uma isotopia de mergulhos de M em N que mantém fixos todos

pontos fora de um compacto Mg C M, pode­se imergir difeomorficamente h em uma
difeotopia e, em particular, existe uma difeotopia que deixa fixo todos os pontos fora de
um subconjunto compacto No C N.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.4 O Grupo Nó e o Polinômio de Alexander

O objetivo desta seção é introduzir, para um nó (de dimensão 1), um invariante na forma
de um polinômio com coeficientes inteiros e dar um algoritmo simples para sua construção.
Primeiramente faremos o estudo para nós de dimensão 1 e servirá de pré­requisito para o caso
de nós de dimensão 2 que será desenvolvido no último capítulo. Lá mostraremos, através de
um exemplo, que o teorema principal de nosso trabalho não pode ser melhorado. O polinômio
de Alexander desempenha, neste exemplo, um papel fundamental.

Definição 1.4.1 Um nó (de dimensão 1) é um subespaço do Rº homeomorfo á Sº!.

Exemplo 1.4.2 Daremos aqui alguns eremplos graficamente.

& EE
Trávo

Stevedore's

Figura 1.18

Dizemos que dois nós, kh e ka, são equivalentes se existir um homeomorfismo à : Rº — R3
tal que h (ki) = ko.

Como nosso maior interesse é obter o polinômio de Alexander para um nó &k devemos,
primeiramente, caleular o grupo nó G que é o grupo fundamental do complementar de k no R3,
isto é, G=n (Rº — k). Para isso, devemos proceder da seguinte forma:

Consideremos o nó, sem perda de generalidade podemos considerar sua projeção
no plano z = 0. Relativamente, a esta projeção, dividiremos o nó em passagem superior e
passagem inferior, assim como mostra a figura abaixo:

TO
Figura 1.19

Quando ocorrem duas passagens superiores (inferiores) consecntivamente, por
conveniência introduzimos uma passagem inferior (superior) entre elas, como mostra o exemplo
do nó square.

Substituimos cada passagern inferior por sua projeção no plano 2 = 0 unido com
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as retas que ligam os extremos da projeção da parte inferior. Com esta construção obtemos um
novo nó que denotaremos por k.

|
Is

Figura 1.20

O nó original e o nó k são equivalentes, logo eles possuem o mesmo grupo nó.
Calculemos, então o G =) (Rº — k).

Primeiramente vamos calcular 7 (R$ — k) onde Ri é o semi espaço fechado
definido pela inequação 2 > 0. Damos um sentido de direção para k e escolhemos um ponto
base p acima de &k. Para cada passagem superior 8;, 1 = 1,..,n, introduzimos um laço baseado
em p ceunja orientação obedece a regra da mão direita relativamente à direção da passagem
superior. Chamemos esses laços de &1, 2, «., &n.

LS

War
Figura 1.21

|

Seja x; E 1 (Rº — k) tal que 1; = [o;]. Assim temos por (/Ar/, pag ), que
7 (Rº — k) é o grupo livre gerado por 1,72,.., Tn, com as relações (r1,72,...,Tn) que são
obtidas de maneira construtiva; as quais ficarão mais claras com os dois exemplos que daremos
a seguir.

Exemplo 1.4.3 O nó trivial:

Figura 1.22
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Kriste uma única passagem superior a; = &à, am] = &, onde & e à são ho­
motópicos a ae. A relação r é dada por : x7 = x7 (11 =| o1]), isto é, não existe relação.
Portanto, mn) (Rº — k) é gerado por 1, e sem relações; logo m1 (R­k)=(niirni=n)]2Z

Exemplo 1.4.4 O nó trevo:

"
Figura 1.23

Temos três passagens inferiores; e para estas três passagens inferiores temos
r, é dada por: rar;1 = x2173 => xavix3 lx!

três relações: ro é dada por: 1112 = Xx317) > T1tcaATT ra
ra é dada por: rara = 1119 rarara 'x3)

Assim G = (x1,72,X73 : 11,T2,73)

Visto como podermos calcular o grupo fundamental de um certo nó podemos, então, passar ao
estudo para o cálculo do polinômio de Alexander. Para tanto consideremos k um nó, engrosse k
levemente para a forma de um tubo T. Sejam X = R$ —int (k), G = nm) (X) (grupo fundamental
de X) e G' o subgrupo comutador de G, assim termos que GS /& é um grupo cíclico infinito. Se X
denota o espaço de recobrimento de X que corresponde a G', então que Tn) (X) = GG". Sabemos
que a existência de X é assegurada por ( [Ar]; teo 10.19, pag 232); e ainda por ([Ar]; Teor
10.18, pag 231) tamos que nm), (11(X)) =ZzZ,.

Portanto, Tr. (7 1 (X) é o subgrupo comutador de G' para G. Considerando o epimorfismo
sy , como seu kernel é ** (m1(X)) e& temos que Tt, [11] (XDAt x

G'. Logo Xéo espaço de recobrimento ciclico infinito de X.
Considere X como um complexo infinito, começamos pela série de grupos cujos elementos

são combinações lineares finitas Ajo] + ... + Aços para um Ll­simplexo orientado de X com
coeficientes inteiros. Note que não é permitido combinações lineares infinitas para nenhum 1­
sumplexo de xXx. O grupo de homologia resultadoéum grupo abeliano, o qual será denotado por

natural de PO) (a em 110) / ( (

H (%) (queé um invariante topologico para x). A transformação de recobrimento h.:XX
induz um auntomorfismno ht, : H) (X) — HH (X) e h, será o responsável para a obtenção do
nosso polinômio desejado.

Sejamu À um anél comutativo com a unidade e À uma matriz m x n, com entradas em A.
Denote A” para o módulo livre À com base 11, T12,..., Tn é A" para o módulo livre À com base
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A

UY1 U2, Um. Agora tome f : Aº — A" um homomorfismo de À módulos determinado por À,
isto é:

f(x) =X"ajiy
j=1

e defina o módulo quociente M =M" /f(an)­ À matriz À é dita um representante matricial para
o módulo M.

Duas matrizes A, B nos fornecem isomorfismos de À módulos sobre esta construção se, e
somente se, é possível converter À em B por uma sequência de operações do tipo:

1) Permutando duas linhas (colunas);
2) Multiplicando uma linha (coluna) pela unidade de À;
3) Somando um multiplo de uma linha (coluna) a outra linha (coluna);
4) Colocando ou retirando uma coluna de zeros;

A O
o15) Permutando À com , OU Vice versa.

Assim, se A é uma matriz quadrada seu determinante é um isomorfismo invariante para o
módulo M.

Considere À o anél Z |[t, Fa dos polinômios de Laurent finitos, com coeficientes inteiros

P(t) = cout "+ +et'

Então, definindo o produto de um polinômio p(t) E À por uma classe de homologia [2] E
H (X) por p (t) [2] = e­whz” [2] + ... + eh! [2], tem­se que ht, leva a Hi (X) sobre o módulo

E possível interpretar H) (X) em termos do grupo nó G de k, como foi visto no início desta
seção. Lembrando que X tem como grupo fundamental G', e tomando G” como o subgrupo

a /
.

”comutador de G', temos Hi) (X) seC /Ggs e com isso o monomorfismo n, : T1 (X) — 71 (X)
2 +

v [À 1
. SNinduz um isomorfismo mt... : H) (X) E /qn. Seu EP /qgn corresponde (via n,.,) à classe de

" ­
st ,” ”homologia [2], então 9 /gs torna­se um À módulo via p (t) u = n.. (p(t) [2]).

Veja o que ocorre tomando o polonômio p (t) = t como exemplo.

tu = T,44 (t[2)) =m,4uhya [2]

Escolha um ponto base p e seja q seu correspondente em XxX, represente [2] pelo laço à com
base em q € X. Então, h. [2] é representado pelo laço 7 (hoa)y ! onde 47 é um caminho
ligando q a h(q) em X. Isto significa que se u = gG”" Eº /gn e se r denota o elemento de
G = mn] (X, p) determinado pelo laço ro 7,

tu=xr9271G"

A representação de G& é dada por (T1,..,TniT1, Tn), já que existe um gerador para cada
passagem superior e uma relação para cada ceruzamento; na qual uma tipica relação tem a forma
EwEri£T ATY" e a ultima relação pode ser omitida por ser consequência das demais. Quando G
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é abelianizado, todo x; torna­se igual e resulta um gerador para Z, como se fosse escolhido um
novo conjunto de geradores

1— —1
IFT=TYn,M=TL ,...  ,An1 = tn—1L

no qual todos os e; ficam em G'. E mais, todas as conjugações sobre potências de r geran G'.
Escreva u; = a;G" e R; a relação sobre u; dada por r;. Os uy; geram G' /gn como um módulo

sobre À e para encontrar uma representação matricial, tome cada R; como uma combinação
linear dos u;,, com coeficientes em À e, então, use os coeficientes de cada R; como a i­ésima
coluna para obter a matriz. Por definição,o determinante da matriz resultado (n — 1) x(n — 1),
desprezando a ultima linha e a ultima coluna, é o Polinômio de Alexander para o nó k.

Tome os exemplos
1) O nó trivial Sº
Como já foi observado o grupo fundamental de R$ — S'! é dado por

G = fm iris) =7

A relação r17, escrita em termos de a, é dada por

ataçia!
passando em termos dos u;124, resulta

1.

Portanto a matriz resultante é (1), 1, cujo determinante é 1. Assim, o polinômio de Alexander
para S! é p(t) =1.

Como o polinômio de Alexander é um invariante topológico, todo nó cujo polinímio
de Alexander p (t) é constante será o nó trivial

2) O nó Trevo, cuja representação do Grupo Nó, como foi visto, é:

' : 1,1 1 ,=1 ale!G = (71,12, T3 :LILDILD T3 ,TIT3TZ CT, exarira Do '"

A relação TI1X9TT 'xZ 1 escrita em termos de a; é dada por:
1 1,1, 1A TAMMIT 7 rt Oz

ou equivalente (por G ser abeliano);

araat rat las!

passando em termos dos u;, temos

(1—t)u +tuz— uz

Analogamente a segunda e terceira relação corresponde, respectivamente, a

—u, + (1 — t) u2a + tua
tuy — ua +(1—­t)us
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Assim teremos a matriz

DB=

tomando a matriz resultado 2 x 2 temos

( 1­t —H )t 1—­t 2x2
cujo determinate é tº — t +1.

Portanto, o polinômio de Alexander para o nó Trevo é :

p(t) =t?2­t+1
Observação 1.4.5 (Método Prático) Existe um método prático para o cálculo do polinômio
de Alerander para um nó k. Oriente o nó e denote as passagens superiores por T1,X2,.., tn.
Construa uma matriz Bnxn que tenha uma coluna para cada cruzamento; as entradas não nulas
correspondem a um cruzamento, e são dadas olhando a figura:

+ XwW

Figura 1.24

1—t, na passagem w
e teremos < É, na passagem à

—1, na passagem j
Note que somente temos que acomodar a direção de r,, e observar x; a esquerda

ex; a direita. O determinante da matriz (n — 1) x (n— 1), obtida exclusão da última linha e
da última coluna de B nos dá o polinômio de Alexander para k.

Vejamos dois eremplos para o cálculo do polinômio de Alexander usando esse
método pratico.

Exemplo 1) O nó Trevo

SO
Figura 1.25
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Observando a Figura 4.8 temos a matriz B dada por;

1—­t —l t

t 1­t HH
—l t 1—­t

Daí, teremos a matriz 2 x 2 dada por:

( 1­t HH )t 1­t/,.

cujo determinante é : 1º —t +1. Portanto o Polinômio de Alerander do nó Trevo é : p(t) =
12º —t+l.

Exemplo 2) O nó Steverode's "Ss.

Figura 1.26

Observando a Figura 4.9 teremos a matriz

1­t —H o
0 t 1­t

o

1—­t 0
t 1—t 6x6

e trabalhando com a matriz 5 x 5 teremos que seu determinante é 21º — 5t + 2, que vem a ser
o polinômio de Alexander para este no.
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Capítulo 2

Equivalência de Superfícies
2­Dimensionais no R$

2.1 O Problema

Enunciaremos aqui o problema que nos chamou a atenção, levando­nos a um estudo para di­
mensão n = 2 que, como veremos na segunda seção deste capítulo, foi solucionado por Schaler­
mann por um ponto de vista da topologia combinatória. Desenvolveremos a demonstração dada
por Ruas, Carrara e Saekyi, que solucionaram o mesmo problema usando topologia diferencial.

"Sejam M? C Rº uma subvariedade fechada e f : M — Rº um mergulho, tal que po f :
M — R seja uma função de Morse com no máximo 4 pontos críticos, no qual p: RÀ — Ré uma
projeção. Então o mergulho f é padrão.”

Para uma melhor compreensão do problema, façamos um estudo sobre seu enunciado.

Definição 2.1.1 Dois mergulhos f,g : M" — N" são equivalentes se e somente se existe um
difeomorfismo D: N — N tal que Do f =g, isto é, o diagrama comuta

M f N
9 N L3D

N

Sc f eg são dois mergulhos equivalentes escrevemos f “vp gq. Note que a relação p é uma
relação de equivalência, pois:

Dados mergulhos f,g9 : M — N , temos:
1) fp f para o difeomorfismo D = Ido
2) Se f ­vp g então tome D7'! : N— N e com isso temos q p­1 f
3) Se f &p, 9 e gn, h então tome D = D2z o Dy e temos f =p h.

Definição 2.1.2 Um mergulho f : M" — R"*? é dito padrão se f é equivalente a inclusão
trivial de M em Rº*º?,

Exemplo 2.1.3 Seja f: S! > Rº um mergulho e considere a inclusão i : S! — R$ dada por
1 (0) = (cosd, send,0). Assim, f será padrão se existir um difeomorfismo D : Rº — Rô, tal que
D(F(S')) =1i(S')
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Considerando o exemplo 2.1.3, a inclusão à e a projeção p no eixo Oz , e ainda o mergulho
f dado geometricamente por:

Figura 2.1

Temos po f uma função de Morse com 4 pontos críticos; porém, não existe difeornorfismo
D:R > R tal que D(f(S!)) = i(S!). Logo, f não é padrão. Com isso, note que no
problema para n = 1 o resultado é falso pois trata­se do problema principal da clássica teoria
dos nós.

O objetivo deste trabalho é mostrar a validade do problema para M = 5º , usando topologia
diferencial como principal instrumento e, assim, ter uma visão diferente daquela dada por
Martin Schalermann, que em 1985, publica o trabalho ” Smooth spheres in Rº with four points
are standard”, dando a prova do resultado (M = Sº) através de combinatória e de uma ”pesada”
teoria de grafos, prova esta que será descrita abaixo a título de comparação.
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2.2 Um Esboço da Solução de Martin Schalermann para M = S?
Considere a bola B? no Rº e divida­a em 4 quadrantes (NE, NW,SE,SW) por dois discos D, e
Dhn de dimensão 2.

Figura 2.2

Seja Nº uma variedade obtida pela ligação de duas alças C = D?* x [0,1] em Bº?, uma ligando
NW a SW e a ontra NE a SE, onde as alças ligam pontos no bordo de um disco Dy em Bº
sendo D7 perpendicular tanto à D, como a Dr

Figura 2.3

Note que D divide B? em 2 hemisférios. Tome Ay, uma família de curvas fechadas simples
no ON, constituída de mn círenlos a1, ..., em paralelos a 90D,; e Bi, uma família de curvas fechadas
simples no ON, constituído de n círculos by, ..., br, paralelos ao OD, , mais um círculo simples
bo que passa por cada uma das alças C.
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Figura 2.4

As provas dos resultados abaixo encontram­se em [Sc].

Teorema 2.2.1 [Sc]
Suponha que N está mergulhada na variedade orientável M3, de modo que al­

guma Ar, (mm ímpar) e alguma Br limitam superfícies planas P, Q em MN. Então, Ah; «é
Bo limitam discos em M — N cuja interseção são arcos singulares.

Na demonstração deste teorema Schalermann usa os recursos de combinatória e teoria de
grafos.

Definiremos, agora, a soma entre 2 nós, a qual chamar­se­á ” band sum ”". Para 79 ev) nós
em Sº, definimos "band sum” entre 7º e 71 da seguinte forma:
Mergulhe 79 e 71 em duas bolas Bº disjuntas no Sº. Seja b: 1x1 — S$ um mergulho tal que
b(I x (fi) An eb(Ix(i)) Cn, comi=0,1. Então ligue 16 — b(I x (0)) a — b(E x (1))
pelo arco b (OI x 1). O nó resultado é a "band sum” de 79 e 711 ao longo de b o qual denotarnos
por 7oftsm.
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STA,
Fra 2

Figura 2.5

A princípio, podemos achar que a definição desta soma é excessiva, pois temos a "band sum”
entre 2 nós como um caso particular de soma conexa de pares, na qual as variedades são esferas,
definida em ([Rol]; pag 40)

Contudo, vemos que a soma conexa entre 2 nós é uma operação não bem definida, uma
vez que ela depende da escolha das bolas em que a conexão é feita e talvez até a escolha do
homomorfismo. O que pode ser visto concretamente em ([Rol]; pag 61) com o nó quadrado e o
nó granny.

Teorema 2.2.2 [Sc]
Suponha nn e 11 são nós na Sº e uma "band sum” de o de 1 produz o nó

trivial; então, 79 en são nós triviais e a "band sum” é justamente a soma conexa.

Observe que a demonstração deste teorema é dada a partir do Teorema 2.2.3.
Um par de variedades (M, N) é formado por uma variedade M juntamente com uma sub­

variedade N de M. Uma função entre pares f : (MN) — (P,Q) é uma função f: M — P

tal que S(N) C Q. À variedade (M,n) é dita uma (m,n) —variedade par (ou dupla) deno­
tada por (M", Nº) ou MT"; e ainda dizemos que uma variedade par (M"", Nº) é própria se
N NOM" = ON”.

Dizemos que a variedade par própria é localmente plana se, cada ponto p € M"”", existe
uma vizinhança em (M”"”, Nº) homeomorficamente, como um par, com um conjunto aberto em

m mom
ar:(RT, Rt x (0)) para n < m.

Definição 2.2.3 Uma imagem. localmente plana de um mergulho f : (D?,9D?) = (D1,9Dº)
é um disco "Tibbon” se existe uma função raio r : D* — [0,1] tal quero f tem mínimo mas
não tem máximo.

Corolário 2.2.4 [ref]
Se f : (D?º, 9D?) — (D1, 8D!) é um disco "ribbon" com dois mínimos e f (OD?)

é o nó trivial então f é uma função sem nó.
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Corolário 2.2.5 [ref]
Se f: 2º — Rº é um mergulho C* e para alguma projeção r : Rº Ss Ra

função ro f tem 4 pontos críticos então f é isotópica ao mergulho padrão.

A demonstração dos dois corolários acima encontra­se em [Sc], sendo que o último nos dá a
resolução do problema para n = 2.
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Capítulo 3

Mergulho * Padrão * de Superfícies
no R$

3.1 O Teorema Principal

Daremos, aqui, o enunciado do teorema que resolve o problema para n = 2, cuja demonstração
é o objetivo central desse trabalho.

Teorema 3.1.1 (Principal) Seja f: M — Rº um mergulho da suparfície compacta M tal
quem of: MR é uma função estável sem cúspides enmzom of: M— Ré uma função
de Morse com no márimo 4 pontos críticos; onde m : Rº — Rº em: Rº — R são projeções
ortogonais. Fntão, M é difeomorfa a esfera Sº, a união disjunta de duas Sº, a um Toro ou
a uma Garrafa de Klein; e, ainda, o mergulho f é trivial ( isto é, f é isotópica ao mergulho
padrão).

Além disso temos:

1) Se M é defeomorfa a S?, então f (Sº) limita um D? no R$.
2) Se M é difeomorfa a união disjunta de duas Sº, então f (M) limita dois discos disjuntos em
Rº.
3) Se M é difeomorfa ao Toro, então f (M) limita um Toro sólido no Rº?.
4) Se M é difeomorfa a Garrafa de Klein, então f (M) limita uma Garrafa de Klein sólida no
R.

Veremos que a hipótese de 77 o f não possui cúspides é fundamental na prova das partes 1),
2) ce 4).

3.2 Um Lema de Mather

Nesta seção veremos algumas das considerações feitas por Mather, sobre projeções, encerrando­
a com a demonstração de um lema que nos garante a existência das projeções mencionadas nas
hipóteses da teorema principal.

Seja X uma subvariedade deferenciável de um espaço vetorial real V, e Y um segundo espaço
vetorial real de dimentsão finita, com dim Y < dim V. Assim, uma projeção de X em Y será a
restrição a X de uma função linear sobrejetiva de V em Y
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Considerando alguns resultados de Mather ([Mal], e as referências lá contidas) sobre projeções,
vamos observar algumas propriedades de uma projeção genérica (no sentido de genericidade
visto no capítulo 01) para alguns casos especiais. Tome a projeção p : X — Y.
1) Se Y = R, então p é uma função de Morse.
2) Se dimX = dim Y = 2, então p é uma função excelente.
3) Se dim X = 2 e dim Y = 3, então as únicas singularidades da imagem são interseções normais
e "pontos de pressão” (”pinch points”).
4) Uma projeção p : X — Y é transversal a imagem.
5) Se (dim X,dim Y ) estão na "região boa” ( ou "nice region”) de dimensões, p é localmente
infitesimalmente estável.

No caso em que X é compacto então p é estável.
Sabemos que uma função f entre variedades de dimensão finita é estável se para toda

aproximação gq, de f, existe um difeomorfismo no espaço das funções, tal que H (f) = g; isto é,
g e f são equivalentes. Contudo encontramos funções que não são estáveis, mas satisfazem o
critério de estabilidade local.

Como estamos estudando projeções de uma subvariedade qualquer em espaços vetoriais
reais, não podemos dizer que esta subvariedade é compacta. Assim, uma forma de garantir um a
compacidade local é estudarmos as funções próprias (uma função é própria se e somente se dado
K compacto temos f! (KO) compacto); observando que isto não prejudicará nossos estudos uma
vez que para uma função ser estável ou não depende unicamente de suas propriedades locais, e
aqui trabalhamos com superfícies.

Mather provou, em [Ma2], que o conjunto das funções estáveis de Nº em P' é denso no
conjunto das funções próprias se, e somente se, k < 0 (k,!), onde o é uma função de valores
inteiros das duas variáveis k = dim N el = dimP sobre Z,.

Para definirmos o, a dividiremos em dois casos:
6(I­k)+8sel­k>4dek>4

1) E <l temoso (k,1)=<4 6(Il­k) +9se(O0<l­k<3ek>4)Ouk=3
T(I­k)+l10sek=2
Isek=1+1

2) k> 1 temoso(k,)=< 8sek=1+2
k—l+7sek>1+3

Assim, o conjunto das funções próprias estáveis é denso se e somente se o par (k,!) satisfaz
uma das seguintes condições:

6, 8
— —s" — > "sl+20l­k>A;

E<TIFICOSI­KS3;
3)! <8el­k=­1;
4) I<6Gel—­k=­—2;
5) l<7el­k<—.

Todo par de dimensões (1, k), que satisfaz uma dessas condições, é chamado de “bom”.

1) k<
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Na figura, a região hachurada corresponde a "região boa” de dimensões no plano.

Figura 38.1
2+ 32 326 K

Lema 3.2.1 Seja f: M" — R"!? um mergulho da variedade fechada M", tal quepof : MR
é uma função de Morse com no márimo 4 pontos críticos, onde p: Rº1º — R é uma projeção
ortogonal. Então eristem projeções m : RMº — Rº em: RO Rial quemof: MPR é
uma função estável e n2m = p (pertubando p se necessário).

Demonstração:
Considere uma projeção 17 : Rº+2 — R2?, então o par de dimensão da projeção

mt, é (n +2,n), ec observando na Figura 3.1 a reta | = 2 está totalmente contida na região
hachurada; logo temos 77 : Rº12º — Rº uma projeção cujo par de dimensões está contido na
“região boa” de dimensões e pela consideração 5) feita por Mather (am [Mal]), nm é localmente
infinetesimalmente estável.

Tome h : msn : S(M) > R? (restrição de 17 em f (M)) dada por h(q) =
mt (f (p)) com pe M. Assim h = 11 of, e como M é compacta e f é um mergulho temos f (M)
é compacta.

Daí nm of é estável.
Podemos considerar p como a projeção na última coordenada ce 17 como a

projeção nas 2 últimas coordenadas. Tomemos n2 a projeção na última e, então, teremos
TmoT =p

3.3 Alguns Resultados Importantes

Nesta seção, veremos cinco resultados que serão úteis na demonstação do teorema principal.
Para iniciá­la faremos um breve estudo no conceito de vizinhança tubular, e para um estudo
mais profundo veja [El].

Seja M"" Cc R"!"", o segmento [p, a] = (p+t(a—p) tal que 0 <a—­p<1) á normala M
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em psepEMev=a­pETM*.

Figura 38.2

Definimos B* (p, e) = (x € Rº*"" tal que |r ­p| <ee (x—p,u) =0 para todo v E TM);
e denominamos € E R* de raio normal admissível para um subconjunto X C M se dados dois
pontos p £ q e X temos B* (p,e) 1 B!* (9,6) =79.

Teorema 3.3.1 Seja M" Cc RM" uma superfície compacta de classe C* (k > 2). Então
1) 3e€>O, que é raio admissível para M
2) V(M)= |) Bl (pe) é um aberto do RM?

pEM
3) 1: V.(M) — M que a cada q € V.(M) associa a origem do único segmento

normal que o contém, é de classe CKL,

A vizinhança tubular V. (M) é equivalente ao espaço produto M x B” (e) se existir um
difeomorfismo h : M x B" — V.(M) que para cada p € M, h é uma isometria da fibra
T7' (p) = (p) x DB” (e) sobre 17! (p) = B! (p,e); e além disso h comuta o diagrama:

MxB"() 24 VM)
TIN / T

M

Sabemos também que se M é uma superfície compacta de classe C“, as seguintes condições
são equivalentes:
1) M = f! (a) onde a é valor regular de uma aplicação de classe Cº*, para f : U C RM — R”,
com U aberto de R"!+”,

2) Existem, em M, n campos de vetores normais, de classe C“, L.I. em todos os pontos.
3) Toda vizinhança tubular de M é equivalente a um produto.

Lema 3.3.2 Seja j : St! — RºH! (n = 1,2) o mergulho padrão. Suponha que D' e D2 são
dois discos de dimensão n, mergulhados no R**!, cujo bordo é j (Sm). Imntão D, e Da? são
isotópicos, por uma isotopia que fiza OD; =j (SP!) = OD,.

Demonstação:
Como S" +"! = R"*+! U (oo), mergulhe o RH! em S7*+!,
Sejam N uma vizinhança tubular de j (S"7!) e A; = Di =int (N) paran = 1,2.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que:

1) O0A1NdA,s = 9,
2) D ND23NN=j(S"*"!) e
3) A1eÃ,> são transversais
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Como A, e Às; são transversais, tome a função inclusão 1 : A7 — R"*!, então
i é transversal a Az; 17º (Ao) £ O e codim Aº = 1. Logo por ([Br], Proposição 5.12, pag 53)
temos 17! (Az) é uma subvariedade de A de codim À, = 1; assim A31N0 À2 é uma subvariedade
de dimensão nº — 1.

Como A, e A; 8ão fechados resulta que A1N À» é um fechado; portanto A1N À»
é uma subvariedade fechada de dimensão n — 1.

Primeiramente faremos a demonstração do lema para n = 1.
Com isso A1 ON À2 é uma subvariedade de dimensão zero, logo À1 N À2 é um

núrnero finito de pontos.
Associe a cada ponto da interseção de A7 e À o índice 1, da seguinte forma:

orientando A;, de um extremo a outro, teremos os Índices 1 associados a base formada pelas
tangentes nestes pontos. Veremos que a soma de todos os índices será nula, a menos de uma
possível deformação de D;.

Assim devemos considerar dois casos:

ALNAs =

AVESNAV: ­ 0

No primeiro caso, D7 U D7 é bordo de um disco A, de dimensão 2, mergulhado
no Rº = S? — (oo); dai pelo Teorema de Schoentflics, existe um difeomorfismo kh de D? =
((r,y) E Rº tal que 9º +7º < 1) em A tal que (A(1,0), A (—1,0)) = 3(S), n(O0Dº) = Dj e
Rh (D%) = D2, onde D? = f(x,y) € Dº tal que t,y <0) e D? = [(1,y) E Dº tal que r,y > O).
Tome a função F : [0,1] x [0,1] — Dº? de forma que F(0,1) = (—1,0); F(1,1) = (1,0);
F(1,0) = ôDº — (0,1) e F(1,1) = 6D% — [0,1]

Figura 8.3

Agora defina G : 1x1 — R? por G (s,t) = h (F (s,t)) com isso temos, para todo
(st)EeIxI:

G(0,t) = A(F(0,t))=Ah(—1,0)
G(1,t) = h(F(1,t))=Ah(1,0)

G(s,0) h(F(s,0))=h (90?) =D)
G(s,1) h(F(s,1))=h (9D%) = Dz
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Assim, G é uma isotopia entre D; e Dz? que deixa fixo OD] = j (S) = OD.
Já no caso A7 N Ao £ 1, existem 1, 12 E A1 NÃo, tal que entre eles não existe

nenhum outro ponto de interseção e os índices de r, e r2 são distintos.
Tome C = (r1,r2) e denote por G; o arco fechado em A;, cujo bordo é C. Com

isso Gy U Go é um círculo mergulhado em Sº? e portanto G7 U G2 é bordo de dois discos B e B'
em Sº.

Escolha B, tal que j(Sº) CB e denote BN A, por A; considere ainda, K o
disco fechado dado por À U G2, onde À é o fechado de Di — G, cujo bordo é j (Sº) UC, e
podernos fazer K regular e pequeno em B' para obter um disco A;3 tal que A3 NK = OD)

Então, A3 U Di é bordo de dois discos BeB em Ss.
Se co E B; então, Dy é isotópico a A3 com 8Dy fixo, usando B, caso contrário

(co E B) ou seja co E B, então Dj e A3 são isotópicos com 8D) fixo, usando B.
Seguindo o mesmo raciocínio do primeiro caso, para os discos D3 e A3 temos

que Az e Dz são isotópicos com OD, fixo.
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Portanto, teremos uma isotopia entre D; e D2z que deixa fixo 9D; = j (S) =
OD;.

Passemos ao caso n = 2,

Neste caso temos que A1 NA; é uma subvariedade de dimensão 2, logo A1N Az
é a união finita de curvas fechadas simples. Devemos considerar, como anteriormente, os casos

ANAs = 969

MNAz É 4

Para A; 1 A? = 1), temos D; U Da é bordo de um disco Dº em Sº — (p), e pelo
Teorema de Schoenflies, existe um difeomorfismo h : Sº — D,; U Dz tal que h(1,0,0) = j(S');
h(H,)= Dreh(H)=D2zonde H =(f(r,0,2) tal que z <0)e H, = ((r,0,2) tal que z > O).
Tome as funções F : S! x [­1,1] — Sº, tal que F(9,t) = (1—­£,0,t); e G: S! x 1 R$ dada
por G (6,t) = h (F(0,t)) e disto resulta:

G(9,0) = R(1,0,0) =j3(S")
G(90,t>O) h(H,)=D
G(8,t<0) = h(H)=D,

Assim, D, e Dz são isotópicos pela isotopia G, que deixa fixo 8D7 = j(S'!) =
OD.

Já no caso A7 N Az É 0), existe uma componente C (que é uma variedade no
interior de ÀA17 N À»2 e portanto sem bordo) em A7 N Az tal que 130 847 = C, no qual Ir é o
disco fechado em A2 enjo bordo é C. Analogamente F1 NA2 = C, com F' sendo o disco fechado
em A, eujo bordo é C.

Desde que Fy U F3 é uma S? mergulhada em Sº? temos que F;7 U F3 é bordo de
dois discos B e B' de dimensão 3. Seguindo analogamente ao caso nº = 1, temos uma isotopia
entre D, e D2z que fixa O0D; = j (S!) = O0D,3. EB
Lema 3.3.3 Seja ja : Ss +S! 3 Sº o mergulho padrão de dois círculos disjuntos. Se S e
S' são esferas Sº merqulhadas em Sº — ja (S! + S!) cada qual separando duas componentes de
ja (S'! + Ss). lintão, S e S' são isolópicas por uma isotopia que firza ja (S' +S!).
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Demonstração:
Inicialmente consideremos o mergulho padrão de S! + S! graficamente por;

)

o
Figura 5.8

Podemos supor que toda situação da hipótese está contida em um único hem­
isfério de 5º (suponhamos H,), e mais, S e S' possuam interseção transversais e assim consid­
eremos os casos:

a)SNS=

S S !

&
Figura 3.9

b) SNS" E

Figura 3.10

Observe que, como estamos trabalhando no Sº = R$ U (00), as figuras 1) , 2)
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no caso a) e 3), 4) no caso b), na verdade representam uma só situação; já que no Sº uma Sº
é bordo de dois discos Dº,

No caso a) SN S'= 0, temos que SU S' é bordo de S? x [0,1] mergulhado
em Sº — ja (S! + S!) tal que f(Sº)= S e g(Sº)= S'/. Considere a função H : Sº x [0,1] —
SS — ja (S '+S') dada por caso não temos pontos antipodais, H está bem definida, e H; : Sº—
Sº — ja (S! + S!) dada por H;(p) = H(t,p) é um difeomorfismo tal que Ho = fe H1 = 9,
temos que S$ e S' são isotópicas pela isotopia que deixa fixo ja (S! + S').

Em b) SNS £ 0, temos SNS'= U Ci, onde cada C; é interseção transversal
de subvariedades de dimensão 2, logo cada CG é uma curva fechada simples

Figura3. 11

Considere C uma componente de SN S' que é bordo de um disco À de dimensão
2, em S' com A' NS = C. Por hipótese a bola Bº limitada por S em Sº contém A' e não
contém uina das componentes de jo (S1+SD.

Tome o disco À mergulhado em S, cujo bordo é C, tal que a bola B' C B seja
limitada pela esfera À UJ A'/,e com isso temos B' N ja (S! + S!) =.

Dai temos uma isotopia entre S e S' de forma que no instante t = O temos à
situação da Figura 3.11 e no instante £ = 1 temos a seguinte situação:

Figura 3.12

Assim, o número de componentes de $SNS' é menor do que o original. Repetindo
este processo um número finito de vezes podemos eliminar todas as interseções e, ao final,
(usando o caso a) SN S' == ()) teremos uma isotopia entre S e S' que fixa j3(S'! + S').

Observe que a isolopia que nos permite diminuir o número de componentes de
SNS, tem no seu instante t =1 a troca de posição entre À e N' usando a bola B'.
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Lema 3.3.4 Seja ja: S!+S! — Sº o mergulho padrão de dois círculos disjuntos do Lema 3.3.3.
Se ja (S! + S!) é bordo de outro conjunto de dois discos disjuntos DYUDLg em Sº, então DIUD;
e DU Dg são isotópicos por uma isotopia que fiza O9D7 U OD2 = j2(S+ SY) =D U ADS.

Demonstração:
Considere S e S' duas esferas Sº mergulhadas em Sº tais que S separa as duas

componentes de D; U D2 e S' separa as duas componentes de D' U Dá. Pelo Lema 3.3.3 S e S'
são isotópicas, então podemos considerar S = S',

Figura 8.13

Considere jalçi : Sº > 59 5 Rô e assim Di e D', são discos de dimensão 2
limitados por j2 (S!), então pelo Lema 3.3.2, Dy é isotópico a Di por uma isotopia que fixa
OD; = ja(S!) = OD'. Analogamente existe uma isotopia entre D7 e Dó que fixa Dz =
ja (S') = OD.

Com isso temos uma isotopia entre Dy UD2 e DY'UD5 que deixa fixo 9D,UôD,? =
a (S+S) =O0DUADL. M

O resultado que segue é a chave para a demonstração do Teorema Principal, pois em sua
demonstração veremos que, nas condições da hipótese, não pode surgir nenhum nó; deixando
assim o mergulho padrão.

Proposição 3.3.5 Seja f : S" SR (n=1 0172) um mergulho, tal que po f: St SR é
uma função de Morse com exatamente dois pontos críticos. Então, o mergulho f é padrão.

Demonstração:
Considere:

p : Rºº Ra projeção na última coordenada.
ec, E SP os pontos críticos de po f

a = p(f(e)) <p(f(c))=02

Como po f é uma função de Morse, temos então que c7 é ponto de mínimo e c2
é de máximo. Dai po f (S") = [a1, 42], pois 5? é conexa.

r=0
; ;

zZ=O 'Note que Df (Tr, S!) pode ser identificado pela reta dada por | * no Rô;

e p"º (a;) é plano z = a, analogamente temos que Df (Te,S?) pode ser identifido com o plano
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dado por t = a;; e p7! (a1) é o hiperplano no R$ na altura a1. Portanto Df (Te; S) Cp (a;)
comit=1,20n=1on2,.

Agora tome V; uma vizinhança de c; e A; um disco fechado em 5? tal que
c; E intÃ; C Vi; logo como Df (T.,$S"*) C p ! (a;) podemos ter uma isotopia H de f cujo
suporte está contido em V; e que po f | S2­(AuA2) não tem pontos críticos.

Tome b EJa,, a2/, assim p7* (b) e p7! (a1) são dois (n + 1)­planos no Rº+2º. Dado
r E g (OA), sua imagem pelo campo de vetores normais a p”"! (a1) é y € p7! (b) ng (SP) logo
Pp '(b)Ng(S") são dois nós isotópicos.

ca Taz AL /
hS . ih

çvoRVeamAl

Figura 38.14

Podemos verificar isto geométicamente para o caso n = 1.

Figura 38.15

Considere a imagem de g (Aj) por essa isotopia:

Iiqura 38.16

Tome YW uma vizinhança de 9 (A2), tal que p7! (b) Ng (SP) E W, para todo
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b EJa1,a2l. Mas p7! (b)Ng (SP) é uma S"7*! mergulhada no R"+t! sendo bordo de dois discos D)
e Da em R"*!!, onde D; é a parte de g (SP) até a altura b, que contém a17. Assim usando o Lema
3.3.2 temos que existe uma isotopia G entre D; e Da, que fixa 9D; =p! (b Ng (S*) = OD».
Portanto, a imagem de g (A) coincide com 9 (A2) quando b = a».

Figura 8.17

Então, ao final da isotopia G, a imagem de 9 (31) é um (n +1) —disco B mer­
gulhado em R"+! x R , limitado por 9 (S?), ou seja, g é padrão.

Figura 8.18

Como f é isotópica a gq, resulta que f é padrão. E

Proposição 3.3.6 Seja f : SºUSº — Rº um mergulho tal que po f é uma função de Morse
com exatamente 2 pontos críticos em cada componente Sº*. Então o mergulho f é padrão.

Demonstração:
Desde que R? = S* — (p), podemos mergulhar o Rº em Sº, e consequentemente,

considerando o Rº = Rº x R , podemos mergulhar o Rº em Sº x R. Desta forma considere
Tn: S xR­> R dada por 7 (q,t) = t, estendendo a projeção original p sobre Ri.

Sejam S7 e S7 às duas componentes de Sº U S?, então pela Proposição 3.3.5
temos duas Sº mergulhadas em 5º x R.

Tome dois discos, de dimensão 2, Dy CS; (com à = 1,2), com isso, em cada
componente S; teremos dois discos D?, um será o próprio D; e o outro será o disco Di =
Si = int D;.

Logo OD; = Di e D;, Di estão mergulhados em Sº x R . Portanto pelo Lema
3.3.4 e pela prova do Lema 3.3.2, temos os discos Di U D? e D U Dá tal que 9D; UOD3 =
ODU IDA e assim Dy UU D', é bordo de um disco By, de dimensão 3, e analogamente D2U Di, é
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bordo de outro disco B3z (de dim 3), onde By e Bo são dois discos disjuntos e estão mergulhados
em Sº x R tal que 0B, UdBa = f (Sº US).

Considerando mergulho q : Sº x R — Rº dado por 9 (9, é,7,t) = (9,0,7,€) cuja
imagem é Rº — forigem) para (0,0,7) E SS et E R, temos que f (Sºu Ss) = OB, U OB? onde
BB) e Da? são dois discos disjuntos de dimensão 3, mergulhados em Rº.

Portanto f é padrão. À

3.4 Prova do Teorema Principal

Enunciaremos novamente o teorema principal para um melhor entendimento da prova.
Teorema Principal 3.1.1

Seja f : M — Rº um mergulho da suparfície compacta M tal que mof : M — R?
é uma função estável sem cúspides e monof: M — R é uma função de Morse com no máximo
4 pontos críticos; onde m : Rº > Rº e n2:Rº — R são projeções ortogonais. Então M é
difeomorfa a esfera 5º, a união disjunta de duas Sº, a um Toro ou a uma Garrafa de Klein; e
ainda o mergulho f é trivial ( isto é, f é isotópica ao mergulho padrão).

Demonstração:
Considere Z o conjunto dos pontos singulares da função estável 110 f : M — R?.

Como n1 o f = T1|sm) temos que nm o f é uma função excelente, mas como por hipótese 71 o f
não tem cúspides, os pontos singulares de 7; o f são todos pontos de Dobra.

Para cada p E Z, já que p é ponto de dobra, podemos introduzir um sistema de
coordenadas (r,y) e (u,v) sobre as vizinhanças U de p e V de m1 (f (p)), respectivamente, em
termos das quais 1, o f se escreve da forma:

| ulr,y) =x"vír,y)=y

Logo temos:

J(mofl,= " |=2e
Assim, os pontos singulares de nm, o f em U são da forma (0,y), ou seja, o eixo

(ADs

fome s3.19
Então, | é uma união disjunta de subvariedades de dimensão 1; isto é E é a união
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disjunta de curvas fechadas simples. Pelo Teorema da Classificação das Superfícies (compactas
e sem bordo) M pode ser homeomorfa a Sº, ou a SºU Sº, ou ao Toro Tº, ou a Garrafa de Klein
ou ainda ao Plano Projetivo Pa. Mas considere p E M tal que p é XL e portanto p é um ponto
regular de 17 f. Como E é a união disjunta de curvas fechadas simples, temos que É é uma
vizinhança aberta U de p tal que U é domínio de uma carta h : U — Up onde h (p) = (0,0).
Tomando q = n1 (f (p)), existe uma carta k : V — Vo tal que nm (f (U)) = V e como p é ponto
regular da função estável 1, o f, usando o Teorema de Whitney, 11 o f é localmente a identidade
do R?, isto é:

vu Es
Figura 3,20 UU

Logo, na vizinhança U de p, 12071 o f é dada por m2 (x,y) = y, e assim mom of
é localmente uma submersão para todo p€ M — L.

Portanto, as singularidades de n2 om o f : M — R são as mesmas da função
(m2om of): ER Masmaom of é uma função de Morse e 2 = UG onde cada C; 2 Sº!,
cuja caracteristica de Euler é zero, e assim os pontos críticos de 72 o 115f para cada C; aparece
aos pares, logo os pontos críticos da função se Morse 12 om o f : M — R aparecem, também
aos pares, o que impossibilita M ser homeomorfa ao Plano Projetivo Ps, pois toda função de
Morse sebre Pa possui um número ímpar de pontos críticos.

Portanto, M deverá ser homeomorfa somente a Sº, ou a Sº US?, ou ao Toro T?
ou ainda a Garrafa de Klein.

Provemos agora que o mergulho f é padrão para cada caso separadamente.
Caso 1 :M = Sº
Primeiro considere a situação onde a função de Morse n20mn1of: M — R possui

exatamente 2 pontos críticos, o que segue diretamente da Proposição 3.3.5.
Suponha que a função 72 om o f possua 4 pontos críticos, cujos os Índices são

0,0,1 e 2 (ou 0,1,2 ou 2) e podemos tomar seus respectivos valores críticos, 2 a 2 distitos; já
que se pode supor 72 o 1) o f uma função de Morse ordenada.

Denote os pontos críticos (de índices 0, 0, 1, 2) por ch, co, e1 e c2 em que 12 (m (f (J))) <
T2 (1 (f (co))), isto é o ponto ch é o mínimo global e c2> é o máximo global.

Considere a imagem de n1 o f próximo a c2. Como c2 é ponto de máximo global
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de 172 om o f esta imagem é dada por

( %ABIT

Figura 3.21

Observando a interseção de 72 * (t) com 71 o f (M); no qual t começa em t2 =
T2 (nm (f (co))) e decresce. Então, o primeiro t (chamado t1) para o qual 12 * (t) contém três
pontos críticos de nm o f será igual a 72 (m (f (c1)))

Dado € > O tal que t7) — € > to = 12 (tm) (f (co))) temos que a imagem da região
T2  ([ti — e, to]) em m o f é dada por;

E.

t,

tê
Figura 3.22

Existe um ponto b pertencente a reta 73 * (t1 — e) no R? tal que o 3—plano 177” (b)
separa as duas componentes de f (M) N (12 om)” (tie) em (mom) (tie) CR.

J «x7E) Figura 38.23
Então, pela Proposição 3.3.5 existem dois discos disjuntos de dimensão 2, D, e

D; tal que:
D,yUD3 C (man) (t — €)
OD, UadD3 = f(M)N(tmam) (he)
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Usando o nível (12 o 11)* (tj — e) podemos decompor f (M) € Rº como união
de 2 discos e um anel, já que, concretamente esta situação pode se representada por:

Os dois discos e o anel são:

Figura 3.25

Com os discos D; U Da, podemos construir 3 esferas Sº disjuntas S1, Sa e Sa tal

S1 U S3 C (ma o nn)” (—o0o,t1 = e)
S2 E (ma o 71) ((t1 — e, +0o))

Considere o Rº = R? x R e mergulhe Rº x R em Sº x R, automaticamente temos
R$ — Sº x R como na Proposição 3.3.6.

Assim, teremos 57 e 53 mergulhadas em Sº x R e pela Proposição 3.3.6 existem
2 discos B, e Ba, de dimensão 3, tal que 9B; = S; (para i = 1 e 3).

Tome mn (S2) C R? e assim podemos identificá­la como [0, 1] x [0, 1], daí considere
h : (10,1) x [0,1)) — R?, tal que

h(t,0) = (t, 46º — 4t)
h(t,s)=(t,s); s EJO0,1|
A(t,1) =(t, 40º +4t +1)
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Assim, Ah ([0, 1) x [0,1)) é geometricamente dada por:

MINA
Figura 3.26

Considere uma isotopia H no R?º tal que H(p,0) = 71 (Sa) e H(p,1) igual a
região cnjo bordo é à (9 ([0, 1) x [0,1])). Levantando a isotopia H para uma isotopia H no R$,
temos que (72 o 71) [52 possui exatamente 2 pontos críticos, e com isso Sº = 0B2, no qual Ba
é um 3­disco em Sº x R.

3

Finalmente, colando Bi, BD? e B3 obtemos B= U B; tal que 0B = f (M), isto
i=1

é, obtemos um 3­disco B mergulhado em Sº x R tal que 9B = f (M).
Definindo q : Sº x R— Rº por 9(9,0,7,t) = (0,0, 1,e!), onde (0,0,7) E Sº e

t E R, obtemos um mergulho em R$, cuja imagem é R$ — (origem) (difeomorfa a Sº x R).
Então, com este mergulho g, obtemos um 3­disco B mergulhdo em Rº tal que

S(M)=0OB..
Portanto, f é padrão.
Caso 1 :M = SºU S?
Este caso segue diretamente da Proposição 3.3.6.
Caso 1: M=T?
Neste caso, os Índices dos 4 pontos críticos da função de Morse 12 on o f

são iguais a 0, 1, 1 ec 2 os quais denotaremos, respectivamente por co, &, c1 e c2 onde
T2 (1 (f)) < ma (m (f (c1)))j e o ponto co é o mínimo e co é o máximo.

Seguindo o mesmo raciocínio do Caso 1, vemos que , tomando um € > O su­
ficientemente pequeno para t) = € < fd = 12 (1 (f (d))),a imagem da região 73 * (t1 — e, to)
será:

| E,

Figura 3.27

Analogamente temos é > 0 suficientemente pequeno para tj = e > th +e, ea
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imagem de 71f na região 13* ([to, 4 + €]) será:

Mes (co)
Figura 3.28

Como n2 om) o f tem exatamente 4 pontos críticos, não existem valores críticos
entre h +e et=e Existem pontos be nz (h­e)el 3 177º (4 +), tal que 77 ' (b)
(e nº (V) separa as duas componentes de f(M) N(m2om)"Gs— €) (respectivamente em(mom) (H4+0)) NA

Então, pela Proposição 3.3.5 existem 4 discos disjuntos DUD»z C (n2 o nm) (ti­e)
e D'U DLC (mam) '(H +€) tais que:

OD, UdDa = F(M)N(maom) (time)
OD UaDL = f(M)N(tm2om) (K+€)

Figura 3.30

Usando (12 on) "(tie e(mom) (t+) podemos decompor a imagem
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f (M) como a união de 4 esferas 51, S2, 53 e Sa tal que:

S1JS3 E (mn om)” (lt +eé, th — e)
8 E (mom) '(|­oo,6 +e)
S; Cc (mom) (lti­e+tool)

Mergulhando Rº em 5º x R, e usando as Proposições 3.3.5 e a 3.3.6, construimos
4 discos, de dimensão 3, Br, Bo, Bs e Ba tal que OB;= 5; (i =1,...,4) e então podermos colar
Br, Bo, Dz e Ba para obter B = Ú B; tal que OB= f(M). Assim temos B um toro sólido

i=1

mergulhado em 5º x R e mergulhando Sº x R em R$, como anteriormente, temos que o mergulho
f é padrão.

Caso IV :M = G. Klein.

Procedendo analogamente ao Caso III, obtemos os 4 discos Bi, Bo, B3 e Ba,
de dimensão 3, e ao colá­los para obter o disco B, basta mudarmos a orientação de uma das
2 cópias de D; em Ba ou em By, então, B será a Garrafa de Klein sólida no RI, portanto o
mergulho f será padrão.

Resulta de todos os casos estudados acima que o mergulho f é padrão. E



Capítulo 4

Um Exemplo de Mergulho nao
Standard

O objetivo deste capítulo é mostrar que existem esferas não triviais em Ri. Daremos uma
família de exemplo; assim formada : "Dado um polinômio p (t) com coeficientes inteiros tal que
p(1) = +1, existe um mergulho f : Sº — Rº onde m o f : 5º — Rº é uma função estável sem
cúspide, 1207] o f : Sº — R é uma função de Morse com 6 pontos críticos (para as projeções 71
e T2, respectivamente no plano e na reta), então o mergulho f não é padrão e mais o polinômio
de Alexander para f (Sº) está bem definido e é exatamente o polinômio p (t) dado.”

À demonstração desse fato terá a seguinte sequência: primeiro dado o polinômio p (t) con­
stuiremos uma esfera S, no RI, onde seu polinômio de Alexander é, exatamente p (t), depois
veremos que a projeção de S, no plano ry é uma função estável sem cúspides e, em seguida,
faremos a projeção no eixo Or obtendo uma função de Morse com 6 pontos críticos.

4.1. O Polinômio de Alexander de um Nó de dimensão 2

Como nosso interesse é o estudo de nós 2­dimensionais em R$, daremos o procedimento para o
cáleunlo do grupo fundamental e depois para o polinômio de Alexander que é o objetivo central
desta seção.

Para calenlar o polinômio de Alexander de um nó K, de dimensão 2 é necessário saber a
representação do grupo fundamental de Stº — K. Mas veremos aqui o grupo fundamental de
S1 — M, onde M é uma superfície.

Seja Q = ((t1,r2,13, T414) com — 1 < 114 < 1), e tomemos E? = ((x71,r2,T3,T4) tal que ra =t).
Considere F' uma superfície fechada com bordo, que pode não ser conexa em Q, satisfazendo
as condições:

1) O OF e somente ele fica em E? e Ed,
2) Para cada t £ 0, E? NF consiste em um número finito de curvas fechadas

simples
3) Tomando t próximo de zero, temos uma transformação hiperbólica para E?NF
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em exatamente um ponto, como na figura:

t­ O t£22­éÉ
Figura 4.1

Agora, E? NF é um laço em Es , € usando a representação de Wirtinger temos um repre­
sentante de G; = m (E? — (ES NF)). Suponha que esta representação seja:

(Sa, Sbs Scs Sds «­­ º Sa = Sh, Sc = Sa)

Com isso, a representação de G = 71 (Q — F) é dada por:

(Sar Sb Ses Sd «+ º Sa = Sb, Sc = Say ­—­)

, em que os geradores e as relações para G são as mesmas para Gr.
Considerando, novamente, F como acima, tomemos sobre F' as seguintes condições:

1) O ôF e somente ele fica em Ei e E? ;;
2) Para cada t £ 0, E? NF consiste em um número finito de curvas fechadas

simples;
3) Tomando t próximo de zero, temos uma transformação eliptica para E? NF

em exatamente um ponto, como na figura:

. (vazio)
UM PovTO

t­E6>O t=0O t:­é

Figura 4.2

Com isso, 171 (Q — F) é isomorfo a nm (E; — (E? NF)). Então se F é uma superfície em E,
tal que para cada t, E? N F consiste em um número finito de curvas simples, exceto em um
número finito de valores de t, e que para cada t excepcional, E? 1 F induz wma transfomação
hiperbólica ou uma eliptica juntamente em um ponto, podemos obter uma representação de
T1 (E? — F). Assim, em especial, uma representação de 1; (E? — K) será obtida a seguir.

Tome S? e Sº orientadas, G = 7) (Sº — Sº) é finitamente gerado (isto é, existem r1, 2, ..., Ta
geradores e r1,T2,..., rg relações que representam G).

Sejam X o grupo livre gerado por r1, T2, ..., Ta, € D o homomorfismo natural de X em G; e
denote G' o subgrupo comutador de G; assim, tome H =º legs isto é, H é o abelianizado de
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G. Como H é o grupo de homologia 1­dimensional de Stº — 5º, H é cíclico infinito. Escolha a
base t para H tal que Link (t, Sº) = 1, e tome y o homomorfismo natural de G e H.

vo
Or;Definição 4.1.1 Definimos matriz de Alerander A = (rij) onde 1; = (E) , comi =j

1,..,8 ej=1..a

O ideal gerado pelo menor determinante de À cuja ordem é a — d, é denotado por d­ésimo
ideal elementar para A, onde sua notação será E34(A). Como o grupo G é um invariante de
equivalência e o ideal Eg (A) não depende da escolha da representação de G temos que os ideais
Fa(A) são invariantes de equivalência para St — Sº.

Seja o ideal E7 (A) ese À (t) é um gerador deste ideal, então chamaremos A (t) de polinômio
de Alexander, que é determinado pelos fatores +tº com À € Z.

Consideremos na figura abaixo, o nó K, e tomemos os arcos ao, ­..; Gn, bo, «..; bn, Co, «­.; Cn,
do, ...,dá com | Tm = n, cuja orientação obedece a regra da mão direita relativamente a
orientação de K,. : |

Assim a representação do grupo fundamental de E? — K, é dada por:
10, +; Uns bo, ... bn
CO, «... Cl, do, ... dm

ao = do;bo = dm;an =cobh =
e as relações correspondentes a cada
bloco de 4 pontos de cruzamento, que
serão descritas abaixo

Geradores con m+l=n

á

Relações

—lbi = cjbie;
1) Se EG = Ôói =1=> a; = cx la1, 1cj = a; bica bicçania|

| bi] == cx biejs2) Seeg=ód;=1= aj = ci­1aj1ed,
cj; = br laiej1a; bi
bi = djb;d;'3) See =ó=1=> | a; = di 'a1d;— 7 —1d; = az bizaidiz bi çaina
bi, = dh bidj

— 1a; = je101do,4) See =ó=1>
dj = b; laidjz1az'b;
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Onde as últimas relações podem ser dadas por:

1; = az casa igoaçã =]

TA das vo.
Cc

Assim, temos a matriz de Alexander para K,, dada por:

Então,

a: a2 ... dn [6 d

l l l
o dA! ja
O the! jah

—téêm 1601 te s tó
A | o)

o O O 0 —l

Note que o determinante da matriz obtida pela eliminação de uma coluna não depende
da coluna escolhida. Assim, consideremos a matriz D obtida eliminando a primeira coluna
e calculando o detD através da regra de Laplace pela ultima linha, resulta no polinômio de
Alexander para o nó K,.

4.2 Construção da Família de Exemplos.

Construiremos nesta seção uma família de exemplos, para cada polinômio p (t) com p(1) =
1 encontraremos um nó 2­dimensional cujo o polinômio de Alexander é o polinômio dado;
verificando que o teorema principal não pode ser melhorado.

Antes de construirmos a S, veremos um resultado dado por Terasaka: ” Seja p(t) um
polinômio com a propriedade p(1) = —1 então p(t) se expressa como um determinante de
ordem ímpar do tipo:

to oO ... t 1
1 e oO tº 1
o) 1 HS t3 1]

0 "s tó1
o e. |

onde «e; = +1, Ye; = 0 e ó; = e; ou 0.º
Passemos agora à construção de S,.
Seja p (t) um polinômio com p(1) = 1, como o polinômio de Alexander fica determinado

pelos fatores +tÀ, podemos supor que p (1) = —1, logo p (t) pode ser expresso pelo determinante
T (conforme Terasaka).
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Considere o determinante

to e... E |
—te t2 1

t8 1

—tº 1]
1 ­|

(n+1)x(n+1)

no qual e&; = +1 e 6; = e; ou 0. Assim, fica claro que esta família de determinantes engloba a
família de determinantes do tipo proposto por Terasaka.

Construiremos S, sobre o determinante

—t o
—,7!

O t­1

1 0 O

o 1 0 t'—1
o O t O

o O 1 AH

D,=

o que nos resulta o polinômio p (t) =t7! +t — 1 onde p(1) =1.
Obtemos D, a partir de D, (t) fazendo:

e=601=1
62 =­1;6,6=0
ez = dz = —1
Ea =0a4 =]

o que nos dá o seguinte nó Kyp: Fo

(FAVAV:ue t
a

Figura 4.4

A Figura 1.1 está em Eº = ((t1,t2,t3,0)); em que T é um anel cujo bordo é formado pelos
círculos Br Ba B3 Ba B, e CICIC3C1ACr. Tome 4 discos em Eº dos quais dois discos, cujos bordos
são as curvas fechadas AB] B3aB3A e DC,C39C3D, estão em Fi = ((t1,to,ta,ta) com ta > O)
e os outros dois discos cujos bordos são AB1BaB3A e DC,CaC3D, estão no conjunto Et =
((t1,t2, ta, ta), com ta < 0).

Assim, colando estes 4 discos naturalmente com o anel T através dos respectivos bordos,
temos uma 2­—esfrera em Rº (ou seja, em Sº). Naturalmente, neste caso, não podemos fazer
uma visualização geométrica, pode ser criada uma situação analoga no R$ para dar a noção
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exata de que este processo resulta uma 2­esfera. Para tanto tome o anel T e as curvas À e D
da seguinte forma :

T=[­1,1)x Q Cc Rô, onde Q é o quadrado no plano 12 de vértices (41,0), (0,1);
A é uma curva no plano y2, ligando os pontos B; = (1,1) e Ba = (1,1);
D é uma curva no plano yz2 ligando os pontos Cy = (—1,1) e Cg = (—1,—1).

eP A

Note que neste caso devemos tomar os quatro discos com os mesmos bordos de antes, porém
eles devem estar no R$; c nossa colagem resultará na 2—esfera desejada.

Como vimos na seção 1.4, para calcular o polinômio de Alexander de um nó devemos
observar as situações em que acontecem os cruzamentos para, em cada uma, obter os valores de
€; e 6, e então, montar a matriz de Alexander cujo determinante é o poliáomio de Alexander
do nó.

Com isso, observando a S, temos a seguinte matriz de Alexander:

—t O O O t­1l
tl 0q o )

1 ml o tio
t o
1 1

1

0

0 0 1

o o o

;
14+1—t

Doe calculando seu determinante temos det M = Do: Portanto, o polinômio de Alexander
de S, é t +t£7! — 1 sendo igual ao polinômio p (t) dado no início, o que finaliza a primeira parte
do problema.

Represente o nó K, com a seguinte mudança; ao invés de tomar o anel T e as curvas À e D
da forma inicial, considere o anel T como na Figura 1.2 e as curvas A e D envolvendo­o, como
na figura abaixo:

Figura 4.6
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Temos, então, a 2—esfera S, no Rº = ((r,y,z,t)), cuja projeção no plano ry está represen­
tada abaixo:

Assim vemos que a projeção no plano é uma função estável sem cúspide, já que se tem,
apenas, pontos regulares e de dobra.

Fazendo a projeção no eixo Or obtém­se, exatemente, 6 pontos críticos como pode ser visto
na seguinte figura:

4X

U
'

'
'

2a|

Logo para todo polinômio p(t) (p(t) £ cte) com coeficientes inteiros, tal que p(1) = +1
existe um S, em Ri, S, não é a esfera padrão e mais, considerando o mergulho f : Sº — R$,
temos que f (S?) = Sp. Assim, temos a família de exemplos desejada.
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Temos, então, a 2—esfera S, no Ri = ((x,y, 2,t)), cuja projeção no plano ry está represen­
tada abaixo: SEITA

Assim vemos que a projeção no plano é uma função estável sem cúspide, já que se tem,
apenas, pontos regulares e de dobra.

Fazendo a projeção no eixo Or obtém­se, exatemente, 6 pontos críticos como pode ser visto
na seguinte figura: o AS S

Logo para todo polinômio p (t) (p(t) £ cte) com coeficientes inteiros, tal que p(1) = +1,
existe um S, em R$, Sp não é a esfera padrão e mais, considerando o mergulho f : Sº — R$,
temos que f (S?) = S,. Assim, temos a família de exemplos desejada.
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