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Resumo

Neste trabalho estudamos sistemas diferenciais for¢cados, também conhecidos como sis-
temas de equagoes com impasse. Estudamos os casos onde tais sistemas sao suaves e
os casos onde sao possivelmente descontinuos. Usando técnicas de perturbacao singular
obtemos alguns resultados sobre a dinamica destes sistemas em vizinhancas dos conjuntos
de impasse. No caso suave, a Teoria de Fenichel cléssica é crucial para o desenvolvimento
dos principais resultados. Para o caso com descontinuidades, uma teoria similar a Teo-
ria de Fenichel é desenvolvida. Além disso, estudamos a bifurcacao de ciclos limites das
orbitas periddicas de um centro diferencial linear quando perturbamos tal centro dentro

de uma classe de sistemas diferenciais lineares por partes com impasse.

Palavras chave: Sistemas forcados, problemas de perturbacgao singular, con-

junto de impasse, campo de vetores descontinuos, método averaging.



Abstract

In this work we study constrained differential systems, also known as systems of equations
with impasse. We study the cases where such systems are smooth and the cases where
they are possibly discontinuous. Using singular perturbation techniques we obtain some
results on the dynamic of these systems in neighborhoods of the impasse sets. In smooth
case, the classical Fenichel’s Theory is crucial for the development of the main results. For
the case with discontinuity, a similar theory to Fenichel’s Theory is developed. Moreover,
we study the bifurcation of limit cycles from the periodic orbits of a linear differential
center when we perturb such center inside a class of piecewise linear differential systems

with impasse.

Key words: Constrained systems, singular perturbation problems, impasse

set, discontinuous vector fields, averaging method.
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Introducao

Neste trabalho estudamos alguns aspectos qualitativos e geométricos relativos a teoria de
sistemas dinamicos forgados. Tais sistemas aparecem de um modo natural em um grande
nimero de problemas fisicos, principalmente na Teoria de Circuitos Elétricos [17]. Em

notacao matricial um sistema forcado pode ser escrito como
A(z)i = F(x), x e R", (1)

onde A é uma fung¢ao matricial e F' é um campo de vetores.

A principal caracteristica de um sistema diferencial forcado é a existéncia do assim
chamado conjunto de impasse T4, formado pelos pontos onde o determinante da matriz
A em (1) se anula. A existéncia deste conjunto é o que difere um sistema forgado de uma
equacao diferencial ordindria autonoma usual. Na figura 1 temos ilustrado um exemplo
de um conjunto de impasse com algumas trajetérias préximas a este conjunto.

Nos tltimos anos, alguns autores contribuiram fortemente para o desenvolvimento e
amadurecimento do estudo de sistemas forgados. Em [27] por exemplo, podemos encontrar
um estudo do retrato de fase de sistemas forcados genéricos de classe C'*° préximo aos
pontos do conjunto de impasse. Alguns resultados relativos a formas normais suaves C*>
obtidos em [27] foram estendidos para dimensoes maiores em [23]. Nos trabalhos [13] e
[21] podemos obter o estudo da estabilidade estrutural de sistemas forgados polinomiais e
sistemas forcados de classe C", respectivamente. Bifurcacoes de familias a um parametro
de sistemas for¢ados planares foram estudados em [14]. Em particular, nesta uiltima
referéncia, a estratificacao do conjunto de impasse para uma familia genérica de sistemas
forcados foi dada.

Uma classe muito especial de exemplos de sistemas forcados é obtida quando consid-
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Figura 1: Conjunto de impasse Z4.

eramos os assim chamados problemas de perturbacao singular. Tais problemas surgem

frequentemente em aplicagoes e podem ser escritos como

= f(r,y,e), ey=g(w,y,e), (2)

onde x € R", y € R™ e ¢ € R é um parametro pequeno. As propriedades das solugoes de
um problema de perturbacao singular podem ser estudadas usando métodos geométricos
da teoria de sistemas dinamicos. Esta aproximacao ficou conhecida como TGPS-Teoria
Geométrica das Perturbagoes Singulares, e foi fundamentada por Fenichel em [10].

Nosso principal objetivo nesta tese é estabelecer conexoes entre a teoria de sistemas
forcados e a teoria dos problemas de perturbacao singular. Mais especificamente, usaremos
técnicas de perturbacao singular para descrever o comportamento dinamico de sistemas
forcados nas proximidades de pontos do conjunto de impasse. Focaremos nosso estudo de
sistemas for¢gados em dois casos distintos.

Primeiro consideraremos familias de sistemas forcados para os quais a hipdtese de
suavidade (C*°) no sistema seja cumprida. Para este caso, a Teoria de Fenichel cldssica
realizada em [10] serd crucial para o desenvolvimento dos principais resultados. Este serd
o conteudo do Capitulo 2.

O Capitulo 4 sera dedicado ao estudo do segundo caso mencionado acima. Este caso

consiste em considerar sistemas for¢ados descontinuos. Mais especificamente, permitire-
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mos que na definicao do sistema forcado, o campo de vetores envolvido, seja um campo
do tipo Filippov. Neste caso, a teoria classica de Fenichel nao podera ser mais aplicada.
No intuito de contornar esta situagao, consideraremos sistemas de Filippov singularmente
perturbados. Desenvolveremos uma teoria similar a Teoria de Fenichel, para este novo
tipo de sistema. Este serd o conteido do Capitulo 3. Aplicaremos esta nova teoria no
estudo do segundo caso descrito acima, ou seja, no caso de sistemas forcados descontinuos.

No paragrafo anterior fizemos mencao a um outro importante conceito, que sao os
sistemas de Filippov. Este assunto tem sido objeto de muitas pesquisas nos ultimos
anos e tem obtido grandes avancos principalmente devido ao fato de possuir uma estreita
relacao com outros ramos das ciéncias, como a engenharia e a fisica.

Agora, em se tratando do estudo de sistemas de Filippov singularmente perturbados,
apenas recentemente este assunto tem sido abordado. A ideia do desenvolvimento de uma
teoria similar & teoria dada por Fenichel em [10] para estes tipos de sistemas, foi explo-
rada primeiramente no artigo [18]. Neste artigo os autores estudaram a assim chamada
bifurcacao grazing-sliding em sistemas de Filippov singularmente perturbados.

No Capitulo 1 daremos um apanhado geral sobre as trés teorias envolvidas neste
trabalho: a teoria de sistemas forcados, a teoria geométrica das perturbacoes singulares,
e finalmente, a teoria de campos de vetores descontinuos.

Dentre os resultados obtidos nesta tese, alguns merecem um destaque maior. Damos

a seguir uma descri¢ao informal de tais resultados.

Resultado 1. Neste resultado consideramos familias A(z, \)& = F(z) de sistemas
diferenciais forcados suaves. Em resumo, o teorema afirma que a dinamica desta familia
proxima ao conjunto de impasse {det A(z,\) = 0} ¢é diferenciavelmente equivalente a
dindmica de um problema de perturbacao singular como em (2). Veja o Teorema A na
pagina 28.

Resultado 2. Neste resultado consideramos familias de sistemas forcados como as
consideradas no Resultado 1. Nele exibimos condicoes para a existéncia de pontos singu-
lares e Orbitas periddicas e suas respectivas estabilidades na vizinhanca do conjunto de
impasse. Veja o Teorema B na pagina 30.

Resultado 3. Neste teorema tratamos com sistemas forcados que possuem conjuntos
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Figura 2: O problema reduzido (sistema (3) com & = 0) é um sistema descontinuo definido sobre {H = 0}. A teoria
classica de Fenichel diz que pontos singulares do problema reduzido, fora da intersec¢do com {h = 0}, sdo persistentes para

€ > 0. Provamos que singularidades em {H = 0} N {h = 0}, também persistem sob certas condigdes.

de impasse nao-regular, como por exemplo impasses do tipo xy = 0. Usando um blow-up
polar de coordenadas, veremos que é possivel obter um sistema for¢ado cujo conjunto de
impasse € regular. Trata-se de uma forma de regularizar os pontos do conjunto de impasse
que nao sao regulares. Veja o Teorema C na pagina 42.

Resultado 4. Neste teorema consideramos sistemas de Filippov singularmente per-

turbados da forma

F(z,y,e) se h(z,y,e) <0,
G(z,y,e) se h(z,y,e) >0, (3)

gy = H<x’ y? 6)’

oh —
oy —

onde x € R", y € R e ¢ € R é um parametro pequeno. Sob a hipdtese 0, temos que
o campo de vetores deslizante associado ao sistema (3) é um problema de perturbagao
singular suave como em (2). Além disso, a dinamica do problema reduzido associado a
esta perturbacgao singular suave coincide com a dinamica do campo de vetores deslizante
associado ao problema reduzido de (3). Veja o Teorema D na péagina 49.

Resultado 5. Este resultado é a versao do classico Teorema de Fenichel para sistemas
(3). Em resumo, ele diz que qualquer estrutura do campo de vetores deslizante associado

ao problema reduzido de (3), na qual persiste sobre perturbagao regular persiste sobre
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perturbacao singular. Veja o Teorema E na pagina 50.

Resultado 6. Neste teorema consideramos familias A(z, \)& = F(x) de sistemas
forcados descontinuos, ou seja, assumimos que o campo de vetores I’ é do tipo Filippov.
Em resumo, o teorema afirma que a dinamica do campo deslizante associado a essa familia
préximo ao conjunto de impasse {det A(x,\) = 0} é diferenciavelmente equivalente a
dinamica deslizante associado a um sistema de Filippov singularmente perturbado como
em (3). Veja o Teorema F na pégina 61.

Resultado 7. Neste resultado consideramos familias de sistemas forcados como as
consideradas no Resultado 6. Exibimos neste teorema condigoes para a existéncia de
pontos singulares e orbitas periédicas do campo deslizante associado a tais familias com
suas respectivas estabilidades na vizinhanca do conjunto de impasse. Veja o Teorema G

na pagina 63.

Finalizando nosso trabalho, estudaremos no Capitulo 5, o problema de encontrar e
quantificar ciclos limites em equacgoes diferenciais. Mais precisamente, partindo de um
centro diferencial linear em R", estudaremos o ntimero de ciclos limites que bifurcam das
orbitas periddicas de tal centro quando o perturbamos dentro de uma classe de sistemas
diferenciais lineares por partes com impasse. As demonstracoes dos principais resultados
desta parte sao baseadas no método averaging de primeira—ordem. Apresentamos este
método no Apéndice 6, na forma recentemente obtida em [1], onde a diferenciabilidade do
sistema nao é necessaria. O processo de regularizacao desenvolvido por Marco Teixeira e

por Jorge Sotomayor em [22] possibilitard a utilizacao da teoria averaging.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Introduzimos neste capitulo alguns conceitos basicos e definicoes que compoem a teoria
de equagoes com impasse, a teoria geométrica de problemas de perturbacao singular e de
campos de vetores descontinuos. Tais conceitos e definicoes nos serao tteis no decorrer

do texto. Apresentamos também alguns resultados preliminares sobre tais teorias.

1.1 Sistemas forcados

O foco desta tese é o estudo de uma classe de equacgoes diferenciais implicitas tendo a

forma

F(z,2)=0, ... ,Fy(z,&) =0, (L.1)

onde F; : R™ x R® — R sao fungoes de classe C", i = 1,...,n. Recordamos que uma
solugao de (1.1) é uma curva de classe C*, v : [a,b] — R" tal que Fi(y(t),"y(t)) =0,
para cada t € [a,b] e ¢ = 1,...,n. Nesta tese estamos considerando fungoes F1, ..., F,

satisfazendo
n

Fi(z, &) =Y ay(x)i; — fix),

Jj=1
para ¢ = 1,....,n, onde x = (x1,...,2,) € R™ e a;, f; sdo funcdes de classe C" em R™.

Com isso o sistema (1.1) torna-se

Z aij(r)z; = fi(z),

14
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para i = 1,...,n. Chamamos tal sistema de sistema diferencial forgado (ou simples-
mente, de sistema forgado). Em notagao matricial um sistema forgado pode ser escrito

COo1mo

Ax)t = F(x), x € R", (1.2)
onde A = (a;;) é uma funcdo matricial n x n, n > 2, e F' = (fi, fo,..., fn) é um campo
de vetores. Um sistema da forma (1.2) serd denotado por (A, F'). Sistemas como (1.2)
sao relevantes em um grande niimero de problemas fisicos, principalmente na Teoria de
Circuitos Elétricos (veja [17] e também os exemplos dados nesta tese).

O conjunto de impasse Z, de um sistema for¢ado (1.2) é definido por

Ty ={x € R":d,(x) =det A(x) = 0}.

Por essa razao, sistemas (1.2) s@o também conhecidos como sistemas com impasse.
Vamos assumir que Z, é uma subvariedade de codimensao 1 em R". Qualquer p € 4 é

chamado um ponto de impasse. Para € (R" \ Z4), o sistema (1.2) torna-se
i =AY (2)F(z), x € R"\ Zy. (1.3)

Exemplo 1. Considere a familia a um—parametro A € R de sistemas forcados
=0, (AE(@*+92))y=1. (1.4)

Neste caso, o conjunto de impasse de (1.4) define uma superficie em R? dada pela equagao

A = +(2? + y?). A Figura 1.1 ilustra o retrato de fase da familia (1.4).

Exemplo 2. Um outro exemplo de uma familia de sistemas forcados é
i =0, (A £ (2* —yH))y = 1. (1.5)

A superficie de impasse de (1.5) é definida pela equacao A\ = +(2? — y?). O retrato de
fase de (1.5) é dado na Figura 1.2.
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Figura 1.1: Ponto critico de Morse do tipo maximo situado sobre uma linha de dobras na superficie de

impasse.

Figura 1.2: Ponto critico de Morse do tipo sela situado sobre uma linha de dobras na superficie de

impasse.
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Exemplo 3. Problemas de perturbagao singular constituem uma classe muito especial de

sistemas forcados. Esta classe de sistemas pode ser escrita da forma

&= f(z,y,¢), ey = g(x,y,¢),

onde x € R", y € R™ e ¢ € R é um parametro pequeno. As funcgoes f e g sao de classe

C". A equagao singular de van der Pol

. . L4

T =1y, Y=Yy—3zvy -4
onde z,y € R, é um exemplo tipico de um problema de perturbagao singular (veja [8, 9]
para mais detalhes). Na segao 1.2 apresentaremos com mais detalhes a teoria que funda-

menta os problemas de perturbacao singular.

As solugoes, érbitas, singularidades, e demais ingredientes de (1.2) sao definidos
somente fora do conjunto de impasse pelos elementos similares correspondentes do sistema
(1.3). Assim, o retrato de fase de (1.2) ¢é caracterizado por um par ordenado cujo
primeiro elemento é o conjunto de impasse Z4 e o segundo elemento é o retrato de fase de
(1.3). Para cada sistema forgado (A, F) associamos o campo de vetores adjunto A*F. A

matriz A* é a matriz adjunta de A, caracterizada por
AA* = A"A =641,
O elemento de ordem ij de A* é
(A*)” = (—1)i+j det Mjia
onde Mj; é a matriz obtida de A removendo a linha j e a coluna i. Note que o sistema
(1.3) pode ser escrito como
&= (04)"TA*(z)F(z).
Com isso, o retrato de fase de (1.2) pode ser obtido agora pelo retrato de fase de A*F
removendo de suas érbitas os pontos de impasse e invertendo a orientacao ao longo das
6rbitas nas regioes onde 64 é negativo. Em resumo, temos que o retrato de fase de (1.2)
equivale ao retrato de fase do seguinte campo de vetores descontinuo
A*F(z) se det A(z) >0,
—A*F(z) se det A(z) < 0.
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Geralmente nenhuma solucao de (1.2) passa através de Z4. Por exemplo, se consider-

amos o sistema forcado

=1, aj=(y-1)
entao a curva de impasse é x = 0 e nenhuma solucao passa através da curva de impasse
exceto em (0,1). Uma solugao através de (0,1) é dada por v(t) = (¢,1), t € R. Outro
exemplo é

=1, yj=(y-1)
o qual nao tem solugao passando pela curva de impasse y = 0. Uma questao natural
surge: Quando existe uma solucao passando através de um ponto de impasse? Abaixo,

condigoes necessarias para a existéncia de uma solugao passando através de um ponto de

impasse sao apresentadas.

Proposicao 1.1.1. Se existe uma solugio de (1.2) passando através de um ponto de

impasse p € T, entao p € um ponto singular do campo de vetores adjunto A*F.
Demonstracao — De fato, suponha que v(t) = (z1(t),...,z,(t)) é uma solucdo de
(1.2) tal que v(tp) = p. Entao
A(p)i(to) = F(p). (1.6)

Multiplicando a igualdade (1.6) pela matriz adjunta A*(p) temos

0 =(64(0) 1 ) (to) =(A" () AP) ) F(to) = A* () F(p)

pois p € Zy, isto é, d4(p) = 0. Portanto, p é um ponto singular de A*F. n

A seguir apresentamos um exemplo na Teoria dos Circuitos Elétricos onde o modelo

de equacao diferencial obtido é um sistema for¢ado da forma (1.2).

Exemplo 4. Considere um circuito de rede RLC nao-linear consistindo de um ramo
resistor, um ramo capacitor e um ramo indutor em paralelo. Denote por x; = I; as
correntes no i-ésimo ramo, i = 1,2,3, e por z4 = V a voltagem (comum) em cada ramo.
Supomos que C'(V') e L(I3) representam a capacitancia e a indutancia, respectivamente,

onde C': R — (0,00) e L : R — (0,00) sado fungdes suaves (veja Smale [19] ou Takens
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[25]). Das leis de Kirchhoff temos I; + I 4+ I3 = 0, enquanto que a evoluc¢ao no tempo da
voltagem e correntes elétricas nos ramos capacitor e indutor sao dadas por I, = C (V)V
eV = L([g)j3. Finalmente, no ramo resistor, I; e V' estao relacionadas através de uma
equagao da forma g(/;,V) =0, onde g : R x R — R é uma fungao suave.

As equacoes governando a evolucao da voltagem e correntes elétricas do circuito de

rede acima tem a forma (1.2) onde z = (21, T, 3, 24)7 e

00 0 0 T1+ 22+ 3
0 0 0 0 T1,T
A | P g(w1,74)
00 L(:Bg) 0 Ty
00 0 C(xy) T

Definig¢ao 1.1.2. Dizemos que dois sistemas for¢ados (A, F) e (B, G), nos pontos p1 € po
sao topologicamente equivalentes se existir um homeomorfismo h de uma vizinhanga
U de p1 em uma vizinhanca V de py que leva T, em Ig e envia arcos de orbitas de
A*F sobre arcos de orbitas de B*G, preservando sua orientacao forcada positiva. Essa

orientacao € definida pela orientacdo de A*F multiplicada pelo sinal de d 4.

Definicao 1.1.3. Um ponto p € 4 é regular se Vis(p) = (%(p), . %(p)) # 0.

ox1 ? Oz

Dizemos que Z, € um conjunto impasse-regular se Voa(p) # 0 para todo p € Ly.

1.2 Teoria geométrica das perturbacoes singulares

Nesta secao resumimos alguns conceitos tteis e o principal resultado da teoria geométrica
das perturbagoes singulares (veja também [10], por exemplo).
Sejam w = (z,y) € R™™ e f, g fungoes suaves. Tratamos com equagoes que podem

Ser escritas na forma
= f(z,y,¢), ey = g(z,y,¢). (1.7)

A principal caracteristica de problemas da forma (1.7) é a existéncia de duas escalas de
tempo diferentes: uma escala de tempo lenta ¢t e uma escala de tempo répida 7 := t/e. Por
esse motivo, problemas como (1.7), sdo também conhecidos como sistemas lento—rapido.

Mais precisamente, o sistema (1.7) é chamado de sistema lento. Transformando (1.7)
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para a varidvel rdpida 7 := t/e obtemos o sistema rapido equivalente

x’zgf(x,y,g), y’:g(x,y,é). (18)

Se consideramos ¢ = 0 em (1.7) e em (1.8) obtemos dois sistemas com dinamicas essen-

cialmente diferentes: o problema reduzido

:t:f(:myvo)v OZQ(QT,y,O), (19)

e o problema layer

7 =0, vy = g(z,y,0). (1.10)

Seja S = {(z,y) : g(x,y,0) = 0}. Chamamos S a variedade lenta do problema de per-
turbagao singular. Note que (1.9) define um sistema dinamico sobre S. Por outro lado,
S é uma variedade de pontos singulares para (1.10). A ideia da teoria geométrica das
perturbagoes singulares consiste em combinar resultados sobre as dinamicas dos dois prob-
lemas limites (1.9) e (1.10), para poder obter informacao sobre a dinamica do problema

singularmente perturbado (1.7) para valores pequenos de €.

Definigao 1.2.1. Dizemos que o sistema (1.8) é normalmente hiperbdlico em py =

(x0,y0) € S se a parte real dos autovalores de Dayg(zo,yo,0) sdo diferentes de zero.

Comegamos nossas anélises considerando o sistema répido (1.8) complementado pela

equagao trivial &’ =0

¥ =cf(x,y,e), v =glx,ye), &=0. (1.11)

Seja G(z,y,¢) = (ef(z,y,¢),9(x,y,€),0) o campo de vetores definido pelo sistema (1.11).
Assumimos que a parte linear de G em pontos (z,y,0), tais que (z,y) € S, tem k*
autovalores com partes reais negativas e k" autovalores com partes reais positivas. Os

autoespacos estavel e instavel correspondentes tem dimensoes k° e k*, respectivamente.

Definicao 1.2.2. Sejam A, B C R"™™ conjuntos compactos. A distdncia de Haus-

dorff entre A e B ¢é definida por D(A, B) = max,,ca ep{d(z1, B),d(z2, A)}.
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A principal questao na teoria geométrica das perturbagoes singulares é exibir condigoes
sobre as quais uma 6rbita singular pode ser aproximada por 6rbitas regulares para € | 0,
de acordo com a distancia de Hausdorff.

Estamos agora em posi¢ao para afirmar o Teorema de Fenichel (veja [10, 24] para de-
talhes). Grosseiramente falando, este teorema afirma que qualquer estrutura do problema
reduzido a qual persiste sobre perturbacao regular persiste sobre perturbagao singular por

restricao do fluxo do sistema rapido a variedade central.

Teorema 1.2.3 (Fenichel). Considere uma familia de classe C™ como em (1.8). Seja N
uma variedade invariante compacta normalmente hiperbolica j—dimensional do problema
reduzido (1.9) com uma variedade local estdvel W* de dimensdo j + j° e uma variedade

local instavel W* de dimensao j + 7*. Entao eziste €1 > 0 tal que:

1. Existe uma familia de classe C™ de variedades {N. : ¢ € (—e1,e1)} tal que Ny = N

e N2 é uma variedade invariante hiperbdlica de (1.8);

2. Existem familias de classe C"™' de variedades {N* : ¢ € (—e1,61)} e {N* : ¢ €
(—e1,e1)} de dimensdes (j + j° + k®) e (j + j* + k™) tais que para € > 0, N* e N*

sao variedades locais estdvel e instdvel de N-, respectivamente.

1.3 Campos de vetores descontinuos

Nesta secao introduziremos algumas defini¢oes e resultados preliminares acerca de campos

descontinuos.

O estudo de sistemas dinamicos nao suaves (ou sistemas de Filippov) tem, em recentes
anos, estabelecido uma importante fronteira entre Matematica, Fisica e Engenharia. A
beleza matemaética de tais sistemas e sua forte relacao com outros ramos fez este tema ter
sido objeto de muitas pesquisas nos ultimos anos. A principal fonte de motivacao para
o estudo de sistemas que emergem de equacoes diferenciais com lado direito descontinuo

vem da teoria do controle (veja [7], por exemplo).
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O caso mais simples de um sistema de Filippov é quando o espago de fase é composto
por dois dominios tal que para cada dominio uma equacao diferencial ordinaria diferente

governa as dinamicas, a saber

F(z) se h(z) <0, (1.12)
0.

Em (1.12), F = (Fy,...,F,) e G = (G, ..., G,) sdo campos de vetores de classe C” sobre
R™ e h: R" — R é uma funcao de classe C" tendo 0 € R como um valor regular, » > 1.
A fronteira comum

M ={z eR": h(z) =0}

entre os dominios M_ = {x € R* : h(z) <0} e My = {x € R" : h(x) > 0} é chamada
de variedade de descontinuidade. Usaremos a notagao Z = (F,G) para representar
o sistema de Filippov (1.12), ficando claro que o campo F' esté definido e é suave sobre
M_ e o campo G esta definido e é suave sobre M. Denotaremos por Q = "(R")
o espaco dos campos vetoriais Z = (F,G) definidos por (1.12). As érbitas de Z sobre
a descontinuidade M seguem as convencgoes de Filippov estabelecidas em [11], a serem

descritas abaixo. A unicidade das solugoes nao é exigida.

Definicao 1.3.1. Dizemos que dois campos de vetores descontinuos Z e Z sio C° M-
equivalentes se existir um homeomorfismo M—invariante k : R™ — R" que leva orbitas

de Z em orbitas de Z, preservando a orientacao.

Observacao 1.3.1. Sobre o conjunto de descontinuidade podemos definir as solucoes
de & = Z(x) sequndo algumas convengoes, visto que as solugoes podem ser duplamente

definidas sobre M. Adotaremos aqui a convencgao estabelecida por Gantmaher e Filippov.

Usaremos a notagao (F.h)(p) = F(p) - Vh(p) para o produto escalar entre o campo de

vetores F': R" — R” e o gradiente da funcao h : R — R.
Definicao 1.3.2. Distinguimos as sequintes regioes sobre a descontinuidade M:
(i) Regiao de Costura: Caracterizada por (F.h)(G.h) > 0;

(ii)) Regiao de Escape: Caracterizada por (F.h) <0 e (G.h) > 0;
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Figura 1.3: Campo de vetores deslizante.

(i1i)) Regiao de Deslize: Caracterizada por (F.h) >0 e (G.h) < 0.
Denotaremos por My, My e M3 as regioes de costura, escape e deslize, respectivamente.

Seja O = M; U My U Mj;. Temos que genericamente O é aberto e denso em M.
Observe que se p € O entao (F.h)(p) # 0 e (G.h)(p) # 0.

Definicao 1.3.3. Sobre a regidgo de deslize definimos o campo de vetores deslizante
fs associado ao sistema de Filippov Z = (F,G) da sequinte maneira: dado p € Mgz, fs(p)
denota o cone gerado por F(p) e G(p) tangente a M, ou seja, fs(p) =m — p, onde m é
o ponto onde o segmento ligando p+ F(p) e p+ G(p) € tangente a M. Veja a figura 1.5.

Observacao 1.3.2. E claro que se p € My entao p € M3 para o campo —Z e assim
podemos definir um campo de vetores f. na regiago de escape Ms por f.(p) = —gs(p), onde
gs denota o campo deslizante associado a —Z = (—F, —G). Aqui usaremos para ambos os

casos a mesma notacao fs.

De acordo com as regras de Gantmaher e Filippov se um ponto do espaco de fase que
estd se movendo em uma 6rbita de Z = (F,G) se encontra com M; entdo estd 6rbita
cruza M; em direcdo a outra parte do espago, e as solugoes de Z = (F,G) através dos
pontos de My U M3 seguem as érbitas de f.

Dado um sistema de Filippov (1.12), a expressao geral para o campo de vetores
deslizante f, associado a (1.12) é dada por

[Vh(z) ()]G (x) — [VA(z)G ()] F(x)
Vh(z)[F(z) - G(x)] '

&= fs(x) = (1.13)
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1.3.1 Regularizacao

Uma aproximagao do campo de vetores descontinuo (1.12) por uma familia a um-parametro
de campos de vetores continuos é chamada uma regularizagao de (1.12). Sotomayor e
Teixeira [22] e Llibre e Teixeira [15] em dimensodes 2 e 3, respectivamente, introduziram
tal processo de regularizacao para estudar campos de vetores descontinuos.

Basicamente o processo consiste em considerar, para cada «ag > 0 suficientemente

pequeno, um campo de vetores suave X,,0 < a < «q, tal que :

(i) lim X, = Z;

a—0
(ii) X,, € igual a F' em todos os pontos de M_ cuja distancia até M é maior que «p;

(i) X,, ¢ igual a G em todos os pontos de M cuja distancia até M é maior que «p.

Mais precisamente, temos o seguinte.

Definigao 1.3.4. (a) Uma func¢io ¢ : R — R de classe C* é uma fung¢ao de

transicdo se p(s) = —1 para s < —1, p(s) =1ses =1 ey (s) >0ses e (—1,1).

(b) A p—regularizag¢ao de um sistema de Filippov (1.12) € a familia a um—parametro

X, de campos de vetores continuos dada por

com o (s) = p(s/a), para a > 0.

Aplicando o processo de regularizacdo no sistema (1.12) temos que as trajetorias do

campo de vetores regularizado X, sao as solugoes do sistema diferencial

Fi+G; h\ F; —G; ,
= < —1,.n. 11
Bt () E5E =t (115




Capitulo 2

Impasses e Perturbacoes Singulares

Neste capitulo estudamos familias de sistemas forgados (1.2) tendo a forma
iy = (z), ... dney = apa(®), A= 2(2))d, = an(z), A=0, (2.1)

onde z : R" — R é uma funcdo de classe C", (ay,...,q,) é um campo de vetores de
classe C" sobre R", r > 1, z € R" e A é um parametro real. Em nosso primeiro resultado
(Teorema A) veremos que as dinamicas da familia (2.1) na vizinhanga de um ponto (z, A)
do conjunto de impasse A = z(x) é descrita por um problema de perturbacao singular.
Um segundo resultado (Teorema B) apresenta as propriedades de estabilidade de conjun-
tos compactos x,—simples (veja Definigdo 2.1.2) da hipersuperficie de impasse. Por fim
estudamos sistemas forcados planares com superficie de impasse nao-regular, onde ap-
resentamos um teorema (Teorema C) sobre regularizagdo em tais pontos nao-regulares.

Estes trés resultados fazem parte do artigo [6].

2.1 Afirmacao dos principais resultados

Comegamos nosso estudo neste capitulo com um resultado sobre a equivaléncia topologica
entre familias de sistemas forcados gerais (1.2) e familias de sistemas forgados da forma
(2.1). A proposigao abaixo generaliza a Proposigao 7 obtida no artigo [14], onde é feito o

cason = 2.
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Proposicao 2.1.1. Considere familias de classe C" de sistemas for¢ados gerais (1.2)

Az, \)i=F(z), A=0, zeR" XeR. (2.2)
, , 00 4 .
Se p = (xo, o) € Za € tal que o posto de A(p) é (n — 1) e W@) # 0 entdo (2.2)

¢ localmente C™2 orbitalmente equivalente (em p) a uma familia de sistemas forcados

(2.1) com a;(x) =@ (z,\), i=1,...,n.

Demonstracao - Como A(zg, Ag) tem posto n — 1 entdo det M;; # 0 para algum
i,7 = 1,...,n, onde M;; é a matriz citada na Secao 1.1 do capitulo anterior. Portanto,

sem perda de generalidade, podemos assumir que o campo de vetores
K= ((=1)"""det My, (—1)""* det M,a, . .., (=1)""" det M,,,)

nao se anula em uma vizinhanga V de (zg,\g). Seja H um hiperplano passando pela
origem ortogonal a K. Na vizinhanca ) tomamos as coordenadas Xy, ..., X, 1 ao longo
do hiperplano H. Definimos X,, como o tempo para o ponto (z, A) € V alcancar H ao longo

do fluxo de K. Claramente nas novas variaveis H = {X,, =0} ¢ £ = (0,0,...,0, X,,).
- 61’1

De x; = (X1, ..., X,n, \), obt ] dacadeia i, = Y —X.,i=1,...,n.

e x; = x;( Xy ), obtemos pela regra da cadeia & ;8)(]‘ iy n
Assim o sistema (2.2) torna-se

G amX) e amn || % || Beow 0

onde
n
_ 5$k .. 1
Clij: Aik =< ,)=1,...,N.
Z X
k=1 9 J

Como X,, é o tempo que o fluxo de K leva para alcancar o hiperplano H entao K =

62:1 3m2 azn
00X, 0Xp? " 70X,

). Assim, pela definicao de matriz adjunta temos

De fato, a;,, i = 1,...,n — 1, é o produto entre a i-ésima linha de A com a n-ésima coluna

de A*.
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Agora, vamos mostrar que aj; # 0, @22 # 0, ..., @r_1)(n—1) 7 0 em V. Por con-
tinuidade das fungoes @z, i = 1,...,n— 1, é suficiente mostrar que a@;(p) # 0. Suponhamos

que @;(p) = 0. Para fixar ideias considere i = 1. Como

i) = (@), ) (FE ). 5220))) =0,

segue que (ai1(p), ..., a1n(p)) e (g—fgl(p), ce gfg; (p)) sdo ortogonais. Mas (g—f{ll(p), ce

Ozn
0X3

(p)> € H. De fato, seja {E1, ..., E,} a base canonica com rela¢do as novas varidveis

Xi,...,X,. Temos que

Ox1 ox, . x(p+tE) — 21(p)
(a—Xl(p),,a—Xl(p)> = (hm ; -

xn(p + LEY)
- |

50 t

i 722+ 1) xn@) - (hmw

Como (“(p;rtEl), . z”(p:rtEl)) € H, para todo t € R, segue que <g§(11 (p), ..., g;”{’; (p)) €

H. Assim, (8"“ Oz

e (p), ..., e (p)) e o campo de vetores K sdo ortogonais. Consequente-

mente, (a11(p), ..., a1,(p)) e K(p) sdo linearmente dependentes, o que é uma contradigao,
pois pela definigdo de matriz adjunta, ((a11(p),...,a1n(p)),(p)) = 0. Analogamente
podemos mostrar que ag # 0, ..., Gpr_1)(n-1) 7 0 em V.

A fim de concluir a demonstragao, para fixar ideias supomos que n = 3. Das afirmacoes

acima, o sistema (2.3) torna-se

(X, \) Xy +an(X,\)X, = F(X,))
@1 (X, \) X1 + a(X, M) X, = (X)) (2.4)
— S - — - [GTRRGY)
onde temos aj; # 0 e @z # 0. Note que, det A = (det M33)az3, onde Msz =
Qg1 Q2

Dividindo a primeira equagao do sistema (2.4) por a1, multiplicando a equagao resultante
por az; e subtraindo isso da segunda equacao, podemos substituir a segunda equagao de
(2.4) por (det Ms3) X, = B Analogamente, dividindo a segunda equagao do sistema (2.4)
por a2, multiplicando a equagao resultante por ay; e subtraindo isso da primeira equagao

podemos substituir a primeira equagao por (det Mgg)Xl = ﬁ Agora, multiplicando a
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terceira equacao de (2.4) por det M33 e usando as duas equagoes obtidas acima, podemos
substituir a terceira equacio de (2.4) por (det A)X; = F,. Assim obtemos de (24) o

seguinte sistema
(det Mgg)Xl = ?1, (det M33)X2 = ?2, (det X)Xy) = ?3 (25)
Como det A = (det Ms3)a@s3 segue que o sistema (2.5) é equivalente a

X =a(X,)), Xo=a(X,)), (detA)X5=as(X,\). (2.6)

) 00 4 , 007
Visto que a(p) # 0 temos também N

Implicita, o conjunto de impasse de (2.6) definido pela equacio d(X, \) = det A(X,\) =

(p) # 0 . Assim, pelo Teorema da Fungao

0 pode ser escrito localmente como A = z(X). Isso completa a prova da Proposicao 2.1.1.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte.

Teorema A. Seja X)(z) um sistema de classe C" definido por (2.1), com r > 1. Con-

sidere o problema de perturbacao singular
T =ceai(zr), i=1,..,n—1, &,=a,(x), £=0. (2.7)
O difeomorfismo H de classe C" dado por
H(z1,...,xn,6) = (T1,...,Tp, e — 2(x1, ..., 7))

leva orbitas de (2.7) com € > 0 sobre drbitas de X(z) prozimos ao conjunto de impasse.

Assim como veremos na préxima secao, a ideia da prova do Teorema A para obter o
problema de perturbacao singular (2.7), consiste em fazer uma mudanca de varidveis onde
temos a relagdo ¢ = A — z(x). Note que por esta mudanca, a folha ¢ = 0 da perturbagao
singular corresponde ao conjunto de impasse A = z(x). Também, para valores pequenos

de ¢, tal mudanca significa que estamos suficientemente proximos do conjunto de impasse.

Antes de enunciarmos nosso préximo teorema, a seguinte definicao é necesséaria.
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e=A-2z(X)

Figura 2.1: Impasse e perturbacao singular.

Definicao 2.1.2. Seja X, () um sistema definido por (2.1). Suponha que py = (xg, \g) €

Aoy

sistema Xy (x) € x,-simples em K C I, se ele o € para qualquer py € K.

T4 € tal que a,(xg) = 0. Dizemos que X,(x) € x,-simples em py se

No intuito de explicar melhor o conteiido do préoximo resultado, o significado da
Defini¢ao 2.1.2 e reforcar a ideia contida no Teorema A, analisemos a Figura 2.1. Nesta
figura temos ilustrado o conjunto de impasse A = z(x) juntamente com a folha ¢ = 0 da
perturbagao singular que é obtida depois de aplicar a mudanga ¢ = A — z(x). A hipersu-
perficie § denota a variedade lenta sobre a qual temos definido a dinamica do problema
reduzido.

Pela mudanca de variaveis citada acima, a variedade lenta S é levada em uma hiper-
superficie ¥ sobre o conjunto de impasse. Pontos normalmente hiperbdlicos da variedade
lenta sao levados em pontos x,—simples da hipersuperficie >. Também, pontos que nao
sao normalmente hiperbédlicos de § sao levados em pontos que nao sao xz,—simples de >.
Este é o significado da Definicao 2.1.2.

Em nosso segundo resultado exibimos condigoes para a existéncia de variedades in-
variantes, como por exemplo pontos singulares e érbitas periddicas, e suas respectivas
estabilidades na vizinhanca do conjunto de impasse. Mais especificamente, olhando a

Figura 2.1, suponha que p € § é uma singularidade normalmente hiperbdlico do sistema
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reduzido de (2.7). Pelo Teorema de Fenichel sabemos que p persiste como uma familia
de pontos singulares hiperbdlicos p. do problema singularmente perturbado (2.7) para
valores pequenos de €. Além disso, é possivel estudar as propriedades de estabilidade de
pe. Pela mudancga de varidveis, a familia p. é levada em uma familia de pontos singulares
hiperbdlicos py de X, (x) proximos ao conjunto de impasse e, além disso, as propriedades
de estabilidade de p) sao preservadas.

Por essa razao, podemos dizer que o Teorema B abaixo trata-se de uma versao similar,
para sistemas forgados suaves, do teorema da variedade invariante de Fenichel [10] (veja

Teorema 1.2.3 no Capitulo 1 desta tese).

Depois de um rescalonamento no tempo 7 = t/e em (2.7) obtemos o sistema lento
T =oi(z), i=1,..,n—1; ei,=a,(z), €=0. (2.8)

Considere G(z,¢) := (eay(z),...,eaqn-1(x), an(x),0) o campo de vetores definido pelo
sistema (2.7). Assumimos que a parte linear de G’ em pontos (z,0), onde a,(z) = 0, tem

k® e k* autovalores com partes reais negativas e positivas, respectivamente.

Teorema B. Seja Ay C T4 uma variedade compacta x,-simples j—dimensional e Py C
{z : a,,(z) = 0} o conjunto invariante correspondente do problema de perturbacao singu-
lar (2.7) obtido do Teorema A. Suponha que Py tem uma variedade local estavel W* de
dimensao (j+ j*) e uma variedade local instavel W* de dimensao (j+ j*) para o sistema

reduzido definido por (2.8) com ¢ = 0. Entao

1. Eziste Ay > 0 e uma C" ' familia {Ay : X\ € (A1, \1)} tal que Ay € uma variedade

invariante hiperbdlica para o campo de vetores adjunto A*F, para todo A € (—A1, A\1);

2. Ezistem C"™1 familias {A5 : X € (=X, M)} e {AY : X € (A, \1)} de variedades
de dimensoes (j + j° + k) e (j + 7* + k"), tais que A5 e AY sao variedades locais

estdvel e instdvel de Ay, respectivamente, para todo \ € (—A1, A1).

Em particular se Py € um ciclo limite do sistema reduzido (sistema (2.8) com ¢ = 0)

entao Ay € uma familia de ciclos limites de A*F.
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Y Y

Figura 2.2: Retratos de fase dos sistemas reduzido e layer do Exemplo 1.

Os ultimos resultados sao ilustrados pelo seguinte exemplo.

Exemplo 1. Considere a seguinte familia a um-parametro de sistemas forcados em R?
T =ux, (x+y—Nyg=y, AR (2.9)
De acordo com o Teorema A, e aplicando a mudanca de varidveis
rL=x, Y1=Yy € E=T+y— N\

obtemos o seguinte problema de perturbacao singular & = x, ey = y. Para ¢ = 0 temos o
problema reduzido & = x, 0 = y. O rescalonamento no tempo 7 = t/e produz o sistema
rapido ©’ = ex, ¥ = y e assim para ¢ = 0 temos o problema layer 2’ = 0, 3/ = y. Os
retratos de fase dos sistemas reduzido e layer sao exibidos na Figura 2.2.

A Figura 2.3 ilustra o retrato de fase do problema de perturbacao singular. Observe
que no ponto de impasse (0,0,0), a configuracao da superficie de impasse é ilustrada na
Figura 2.4. A linha verde nessa figura corresponde aos pontos da forma (\,0,\). Todos
eles sao pontos y-simples da superficie de impasse e correspondem aos pontos da variedade
lenta do problema de perturbagao singular.

Podemos aplicar o Teorema B no ponto (0,0,0). Ao redor deste ponto, o teorema
assegura a existéncia da curva y(\) = (0,0, —X\) e tal que, para cada A fixado, (0,0, —X\)

é um ponto de equilibrio para o campo de vetores adjunto
A'F(2,y,\) = (2% + 2y — A, y).

Além disso, cada ponto (0,0, —\) com A < 0, possui uma variedade local estavel P§ de di-

mensao 1 e uma variedade local instavel P} de dimensao 1. Também, para cada (0,0, —\)
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Figura 2.3: Retratos de fase para ¢ > 0 e € < 0 pequenos.

Figura 2.4: Retrato de fase de (2.9) préximo da superficie de impasse.
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com A > 0, existe uma variedade local instavel Py de dimensao 2.

No préximo exemplo consideramos familias de equacoes de Liénard para as quais sao

permitida ter um conjunto de impasse onde a familia nao esta definida.

Exemplo 2. Considere familias de equacoes de Liénard da forma

Z+ f(x)t + G(z,2,\) =0, (2.10)

CEI

oc(x Z,A)°

onde a funcao G é dada por G(x,%,\) = Como veremos, esse caso da origem a
familias de sistemas forgados (2.2) onde o campo de vetores F' é do tipo Liénard. Usando

resultados conhecidos obtemos um sistema equivalente

1 0 iy (v H(z) | (2.11)
0 d(x,y, )‘) y —g(:v,y)
onde H(z) = [ f(s)ds, a(z,y,\) = o,y — H(x),\) e g(x,y) = g(x,y — H(x)). Seja

p um ponto de impasse de (2.11), isto é, a(p) = 0. Se g—i“(p) =+ 0, entao localmente em
p temos a(x,y,\) = X\ — z(z,y). De acordo com o Teorema A, aplicando a mudanca de
variaveis X =z, Y =y ee = X\ — z(z,y), poderemos tirar conclusdes de (2.11) através

do seguinte problema de perturbacgao singular

2.2 Demonstracao dos Teoremas A e B

Nesta secao provaremos os Teoremas A e B.

Demonstracao do Teorema A. Considere a mudanga de variaveis
Xi=x1, Xo=uz9, ..., Xp=mz,, e=X—2z(z1,...,2,). (2.12)

Observe que o determinante Jacobiano de (2.12) é igual a 1. O sistema dado em (2.1)

leva a forma

Xi=eoi(X), Xy=an(X), é=—cmqm — - erx, 0 - (213)
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onde i = 1,...,n — 1. Note que para valores pequenos de ¢ a mudanga de varidveis (2.12)
diz que o ponto (x, \) estd suficientemente proximo do ponto (x, z(x)) da hipersuperficie
de impasse.

Considerando ¢ = 0 em (2.13) obtemos um problema de perturbacdo singular (2.7).

A aplicacao de classe C",
H(zy,...,xn,6) = (T1,...,Tp,e — 2(x1, ..., 2,))

leva érbitas do sistema (2.7) em 6rbitas do sistema (2.13). Ambos sistemas (2.13) e (2.7)

tem os mesmos pontos singulares. De fato, sejam

Y = (eay, ..., 60 1, 0an, —€(zx,01 + -+ + 2x,_, Q1) — 2x,,0n)

W = (eay,...,eqn_1,a,,0)

os campos de vetores definidos pelos sistemas (2.13) e (2.7), respectivamente. Os pontos
singulares de Y e W s@o os pontos (P,¢) € R" x R\ {0} tais que a;(P) = az(P) =--- =
an(P) = 0. As linearizacoes DY (X,e) e DW(X,e) de Y e W em um ponto qualquer
(X, e) sao dadas por

8041 (90(1 6&1 80&1

ox, T fax, M ox, 7 fax, M
Oon—1 . Oon—1 Oan—1 . Oon—1
€7ox, €ox, Gn-1 | €7ox, €ox, Gn-1 |
Oan - Oan 0 Oan - dan 0
0X1 0Xn 0X1 0Xn
K, .. K, Kn 0 .. 0 0
d K — Oo aanfl _ _ Oan
onde K; = —(2x, x,01+2x, 55+ +2x, 1 X Ono1F2x, 1 5x) — 2X, X, 00— 2X,, 53, para
1=1,...,ne K41 = —zx,0q — - - — 2x,,_, ®,—1. Claramente para os pontos singulares de

Y e W temos que DY (P,e) e DW (P, ¢) tem os mesmos autovalores. Além disso, érbitas
do sistema (2.7) sao levadas em drbitas do sistema (2.13). Em particular, ciclos limites de
(2.7) sao levados em ciclos limites de (2.13). As propriedades de estabilidade desses ciclos

limites sdo preservadas. De fato, suponha que y(t) = (X1(t),..., Xn(t),0), t € R, é uma
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érbita de W. Entao ¢(t) = (X1(t), ..., Xu(t),e0 — 2(X1(t), ..., X, (t))) é uma orbita de
Y. Com efeito,

D(t) = (X1(1),. .., Xu(t), —2x, X1 (t) — -+ — 2x, Xn(t)) =
= (coa(r(®).- -+ a3 (1), —ezm @1 (1B) = - = 2w, (3(1))) =
= (coa((0), . an(@(8), —ezx o (1) = -+ = 2x,00(6(1) ) = Y ((1),

para todo t € R. Além disso, se y(t) é uma drbita periddica de W, entao claramente 1) (t)
¢é também uma Orbita periddica de Y.
Agora, suponha que v é um ciclo limite estavel. Mostremos que ¢ é também um ciclo

limite estavel. Temos que existe uma vizinhanca V de «y tal que

lim d(¢(¢,q),7(t)) =0, (2.14)

t—ro0
para todo ¢ € V. Chame de ¢(t,q) = (Y1(t),...,Y,(t),e1) a trajetéria de W passando por
q. Queremos dizer que dado uma vizinhanca V de v podemos encontrar uma vizinhanca
V' de 1 tal que em correspondéncia a cada trajetoria ¢(t, q) de W obtemos uma trajetoria
o(t,q) = (Yai(t), ..., Yu(t),e1—2(Yi(t),...,Y,(t))) de Y por um ponto g, e reciprocamente.

Adotamos em R™™! a métrica d(z,y) = |r1 — y1| + -+ + |Tui1 — Yna1], onde x =

(1, Tpy1) €Y = (Y1, -+, Yns1). A igualdade (2.14) diz que

1m0m@—Xﬁn+m+nuw—xmﬂ+h—%o:oj

t—o0
= tlgilo lYi(t) — X;(t)] =0 e tliglo ley —eol =0,
para todo i = 1,...,n. Em particular, ¢y = £;. Consequentemente,
Jim d(@(,3), 9(0)) = Jim (Va(6) = X ()] 4+ [Yalt) = Xo(0)] +
HV (1), Yat) = (X (8), o, Xu(®)]) = Jim [¥i(t) = Xa(0)] + -+
ot lim (V) = Xa()] + Jim [2(Vi(8), ., Ya(t) = 2(X0(8), ., Xu(8))] = 0.

Portanto v é um ciclo limite estavel de Y. Analogamente, se v é um ciclo limite instavel
ou semi—estavel entao ¢ também serd instavel ou semi—estavel.

Concluimos que H ¢é um difeomorfismo de classe C" que envia 6rbitas de (2.7) com

e > 0 sobre érbitas de (2.1). -



36

Provamos agora o Teorema B.

Demonstracao do Teorema B. Para fixar ideias supomos que 7 = 0. Aplicando o Teorema
1.2.3 para o ponto singular normalmente hiperbélico P = (Zg,0) do problema reduzido

(sistema (2.8) com ¢ = 0) obtemos €; > 0 satisfazendo o seguinte.

1. Existe uma C™! familia {P. : € € (—ey,&1)} tal que Py = (Zo,0) e P- é um ponto

singular hiperbdlico de (2.7);

2. Existem C™! familias {P5: ¢ € (—e1,61)} e {P": e € (—&1,61)} de variedades de
dimensoes (j* + k*) e (j* + k“), tais que P? e P* sao variedades locais estdvel e

instavel de P., respectivamente, para todo € € (—e1, 7).

Pontos singulares P. de (2.7) sdo enviados em pontos singulares A, de (2.1) (isto
é, pontos singulares de A*F) proximos a hipersuperficie de impasse Z4. Além disso, as
propriedades de estabilidade sao preservadas. Assim, para cada variedade local estavel
P de dimensao (j*+ k°) e para cada variedade local instavel P* de dimensao (j*+ k") de
P. correspondem variedades A3 e A} de dimensdes (5° +k°) e (j* + k"), tais que A3 e A}
sao variedades locais estavel e instavel de Ay, respectivamente, para todo A € (—Ag, Ap).

2.3 Aplicacoes

Nesta secao damos outras aplicagoes dos Teoremas A e B.

Exemplo 3. Considere a seguinte familia a um-parametro de sistemas forcados em R3
= f(z,y,2), y=g9x,y,2), (x+y+z—Ni=z—uzx, (2.15)

onde

a,y,2) = —y—a(-1+2+ )+ (z—2)* e gla,y,2) = 2 —y(~1+2>+y?) — (2—2)>

De acordo com o Teorema A, depois de aplicar a mudanga de variaveis (X,Y, Z) = (z,y, 2)

ee=1x+y+z— \ poderemos tirar conclusoes para (2.15) através do seguinte problema
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Figura 2.5: Retratos de fase de (2.17) e (2.19).

de perturbacao singular

X=f(X,Y,2), Y=g9X,Y,2), eZ=7-X. (2.16)
Para e = 0 em (2.16) temos o problema reduzido
X=f(X,Y,2), Y=¢X,V,Z2), 0=Z—-X. (2.17)
Depois do rescalonamento no tempo 7 = t/e em (2.16) obtemos o sistema rapido
X' =ef(X,Y,2), Y =eq(X,Y,2), Z' =7—X, (2.18)
e para € = 0 em (2.18) temos o problema layer
X'=0, Y =0, Z=Z-X. (2.19)

Os retratos de fase de (2.17) e (2.19) sao dados na Figura 2.5.

Para o retrato de fase do problema reduzido (2.17) usamos coordenadas polares X =
rcosf, Y = rsenf. Usando estas coordenadas ¢é facil ver que o sistema (2.17) apresenta
um ponto singular na origem e um ciclo limite estavel I'. De acordo com a Defini¢ao
2.1.2, todos os pontos do conjunto de impasse sao z-simples. Aplicando o Teorema B,
obtemos para A pequeno, familias {Py} e {I'y} de pontos singulares e ciclos limites de
A*F| respectivamente, tais que Py = 0 e 'y = I'. Além disso, cada ponto singular P, tem

uma variedade local instavel Py de dimensao 3, e cada ciclo limite I'y tem uma variedade
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local estavel I'j de dimensao 3 e uma variedade local instével I'{ de dimensao 2.

Exemplo 4. Considere a seguinte familia de sistemas for¢cados

1 0 T sen x
= ) (2.20)
0 A—seny-+cosz U sen y

A igualdade A\ = seny — cosz define a superficie de impasse de (2.20). Por exemplo, o
nivel A = 0 da superficie de impasse corresponde as retas paralelas y = x + @W e as

retas paralelas y = —x + 7, onde k € Z. Note que o campo de vetores adjunto é dado

4k+1
2
por

A'F = (senz(\ —seny + cos ), seny).

Assim, obtemos um campo de vetores sobre o toro bidimensional T?. De fato, temos que
A*F(z + 2km,y + 2kn) = A*F(z,y), para todo (z,y) € R*e k € Z.

Podemos identificar o toro T? com o retangulo R = [0, 27) x [0,27). Mais especifica-
mente, obtemos o toro T? quando identificamos o lado esquerdo com o lado direito e o lado
inferior com o lado superior de R. Note que, as retas paralelas y = x + %T_H?T sao levadas
em dois segmentos paralelos sobre R. Como cada uma destas retas tem coeficiente angular
igual a 1 € Q, todas elas sao levadas em uma curva fechada sobre R. Analogamente, as
retas paralelas y = —x + ‘”“T“W sao também levadas em uma curva fechada sobre R.

A Figura 2.6 ilustra o nivel A = 0 da superficie de impasse de (2.20) no plano R? (retas
vermelhas) e no toro R (segmentos verdes). A Figura 2.7 ilustra os niveis \ = 1e A = —1
da superficie de impasse de (2.20) no toro R.

De acordo com o Teorema A, depois de aplicar a mudanca de variaveis X =z, Y =y, e
e = A—sen y+ cos x, poderemos tirar conclusoes para (2.20) através do seguinte problema
de perturbacao singular

X =senX, eY =senY. (2.21)

Para e = 0 em (2.21) temos o problema reduzido

X =senX, 0=senY. (2.22)

O conjunto {senY =0} = {Y = k7w : k € Z} define a variedade lenta de (2.21). Depois
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Figura 2.6: Nivel A = 0 da superficie de impasse de (2.20) no plano R? (para k = —1,0e 1) e no toro
R (para todo k € Z).
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Figura 2.7: Niveis A =1 e A = —1 da superficie de impasse de (2.20) no toro R.
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Figura 2.8: Retratos de fase de (2.22) e (2.24).
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Figura 2.9: Retrato de fase de (2.21) para € > 0 pequeno.
do rescalonamento no tempo 7 =t/ em (2.21) obtemos o sistema répido
X' =esenX, Y'=senY, (2.23)
e para € = 0 em (2.23) temos o problema layer
X'=0, Y' =senY. (2.24)

A Figura 2.8 ilustra os retratos de fase de (2.22) e (2.24). Na Figura 2.9 temos o retrato
de fase do sistema (2.21) para € > 0 pequeno.

Assim, podemos obter as dinamicas proximas aos pontos de impasse (km, k'm, 1) e
(km,k'm,—1), com k, k" € Z. Olhando no toro R, é suficiente considerar os pontos de

impasse A; = (0,0,—1), Ay = (0,7, —1), A3 = (7,0,1) e Ay = (7,7, 1) sobre R.
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De acordo com a Definicao 2.1.2, todos os pontos da superficie de impasse sao y-
simples. De fato, seja (2o, Yo, Ao) um ponto de impasse, isto é, A\g = sen yy — cos xq tal que
senyy = 0. Assim, yo = k7 com k € Z. Como %(azo,yo) = cosyy = coskm = =£1,
segue que (o, Yo, o) € um ponto de impasse y—simplgés de (2.20).

Aplicando o Teorema B, obtemos para A pequeno, familias { A%}, {A3}, {A3} e {A}}
de pontos singulares de A*F, tais que A} = A;, A3 = Ay, A3 = Az e A} = Ay Além

disso,
e cada {A}} tem uma variedade local instdvel de dimensao 2;

e cada {A3} e {A3} tem uma variedade local instdvel de dimensdo 1 e uma variedade

local estavel de dimensao 1;
e cada {A}} tem uma variedade local estdvel de dimensao 2.

Observacao 2.3.1. O ultimo exemplo mostra como um sistema forcado pode ser visto
sobre o toro bidimensional T?. Usualmente, podemos considerar qualquer sistema forcado
A(x)z = F(x) sobre o toro T?. Isso pode ser feito identificando o toro T? com o retangulo
R =[0,27) x [0,27) ou qualquer outro retangulo |a,b) X [a,b). Agora, temos o campo de
vetores adjunto A*F definido sobre R. Assumimos que A*F ¢é suave. A unica dificuldade
nesta transicao para o toro R € que poderia acontecer de A*F se tornar nao—suave sobre
R. FEsta situagcao pode ser contornada aplicando o processo de regularizacao descrito na

subsecao 1.3.1 do Capitulo 1.

2.4 Superficies de impasse nao—regular
Nesta secao consideramos sistemas diferenciais forcados de classe C" da forma
Ax)x = F(x), x = (7,y) € R?, (2.25)

para o qual a origem é um ponto de impasse nao-regular, isto é, §4(0,0) = 0 e Vd4(0,0) =
0 (veja Definigao 1.1.3).
De acordo com a Proposicao 2.1.1, se A(0, 0) tem posto igual a 1 entao qualquer sistema

forgado (2.25) de classe C™ no ponto de impasse (0,0) ¢ localmente C™! orbitalmente
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equivalente a um sistema forcado da forma

! ! ) I@y) : (2.26)

0 6Z(l'a y) Y §($7 y)

Se (0,0) é um ponto de impasse nao-regular de (2.25) entao ele também é um ponto de
impasse nao-regular de (2.26). Por essa razao, trabalharemos diretamente com o sistema
(2.26).

Com hipédteses apropriadas sobre as fungoes 6, f egem (2.26), veremos que depois
de um blow-up polar o sistema obtido tera conjunto de impasse regular. Trata-se de uma
forma de regularizar os pontos do conjunto de impasse que nao sao regulares. No intuito

de dar este resultado, as seguintes hipdteses sao assumidas.

(H1) As funces 65, f e g em (2.26) sdo polindmios homogéneos de grau d, n e m,

respectivamente, nas variaveis x, y. Assumimos que m > d + 1;

(H2) Considere a equacao dx(cosf,sen ) = 0. Suponhamos que nos pontos 6 satisfazendo

esta equagao temos

cos 9%(COS 0,sen ) # sen 9%(008 0,sen).

A hipétese (H1) assegura que (0,0) é um ponto singular do campo de vetores (f, ) e que

o conjunto de impasse de (2.26) é uma curva algébrica em R

Teorema C. Suponhamos que (0,0) é um ponto de impasse nao-regqular do sistema de
classe C" (2.26). Assumimos que as hipdteses (H1) e (H2) sao cumpridas. Entdo existe

um sistema for¢ado
B(6)¢ = G(€), onde &= (r,0) e Rt x S, (2.27)

que € localmente C" orbitalmente equivalente ao sistema (2.26) e tal que o conjunto de
impasse 0p(r,0) = 0 € regular.

Demonstracao. Considere o blow up polar de coordenadas dado por x = rcosé
ey = rsenf, isto é, considere a aplicagio ¢ : R x S' — R? dada por ¢(r,0) =

(rcos@,rsenf). A aplicacio ¢ é um difeomorfismo C'*°; portanto uma genuina mudanga
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de coordenadas C* sobre S' x (0, 00), mas nao sobre {r = 0}; ¢ envia {r = 0} a (0,0), e
como tal, a aplicacao inversa ¢! explode a origem em um circulo.

Substituindo estas coordenadas no sistema (2.26) obtemos o seguinte sistema for¢ado

definido sobre o cilindro Rt x S*

a(r,0)i + b(r,0)0 = f(r,0), c(r,0)r +d(r,0)0 = g(r,0), (2.28)

onde a(r,0) = cosf, b(r,0) = —rsenf, &(r,0) = 04(rcosf,rsend)send, d(r,0) =
ré4(rcosf, rsend) cosb, fr,0) = f(rcosf,rsend) e G(r,0) = g(rcos6,rsenf). Apli-
cando operagoes elementares no sistema (2.28) obtemos o sistema equivalente (ad — bc)i =
fd— gb, (ad — bé)6 = ga — fé. Assim

ré47 = r(d5f cosf + gsend), 17640 = geosf — o f sen 6, (2.29)

onde as funcdes 0, f e g sdo calculadas em (r cosf,rsen ).

Pela hipétese (H1) temos que

dg(rcos@,rsenf) = rioz(cosf,send),

(65f)(rcos@,rsenf) cosf + G(rcosf, rsenf)send = rFh(r, ),

g(rcos@,rsenf)cos — (05f)(rcosf,rsend)senld = rkl:z(r, 0),

onde k = d +n ou k = m. Substituindo as expressoes acima em (2.29) obtemos
r1 54 (cos B, sen 0)i = r*h(r, 0), r15 4 (cos B, sen 0)0 = rkz(r, 0).
Como k > d+ 1 (veja hipétese (H1)) obtemos um sistema na forma requerida (2.27),
onde
d4(cos B, sen ) 0
B(T’, 9) = ) G(n 6) =
0 dx(cos B, sen )

Note que o conjunto de impasse de B é dg(r,0) = dx(cosf,send). Assim

_ [0dp 0dp\ 0oz Doz
Vip = (87“ , 69) = (O,COSO By (cosf,senf) —send 5 (cosf,senf) |.

Pela hipétese (H2), Vig(r,0) # 0 nos pontos (r,0) onde dg(r,0) = 0. Portanto o sistema

obtido tem conjunto de impasse regular. m
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n/2

Figura 2.10: Conjuntos de impasse de (2.31) e (2.32).

Exemplo 5. O seguinte sistema forcado modela um circuito em série simples RLC

L(z) 0 ) _ [ y—9@) (2.30)
0 Cly) Y — 7

onde L, C' e g sao fungoes suaves (para mais detalhes veja [19]). Nocaso L=1e(C =1, 0
sistema (2.30) é exatamente a equacao de Liénard como uma equacao de primeira ordem.
Para g(z) = 5(%3 — x) temos a equagao de van der Pol.

Consideramos no sistema (2.30) as fungoes L(z) = x, C(y) =y, g(r) = 0 e —2% no

lugar de —z. Entao, obtemos o seguinte sistema
= . (2.31)

Note que (0,0) é um ponto de impasse nao-regular de (2.31). A hipétese (H1) é satisfeita.
Também, a hipétese (H2) é satisfeita, visto que d4(cosé,sen ) = cosfsenf e cos?§ #
sen? @ nos pontos (r,6) onde dx(cosd,send) = 0. Pelo Teorema C, existe um sistema
forgado da forma (2.27), que é localmente orbitalmente equivalente ao sistema (2.31) e tal

que o conjunto de impasse dg(r,0) = 0 é regular. De fato, o sistema obtido nas varidveis

(r,0) é

cos 0 sen 0 T rsen 6 cos® O(sen 6 + cos 0)
] = L (2.32)
0 cos f sen 0 cos f(sen® 6 — cos® 0)

A Figura 2.10 ilustra os conjuntos de impasse de (2.31) e (2.32), respectivamente.



Capitulo 3

Sistemas de Filippov Singularmente

Perturbados

Assim como vimos no Capitulo 1, Fenichel em 1979 no artigo “Geometric singular pertur-
bation theory for ordinary differential equations” estudou sistemas de equacoes diferenciais

ordinérias perturbadas singularmente
&= f(x,y,e), ey=glr,ye), xzcRP, ycR"P

com € € R um parametro pequeno. Vimos que as propriedades das solucoes do sistema
acima podem ser estudadas usando métodos geométricos da teoria de sistemas dinamicos.
Esta aproximacao ficou conhecida como T'GPS-Teoria Geométrica das Perturbacoes Sin-
gulares, e foi fundamentada por Fenichel em [10].

Neste capitulo pretendemos estender as ideias da teoria de Fenichel obtidas em [10]
para sistemas de Filippov singularmente perturbados. Mais especificamente, nossa princi-
pal questao é saber como sistemas de Filippov sao afetados por perturbacoes singulares?
Assim, damos especial atengao para problemas de perturbacgao singular para o qual o fluxo
lento é dado por um sistema de Filippov. Mais precisamente, consideramos sistemas de

equacoes diferenciais da forma

F(z,y,e) se h(zr,y,e) <
G(z,y,e) se h(x,y,e) >

gy. = H('r? y? 8)7

45



46

onde € € R é um parametro pequeno, = (z1,...,x,) € R" e y € R denotam as varidveis
lenta e rapida, respectivamente, e F' = (F,..., F,), G = (Gy,...,G,), h e H sao fungoes
de classe C", com r grande o suficiente para nossos propésitos.

Por todo este capitulo estaremos supondo que a interseccao da variedade lenta
S ={(r,y) e R": H(z,y,0) =0}
com a variedade de descontinuidade
M = {(z,y) € R""' : h(z,y,¢) = 0}

acontece em posigao geral, isto é, VH(p) e Vh(p) sao linearmente independentes para

qualquer p € SN M.

3.1 Descricao do problema

Os principais resultados deste capitulo refletem os resultados da teoria classica da var-
iedade invariante para sistemas dinamicos suaves ([10]). Em geral, em sistemas dinamicos
suaves podemos dizer que qualquer fenomeno que persiste sobre perturbagao regular (per-
turbagoes do lado direito) também persiste sobre perturbagao singular. No intuito de
descrever esta situacao e os resultados deste capitulo, analisemos a Figura 3.1. Nesta
figura temos desenhadas as variedades lenta e de descontinuidade arbitrarias em R?® em
posigao geral. A linha vermelha denota o conjunto {h =0} N {H = 0}.

Suponha que p; € {h < 0} é um ponto singular normalmente hiperbélico do problema
reduzido associado a (3.1) (neste caso, um ponto singular de & = F' sobre H = 0). Entao,
o Teorema de Fenichel afirma que p; persiste como um ponto singular hiperbdlico p. de
(3.1) (neste caso, um ponto singular de & = F', ey = H), para todo € > 0 suficientemente
pequeno. Conclusoes analogas podem ser obtidas se considerarmos qualquer variedade
invariante normalmente hiperbélica A localizada em {h > 0} ou {h < 0} (por exemplo o
ponto singular ps ou as dérbitas periddicas I'; e 'y na Figura 3.1).

Agora, considere um ponto singular p; € {h = 0} N {H = 0} do problema reduzido
associado a (3.1) (isto ¢, um ponto singular do campo de vetores deslizante associado

ao problema reduzido de (3.1)). Neste caso, ndo podemos usar o Teorema de Fenichel
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Figura 3.1: Exemplo de variedades lenta e de descontinuidade arbitrdrias em R3.

para dizer se ps persiste como um ponto singular p. do sistema de Filippov singularmente
perturbado (3.1) para € > 0 pequeno. Os principais resultados deste capitulo respondem

esta questao.

3.2 Teoria da variedade invariante para sistemas de
Filippov singularmente perturbados

Nesta se¢ao afirmamos os principais resultados deste capitulo. No que segue, principal-
mente no que diz respeito aos exemplos e as demonstracoes, distinguiremos os seguintes
casos: a) quando a condic¢ao % = 0 vale e b) caso contrario, ou seja, quando % # 0.
Veremos que no primeiro caso, a teoria classica de Fenichel para sistemas suaves singu-
larmente perturbados podera ser usada para estudar o modo de deslize em sistemas de

Filippov singularmente perturbados (3.1) (veja Teorema D).

Quando estivermos tratando com o caso b), assumiremos também que a fungao H nao

8_H_(8_H 8_H):0,

depende da varidvel x = (z1,...,z,), isto é, vamos supor que 5 = Bol ) Ban

Neste caso, podemos considerar sem perda de generalidade que H é dada por H(x,y,¢&) =

Y.
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Para ¢ = 0 em (3.1) temos o problema reduzido

F(z,y,0) se h(x,y,0)

<0,
N 0= H(x,y,0). (3.2)
G(z,y,0) se h(z,y,0) >0,

Transformando (3.1) para a varidvel rapida 7 := t/e obtemos o sistema rdpido

o eF(z,y,e) se h(z,y,e) <0,
eG(z,y,e) se h(z,y,e) >0, (3.3)
Yy = H(z,y,¢).

Colocando € = 0 em (3.3) temos o problema layer
¥ =0, y' = H(x,y,0). (3.4)

Note que o fluxo lento definido por (3.2) é nao—suave, enquanto que o fluxo rapido dado
por (3.4) é suave. Para ¢ > 0 podemos expressar o sistema (3.1) na forma geral de um

sistema de Filippov dada por (1.12), a saber

(F(J:,y,e), H(I—ya)> se h(x,y,e) <0,

£

T = (3.5)
(G(:E,y,s), M) se h(z,y,e) > 0.

£

Uma importante questao neste momento é saber como o efeito de perturbacoes sin-
gulares age sobre o modo de deslize, isto é, queremos saber se deslize persiste ou nao
sobre perturbacoes singulares. Em outras palavras, isso significa estudar o seguinte: se
a condi¢ao de deslize é satisfeita para o problema reduzido (3.2), entdao ela também é
satisfeita para o sistema de Filippov singularmente perturbado (3.1)7 Analisemos agora
esta questao.

Suponha que o modo de deslize ocorre para o problema reduzido (3.2). Neste caso, a

condicao que define deslize em um ponto p € M é dada por

CWFE) >0, 56 <0 (3:6)

Lembre que o sistema reduzido (3.2) esta definido apenas sobre S.
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Por outro lado, a condicao de deslize para o sistema (3.1) em um ponto g € M é dada

por
oh Oh ,  H(q) oh Oh ,  H(q)
—(q)F —(q)—= — —(q)—= . .
R@F@+Z @=L >0 Fe@+ @< @)
Levando em conta a continuidade das funcoes
Oh g b H o oh . oh H

o + oy ¢ ¢ o + oy ¢
definidas de R” em R, ¢ a condigao (3.6) segue que a condicao (3.7) é satisfeita para todo

q € M em uma vizinhanga de p.

Os principais resultados deste capitulo sao os seguintes.

Teorema D. Suponha que g—Z =0.

(i) O campo deslizante associado ao sistema de Filippov singularmente perturbado (3.5)

¢ um sistema lento—rapido suave da forma
T =a(r,y,e), ey = H(z,y,¢), (3.8)
onde o € uma aplicacao de classe C™1.

(i1) A dinamica do problema reduzido de (3.8) dada por
&= a(zr,y,0), 0= H(z,y,0), (3.9)

cotncide com a dinamica do campo de vetores deslizante associado ao problema re-

duzido (3.2).

Por meio do rescalonamento no tempo 7 = t/e em (3.8) obtemos o sistema rdpido
equivalente

/

¥ =cealz,y,e), y = H(z,y,¢). (3.10)

Seja M (z,y,¢) := (ea, H) o campo de vetores definido pelo sistema (3.10). Assumimos
que a parte linear de M em pontos (z,y,0), onde H(z,y,0) = 0, tem k* autovalores com

partes reais negativas e k" autovalores com partes reais positivas. Note que em nosso caso
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temos k* =1e k" =0ou k=0 e k" = 1. Isso é devido ao fato de que a varidvel rapida
y ¢ 1-dimensional. Note também que o problema layer associado ao sistema lento—rapido
suave (3.8) (a saber, o sistema (3.10) com € = 0) coincide com o problema layer (3.4)

associado ao sistema lento-répido Filippov (3.1).

Teorema E. Considere uma familia de classe C™ como em (3.1). Seja N uma var-
tedade invartante compacta normalmente hiperbolica de dimensao j do campo de vetores
deslizante associado ao problema reduzido (3.2) com uma variedade local estdvel W* de
dimensao j + j° e uma variedade local instavel W* de dimensao j + j*. Entao existe

g1 > 0 tal que:

(i) Eziste uma familia {N. : e € (—e1,e1)} de classe C"! tal que No =N e N é uma

variedade invariante hiperbdlica de (3.1);

(ii) Ezistem familias {N?: : ¢ € (—e1,e1)} e {N* : € € (—¢e1,1)} de classe C"7! de
dimensoes (j + 75+ k%) e (j + j* + k*), tais que para € > 0 as variedades N e N*

sao variedades locais estdvel e instdvel de N, respectivamente.

Provaremos os Teoremas D e E na Secao 3.5.

Podemos concluir pelo Teorema E que, assim como acontece para sistemas suaves sin-
gularmente perturbados, variedades invariantes normalmente hiperbélicas do problema
reduzido (3.2) persistem como variedades invariantes hiperbélicas do problema singular-

mente perturbado (3.1).

3.3 Exemplos com a hipétese g—z =0

Nesta secao apresentamos algumas aplicagoes dos Teoremas D e E, considerando casos

onde a hipotese g—’; = 0 é cumprida.
Dizemos que o sistema de Filippov (1.12) é um sistema nao—eldastico se Vhi(z)F(z) =

—Vh(z)G(x) para todo z. Note que neste caso o modo de deslize ocorre para todo z, e
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a expressao do campo de vetores deslizante se simplifica a

F(z)+ G(z)

@) = g )

Nos exemplos abaixo temos que o fluxo lento é dado por um sistema nao—elastico.

Exemplo 1. Considere o seguinte sistema de Filippov singularmente perturbado em R3

L (1, =22) se a1 <0, .
T = (&1,49) = ey =. (3.11)
(—=1,—x9) se x>0,

Para ¢ = 0 em (3.11) temos o problema reduzido

1, —=x se x1 <0,
gl ) ' 0=uy. (3.12)
(=1, —z3) se x>0,

O campo de vetores deslizante associado ao sistema descontinuo (3.12) é dado por fs(x1,22) =
(0, —z3). Assim, a origem é um ponto singular de f;.
Para ¢ # 0 podemos escrever o sistema (3.11) como em (3.5). O campo de vetores

deslizante associado é dado pelo problema de perturbagao singular
i‘g = —XT9, €y =v. (313)

Note que o sistema (3.13) esta definido sobre o plano x; = 0 e a dinamica de f; coincide
com a dinamica do problema reduzido de (3.13), i3 = —x5, 0 = y (item (ii) do Teorema
D). O rescalonamento no tempo 7 = t/e em (3.13) produz o sistema rapido x}, = —cx,,
y' =y, e para ¢ = 0 temos o problema layer 2, = 0, ¥/ = y. Os retratos de fase dos
problemas reduzido e layer sao dados na Figura 3.2. A linha vermelha nesta figura denota
a intersec¢ao da variedade lenta {y = 0} com a variedade de descontinuidade {z; = 0}.
A Figura 3.3 ilustra o retrato de fase do problema de perturbagao singular (3.13) para
e # 0 suficientemente pequeno. Podemos aplicar o Teorema E na origem. Neste ponto, o
Teorema E assegura a existéncia de uma familia P, de pontos singulares hiperbdlicos de
(3.11) tal que Py = (0,0,0). Além disso, cada ponto P. com £ > 0, possui uma variedade
local estavel P’ de dimensao 1 e uma variedade local instavel P* de dimensao 1. Também,

para cada P. com ¢ < 0, existe uma variedade local instavel P* de dimensao 2.



52

avi

/L

204
/

/

1/

Figura 3.2: Retratos de fase dos problemas reduzido e layer de (3.13).
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Figura 3.3: Retrato de fase de (3.13) para ¢ > 0 e £ < 0 pequenos.



93

Exemplo 2. Neste exemplo consideramos um sistema lento-répido de Filippov em R*

(1, =2x(—=1+ 22 + 22), —2w3(—-1 + 22 + 22)) se z; <0,
(=1, =23, 22) se a1 >0, (3.14)

ey = .
Para ¢ = 0 o conjunto S = {y = 0} define a variedade lenta de (3.14), e sobre S temos

definido o sistema diferencial

_ (1, —2xo(—1+ 22 + 22), —223(—1 + 23 + 23)) se z <0,
L (3.15)
(—1, —2ZE37 21’2) Se T 2 0.

O campo de vetores deslizante associado ao sistema descontinuo (3.15) é dado por
fs(x1, 2, 23) = (0, cu (22, 73), o (29, 73)),
onde
a1 (T9,73) = —w3 — To(—1+ 25+ 23) e oy, 73) = 29 — 23(—1 + 23 + 23).

Usando coordenadas polares xo = rcosf e x3 = rsenf, é facil ver que o fluxo de f;
apresenta um ponto singular na origem e um ciclo limite estavel T'.
Considere £ > 0. Escrevemos o sistema (3.14) como em (3.5). O campo de vetores

deslizante associado é dado pelo sistema lento-rapido suave
i'g = 041($2,$3), .1’3 = 042(1’2, .]73), Ey =Y. (316)

O sistema (3.16) estd definido sobre o hiperplano x; = 0. Note que a dinamica de f;
coincide com a dinamica do problema reduzido de (3.16), &3 = ay(x2, 23), T3 = aa(za, x3),
0 = y. O rescalonamento no tempo 7 = t/¢ em (3.16) produz o sistema rapido ), =
eay (g, x3), T4 = caa(xe,x3), ¥ = y e para € = 0 temos o problema layer x}, = 0, a4 = 0,
y' = y. Os retratos de fase dos problemas reduzido e layer sao dados na Figura 3.4.
Aplicando o Teorema E, obtemos para € > 0 pequeno, familias {P.} e {I'.} de pontos
singulares e ciclos limites hiperbélicos de (3.14), respectivamente, tal que Py =0e g =T
Além disso, cada ponto singular P. tem uma variedade local instavel P* de dimensao 3,
e cada ciclo limite I'; tem uma variedade local estavel I} de dimensao 3 e uma variedade

local instével I'? de dimensao 2.
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Figura 3.4: Retratos de fase dos problemas reduzido e layer de (3.16).

3.4 Exemplos com a hipétese g—z £ 0

Nesta secao apresentamos dois exemplos de aplicacoes do Teorema E, considerando casos

.5 Oh . :
onde a condigao 5 # (0 é cumprida.

Exemplo 3. Considere o seguinte sistema de Filippov singularmente perturbado em R?

. . . (17 —1'2) se T1+Yy < 07 .
T = (21,d9) = ey =1y. (3.17)
(—1,—x9) se z +y >0,

Para ¢ = 0 em (3.17) temos o problema reduzido

1, —=x se r1+y <0,
iy (L) Ly 0=y (3.18)
(=1, —xz5) se x1+y>0,

O campo de vetores deslizante associado ao sistema descontinuo (3.18) é dado por a(x1, x9) =
(0, —z5). Entao, a origem é um ponto singular de «.
Para ¢ > 0, escrevemos o sistema (3.17) como em (3.5), assim obtemos
1 y
, — T, = se x1+y<0,
&= ¢ (3.19)
(—1, — X9, g) se x1+y>0.
€
Para o sistema (3.19) temos que a condigao de deslize é cumprida se, e somente se, a
condicao —e < y < ¢ é satisfeita. Neste caso, o campo de vetores deslizante associado ao

sistema (3.19) é dado por
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Visto que o campo deslizante f, esta definido sobre a descontinuidade z1 4y = 0, podemos

escreve-lo como
T T
fs(xa Y, E) = <_7 —Z2, __> .
€ €
Assim, para todo € > 0 temos que (0,0,0) é um ponto singular de f;. Para cada e > 0, a

parte linear de fs calculado na origem ¢é dada por

% 0 0
Dfs(07070) = 0 -1 0
-1 0 0

Os autovalores de D f,(0,0,0) sao 0, % e —1. Assim, para cada € > 0, (0,0,0) possui

variedades locais estavel e instavel PS e P* de dimensodes 1, respectivamente.

Exemplo 4. Neste exemplo consideramos um sistema lento-répido de Filippov em R*

(1, =2z9(—1 + 23 + 22), —223(—1 + 23 + 22)) se x;+y <0,
(=1, =23, 27) se x1+y =0, (3.20)

ey = .

Para ¢ = 0 em (3.20), o conjunto S = {y = 0} define a variedade lenta de (3.20), e sobre

S temos definido o problema reduzido

_ (1, —2z9(—1 + 23 + 23), —223(—1 + 23 + 22)) se x1+y <0, (3.21)
T = )
(=1, —2x3, 2x9) se x1+y>0.

O campo de vetores deslizante associado ao sistema descontinuo (3.21) é dado por
fs(z1, 02, 23) = (0, 1 (22, 73), g (29, 73)),
onde
a1 (z9,73) = —x3 — 2a(—1+ 25+ 23) e oy, 73) = 29 — x3(—1 + 23 + 23).

Vimos na se¢ao anterior que, usando coordenadas polares xo = rcosf e x3 = rsené, o

fluxo de fs apresenta um ponto singular na origem e um ciclo limite estavel I'.
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Para ¢ > 0, escrevemos o sistema (3.20) como em (3.5), assim obtemos

(1, —225(—1 + 23 + 22), —223(—1 + 22 + 22), g) se x1+y <0,

T = (3.22)
(—1, —2x3, 219, Q) se z1+y=>0.
€
Para o sistema (3.22), a condi¢ao de deslize é cumprida se, e somente se, a condigao
—£ < y < e ¢ satisfeita. Nesta regiao temos definido o campo de vetores deslizante
associado ao sistema (3.22). Sua expressao ¢ dado por

fs(xvyag) = [_ya <1 - y>0‘1 - 2$3y> <1 - y>a2 + 25132g7 g] :
£ IS £ £ g €

Novamente, usando coordenadas polares x5 = rcosf e x3 = rsenf, temos que as tra-

jetorias de fs sao dadas pelas solugoes do seguinte sistema diferencial

Yy . Yy 2 ; ) . )
Z = (12 —1 =14+= = —. 2
= 7 ( 6)7’(7’ ), 0 + =, i . (3.23)

j;l - —
O sistema (3.23) estd definido na faixa —e < y < e. Isso implica as desigualdades
0<1+2<2 e 0<1-2<2

Logo, Q(t) > 0 para todo t, ou seja, a componente angular é crescente. Além disso, temos
e r =0, y =0 corresponde a um ponto singular P., para cada € > 0;
e r =1 corresponde a um ciclo limite I',, para cada ¢ > 0;
e se 0 <r < 1entao r(t) é crescente;
e ser > 1 entdo r(t) é decrescente.

Portanto concluimos que o ponto singular na origem e o ciclo limite I' do campo
deslizante associado ao problema reduzido persistem para € > 0 pequeno. Além disso,
cada ponto singular P, tem uma variedade local instavel P¥ de dimensao 3, e cada ciclo
limite I'; tem uma variedade local estavel I'Y de dimensao 3 e uma variedade local instavel

I'Y de dimensao 2.
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3.5 Demonstracao dos Teoremas D e E

Nesta secao provamos os Teoremas D e E. Recordamos que os campos de vetores F' e G

em (3.1) tem componentes F' = (Fy,...,F,) e G = (Gy,...,Gyp).

Demonstracao do Teorema D. A prova serd feita para o caso n = 2. O caso geral é

similar. Temos que a expressao geral (1.13) para o campo de vetores deslizante associado

ao sistema de Filippov singularmente perturbado (3.5) é dada por

P (FG = FGy) + 22(Gy - F)
§—£(F1—G1)+%(F2—G2) ’

(1, 22,9) = fs(x1,22,y,6) = (

%(EGz — IyGh) + g—zg(Gz - ) H
%(Fl—Gl)—f—g—x};(FQ—Gg) ’ 9

Visto que g—Z = 0 obtemos que as trajetérias do campo deslizante f, sao as solugoes do

sistema lento-rapido suave (3.8) onde a aplicagao o de classe C"~! é dada por

gTh(F2G1 — FGy) %(EGQ — F,Gh)
oz, y,e) = . : :

Z(F -G+ B(B— ) E(R -G+ B(R— G

Isso completa a prova do item (i).
Por outro lado é facil ver que a expressao do campo de vetores deslizante associado ao
problema reduzido (3.2) é exatamente a(z,0). Além disso, note que o sistema diferencial

(3.2) esta definido sobre a variedade lenta S = {(z,y) € R™™! : H(z,y,0) = 0}. Isso

prova o item (ii). n

Demonstra¢ao do Teorema E. Dividiremos a prova para os casos a) e b) mencionados
anteriormente.

Comegamos supondo que estamos no caso a), ou seja, vale a condicao g—z = 0. De
acordo com o item (i) do Teorema D temos que N é uma variedade invariante compacta
normalmente hiperbélica de dimensao j do problema reduzido (3.9) do sistema lento—
rapido suave (3.8). Agora aplicamos a teoria de Fenichel para discutir as caracteristicas
de N quando o sistema (3.1) é e—perturbado. Deste modo as afirmativas (i) e (ii) do

Teorema E seguem diretamente do Teorema 1.2.3.
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Supomos agora que estamos no caso b), ou seja, podemos ter que g—Z # 0. Lembre que
neste caso estamos assumindo também que H(z,y,e) = y. Por simplicidade suporemos
que n = 3. O caso geral é similar. A expressao geral (1.13) para o campo de vetores

deslizante associado ao problema reduzido (3.2) é dada por

a(z) = % [g—i <F2G1 - F1G2> + g—;;(FsG1 - F1G3>, %(Fle - F2G1>+
+§—£<FSG2 — F2G3>, %(FlGS - F3G1> + (%Z(FzG:a — F3G2> ;

onde z = (x1,x9,23) ¢ k = %(Fl —Gy) + %(Fg — Gh) + g—;g(Fg — (3). Chamamos
a(x) = (ai(z), az(x), az(x)). Comegamos supondo que a variedade N é um ponto singular
normalmente hiperbdlico py de o com uma variedade local estavel W?° de dimensao j° e
uma variedade local instavel W* de dimensao j*.

Temos que a expressao geral (1.13) para o campo de vetores deslizante associado ao

sistema de Filippov singularmente perturbado (3.5) é dada por
fs(x,y,e) = <CY1 + 281,05+ L8y, 05+ L3, g)a
€ € e €

onde B;(z,y) = %g—Z(Gi — F;), parai=1,2,3.
Assim, note que para todo € > 0 o ponto p. = (po,0,€) é um ponto singular de f;. A

parte linear D fy(z,y,e) de f; em um ponto qualquer (x,y,¢) é dada por

(1/e)B 8
Da(x) | (1/)B; Y ns(s 1| b o on o
(1/5>ﬁ3 +€Dﬁ( ’y)—i_é B3 <5$1 dxa  Ox3 )’
o | ase .

onde 8 = (f4, B2, 43,0). Visto que %—’Z = 0 temos que os autovalores de D f,(p.) s@o dados
pelas raizes do polinémio caracteristico p(\) = det(Da(py) —A)(1/e —A). Concluimos que
para cada e > 0, o ponto singular py de (3.2) persiste com um ponto singular p. = (po, 0, €)
de (3.1). Além disso, p. possui variedades N5 e N* de dimensoes (55 + k%) e (j* + k),
tal que para ¢ > 0 as variedades N* e N* sao variedades locais estdvel e instavel de p.,

respectivamente.
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Agora supomos que AN é uma drbita periddica normalmente hiperbdlica T' : z(t) =
(z1(t), zo(t), x3(t)) de a. As dinamicas proximas a érbita periddica I" sao descritas comple-
tamente por sua aplicacao de retorno local (também chamada aplicagao de Poincaré). Essa
aplicacao é definida seguindo o fluxo de uma pequena segao transversal a 6rbita periédica
voltando sobre ela mesma. Assim, seja Y uma secao transversal a orbita periddica I' e
w2 — X a aplicacao de retorno local correspondente. Seja g € ¥ o ponto fixo de 7 o
qual corresponde a érbita peridédica I'. A aplicacao m captura o comportamento proximo
a orbita I'. Em resumo, sabemos que existem variedade locais estavel e instavel W* e W"
de I" com dimensoes j + j° e j + j*, respectivamente.

Para cada ¢ > 0 considere I'. = (z(t),0,¢). Entao é facil ver que I'. é uma 6rbita
periddica de f,, para todo € > 0. Além disso, suas propriedades de estabilidade sao
completamente descritas pela aplicacao de retorno local 7 : X x I — X x I definida por
7(z,y,e) = (n(z),y/e), onde I é um intervalo contendo a origem em R. O ponto fixo
(¢,0) de 7 corresponde a drbita periddica I'., para cada £ > 0, e neste caso a conclusao

do item (ii) do Teorema E segue diretamente pelas observagoes feitas acima. m



Capitulo 4

Sistemas Forcados Descontinuos

Neste capitulo aplicaremos os resultados obtidos no capitulo anterior para estudar o modo
de deslize em sistemas forcados nao—suaves préximos ao conjunto de impasse. Usaremos
ideias similares aquelas desenvolvidas no Capitulo 2 no intuito de estabelecer conexoes
entre a teoria de sistemas forcados descontinuos e a teoria de sistemas de Filippov singu-

larmente perturbados.

4.1 Contextualizacao

Assim como vimos no Capitulo 1, sistemas diferenciais for¢cados aparecem de um modo
natural em um grande ntimero de problemas fisicos, principalmente na Teoria de Circuitos
Elétricos (veja [17] por exemplo). Um importante assunto ¢ a caracteriza¢ido matematica
de sistemas forcados em uma colocagao nao—suave. Mais especificamente, isso significa

considerar um sistema diferencial da forma
A(z)t = Z(x), r e R", (4.1)

onde o campo de vetores Z é um sistema de Filippov do tipo (1.12).

Agora no sistema (4.1) temos dois ingredientes principais: o conjunto de impasse
Zy={x € R":det A(x) = 0},
e o conjunto de descontinuidade
M={zxeR": h(z) =0}

60
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do campo de vetores Z. Aqui vamos supor que a interseccao entre Z, e M sempre acon-

tece em posicao geral.

O estudo da dinamica do sistema (4.1) em vizinhangas de pontos da intersecgao de Z4
e M é o principal objetivo deste capitulo. Mais especificamente, consideraremos familias

a um—parametro de sistemas for¢cados tendo a forma

IN

F(z,y) se h(z,y) A —z(z, )y =H(z,y), A=0, (42
T,y

Gr,y) se h(x,y)

onde A € R é um parametro real, x = (x1,...,2,) € R", y € Re F = (Fy,..., F,),

0,
0,

v

G = (G1,...,G,), h, z e H sao fungoes de classe C", com r grande o suficiente para
nossos propdsitos. Nosso principal objetivo é descrever o comportamento da familia (4.2)
em pontos da variedade de descontinuidade {h = 0} e préximos ao conjunto de impasse
A = z(z,y), ou seja, estudaremos a dinamica do campo de vetores deslizante associado a

familia (4.2) préximos ao conjunto de impasse.

Lembre que no Capitulo 2 estudamos questao similar a esta para familias de sistemas

forcados suaves dadas por

‘ft:a(l‘?y)v [)\—z(x,y)]yzﬁ(:c,y), A=0.

Neste caso a Teoria de Fenichel foi crucial para o desenvolvimento dos principais resultados
do Capitulo 2. Neste capitulo usaremos a teoria desenvolvida no Capitulo 3 para obter
alguns resultados sobre a dinamica do campo de vetores deslizante associado a familia

(4.2) ao redor de um ponto (z,y,\) € Za.

4.2 Afirmacao dos principais resultados

Os proximos dois resultados generalizam os Teoremas A e B do Capitulo 2.

Teorema F. Seja X, (z,y) um sistema de classe C” definido por (4.2), com r > 1.
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Considere o sistema de Filippov singularmente perturbado

IA

eF(x, se  h(x,
3) ) j=Hz,y), &=0. (4.3)
T,y

0,
eG(z,y) se h(z,y) >0,

v

O difeomorfismo K de classe C" dado por

K(xa%g) = (ilf,y,&‘ - Z(xvy))

leva drbitas do campo de vetores deslizante associado a (4.3) com & > 0 sobre drbitas de

Xx(z,y) prozimas ao conjunto de impasse e sobre a variedade de descontinuidade {h = 0}.

Por meio do rescalonamento no tempo 7 = t/¢ em (4.3) obtemos o sistema lento

T = ey = H(z,y), €=0. (4.4)

Seja M(x,y) :=(0,...,0,H,0) o campo de vetores definido pelo problema layer asso-
ciado a (4.3). Assumimos que a parte linear de M em pontos (z,y,0), onde H(z,y) =0,
tem k° e k" autovalores com partes reais negativas e positivas, respectivamente.

A definicao abaixo é similar a Definicao 2.1.2 s6 que agora no contexto de sistemas

forgados descontinuos.

Definigao 4.2.1. Considere X,(z,y) um sistema definido por (4.2). Suponha que py =
(o, Y0, No) € Za € tal que H(xo,yo) = 0. Dizemos que Xy(z,y) é y-simples em py se
OH

8—(:60,1;0) # 0. O sistema Xy(x,y) € y-simples em K C T, se ele o é para qualquer
Yy

po € K.

O préximo resultado estuda a persisténcia e a estabilidade de subconjuntos compactos
y-simples da interseccao de Z4, e M. Nele exibimos condigoes para a existéncia de var-
iedades invariantes, como por exemplo pontos singulares e érbitas periddicas, do campo
deslizante associado a familia X, (x,y) na vizinhanga do conjunto de impasse, com suas
respectivas estabilidades. Podemos enxergar este resultado como uma versao similar, para

sistemas for¢ados nao—suaves, do Teorema E obtido no Capitulo 3.
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Teorema G. Sejam Ay C o N M uma variedade compacta y-simples j-dimensional e
Po C {(x,y) : H(xz,y) = 0} o conjunto invariante correspondente do sistema de Filippov
singularmente perturbado (4.3) obtido do Teorema F. Suponha que Py tem uma variedade
local estdavel W* de dimensao (j + j*) e uma variedade local instdvel W* de dimensdo

(j +7%) para o campo de vetores deslizante associado ao problema reduzido definido por

(4.4) com e =0. Entao

1. Eziste \; > 0 e uma familia {Ay : X € (=M1, A1)} de classe C™™1 tais que Ay €
uma vartedade invariante hiperbolica para o campo de vetores deslizante associado

ao campo de vetores adjunto Z* = A*Z, para todo X\ € (—A1, A\1);

2. Ezistem familias {A5 : X € (=M1, M)} e {AY 2 X € (=A, A1)} de classe C"1 de
dimensoes (j+j°+k®) e (j+ 7%+ k"), tais que as variedades A5 e A} sdo variedades

locais estdvel e instavel de Ay, respectivamente, para todo A € (=1, A1).

4.3 Demonstracao dos Teoremas F e G

Nesta secao provaremos os Teoremas F e G.

Demonstracao do Teorema F. Considere a mudanca de varidveis
Xi=z1, ..., Xp=xz,, Y=vy, e=X—2z(x1,...,Tn,Y). (4.5)

Temos que o determinante Jacobiano da mudanga (4.5) é igual a 1. O sistema dado em

(4.2) toma a forma

(eF,H,—e(zx, FA + -+ z2x,F,) —2yH) se h(x,y)
(eG,H, —e(zx,G1+ -+ 2x,Gpn) — 2y H) se h(x,y)

IN

(4.6)

o 0,
(,9,€) =
0.

v

Assim para valores pequenos de ¢ o ponto (z,y, A) esta suficientemente préximo do ponto
(x,y, z(x,y)) da hipersuperficie de impasse.
Considerando ¢ = 0 em (4.6) obtemos um sistema de Filippov singularmente pertur-

bado (4.3). A aplicagdo K de classe C" dada por

K($,y,€) = (.’L‘,y,S - z(x,y))
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leva 6rbitas do campo de vetores deslizante associado ao sistema (4.3) em O6rbitas do
campo de vetores deslizante associado ao sistema (4.6). De fato, note que os sistemas
descontinuos (4.3) e (4.6) definem a mesma regiao de deslize.

Na continuacao da demonstracao, suporemos por simplicidade que n = 2. O caso
geral é similar. A expressao geral (1.13) para o campo de vetores deslizante associado ao

sistema (4.3) é dada por

05(1:73/76) = (5041($7Z/;5)75(12(5572175)7}[(%1/)70)7

onde
ar(x,y,e) = % [55—;2 (F2G1 — F1G2> + Hg—Z (Gl — F1>
as(x,y,€) = % 65—51(1?1(;2 — FQGl) + HZ—Z <G2 — FQ)

ek = 559—3?1(171 - Gy) + 636—3?2(F2 — Gq). Por outro lado, a expressao geral (1.13) para o

campo de vetores deslizante associado ao sistema (4.6) é
B(z,y,e) = (ean, e, H, —e(zx, 01 + 2x,00) — 2y H).

Os campos de vetores a e  sao similares aos campos de vetores W e Y obtidos na
prova do Teorema A do Capitulo 2, respectivamente. Portanto, o estudo feito na demon-
stracao do Teorema A pode ser aplicado para os campos de vetores a e 3. Isso completa

a prova do Teorema F'. m

Demonstracao do Teorema G. Para fixar ideias supomos que 7 = 0. Aplicando o Teorema
E para o ponto singular normalmente hiperbélico P = (%, 9,0) do campo de vetores
deslizante associado ao problema reduzido (sistema (4.4) com € = 0) obtemos & > 0

satisfazendo o seguinte.

1. Existe uma familia {P. : ¢ € (—e1,&1)} de classe C"! tal que Py = (&g, Jo,0) e P-

é um ponto singular hiperbélico do campo de vetores deslizante associado a (4.3);

2. Existem familias {P? : ¢ € (—e1,e1)} e {P* : ¢ € (—e1,e1)} de classe C"! de
dimensoes (j°+k°) e (j* + k"), tais que as variedades P? e P¥ sdo variedades locais

estavel e instdvel de P, respectivamente, para todo € € (—&1,€1).
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Temos que pontos singulares P. do campo de vetores deslizante associado a (4.3) sao
enviados a pontos singulares A, de (4.2) (isto é, pontos singulares do campo de vetores
deslizante associado a A*Z) préximos da hipersuperficie de impasse Z4. Além disso, as
propriedades de estabilidade sao preservadas. Assim, para cada variedade local estavel
P de dimensao (j°+ k°) e para cada variedade local instavel P* de dimensao (j*+ k") de
P., correspondem variedades A5 e A} de dimensdes (5°+ k%) e (j*+ k"), tais que A3 e A}

sao variedades locais estavel e instavel de Ay, respectivamente, para todo A € (—Aq, Ap).

4.4 Aplicacoes dos resultados

Nesta secao damos alguns exemplos de aplicagoes dos Teoremas F e G.

Exemplo 1. Considere a seguinte familia a um—parametro A € R de sistemas for¢gados

nao—suaves em R?

. .. (17 _‘r2) se 21 < 07 . N
T = (&1,42) = [z1 +xo+y—ANy=y, A=0. (4.7)
(—]., —5(72) se I Z O,
O conjunto de impasse Z4 de (4.7) é definido pelo equagdo A = x1 + x5 +y. Ja o conjunto

de descontinuidade M ¢é definido por
M = {(x1, 29,9, \) € R* : z; = 0}.

Na Figura 4.1 temos ilustrado o nivel A = 0 da hipersuperficie de impasse e a projecao
na ultima varidavel do conjunto de descontinuidade. A linha vermelha nesta figura denota
a interseccao de Z4 e M.
De acordo com o Teorema F', depois de aplicar a mudanca de variaveis
(X17X27Y):(x17x27y) € 5:$1+$2+y—)\a
poderemos tirar conclusoes para (4.7) através do seguinte sistema de Filippov singular-
mente perturbado
(1, —z3) se x1 <0,

& = (&1, d9) = =y, £=0. (4.8)
(=1,—z3) se x>0,
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Figura 4.1: Nivel A = 0 da hipersuperficie de impasse e a \-projegao da variedade de descontinuidade
de (4.7).

O sistema (4.8) foi estudado no exemplo 1 do Capitulo 3. O retrato de fase do campo
de vetores deslizante associado a (4.8) foi dado na Figura 3.3. Vimos neste exemplo que
o campo de vetores deslizante associado ao problema reduzido de (4.8) possui a origem
como um ponto singular.

Escrevendo o sistema (4.7) como em (4.1) temos que o campo de vetores adjunto A*Z

¢é dado por

1+ xo+y— A\ —xo(x; +a2+y—A),y,0) se x7 <0,
A Do amy ) =4 TR Aoty = 2),0.0) 1 (4.9)
AN=—21 — 29 —y,—x2(x1 + 22+ y — A),y,0) se x; >0.
De acordo com a Defini¢ao 4.2.1, todos os pontos do conjunto de impasse A = x1+x2+y
tais que y = 0 sao y-simples. Podemos aplicar o Teorema G na origem. Ao redor deste

ponto, o teorema assegura a existéncia da curva y(A) = (0,0,0,—)\) e tal que, para cada

A fixado, (0,0,0,—X\) é um ponto singular para o campo de vetores deslizante

fs(xla x2,Y, )‘) = (Oa _xZ(x2 + Yy — A)vya 0)

associado ao campo de vetores adjunto A*Z dado por (4.9). Além disso, cada ponto

(0,0,0,—XA) com A > 0, possui uma variedade local estavel P; de dimensao 1 e uma
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variedade local instdvel P} de dimensao 1. Também, para cada (0,0,0, —\) com A < 0,

existe uma variedade local instdvel Py’ de dimensao 2.

Exemplo 2. Neste exemplo consideramos uma familia de sistemas for¢ados nao—suaves

em R* dada por

o (1, fi(z), fa(x)) se x1 <0, 1 + 29 + 25 + 3 — i = y, ).\:07 (4.10)

(—]., —21‘3,21’2) se I Z O,

onde x = (11, 29,73) € R3 e
file) = =2my(=1+ a3 +23) e folr) = —2ws(—1+ 25+ 3).
De acordo com o Teorema F', aplicando a mudanca de variaveis
(X1, X2, X3,Y) = (21, 29,23,y) € e=a1+xy+x3+Yy— A,

poderemos tirar conclusdes para (4.10) através do sistema de Filippov singularmente

perturbado
gy Wh@hRE) se <0 L (4.11)
(=1, —2x3,2x9) se x; >0,
O sistema (4.11) foi estudado no exemplo 2 do Capitulo 3. Vimos neste exemplo que
o campo de vetores deslizante associado ao problema reduzido de (4.11) apresenta um
ponto singular na origem e um ciclo limite estavel I'.

Pela Definicao 4.2.1, todos os pontos do conjunto de impasse A = x1 + x5 + x3 + y tais
que y = 0 sdo y-simples. Aplicando o Teorema G, obtemos para A pequeno, familias {Py}
e {I"} de pontos singulares e ciclos limites do campo de vetores deslizante associado ao
campo de vetores adjunto A*Z, respectivamente, tais que Py = 0 e I'y = I'. Além disso,
cada ponto singular Py tem uma variedade local instavel P} de dimensao 3, e cada ciclo

limite I'y tem uma variedade local estavel I'{ de dimensao 3 e uma variedade local instavel

I'Y de dimensao 2.



Capitulo 5

Ciclos Limites de Sistemas Forcados

via Teoria Averaging

Um dos principais problemas na teoria qualitativa de equagoes diferenciais é identificar
a existéncia e quantidade de ciclos limites. Um ciclo limite de um sistema diferencial
é uma O6rbita periddica isolada no conjunto de todas as Orbitas periddicas do sistema.
A restricao do problema acima para equacoes diferenciais polinomiais planares é o bem
conhecido 16° problema de Hilbert. Outra direcao de pesquisa que merece consideravel
atencao ¢ estudar quantos ciclos limites bifurcam das drbitas periddicas de um centro
diferencial linear quando perturbamos tal centro dentro de uma dada classe de equacoes

diferenciais.

5.1 Colocacao do problema e resultados principais

Neste capitulo investigamos a existéncia de érbitas peridédicas de sistemas forgcados que
sao perturbacoes de um centro diferencial linear. Mais especificamente consideramos a

seguinte equacao diferencial em R"

T = on, (51)

68
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onde Ag é igual a

0 -1 0 0
1 0 0 0
Ao=10 0 0 0
0 0 0 ... 0
Note que a origem de todo plano x;, = constante para k = 3,...,n, é um centro global para

(5.1), isto é, todas as dérbitas contidas em tais planos diferentes da origem sao periddicas
com mesmo periodo 2.

Nosso objetivo neste capitulo é estudar o nimero de ciclos limites que bifurcam das
érbitas periédicas de (5.1) quando perturbamos tal equacao dentro de uma classe de

sistemas diferenciais lineares por partes com impasse, a saber
B(z,e)t = Aoz + eF(z), (5.2)

onde |e| # 0 é um parametro real suficientemente pequeno, B € M,,(R) é tal que B(z,0) =
I,, e FF: R" — R" é dado por F(z) = Az + ¢(x1)b, com A € M, (R), b € R"\{0} e

¢ : R — R ¢é a funcao linear por partes

—1 sex; € (—o0,—1),
p(a1) = r1 sex; € [—1,1], (5.3)

1 sex € (1,00),

onde z = (z1,...,2,)T. A varidvel independente é denotada por t. Aqui vamos supor

que a matriz B(x,¢) em (5.2) tem a seguinte expressao

1—exq 0 0 ... 0
0 l+ex; 0 ... 0

B(wz,e) = 0 0 1 ...0[- (5.4)
0 0 0 ... 1

Para investigar este problema usaremos a Teoria Averaging na forma recentemente

obtida em [1] (veja também apéndice 6 no final desta tese). A vantagem dos resultados
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obtidos em [1] é que as hipdteses de suavidade para o campo de vetores do sistema
diferencial sao minimas. Em particular, a diferenciabilidade do sistema nao é exigida.
Este método tem sido frequentemente usado para o calculo de orbitas periddicas, assim
como pode ser visto nos artigos [2], [3], [4], [5] e [12].

Chamamos de G(z,e) = Aoz + ¢F(z) o campo de vetores definido em (5.2). No
Capitulo 1 vimos que o retrato de fase do sistema for¢ado (5.2) coincide com o retrato de

fase do seguinte campo de vetores descontinuo

' B*G(z,e) se det B(x,e) >0,
= X(z,e)= (5.5)
—B*G(z,e) se detB(z,e) <0,

onde recordamos que B* denota a matriz adjunta de B caracterizada por B*B = BB* =
(det B)1I,.

Vimos também no Capitulo 1 que em [22] e [15], os autores introduziram um processo
de regularizacao para estudar campos de vetores descontinuos. Aplicando tal processo
de regularizagao (veja Definicao 1.3.4) no sistema (5.5), obtemos a seguinte familia a

um-parametro a > 0 de campos de vetores continuos
&= Xo(z,6) = Yo(x1)B*G(2,€), (5.6)

onde 9, é a funcao linear por partes dada por

;

—1 sex; € (—o0,—1/e — ),
2t sexy € [~1/e —a,—1/e + o],
Va(T1) = < 1 sex; € (—1/e+a,1/e —a),
== seay € [1)e —a, 1/e 4 al,
-1 sex; € (1/e + a,+00).

\
O gréfico da fungao ¢, é dado na Figura 5.1.

A fim de estudar o sistema (5.5) primeiro estudaremos o problema (5.6) e depois
tenderemos oo — 0.

Os principais resultados deste capitulo sao os seguintes.

Teorema 5.1.1. Suponhamos que a expressio da matriz B(x,€) é como em (5.4). Entdo

para cada a > 0, no mdzimo um ciclo limite do sistema diferencial (5.6) bifurca das orbitas
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~-o

M=

Figura 5.1: Gréfico da funcio v,

periddicas do sistema (5.1), sob expansdo de primeira ordem da fun¢ao deslocamento de
(5.6) com relagio ao parametro pequeno . Além disso existem sistemas (5.6) tendo

exatamente um ciclo limite.

Corolario 5.1.2. Suponha que B(x,€) é como em (5.4). Entao no mdzimo um ciclo limite
do sistema diferencial linear por partes com impasse (5.2) bifurca das orbitas periddicas
do sistema (5.1), sob expansdo de primeira ordem da func¢dao deslocamento de (5.2) com
relagdo ao parametro pequeno €. Além disso existem sistemas (5.2) tendo exatamente um

ciclo limite.

5.2 Provas do Teorema 5.1.1 e Corolario 5.1.2

O primeiro passo no estudo do sistema (5.6) é transformé-lo em um sistema o qual esteja
na forma padrao para aplicar a teoria averaging. Mudando as varidveis (1, s, ..., Z,)
para (6,r,x3,...,x,) usando ; = rcosf e ro = rsend, temos que o sistema (5.6) é

transformado sobre um sistema da forma

7 = 1y (r cos ) |:8H1<0,’I“, T3y ..., Ty) + 0(52)],
0 = 1ho(r cos ) [1 + ;(COS OF, —senfF;) + 0(52)} , (5.7)

T; = 1hq(rcosh) [5Hj_1(0, T T3y .. Tn) + 0(52)] , para j = 3,...,n,
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onde
H{ = cosOF; + sen 0F,,
H; = ajircosf + ajorsend + bjo(r cos0) + Z kT,
k=3
e temos que Fy = —r?cosfsend + G1, Fy, = —1r?cos’0 + G5 onde G; = a;;rcosl +

aiorsen + o(rcos0)b; + >} _s ayry, para i = 1,2.
No intuito de estudar o sistema (5.7) primeiro estudaremos o retrato de fase de tal

sistema sem o termo multiplicativo 1, (r cos ), ou seja, consideramos o seguinte sistema

r=¢cH(0,r,23,...,7,) + O(g?),

=1+ (cosOF, —sen0F,) + O(c2), (5.8)
T
iy =ceH; 1(0,r 23,...,2,) + O(e?), para j =3,...,n.

Note que o retrato de fase de (5.7) é o mesmo que o retrato de fase de (5.8) nas regioes
onde 1, (r cos @) > 0. Nas regides onde 1, (r cos ) < 0 temos que inverter a orientagao das
érbitas de (5.8). Quando 1), (1 cos ) = 0 temos definido um conjunto de pontos singulares

de (5.7).

Comegamos agora o estudo do retrato de fase do sistema (5.8).

Note que para |e| suficientemente pequeno no sistema (5.8) temos que 6(t) = 1 +
;(cos 0F, —sen6F;) + O(g?) > 0 para cada t quando (0,7, z3,...,7,) € S! x RT x R"2.
Agora eliminamos a varidvel ¢ no sistema (5.8) considerando 6 como a nova varidvel
independente. Depois de uma expansao com relagao ao parametro pequeno € obtemos o

seguinte sistema

dr
— =cH (0,7, 23,...,7,) + O(c?),
de
J (5.9)
T
d_HJ =ceH; 1(0,7,23,...,2,) + O(e?),
para j = 3,...,n. Tomamos g, suficientemente pequeno, m arbitrariamente grande e

D, = (1/m,m). Entao é ficil ver que o campo de vetores definido pelo sistema (5.9) esta
bem definido e ¢ continuo sobre S' x D,, x R"™2 x (—&g,g0). Além disso tal campo de

vetores é 2m-peridédico com relacao a variavel independente 6 e localmente Lipschitz com
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relagdo a (r,xs,...,,). Aplicaremos a teoria averaging no sistema (5.9).

Nosso préximo passo é encontrar a func¢do correspondente (6.2) (veja capitulo 6), ou

seja, devemos calcular

2

hi(r,zs, ..., x,) = H;(0,r xs3,...,2,)d0, (5.10)
0

para j=1,...,n— 1.

A fim de calcular a expressao exata de h usaremos as seguintes féormulas

21 27 21
/ cos> 0dh = ., / sen?fdh = 7, / cos® fsen fdh = 0,
0 0 0

2m 2m
/ cos @ sen’ Adh = 0, / cosfsenfdf = 0.
0 0

Para cada r > 0 definimos

2T
Iy(r) = / @(rcosf)db,
0
2
Li(r)= / @(r cos ) cos 0db,
0

2T
Iy(r) = / @(r cos @) sen 0db,
0

onde ¢ é a funcao linear por partes dada por (5.3).

Lema 5.2.1. As integrais 1y, I e I satisfazem Iy(r) = I2(r) = 0 para todo r > 0, e

r ser <1,
Li(r) = (5.11)
24/1r2 — 1
7Tr+r——2rarctan( 7"2—1) ser > 1.
T

Demonstragao — Sempre que 0 < r < 1 temos que |rcosf| < 1 e |rsenf| < 1 para

todo 0 € [0,27). Entao ¢(rcosf) = r cosf para todo 0. Assim
2
Iy(r) = 7“/ cos 0df = 0,
0
2
L(r) = 7"/ cos’0df = T,
0

2
Ly(r) = r/ senfcosfdf = 0.
0
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Fixamos agora r > 1 e considere 0, € (0,7/2) tal que cosf. = 1/r. Entao podemos

Oc T—0, T+0c
I(r) = / d9—i—r/ cos@d@—/ df+
0 0. T—0,
2

2m—0.
r / cos 0df + / do,
7T+9c 271'79C

0. 70, m+0
Li(r) = / cos 0df + 7’/ cos® 0df) — / cos 0df+
0 Oc T

0,

escrever

27 —0¢ 2m
r cos® 6dh + / cos fde,
T+0, 2m—0.
0. T—0, T+0.
L(r) = sen 0d0 +r / sen 6 cos 0df — / sen Odo+
0. ™

0 —0.

2m—0,. 21
r/ sen 6 cos 8dO + / sen 6d0.

+6, 2m—0.

Calculos diretos levam as seguintes expressoes:
Iy(r) = 0,
L(r) = 7mr+ %m — 2r arctan <\/7“27—1),
L(r) = 0,

onde usamos que senf, = v/r?2 —1/r e 6, = arctan v/r? — 1. m

Em resumo, de (5.10) obtemos que

hi(r,zs,...,z,) = wray + b1l (r) + wrass,
(5.12)
hj1(r,zs,...,2,) = 2m(aj3z3+ ...+ ajnty),
para j =3,...,n.
Agora vamos estudar a solubilidade do sistema h;(r, x3,...,x,) = Oparai=1,...,n—

1, onde as expressoes das fungoes h; sdo dadas por (5.12).
Proposicao 5.2.2. Suponhamos que

(1) o determinante da matriz C' obtida da matriz A = (a;;) excluindo as primeiras duas
linhas e as primeiras duas colunas seja diferente de zero (€ claro que esta condigdo

¢ somente ezigida sen > 2), e
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(&11 “+ a9 + bl)
by

(i1) € (0,1), onde b= (by,...,b,)T.

Entao o sistema (5.9) para |e| # 0 suficientemente pequeno tem exatamente um ciclo

limite bifurcando do circulo de raio ro centrado na origem do plano 3 = ... = x, = 0,

onde ry € a unica solu¢ao no intervalo (1,00) da equagao

2 1 b
arctan (\/TQ — 1) _vr _ 7T(OJll + ags + 1)‘

72 2b,

Demonstragao — A fim de que o sistema h;(r, x3,...,x,) =0 parai=1,...,n—1
tenha solugoes isoladas — caso contrario o determinante Jacobiano sobre tais solucoes
torna-se zero e nao podemos aplicar o Teorema 6.1.1 para estudar os ciclos limites do
sistema (5.9) para |e| # 0 suficientemente pequeno — é exigido, para n > 2, que o

determinante da matriz C' obtida da matriz A excluindo as primeiras duas linhas e as

primeiras duas colunas seja diferente de zero. Entao das equagoes h;(r,zs,...,x,) =
0 para i = 2,...,n — 1 obtemos que z3 = ... = z, = 0. Para r > 1, da equacao
hi(r,z3,...,x,) = 0 obtemos

-1
f(r) = arctan <\/7~2 — 1) — rrz _ mlan 4‘22122 +b)

Note que a funcao f : (1,00) — (0,7/2) dada acima é um difeomorfismo. Assim temos

que a Proposicao 5.2.2 seguira diretamente do Teorema 6.1.1 se o determinante Jacobiano

O(hy, ... hyq)
det ( o(r,xs, ..., xy,)

0, 5.13
(r,z3,..,xn)=(10,0,...,0) ) 7& ( )

7T(G11 + a2 + bl)
2by

€ (0,%). A expressao dada em

onde 19 é a unica solugao de f(rg) =
(5.13) é igual a
2[)1 det(C’) 7”3 —1

2 )
g

e esta expressao ¢ diferente de zero pois g > 1 e estamos assumindo que det(C) # 0 e
aii +axg +0
2b

Demonstragao do Teorema 5.1.1. Denotamos por v(.,¢) a familia de ciclos do sistema
(5.9) obtida na Proposicao 5.2.2, para cada € > 0 suficientemente pequeno. Sabemos pelo

Teorema 6.1.1 que v(0,¢e) — (79,0,...,0) quando € — 0. Sabemos também que a fungao
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VYo (z1) > 0 se, e somente se, —1 < z; < L e além disso, —X — —oo e 1 — 0o quando
’ ? € € ’ € €

e — 0. Portanto podemos concluir que a familia de ciclos v(.,¢) do sistema (5.9) esta

localizada em regioes onde ¢, > 0. Segue que podemos tirar as mesmas conclusoes para

o sistema (5.7). Em resumo temos provado o Teorema 5.1.1. m
Demonstra¢ao do Coroldrio 5.1.2. Como a solugao encontrada (rg,0,...,0) do sistema
hi(r,xs,...,x,) =0 parai = 1,...,n — 1, ndo depende do parametro « concluimos que

o Corolario 5.1.2 segue diretamente. m



Capitulo 6

Apeéndice

6.1 Método averaging de primeira-ordem

O objetivo desta secao é apresentar o método averaging de primeira-ordem assim como
foi obtido em [1]. Tal resultado apresenta hipdteses mais fracas do que, por exemplo, na
versao classica apresentada em [26], pdgina 158, Teorema 11.5. A diferenciabilidade do
campo de vetores nao é necessaria. As condigoes especificas para a existéncia de um zero
simples da funcao averaged sao dadas em termos do grau de Brouwer. De fato, o grau
de Brouwer é um ponto chave na prova deste teorema. Lembre que a continuidade de
uma funcao definida em um espago de dimensao finita é uma condigao suficiente para a
existéncia do seu grau de Brouwer (veja [16] para definigoes precisas).

O préximo teorema esta provado em [1].
Teorema 6.1.1. Consideramos o sequinte sistema diferencial
i(t) = eH(t,z) + *R(t, z,¢), (6.1)

onde H:RxD — R", R: RxDx(—¢g,e5) — R sao fungoes continuas, T-periddicas

na primeira varidvel, e D € um subconjunto aberto de R™. Definimos h : D — R™ como
T
h(z) :/ H (s, z)ds, (6.2)
0
€ assumimos que:

(i) H e R sao localmente Lipschitzianas com relagdo a x;

7
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(it) para a € D com h(a) = 0, existe uma vizinhanga V' de a tal que h(z) # 0 para todo
z € V\{a} edp(h,V,0) # 0 (aqui dg(h,V,0) denota o grau de Brouwer de h em 0).

Entao, para || > 0 suficientemente pequeno, eziste uma solug¢do T-periddica isolada

(., e) do sistema (6.1) tal que ¥(0,¢) — a quando € — 0.

Vamos precisar de alguns fatos da prova do Teorema 6.1.1. A hipétese (i) garante a
existéncia e unicidade das solucoes de cada problema de valor inicial sobre o intervalo
[0,T]. Portanto, para cada z € D, podemos denotar por z(.,z,e) a solugdo de (6.1)
com valor inicial x(0, z,e) = z. Consideramos também a fun¢ao deslocamento ¢ : D X

(—ef,er) — R™ definida por
T
((z,e) = / [eH(t,x(t, 2,€)) + e*R(t, x(t, 2, ), €)]dt. (6.3)
0
Da prova do Teorema 6.1.1 extraimos os seguintes fatos.

Observacao 6.1.1. Para todo z € D as sequintes relagoes valem
(T, z,e) —x(0,2,¢) = ((z,¢).
A funcao ¢ pode ser escrita na forma
((z,€) = eh(z) +*0O(1),

onde h € dada por (6.2) e o simbolo O(1) denota uma funcao limitada sobre todo subcon-
Junto compacto de Dx(—ey,er). Além disso, para || suficientemente pequeno, z = (0, ¢€)

é um zero isolado de ((.,¢).

Note que da Observagao 6.1.1 segue que um zero z da fungao deslocamento ((z,¢)
no tempo 7' fornece condigoes iniciais para uma érbita peridédica do sistema de periodo
T. Observamos também que h(z) é a fungao deslocamento a menos dos termos de ordem
e. Consequentemente os zeros de h(z), quando h(z) ndo é identicamente zero, também
fornece Orbitas periddicas de periodo T'.

Para um dado sistema existe a possibilidade de que a funcao ¢ nao seja globalmente
diferenciavel, mas a funcao h seja. De fato, somente a diferenciabilidade em alguma
vizinhanca de um zero fixo isolado de h poderia ser suficiente. Quando esse é o caso,

podemos usar a seguinte observacao a fim de verificar a hipétese (ii) do Teorema 6.1.1.
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Observagao 6.1.2. Seja h: D — R™ uma fungdo de classe C1, com h(a) =0, onde D
¢ um subconjunto aberto de R™ e a € D. Sempre que a é um zero simples de h (isto €, o
determinante Jacobiano Jy(a) de h em a é diferente de zero), entdo existe uma vizinhanga

V de a tal que h(z) # 0 para todo z € V\{a} e dg(h,V,0) € {—1,1}.
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