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RESUMO

Neste trabalho estudamos retratos de fase de sistemas singularmente perturbados em torno de sin-
gularidades tipicas. Um sistema singularmente perturbado possui a caracteristica peculiar de ser
governado por mais de uma escala de tempo, esse fenémeno sera estudado nos primeiros capitulos
do texto, que tem como objetivo apresentar a teoria de Fenichel para sistemas singularmente per-
turbados. A teoria de Fenichel aqui apresentada fornece uma boa compreensdo de um sistema em
torno de variedades normalmente hiperbdlicas, no entanto, nao explica o que acontece em varieda-
des que nao possuem hiperbolicidade normal. O ultimo capitulo é dedicado ao estudo de variedades
criticas que possuem pontos de dobra (singularidades da variedade critica), isso €, pontos que nao
possuem hiperbolicidade normal, mais especificamente estudaremos singularidades do tipo cuspide
em sistemas cuja variavel lenta (governada por uma escala de tempo lento) possui dimensao menor

ou igual a dois. Todos os sistemas aqui possuirdo duas escalas de tempo.

Palavras-chave: Perturbacdes singulares. Variedades invariantes. Normal hiperbolicidade. Siste-
mas lento-rapido.



ABSTRACT

In this work we study phase portraits of singularly perturbed systems around typical singularities.
A singularly perturbed system has the peculiar characteristic of being governed by more than one
time scale. This phenomenon will be studied in the first chapters of the text, which aims to present
Fenichel’s theory for singularly perturbed systems. Fenichel’s theory presented here provides a good
understanding of a system around normally hyperbolic manifolds, however, it does not explain what
happens on manifolds that do not have normal hyperbolicity. The last chapter is dedicated to the study
of critical manifolds that have bending points (singularities of the critical variety), that is, points that
do not have normal hyperbolicity, more specifically we will study cusp-type singularities in systems
whose slow variable (governed by a scale of slow time) has a dimension less than or equal to two.

All systems here will have two time scales.

Keywords: Singular perturbation. Invariant manifolds. Normal hyperbolicity. System slow-fast.
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1 Introducao

Esse texto tem o enfoque no desenvolvimento de algumas construcoes geométricas
fundamentais e na teoria dos sistemas dindmicos para sistemas de equacoes diferenciais
ordinarias da forma

= f(x,z,¢€)

2 =eg(x,z,e)’ (1.1)

onde r € R™, z € R", e € R e “’ 7 representa a derivada com relacao a variavel
independente t. Aqui, as fungdes f e g sdo tomada como sendo C*, salvo menc¢ao em
contrario, num aberto U xI C (R™xR") xR, onde I é um intervalo aberto contendo € = 0.
Nos interessaremos quando € ¢é positivo e pequeno. Nesse caso a variavel x é chamada
varidvel rapida, enquanto que z é chamada varidvel lenta. O motivo dessas nomenclaturas
se deve ao fato que o crescimento da variavel x depende apenas de f, enquanto que z se
contrai numa taxa € para se igualar ao crescimento de g. Para tornar mais formal essa
terminologia, definimos o seguinte conceito da analise assintética

Defini¢ao 1. Considere u,v :] — 6,0[— R, 6 > 0. Diz-se que a ordem assintdtica
(ou simplesmente ordem) de v nao é inferior a de u quando € — 0 se ezistirem K, €
positivos tais que

lv(e)] < klu(e)| sempre que 0 < e < ey.

Em uma notagao mais sucinta, diz-se “v(e) = O(u(e)) quando ¢ — 07, ou “v(e) é um

O-grande de u(e) para ¢ — 0.

Verifica-se as seguintes propriedades de O abaixo

O(g9) + O(f) = O(g + f)
0(9)-0(f) = O(g.f) '

Nessa terminologia, vé-se que 2’ = O(1) e 2/ = O(e). De fato, estendendo f e g em
poténcias de € obtem-se

2’| = |f] <1/ (z,2,0)| + Oe) = O1)
2] = elgl < e(lg(z, 2,0)[ + O(e)) = Ofe) -

Agora, note que, aplicando a mudanca de variavel 7 = ¢t, € > 0, ocorre que

de _ dr dt

dr dt " dr € dr dt *dr

f dz __ dz dt _ eg __
L= 20 ?_g‘

O sistema (1.1) toma, entdo, a forma equivalente

et = f(x,z,¢)

z2=g(x,z,e) ’ (1.2)

12



Introducgao 13

W

onde simboliza a derivada com relagdo a variavel 7. Chamamos as varidveis inde-
pendentes t e 7 de tempo rdpido e tempo lento, respectivamente. Aos sistemas (1.1) e
(1.2) damos o nome de sistema rdpido e sistema lento, respectivamente. Quando € > 0 é
pequeno esses dois sistemas ganham o nome pertubacao singular.

A nomenclatura singular se deve ao comportamento descontinuo entre os sistemas
rapido e lento quando e — 0. Por um lado, o sistema rapido (1.1), quando € = 0, se reduz
a um sistema m-dimensional em que a variavel z se reduz a uma constante

¥ = f(z,z,¢€)
0 ) (1.3)

Nos referimos a (1.3) como sistema rdpido reduzido. Por outro lado, o sistema lento (1.2),
quando € = 0, se reduz a uma combinag¢do de uma equagcao algébrica com uma diferencial,
que por isso chamamos de algébrica-diferencial

0=f(@ze) (1.4)
z=g(z,z,¢)

Aqui, a dimensao do sistema de equagao diferencial reduz de m+n para n, e nos referimos
a (1.4) como sistema lento reduzido.

O foco nos primeiros capitulos desse trabalho sera exclusivamente uma classe particular
de métodos que aqui serao nomeados métodos geométricos. O que serd posteriormente
chamado aprozimagao geométrica de (1.1) surgird de esforcos na identificagao da estrutura
dindmica central, tal como conjuntos e variedades invariantes presentes no espaco de fase
de (1.1). Procuraremos também explorar suas propriedades, tal como suas decomposigoes
nos sistemas rapido-lento e folheacoes de varias variedades, com o fim de solucionar varios
problemas, que quando possivel, serd exposto no texto.

Os sistemas reduzidos, que nos referiremos também como sistemas nao perturbados,
oferecem diferentes intui¢coes do comportamento de dérbitas e estruturas geométricas nos
seus respectivos sistemas associados rapido-lento. Algumas construgoes geométricas no
espago de fase de (1.1), quando 0 < ¢ < 1, possuem seus analogos no sistema (1.3), que
por ser mais simples, é mais facil de localizar. Além disso, algumas outras construgoes
geométricas de (1.1) (ou equivalentemente de (1.2)), quando 0 < & < 1, se encontra
proximo de objetos no espaco de fase de (1.4). Ao explorar esta decomposigao em sistemas
rapido-lento, a abordagem geométrica reduz o sistema singularmente perturbado completo
em pertubagoes regulares (pertubagoes continuas no limite) de dimensao inferior.

Nos Capitulos 3 e 4 nos concentramos em uma classe de conjuntos que apresentam
uma certa estabilidade sob a perturbacgao singular, os chamados conjuntos normalmente
hiperbdlicos, que na realidade serao variedades normalmente hiperbolicas devido a ragula-
ridade que supomos sob as funcgoes f e g. No capitulo 5 estudamos alguns conjuntos que
falham na normal hiperbolicidade, os chamados conjuntos de dobra. O capitulo 5 terd
como principal objetivo o estudo em torno de um ponto de dobra especial, o chamado
ponto de cispide (ou singularidade de cuspide), aplicaremos parte da teoria geométrica
desenvolvida nos capitulos 3 e 4 a fim de entender o comportamento local em torno dessa
singularidade.



2 Preliminares

2.1 Conceitos Fundamentais e Visao Geral

Alguns Conceitos Fundamentais de EDO’s

Alguns conjuntos de pontos que possuem propriedades especiais em relacdo a uma
equacao diferencial ordindria (EDO) sao importantes para o estudo dos sistemas dindmi-
cos. O conjunto mais simples dentre esses é o conjunto dos pontos de equilibrio. Para a
equacdo ¥ = h(y), onde y € R¥, yy é dito ponto de equilibrio se h(yy) = 0. Esses pontos
correspondem ao estado de equilibrio do sistema modelado pela EDO. Sao de interesse
também conjuntos que, quando submetido ao campo h, preservam suas orbitas dentro de
si, os assim chamados conjuntos invariantes. Entdo, V' C R* é dito conjunto invariante
do sistema 3’ = h(y) se, qualquer trajetéria v com 7(ty) € V para algum ¢y € R é tal que
~(t) € V, para todo t € R. O conjunto dos pontos de equilibrio e 6rbitas periédicas sao
exemplos de conjuntos invariante. Finalmente, uma nogao mais restritiva de invariancia,
chamada invariancia local, é crucial na teoria de Fenichel. Um conjunto aberto V C R¥
é dito localmente invariante com respeito ao aberto W € R* sob o sistema y' = h(y) se,
V C W e qualquer trajetoria saindo de V' sai simultaneamente de W. No caso de existir
W com essa propriedade, diremos simplesmente que V' ¢é localmente ivariante.

Os conjuntos invariante (e localmente invariante) que serao estudados aqui sao, em
geral, variedades. Dizemos que um subconjunto M C RP é uma wvariedade suave de
dimensdo ¢, onde q < p, se, cada ponto x € M possui uma vizinhanca de M difeomorfa
numa ordem C*> (C*-difeomorfo) a um aberto de R?. Em outras palavras, para cada
x € M existem um aberto U C RP, com z € U, e um difeomorfismo ¢ € C* : UNM — V,
onde V' C R? é um aberto. Pontos, curvas suaves e graficos de funcoes suave sao exemplos
de variedades suaves.

As variedades que serdao estudadas nesse texto serao compactas. Algumas possuirao
“bordo”, enquanto outras nao. Um conjunto M C RP é dito wvariedade com bordo g-
dimensional se, cada x € M possuir uma vizinhanca aberta de M C*-difeomorfo a um
aberto V' C H?, onde H? = {(z1,...,x,) € R?: z, > 0}. Além disso, o bordo de M, 0M,
é o conjunto de todos os pontos de M que sao levados, pelo difeomorfismo associado, ao
conjunto 0H? := {(x,...,z,) € R?: z, = 0}. Finalmente, uma variedade ¢ dita variedade
localmente invariante sob o sistema 3y’ = h(y) se, o conjunto de seus pontos for localmente
invariante.

Uma segunda propriedade que desempenha um papel importante nesse texto é a de
hiperbolicidade. Considere novamente o sistema y’ = h(y), juntamente com sua lineari-
zacao w' = Jw, onde J = J(x) é a matriz jacobiana k X k do campo h com respeito a
varidvel y. Um ponto de equilibrio z € R* desse sistema é dito hiperbdlico se, todos os
auto valores de J(z) possuem parte real ndo nula. Um exemplo de ponto fixo hiperbdlico

14



Conceitos Fundamentais e Visao Geral 15

pode ser encontrado no equilibrio da equacao diferencial que descreve um péndulo nao

linear cléssico
/

g =D
— —seng (2.1)

Aqui, (—m,0) é ponto de equilibrio, e o Jacobiano do campo nesse ponto é

0 1 01
J(=m,0) = —cosq 0 (—7r0)— 1 0

dai, o polindmio caracteristico dessa matriz é

_ —A I Y
p(A) = —cosq —A =N-1.
Entao, os autovalores de J(—m,0) sdao +1. Por definigdo (—m,0) é ponto hiperbdlico.
Devido ao ponto ser hiperbdlico, as 6rbitas que se aproximam de (—m,0) (ou se afastam)
o fazem numa taxa exponencial conforme t cresce. Isso se deve ao teorema de Hartman-
Grobman, que estabelece uma relacao entre um campo e seu associado linear num ponto
de equilibrio hiperbdlico.
Um outro exemplo, que terd relevancia numa se¢ao posterior, é dado pelo sistema

X

= —
, )
2 = —¢z

(2.2)

Esse exemplo é um caso particular de (1.1) com m,n = 1. A matriz Jacobiana desse
sistema ¢é

-1 0

J([L’,Z): 0 —e |’

portanto, vé-se facilmente que os autovalores sdo —1 e —e em qualquer ponto (z, z). Note
que a origem é um ponto de equilibrio, e pelo que foi visto, é também hiperbdlico, isso
para todo € # 0. Além disso, nesse sistema todas as trajetorias se aproximam da origem
conforme o tempo cresce. A taxa de aproximacao na direcao de x é maior que na diregao
de z. Para firmar essas afirmacoes, recorde-se de que as solugoes desse sistema sao do tipo
o(t) = (cre7", cee™c"). No entanto, quando € = 0, o segundo autovalor ¢ identicamente
nulo. Portanto, este exemplo também ilustra uma situagao em que o ponto hiperbdlico
nao se conserva no sistema nao perturbado, o que é uma caracteristica comum nos sistemas
singularmente perturbados da forma (1.1), esse fendmeno serd um dos assuntos principais
desse texto.

Quando linearizado num ponto hiperbdlico yg, o sistema 3" = h(y) possui subespagos
que chamamos de subespaco estdvel e subespago instavel, cujas respectivas dimensoes sao
iguais ao nimero de autovalores com parte real negativa e positiva da Jacobiana J(yp). O
subespaco estavel é aquele em que, além de ser invariante e linear, todas as trajetorias nele
contidas se aproximam do ponto de equilibrio conforme o tempo cresce, enquanto que no
instavel, as trajetorias se afastam. Essa aproximacao, ou afastamento, nesses subespagos,
se dao numa taxa exponencial, isso devido a prépria composicao das solugoes. Quando
mudamos o sentido do tempo, as trajetérias no subespaco instéavel irao se aproximar
de 1, também numa taxa exponencial. A teoria dos sistemas dinamicos afirma que
espagos analogos nao linear podem ser encontrados no sistema y’ = h(y), esses espagos
sao conhecidos como wariedade local estdvel e instdvel do ponto de equilibrio hiperbélico
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yo. A wvariedade estdvel do ponto de equilibrio hiperbélico 1y na vizinhanca V C R,
yo € V, é definida por

Wi.(yo) = {y; o(y,t) € V V¥t >0,6(y,t) = yo quando t — oo}, (2.3)

onde ¢(y,t) é o fluxo de ¥y = h(y). Similarmente, a wvariedade instdvel do ponto de
equilibrio hiperbdlico yo na vizinhanca V' é definida por

WY (yo) = {y; ¢(y,t) €V Vt <0,6(y,t) — yo quando t — —o0}. (2.4)

Mais geralmente, para um sistema cujo campo é de classe C", r > 1, o Teorema da Vari-
edade Estavel estabelece a existéncia dessas variedades com uma suavidade de ordem C”
(ou simplesmente variedade C"). As variedades globais, estavel e instavel em 7o, nomeadas
W5(yo) e WY (yy) respectivamente, sdo aquelas obtidas sem a restri¢do da vizinhanga, e
que, portanto, permitem que o fluxo seja avaliado em todo dominio do campo em questao,
nao apenas em V.

No exemplo (2.1) do péndulo nao linear classico, os pontos de equilibrio hiperbdlico
em (£m,0) possuem variedades locais 1-dimensional, estavel e instdvel, numa suavidade
de ordem C*°, uma vez que o campo associado é C*. Pode-se verificar que as variedades
locais sao descritas implicitamente pela equagao

p?/2+ (1 —cosq) =2 .

Para ver que esses conjuntos sdo invariantes pelo campo, basta notar que, se F'(q,p) =
p?/2+(1—cos(q)), entdo VF(q,p) = (sen(q), p) ¢ normal ao conjunto definido pela equagao
acima, e como < VF(q,p),(¢,p’) >= 0 segue que o vetor tangente ao conjunto F~1(2)
¢ paralelo ao campo. Dai F~!(2) é invariante. A estabilidade e instabilidade se deve ao
fato que F(+m,0) = 2, ou seja, (£m,0) € F~1(2), junto ao comportamento do campo.
Quando p > 0 a componente em ¢ é positiva, por isso o campo vai da esquerda para a
direita, quando p < 0 acontece o oposto

<«

Figura 2.1: As solugoes correm no sentido positivo de ¢ em
{(p,q);p > 0}, e no sentido negativo de ¢ em {(p,q);p < 0} con-
forme o tempo cresce. Fonte: autoria propria.

Sendo assim, a tnica possibilidade para o comportamento local do fluxo desse campo no
conjunto F'~1(2) em torno dos pontos de equilibrio estd ilustrado abaixo.
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\v/” \‘v/

/\ /A\q
Figura 2.2: O sentido positivo das drbitas (tempo crescente) segue
o esquema dado na Figura 2.1. Fonte: autoria propria.

Além disso, essas variedades locais sao tangentes ao seu respectivo subespaco no ponto de
equilibrio. A verificacao desse fato pode ser feita notando que os autovetores dos subes-
pacos sao tangentes as respectivas variedades locais no ponto de equilibrio. Verificaremos
para o ponto (—,0), em (7,0) as contas sao andlogas. Note que

0 1 (%1 . (%1 V2 = V1
R A 1 R e

Entéao, (1, 1) é autovetor associado ao autovalor 1, do mesmo modo se verifica que (1, —1)
é autovetor associado ao autovalor —1. Serd feito aqui a verificagao sobre a variedade
estdvel, para a instavel as contas sdo parecidas. Note que, a variedade estéavel em (—,0)
corresponde aos pontos da equagao F(q,p) = 2 dentro do conjunto {¢ < —m e p >
0} U{q > —m e p < 0} (Recorde que a variedade é local, por isso esses conjuntos sao
vistos localmente). Entdo, utilizando a equacio F = 2, deduz-se que W;3.(—m,0) pode
ser parametrizada por

7(q) = { (¢, y2(1 +cosq)) seq<-—m
(q,—/2(1 +cosq)) seq>—m

Como
(1, w/2(1+co;(f7r+h))) se h <0
y(=mth)—y(=m) _
" (1,— 2(1+coz(f7r+h))) se h>0 ’
entao

R B (NCAL 0 ) -,

uma vez que

lim
h—0—

li =
higl— h

\/1+cos (=7 + h) _J <1+cmq—w4—m> 1

h2

V(=7 +h) =~ (=)

De forma analoga se verifica que lim_ = (1,-1).
h—0
Logo a tangéncia se verifica, pois o vetor tangente a variedade estavel é paralelo ao

gerador do subespaco estavel.



Conceitos Fundamentais e Visao Geral 18

Alguns conceitos fundamentais do sistema (1.1)

Olhando para a forma do sistema lento reduzido (1.4), somos naturalmente levados
a estudar o conjunto que anula f. Tendo conhecimento da Forma local das Submer-
soes, ¢ razoavel esperar que, localmente, este conjunto seja n-dimensional, e para os
problemas que serao estudados aqui, ¢ natural considerar os casos em que o conjunto
{(z,z) : f(z,2,0) = 0} seja uma variedade C* (que serd denotada por Mj). Além
disso, sera conveniente considerarmos tais variedades M, sendo dadas por uma funcao
C™ x = Xy(z). Essa ultima suposi¢do nao é necessaria, uma vez que, se nd0 0correr para
M na totalidade, localmente sempre sera valida, e, portanto, podemos considerar M,
como a colagem suave de conjuntos com essa propriedade.

Para ilustrar a situagao, considere o sistema (2.2). Reescrevendo o sistema no tempo
lento obtém-se

portanto, o conjunto dos pontos que anulam f é {x = 0}, ou seja, M nesse caso é o eixo
z, e por isso Xg = 0 é a funcao que descreve My, aqui existe uma independéncia de z em
XO.

Para sistemas gerais (1.1) com € = 0, as solugoes com condigao inicial em M evoluem
na escala de tempo lenta, conforme o sistema lento (1.4) com z = Xy(2)

z2 = g(Xo(2), 2,0).

Por outro lado, quando visto da perspectiva do sistema rapido (1.1), com ¢ = 0, M é
uma variedade de pontos de equilibrio, uma vez que, por definicdo, ' = 0 em todos os
pontos (Xo(z), z,0) que anulam f. Portanto, M, é invariante. O fato de M, consistir de
pontos de equilibrio no sistema rapido reduzido contrasta com a dindmica existente em
M sobre o sistema lento reduzido. Em exemplos posteriores ficard evidente que as duas
perspectivas sdo necessarias.

Finalmente, entre todos os sistemas do tipo (1.1) com variedades localmente invari-
antes, nos concentraremos exclusivamente naqueles em que, quando ¢ = 0, cada ponto
(Xo(2),2) em Mg é ponto de equilibrio hiperbélico na dire¢gdo normal & z, ou seja, do
sistema rapido reduzido (1.3). Nestes sistemas, diz-se que a variedade invariante Mg é
normalmente hiperbdlica, e sdo essas variedades que ocupam lugar central na teoria da
perturbacao singular.

No exemplo (2.2), o eixo z ¢ uma variedade invariante normalmente hiperbélica. Outro
exemplo é fornecido pela equagao de um péndulo, que pode ser escrito na forma de sistema

CcOo1mo
/

p
= —(1+asenz)sengq , (2.5)
=

SRS

~

onde 0 < o < 1. Esse modelo surge, por exemplo, quando o comprimento do péndulo
varia de forma lenta e periédica. Para cada z € [0, 27, os pontos (¢ = £m,p = 0) sdo
pontos de equilibrio hiperbélicos do sistema rapido reduzido

q¢=p
p=—(1+asenz)sengq ,
2'=0

onde z é um parametro fixo. No espago de fase estendido {(q,p, z)}, a unido
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M(it = U {(:]:7‘(‘,0, Z)}

z€[0,27[

¢ uma variedade invariante normalmente hiperbélica de (2.5) quando ¢ = 0.

Finalmente, para um campo vetorial C", uma variedade invariante normalmente hi-
perbélica My possui variedades locais C" estavel e instdvel, W;3.(Mg) e WU (M,) res-
pectivamente. Essas sao as unioes sobre todos z € M, das variedades estaveis e instaveis
dos pontos de equilibrio hiperbdlicos do sistema rapido reduzido (Xo(z), z). Além disso,
pode-se mostrar que essas variedades sao também C".

Uma visao geral dos exemplos tratados

Nas seguintes secoes serao discutidos exemplos elementares e de baixa dimensao da
classe geral de sistemas da forma (1.1). Os exemplos estudados fornecerao um contexto
no qual serd possivel introduzir os varios objetos geométricos e terminologia de sistemas
dindmicos que serao encontrados na teoria geral.

Pode-se pensar que exemplos no plano sao triviais, no entanto, um exemplo planar
nao linear também é dado na secao 3.1, o da cinética enzimatica

¥=z—(z+K)
Z=e(—z+(z+K—Nx)

A dindmica deste exemplo, bem como a de outros nao-lineares no plano, podem ser de-
compostas em termos dos mesmos tipos de estruturas geométricas, que serao identificadas
no primeiro exemplo.

O terceiro exemplo, dado na se¢do 3.2, é novamente linear

Th=—xs .
2=z

Sua dimensao é maior que a do primeiro exemplo e nos permite mostrar que resultados
analogos aos que obtemos para o primeiro e segundo exemplos (sistemas com apenas
uma dire¢ao de decaimento exponencial rapido) também sao validos quando o sistema
apresenta ambas diregoes (77 e x3) de decaimento e crescimento exponencial.

Além disso, na secao 3.2, uma aplicacdo do movimento ressoante de dguas rasas em
um tanque é dado

¢ =p
p=¢—-F(2),
=

onde F(z) = 1+ ¢+ cos(z) onde ¢ > 0. Este quarto exemplo ilustra as caracteristicas
geométricas gerais em sistemas nao-lineares, de ordem 3, singularmente perturbados. Esse
exemplo faz parte de uma classe de sistemas hamiltonianos, que inclui o péndulo de
variacao lenta (2.5).

Uma vez concluida a introducdo das principais construgdes e conceitos geométricos
no contexto destes exemplos sucessivamente mais complexos, voltamos a nossa atencao
no capitulo 4 para sistemas gerais (1.1) que tem uma variedade invariante normalmente
hiperbdlica M, quando € = 0. Um teorema devido a Fenichel é enunciado fornecendo as
condigoes sob as quais variedades invariantes normalmente hiperbélica em (1.1) persistem
quando 0 < € < 1. Este teorema também foi estabelecido independentemente por Hirsch,
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Pugh e Shub. Variedades persistentes sao nomeadas variedades lentas, e a prova de sua
persisténcia ¢é feita demonstrando que as variedades locais estaveis e instaveis de M, tam-
bém persistem como variedades localmente invariantes no sistema perturbado. Em outras
palavras, mostra-se que a estrutura hiperbodlica local persiste, e entao a variedade lenta
estd imediatamente disponivel como uma variedade localmente invariante na intersecao
transversal dessas variedades persistentes locais estaveis e instaveis. A imagem local com-
pleta que emerge é crucial para estabelecer uma forma normal para o campo vetorial na
vizinhanga da variedade lenta, que contém todas as informagoes sobre a dindmica lenta
nas variedades lentas e a dindmica rapida nas dire¢coes normais as variedades lentas.



3 Introducao a Teoria de Fenichel

3.1 Exemplos de sistemas 2-dimensional

Nesta se¢ao estudamos dois exemplos planares de sistemas (1.1). Comegamos com o
par desacoplado de equagoes diferenciais ordinarias lineares

r = —X

) 3.1
2= —ez (3.1)
Entao, voltamos a um exemplo da cinética enziméatica

¥ =z—(2+K)T (3.2)

Z=e(—z+(z+Kk—ANx)’

onde k e \ sdo constantes positivas. Ambos os sistemas sdo casos especiais de (1.1) em
que m,n = 1, e sdo singularmente perturbados quando 0 < ¢ < 1. O sistema (3.1) foi
escolhido porque facilita nossa exploragao inicial da teoria de Fenichel. O sistema (3.2)
exibe fenomenos gerais comuns a sistemas planares singularmente perturbados, e ilustra
o fato de que problemas nao lineares podem ser decompostos usando os mesmos métodos
geométricos.

SolugGes exatas do sistema (3.1)

Devido ao fato que o sistema linear (3.1) é desacoplado, a solugao geral com condigao
inicial (2(0), 2(0),¢) ¢ facilmente vista como sendo

z(t) = x(0)e™"
z(t) = z(0)e=t

No plano de fase (z, z) as trajetérias sdo dadas explicitamente em termos da familia de
funcoes de um parametro: r = Cz:. AF igura 3.1 mostra o esboc¢o no plano de fase desse
sistema para 0 < ¢ < 1.

Além disso, a origem é o tnico ponto de equilibrio quando € # 0. Todas as trajetorias
se aproximam dele conforme o tempo cresce, umas horizontalmente (com condigao inicial
no eixo x) enquanto que, todas as outras (que nao estdo no eixo z) se aproximam tan-
genciando o eixo z numa ordem de suavidade C"®), onde 7(g) é menor ou igual ao maior
numero inteiro que ¢ menor ou igual a % A suavidade dessa tangéncia tem ordem infinita
quando ¢ — 0. Tendo revisado brevemente solugoes exatas e diretas, agora voltamos
nossa atencao para a discussao dos objetos geométricos relevantes do ponto de vista de
sistemas dindmicos. Comegamos com o sistema mais simples € = 0 e etdo consideramos
o sistema completo.

21
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Figura 3.1: Nesta figura, assim como ao longo deste texto, uma seta
Unica indica que a dire¢ao é lenta, enquanto que a seta dupla indica
que a diregao é rapida. Fonte: autoria propria.

Estrutura geométrica do sistema (3.1) quando € =0
O sistema rapido reduzido associado a (3.1) é

=—x
Z =

0 )

no plano de fase (z,z) (veja Figura 3.2), o eixo z é uma linha de pontos de equilibrio e,
portanto, um conjunto invariante. Além disso, como uma reta em R? é uma variedade,
sabemos que o eixo z é uma variedade invariante de (3.1) com ¢ = 0. Para cada z, a
componente rapida do campo vetorial (3.1), f(x,2,0) = —z, linearizado no ponto de
equilibrio z = 0 tem apenas um autovalor, que ¢ negativo, a saber —1. Portanto, o eixo z
¢ uma variedade invariante normalmente hiperbélica de (3.1) com € = 0. Denotamos essa
variedade de M,. Finalmente, devido ao fato de que todas as trajetérias se aproximam
de pontos de M a uma taxa exponencial conforme o tempo cresce, a variedade estavel
de My é todo o plano (x,y). Denotamos a variedade estavel de My por W5 (M), e
observamos que nao existem pontos de equilibrio com direcoes instaveis.

As linhas z = ¢, ¢ constante, sdo conjuntos invariantes para cada ¢ € R quando € = 0.
Essas linhas também sao chamadas fibras unidimensionais, e as denominamos por F?,
onde o zero no indice superior indica € = 0 e z denota o valor constante.

z

P

0
qu

(Us le) [x/

Figura 3.2: A geometria de (3.1) quando ¢ = 0. Fonte: autoria
prépria.
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Essas linhas podem ainda ser classificadas como fibras rapidas, porque a taxa exponencial
de contragao ao longo delas em dire¢ao a z = 0 é O(1) na variavel de tempo ¢, e os pontos
(0, z) nos quais essas linhas sao ligados a variedade M, s@o chamados de pontos base
das fibras. Finalmente, tomando a uniao sobre todos z das fibras rapidas produz-se uma
familia invariante de fibras (linhas) que denotamos F°.

Observagdo 3.1. Neste exemplo, diz-se que a familia de fibras rapidas é uma folhea-
c¢do do plano (z,2) (e, portanto, também W9 (M,)), uma vez que existe uma linha para
cada z, e as linhas preenchem completamente o plano.

Estruturas geométricas presente em (3.1) quando 0 < ¢ < 1

Pela construcao deste exemplo, todas as estruturas geométricas identificadas para o
sistema ¢ = 0 também estao presentes, mas com propriedades modificadas, no espaco de
fase de (3.1) com 0 < £ < 1, isto é, eles persistem quando o sistema € = 0 é perturbado e
inclui o termo O(e). Além disso, verifica-se que este é apenas um dos exemplos mais sim-
ples da teoria da persisténcia geral para variedades invariantes normalmente hiperbdlicas,
dos sistemas gerais (1.1), como sera visto no capitulo 4.

O eixo z é novamente uma variedade invariante quando 0 < € < 1. Veja a Figura
3.3 abaixo. Agora o denotamos como M,.. O fluxo em M. é lento, governado pela
componente lenta (segunda componente) do sistema

ed—x =—x e e _ —Z. (3.3)
dr dr

Além disso, nas retas horizontais, a taxa de contracao continua sendo exponencialmente
grande e O(1) com relagdo ao tempo rapido. Por isso a familia de linhas z = constante
ainda constitui uma familia de fibras rapidas, no sentido que, pontos numa mesma fibra se
aproximam exponencialmente na taxa de tempo rapida. Mais formalmente, considerando
trajetérias com condigoes iniciais p = (p1, p2) € ¢ = (q1, g2) respectivamente, ocorre que

t —et

[(pre™, pae™") — (e ", q2e™")|| < |p1 — qule™ + |p2 — qole™,

no caso em que ps = o a taxa de aproxomagao depende somente do tempo rapido, e por
isso {z = constante} sdo ditas fibras rapidas. Essas fibras sdo estruturas herdadas do
sistema rapido reduzido. Os pontos bases dessas fibras sao precisamente os pontos em
M_.. Denotamos as fibras individuais por F7;, onde z denota a coordenada z do ponto
base da fibra, e a familia das fibras denotamos F°. Do que foi visto, o fluxo lento que
atua sobre as fibras depende apenas do ponto base de cada fibra. Pode-se concluir entéo,
que as fibras agora sdo invariantes em relagdo a (3.3) apenas como uma familia, nao
individualmente, como era o caso quando ¢ = 0. Mais formalmente, o fluxo ¢ do sistema
atua sobre as fibras do seguinte modo
¢-(F50)) C F5 (1)) Para quaisquer z(0) e 7.

z

No sentido acima, a evolugdo de qualquer trajetéria com (z(0), 2(0)) # (0,0) pode ser
decomposta em duas partes, uma componente ao longo da variedade M., que é governada
pela evolugao (0, z(7)) do ponto base da fibra em que estd, e uma segunda componente na
direcao normal, que é governada pela taxa exponencial da contracao ao longo das fibras.



Exemplos de sistemas 2-dimensional 24

M. nédo é uma variedade lenta tinica. Como mostramos agora, o sistema (3.1) possui
uma familia de variedades lentas invariantes ao longo das quais as solugoes se aproximam
da origem em uma tangéncia C* e a uma taxa O(¢). Na verdade, a ndo singularidade
e a proximidade das variedades lentas sao fendmenos gerais e estdo intimamente ligados
a nocao de variedade central. Portanto, antes de mostrar isso para o exemplo (3.1),
revisamos brevemente a definicdo de uma variedade central. Considere novamente um
sistema geral ' = h(y), onde h é C". Suponha que esse sistema tenha um ponto de
equilibrio em gy no qual o Jacobiano do campo vetorial tem pelo menos um autovalor com
parte real nula. O sistema linearizado tera entao um subespaco central, que é precisamente
a extensao dos autovetores generalizados associados aos autovalores com parte real nula.
Qualquer variedade localmente invariante que seja tangente ao subespaco central em yg é
considerada uma variedade central de yo. Do mesmo modo se faz para variedades estaveis
e instaveis, ou seja, sao variedades localmente invariantes que tangenciam os subespagcos
estavel e instavel, respectivamente.

ZJME

(0,2(0)) (=(0), 2(0))

(0.2(m)) | (2(71),2(m1))

(0,2(72))
(x(12), 2(72))

Figura 3.3: M., e a familia invariante F° de fibras rapidas estaveis
(linhas tracejadas) para (3.1) com 0 < ¢ < 1. A evolucao de uma
trajetoria pode ser decomposta em duas partes: uma componente ao
longo da variedade M., que é determinado pela evolug¢ao do ponto
base (0,2(0)) da fibra F7 ), e uma componente na direcdo ortogonal,
ao longo da fibra F ) € suas imagens ¢ (F7 o)) = Fy ) sob o fluxo

¢r de (3.3). 7, = et;, onde i = 1,2. Fonte: autoria prépria.

Nesse sistema, o ponto de equilibrio (0,0) é nao hiperbdlico no limite ¢ — 0. O
sistema linearizado tem um subespago estavel unidimensional, gerado pelo vetor (1,0), e
um subespaco central unidimensional, gerado pelo vetor (1,0). O eixo z é uma variedade
central da origem, por definicdo. Além disso, o eixo z nao é a Unica variedade central do
sistema linearizado no limite ¢ — 0. Tanto no semi plano inferior quanto no superior,
existem familias de trajetérias que se aproximam da origem tangenciando o eixo z, ou
seja, o subespago central. Portanto, existe uma familia de variedades centrais, cada uma
obtida pela concatenagao da parte negativa do eixo z ou uma trajetoria do semiplano
inferior com a parte positiva do eixo z ou uma trajetoria do semiplano superior.

Finalmente, cada variedade central construida desta forma é C* no limite ¢ — 0
(apenas o eixo z é uma variedade central analitica), e cada variedade central é exponen-
cialmente proxima de todas as outras em intervalos compactos. Em termos ilustrativos,
se restringirmos a um intervalo aberto J C {eixo z} que contém a origem, entao, essas
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variedades centrais s6 podem ser distinguidas pela localizagao fora de J na qual elas “se
separa” (sai de uma vizinhanga tubular fixa) do eixo z.

Método das expansdes assintéticas combinadas aplicado as solugoes de (3.1)

Antes de introduzir o método definiremos mais alguns conceitos de analise assintética
que serao uteis

Definicao 2. Considere u,v: U CR —- R e xq € U'. Diz-se que a ordem assintotica
(ou simplesmente ordem) de v € superior a de u quando € — 0 se existir ey positivo tal
que, para qualquer k > 0

lv(e)] < klu(e)| sempre que 0 < e < &y.

Em uma nota¢dio mais sucinta, diz-se “v(e) = o(u(e)) quando ¢ — 07, ou “v(e) € um

o-pequeno de u(e) para e — 0.

Utilizando o o-pequeno podemos generalizar expansoes com resto pequeno de uma
funcao. Para isso, pecisaremos de mais uma defini¢ao

Definigao 3. Considere {6,()}nen uma sequéncia de fungoes onde cada b, € C* é de-
crescente para € — 0 e positiva num intervalo do tipo |0,eq[. Dizemos que {d,} € uma
sequéncia assintotica com ¢ — 0, se

dn+1 = 0(d,), para todo n € N.

Estamos agora em condigoes de definir expacao assintética, conceito que generaliza a
ideia de expansao com resto pequeno de uma funcao
Definicao 4. Considere u(x,e) definido em Dx]0,e0] e seja {3,(€) }nen uma sequéncia
assintética com € — 0. Se existir fungoes by(x) e {an(z)}\_y, limitadas em xo € D, tal

que 107
u(zg, €) = z_:oan(mo)csn(s) + by (o) - 0(dn(€)),

entdo, o lado direito da igualdade acima é dita expansdo assintotica de u em xg até a
ordem 6y, quando € — 0. Se b, for uniformemente limitada, entdo

N

u(w,e) =Y an(0)dn(e) + o(dn())

n=0

¢ uma expansdo uniformemente valida de u até a ordem dy.

E comum escrever expansoes assintoticas utilizando O-grande
N

U(ZL’, 5) = Z an(xO)(;n(g) + O(5N+1(5>)u
n=0
assim pode-se obter informagoes adicionais sobre o restante de ordem superior. Quando
a expansao for valida para todo n € N escrevemos simplesmente

u(z,e) ~ Y an(w0)dn(e),

que é denominada série assintotica de u. Podemos agora introduzir o método das
expansoes assintéticas combinadas.

Fixamos uma condigao inicial (z(0), z(0)) com ambas as componentes positivas e O(1),
isto ¢, independente de €. Usando o método de expansoes assintoticas combinadas, tenta-
se escrever a solugao através desta condigao inicial como uma série de poténcias em &
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ot e) = ao(t) + exi(t) + 2x5(t) + O(%)
20t e) = 20(t) + e21(t) + 22(t) + O(e3)

Conectando essas expansoes ordem por ordem na equagao governante (3.1) produz-se a
seguinte expansao para € — 0

(3.4)

por exemplo, 2z’ = —ez produz
(20(t) + e21(t) + %2(t) + O(3)) = —e(20(t) +ez1(t) + 222(t) + O())
disso decorre que

t?
20 =0, 2] = —e29, 2 = —21 = 20 = 2(0), 21 = —€t2(0), 22 = 5252(0).

Claramente, a componente z muda numa taxa O(1) sobre intervalos de tempo O(1),
enquanto que z muda lentamente. Por esse motivo, na linguagem das expansoes assinto-
ticas combinadas, esta expansdo é uma expansao interna (ou répida), e (3.1) é chamada
equacao interna.

Existe uma restricao natural no intervalo de tempo em que a expansao interna é valida.
Com base apenas no tempo de ordem principal, pode-se dizer que a priori, o regimento
interno é um intervalo [0, [ do tempo ¢, onde t; > 0 é qualquer quantidade O(1). No
entanto, com o conhecimento mais preciso da expansao interna que esta disponivel em
(3.4), especificamente os termos na expansao 2l permanecem ordenados apenas enquanto
t < 1, vé-se entdo que o intervalo de validade é [0,#1(¢)[ para qualquer funcio t;(e) < £
(muito maior que no caso t = O(1)), uma vez que z s6 pode mudar em uma quantidade
O(1) ap6s tempos superiores a O(1).

Também é natural olhar para as equagoes governantes (3.3) escritas em termos da
variavel lenta. Novamente procura-se uma expansao em série de poténcias da solugao,
mas agora com os coeficientes sendo fungoes de 7

w7, e) = 2o(7) + exy (1) + 225(7) + O(£%)
(7, e) = 2o(7) + h.ot ’

onde h.o.t denota termos de ordem superior. Juntando esses termos ordem por ordem no
sistema lento obtém-se

zle?l (7)) =04+e04+20+ ...+ 2(0)e =
Zeel(re) = 2(0)e ™ ’ (3:5)
quado € — 0. A varidvel lenta 2z evolui uma quantidade O(1) durante intervalos O(1) de
tempo lento, enquanto a componente = permanece exponencialmente pequena. Observe
que incluimos o termo exponencialmente pequeno aqui porque todos os coeficientes das
poténcias de € se anulam na expansao externa.

As equagoes (3.3) sdo denominadas equagoes externa e (3.5) de expansao externa. A
expansdo assintética (3.5) é claramente valida para a solugdo completa no intervalo de
tempo lento (7,00) para qualquer valor O(1) de 7. Além disso, a partir da expansao
completa (3.5) vé-se também que este intervalo de tempo pode ser ampliado para ser
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(11(€),00), onde 71 é qualquer fungdo positiva que se anula quando ¢ — 0 e satisfaz
e K T(e).

O dominio externo ampliado se sobrepde ao dominio interno. As solugoes interna e
externa (3.4) e (3.5) sdo idénticas sob uma mudanga de coordenadas para todo € # 0, de-
vido a simplicidade do sistema. Consequentemente, eles tém trivialmente a mesma forma
funcional e, portanto, coincidem no dominio de sobreposicao. Esse nao ¢ normalmente o
caso dos sistemas gerais (1.1).

Relacionando as abordagens geométricas e de correspondéncia para (3.1)

Nesta secao, finalizamos nossa discussao do exemplo (3.1) descrevendo alguns aspectos
da relagao entre a teoria geométrica, desenvolvidas nessa se¢ao, e o método de expansoes
assintéticas combinadas.

Geometricamente, a decomposicao natural da evolucdo de uma condi¢do inicial arbi-
traria em

(i) uma componente rapida governada pela contracao exponencial ao longo das fibras
rapidas estaveis e

(ii) uma componente lenta dada pelo movimento lento dos pontos de base das fibras ao
longo de M,

faz essa conexao entre os regimes rapido e lento explicitamente visiveis. O termo de
ordem principal na expansao interna (z(t) = e™*, 2(t) = 2(0)) é precisamente a solugao
ao longo da F ZO(O) onde se encontra a condigao inicial. Além disso, o termo de ordem
principal na expansao externa (x(7) = 0,z(7) = z(0)e™ ") corresponde a evolu¢ao do
ponto base daquela fibra ao longo da variedade M,. Entao, termos de ordem superior
em cada uma das expansoes descreve os termos de ordem superior nas expansoes das
fungoes cujos graficos sao as fibras invariantes e variedades lentas. A expansao interna
estendida descreve nao apenas a evolugao inicial dos pontos na fibra F ~(0): Mas também
o movimento no canto quando os pontos nas fibras ja estdo muito proximos da variedade
M.. Da mesma forma, a expansao externa estendida agora descreve a evolucao dos pontos
base em M., e outros pontos em uma vizinhanca de M..

Um exemplo planar nao linear da cinética enzimatica

No exemplo (3.1), a variedade nao perturbada M, e a variedade perturbada especifica
que denominamos M, coincidem por construgao. Isso foi conveniente para entender a
geometria do problema, mas em geral isso nao ocorre em sistemas da forma (1.1), mesmo
nos planares, as variedades perturbada e nao perturbada, nao coincidem. Ilustramos
fendmenos mais gerais e uma técnica para localizar variedades lentas no modelo nao
linear (3.2) a partir da cinética enzimatica.

Esse modelo surge aplicando a lei da ag¢do das massas ao sistema de duas reagoes
em que um substrato e uma enzima reagem reversivelmente para produzir um complexo
substrato-enzima e, por sua vez, esse complexo é convertido irreversivelmente em produto,
liberando a enzima no processo.

O exemplo (3.2) é um caso especial do sistema geral (1.1) com f(x, z,¢) = z— (z+K)zx,
eg(z,z,e) = —z+(z4+Kk—A)z. Quando ¢ = 0, o sistema possui uma variedade invariante
normalmente hiperbélica

My = {(:E,Z,E):x:XO(Z) _ =z }

Z+K
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(A notagao M, serd padrao para denotar as variedades invariantes para ¢ = 0 em cada
exemplo.). Em termos da varidvel de tempo lento, a dindmica em M, é governada pela
equacao reduzida z = —Az/(z + k). Além disso, localmente, as fibras rapidas e estaveis
FY sdo linhas horizontais. Para cada z, hd contragio exponencial ao longo da fibra F? em
dire¢ao a * = Xy(z), quando t — 0.

Em seguida, voltamos para a geometria quando 0 < ¢ < 1. O espaco de fase com
e=0.2,k=1e X =0.5¢émostrado na Figura 3.4. Como, aplicando a regra da cadeia,
tem-se que

o' = £ Xo(2).2 = ez H (2R = N) =¢ ((;’:2;) :
vé-se que ' = O(e), e ndao nulo em pontos de M,. Portanto, o conjunto M, nao é
mais invariante no sistema quando 0 < ¢ < 1. No entanto, sabemos pelo nosso primeiro
exemplo (3.1) que uma variedade invariante normalmente hiperbdlica é uma estrutura
robusta que deve persistir sob perturbacao. Afinal, as trajetérias ainda sofrem contracao
exponencial rapida nas direcoes normais, enquanto a taxa de crescimento na direcao
tangencial é fraca. Na verdade, esperamos que haja uma familia inteira de variedades
invariantes lentas neste exemplo quando 0 < € < 1, tal como para o sistema linear (3.1).

z (SMO z JME

J
/
/

20

xT xT

Figura 3.4: Ao lado esquerdo tem-se o espacgo de fase com ¢ = 0.
Ao lado direito o espaco de fase com ¢ = 0.2, k =1 e A = 0.5. Fonte:
autoria propria.

Assim, perguntamos se, perto da origem, existem fungoes X(z,¢) cujos gréficos sdo
variedades lentas localmente invariantes do sistema completo. Além disso, uma vez que
tais variedades M, ficardo préximas de Mj (sua contraparte e = 0), expandimos essas
fungoes em séries de poténcias em € em torno da fungao nao perturbada X

X(z,e) = Xo(2) + eX1(2) + O(e%). (3.6)

A invariancia local da variedade implica que a taxa de variacao no tempo de nossas fungoes
X(z,¢) é determinada de forma consistente pelo sistema (3.2). Primeiro, a substituigao
direta no primeiro componente do sistema (3.2) produz

%X(z,a) = [(X(z,¢), z,€).

Em segundo lugar, a aplicacao da regra da cadeia e uma substituicao envolvendo a segunda
componente do sistema mostram
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LX(z,6) = ZX(z,6).2' =e%X(2,2).9(X(z,8), 2, €).

Entao, a invaridncia da variedade significa que essas duas expressoes sao iguais, ou seja

5%)2((2,5).g(X(z,5), z,e) = f(X(z,¢), z,8), (3.7)

e portanto temos a equagiao que determina X (z,¢).
Substituindo (3.6) em (3.7) e igualando os termos de mesma poténcia obtém-se

£ (2X0(2) + 2250 (2) + ..) g(X (2), 28) = 2 — (2 4 k) (Xo(2) + £Xa(e) + ...

Dai, para O(1) obtemos que Xy(z) = z/(z + k), como ja era de se esperar. Em O(¢), a
equagao é (recorde que h(e) = h(0) + eh’(0) + ...)

%Q(Xo(z),z,O) = %(Xo(z), 2,0)X1(2) + %(Xg(z), z,0) .

Portanto, isolando X, encontramos X;(z) = Axkz/(z + k)%. Pode-se continuar a obter
termos de ordem cada vez maior. Para os objetivos aqui, uma expansao até a ordem ¢ é
suficiente

X(26) = 72 + e + O(2)

Todas as variedades lentas M. sdo dadas pela mesma expansao até a ordem &", para
todo n € N. Essas expansoes e, portanto, as variedades lentas, diferem apenas nos termos
exponencialmente pequenos.

Além disso, cada fibra da familia das fibras rapidas e estaveis persiste. Localmente
perto de M., as fibras individuais persistentes sao C"O(e) préximas para qualquer r < 0o
de suas contrapartes nao perturbada FY. Com C"O(e) préxima quermos dizer que a
distancia na topologia C¥ é O(¢). A ordem principal da solucio ao longo das fibras
répidas é dada por z(t) = 2(0)e” =% 4 =-(1 — e~ (=+9F) Iss0 estd de acordo com a
solucdo interna de ordem principal (camada rapida).

Concluimos essa segao observando que o Teorema 1 (o Teorema de Fenichel para vari-
edades compactas com borda) enunciado no capitulo 4 garante a existéncia de variedades
lentas invariantes perturbadas M, e, portanto justificam os resultados formais obtidos

para esse exemplo.

3.2 Exemplos com direcoes de contracao rapida e ex-
pansao rapida
Geometria de um sistema linear simples quando ¢ = 0

Vamos aumentar o exemplo (3.1) para incluir uma equagao linear com uma variavel
de crescimento exponencial

) =1
xh=—x3 . (3.8)
2= —ez

Aqui m = 2 en = 1, e este campo vetorial também é desacoplado por construcao. Na
verdade, o espaco de fase deste sistema é obtido cruzando o do sistema (3.1) no plano
(29, 2) com a linha de fase unidimensional zj = z;. Seja ¢; o fluxo de (3.8). O fluxo
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leva pontos (z1(tg), z2(to), 2(tg)) para suas imagens (z1(tg + t), z2(to + t), 2(to + t)) apds
o tempo t.

Quando € = 0, o eixo z é uma variedade invariante de (3.8) que consiste inteiramente de
pontos de equilibrio. Veja a Figura 3.5. Além disso, o subsistema répido é f(x1, x2, 2,0) =
x1 e fo(xy,29,2,0) = —xs. Para cada z, o Jacobiano de f = (f1, f2) no ponto de equilibrio
(1 = 0,25 = 0) possui autovalores 1, ou seja, nenhum dos autovalores tem parte real
nula. Consequentemente, M, também é normalmente hiperbdlica por construcao.

O plano (x1,2) é o conjunto de pontos que se aproximam de M, conforme o tempo
decresce, essa aproximagao se da numa taxa exponencial. Da mesma forma, o plano (z3, 2)
é precisamente o conjunto de pontos que se aproximam de M, numa taxa exponencial
conforme o tempo cresce. Portanto, o plano (z1,z) é a variedade instavel de My, e
o plano (zq,z) é a variedade estdvel de My. Essas variedades, como ja mencionado
anteriormente, sio denotadas por WY (M,) e W5(M,), respectivamente. Considere os
conjuntos FO* = {(x1,22,2) : 13 = 0} e F** = {(x1,72,2) : ;1 = 0}. As linhas F2" e
FY%* sdo as fibras rdpidas instdveis sobre M, e as unides dessas fibras sobre todo z sdo
as variedades WY (Mg) e W5(M,), respectivamente.

Tal como na se¢ao 3.1, estamos agora numa boa posicao para introduzir a terminologia
geométrica apropriada para estas linhas. O salto de duas dimensées (exemplo 1) para trés
dimensdes (exemplo acima) revela novas caracteristicas importantes para a compreensao
dos sistemas gerais. Em II,, cada linha horizontal de constante x5 é uma fibra rapida e

instavel, denotada por F&’gz). O ponto base de F&Zz) é o ponto (x; = 0,x2) no eixo .
Este ponto base evolui de acordo com a componente de contracao rapida z}, = —x5.
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Figura 3.5: A geometria do exemplo (3.8) quando ¢ = 0. Fonte:
autoria propria.

O restante desta secdo é dedicado a andlise da geometria relevante para todas as orbi-
tas fora da variedade invariante M, e suas variedades estdveis e instaveis W9(M,) e
WY (My). No espago de fase tridimensional (z1, 5, 2), cada plano z = constante ¢ um
conjunto invariante de (3.8) com & = 0. Denotamos esses planos por II,. A dindmica em
I1, é dada, para cada z, pelo sistema rapido =} = x1, x5, = x5. Veja a Figura 3.6. No plano
bidimensional (z1,x2), a familia de linhas verticais z; = constante e a familia de linhas
horizontais x5 = constante compartilham uma propriedade especial neste exemplo. Num
determinado periodo de tempo répido t,, todos os pontos na linha vertical x; = x;(0)
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fluem para a linha vertical x; = z1(¢2). Da mesma forma, todos os pontos na linha ho-
rizontal x5 = 25(0) fluem para a linha horizontal xo = z5(¢3). Assim, ambas sao familias
invariantes de (3.8).

X2

z2(0)

%

x1(t2) z1(0)

z2(t2)

a5

Figura 3.6: Esboco das fibras invariantes em II, para o sistema (3.8)
com ¢ = 0 e ilustracao da decomposicao de uma trajetéria represen-
tativa. Fonte: autoria propria.

Por exemplo, para a trajetéria esbocada nas Figuras 3.6 e 3.7, o ponto (0,x2(0)) é
o ponto base da fibra F2“ 22(0),2) sobre a qual se encontra a nossa condicao inicial, e a

imagem deste ponto apds o tempo rapido ty é (0, z2(t2)). Além disso, a fibra F (2a(t2),2) &

precisamente a imagem da fibra inicial F &;L(O)jz), e (0,z5(t2)) é seu ponto base, ou seja

FO U ¢t2

(w2(t2),2)

Desta forma, a evolugao de qualquer condi¢ao inicial em II, é decomposta em dois com-
ponentes, um correspondente a expansao exponencial ao longo das fibras instaveis e o
segundo correspondente a contragao exponencia do movimento na direcao zo dos pontos
base das fibras. Veja as Figuras 3.6 e a 3.7. Além disso, tomando a unido sobre todos
z das fibras F (22,2) obtém—se uma familia F%* que é invariante em relacio a (3.8) e que
é transversal (mesmo normal) a W9(M,). Cada ponto em W9(M;) é o ponto base de
uma fibra desta familia e, inversamente, todos os pontos base estdo em W9¥(M,). Esta

familia fornece uma folheacao para o espago tridimensional.

Uma interpretagao geométrica andloga pode ser dada para as linhas verticais invariantes
(fibras estaveis). Resumidamente, cada linha vertical definida pela constante z; é uma
fibra estével F&iz). Seu ponto base (71,0, z) evolui de acordo com o componente de
expansao rapida x| = x1, e tem-se a propriedade de invariancia desejada

F(:'Cl tg) z ¢t2

.~ 0 , 41 , . . .
A unido de F (:éf 2) sobre todos z; e z é uma familia F* de fibras estdveis e invariantes em

relagio a (3.8) quando ¢ = 0. Todos os pontos base estdo em WY (M,) e, inversamente,
cada ponto em WY (M,) é o ponto base de uma fibra desta familia.
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Figura 3.7: Esboco das fibras invariantes, variedades e uma trajeto-

ria representativa para o sistema (3.8). Fonte: autoria prépria.

Geometria do exemplo (3.8) quando 0 < ¢ < 1

Pela construcao deste exemplo, o espaco de fase pode ser obtido diretamente cruzando
o dos subsistemas rapidos e lento, veja a Figura 3.8 abaixo

T2 F1

Ty

)
N

Figura 3.8: O espaco de fase do sistema completo (3.8) com 0 < ¢ <
1 é obtido cruzando os dos subsistemas rapido e lento. Fonte: autoria
propria.

As estruturas geométricas quando £ = 0 persistem no sistema completo (3.8) quando
0 < e < 1. O eixo z ainda é uma variedade invariante, e nés o denotamos por M,. As
condicoes iniciais em M, permanecem nele em ambos os sentidos do tempo, e estao sujei-
tos a uma contracao exponencial de ordem fraca em direcao a origem, como esta ilustrado
abaixo (Figura 3.9). Além disso, M. é apenas um membro de uma familia continua de
variedades centrais, pela mesma razao discutida na se¢ao 3.1. O plano (z9,2) e o plano
(71, 2) sdo agora as variedades perturbadas estdveis e instéveis, W°(M.) e WY(M,),
respectivamente. Cada linha horizontal de constante z no plano (x9, z) (ou plano (z1, z))
é uma fibra persistente rapida estavel (ou instavel) F=° (F=U respectivamente), e seu
ponto base é o ponto (0,0, z) em M.. As fibras individuais estaveis (ou instaveis) nao
sdo mais invariantes, apenas como uma familia. Além disso, por existir uma fibra de
cada tipo para cada z, dizemos que essas familias sdo folheacoes de W*(M.) e WY(M.)
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respectivamente. Além disso, neste exemplo, como em geral, a existéncia das variedades
lentas perturbadas M. pode ser vista como uma consequéncia da persisténcia e interse¢cao
transversal das variedades locais estaveis e instaveis.

J Ma WS(ME)
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Figura 3.9: Uma variedade lenta M, e suas variedades estaveis e
instaveis do sistema perturbado (3.8). Fonte: autoria prépria.

As fibras que nao estdo nos planos (zg,z) e (z1,2) também persistem. No espago
de fase tridimensional, cada linha horizontal paralela ao eixo x5 é novamente uma fibra
rapida estével F&f .y com ponto base (z1,0,2) em WY(M.), e da mesma forma, cada

linha horizontal paralela ao eixo x; é novamente uma fibra rapida e instavel F" ) com

7Z)
ponto base (0, 79,2) em W*(M.). Veja a Figura 3.10. Essas fibras formam novamente
duas familias invariantes
= (xzuzw F(ZZ’Z) ¢ F= mUZO) F(E’i’z)'
Para completar, notamos que as variedades estaveis e instaveis de M, agora também
podem ser expressas como
WIM.) = U Fgly e WIM) = U Fgh,
z € Mg z € Mg
A evolugio das condigoes iniciais gerais fora de W5 (M. ) e WY (M.) pode ser decomposta
da seguinte forma. Ver Figura 3.10 abaixo. Fixado arbitrariamente valores nao nulos
e e e . e,u

xl(OE)(,S 22(0) e 2(0), todos O(1). Esta condicdo inicial reside em ambas as fibras F(; ¢ o))
e F(a,il(o),z(o))- A orbita através deste ponto evolui de modo que a qualquer tempo T,
o ponto (z1(7),z2(7),2(7)) se encontra na fibra instavel F* ) ) € na fibra estavel
F ;;5(551(0) 2(0))" Além disso, ele se move para dentro em direcao a M, numa taxa exponencial
-1 ao longo das fibras da familia F** e para fora, afastando-se de M. a taxa exponencial
+1 ao longo das fibras da familia /5", uma vez que suas componentes x; e o estao
aumentando e diminuindo exponencialmente, respectivamente. Sua componente lenta
evolui de acordo com o movimento do ponto base da fibra (0,0, z). Portanto, dentro
do contexto deste exemplo, a dinamica do sistema pode ser naturalmente decomposta
em componentes rapidos nos quais a dindmica é governada pelas taxas exponenciais de
crescimento e decrescimento ao longo das fibras rapidas estaveis e instaveis e também
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num componente lento governado pelo movimento dos pontos de base das fibras ao longo
da variedade lenta (ou central).
Concluimos esta se¢ao observando que os resultados do exemplo linear (3.8) se esten-

dem de maneira direta a
ry = MN2z)xy
xh =(2)xs . (3.9)

2 = —¢ez

onde A e 7 sdo C®, A(z) > C; > 0 para todo z, e y(z) < —C; < 0 para todo z.
As estruturas geométricas, incluindo M, e suas variedades estaveis e instaveis, sdo os
mesmos. No entanto, as taxas de contragao e expansao exponenciais nas dire¢oes normais
a uma variedade lenta agora varia com z.

z

ﬁlﬂ‘jé:f?\

(1(0), 22(0), 2(0))

/ | | To
z2(t2) z2(0)

€

Figura 3.10: Uma ilustracao da decomposicao ao longo das fibras
rapidas e da variedade lenta no exemplo (3.8). Fonte: autoria prépria.

Variedades invariantes em um sistema nao linear de terceira ordem

Nesta secao analisamos aspectos de um sistema de terceira ordem que surge como um
modelo para o movimento de aguas rasas em um tanque agitado em uma frequéncia quase
ressoante para ondas de superficie, ver Hastings e McLeod[1991]. As equagoes reduzem-se
a um sistema hamiltoniano planar com potencial ciibico dependente de um parametro de
variacao lenta

~

Q
I

/

2_ F(z), (3.10)

IS~
I
0 Q3

/

onde F(z) = 1+ c+cos(z), ¢ > 0, e o Hamiltoniano é H(q,p,z) = p*/2—¢*/3+ F(2)q —
(2/3)F3/2(2).

O sistema (3.10) ¢ um dos exemplos de sistemas gerais slow-fast (1.1) com m = 2,
r=(q,p),en=1com 2z € S'. Quando ¢ = 0, z € [0, 27[ é um pardmetro fixo, e para
cada z o sistema possui um ponto de equilibrio hiperbélico em (¢ = 1/ F(2),p = 0) que é
do tipo sela, ja que os autovalores do sistema linearizado é o par de nimeros reais positivo
e negativo £v/2F4(z). Além disso, o fator —(2/3)F3/%(z) em H implica que H = 0 no
ponto de equilibrio hiperbdlico para cada z. Este ponto de equilibrio hiperbdlico estéa
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ligado a si mesmo por uma érbita homoclinica (uma 6rbita que se aproxima do ponto
de equilibrio tanto quando ¢ — oo quanto ¢ — —o0) que se encontra no semiplano

q < /F(z). Esta érbita é comumente chamada de separatriz, porque divide a familia de
6rbitas periddicas dentro dela da familia de érbitas ilimitadas fora dela, e notamos que
H = 0 ao longo dela. Existem também curvas ilimitadas no semiplano ¢ > /F(z) que
consistem em todas as condigoes iniciais que se aproximam (para p < 0) ou se afastam
(para p > 0) do ponto fixo de sela. Essas curvas também estdo no conjunto de nivel
H =0, e também podem ser chamadas de separatrizes.

Consideremos agora a variedade M obtida pela unido sobre z desses pontos de equi-
librio hiperbdlicos

Mo= U (JF(2),0) .

z€[0,27(

Por defini¢ado, M, é uma variedade invariante normalmente hiperbdlica.

Figura 3.11: Cada camada possui uma Orbita homoclicica que se
cruza em M. Fonte: autoria propria.

Para cada z, a restrigdo da separatriz unidimensional (H = 0) a uma vizinhanca do
ponto fixo da sela produz uma fibra local estével (a variedade local estavel da sela) e
uma fibra local instavel (a variedade instavel da sela). Para um z fixo, o conjunto de
condigbes iniciais no nivel H = 0 definido nos quadrantes ¢ < /F(z), p > 0e q > /F(2),
p < 0, juntos compoem a variedade estavel da sela. Todas essas condicOes iniciais se
aproximam de (y/F(z),0) exponencialmente no tempo, e o fazem tangencialmente ao
subespaco estavel do sistema linearizado, como pode ser verificado usando a regra de
L’Hopital. Essas constituem uma fibra estavel , cujo ponto base é o de sela (1/F(2),0, 2).
Dessa forma, cada ponto em M, é o ponto base tanto de uma fibra estavel unidimensional
F%* quanto de uma fibra instével unidimensional F.

As unibes sobre z € [0, 27| das fibras locais estaveis e instaveis (ou equivalentemente
das variedades locais estaveis e instaveis das selas) entao fornece precisamente as varieda-
des locais estaveis e instaveis de M,

WihMo)= U F e WiMo)= U F>

z€[0,27[ z€[0,27(

Finalmente, fora de Mg, W3.(M,) e WY.(M,) existem duas outras familias de fibras que
sao relevantes. Em particular, cada ponto em W3, (M) (WY.(M,) respectivamente) é o
ponto base de uma fibra unidimensional rapida instével (estavel). Essas fibras estaveis (e
instaveis) formam familias de fibras invariantes e de dois pardmetros, cada um folheando
uma vizinhanga de M.
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O sistema perturbado, (3.10) com 0 < ¢ < 0, tem uma variedade lenta invariante
M. que é C"O(¢e) préxima de M para todo 7 < oo e todo z. Esta variedade M, é

o grafico de uma fungdo X(z,¢) que é O(e) proxima de (y/F(z),0) para cada z. Uma
ligeira generalizagao do procedimento utilizado na se¢ao 3.1 (ver também secao 5.5) leva
a expansao assintética para esta funcao

X(z,6) = ( Fo(z) ) +5< (1/2);1/2(2) ) +O(2).

Além disso, M, nao é nica, uma vez que em qualquer z-intervalo compacto existe uma
familia de variedades lentas, todas com a mesma expansao em poténcias de €, mas diferem
em termos exponencialmente pequenos. Observamos que, como F(z) é periddico, os
resultados acima sdo para ¢ fixo e também podem ser obtidos pela funcao de Poincaré
para (3.10).

Cada ponto em M. é ponto base de uma fibra persistente rapida e estavel F;° e de
uma fibra persistente répida e instavel F=*. As unides dessas fibras sobre z € [0, 27] sdo
as variedades bidimensionais, locais estéveis e instdveis de M., W3 (M.) e WY (M.),
respectivamente. Além disso, cada um dos pontos na variedade estavel (respectivamente
instavel) é um ponto base para uma fibra unidimensional rédpida instével (respectivamente
estavel), e estes formam duas familias invariantes de pardmetros do tipo F=" e F=°, tam-
bém encontrado no exemplo anterior, exceto que aqui cada fibra é nao linear. Portanto,
a dindmica de todas as orbitas em uma vizinhanca de M. pode ser decomposta em mo-
vimento ao longo de M, e movimento nas dire¢des normais.

Observagdo 3.2. O exemplo do péndulo de variagao lenta (2.5) tem essencialmente
os mesmos tipos de estruturas geométricas do exemplo (3.10). Também é um pouco mais
simples porque existe uma variedade central distinta, na familia de variedades centrais
que sao todas exponencialmente préximas umas das outras em intervalos compactos, para
os quais X (z,¢) = Xo(z) para todo z e . Isso ocorre porque as érbitas (£, 0, z) para
todo z € R sdo orbitas periddicas de (2.5).



4 Teoria de Fenichel para sistemas
singularmente perturbados

Tendo introduzido as varias construgoes e conceitos geométricos que estudamos na
sequéncia de exemplos elementares de baixa dimensao nas secoes 3.1 e 3.2, estamos agora
em boa posigdo para enunciar a teoria geométrica de Fenichel para sistemas gerais (1.1).
Enunciamos primeiro o teorema para variedades compactas com bordo e, em seguida,
enunciamos brevemente também o teorema correspondente para variedades compactas
sem bordo.

4.1 Variedades normalmente hiperbdlicas em siste-
mas singularmente perturbados

Fazemos as seguintes suposigoes sobre (1.1):

(H1) As fungoes f e g sdo C™ em U x I, onde U é subconjunto aberto de R™ x R" e [ é
um intervalo aberto contendo ¢ = 0.

(H2) Existe um conjunto M que esté contido em {(z,z) : f(x,2,0) = 0} tal que M,
é uma variedade compacta com fronteira dada pelo grafico de uma funcao C*,
r = Xo(z2), para z € D, onde D C R" é um dominio compacto e simplesmente
conexo e a fronteira de D é uma subvariedade (n—1)—dimensional C*. Finalmente,
o conjunto D ¢é negativamente invariante em relacao a (1.2) quando € = 0.

Aqui notamos que a definicdo dada subsegdo 2.1 de uma variedade com bordo (fron-
teira) implica que a fronteira é (n-1)-dimensional e C*, e lembramos que uma variedade
compacta com bordo é considerada negativamente invariante quando

(i) em cada ponto dentro da variedade o campo vetorial é tangente a variedade.
(ii) em cada ponto na fronteira da variedade o campo vetorial aponta para fora.

Portanto, precisamos que My seja negativamente invariante em relacao ao sistema lento
reduzido z = g(Xo(2), 2,0).
A hipétese final (e central) de que precisamos é:

(H3) M é normalmente hiperbdlica em relagao a (1.3), e em particular exigimos que, para
todos os pontos p € M,, existam k (respectivamente [) autovalores de D, f(p,0)
com parte real positiva (respectivamente negativa), onde k + 1 = m.

37
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4.2 Teoria da persisténcia de Fenichel

Para Variedades compactas com bordo, a teoria da persisténcia de Fenichel afirma
que, desde que as hipéteses (H1)-(H3) sejam satisfeitas, (1.1) possui uma variedade lenta
(ou central), e esta variedade lenta tem variedades rapidas estaveis e instéveis.

Teorema 1 (Fenichel em variedades compactas com fronteira). [1] Suponha que (1.1)
satisfaca as condigoes (H1)-(H3). Se e > 0 € suficientemente pequeno, entdo, eziste uma
fungio X (z,¢) definida em D tal que a variedade

M. ={(z,2) 12 =X(z,¢)}

é localmente invariante em (1.1). Além disso, X (z,€) é C" para qualquer r < oo, e M,
¢ C" O(e) proximo de My. Além disso, existem wvariedades locais estdveis e instdveis
perturbadas de M. Essas variedades locais sdo as respectivas unioes das fibras rdapidas
estdveis e instdveis de dimensoes { e k, respectivamente, e sio C" O(e) proximas, para
todo r < 0o, de suas contrapartes nao perturbadas.

VV“ (Ms)

Figura 4.1: Esboc¢o das variedades invariantes presentes no sistema
geral (1.1) quando € = 0 e quando 0 < € < 1. Fonte: autoria prépria.

O nome variedade lenta ¢é atribuido a M. porque a magnitude do campo vetorial res-
trito a M. é O(e), em termos da variavel independente rapida ¢, como vimos nos exemplos.
Além disso, a funcao X(z,e) geralmente nao é tnica, como ja observamos na subsegao
3.1. Geralmente existe uma familia de fungoes X(z,¢) (e, portanto, variedades lentas),
e elas sdo exponencialmente préoximas em € umas das outras em conjuntos compactos,
como foi ilustrado nos exemplos das secoes 3 e 4.

Neste caso, quando M, tem fronteira, M. é geralmente apenas localmente invariante
porque as trajetérias nela podem cruzar a fronteira e possivelmente até reentrar no do-
minio. Nesses casos, as fibras locais rapidas estaveis e instaveis, e portanto também as
variedades locais estaveis e instaveis, sao definidas apenas enquanto os pontos de base
permanecem dentro da fronteira.

As fibras individuais estaveis e instaveis com pontos base em M, tém dimensao £ e k.
Portanto, as variedades estaveis e instdveis Wj5.(M.) e W (M.) tém dimensdo £ + n e
k + n, respectivamente.
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Observacgdao 4.1. FEm aplicagoes para as quais a variedade compacta com bordo M,
nao ¢é negativamente invariante em relacao ao sistema lento reduzido 2 = ¢g(Xy(2), z,0),
uma técnica padrao pode ser usada para tornar a variedade negativamente invariante e
portanto, facilita a aplicacdo da teoria de Fenichel. Primeiro, amplia-se o conjunto D.
Em particular como D é compacto e como M, é dado pela funcao Xy € C>* em D, um
conjunto D pode ser encontrado de modo que D C D e tal que X, ¢ também deﬁnldo
e C® em D. O conjunto My = {(z,2) : © = Xo(2),2z € D} é um conjunto de pontos
de equilibrio para o campo vetorial com ¢ = 0, e pode-se escolher D tal que M, seja
normalmente hiperbolico. Além disso, o conjunto D pode ser escolhido de modo que
seu bordo seja dada pela condigdo 7(z) = 0, para alguma funcdo 7 € C*™ que satisfaga
vi(z) # 0, onde © é normalizado de modo que V(z) = n, é o vetor normal externo em
dD. Em seguida, seja p(z) uma funcio C* tal que

p(z) =1se z e De
p(z)=0sezeD ’

onde ¢ no indice superior denota o complemento do conjunto. Tal funcdo p sempre pode
ser construida usando uma funcao bump localmente C*> e uma particdo da unidade. Final-
mente, somamos a fungdo dp(z)n, a componente z do campo vetorial, onde ¢ é escolhido
de modo a fazer com que o campo vetorial aponte para fora da fronteira.

A adicao da funcao bump ao campo vetorial ndo altera nada dentro de D, que é o
dominio no qual se esta interessado. Ela apenas modifica o campo vetorial fora de D.
Claro, a variedade M. obtida na prova dependera da escolha da fungdao bump, mas como
cada variedade lenta persistente M, é exponencialmente préxima em € de qualquer outra
variedade lenta persistente, isso nao tem consequéncias em aplicagoes onde os termos
algébricos ¢, €2,... na expansao de X (z,€) sdo necessériarios.

Concluimos esta subsecao afirmando a teoria de Fenichel relevante para o caso em que
o conjunto zero de f da origem a uma variedade lenta M, que é compacta e sem bordo.
Teremos de modificar ligeiramente a segunda hipdtese

(4.1)

(H2)" Existe um conjunto My que esta contido em {(z, 2); f(z,2,0) = 0} tal que M, é
uma variedade compacta sem bordo.

Teorema 2 (Fenichel em variedades compactas sem bordo). [1] Suponha que (1.1) sa-
tisfaca (H1), (H2)' e (H3). Se ¢ > 0 for suficientemente pequeno, entdo existe uma
variedade M. que é C" para qualquer r < oo, localmente invariante sob (1.1), e O(e)
proxima de Mg na topologia C". Além disso, existem variedades locais estdveis e instdveis
perturbadas de M.. Elas sdo as unioes de familias invariantes de fibras rdapidas estdveis
e instaveis de dimensao { e k, respectivamente, e sio O(g) proximas, para todos r < oo,
de suas contrapartes nao perturbadas na topologia C".

Neste caso, um atlas com um numero finito de cartas X, sobrepostas suavemente pode
ser usado se necessario para representar a variedade Mg a fim de realizar os calculos.

4.3 A forma normal de Fenichel para o sistema per-
turbado

A teoria da persisténcia citada acima nos permite fornecer uma construgao explicita
da forma normal de Fenichel do sistema (1.1) que é valida na vizinhanga de uma variedade
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lenta persistente M..

Comegamos fazendo uma transformacgao preliminar do campo vetorial em (1.1) para
que as partes lineares da componente rapida se tornem explicitamente visiveis. Além disso,
a partir da estrutura do sistema transformado, veremos que os exemplos estudados nas
secoes 3 e 4 foram escolhidos porque capturam as caracteristicas essenciais de crescimento
exponencial nas dire¢coes normais a variedades invariantes e crescimento lento nas dire¢oes
tangenciais.

Suponha que a fungao Xy(z) = 0 para todo z em D. Isso pode ser feito sem perda de
generalidade porque sempre se pode alterar varidveis de = para x — Xo(z). Agora, para
cada z, o sistema obtido pela linearizacdo em M, tem subespagos estaveis e instaveis
(correspondendo aos vaos de todas as autodiregoes de contracio e expansao exponencial,
respectivamente) que variam suavemente com z, e cujas dimensoes sao k e ¢ para todo
z por (H3). Assim, podemos dividir a variavel rapida x em dois componentes: (z1,x2)
correspondentes as bases desses subespacos, onde z; € R¥ e 25 € R, Nessa conponentes
o campo linear simplifica consideravelmente. Sendo os subespacos gerados por x; e xo
invariantes, D, f toma uma forma em blocos (Forma de jordan)

A(z 0
Dt =[ M0 2,

As equagdes sao dadas entao como abaixo

.I‘ll = Al(Z)l’l + f:1<x17x27 Z7€>
vy = No(2)xo + fox1, 22, 2,€) - (4.2)
Z/ :€g<xlax2727€)

Aqui, os autovalores da matriz A1(z) de ordem k tém partes reais positivas, enquanto que,
aqueles da matriz Ay(z) de ordem ¢ tém partes reais negativas, ambas uniformemente
delimitadas por zero, isto é, para todo € < &, onde ¢ é suficientemente pequeno, as partes
reais desses auto valores estao distante de zero (existe 0 > 0 tal que as partes reais desses
auto valores sao maiores que 0). Estes termos lineares sdo uma generaliza¢ao natural do
exemplo (3.9). Além disso, as fungoes fi e fy satisfazem os limites

I fill=0xlz |*e.e 2 )

quando x — 0 e ¢ — 0, tanto para ¢ = 1 quanto para 2, ou seja, eles contém apenas
termos que sao nao lineares em x; e x9, bem como termos de ordem superior em &.

Em termos das novas variaveis x; e x5 introduzidas acima na transformacgao do campo
vetorial para (4.2), as fungoes cujos gréficos sdo as variedades locais estavei e instaveis de
M. podem ser expressas como: m*(zs, z,€) e m*(xy, z,¢). As variedades locais sdo dadas
por

ry = m®(xg, 2,6) € xy =m"(xy,2,¢).
Por sua vez, isso sugere naturalmente uma mudanca invertivel de coordenadas para
a=mx3—m’(xg,2,6) € b=xy—m"(x1,2,¢) (4.3)

onde a € R¥, b € R e k+ ¢ = m. As variedades locais estdveis e instéveis perturbadas
correspondem aos conjuntos {a = 0} e {b = 0}, respectivamente. Além disso, como essas
variedades sao inariantes, devemos ter a’ = 0 ao longo do conjunto {a = 0} e & = 0 em
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todos pontos do conjunto {b = 0}. Finalmente, alterando a coordenada z se necessério, as
fibras individuais k e ¢ dimensional F%* e F™" com pontos base z € M., também podem
ser endireitadas. As coordenadas a, b, z resultantes foram denominadas coordenadas de
Fenichel.

Na transformacao preeliminar (4.2) tomamos a parte linear do campo em M;, e em
seguida somamos o resto nao linear. As variaveis a e b correspondem justamente a esse
resto nao linear, portanto, como em (a,b) nao existe a parte nao linear, numa vizinhanga
de M., as equagoes de (1.1) podem entao ser reescritas como (recorde que h(p+v)—h(p) =
B (p)v + ... = H(p,v)v)

a = Aa,b,z,¢)a
b =T(a,b,z¢e)b (4.4)
2 =¢eg(a,b, z¢)

onde as fungdes com valor matricial A e I' sdo tao suaves quanto o campo vetorial original.
Além disso, todos os autovalores de A(0, 0, z,0) tém partes reais positivas, delimitadas por
zero, e todos os auto valores de I'(0, 0, z, 0) tém partes reais negativas também delimitadas
por zero. Agora, o proximi passo é endireitar as fibras nas variedades locais (estavel e
instavel). Em W9(M,) (a = 0), considere a fungao p®, que atua sobre W*5(M,) da
seguinte forma, p*(0,b,z,¢) = 2, onde 2 é o ponto base da fibra passando por (0,5, 2).
Da mesma forma, considere a funcio p* que atua sobre WY (M.) como a projecao das
fibras em seus pontos base. Fazendo a mudanga de coordenadas z = p“(a, p®, z, ) teremos
que, nas fibras das variedades locais, y serd constante, isso tem o efeito de “endireitar” as
fibras. Decorre dai que, nas novas coordenadas (a, b, z), g dependera apenas de z e € nas
variedades locais ({a = 0} ou {b = 0}), e portando temos que

9(a,b, z,€) = h(y,€) + ha(a, b, z,€)(a, b),

onde hy e hy sao C*™ e hy(a, b, z,¢) é uma aplicagao biliniar sobre (a,b). Pode-se alterna-
tivamente usar notacao do calculo tensorial , escrevendo

g(a,b,z,e) = hi(y,e) + ha(a, b, z,e) ®a @ b.

Essa notagao enfatiza que H é um tensor de rank 3 que atua sobre a e b. Temos entao a
expressao final
a = Aa,b,z,¢)a
b =T(a,b,z,¢)b , (4.5)
2 =¢ehy(z,€) +eho(a,b,z,e) ®a®b

Em termos de coordenadas, z é expresso como abaixo

k£

2l =¢e(hy)i(z,e) + ¢ Z Z(hg)ijpajbp.

j=1p=1

Este sistema foi apelidado de forma normal de Fenichel para o sistema (1.1) e é ex-
tremamente util para andlisar a dinamica de érbitas gerais provimas de M., bem como
para localizar variedades invariantes quando as érbitas nelas estao proximas de M..

A estrutura da forma normal reflete a geometria rigida. Como dito acima, as varieda-
des M. correspondem ao conjunto {a,b = 0}, e as variedades W*(M,) e WY (M.) sdo
dadas pelos conjuntos {a = 0} e {b = 0}, respectivamente. Consequentemente, a forma
normal revela diretamente que todas essas trés variedades sdo invariantes. Além disso,
a evolucdo dos componentes lentos z é ainda decomposta em movimento estritamente
devido as varidvais lentas (em termos da fun¢ao h;) e a um termo que tem o produto ab
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Figura 4.2: Forma normal de Fenichel. Fonte: autoria propria.

fatorado devido a presenca das variedades estaveis e instaveis. Finalmente, este tltimo
termo é pequeno para érbitas proximas de M., onde pelo menos uma das variaveis a ou
b é pequena.

Observacgao 4.2. Uma forma normal também pode ser dada para o sistema nao
perturbado (1.1) com ¢ = 0. A luz da suposicao de que M, é normalmente hiperbdlico,
podemos explorar a estrutura do campo vetorial nao perturbado préximo a M, para obter
uma forma 1til (e final) do campo vetorial nao perturbado. Para um z fixo, as variedades
locais estaveis e instaveis de M dao origem a um novo sistema de coordenadas no qual a
dindmica préxima de M, é melhor estudada. Sejam a € R* e b € R, onde k4 ¢ = m, um
novo sistema de coordenadas tal que as variedades locais estaveis e instaveis de Mg sado
os eixos a = 0 e b = 0, respectivamente. Entao, numa vizinhanca de B de M, a forma
normal do sistema nao perturbado é

a' = A(a,b, z)a
b =T(a,b,2)b
Z'=0

onde A e I' sdo fungoes com valor de matriz. A hiperbolicidade normal de M, implica
que para qualquer A > 0 suficientemente pequeno, existem constantes \g e 7o tais que
para qualquer autovalor ); de A(0,0, z) ou qualquer auto valor 4; de I'(0,0, z), tem-se:
Re(X\) > Ao > 0 e Re(3;) < 7o < 0 para todos os pontos do bloco B = {(a, b, 2); |al, |b| <
A}, onde z € K C R", com K compacto. E claro que, apesar de serem denotadas pelas
mesmas letras, as variaveis aqui sao diferentes daquelas da forma normal de Fenichel no
sistema perturbado (0 < e < 1).

Existem muitos exemplos de sistemas que possuem multiplas variedades lentas ou va-
riedades lentas quando ¢ = 0 cujas contrapartes sao dadas por relagcoes multivaloradas
Xo(z) em vez de fungoes, como assumimos nesse texto. Para esses problemas, trabalha-se
separadamente com cada componente conectada no qual Xy(z) assume valor tinico.

4.4 'Teoria da Pertubacao para encontrar variedades
localmente invariantes M.

Como Vimos nas se¢oes 3.1 e 3.2, a teoria de Fenichel nos permite transformar o

problema de encontrar explicitamente fungoes X. cujos graficos sao variedades lentas
localmente invariantes M. de (1.1) em um problema de perturbacao regular. A invariancia
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da variedade M. implica que X (z, ) satisfaz
6D2X<Z7 5) ’ g(X<Za 5)a 2y 5) = f(X(Z, 5)7 2y 5)' (46)

Esta é a versao vetorial de (3.7) vélida para sistemas gerais (1.1). Entao, impoe-se a
expansao de perturbacio X (z,¢) = Xo(2) +eX;(2) + O(e?) em (4.6) para resolver ordem
por ordem em X(z,¢). Na ordem &°, encontra-se 0 = f(Xy(z2), 2,0), que define Xy(z)
devido a invertibilidade de D, f e ao teorema da funcao implicita. Entao, na préxima
ordem, €, obtem-se

D.Xo(2) - 9(Xo(2),2,0) = D, f(Xo(2), 2,0) - X1(2) + 2 (Xo(2), 2, 0),

que produz X (z), e assim por diante.

4.5 Condicoes de contorno para dois pontos: corres-
pondéncia e transversalidade

Nesta secao, estudamos o problema simples e linear de condigoes de contorno em dois
pontos para y = y(z) em [0, 1]
d’y  dy
e——+—+y=0 onde 0<eK1l,yl0)=1ey(l)=—1. 4.7
Tt Ty y(0) y(1) (4.7)
E um exemplo padrio do uso de expansdes assintéticas combinadas, e a solucdo exibe
uma condicao de contorno em x = 0. Veja a Figura 4.3 abaixo. Nao deve haver qualquer
confusdao com o uso de x aqui para variavel independente (e como varidvel dependente nas
segoes anteriores).
Nosso objetivo nesta se¢ao é usar este problema elementar para ilustrar como a teoria
geométrica da perturbacao singular complementa a abordagem assintotica combinada.

1

Figura 4.3: Solucao de (4.7) com ¢ = 0.05, mostrando uma solugao
rapida (interna, cuja condigdo de fronteira reside em x = 0) seguida
por uma solugao lenta (externa). Fonte: autoria prépria.



Condigoes de contorno para dois pontos: correspondéncia e transversalidade 44

Solugao de (4.7) pelo método das expansdes assintéticas combinadas.

Expandindo a soluc¢ao de (4.7) em uma série de poténcias
y(z,€) = yo(@) +en(@) + O(?), (4.8)
encontra-se a seguinte equacao para yo(z)

(fly; + Yo = 0. (49)
Esta equacgao é conhecida como equagao externa de ordem principal. Sua solugao é yo(z) =
Ke™", para alguma constante K. No entanto, observa-se que é impossivel escolher K de
modo que uma tnica fun¢do yo(x) satisfaga as condigdes de contorno em x = 0 e x = 1.
Na melhor das hipdteses, yo(z) satisfaz alguma dessas duas condigoes. Na verdade, neste
caso, a soposigdo de que a solugao pode ser escrita na forma (4.8) para todo z € [0, 1]
nao ¢ valida. Em vez disso, uma vez que uma unica expansao nao é capaz de descrever a
solugdo em todo intervalo, é razuavel supor que exista um subintervalo de [0, 1] no qual
a solugao possui um crescimento grande, em outras palavras, a derivada de y se torna
grande (e poderfamos deduzir diretamente da solugdo exata nesta equagao linear simples).
Para encontrar este subintervalo (sem recorrer a solugdo exata), suponha que ele esteja
centrado em algum ponto desconhecido zg e introduza a varidvel esticada § = (x — xq)/e.
A equagao completa (4.7) torna-se

d’y dy

d7£,2+d7€+5y:0.

Imponhando a expansao

y(&,e) = yi(&) + ey’ (€) + O(?),

produz-se a ordem principal

d*y; 4 dy;

de2  d¢
Esta equacdo, referida como equacio de ordem principal, tem a solucao y;(£) = Ce ¢+ D,
para constantes C' e D. Observamos que o primeiro termo desaparece exponencialmente
quando ¢ — 0 para & > 0 (isto é, para x > ), enquanto cresce exponencialmente sem
limite quando e — 0 para £ < 0 (isto é, * < zy). Portanto, considere uma solugao
que esteja proxima de y;(€) para x em uma vizinhanga de zy e préxima das solugdes de
ordem principal yo(x) fora dessa vizinhanga. Se z¢ > 0, entao é impossivel que tal solugao
satisfaca a condicao de contorno em z = 0, devido a explosao em ;.

Portanto, deve ser o caso que zg = 0, ou seja, a solu¢ao de (4.7) satisfaz a condigao em
xr = 0. Como consequéncia, podemos construir, usando uma concatenacao das solucoes
interna e externa, uma solu¢do do problema completo que estd préximo de yo(x) em
|z, 1], para todo x > 0, e préximo de y;(£) no pequeno intervalo [0, [. Tomamos a solucao
externa de ordem principal com K = —e para que a condicao de contorno a direita
(x = 1) seja satisfeita, e tomamos a solugdo interna de ordem principal com D =1 — C
para satisfazer a condigao de contorno a esquerda (z = 0).

Para resumir os resultados obtidos até agora: a solugao externa de ordem principal
yo(z) = —e'™*, é a expansao assintética da solugao completa, vdlida até a ordem O(g),
no intervalo |z, 1], para qualquer x > 0. Além disso, a funcio y;(§) = 1+ C(e ¢ — 1),

(4.10)
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onde C' é uma constante ainda desconhecida, é a expansao assintética de ordem principal
da solugdo completa ao longo do intervalo [0, €].

Os Teoremas de Extensdo (confira cap.l de [2]) sugere que os dominios nos quais
as expansoes acima sao expansoes assintoticas validas da solucdo completa podem ser
ampliados. Neste exemplo, descobre-se que o dominio externo pode ser estendido para
qualquer intervalo ]ny (), 1], onde n9(¢) é qualquer fungao que tende a zero quando € — 0,
mas que satisfaz 1y(¢) < . O dominio interno pode ser ampliado para qualquer intervalo
[0,m:(g)], onde n;(e) é qualquer funcao tal que n;(¢) < 1 quando ¢ — 0. Por exemplo,
no(e) pode ser considerado como * para qualquer 0 < o < 1, assim como também para,
n;(g). Portanto, esses dominios estendidos se sobrepdem para todos os pontos z = O(n),
come L n <Kl

A etapa final na aplicacdo do método da expansao assintética combinada envolve
combinar as expansoes interna e externa neste intervalo de sobreposicao. Ver capitulo 2
de [3].

Jim :(8) = lim, yo(x). (4.11)

A constante desconhecida é, portanto, C' = 1 4 e. Para concluir, o método das expan-
soes assintoticas combinadas gerou expansoes assintoticas da solucao completa que sao
validas em partes diferentes, mas sobrepostas, no intervalo [0, 1]. Além disso, observamos
que uma expansao de ordem principal uniformemente valida também pode ser escrita, e
este procedimento pode ser repetido para obter termos de ordem superior em ambas as
expansoes.

Breve esboco do método geométrico.

A teoria geométrica da perturbacgao singular baseia-se nas equagoes externas e internas
de ordem principal (4.9) e (4.10). Nenhuma informacao explicita sobre as solugoes das
equagoes externas e internas de ordem principal é necessaria nesta abordagem geométrica.
Um bom conjunto de variaveis dependentes é introduzido com base nessas equacoes.
Estas novas variaveis dependentes permitem-nos entao exibir explicitamente a geometria
rapido-lenta do problema e colocar a equagdo (4.7) na forma normal de Fenichel perto
das suas variedades lentas (solucoes externas). As variedades lentas sdo assintéticamente
estdaveis. A forma normal de Fenichel entao nos permite conectar a dindmica lenta (centro)
com a contragao exponencial de solugdes no tempo futuro ao longo da familia invariante
de fibras rapidas e estaveis que folheam as variedades estaveis das variedades lentas.
Daqui em diante usamos as letras 7 e t no lugar das letras x e £ para denotar a variavel
independente, uma vez que empregamos técnicas de sistemas dindmicos. A introducgao
destas coordenadas lentas e rapidas implicara que as condig¢oes de contorno sao linhas nos
planos 7 = 0 e 7 = 1 no espacgo de fase estendido tridimansional, isto é, com a variavel
idependente 7 incluida. As solugoes que satisfazem as condigoes de contorno em 7 =0 e
7 =1 fluem (para frente e para tras, respectivamente) para o interior do espago de fases
tridimensional estendido, produzindo um par de variedades bidimensionais. A imagem
da linha correspondente a y(0) = 1 é levada sob o fluxo até instante futuro ¢t = 1/4/¢
(1 = /2). Além disso, a imagem da linha correspondente a y(7 = 1) = —1 é levada sob
o fluxo negativo até o mesmo ponto. Entao, a partir dos resultados da acao do fluxo,
concluiremos que as imagens se cruzam transversalmente em 7 = /¢ e, portanto, que,
no espago de fase estendido tridimensional, as variedades produzidas pela acao do fluxo
se cruzam transversalmente em uma Orbita que é precisamente a solucao desejada do
problema de contorno.
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A seguir apresentamos as boas coordenadas. O estudo da agdo do fluxo sobre os
conjuntos de contorno é realizado posteriormente. Comentamos também a relacao entre
as abordagens de expansao geométrica assintotica combinada.

Boas coordenadas e a forma normal de Fenichel de (4.7).

A estrutura das equagoes externas e internas de ordem principal (4.9) e (4.10), res-
pectivamente, para este problema com condi¢ées de contorno linear motiva a introducao
de novas variaveis

dx dx

Com esta escolha de novas variaveis dependentes, temos

d d
uze(y—i—y) e vzg—y+y. (4.12)

(i) u =0 é a equagao externa de ordem principal.

dy _ dy
5<dx+y>—0<:>dx+y—0.

(ii) dv/dx =0 é a equagdo interna de ordem principal.
d dvd 1, d%y d d*y d
_av _ Ug_ 7y+7y)<:>7y+7y_0.

dy do _dvde 1,
dr  dédx  e'de€?  dE g2 - d¢é

dy
=e= = — 0
v ed$+y d€+y:>[

(iii) u ¢é escalonado de modo que seja finito na borda e O(e) no regime externo.

(iv) Nesse novo sistema, u é uma variavel rapida, enquanto v é uma variavel lenta.

Finalmente, é 1til registrar como y e dy/dx sdo expressos em termos de u e v

y:(1_—15>u+(1i5)v ¢ Zi:(fs(ll—fs)>U+(1__15)”' (4.13)

Determinamos agora i (= % = 9%) ¢ ¢ derivando (4.12), depois usando (4.7) para subs-

tituir as segundas derivadas e, finalmente, usando (4.13)

R e | R

onde o ponto sobre a variavel significa a derivada com relacdo a 7. Equivalentemente,
(4.14) poderia ser escrito em termos da variavel de tempo rapido t = 7 /¢ (derivando com

relacao a t)
][ e [r] e

v

A equacao (4.15) tem a forma (1.1) & qual a teoria de Fenichel se aplica, com f(u,v,¢e) =
Au+e?Vou (onde A, = —1+e+0(e?) e Vo = =) e g(u,v,€) = 7= (u — v). Quando
e = 0 a equagao (4.15) possui uma variedade invariante normalmente hiperbdlica My =
{(u,v); f(u,v,0) = —u = 0}. Restringindo nossa consideragdo para aquela parte de
M na qual a coordenada estd em um intervalo fechado e suficientemente grande de
comprimento O(1) em torno da origem, a variedade invariante é compacta. Portanto,

para 0 < € < 1, (4.15) satisfaz as condigoes (H1)-(H3), e, pelo teorema da persisténcia
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de Fenichel, existe uma funcdo (ndo tnica) m.(v) satisfazendo m.(0) = 0 cujo grafico
M. = {(u,v);u = m.(v)} é uma variedade lenta (ou central, ndo tnica) para o sistema
(4.15) que é tangente ao eixo v em (0,0). Além disso, a variedade estavel da variedade
lenta existe e é C"O(e) préximo de sua contraparte quando € = 0, além de ser da mesma,
dimensao.

Para concluir esta discussao, derivamos uma forma normal 1til para o campo vetorial
(4.14). Usamos a fungao m.(v) para mudar para as coordenadas de Fenichel b = u—m.(v),
e v. O sistema (4.15) tem entdo a forma normal de Fenichel dada abaixo

b = B.(b,v)b
v =eg(b,v,e)’ (4.16)
onde
B.(b,v) = A. + O(¢) (4.17)
g(b,v,e) = g(b+me(v),v,e) = (1 +O()b— (1 + Ofe))v '
Vamos abandonar o “~” de agora em diante.

Condicao a esquerda sob a agao do fluxo.

As condigbes de fronteira em (4.7) podem ser traduzidas em termos das varidveis u e
v usando (4.13) do seguinte modo
u(r =0) — 11)(7' =0) 1. u(r=1/¢e) — 11)(7' =1/e) _ 4 (4.18)
€ — € —

Como observado acima, essas sao agora as equagoes para linhas no plano (u,v) em t =0
(1=0)et=1(r =1), respectivamente. Nés restringimos v a um intervalo fechado de
comprimento O(1) e chamamos esses segmentos de linha £ e R, respectivamente. Nesta
subsegdo, identificaremos £ no tempo futuro de t = 0 para t = 1/y/2, e na préxima
subsegdo, identificaremos R no tempo passado de t = 1/¢ para t = 1/4/¢.

A imagem de £ sob agao do fluxo até t = 1/4/¢ é uma curva que fica exponencialmente
préozima do eixo v. Isto pode ser visto da seguinte forma. Assuma que |v(t)| < K7, para
algum K7 = O(1) e todo t € [0,1/+/2]. Integrando a primeira equacao em 4.16) obtemos

b= b(0)eP=".

Disso, decorre que
b(0)]e™ V=D < [b(1/v/E)] < [B(O)]e” VT, (4.19)

onde, por definigao, b(0) = u(0) —m.(v(0)) = u(0)+O(e?) (pois M. tangencia a variedade
central u = 0). Vé-se entdo que b(1/4/2) é exponencialmente pequeno para todas as
condigbes iniciais em £. Da mesma forma, sob a suposicao de que |b(t)| < K,, para
algum Ky = O(1) e todo t € [0,1/+/2], integrando a segunda equagao de (4.16) obtem-se
que

v(1/vE) —0(0) = [y g
Dai, decorre que (note que ¢ f3/V° g = O(VZ))

v(0) = O(Ve) < v(1/vE) <w(0) + O(Ve).
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Figura 4.4: L, definida por (4.18), é levada para uma linha expo-
nencialmente proxima do eixo v e com inclinacao exponencialmente
grande sob (4.16) em ¢ = 1/4/e. Fonte: autoria prépria.

Ao integrar (4.16) a um t € [0,1/1/€] geral, vemos que u e v nunca podem diferir dos
seus valores iniciais (conforme determinado pelas condigoes de contorno O(1) em ¢t = 0)
em mais que um valor O(1). Consequentemente, ambas as condigoes a priori sdo validos
no intervalo de tempo indicado, e estabelecemos que ¢, 2L, a imagem futura de £ no
tempo t = 1/4/¢, estd exponencialmente préxima do eixo v.

Observagdo 4.3. A andlise das equagoes variacionais de (4.16) mostra que a inclina-
cao de ¢y, zL é exponencialmente grande no plano (b,v). A magnitude da inclinacao é

O(e'/V#) quando € — 0. Ver secio 3.2 de [4].

Acao do fluxo negativo sobre R.

Aqui identificamos a imagem da condi¢do de contorno a direita R no tempo passado
de 7 =1 (t = 1/e) para 7 = /e (t = 1/y/2). No tempo 7, a equagdo (4.16) pode ser
reescrita como

eb = B.(b,v)b
b =g(bv,e) (4.20)
Usando (4.17) para B.(b,v) e g(b,v,¢), (4.20) pode ser escrito como
eb=(—-1+0(e))b (4.21)

V=(1+0@E)b+ (-1+0())v

Mostraremos que, no plano (b,v), a imagem de R em 7 = /¢ é uma curva quase hori-
zontal. A componente b é esticada exponencialmente, enquanto a coordenada v se move
lentamente uma distancia O(1) a medida que 7 diminui de 1 para /. Entao, tragando as
imagens de £ e R obtidas no plano (b,v) em 7 = /¢, vemos que elas se cruzam transver-
salmente, e esta intersecao contém a solucao localmente tnica para o valor do problema
de contorno (4.7).
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Ao longo desta discussao, fazemos a suposicao a priori de que b e v permanecem O(1).
Provaremos que esta suposicao permanece valida a medida que localizamos solu¢des no
tempo passado de 7 = 1 para 7 = /e.

Primeiro trabalhamos com a equacio b. Se eL; > 0 limita os termos O(e) (L, = O(1)),
entdo obtemos as desigualdades diferenciais

(_&_1 _ L1> b < d|b| ( 4L ) ). (4.22)

Integrando a primeira desigualdade sobre [/, 1], obtemos um limite superior para |b(y/)|
a seguir

b(VE) [T E0E < [b(1)] = [b(VE)| < [b(1)]er VT EYE (4.23)

Figura 4.5: A curva integral de eb = (=1 4+ O(e))b (linha rigida)
poussi um crescimento sutilmente maior que a do sistema eb = (—1 —
eL1)b (linha tracejada) no tempo futuro. Fonte: autoria prépria.

Enquanto isso, a segunda desigualdade de (4.22) pode ser integrada em [, 1| para fornecer
um limite inferior para os termos b

[b(r)] = [b(1)]elz 07, (4.24)

para todo 7 € [/g,1]. Todas as condicoes se afastam da variedade central (lenta) b = 0
expnencialmente no tempo passado com uma grande constante de taxa. Portanto, de
(4.23) e (4.24), concluimos que R é esticado exponencialmente na diregao b, mas |b(1)|
pode ser escolhido pequeno o suficiente para permanecer préximo, como gostariamos, de
b = 0 sob a integragao no tempo passado. Além disso, para que |b(1/€)| seja O(w(g)), para
qualquer w(e) pequeno, é necessario que |b(1)| = O(w(e)e = +5). E claro que estaremos
interessados em |b(1)| pequeno para que a imagem de R se intercepte com ¢y, 2L, que
estd situado préximo ao eixo b.
Introduzindo o fator de integracio e(!*9E)7 na equacio v em (4.21) obtem-se

(0619 = (1 + O(e))be PO 1+ O(e) ~ (14 O(e) )beH+OET,
e usando (4.24) para integrar sobre [/, 1] conclui-se que
[0(1)[e1 0 — [u(y/E)|evErOVE > cE[b(1)| (O — eVEH IOV

onde

[1]

_ 1+0(¢) _ 0(1)

—14+(L1+1)e+0O(e?)
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Econtra-se assim um limite superior para o crescimento de v conforme o fluxo negativo
atua sobre R

0(v/2)] < [0(1)[elVEYOE) 1 cZ|p(1)|(el-VEHOE) — oz~ veTTOWR))

1 1
Novamente, se |b(1)| for suficientemente pequeno (O(e” =¥ v7)), entdo v muda no maximo
um valor O(1) conforme o fluxo negativo atua em R

0(VE)] < [o(1)[eHOVD 1 O(e). (4.25)

Portanto, na diregdo v, o movimento é limitado a O(1) ao longo da variedade central.
Notamos também que as estimativas a priori de que v e b permanecem O(1) continuam
valendo.

Assim, obtivemos o resultado desejado de que a imagem de R em 7 = /¢ é uma
curva quase horizontal no plano (b,v). Além disso, como ja foi afirmado no inicio desta
discussao, os resultados obtidos até aqui combinam-se para demostrar que as imagens de
L e R se cruzam transversalmente no plano (b,v) em 7 = /¢, e esta interse¢ao contém
uma solugao localmente unica para o problema de condi¢ao de contorno (4.7).

Figura 4.6: R (linha sélida), definida por (4.18), ¢ O(¢) na horizontal
e O(1) ao longo do eixo v sob (4.20) em 7 = /c. Fonte: autoria
propria.

Observacgao 4.4. Usando a equagao de variagoes de (4.20), pode-se mostrar que a
imagem inversa de R em 7 = /¢ é na verdade C'O(g) pequena, ou seja, a inclinagao da
imagem inversa R é O(g) pequena. Consulte a se¢ao 3.3 de [4].

Na primeira abordagem do problema (4.7) a combinagdo entre as dindmicas foi rea-
lizada porque o limite limg_,, y;(£) varia (com derivada exponencialmente grande) com
4(0), isso permite combinarmos as solugdes em cada camada (interna e externa) em um
intervalo de sobreposicao. No método geométrico isso se manifesta pelo fato de que a ima-
gem no tempo futuro de £ é espalhada sobre a imagem no tempo passado de R, criando

a intersecao transversal que contém a solucao do problema do valor limite.
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‘/‘: 1/VE

Figura 4.7: Acdo do fuxo rapido sobre as condi¢bes de fronteira.
Fonte: autoria propria.

Para concluir esta se¢do, comentamos brevemente o papel de um dominio de sobre-
posicao. A combinacao assintética para uma equacgao de segunda ordem produz solugoes
presuntivas nas regioes externa e interna que tém o mesmo valor de y no ponto da troca
de dinamica. Em cada regiao, o valor de % no ponto da combinacao pode ser calculado
(em termos exponencialmente pequenos) dessas solugoes. Em particular, se houver um
dominio de sobreposicao, entao o fato de as solugdes externa e interna satisfazerem as
mesmas expansoes assintoticas nesse dominio significa que a correspondéncia dos valores
de y implica automaticamente a correspondéncia de valores % (até erros exponencial-
mente pequenos). O método geométrico, por outro lado, segue diretamente j—z, assim
como y, e nao depende de um dominio de sobreposicao. Em problemas sem dominios de
sobreposi¢ao, o ponto comum até o qual as variedades sao rastreadas (e a transversalidade

é verificada) estaria justamente na fronteira dos dois dominios de validade.

4.6 Fibras e geometria no problema de 6rbitas homo-
clinicas para bandas de ressonancia em sistemas
hamiltonianos Perturbados

Nesta se¢ao estudamos um sistema nao linear que consiste em um oscilador Duffing
fortemente acoplado a um oscilador anarmonico

q=7p

p=p*q(I = ¢*) — cap

I =—clsen® — eBl —eyp? -~
0=1—-1-— %;ﬂq?—ecose

(4.26)

Aqui,q e p sdo as variaveis canonicamente conjulgadas de posi¢cao e momento do oscilador
de Duffing, e I € R, 6 € S! sdo as varidveis do angulo de acdo do oscilados anarménico.
Os paramentros u, a, 5 e v sdo positivos e 0 < ¢ < 1 é um pequeno parametro positivo.
Embora este exemplo ndo tenha a forma geral (1.1), veremos que ele pode ser colocado
nesta forma nas vizinhangas das bandas de ressonancia.

Este exemplo foi estudado em [5], e é um protétipo de sistemas hamiltonianos com-
pletamente integraveis sujeitos a pequenas perturbagoes de amplitude. Quando € = 0, o
sistema (4.26) ¢ hamiltoniano de dois graus de liberdade com duas constantes de movi-
mento funcionalmente independentes I e
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Ho(g.p.1) = 3p° = 3% (1 = 54°) + 317 = 1 .

Portanto, é completamente integravel quando ¢ = 0.

Persisténcia de variedades normalmente hiperbdlicas para 0 < ¢ < 1.
Quando € = 0, o sistema (4.26) simplifica consideravelmente para
1l — q°)
p
. 4.2
’ (4.27)
I

~. RS
I

SS
I

—1—%/L2q2

Para cada I > 0, o oscilador de Duffing com parametro I possui um ponto de equilibrio
de sela (0,0) que é conectado a si mesmo por um par de érbitas homoclinicas

= p"(t, 1) = F/2ul sech (uv/Tt) tgh (uv/1t)
q

h(t,I) = +v/21 sech (u/Tt) (4.28)

onde o sobrescrito h denota homoclinica, e + corresponde as orbitas direita e esqueda,
respectivamente. Estas solugoes explicitas sao bem conhecidas, ver por exemplo o capitulo
4.5 de [6]. Além disso, como o dngulo 6 é desacoplado, ele é determinado pela quadratura.

No sistema tridimensional ¢ — p — I, a unido dos pontos (¢ = 0, p = 0) para todo
I em qualquer intervalo aberto |y, I3] constitui uma variedade invariante normalmente
hiperbélica pela defini¢ao da se¢@o 2.1. Além disso, se considerarmos esta variedade (agora
cruzada com 6 € S') no espago de fase quadridimensional completo (q,p, I,0), ainda é
normalmente hiperbdlica, mas agora é necessaria a definicdo para mais sistemas genéricos
dada em [1], porque ha dindmica nisso mesmo quando & = 0.

Além disso, no espaco de fase quadridimensional, as variedades tridimensionais estaveis
e instaveis de tal variedade sao as unioes das variedades individuais estaveis e instaveis
dos sistemas planares com parametro I fixado na mesma faixa de valores I, cruzando com
0 € S'. As ramificagoes destas variedades em g > 0 (¢ < 0, respectivamente) coincidem.

Agora, quando 0 < € < 1, o plano {(q,p,1,0);q = p = 0} é novamente invariante,
uma vez que os componentes g e p do campo vetorial se anulam nele. Além disso, possui
variedades tridimensionais estaveis e instaveis pela teoria geral de persisténcia desenvol-
vida em [1], e existem familias invariantes de fibras rapidamente estaveis e instaveis com
pontos de base nas variedades locais estaveis e instaveis que folheam a vizinhanca do
plano. Estas estruturas geométricas podem entao ser usadas para decompor a dinamica
do sistema em termos dos movimentos ao longo da variedade invariante e movimento nas
diregoes normais.

No entanto, antes de analisar esta decomposicao, focamos especificamente num inter-
valo pequeno ][y, I5[ em torno de I = 1. E neste intervalo que o sistema completo pode
ser reformulado como um sistema rapido-lento da forma (1.1).

Quando ¢ = 0, o ciculo I = 1 é constituido de pontos de equilibrio no plano invariante,
pois 8 = 0 quando ¢ = p = 0. Além disso, § < 0 ao longo dessas Orbitas periddicas com
I < 1 (dentro do circulo), e > 0 ao ongo dessas érbitas periédicas com I > 1 (fora do
circulo). Denominamos o anel em torno de I = 1 por M. Esse mesmo é uma variedade
invariante normalmente hiperbdlica.
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O circulo I =1 em Mj é uma estrutura delicada que corresponde a uma degenera-
¢ao significativa no sistema. Devido a natureza da bifurcacao linear em uma vizinhanca
anular dele, este circulo é destruido quando os termos de ordem O(¢) sdo adicionados a
equagao. Para analisar essas dinamicas, é necessario redimensionar a degeneracao signifi-
cativa definindo I = 1+ /zh, onde h € R é uma nova varidvel dependente, e a poténcia
ligada & e segue do requisito de que h e € varie na mesma taxa, O(y/¢), em relagao a e
nesta vizinhanca. O sistema completo se torna

q=p

P = p*q(1 — ¢*) + epPqh — cap
h=—y/e(send + j +9p?) — eh(sen + 3)
0 = \/eh — su*q* — e cost

(4.29)

onde /¢ é o parametro pequeno, em vez de ¢.
O plano M. = {(p,q, h,0);q = p = 0} é uma variedade invariante lenta. Em termos
do tempo lento 7 = \/et, o sistema lento em M, é

h' = —(1++/eh)senf — 3(1 + /zh)
0 =h—/ecosb ' (4.30)
Ela estd definida no cilindro R x S!, e denominamos este cilindro por M., pois é preci-
samente uma variedade invariante lenta do tipo que estudamos anteriormente.

Para a ordem principal, este sistema externo em M, é o péndulo nao linear classico
com variavel de angulo # e variavel de momento h, constante de torque 3, e com Hamilto-
nianon H(h,0) = %hz + 1 —cosf + B6. Os termos de ordem superior, O(e), representam
perturbagoes, tanto hamiltonianas quanto dissipativas, que quebram as 6rbitas homoclini-
cas para o equilibrio de sela e que transformam os centros em M, em pontos de equilibrio
espirais estaveis.

Finalmente, M, possui variedades locais estaveis e instaveis W2, (M.) eWY (M.) pela
teoria de Fenichel, e estas sao tridimensionais. Isto completa nossa breve discussao do
sistema lento (externo) que governa a dindmica em M., e nos voltamos agora para o
sistema rapido (interno) que governa a dindmica das 6rbitas nas diregoes normais a M..

Quando I = 1, o sistema (4.27) simplifica ainda mais para

I
oxr T

al-a) (4.31)

_%,u2q2

. RS Q.
Il

Cada ponto do cilindro nao perturbado esta conectado a outro ponto por uma o6rbita
heteroclinica. De (4.28), a diferenga angular Af entre os pontos finais de qualquer 6rbita,
heteroclinica conectando pares de equilibrio em My em I =1 é —2u, que é um resultado
direto da integracao de éh(t, I =1) ao longo de toda reta real t € R. Portantom pode-se
construir orbitas singulares usando essas conexoes heteroclinicas rapidas nao perturbadas
intercaladas com segmentos de érbita do sistema lento reduzido em My, e ha uma familia
inteira de heteroclinicas de dois parametros para escolher.

Para o caso em que 0 < € < 1, apenas algumas 6rbitas heteroclinicas rapidas isoladas
e = 0, 6rbitas singulares, sobrevivem a perturbagao. Em particular, as érbitas homoclini-
cas que persistem sao precisamente aquelas que se encontram nas intersecoes transversais
bidimensionais das variedades locais estaveis e instaveis W3 (M.) e WY (M.), de modo
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que eles sao assintoticos no passado e no futuro para M.. Como a funcao de Melnikov
mede a distancia de divisao entre essas variedades, suas intersecoes podem der calculadas
pelos zeros simples desta fungao

4 8
M(1, 0y, i, o, B,7) = 2sen psen 6y — e + 28+ Bvug. (4.32)

Quando u nao ¢ multiplo de 7, esta funcdo de Melnikov possui zeros simples em 6, em
algum 00 = 00.1 (§] 90 = 00.2 =T — 90‘1, desde que

H 2 . _i 2>
senu<3a p 15%&

<1. (4.33)

Portanto, para todos «, 3 e v admissiveis, as variedades estdveis e instéveis W (M.) e
WY .(M.) se intersectam transversalmete ao longo de dois pares simétricos de superficies
bidimensionais. No caso Hamiltoniano, encontramos fy; = 0 e 0y = 7.

A beleza do método geométrico é que ele decompde a dinamica do sistema em sub-
sistemas de dimensao inferior, que sdo individualmente muito mais faceis de analizas do
que o sistema completo. Desta forma, pode-se determinar explicitamente quais solugoes
internas e externas podem ser conectadas entre si, o que é dificil de fazer em um sistema
quadridimensional.

Algumas 6rbitas homoclinicas com miiltiplas colisées (bumb).

A existéncia de varios tipos de solugoes de transicdo simples e multiplas foi demons-
trado em Kaper and Kovaci¢ [5]. Cada colisdo é uma excursao rapida para longe do
cilindro invariante M., e as saliéncias sao intercaladas com segmentos lentos proximos
a uma variedade lenta. As 6rbitas homoclinicas, que incluem érbitas de Silnikov com
multiplas colisoes, conectam varios equilibrios e 6rbitas periddicas na variedade lenta. As
colisoes sao camadas de transicao rapida (interna), enquanto os segmentos longos proxi-
mos as variedades lentas sao solugoes externas.

O Teorema 1 de [5] produz, de acordo com [7], os seguintes tipos de érbitas homocli-
nicas com multiplas colisdes neste exemplo. Fixe 0 < p < < 1ledy = puy = O(1). Se
Sa — 274 = 0, entao existem dois pares simétricos de érbitas heteroclinicas que conectam
dois pares de pontos na separatriz no cilindro Mg, como mostrado na Figura 4.8.

Esses dois pares de pontos cortam a separetriz em cinco segmentos disjuntos, deno-
tados Op,..., Os, onde os nimeros aumentam na diregdo positiva tempo lento 7 (tempo
futuro) ao longo da separatriz. Denotamos o par de 6rbitas heteroclinicas que conectam
as extremidades do segmento O, por I's, e o par que conecta as etremidades do segmento
O, por I'z.

Podemos agora formar uma infinidade contavel de oérbitas homoclinicas singulares
como segue. Considere qualquer sequéncia finita o; de pares I'7 O, e I'7 O,, incluindo
possivelmete a sequéncia vazia. Além disso, seja 0y a sequéncia Oy, I'; ou I'y. Defina a
sequéncia S como S = 010501030505 e exclua a sequéncia 010,030,405 desta definicao.
Se conectermos os segmentos da 6rbita Oy, ..., O, T e TF de acordo com a sequéncia
S, obtemos uma érbita singular homoclinica para o ponto sg, que denotamos por I's. Se
denotarmos por —S a sequéncia obtida de S pela troca de sinais + e —, entao a érbita
homoclinica singular correspondente I'y® é a imagem espelhada da érbita singular I'5 sob
a transformacao (p,q) — (—p, —q), que preserva equagoes (4.26). Para ser mais preciso,
o Teorema 1 de [5] agora implica o seguinte
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Figura 4.8: (a) Os segmentos de o6rbita compreendendo as Or-
bitas de transicao singulares N-colisoes que conectam a sela a si
mesma. (b) A 6rbita de uma colisio correspondente a sequéncia
0,0, 0,050,05. (c) A 6rbita de uma colisio correspondente &
sequéncia 010,033 Os. (d) A érbita de duas colisdes correspondente
a sequéncia 010,17 0,053 O5. (e) A 6rbita de duas colisdes corres-
pondente a sequéncia 010, O, 0,050,05. (f) A 6rbita de trés
colisdes correspondente a O10.I'7 O,I'T 0205I'5 O5.  Figura retirada
de [5].

Proposigao 4.1. [7] Fize 0 < p < <1 ey = p?B = O(1). Seja a sequéncia S como
no pardgrafo anterios, e I's sua drbita singular correspondente homoclinica ao ponto sq.
Entao, eziste uma fungao continua as(e) com 5ag(0) — 27 = 0, tal que para € positivo
pequeno e o = ag(e), exite uma orbita TS, homoclinica da sela s.. A érbita T2 é O(5(¢))
préxvima a orbita singular T, onde §(¢) é uma fungio com 6(¢) — 0 quando € — 0.
Além disso, as(e) = a_g(e), e a orbita TZ° é a imagem espelhada da érbita T2 sob a
transformagao (p,q) — (—p, —q).

Como segundo exemplo obtemos a existéncia de érbitas de Silnikov com miltiplas
colisoes aplicando o teorema 2 de [5]. A demonstracao deste fato procede da seguinte
forma. Quando 0 < 8 < 1 e a equagao

3 sen 2/ 3(1—cos2u) 2
=2 (1- Sl Ay O P 4.34
a 2( o )5 T B+ 27 (4.34)

for satisfeita, a reta § = 0y, + p passa pelo centro c¢y. A érbita heteroclinica emergente de
co pousa dentro da regiao delimitada pela separatriz homoclinica até a sela, por exemplo,
quando 0 < p < § —arcsen 8. Quando p < 1, a equagdo (4.34) torna-se o = %’Ny —
% puy/1— 3% + O(p?). Para um valor pequeno e nao nulo de /¢, esta situagio dé origem
a um par de 6rbitas Silnikov de colisdo tnica homoclinica & sela espiral ¢.. Ver Figura
abaixo.

Lembre-se de que cada orbita periddica de tempo lento, que fica dentro da regiao
delimitada pela separatriz homoclinica a sela s e intesecta a reta @ = 61 + j, intersecta,
essa reta em dois pontos, um com h positivo e outro com h negativo. Portanto, existem
dois pares de orbita heteroclinicas que emanam desta oOrbita periddica, de modo que a
coordenada h ao longo das duas orbitas de um desses pares ¢ positiva e a outra negativa.

Denotamos cada uma dessas 6rbitas por um dos quatro simbolos 'Y, onde o sinal no
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e=0

Figura 4.9: A 6rbita de Silnikov de uma colisdo que conecta a sela
em espiral ¢, a si mesma. Figura retirada de [5].

indice inferior denota o sinal da coordenada h ao longo deta érbita, e o indice superior
denota a superficie de intersecdo em que esta érbita se encontra.

Para obter a existéncia de 6rbitas de Silnikov com miultiplas colisdes, formamos o
seguinte tipo de drbita de transicao singular modificada. Seu primeiro segmento é uma
orbita heteroclinica I'; decolando no centro ¢y = ¢, e pousando dentro da regiao deli-
mitada pela separatriz homoclinica até a sela sg no ponto dy. O segundo segmento é
composto por N; revolugoes em torno da orbita periddica lenta Oy que passa pelo ponto
dy. O ultimo ponto dete segmento é ¢y da reta @ = 0y 1 + j, de onde decola o préximo seg-
mento, a 6rbita heteroclinica I'y. Esta 6rbita pousa no ponto ds que novamente se assume
estar dentro da regiao delimitada pela separatriz homoclinica a sela sy. Esta construcao
pode continuar enquanto o ponto de aterrissagem d;; da i-ésima orbita heteroclinica I';
estiver contido dentro da regiao delimitada pela separatriz homoclinica a sela sg. Denota-
mos o maior i por K. Orbitas de transicdo singulares modificadas do tipo descrito com k
colisoes existem para todos os nimeros inteiros k, com 1 < k < K. Cada uma das orbitas
heteroclinicas I'; pode estar em qualquer uma das superficies de intersecao singulares e,
se © > 1, pode ter coordenadas h positivas ou negativas.

O numero méaximo de colisdes, K, das érbitas de transicao singulares modificadas
descritas no paragrafo anterior pode ser calculado em funcao dos parametros p e 5. Ver
segdo 11 de [5]. Para ser mais preciso, o teorema 2 de [5] agora implica a seguinte
pProposicao.

Proposicao 4.2. [7] Fize 0 < f <1, 0 < pu < § —arcsen 3, e = p*y. Seja a sequéncia
S de comprimento k, com 1 < k < K, como no pardgrafo anterior, e seja I'y sua érbita
de transi¢io singular modificada correspondente. Entao, eziste uma fungio ag(e), com
as(0) satisfazendo a equagio (4.34), tal que para € > 0 pequeno e « = ag(e), existe
uma orbita T2 homoclinica a sela espiral c.. Além da parte que espirala em diregio ao
ponto c. préxzimo ao anel M., a drbita é O(d(g)) proxima a drbita de transi¢ao singular
modificada T3, onde 6(g) é uma funcdo tal que 5(c) — 0 quando € — 0. Em particular, a
érbita TS faz N; revolugdes completas em torno do ponto c. entre suas (i — 1) e i-ésimas
colisdes. Além disso, as(e) = a_g(e), e a érbita TZ5 é imagem espelhada da érbita T2
sob a transformagdo (p,q) — (—p, —q).

Uma o6rbita de duas colisoes é mostrada na Figura 4.10. Observamos que, se substi-
tuirmos o lado direto da equagado (4.34) por a na desigualdade (4.33), esta desigualdade
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é sempre satisfeita.

sl

Figura 4.10: A érbita se Silnikov de duas colisdes conectando a sela
espiral ¢, a sequéncia I'TOI't. Figura retirada de [5].



5 Regularizacao geométrica de uma
singularidade do tipo ciuspide em
sistemas lentos-rapidos com
aplicacoes para exemplos de Zeeman

E comum problemas de perturbacio singular serem introduzidos pela equagao do sis-
tema lento (na varidvel lenta) por conta de sua expressao nao familiar em EDO’s

et = f(x, z,¢€)
y.:g(x7z7€) .

Isso nao deve causar nenhuma confusdo, uma vez que sistemas rapidos e lentos sdo equi-
valentes quando ¢ # 0. E comum também se referir ao sistema rapido reduzido como
“sistema de camadas” e ao sistema lento reduzido como “sistema reduzido”, e as vezes
chamamos a variedade critica ({f(x,y,0) = 0}) de “conjunto de empasse”, e daqui em
diante a denotamos por Sy. Essas mudancas nao afetam no estudo, uma vez que a mu-
danca é apenas em suas nomenclaturas ou simbolos que as representam. Os sistemas que
estudamos nesse capitulo possuem o formato

T fle,y) ,x €RF y e R™. (5.1)
ey = g(z,y)
Nos capitulos anteriores estudamos conjuntos compactos normalmente hiperbélicos con-
tido na variedade critica. Pontos da variedade critica que nao sao normalmente hiperbo-
licos, chamados pontos singulares, nao foram abordados.

Neste capitulo sera feita uma analise completa da singularidade do tipo ctspide para
sistemas (5.1) de duas dimensdes lentas e uma rapica, com 0 < ¢ < 1. Além de apre-
sentarmos este resultado principal, devido a T.J. Kaper ([8]), sobre a singularidade das
cispides, também mostramos uma aplicagdo, também retirada de [8], para obter a des-
cricao completa da dindmica do modelo de impulso nervoso dado por E.C. Zeeman, no
qual a singularidade das ctuspides desempenha um papel central. Além disso, este modelo
também possui uma singularidade de sela dobrada e, portanto, também empregaremos
resultados conhecidos em dobras e selas dobradas. Finalmente, para completar, apresen-
tamos também a andlise do modelo de batimento cardiaco introduzido também por E.C.
Zeeman.

Esse capitulo esta organizado da seguinte forma. Na secao 5.1 apresentamos a analise
dos modelos de Zeeman no cendario das equacoes restritas. Na secdo 5.2, revisamos os
resultados relevantes da teoria da perturbacao singular e apresentamos nosso principal

o8
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resultado sobre cuspides (Teorema 5.9). Este teorema principal é entdo provado na se-
¢ao 5.3. Finalmente, na secao 5.4, provamos teoremas sobre a dindmica do modelo de
batimento cardiaco (Teorema 5.10) e sobre a dindmica do modelo de impulso nervoso
(Teorema 5.11), com base nos resultados da secao 5.2.

5.1 Analise dos modelos de Zeeman como equacgoes
forcadas

5.1.1 O modelo de batimento cardiaco

E.C. Zeeman introduziu o seguinte modelo elementar

T =Y Yo
‘ , 5.2
ey =—(’ —y+u) 52)

onde 7, é uma constante maior que 1/4/3. Zeeman construiu o modelo de modo que o
equilibrio estavel tivesse uma bacia de atragao relativamente pequena. Uma perturbacao
adequada (pequena em tamanho) faz o sistema saltar para uma variedade lenta diferente,
mas eventualmente a trajetoria retorna ao equilibrio estavel por meio de um salto de
retorno.

Fazendo ¢ = 0 em (5.2), obtemos as seguintes equagoes restritas

T=1Y=1Yo
0=—@"—y+a)’ 53)

\

Figura 5.1: Dindmica da equagdo reduzida (5.4), com p, denotando
o equilibrio estavel. Figura retirada de [§].

A variedade critica (lenta) Sy ¢ definida pela condicdo y*> —y +x = 0. Esta curva tem
dois pontos de dobra, y = £1/4/3. Podemos eliminar a restricio usando o fato de que Sy
¢ um gréafico de x em funcao de y, ou seja, + = —y> + y. Derivando esta relacdo em t,
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obtemos & = (1 — 3y?)y. Substituindo em (5.3) e dividindo pelo fator 1 — 3y?, obtemos a

equacgao reduzida
1

= 1—73342(y — %) (5.4)

Y
A equacao (5.4) possui um ponto de equilibrio nos pontos de dobra y = £1/4/3, e o fluxo
¢ mostrado na Figura 5.1. A andlise da equacao (5.2) com 0 < ¢ < 1 é apresentada na
secao 5.4.

5.1.2 O modelo do impulso nervoso

E.C. Zeeman também introduziu o seguinte modelo elementar para voltagem trans-
membrana em uma célula nervosa

rT=—-1—y
y=—2(y+2) : (5.5)
ei=—(z+yz+2%

Uma caracteristica importante de (5.5) é a possibilidade de retorno suave, ou seja, apds
o salto para longe do equilibrio a trajetoria retorna permanecendo o tempo todo na vari-
edade lenta. Nesta subsegdo estudamos a versao restrita de (5.5)

y=-2y+z2 . (5.6)
0

Na secao 5.4, estendemos nossa andlise para equagao (5.5).

A caracterfstica central da superficie de restricao 0 = x 4+ y2z + 2% é o equilibrio do tipo
cuspide na origem, da qual bifurcam duas linhas de dobra. Acontece que uma das linhas
de dobra também contém um equilibrio de sela dobrada. Nas préoximas duas subsecoes
(5.1.3 e 5.1.4), revisamos os resultados e a analise desses equilibrios no cenério de equagoes
restritas. Posteriormente, nas subse¢oes 5.1.5 e 5.1.6, voltamos a (5.6) e analisamos suas
singularidades em mais detalhes.

5.1.3 Uma regularizacao de equacgoes forcadas

Consideramos equagoes restritas da forma geral

T = fl(.’ll',y,Z)
y:f2('r7y7z) : (57)
0= g(l’,y,Z)

Consideramos o fluxo de (5.7) préximo a um ponto (z, Yo, z9) satisfazendo as condigoes

9(950,9072’0) = 0 (58)

e também
9:(%0, Yo, 20) = 0. (5.9)

Além disso, assuma uma condicao de regularidade, denotada por (A)

(4) 9w (T, Yo, 20) # 0 .
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Aqui, o sub indice (z, y) significa a derivada com relagao a (x,y). Sob essas consideragoes,
vale o seguinte resultado.

Lema 5.1. Assuma (5.8) e (A). Entao, a equagao forcada (5.7) pode ser escrita na forma

v = falo(y, 2), 9, 2)
— 0.0y, 2), 1, 2)2 = [(0(y,2), 1, 2) - Yoy (0(0s 2), 0, 2), (5.10)

onde x = ¢(y, z) € tal que g((y,2),y,2) = 0.

Demonstragdo. Observe que (A) implica que g,(zo,Yo,20) # 0 ou gy(zo, Yo, 20) # 0.
Suponha, sem perda de generalidade, que g, (o, Yo, 20) # 0. Disso decorre que existe ¢,
com o mesmo grau de regularidade de g, de modo que

x=p(y,2), (5.11)

satisfazendo

9(e(y, 2),y,2) = 0.
Diferenciando (5.11) em relagdo a t, obtemos a expressao
T = QY + Q.2
Usando diferenciacao implicita, chegamos as equacoes

_ g R
Pz 9 7 Py 9

e isso implica que
—gfé' =fi+ %f 2,
ou, em outros termos
_gzz = 9(zy) " f
Disso obtemos (5.10). W

Observe que (5.10) possui quilibrio ao longo da linha de dobra {g, = 0}. Usando a regra
de Cramer para encontrar (¢, ), podemos reescrever (5.10) da seguinte forma

Z= _g% 9(z,y) f

Cancelando o fator (—1/g,), obtemos a equacao regularizada
y==9:f> = (5.13)
2= Y(zy) " f

com z determinado pela equacdo © = ¢(y,z). Fora da linha de dobra, as trajetérias
de (5.10) e (5.13) diferem apenas pela parametrizacao do tempo. A diregao do tempo é
invertida na regiao onde —g, < 0.

Introduzimos condic¢oes adicionais para manter regularidade

(B) g(:}c,y) ($07y07 ZO) ’ f(w07 Yo, ZO) # 0
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(©) G22(20, Y0, 20) # 0 .

Classificagcdo de pontos singulares

Pontos de dobra simples sdo pontos para os quais (B) e (C') sao vélidos. Equilibrios
dobrados sao pontos para os quais (B) falha, mas (C') se mantém. Os equilibrios do-
brados ocorrem genericamente em pontos isolados de uma linha de dobra. Condigoes
adicionais de nao degeneragdo podem ser aplicadas, mas nao as discutiremos aqui. Os
pontos de cuspide sao os pontos para os quais (B) é valido, mas (C) falha. Os pontos de
cuspide ocorrem genericamente de maneira isolada em um conjunto de dobra onde duas
linhas se encontram. Para um ponto de cuspide nao degenerado, a seguinte condicao de
regularidade é exigida

(D) gzzz(x07 Yo, ZO) 7é 0.

5.1.4 Dobras, selas dobradas e ciispide em equacoes forcadas
com dois parametros

F. Takens [9] encontrou formas normais simples para uma série de equagdes restritas e
provou um resultado afirmando a conjulgacao topologica entre equilibrios na posicao geral
e as formas normais correspondentes. Nesta subsecao, revisamos as formas normais for-
necidas para os trés casos relevantes no modelo de impulso nervoso (5.5) cujas equilibrios
sao do tipo dobra, selas dobradas e cuispides.

Pontos (xo, Yo, 20) para os quais valem (5.8) e (5.9) sdo chamados singularidade do
tipo dobra, ou apenas pontos de dobra. Para a classificacao das singularidades dobradas,
suporemos que (A) seja valido, e serd utilizado o Lema 5.1.

Figura 5.2: Ponto de dobra simples, forma normal (5.14) com sinal
de mais. Figura retirada de [8].
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Dobra Simples

Se (xg, Yo, 2z0) é ponto de dobra satisfazendo (A), (B) e (C), entdo, de acordo com [9], a
forma normal de sua equagao reduzida é dada por

=41
0 (5.14)
= —(2*+x)

x
Y
0
(A forma normal para uma dobra com uma varidvel lenta é obtida eliminando a variavel
y). Observe que tanto (B) quanto (C') sdo satisfeitos para (5.14). A dindmica pode ser

compreendida usando o método descrito na subsecao 5.1.3. O retrato de fase, correspon-
dente ao sinal de mais na equacao x, é mostrado na Figura 5.2.

Equilibrio Dobrado (sela)

Se (zo, Yo, 20) ¢ ponto de dobra satisfazendo (A) e (C') que falha em (B), cujo campo
regularizado 5.13 possui uma sela em (g, yo, 29), entao, de acordo com [9], a forma normal
de sua equacao reduzida é dada por

=-
Il

Y

IS (5.15)
22+

ow
I

Observe que a condigao (B) falha, mas (C') é vélida. A dindmica pode ser compreendida,
usando o método descrito na subsecao 5.1.3. O retrato de fase é mostrado na Figura 5.3.

Figura 5.3: Sela dobrada. Figura retirada de [8].

Ponto de Cispide
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Se (xo, Yo, z0) é ponto de dobra satisfazendo (A), (B) e (D) que falha em (C), entdo, de
acordo com [9], a forma normal de sua equagao reduzida é dada por

=1
y=20 . (5.16)
0=+

A escolha do sinal em (5.16) determina a estabilidade das folhas de g(x,y,z) = 0 para
a dindmica da folheagao rapida, mais especificamente as folhas para as quais g, < 0 sdo
definidas como estéveis e as folhas para as quais g, > 0 sdo definidas como instaveis. A
superficie da ctspide # = z(y, z) é dada pelo grafico de 2z +yz +z = 0, com x em funcio
das variaveis y e z. Essa equagdo possui trés raizes de x quando y < 0 e um tnico valor de
x para y > 0. Além disso, no caso de valor triplo, dois dos ramos sao estaveis, enquanto
o do meio é instavel. A forma normal obtida alterando o sinal na ultima equacgao de
(5.16) corresponde ao ramo médio no caso de valor triplo sendo estavel e os ramos inferior
e superior instaveis. Esta forma normal nao é de interesse para nossos propésitos. A
dindmica de (5.16) esta representada na Figura 5.4, na superficie da cuspide e em duas
projegoes. Observe que (B) ¢é vélido, (C) falha e (D) ¢é vélido.

P, W

Figura 5.4: Dinamica de (5.16) com sinal de mais, mostrada no
espaco tridimensional z, y, z, bem como em duas proje¢oes diferentes.
Figura retirada de [8].

5.1.5 Equilibrios para (5.6)

Voltamos agora a (5.6) e analisamos os equilibrios que possui. Resolvendo a equacao
23+yz+2z = 0 em x, obtemos x = —(23+yz). Diferenciando em relagao a t e substituindo
—1 — y por z, obtemos

8224+ y)i —yz=—-1—y.
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Substituindo g, obtemos
(B22+y)z=(y+1) +2(y + 2)z

Em combinacao com a equagao 7, obtemos o sistema reduzido

y=—2(y+2)
Bz +y)i=@+1)+20y+2)z (5.17)

Finalmente, a regularizacao produz

y=—=2(y+2)(32*+y)

Z=(y+1)+2y+2)z" (5.18)

A linha de dobra é a parabola y = —32z2. Singularidades dobradas sdo os equilibrios de
(5.18) na linha de dobra, isto é, pontos que satisfazem o conjunto de equagoes

0=y + 322
0= (y+1)+2(y+2)z"

Eliminando y, obtemos —62z% — 22 + 1 = 0. Verifica-se, entdo, que z = 1/2 é a tnica
raiz, com o valor correspondente de y = —3/4. Por conta disso, existe uma singularidade
dobrada, dada por p; = (—2,1). Linearizando (5.18) em py, obtemos a matriz

ek

Como det A < 0 o ponto py é uma sela dobrada. A Figura 5.5 mostra um retrato de fase
gerado por um computados de (5.17).

DO ro =
N[00 | o

3
—)

\

Figura 5.5: Retrato de fase da equagdo reduzida (5.17). Figura
retirada de [8].
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5.1.6 Retorno global singular para a equagdo de Zeeman (5.6)

A linha de dobra completa F' da equacao (5.6) pode ser parametrizada da seguinte
forma
F={(z,y,2) = (20°,-30% 0);0 € R}. (5.19)

O ramo superior, denotado por F;, corresponde a valores positivos de z, e o ramo inferior,
F_, corresponde a valores negativos de z. Nesta subsecao, nos atemos para a projecao de
F, em F_.

A projegao de Fy em Sy é obtida de (5.19) como curva tnica na folha inferior, ., de
Sp com a propriedade de que as coordenadas x e y permanecam inalteradas. Esta curva
tem a seguinte representacao paramétrica

PF, = {(z,y,2) = (20°,-30% —20);0 > 0}. (5.20)

As coordenadas y e z em PF, satisfazem a equagao y = —%22.

O retorno singular é determinado pelas trajetérias de (5.18) comecando em PF,.
A Figura 5.5 mostra algumas dessas trajetorias, e a curva tracejada representa PF,.
Algumas das trajetérias atingem a linha de dobra F e nao podem mais permanecer na
superficie restrita. Outras trajetérias passam a direita da cuspide, fazendo um retorno
suave. Muito importante ¢ a trajetoria direita da projecao de py, que denotamos por qy.
Observe que ¢; = (—32,—1). Na sequéncia caracterizaremos a dinamica de (5.18). Em
particular, mostraremos que a trajetéria de gy passa pelo ramo inferior da linha de dobra
F_ (ver Figura 5.5) e, portanto, ndo corresponde a um retorno suave.

Seja Sy a variedade critica para (5.5), e seja

Sg = {(fE,y,Z) € SO, %(x,y,z) < O}

Além disso, seja S§_ = S N {(x,y,2); 2 < 0} (respec. S5, = S§N{(x,y,2);2 > 0}). A
variedade S¢ ¢ mostrada na Figura 5.6.

Teorema 5.2. Existem conjuntos Vi1, Voo e Vs contidos em S§, com as seguintes pro-
priedades:

(i) Todas as trajetorias de (5.17) comegando em Vi, permanecem em Vi e sao atraidas
para o equilibrio estdvel p,.

(ii) Todas as trajetdrias de (5.17) comegando em Vos chegam a F., saltam para PF.
sequem para F_ e saltam para Vy;.

(1ii) Todas as trajetorias de (5.17) comegando em Vo3 chegam a Fy, saltam para PF, e
sequem. para V.
O Teorema 5.2 é uma consequéncia da seguinte proposicao.

Proposicao 5.3. Existe um ponto q. = (Ys,2+) € PFy, com z, < —1 cuja trajetoria
direta em (5.18) passa por 0. Se q € {(y,z) € PFy;z < —1} e q # ¢*, entdo um dos
sequintes casos ¢ valido:

o 2, <z < —1, entdo a trajetoria com ponto inicial q sob o fluzo de (5.18) passa por
F_.



Analise dos modelos de Zeeman como equagoes forcadas 67

Po®

- |
vf

y

Figura 5.6: A variedade S§. Figura retirada de [8].

o 2z < z,, entdo a trajetoria com ponto inicial ¢ em (5.18) passa a direita da origem
e entra no sequndo quadrante através do eiro z positivo.

Para a prova da Proposi¢dao 5.3 nos basearemos no seguinte fato.
Lema 5.4. A funcao
G(z) = —22*(1—322) - 323+ 222 41
é negativa para z < —1.

Demonstragdo. Primeiro, observe que G(—1) = —% < 0. Agora, como

G'(z) =122 — £(542%* + 92 — 5).

Nesta expressao, o primeiro termo é positivo para todo z < —1. Além disso, o termo
entre parenteses é positivo para todo z < —1, porque ambas as raizes desta expressao
quadrética estao a direita de —1. Portanto, G’(z) > 0 para todo z < —1, logo o lema
vale. O grafico de G' é mostrado na Figura 5.8. H

Demonstragao da Proposic¢do 5.3. A equagao (5.18) restrita a PF, ou seja, em um

ponto (—32%, z), é dada por

(5.21)
Um vetor normal para PF, em um ponto (—%ZQ,Z) é (1, %z) Calculando o produto
interno de (1, %z) com o campo vetorial (5.21), encontramos a fun¢do G(z) introduzida
no enunciado do Lema 5.4. Pelo Lema 5.4 G(z) < 0 para z < —1. Segue-se que todas
as trajetérias comegando nos pontos ¢ = (y, z) € PF, devem entrar na regiao delimitada
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Figura 5.7: Retrato de fase da equagao restrita (5.6) na conjunto de
empasse e em duas projecoes. Figura retirada de [8].

por {(y,z) € PFy;z < —1}, o segmento da trajetéria de gy ao eixo y (ver Figura 5.5) e
o eixo y. Considere a trajetéria comecando em {(y,z) € PFy;z < 1}. Nosso objetivo é
provar que essa trajetoria atinge o eixo y. Observe que ¢ > 0 desde que y+z < 0, de modo
que y inicialmente continue aumentando, eventualmente passando pela reta y +1 = 0.
Entao, ou z também deve aumentar até o eixo y ou a linha y+ 2z = 0 é alcangado. Depois
que a trajetoria cruzou a linha y 4+ 2z = 0, a coordenada y deve estar diminuindo, mas
y + z deve permanecer positiva enquanto z for negativo. Segue-se que eventualmente a
trajetoria deve atingir o eixo y. O resultado segue pela monotonicidade do fluxo. H

5.2 Analise do sistema rapido-lento

5.2.1 Dobras e selas dobradas para ¢ > 0
Dobras simples

Neste texto precisaremos da dinamica para dobras com uma variavel rapida e outra
lenta (para o modelo de batimento cardiaco) e para dobras com uma varidvel rapida e
duas lentas (para o modelo de impulso nervoso). Comegamos enunciando o resultado para
o caso de uma variavel lenta e depois introduzimos o teorema para duas variaveis lentas
como sua generalizacao. Considere a equagao

€f<x7 y? 6)
9(z,y,€) (5.22)
0

x/
/

)

6/
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Cri=)

/

Figura 5.8: Gréfico do produto interno G(z) em fun¢ao de z. Figura
retirada de [8].

e suponha que

9(0,0,0) =0, ggg/(o, 0,0) = 0. (5.23)

Além disso, fazemos suposicoes de regularidade

P g dg

Em particular, assumimos que
2°4(0,0,0) >0, 22(0,0,0) >0, f(0,0,0) < 0.

Estas hipoteses podem ser feitas sem perda de generalidade, e a tltima determina que
a diregao do fluxo é em direcdo a dobra (o ponto de dobra é um ponto de salto). As
informagoes acima estao resumidas na Figura 5.9.

Definimos as seguintes se¢oes do fluxo

yirl = {(p%9); y € R} e Xl = {(z,p); 2 € R} .
Considere também a aplicacdo de transicio para o fluxo de (5.22) II : X0 — yleut],

Teorema 5.5 (dobra simples com uma variedade lenta). [10] Sob as hipdteses feitas
nesta segao, existe eg > 0 e uma vizinhan¢a U de (0,0) tal que as sequintes afirmagoes
sdo vdlidas para € €]0, €]

(i) A variedade S5 passa por B em um ponto (h(€),p), onde h(e) = O(e?/3).

(i) A aplicacio de transicio I1: X N U — Slovl ¢ uma contragio com taza O(e~%),
onde ¢ € uma constante positiva.
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Figura 5.9: Variedade critica, variedade lenta e se¢oes para uma
dobra simples. Figura retirada de [8].

Dobras simples em problemas com duas dimensoes lentas

Considere a equagao

¥ =cefi(x,y,z¢)
v =cfo(z,y,2,e) x,y,2€R 0<e <. (5.25)
' =g(r,y,z,¢)

Seja Sy a variedade critica e defina a linha de dobra

F={(z,y,2) € So; L(z,y,2,0) #0}.

Suponha que (0,0,0) € F e as condigoes (B) e (C) sejam satisfeitas. Além disso, assu-
mimos, sem perda de generalidade, que

%4(0,0,0,0) >0,  9(0,0,0,0) > 0.

Definimos as se¢oes do fluxo de forma analoga ao caso de uma dobra simples. Ou seja,
definimos

Sl = {(x,y,2); (x,9,2) = (0*,9,2), (y,2) € R?}

slvl = {(z,y,2); (2,y,2) = (2,9,p), (z,y) € R*}.

Teorema 5.6 (dobras simples em problemas com duas dimensoes lentas). [11] Sob as
hipdteses feitas nesta secao, existe £ > 0 e uma vizinhang¢a U de (0,0,0) tal que as
sequintes afirmagoes valem para e €0, &¢].
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(i) A aplicacio de transicio 11 : M N U — Sl induzida pelo fluvo de (5.25) é um
difeomorfismo que leva wma vizinhanga de Sy N U para 1. Qualquer trajetéria

comegando em Sg e N »lin] passa por um ponto cuja distancia ao conjunto {(x,y, z +
p);(z,y,2) € FNU} é O(¥3).

(ii) A aplicagio 11 se contrai exponencialmente na diregio z. Mais precisamente
151 = O(e=/*),

onde ¢ € uma constante positiva.

(1ii) A contrag¢io/expansao de Il na diregio da dobra é uniformemente limitada, ou seja,
se v € o vetor tangente a dobra em algum ponto (x,y,z) € FNU, entdo, existe uma
constante K > 0 tal que

Aqui VII(z,y, z) - v denota a derivada direcional de 11 em (x,y, z) na diregio de v.

wlin]

E[out]

Figura 5.10: Linha de dobra simples .

Selas dobradas

Usamos a notagao e a definicdo das seg¢oes do fluxo como anteriormente com uma
diferenca, assumimos aqui que (B) nao é satisfeito, ou seja, assumimos que

£(0,0,0,0) - Vg(0,0,0,0) = 0. (5.26)

A condicao definidora para uma sela dobrada é expressa usando a equacao regularizada
(5.13) obtida na subsegao 5.1.3. Observe que a condigao (5.26) implica que (0,0) é um
equilibrio de (5.13). Entao, (0,0,0,0) é uma sela dobrada e (0,0) é um equilibrio do tipo
sela de (5.13). Além disso, uma condigdao de regularidade é necessaria sobre a funcao

F(%?Ja 275) = f(xaya 275) : Vg(xv Y, z, 5)7
a saber, se v é um vetor tangente a linha de dobra F' em (0,0, 0,0), entao
VF(0,0,0,0)-v # 0. (5.27)

Nota-se que, para p suficientemente pequeno, L7 é agora naturalmente dividido nas duas
seguintes regioes
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E[f:ﬂ = {(z,y,2) € 2" F(x,y,2,¢) >0} e sl = {(z,y,2) € S F(x,y,2,¢) <0}.
Entao temos o seguninte teorema.

Teorema 5.7 (Sela dobrada). [12] Sob as suposi¢oes feitas nesta segao, existem g9 > 0,
uma vizinhanga U de (0,0,0,0) e abertos Uy, Us e Us tais que as sequintes afirmagoes
valem para € €]0, g¢]

(i) U=U,0U,UUs, UyNUs =0, 2N (U, Ul,) C Eﬁn] e Uy € exponencialmente
fino, ou seja, existe ¢ > 0 tal que para cada p € Uy o comprimento do segmento de
reta {q € Uy;q = p + sv para algum s € R} ¢ limitado por e=°/°.

(ii) A aplicagio 11 : LM N U, — S introduzida pelo fluzo de (5.25) é um difeo-
morfismo que leva uma vizinhanca de So N U em Y. Qualquer trajetéria co-
megando em S N » (] passa por el em um ponto cuja distamcia ao conjunto
{(z,y,2+p); (x,y,2) € FNU} é O(¥3).

(iii) A aplicagao 11 se contrai exponencialmente na direcao z. Mais precisamente,
o —c/e
15211 =O(e ),

onde ¢ € uma constante positiva.

(iv) A contragao/expansio de Il na dire¢io da dobra é algébrica em €, ou seja, erxiste
uma constante o« > 0 tal que, se v é o vetor tangente num ponto de dobra em
(x,y,2) € FNU, entdo

e* < |VI(z,y, 2) -v| < .

(v) Trajetérias comegando em Uy giram antes de chegar a X1 e retornam para S, ..

Os conjuntos Uy, U, e Uz sao mostrados na Figura 5.11.
Neste texto, esbogamos a prova do resultado. Seja Sy a variedade critica para (5.25),
e sejam

Sg = A{(z,y, z) € So; gZ(:r;,y, 2,0) < 0} e Sg = {(z,y,2) € So; gi(x,y,z,O) > 0}.
Removendo uma pequena vizinhanga da dobra, construimos variedades lentas normal-
mente hiperbdlicas (Fenichel) S¢ e S7. Em [12] P. Szmolyan e M. Wechselberger provam
que para uma escolha fixa das variedades de Fenichel S? e ST existe uma solug¢io canard
Unica, ou seja, uma solucao conectando S, e S,.. A solucao de canard divide S em
regides com dois tipos de dindmicas, as solucoes de um lado passam por Xl e continuam
na direcao rapida e do outro lado as solugoes retornam para S¢. Essas regioes correspon-
dem a U; e Us. No meio hé uma regiao exponencialmente fina centrada na solugdo canard
que consiste em trajetérias que seguem S? de maneira semelhante ao fendmeno canard
classico (explosao canard). Esta regiao corresponde a U;. Notamos que o fluxo na diregao
da linha de dobra é mais complicado devido a estrutura em sela, que é responsavel pela
versao mais fraca da afirmagao (iii) em comparagao ao Teorema 5.6.
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Figura 5.11: Dinadmica na carta K,.,. Figura retirada de [8].

5.2.2 Cuspides singularmente perturbadas - definicao e enunci-
ado do teorema principal

Conforme mencionado, o principal contetido técnico deste texto é o estudo da passa-
gem lenta pela ctspide para 0 < € < 1 por meio da teoria geométrica da perturbacao
singular. Em vez de considerar a forma normal de Fenichel para este estudo, consideramos
um sistema geral para a singularidade do tipo cispide e estudamos sua dindmica. Consi-
deramos sistemas da formulagao réapida e adicionamos a equagao ¢’ = 0 (isto é padrao na
teoria geométrica de perturbagao singular)

¥ =cefi(z,y,z¢)
yl = EfQ(xa?%ZaE)
7 =g(x,y,z,e) (5.28)
e=0
satisfazendo as condigoes (5.8), a condi¢do (B), a condigdo ¢..(zo,%0,20) = 0, que é

uma violagdo de (C'), e a condigao (D). Assumimos, sem perda de generalidade, que
(%0, Y0, 20) = (0,0,0). As condigoes de regularidade sao, entao, dadas por

9(0,0,0,0) =0
9.(0,0,0,0) =0 , (5.29)
gzz(07 07 07 O) =0

e as condigoes
gZZZ(()? 07 07 O) # O
(g:r(07 07 07 0)7 gy(07 07 07 O)) : f<07 07 07 0) % 0 ‘

Provamos o seguinte resultado.

(5.30)
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Proposigao 5.8. Suponha (5.29) e (5.30). Entao, em uma vizinhanga suficientemente
grande da origem, (5.28) pode ser transformada em novas varidveis nas quais f1(0,0,0,0) #

O) f2(07070a O) =0e

g(l’, Y, z, 8) =—T+ CL1<CU, Y, 6)2 + CLQ(J], Y, 6)2,3 + 0(24) (531)
Demonstragdo. Primeiro, modificamos a varidvel z eliminando o termo 22 em g. A
seguir, notamos que (5.30) implica que (g,(0,0,0,0), g,(0,0,0,0)) # (0,0). Para fixar as
ideias, assumimos que ¢,(0,0,0,0) # 0. Substituindo = por uma nova variivel

w = —g(z,y,0,¢).
Apés essas transformagoes, (5.28) torna-se

/

w = —5(gx<w, Y, 07€>7gy(w'y'075)) ' f(waya 278)
"=efo(w,y, z,¢)
T 5.32
=g(w,y,z,¢) (5.32)
=0

/

/

com ¢ tendo a forma (5.31). Concluimos a prova fazendo

f (0,070,0)
Y=Y (50000095 (0:0,0.0)) 0000

w.

O sistema transformado (5.32) possui agora as propriedades desejadas. B

Uma condigdo adicional de regularidade é necessaria em relagdo a (5.28) para nossa
analise posterior, assumimos que

a1,(0,0,0) # 0. (5.33)
Além disso, assumimos também
a2(0,0,0) <0, (9.(0,0,0,0), ¢,(0,0,0,0)) - £(0,0,0,0) <O. (5.34)

Essas hipoteses definem um dos casos genéricos, que é o que ocorre para a equacao do
impulso nervoso. Além disso, sem perda de generalidade, assumimos a;,(0,0,0) < 0
(caso contrario, fazemos y — —y). Escalonando as varidveis, fazemos f; = (0,0,0,0) = 1,
a1,4(0,0,0) = —1 e ¢.,.(0,0,0,0) = —1.

Observe que, apds todas as transformagoes e hipéteses, (5.28) pode ser escrito da
seguinte forma

e(1+ O(z,y, z,¢))
=e0(x,y,2,¢) : (5.35)
= —(22+yz+2)+ O(g, 22, 2%)
Esta é a forma do sistema com a qual trabalharemos no restante desta se¢ao, e notamos
que, na ordem prinicipal, (5.35) é igual & versao rapida de (5.16).

Estamos interessados em descrever a transicao entre as segoes

Sl = {(x,y, 2); v = —x0, 2> 0} e Xl = {(z,y,2); =m0},

x/
/

Y

ZI

onde xg > 0 é uma constante pequena. Como queremos estudar a passagem proxima
ao ponto de cuspide, consideramos apenas as condic¢oes iniciais que, antes da chegada a
Yl foram atraidas pela variedade lenta S, .. Isso justifica a condigdo z > 0 na defini¢io
de Xl As secdes de interesse sio mostradas na Figura 5.12 (ver também Figura 5.4).
Observe que pelo Teorema de Fenichel (capitulo 4) existem variedades lentas S e ST
obtidas como pequenas perturbacoes dos conjuntos
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{(l’,y72) € 507 X S —Zg < 0} € {(I,y, Z) € SOa X 2 —ZTy > 0}

respectivamente, com xy uma constante arbitraria.
O seguinte teorema ¢é o resultado principal desse capitulo.

Teorema 5.9 (Cuspide). Sob as hipdteses desta segio, existe €9 > 0 suficientemente
pequeno tal que, para todo 0 < ¢ < gq, as sequintes afirmagoes sao vdlidas.

(i) A aplicagio 11 : X0 — Slowl introduzida pelo fluzo de (5.35) é um difeomorfismo
que leva uma vizinhanca retangular de Sy em 104,

(ii) A escolha de S+ pode ser feita de tal forma que TI(X" N S7) € ST

(7ii) A aplicagao 11 se contrai exponencialmente na direcao z e a derivada na direcao y
¢ limitada acima e abairo. Mais precisamente,

= O(e~)

para alguma constante positiva c, e existe K > 0 tal que

oy ot
\\

Figura 5.12: The extremal sections X" and Yl°*Y. Figura retirada
de [8].

A prova do Teorema 5.9 serd dada na subsegao 5.3.5.

5.3 Regularizacao geométrica de cuspide singularmente
perturbada

Observe que (z,y,z,¢) = (0,0,0,0) é um equilibrio degenerado com zero como auto
valor triplo de (5.35). Na vizihanga deste equilibrio, a distin¢ao entre variaveis rapidas e
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lentas é perdida, e a andlise é ainda mais complicada pelo fato de que as duas linhas de
dobra da superficie da cispide, que ja nao sao normalmente hiperbélicas, se encontram
num ponto de ciispide. No entanto, a dinamica do sistema pode ser analisada utilizando
o método blowup (cap.7 de [13]). Aqui, a origem é ampliada em uma hiper-esfera e
os equilibrios induzidos sao hiperbdlicos ou semi-hiperbélicos. Como resultado, a teoria
padrao da variedade invariante pode ser usada para analisar a dinamica do campo vetorial
transformado.
Seja @ : R® — R* definido por

Tr = T3T, Yy = TQQ, Z2=rz, €= r°g. (5-36)

Seja S® = {(7,7,%,2); >+ 7> + 2%+ % = 1}, e seja py determinado pela relagio g9 = pf.
Entdo, defina B = 5% x [0, pg]. A transformacao de blowup (5.36) é a restrigao de ® a
B. Seja X o campo vetorial original (5.28) e X tal que ®,X = X, onde ®, ¢ induzido
por ®. O campo vetorial X é (suavemente) conjulgado a X em S® x (0,0 e é nulo em
53 x {0}. A esséncia do método blow-up é redimensionar X de tal forma que o limite da
versio redimensionada de X em S® x {0} ndo é trivial e contém informacdes vitais sobre
o fluxo de X. Na verdade, para destacar diferentes caracteristicas do fluxo, utilizam-se
diferentes escalas em diferentes partes de B. Por esta razao, a explosao de X (blow-up
de X)) as vezes é chamado de campo vetorial local.

Nosso principal objetivo é estudar o blow-up de X em B. Como é comum em geometria
diferencial quando se trabalha com esferas, é conveniente empregar cartas, em vez de
coordenadas esféricas. Assim, introduzimos os seguintes hiperplanos em R®, que servirao
como cartas de diferentes partes de B

Ko {T=—-1}

K:{e=1}

K :{g=-1} . (5.37)
Ky {y=1}

K, :{z =1}

Z

Figura 5.13: Os dominios das cartas K.,, K, K_, K, e K., nas
varidveis originais. Figura retirada de [8].

Nessas cartas, estudamos trajetérias a medida que elas entram em uma vizinhanga
da origem, passam por ela e saem dela. Portanto, nos referimos a eles como carta de
entrada, reescalonamento e saida. Na Figura 5.13 mostramos o dominio das cartas K.,
K, K_, K, e K., nas variaveis originais. A unido desses dominios é uma vizinhanca do
ponto de cuspide, que é uniforme (independente de ¢) nas dire¢oes = e y, mas na diregao
z diminui para O(/?) préximo a cispide. Todas as trajetérias que sdo atraidas para o
ramo esquerdo da variedade lenta para € e y suficientemente pequeno (com o limite em y
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independente de ¢) devem passar por esta vizinhanga, entrando pelo dominio da carta de
entrada e saindo pelo dominio da carta de saida.

Definiremos uma série de se¢oes do fluxo nas cartas, o primeiro sendo o equivalente a
il em K,,. Todas as secoes definidas posteriormente sio determinadas pelo fluxo nas
cartas. Primeiro, definimos uma secao “externa” em K.,, que fornece uma secao “interna”
em K. Em seguida, definimos uma secao “externa” em K, etc...

Comecamos na subsecao 5.3.1 onde estudamos a passagem de trajetérias pela carta
K.,, que em termos do campo vetorial original corresponde a entrar em uma pequena
vizinhanca fixa do ponto de ctispide e continuar até x = O(¢'/3), y = O(¢'/?) e z = O(¢).
Em seguida, nas subsegoes 5.3.2 e 5.3.3, estudamos a dindmica na carta K, que corres-
ponde & dinAmica em uma vizinhanca de tamanho O(g'/?) x O(¢'/?) x O(e) para (5.35), o
limite distinto da dinamica proximo ao ponto de ctspide é identificado aqui. Finalmente,
na subsecao 5.3.4, analisamos a dindmica do sistema na carta de saida K.,, que corres-
ponde a passar de O(e'/3) x O(¢'/?) x O(e) para uma distancia uniformemente limitada
da origem (para as variaveis (x,y, z)), e na subse¢ao 5.3.5 provamos o teorema 5.9.

Observagdo 5.1. As escalas em (5.36) foram encontradas exigindo que todos os termos
no campo vetorial transformado envolvesse a mesma poténcia de r.

5.3.1 Dinamica na carta de entrada X,,

Nesta secao analizamos a dindmica de (5.35) na carta de entrada K., utilizando o
indice 1 nas varidveis (descartando as barras superiores) para indicar que a anélise é para,
esta carta. Essa convengao na notacao estende-se as variaveis das outras cartas, como é
habitual.

Lembre-se da defini¢ao da carta K., dada por (5.37). Segue-se que os reescalonamentos
(5.36) tornam-se

3 2 5
T =T, Y =T, 2= T2, € = T (5.38)

Transformamos (5.35) nas varidveis (5.38) e aplicamos um reescalonamento temporal,
cancelando um fator de 77. O sistema resultante é

7= —zer (14 O(r1))

1 = 2e1y1 + O(riey)

,2:1 = —(Z? + Y121 — 1-— %6121) + O(Tl) )
£1=2e1(14+ O(r))

(5.39)

Notamos que, embora a variavel tempo tenha sido redimensionada, por conveniéncia
preservamos a notagao da derivada com relacao a t.
Agora definimos as seguintes se¢oes do fluxo

Sl = {(r1, 41, 21,81); 11 = p, 21 > 0} (5.40)

EL(Z%] = {(r1,y1,21,€1); €1 =0}, (5.41)
linl ¢ equi-
e Ylul suprimindo a varidvel

onde p = ¥/xg e d sdo constantes suficientemente pequenas. Notamos que X
valente a X", Na Figura 5.14, mostramos as secoes [
Z1-
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1

| Ot
EC n

€]

Figura 5.14: As secoes X[ e ¥lul com 2, suprimido. Figura
retirada de [§].

O objetivo da analise nesta segdo é descrever a transigao de X[ para X[24. O sistema
(5.39) possui diversas propriedades. Os hiperplanos {r; = 0} e {¢; = 0} s@o invarian-
tes. Consequentemente, o espago 2-dimensional {r; = & = 0} é também invariante.
A dinamica neste espaco organiza a dinamica de todo o sistema. Restrito ao espago
{r1 =1 = 0}, o sistema (5.39) torna-se o seguinte sistema planar com fluxo horizontal

y'l =0
. . 5.42
Z1=—(2} +y121 — 1) (5-42)

Figura 5.15: Dindmica na carta K,,. Figura retirada de [8].

Agora podemos entender a dindmica de (5.39) com base no retrato de fase do fluxo
horizontal de (5.42). Notamos que existem duas curvas de equilibrio (mostradas em azul)
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determinadas pela equagdo 23 + y12; — 1 = 0. Além disso, o fluxo nas linhas horizontais
invariantes é como mostrado na Figura 5.15. A dindmica de (5.39) depende do sinal de
Y1, veja a segunda equagao de (5.39) e a Figura 5.15. A medida que €; aumenta ao longo
das trajetorias, cada trajetoria comecando em ZES] finalmente chega a 2[;;;@ Podemos
obter que, se 1o é o valor de y em X[ entdo, y; = (6/¢)*°yy em ¥ De fato, na

[out]
en en °
ordem principal, obtemos que

dy _ dy (de )TN 2w = y, = 2/°C', onde C' é uma constante
deq dt \ di 56, Y1 1 Y :

Por outro lado yy = y = p*y; em X7 dai obtemos que, sendo € = p°c;, entao

en ?

2/5
By =e"C=>0=H1 ij’%éyl:(ﬂ)/yo-

P p%f/s €

Decorre disso que, se e, = 4, entdo, y; = (0/¢)?/?ys. Claramente, se yo nao satisfaz a
estimativa gy = O(¥?), entdo o valor de y; em X% explode. Neste caso, utilizamos
diferentes se¢oes de saida, dependendo do sinal de y

E[;:mt] = {(7’17%, 21,51)§ Y1 = iﬁ}, (5-43)

onde 77 > 0 é um numero arbitrario.

5.3.2 Dinamica na carta de reescalonamento K

Nesta secao, examinamos a dindmica na carta de reescalonamento K e usamos o indice
2 nas varidveis. Os reescalonamentos (5.36) tornam-se

3 2 5
T =TyTe, Y =T5Y2, 2 = T2, € =T5. (5.44)

Transformamos (5.35) usando as varidveis (5.44) e aplicamos um reescalonamento tem-
poral (por um fator de r3). O sistema resultante é

7’;2 = 0
.ZU‘Q =1 + O(Tg)
. 5.45
4> = O(r3) (545)
Zy = — (25 + yaza + 22) + O(r2)
Definimos as seguintes se¢oes
Egn] = {(ro, w2, 22, y2); T2 = —];’7 2y > 0} (5.46)
e ~
E[gouﬂ = {(r2, 22, 22, 42); @2 =k, 25 < 0}, (5.47)

onde k é um ntimero suficientemente grande. O objetivo desta sacao é descrever a transicao
de E[zn] E[out}
5 para X5 .

No sistema (5.45), a varidvel o é constante ao longo das Orbitas e y, varia muito
lentamente. Consequentemente, pode-se entender a dinamica desenhando o retrato de
fase no plano (9, 2z2), com ry e y, tratados como parametros, 1o &~ 0. Para cada valor real
fixo de ys, a linha critica de z3 é dada no plano (s, z3) pela curva cibica

Ty = —Yo2o — 2. (5.48)
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Para qualquer y5 < 0, a linha critica ctibica intercecta o eixo zy em trés pontos distintos,
enquanto o faz exatamente uma vez para qualquer y, > 0, com uma tangéncia vertical
no caso de y» = 0. Na verdade, a unido dessas linhas cibicas criticas (5.48) sobre todo
Yo € R é precisamente a férmula de ordem principal para superficie de cispide.

Nesta carta, xs e 29 evoluem na mesma escala de tempo. Isto reflete o fato de que z
¢ mais rapido perto do ponto de cuspide e que o limite distinto é aquele em que 5 e 29
sao igualmente lentos. As trajetérias cruzam a superficie da ctispide com uma tangéncia
horizontal (paralela ao eixo z3) a medida que se movem da esquerda para a direita. Além
disso, a variavel zo aumenta a esquerda da cibica associada, enquanto diminui a direita
dela. Como resultado, para o conjunto dobrado de superficie da ctspide correspondente
a 1o < 0, as Orbitas perfuram os ramos superior e inferior de baixo para cima, localmente.
A din&dmica no plano (zs, z5) é ilustrada para y» > 0 e yo < 0 na Figura 5.16. Concluimos

que todas as trajetérias comecando em £5™ chegam em S5 (teorema do fluxo tubular).

-,

El:u[

Figura 5.16: Dinamica na carta K. No quadro superior, y» > 0, € no
quadro inferior ¢y, < 0. As curvas tracejadas denotam a linha critica
zy. Figura retirada de [8].

Finalmente, discutimos a relacdo entre as secoes L% ¢ E[Qm]. Para descrever a tran-
sicao entre essas duas segoes precisamos da mudanga de coordenada k15 de K., para K e
seu inverso, Ko = ko . Essas transformacoes sao dadas por

3/ /5 /5 /5

—-3/5 -2 -1 1
Rig T2 = —&1  , Y2 = 1€y * , 22 = 1€ * , T2 =T1&p

) . -2/3 . -1/3 . —-5/3 . 1/3
Ro1 1 Y1 = Y2y ~ , 21 = —22Ty ~ , €1 = —Tg  ,T1 = —T2ly .

Segue-se entao que, se definirmos
25" = ria(Zh),

entdo k = 63/3,

5.3.3 Dinamica nas cartas de reescalonamento K_ e K

Nesta se¢ao examinamos a dindmica na carta de reescalonamento K _. Para a dindmica
em K, é possivel usar uma abordagem semelhante a que usamos para K_ nesta segdo.
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Usamos o indice 2 nas varidveis (eliminando as barras superiores), como na subsegao 5.3.2.
Aqui os reescalonamentos (5.36) tornam-se

T =Tiny, Y = =T, 2 =Taz, € = ryes. (5.49)

Transformamos (5.35) usando as varidveis (5.49) e aplicamos um reescalonamento tem-
poral (por um fator de r2). O sistema resultante é

l’Q = 82( + 0(7’2)) + %r2x2€20(r2)

7’2 = —*7’26200“2)

Zé (Z; — 29 + ZL‘Q) + %7”222820(7”2) ’
éQ = *7“2520(7’2)

(5.50)

onde a derivada é feita em relagdo ao rempo reescalonado. Observe que r, = 0 define um
espaco invariante no qual a dinamica é dada por

Tg = &9
€a =10

Assumimos que |y| < p?, o que implica 1'/2(£/8)/> < ry < p. Como consequéncia, deri-
vamos um limitante 0 < g5 < §/1°/? para 5. Como podemos escolher a constante /%2
sendo arbitrariamente pequena, (5.51) pode ser tratado como um problema singularmente
perturbado com uma variavel lenta x,, uma variavel rapida z; e um parametro singular
gy. A variedade critica é em forma de S, e é dado pela equagao x5 = —z5 +25. A dindmica
da equacao reduzida e da equacao de camada é mostrada na Fl%ura D. 17 M. Krupa e P.
Szmolyan estudaram a dindmica de (5.51) em [10]. Sejam 22 segoes definidas
usando as férmulas (5.46) e (5.47), ver Figura 5.17. As trajetérias comegando em SU"
seguem o ramo superior da variedade lenta até chegarem ao ponto de dobra z, = 1/1/3.
Posteriormente, elas saltam para o ramo inferior da variedade lenta e avancam ao longo
dela até chegarem a E[;““. E provar que a dindmica do sistema completo (5.50) segue de
perto a dindmica de (5.51).

Finalmente, discutimos a relagao entre as se¢oes slewt] Z[Qm}. Para descrever a transi-
¢ao entre essas duas secoes, precisamos da mudanca de k15 de K., para K_ e seu inverso,
Kol = k1o . Essas transformacoes sao dadas por

1/2 —5/2.

K12 @ Tg = —(—y1)73/2> o = (—yl)l/QTh 2o = 21(—y1) 7%, g2 = e1(—y1)
Kot 11 = ra(—x2)/3, y1 = —(—x2) 73, 21 = 20(—12) V3, &1 = ea(—up) 3.
Segue-se agora que, se definirmos
E[m] o Ku(z[out]%

entao k = n~3/2.
A andlise para a secao K, é muito semelhante, com as férmulas diferindo apenas em
alguns sinais. A dinamica em K, ¢ analoga a dindmica em K com 7, = 1.

5.3.4 Dinamica na carta de saida K.,

Nessa se¢ao, analisamos a dindmica de (5.35) na carta de saida K.,. Aqui, os reesca-
lonamentos (5.36) tornam-se

3 2 5
T =Ty, Y =Ty, 2 =112, € =TE. (5.52)
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Figura 5.17: Dindmica lenta-rapida de (5.51). Duas dobras subor-
dinadas a uma cuspide. Figura retirada de [8].

Transformamos (5.35) usando as varidveis (5.52) e aplicamos um reescalonamento tem-
poral, cancelando um fator de 72. O sistema resultante é

7:1 = %Eﬂ”l(l + O(Tl))

Yy = —55191 + O(r1€3)
a=—(+typn+l+gen)+0(m)
g1 =—2e1(1+ O(r))

Como antes, t e o ponto superior sao mantidos como variavel independente e a derivada
em relacao a esta variavel, respectivamente.
Sejam K1 e Koy transicoes de cartas entre K e K., andlogo a k1o € ko;. Nesta secao

estudamos a transicio pelo fluxo entre Y7 = ;%21(2[207“]) e

(5.53)

EL%““ = {(r1,y1,21,€1) : 11 = p}.

Observe que (5.52) difere apenas ligeiramente de (5.38), a tnica diferenga é o sinal na
frente de r;. Da mesma forma, as transformacoes K15 e K91 difere muito pouco de k1o €
ka1, de fato, K12 pode ser obtido de k15 excluindo o sinal “—” antes de 51_3/ ®e K91 pode ser
obtido de k91 excluindo o sinal “—” antes dos termos zox, 1/ 3, Ty 53 o 7’21;%/ P B possivel
verificar que LI ¢ alternativamente definido por

EE;;L] = {(7"17y1,21,51); €1 = 5}~

O sistema (5.53) tem propriedades andlogas a (5.39), os hiperplanos {r; = 0} e {¢; = 0}
e o espago 2-dimensional {r; = ¢; = 0} também sdo invariantes. O sistema (5.53) restrito
ao espago {r; = e, = 0} torna-se

Y1 =0

\ . .54
21 = —(Zi3 +y12’1 + 1) (5 g )

Existem duas curvas de equilibrio determinadas pela equagio 25 +y;2; +1 = 0. O retrato
de fase é o seguinte. Qualquer condicdo inicial comecando em X.I™ chega em Ll e as
trajetérias sdao atraidas para uma variedade de codimensao um préxima ao ramo esquerdo
da curva 23 + 312, + 1 = 0, ver Figura 5.18.
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Figura 5.18: Dinadmica na carta K,,. Figura retirada de [8].

5.3.5 Prova do Teorema 5.9

(i) Definimos aplicacdes de transicdo para o fluxo nas cartas e escrevemos II : X" —
Yl como uma composicao de tais aplicacoes. A sequéncia de aplicacdes de transicio
necessaria depende das condicoes iniciais . Vamos considerar uma tal escolha com algum
detalhe e delinear a prova para os outros casos. Seja Il;, o : EE,’}] — E[Qm} a composicao
do blow-up restrito a 0™ e a aplicacdo de transicio de L™ para L1 e a transformacao
da carta k9. Seja Il : E[Zm] — E[zouﬂ a aplicacao de transicao em K. Seja Iy, : E[Zouﬂ —
ylevt] 3 composicao da transformacdo da carta &g com a aplicacio de LI para Y[ow]
e o “blow down” restrito a EL‘;“ﬂ. As aplicacoes intermediarias I1;, .o, IIy e Ils_,., s@o
suaves. Os argumentos da subsecao 5.3.1 implicam que Il = II;, 5 o Il o II5_,., para
condigoes iniciais que satisfacam yo = 0(62/ ®). O dominio de II;;, 45 o II; 0 TT5 .., é um
conjunto aberto em X" obtido como uma intersecdo de uma vizinhanca da cispide com
ylml e com o conjunto definido pela condicdo |yo| < Ke?/®, para K > 0 uma constante
arbitraria fixa. Combinando as informagoe nas subsecoes 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.4 concluimos
que II;, o o Il o [I5_,., é um difeomorfismo suave em seu dominio e sua imagem estd
contida em uma pequena vizinhanca da cispide intersectada com X%,

Da mesma forma, definimos aplicagoes I1;, ., [T, II, .., T, IT- e IT_ ... Ar-
gumentando como no caso de II;, ,5 o Il o II5_,., concluimos que II;, ,, o II; oIl .., €
I, oIl_oIl__,., sdo difeomorfismos suaves em seus dominios e suas imagens estao
contidas em uma pequena vizinhanca da cispide com Xl Além disso, segue-se da
analise nas secoes 5.3.1-5.3.4 que os dominios da composicao das trés aplicagoes podem
ser escolhidos de modo que eles se sobreponham e sua uniao seja uma intersecao de uma
vizinhanca da ciispide intersectada com X", Assim provamos o item (i).

(ii) A variedade ST ndo é tnica. Ela pode ser definida exclusivamente especificando seu
limitante em Y1, Este limitante pode ser considerado II(S= N X)),

(iii) Consideramos o caso em que II é dado por I1;, 5 o IIy o Iy .., 08 outros casos sao
feitos de maneira semelhante. Observe que I, é neutro em todas as diregoes, enquanto
que Il;, o e Ils_,., se contraem esponencialmente na direcao z; e sao neutros na direcao
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y1 (ver Figura 5.15 ¢ 5.18). &

5.4 Fenichel em modelos de Zeeman

5.4.1 Os resultados para o modelo de batimento cardiaco (5.2)
com ¢ > (

Sejam S, = {(z,y) € So; y > 1/v/3} e S, _{(z,y) € So; y < —1//3}.

Teorema 5.10. Para € > 0 suficientemente pequeno o sistema (5.2) possui as sequintes
propriedades

(i) Existe um equilibrio inico p,, que eventualmente atrai todas as trajetorias.

(ii) Existe um conjunto aberto V tal que toda trajetéria comegando em V' é atraida por
uma variedade lenta perto de S,_, passa perto da dobra (—%, %) e é atraida por
uma variedade lenta perto de S,.. A distancia do equilibrio estdvel até V (o limite)
¢ igual a 3\2/5 — Yo+ yg +o(1).

Demonstragdo. Considere uma trajetoria com condigao inicial (x,y) satisfazendo = >
3—\2/5 + 0, onde 0 > 0 é suficientemente pequeno. Entao, por um tempo suficientemente
pequeno, essa trajetéria ¢ atrida por uma variedade lenta de Fenichel S7, préxima a S,
e deve entrar em uma vizinhanca da dobra. De acordo com o Teorema 5.5, esta trajetoria
deve sair ao longo da fibra rapida e se mover em direcao a uma variedade lenta de Feniche
S*, proxima a S, 4, que contém o equilibrio estdvel. O limite é claramente limitado
acima por 2= + § — g, onde zg = yo — ¥p é a coordenada x de p,. A trajetéria de (z,y)

3v3
¢ mostrada na Figura 5.19. B

5.4.2 Os resultados para o modelo de impulso nervoso (5.5) com
e>0

Teorema 5.11 (Retorno suave). Para a equagio (5.5) existe uma variedade lenta S =
STUST, com ST contendo o equilibrio estivel e S- = S-N{(x,y, z); z <0}. A variedade
S+ ¢ a unido de conjuntos abertos nao vazios (em topologia relaiva) Vi, Vo, Vi, Vi e Vs
tais que as sequintes afirmacoes sao vdlidas.

(i) S- possui fecho compacto e todas as trajetorias do sistema sio eventualmente atrai-
das por ela.

(it) As trajetorias comecando em Vi permanecem em S% e sio atraidas para o equilibrio
estavel.

11) As trajetorias comecando em Vy saem de ST através da vizinhanga da linha de dobra
] ¢ e ¢
F., sdo atraidas para ST, e subsequentemente sequem o fluzo lento de S= para ST
(retorno suave) e sao atraidas para o equilibrio estdvel.

(iv) As tajetorias comegando en Vy saem de ST através da vizinhanga da linha de dobra
F., sao atridas para S, subsequentemente deixam SZ através da vizinhanga de F_,
sdo atridas para ST (salto retorno) e finalmente se aprozimam do equilibrio estdvel.
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Figura 5.19: A trajetéria de um ponto (z,y) préximo ao equilibrio
Pa- Figura retirada de [8].

(v) As trajetorias comegando em Vi saem de S- através da vizinhanga da linha de dobra
Fy, sao atraidas por S=, e posteriormente passam de S= para ST através de uma
pequena vizinhanga da cispide (transi¢io através da cispide) e sio atridas para o
equilibrio estdvel.

(vi) A medida de Vs é exponencialmente pequena (sua ezxisténcia é causada pela solug¢io
canard que ocorre para sela dobrada, ver enunciado e prova do Teorema 5.7).

Demonstragdo. Recorde do Teorema 5.2 e das variedades S§, S§, e Si_ (ver também
Figura 5.6). E possivel provar usando métodos do plano de fase (métodos do tipo Poincaré-
Bendixson) que (5.17) possui um conjunto atrator compacto R C S§, contendo o ponto py,
tal que qualque trajetoria singular eventualmente entra em R e converge para o equilibrio
estavel.

Removemos uma faixa fina em torno de F' de R e construimos uma variedade lenta
normalmente hiperbéloca (Fenichel) aproximando o restante de R. Este é S., com os
conjuntos S e S, definindo como no enunciado do Teorema 5.11, aproximando S§, N R
e S§_ N R. Agora os Teoremas 5.6, 5.7 e 5.9 junto com o teorema de Fenichel, descrevem
como as trajetérias viajam de S para S- e vice-versa. Os conjuntos Vi, Vo, V3 e Vj
sao definidos pelas propriedades das trajetérias que passam por eles, por exemplo V5 é
definido como o conjunto de pontos cujas trajetorias saem de ST pela vizinhanga da linha
de dobra F, sao atraidos por S-, e subsequentemente seguem o fluxo lento da S, para
ST e sdo atraidos para o equilibrio estdvel. O Teorema 5.2 implica que os conjuntos V3 e
V4 nao sao vazios. O conjunto V5 é definido por todas as trajetérias que entram em Us
do Teorema 5.7. B
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