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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existência de solução para a equação de Schrödinger
quasilinear da forma

−∆u+ V (x)u− 1

2
u∆(u2) = |u|p−1u

em RN onde N ≥ 3 e p ∈ (1, 3N+2
N−2

). Usaremos o método de minimização na chamada
Variedade de Nehari-Pohozaev, a qual é adequada para tratar de problemas com não-
linearidades que são sub-lineares com respeito a um termo de maior ordem da parte prin-
cipal do funcional energia. A falta de compacidade é contornada considerando condições
adequadas sobre o potencial V e usando o Princípio de Concentração de Compacidade de
Lions.

Palavras-chave: Método Variacional; Variedade de Nehari-Pohozaev; Equação de Schrö-
dinger quasilinear.





Abstract

In this work, we study the existence of solutions for the quasilinear Schrödinger equa-
tion of the form

−∆u+ V (x)u− 1

2
u∆(u2) = |u|p−1u

in RN , where N ≥ 3 and p ∈ (1, 3N+2
N−2

). We will use the minimization method on the
so-called Nehari-Pohozaev manifold, which is suitable for treating problems with nonli-
nearities that are sublinear with respect to a higher-order term of the main part of the
energy functional. The lack of compactness is overcome by considering suitable conditions
on the potential V and using Lions' Concentration-Compactness Principle.

Keywords: Variational Methods; Nehari-Pohozaev Manifold; quasilinear Schrödinger Equa-
tion.





Índice de Notações

RN : Espaço Euclidiano N -dimensional.

∆u: Operador Laplaciano de u.

H1(RN): Espaço de Sobolev usual das funções em L2(RN) com derivadas fracas de
primeira ordem em L2(RN).

D1,2(RN): Espaço de�nido por {u ∈ L2∗(RN) :
∫
RN |∇u|2dx < +∞}.

C∞
c (RN): Espaço das funções in�nitamente diferenciáveis com suporte compacto.

Lp(RN): Espaço de Lebesgue de funções p-integráveis em RN , com norma ∥·∥Lp .

2∗: Expoente crítico de Sobolev 2N
N−2

.

∇u: Gradiente da função u.

div(·): Operador divergência.

∂(A): Fronteira do conjunto A.

⟨I ′(u), ϕ⟩: Derivada de Gateaux do funcional I na direção da função teste ϕ ∈ C∞
c (RN).

dX(u, v): Métrica no espaço X, de�nida por dX(u, v) := ∥u − v∥H1(RN )+∥∇(u2) −
∇(v2)∥L2(RN ).
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Capítulo

1
Introdução

As Equações Diferenciais Parciais tem despertado grande interesse por parte dos pes-
quisadores nas últimas décadas, como ferramentas fundamentais para solucionar pro-
blemas nas diversas áreas do conhecimento. Na Física-matemática, por exemplo, tais
equações desempenham um papel fundamental no estudo de ondas estacionárias, �lmes
super�uidos e na teoria de plasmas (ver, por exemplo, [3, 10, 11]).

Uma classe de problemas quasilineares de Schrödinger de grande relevância foi estu-
dada por Colin, Jeanjean e Squassina em [6]. Neste sentido, os autores investigaram o
seguinte problema de evolução:{

iϕt +∆ϕ+ ϕ∆(|ϕ|2) + |ϕ|p−1ϕ = 0, em (0,∞)× RN ;

ϕ(0, x) = a0(x), em RN .
(1.0.1)

A principal di�culdade no problema (1.0.1) está no termo quasilinear ϕ∆(|ϕ|2), o que
impede a aplicação direta das técnicas usuais para o problema de Cauchy no espaço de
energia natural de�nido por:

XC :=

{
u ∈ H1(RN ,C) :

∫
RN

|u|2|∇|u||2< +∞
}
.

Com efeito, a não-linearidade não satisfaz a condição 1− 4σℓ′2(σ) > Cℓℓ
′2(σ), para todo

σ ∈ R+, com Cℓ > 0, não sendo possível, portanto, aplicar o resultado de Colin. Para
contornar esse problema, é necessário introduzir transformadas de gauge, que atuam como
variáveis de estado, viabilizando as estimativas de energia necessárias para a demonstração
do problema de Cauchy. Por ondas estacionárias, entendemos soluções da forma ϕω(t, x) =
uω(x)e

−iωt. Aqui, ω é um parâmetro �xo e ϕω(t, x) satisfaz o problema (1.0.1) se, e somente
se, uω é solução da equação

−∆u− u∆(|u|2) + ωu = |u|p−1u, em RN .

Posteriormente, no trabalho [13], Liu et al. provaram a existência de soluções de
energia mínima (ground states) para o problema quasilinear:

−∆u+ V (x)u− 1

2
u∆(u2) = |u|p−1u, x ∈ RN , (1.0.2)

onde 4 ≤ p+ 1 < 4N
N−2

.
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Mais especi�camente, os autores obtiveram solução minimizando o funcional energia
associado, dado por

I(u) =
1

2

∫
RN

(1 + u2)|∇u|2 dx+ 1

2

∫
RN

V (x)u2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx.

sobre o conjunto

S =

{
u ∈ X\{0} :

∫
RN

[(1 + 2u2)|∇u|2+V (x)u2 − |u|p+1]dx

}
,

onde X é o espaço de funções adequado para a de�nição de I e V satisfaz condições
adequadas.

No entanto, essa abordagem direta com essa variedade só é capaz de fornecer as esti-
mativas necessárias sob a forte restrição de que o expoente da não-linearidade satisfaça
p ≥ 3.

Em [16], o qual constitui a referência central para esse trabalho, Ruiz e Siciliano
estudam a seguinte equação de Schrödinger quasilinear parabólica:

iϕt −∆ϕ+W (x)ϕ− 1

2
∆g(|ϕ|2)g′(|ϕ|2)ϕ = f(x, ϕ), x ∈ RN , (1.0.3)

onde N ≥ 3, ϕ : R × RN → C e f é um termo não-linear. Nesse trabalho, os autores se
restringem ao caso em que g(ϕ) = ϕ e a uma não-linearidade dada por f(x, ϕ) = |ϕ|p−1ϕ.
A �m de estudar as ondas estacionárias associadas a este problema, foi empregada a
mudança de variável ϕ(t, x) = e−iωtu(x). Dessa forma, a equação de evolução (1.0.3) se
reduz à equação elíptica quasilinear (1.0.2) com potencial V (x) =W (x) + ω.

Mais especi�camente, no trabalho [16], foi provado o seguinte resultado:

Teorema 1.0.1. Suponha que p ∈ (1, 3N+2
N−2

) e V ∈ C1(RN) satisfaz

� 0 < V0 ≤ V (x) ≤ lim|x|→+∞ V (x) = V∞ < +∞;

� A função x 7→ x.∇V (x) ∈ L∞(RN);

� A função s 7→ s
N+2

N+p+1V (s
1

N+p+1x) é côncava para todo x ∈ RN .

Então, existe u ∈ X uma solução positiva de (1.0.2). Mais ainda, u é uma solução do
tipo ground state (ou de estado fundamental), isto é, a energia é mínima com respeito ao
conjunto das demais soluções não-triviais de (1.0.2).

Para a demonstração desse resultado, serão aplicados métodos variacionais baseados
na análise do funcional energia I : X → R associado ao problema (1.0.2), o qual é de�nido
por

I(u) =
1

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ 1

2

∫
RN

V (x)u2 dx+
1

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx

onde

X :=

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN

u2|∇u|2 dx < +∞
}
.

As principais di�culdades técnicas do problema decorrem da perda de compacidade, de-
vido ao domínio RN ser ilimitado, e da presença do termo quasilinear u∆(u2). Vale
ressaltar que o funcional I está de�nido em X, um espaço que não possui a estrutura de
um espaço vetorial sob as operações usuais e, além disso, o termo

∫
RN u

2|∇u|2 dx não é
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convexo. Desta forma, não podemos aplicar diretamente as técnicas minimax clássicas
para I. No entanto, X é um espaço métrico completo, condição su�ciente para que pos-
samos trabalhar com convergência de sequências e, assim, aplicar métodos variacionais
alternativos.

É interessante notar que, no caso em que p ∈ (1, 3), não é possível utilizar a abordagem
baseada na minimização sobre a variedade de Nehari. Com efeito, neste caso, o funcional
seria coercivo sobre �bras radiais do tipo t 7→ tu. Por esse motivo, em [16], foi de�nida
uma variedade que incorpora características da variedade de Nehari e da variedade de
Pohozaev, dada a partir da análise do funcional sobre �bras do tipo t 7→ u( ·

t
). Isso motiva

a de�nição da variedade

M :=

u ∈ X \ {0}

∣∣∣∣∣∣∣∣
N

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ N + 2

2

∫
RN

(V (x)u2 + |∇u|2u2) dx

+
1

2

∫
RN

(∇V (x) · x)u2 dx− N + p+ 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx = 0

 .

Diferente do cenário clássico, em que se restringe o funcional a funções radialmente si-
métricas (onde a imersão H1

rad(RN) ↪→ Lq(RN) é compacta para 2 < q < 2∗), a falta de
simetria do problema exige uma abordagem mais re�nada para recuperar a compacidade
perdida. Para isso, aplica-se o Princípio de Concentração-Compacidade de Lions, o qual
garante que a massa da sequência minimizante não escape para o in�nito.

Neste trabalho, propomos um estudo aprofundado dos resultados de Ruiz e Siciliano
[16], onde todos os detalhes serão apresentados. Diante deste contexto, este trabalho
está organizado como segue. No Capítulo 2, apresentamos as de�nições preliminares e
os resultados clássicos de Análise Funcional e Espaços de Sobolev fundamentais para o
desenvolvimento do texto. Já o Capítulo 3 é dedicado ao estudo detalhado do artigo
principal que o fundamenta.





Capítulo

2
Preliminares

Neste capítulo, iremos apresentar alguns resultados preliminares que serão utilizados
durante todo o texto. Inicialmente, falaremos sobre os espaços Lp e, em seguida, sobre
espaços de Sobolev.

2.1 Espaços Lp

De�nição 2.1.1. Seja Ω um conjunto mensurável, p ∈ R com 1 ≤ p < +∞. O espaço
de Lebesgue Lp(Ω) é o espaço das classes de equivalências das funções f que satisfazem:

� f = g quase sempre em Ω, isto é, existe um conjunto de medida nula A ⊂ Ω tal
que f(x) = g(x), ∀x /∈ A.

Este espaço é de�nido por:

Lp(Ω) :=

{
f : Ω → R :

∫
Ω

|f |pdx < +∞
}
.

A norma em Lp(Ω) é dada por

∥f∥Lp(Ω):=

(∫
Ω

|f |pdx
) 1

p

.

Em particular, para p = +∞, de�nimos o espaço Lp(Ω) como sendo

L∞(Ω) = {f : Ω → R | f é mensurável ∃C : |f(x)|≤ C, q.t.p. em Ω}

onde a norma de L∞(Ω) é dada por

||f ||L∞(Ω):= inf{C : |f(x)|≤ C, q.t.p em Ω}.

Dizemos ainda que p e q são expoentes conjugados se 1
p
+ 1

q
= 1. Em particular, se p = 1,

então convencionamos q = +∞.

Teorema 2.1.1. (Desigualdade de Young) Sejam p, q > 1 com 1
p
+ 1

q
= 1. Então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
, ∀a, b > 0. (2.1.1)

17
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Demonstração. Dados a, b > 0, e p e q expoentes conjugados, temos:

ab = elog(ab) = elog(a)+log(b)

= ep
1
p
log(a)+q 1

q
log(b)

= e
1
p
log(ap)+ 1

q
log(bq)

≤ 1

p
elog(a

p) +
1

q
elog(b

q)

=
ap

p
+
bq

q
. □

Os próximos resultados são fundamentais para o estudo a seguir.

Teorema 2.1.2. (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ≤ p, q ≤ +∞ tais que 1
p
+ 1

q
= 1. Se

f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), então fg ∈ L1(Ω) e

∥fg∥L1(Ω)≤ ∥f∥Lp(Ω)·∥g∥Lq(Ω). (2.1.2)

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que ∥f∥Lp(Ω) ̸= 0 ̸= ∥g∥Lq(Ω).
Considerando a := |f(x)|

∥f∥Lp(Ω)
e b := |g(x)|

∥g∥Lq(Ω)
e usando a Desigualdade de Young (2.1.1),

temos:

|f(x)|
∥f∥Lp(Ω)

|g(x)|
∥g∥Lq(Ω)

≤

(
|f(x)|

∥f∥Lp(Ω)

)p
p

+

(
|g(x)|

∥g∥Lq(Ω)

)q
q

.

Isso implica em

|f(x)|
∥f∥Lp(Ω)

|g(x)|
∥g∥Lq(Ω)

≤ 1

p

(
|f(x)|p

∥f∥pLp(Ω)

)
+

1

q

(
|g(x)|q

∥g∥qLq(Ω)

)
.

Integrando em ambos os membros sobre Ω, temos

1

∥f∥Lp(Ω)∥g∥Lq(Ω)

∫
Ω

|f(x)g(x)| ≤ 1

p∥f∥Lp(Ω)

(∫
Ω

|f(x)|p dx
)
+

1

q∥g∥Lq(Ω)

(∫
Ω

|g(x)|q dx
)

=
1

p∥f∥Lp(Ω)

∥f∥Lp(Ω)+
1

q∥g∥Lq(Ω)

∥g∥Lq(Ω)

=
1

p
+

1

q

≤ 1

Portanto:

∥fg∥L1(Ω)≤ ∥f∥Lp(Ω)·∥g∥Lq(Ω). □

Teorema 2.1.3. (Desigualdade de Hölder generalizada) Se f1, · · · , fk satisfaz fi ∈ Lpi(Ω),
para 1 ≤ i ≤ k e

1

p
=

1

p1
+ · · ·+ 1

pk
≤ 1,

então o produto f =
∏k

i=1 fi pertence a Lp(Ω) e

∥f∥Lp≤ ∥f1∥Lp1 · · · ∥fk∥Lpk . (2.1.3)

Em particular, se f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞, então f ∈ Lr(Ω) para todo
p ≤ r ≤ q e vale a seguinte fórmula de interpolação:

∥f∥Lr≤ ∥f∥αLp∥f∥1−αLq com
1

r
=
α

p
+

1− α

q
, 0 ≤ α ≤ 1. (2.1.4)
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Demonstração. Ver [7], p. 707. □.

Teorema 2.1.4. (Lema de Fatou) Seja (fn) uma sequência de funções em L1(Ω) satisfa-
zendo

1. fn(x) ≥ 0, ∀n ∈ N, q.t.p. em Ω;

2. supn
∫
Ω
fndx < +∞.

Para quase todo x ∈ Ω, considere f(x) := lim infn→+∞ fn(x) ≤ +∞. Então f ∈ L1(Ω) e∫
Ω

fdx ≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

fndx. (2.1.5)

Demonstração. Ver [9], pg. 52. □

Teorema 2.1.5. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma se-
quência de funções em L1(Ω) satisfazendo

1. fn(x) → f(x), q.t.p. em Ω;

2. ∃g ∈ L1(Ω) : |fn(x)|≤ g(x),∀n ∈ N, q.t.p. em Ω.

Então f ∈ L1(Ω) e
||fn − f ||L1(Ω)→ 0 quando n→ +∞.

Demonstração. Note que (g+fn) é uma sequência de funções não negativas e integráveis.
Pelo Lema de Fatou (2.1.5)∫

lim inf
n→∞

(g + fn)dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
(g + fn)dµ,

e então ∫
gdµ+

∫
fdµ ≤

∫
gdµ+ lim inf

n→∞

∫
fndµ.

Como
∫
gdµ é �nito, temos ∫

fdµ ≤ lim inf
n→∞

∫
fndµ.

Por outro lado, (g − fn) é também uma sequência de funções não negativas integráveis.
Pelo Lema de Fatou (2.1.5)∫

lim inf
n→∞

(g − fn)dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
(g − fn)dµ,

donde ∫
gdµ−

∫
fdµ ≤

∫
gdµ− lim sup

n→∞

∫
fndµ.

Assim,

lim sup
n→∞

∫
fndµ ≤

∫
fdµ ≤ lim inf

n→∞

∫
fndµ

o que prova o resultado. □

Lema 2.1.1. (Lema de Tietze) Seja X ⊂ RN um subconjunto fechado e f : X → R uma
função contínua e limitada. Então, existe F : RN → R contínua tal que F |X= f .
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Vamos apresentar a Derivada de Gateaux, uma ferramenta importante no que segue.

De�nição 2.1.2. (Derivada de Gâteaux) Seja X um espaço de Banach, U ⊂ X um
conjunto aberto e I : U → R um funcional. Dizemos que I é Gâteaux diferenciável
em u ∈ U se existe A ∈ X ′ tal que, para todo v ∈ X,

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
= A(v). (2.1.6)

Se I é Gâteaux diferenciável em u, existe um único funcional linear A satisfazendo (2.1.6).
Neste caso, dizemos que I é Gâteaux-diferenciavel em u e denotamos por ⟨I ′(u), v⟩.

De�nição 2.1.3. (Notação de Landau - Big-O e Little-O) Sejam f, g : RN → R e
a ∈ RN ∪ {±∞}. Dizemos que:

(i) f(x) = O(g(x)) quando x→ a se existem C > 0 e uma vizinhança V de a tais que:

|f(x)|≤ C|g(x)|, ∀x ∈ V.

(ii) f(x) = o(g(x)) quando x→ a se:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0.

2.2 Espaços de Sobolev

Começaremos falando sobre os espaços de Sobolev que são os espaços adequados para o
problema. Para isso, precisamos lembrar antes da noção de funções localmente integráveis
e de derivada fraca.

2.2.1 Derivada fraca

De�nição 2.2.1. Seja Ω um aberto. Dizemos que u ∈ L1
loc(Ω) se u ∈ L1(K) , para todo

compacto K ⊂ Ω.

Agora, vamos de�nir o que é a derivada fraca.

De�nição 2.2.2. Seja Ω um aberto. Dizemos que u ∈ L1
loc(Ω) possui derivada fraca se

∃gi ∈ L1
loc(Ω) :

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

gi ϕ dx,∀ϕ ∈ C∞
c (Ω).

Observação: Quando uma função u admitir derivada fraca com respeito a xi, vamos
denotá-la sem perda de generalidade por ∂u

∂xi
.

2.2.2 O espaço W k,p(Ω)

Os espaços de Sobolev são os mais adequados para tratar problemas envolvendo EDPs
elípticas, pois as soluções podem não possuir derivadas no sentido clássico. Primeiramente,
de�niremos os espaços W k,p(Ω) e, em seguida, particularizaremos para os espaços de
interesse.
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De�nição 2.2.3. Seja Ω um aberto, 1 ≤ p ≤ ∞ e k ∈ N. O espaço de Sobolev W k,p(Ω)
é de�nido por

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω) para todo multi-índice α com |α|≤ k} ,

onde Dαu é a derivada distribucional de u, associada ao multi-índice α. Lembramos que
para α = (α1, · · · , αN), de�nimos

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 · · · ∂xαN

N

com |α|:= α1 + · · ·+ αN . Este espaço é munido da norma

||u||Wk,p(Ω):=

 ∑
0≤|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|p dx

 1
p

para 1 ≤ p < +∞ .

Para k = 1, obtemos um espaço particularmente importante, denotado por W 1,p(Ω),
que será abordado na sequência.

De�nição 2.2.4. Seja Ω um aberto e 1 ≤ p ≤ +∞. O espaço W 1,p(Ω) é de�nido por

W 1,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : ∇u ∈ Lp(Ω)}

onde novamente cada derivada parcial é vista no sentido fraco. O espaço W 1,p(Ω) é
equipado com a norma

||u||W 1,p(Ω)=

(∫
Ω

(|∇u|p+|u|p) dx
) 1

p

.

De�nição 2.2.5. O espaço de Sobolev H1(Ω) é de�nido por

H1(Ω) :=

{
v ∈ L2(Ω) :

∂v

∂xi
∈ L2(Ω), ∀i = 1, · · · , N

}
.

O Espaço H1(Ω) será munido com o produto escalar

⟨u, v⟩H1(Ω) :=

∫
Ω

(
uv +

N∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
dx

e a norma correspondente

||v||H1(Ω):=

[∫
Ω

(
|v|2+|∇v|2

)
dx

] 1
2

.

Quando p = 2, usamos a notação

H1(Ω) =W 1,2(Ω)

para enfatizar que são espaços de Hilbert.
A seguir, vamos de�nir alguns espaços importantes para o nosso estudo.

De�nição 2.2.6. Denotemos D(Ω) := C∞
c
(Ω). De�nimos

H1
0 (Ω) := {D(Ω) em H1(Ω)};

W 1,p
0 (Ω) := {D(Ω) em W 1,p(Ω)};

W k,p
0 (Ω) := {D(Ω) em W k,p(Ω)}.
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Os elementos de H1
0 (Ω) são funções de H1(Ω) que se anulam em ∂Ω no sentido do

traço.
Exemplo: Consideremos o caso N = 1 onde Ω =]− 1, 1[ e v(x) = |x|. Claramente,
v não é diferenciável em x = 0 no sentido clássico. Vamos calcular a derivada distribuci-
onal de v. Dada uma função teste ϕ ∈ D(Ω), por integração por partes, temos∫ 1

−1

v(x)ϕ′(x)dx =

∫ 0

−1

(−x)ϕ′(x)dx+

∫ 1

0

xϕ′(x)dx

=

∫ 0

−1

ϕ(x)dx−
∫ 1

0

ϕ(x)dx

= −
∫ 1

−1

sgn(x)ϕ(x)dx

onde

sgn(x) =

{
−1, −1 ≤ x < 0

1, 0 < x ≤ 1
.

Então, v′(x) = sgn(x) ∈ L∞(Ω) e v pertence a W 1,∞(−1, 1) e portanto a W 1,p(−1, 1),
para todo 1 ≤ p ≤ +∞, onde por v′ denotamos a derivada fraca de v.
Á partir de agora, nosso conjunto universo será o RN ou um subconjunto deste, buscando
particularizar nossos resultados para os espaços de interesse. Vamos de�nir o conceito de
convolução no espaço W 1,p.

De�nição 2.2.7. Seja u ∈ W 1,p(RN) com 1 ≤ p < +∞ e ρ ∈ C∞
c (RN). A convolução

u ∗ ρ : RN → R é de�nida por:

u ∗ ρ(x) :=
∫
RN

u(y) ρ(x− y) dy =

∫
RN

u(x− y) ρ(y) dy. (2.2.1)

Lema 2.2.1. (Diferenciação nos Espaços de Sobolev) Seja u ∈W 1,p(RN) e M ∈ C∞
c (RN)

uma função. De�na v =M · u. Então, v ∈ W 1,p(RN) e, para cada i = 1, . . . , N , vale:

∂v

∂xi
=M

∂u

∂xi
+
∂M

∂xi
u. (2.2.2)

Demonstração. Ver [5], p. 159. □

Teorema 2.2.1. Seja Ω ⊂ RN um aberto. Para qualquer inteiro não negativo k e qualquer
número real p com 1 ≤ p ≤ +∞, W k,p(Ω) é um espaço de Banach. Quando p = 2,
W k,2(Ω) = Hk(Ω) é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Seja (vn)n∈N uma sequência de Cauchy em W k,p(Ω). Para qualquer
multi-índice α = (α1, · · · , αN) com |α|≤ m temos

||Dαvn −Dαvm||Lp(Ω)≤ ||vn − vm||Wk,p(Ω)→ +∞,

se m,n→ +∞. Logo, a sequência (Dαvn)n∈N é de Cauchy em Lp(Ω), o qual é um espaço
de Banach [ver [4]]. Como Lp(Ω) é completo, para cada α, com |α|≤ k, existe vα ∈ Lp(Ω)
tal que

Dαun −→ vα em Lp(Ω).

Em particular, para α = 0, existe u := v0 ∈ Lp(Ω) tal que

un −→ u em Lp(Ω).
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Resta provar que vα = Dαu no sentido das distribuições. Seja α um multi-índice com
|α|≤ k e seja φ ∈ C∞

c (Ω). Como un ∈ W k,p(Ω), temos por de�nição:∫
Ω

Dαunφdx = (−1)|α|
∫
Ω

unD
αφdx.

Passando ao limite, temos, pela desigualdade de Hölder (2.1.2), com expoentes conjugados
p e q:∣∣∣∣∫

Ω

(Dαun − vα)φdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|(Dαun−vα)||φ| dx = ∥(Dαun−vα)∥L1(Ω)≤ ∥Dαun−vα∥Lp(Ω)∥φ∥Lq(Ω)→ 0.

Analogamente: ∣∣∣∣∫
Ω

(un − u)Dαφdx

∣∣∣∣ ≤ ∥un − u∥Lp(Ω)∥Dαφ∥Lq(Ω)→ 0.

Portanto, ∫
Ω

vαφdx = (−1)|α|
∫
Ω

uDαφdx.

Logo, pela de�nição
Dαu ∈ Lp(Ω) para todo |α|≤ k,

e, portanto,
u ∈ W k,p(Ω).

Além disso, como Dαun → Dαu em Lp(Ω) para todo |α|≤ k, segue que

∥un − u∥Wk,p(Ω)→ 0.

Assim, toda sequência de Cauchy emW k,p(Ω) converge emW k,p(Ω), e, consequentemente,
W k,p(Ω) é completo. □

Teorema 2.2.2. Para todo 1 ≤ p < +∞ e m ∈ N, D(RN ) é um subespaço denso de
W k,p(RN).

Demonstração. Faremos a demonstração para m = 1, isto é, provemos que D(RN ) é
denso em W 1,p(RN), 1 ≤ p < +∞. Podemos realizar um processo de dois passos por
aproximação, a saber:
(a) Truncamento do domínio (RN): Denotando a bola aberta de centro em x0 e raio r por
Bx0(R), de�na a função M : RN → R+ tal que 0 ≤M ≤ 1 e

M(x) =

{
1, x ∈ B0(

1
2
)

0, x /∈ B0(1)
.

Então M ∈ D(RN ). Tal função existe pelo Lema de Tietze 2.1.1. Para todo n ∈ N∗,
de�namos também Mn(ξ) =M( ξ

n
). Então, Mn ∈ D(RN ) para todo ξ ∈ RN . Além disso:

lim
n→+∞

Mn(ξ) = lim
n→+∞

M

(
ξ

n

)
=M(0) = 1.

Agora, para todo v ∈ W 1,p(RN), de�namos
vn(x) =Mn(x)v(x). Note que vn tem suporte compacto, pois

suppvn ⊂ suppMn ⊂ nsuppM .



24

Veri�quemos que vn ∈ W 1,p(RN). De fato∫
RN

|vn|pdx =

∫
RN

|Mn · v|pdx ≤ ||M ||p∞
∫
RN

|v|pdx < +∞.

Aplicando a diferenciação em Espaços de Sobolev (2.2.2), teremos

∂vn
∂xi

=Mn
∂v

∂xi
+
∂Mn

∂xi
v.

Como Mn,
∂Mn

∂xi
∈ D(RN ), temos ∂vn

∂xi
∈ Lp(RN).

Mostremos que a sequência (vn) converge em norma para v em W 1,p(RN). Temos:∫
RN

|vn − v|pdx =

∫
RN

|1−Mn|p|v|pdx.

Note que

1. |1−Mn|p|v|p→ 0 pontualmente;

2. |1−Mn|p|v|p≤ (1 + ||M ||∞)p|v|p, ∀n ∈ N.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue 2.1.5, concluímos que vn → v em
Lp(RN). Analogamente,

Mn
∂v

∂xi
→ ∂v

∂xi
em Lp(RN).

Para mostrar ∂vn
∂xi

→ ∂v
∂xi

em Lp(RN), é su�ciente mostrar que

∂Mnv

∂xi
→ 0.

Com efeito, temos ∣∣∣∣∂Mn(x)v(x)

∂xi

∣∣∣∣ = 1

n

∣∣∣∣∂M(x)v(x)

∂xi

(x
n

)∣∣∣∣ |v(x)|
≤ 1

n

∥∥∥∥∂M∂xi
∥∥∥∥
L∞(RN )

|v(x)|,

e portanto, integrando em Lp(RN), temos:∥∥∥∥∂Mnv

∂xi

∥∥∥∥
Lp(RN )

≤ 1

n

∥∥∥∥∂M∂xi
∥∥∥∥
L∞(RN )

∥v∥Lp(RN ) .

(b) Regularização. O segundo passo consiste em provar que qualquer u ∈ W 1,p(RN) com
suporte compacto pode ser aproximado em W 1,p(RN) por uma sequência (un) de elementos
de D(RN ). Para este �m, usamos a regularização pelo método da convolução. Introdu-
zimos ρ ∈ D(RN ), ρ ≥ 0 com supp(ρ) ⊂ B0(1) e

∫
RN ρ(x)dx = 1 e de�na para cada

n ∈ N∗

ρn(x) := nNρ(nx)

satisfazendo

1. ρn ∈ D(RN), ρn ≥ 0;

2. supp(ρn) ⊂ B(0, 1
n
);
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3.
∫
RN ρn(x)dx = 1.

Para este passo, convém voltar à de�nição 2.2.7. Dado u ∈ W 1,p(RN) de�namos para
todo n ∈ N, un := u ∗ ρn. Vamos veri�car que para cada n ∈ N, un ∈ D(RN ). Para isso,
vamos provar duas coisas:

� un tem suporte compacto;

� un ∈ C∞(RN).

Primeiramente, considere R > 0 tal que u(x) = 0 para |x|> R. Por construção, para cada
n ∈ N∗, temos ρn(x) = 0 para |x|> 1

n
.

Veri�quemos que

un(x) = (u ∗ ρn)(x) = 0, ∀|x|> R +
1

n
.

De fato, pela de�nição da convolução (2.2.7),

(u ∗ ρn)(x) =
∫
RN

u(x− y)ρn(y) dy.

Analisemos o integrando. Se |y|> 1
n
, então ρn(y) = 0 e o integrando se anula. Se |y|≤ 1

n
,

então, para |x|> R + 1
n
, temos

|x− y|≥ |x|−|y|> R +
1

n
− 1

n
= R,

e portanto u(x − y) = 0. Em ambos os casos, o integrando é identicamente nulo, o que
implica un(x) = 0 para |x|> R + 1

n
. Agora, para mostrar un ∈ C∞(RN), precisamos usar

(2.2.7) onde a variável x, com a qual queremos derivar, aparece em ρn.
Note que para cada i = 1, · · · , N , x ∈ RN , ∂un

∂xi
(x) existe e

∂un
∂xi

(x) =

(
∂u

∂xi
∗ ρn

)
(x).

Para evitar confusão de notação, preferimos escrever ∂un
∂ei

(x), onde ei é o i-ésimo vetor
da base canônica do RN . Para qualquer t ̸= 0, consideremos o quociente

1

t
[un(x+ tei)− un(x)] =

∫
RN

u(y)
ρn(x− y + tei)− ρn(x− y)

t
dy

Claramente

u(y)
ρn(x− y + tei)− ρn(x− y)

t
→ u(y)

∂ρn
∂ei

(x− y) quando t→ 0

e ∣∣∣∣u(y)ρn(x− y + tei)− ρn(x− y)

t

∣∣∣∣ ≤ |u(y)|
∣∣∣∣ sup
z∈RN

∂ρn∂ei(z)

∣∣∣∣ ≤M |u(y)|

o qual pertence a Lp(RN). Usando o Teorema da Convergência Dominada 2.1.5, obtemos

∂un
∂ei

(x) =

∫
RN

u(y)

(
∂ρn
∂ei

)
(x− y)dy.
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Perceba que para x �xo, a função y 7→ (∂ρn
∂ei

)(x − y) pode ser escrita como a derivada
parcial de uma função de D(RN ). Tome ξn(y) = −ρn(x− y). Assim(
∂ξn
∂ei

)
(y) = lim

t→0

1

t
[ξn(y + tei)− ξn(y)] = lim

t→0

ρn(x− y − tei)− ρn(x− y)

−t
=

(
∂ρn
∂ei

)
(x− y)

Logo (
∂un
∂ei

)
(x) =

∫
RN

u(y)

(
∂ξn
∂ei

)
(y)dy.

Como u ∈W 1,p(RN) e pela de�nição da derivada no sentido das distribuições

∂un
∂ei

(x) = −
∫
RN

∂u

∂ei
(y)ξn(y)dy =

∫
RN

∂u

∂ei
(y)ρn(x− y)dy

isto é,
∂un
∂ei

=
∂u

∂ei
∗ ρn.

Voltando a notação usual ∂
∂xi

, temos

∂un
∂xi

=
∂u

∂xi
∗ ρn.

Como u ∗ ρn ∈ Lp(RN), logo u ∗ ρn → u em Lp(RN). Assim:

∂un
∂xi

→ ∂u

∂xi
em Lp(RN).

Portanto un → u em W 1,p(RN). □

Teorema 2.2.3. (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um aberto de RN o qual é limitado
em uma direção, isto é, existem i ∈ {1, . . . , N} e constantes a, b ∈ R com a < b tais que:

Ω ⊂ {x ∈ RN : a ≤ xi ≤ b}.

Então, para todo 1 ≤ p < +∞, existe uma constante Cp,N(Ω) tal que(∫
Ω

|v|pdx
) 1

p

≤ Cp,N(Ω)

(∫
Ω

|∇v|pdx
) 1

p

, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração. Escrevemos x = (x′, xN) com x′ := (x1, · · · , xN−1). Como D(Ω) é denso
em W 1,p(Ω), pelo Teorema 2.2.2, consideremos primeiramente v ∈ D(Ω). Estenderemos
o resultado por argumentos de continuidade e densidade. De�namos

v̄ :=

{
v, em Ω

0, RN \ Ω

Para todo x ∈ RN com a ≤ xi ≤ b, x′ ∈ RN−1

v̄(x) = v̄(x′, xN) = v̄(x′, a) +

∫ xN

a

∂v̄

∂xN
(x′, t)dt.

Como v̄(x′, a) = 0

v̄(x′, xN) =

∫ xN

a

∂v̄

∂xN
(x′, t)dt.
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Seja agora q ∈ R+
∗ tal que 1

p
+ 1

q
= 1. Aplicando a desigualdade de Hölder, obtemos

|v̄(x′, xN)|p ≤ (xN − a)
p
q

∫ xN

a

∣∣∣∣ ∂v̄∂xN (x′, t)

∣∣∣∣p dt
≤ (xN − a)

p
q

∫
R

∣∣∣∣ ∂v̄∂xN (x′, t)

∣∣∣∣p dt.
Primeiro, integramos com respeito a x′ ∈ RN−1, obtendo∫

RN−1

|v̄(x′, xN)|pdx′ ≤ (xN − a)
p
q

∫
RN

∣∣∣∣ ∂v̄∂xN (x)

∣∣∣∣p dx.
Agora, integramos com respeito a xN , (a ≤ xN ≤ b) para obter∫

RN

|v̄(x)p|dx ≤

(
(b− a)1+

p
q

1 + p
q

)∫
RN

∣∣∣∣ ∂v̄∂xN (x)

∣∣∣∣p dx.
Como ∂v̄

∂xN
= ∇v · n, onde n é a normal unitária em relação a faixa contendo Ω, teremos

∣∣∣∣ ∂v̄∂xN
∣∣∣∣p =

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

∂v̄

∂xi
ni

∣∣∣∣∣
p

≤

(
N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂v̄∂xi
∣∣∣∣p
)(

N∑
i=1

nqi

) p
q

≤ N
p
q

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂v̄∂xi
∣∣∣∣p .

Notando que 1 + p
q
= p

∫
RN

|v̄(x)|pdx ≤ (b− a)p

p
N

p
q

∫
RN

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂v̄∂xi
∣∣∣∣p dx.

Haja vista que v̄ e todas as suas derivadas parciais são zero fora de Ω e são v e ∂v̄
∂xi

,
respectivamente, em Ω, obtemos

(∫
Ω

|v(x)|pdx
) 1

p

≤ Cp,N(Ω)

(∫
Ω

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣p
) 1

p

∀v ∈ D(Ω)

Com Cp,N(Ω) = (b− a)N
1
q

p
1
p
.

Como D(Ω) é denso em W 1,p
0 (Ω), essa desigualdade pode ser diretamente estendida para

v ∈W 1,p
0 (Ω). □

2.2.3 Imersões de Sobolev

Seja Ω um subconjunto aberto de RN .

De�nição 2.2.8. Sejam A e B espaços de Banach tais que A ⊂ B. Dizemos que a
imersão de A em B é contínua, se o operador identidade i : A→ B é contínuo, isto é,

∃C > 0 : ∥i(u)∥B≤ C∥u∥A, ∀u ∈ A.

Se a imersão i : A → B é contínua, escrevemos A ↪→ B. Dizemos que a imersão
é compacta se o operador identidade i leva cada sequência limitada (xn) em A a uma
sequência que possui uma subsequência (xnk

) convergente em B. Nesse caso, escrevemos
A ↪→↪→ B.
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Teorema 2.2.4. Seja Ω um subconjunto aberto, limitado do RN com fronteira suave e
1 ≤ p ≤ +∞. Então as seguintes imersões são contínuas:

i) 1 ≤ p < N ⇒ W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω), com 1

p∗
= 1

p
− 1

N
;

ii) p = N ⇒ W 1,p ↪→ Lq(Ω), ∀1 ≤ q < +∞;

iii) p > N ⇒ W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Para provar o item (i) deste teorema, vamos usar o seguinte lema, devido a Gagliardo.

Lema 2.2.2. Seja N ≥ 2 e g1, . . . , gN ∈ LN−1(RN−1). Para cada i = 1, . . . , N , de�na:

x̄i := (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN).

Então, a função g tal que g(x) := g1(x̄1) · · · gN(x̄N) pertence a L1(RN) e vale:

∥g∥L1(RN )≤
N∏
i=1

∥gi∥LN−1(RN−1).

Demonstração. A desigualdade é óbvia quando N = 2. Então, vamos argumentar por
indução, supondo que o resultado foi provado até N e mostremos que ele vale para N +1.
Consideremos N + 1 funções g1, ..., gN+1 pertencentes a LN(RN) e considere a função g
de�nida para qualquer x′ := (x1, · · · , xN+1) ∈ RN+1 por

g(x) := g1(x̄1) · · · gN+1(x̄N+1) = [g1(x̄1) · · · gN(x̄N)]gN+1(x̄N+1).

Fixemos xN+1 e apliquemos a desigualdade de Hölder (2.1.2) obtendo∫
RN

|g(x)|dx1 · · · dxN ≤ ∥gN+1∥LN (RN )

(∫
RN

|g1(x̄1) · · · gN(x̄N)|N
′
dx1 · · · dxN

) 1
N′

(2.2.3)

com N ′ := N
N−1

. Note que as funções |g1(x̄1)|N
′
, · · · , |gN(x̄N)|N

′
pertencem a LN−1(RN−1).Pela

hipótese de indução,∫
RN

|g1(x̄1) · · · gN(x̄N)|N
′
dx1 · · · dxN ≤

N∏
i=1

∥gi(., xN+1)∥N
′

LN (RN−1). (2.2.4)

Combinando (2.2.3) e (2.2.4), obtemos∫
RN

|g(x)|dx1 · · · dxN ≤ ∥gN+1∥LN (RN )

N∏
i=1

∥gi(., xN+1)∥LN (RN−1). (2.2.5)

Vamos fazer xN+1 variar e integrar (2.2.5) sobre R. Temos∫
RN+1

|g(x)|dx1 · · · dxN+1 ≤ ∥gN+1∥LN (RN )

∫
R

N∏
i=1

∥gi(., xN+1)∥LN (RN−1)dxN+1.

Repare que, para todo i = 1, · · · , N a função ∥gi(., xN+1)∥LN (RN−1) pertence a LN(R).
Aplicando novamente a desigualdade de Hölder (2.1.2) com 1

N
+ · · · + 1

N
= 1 (N vezes)

temos ∫
RN+1

|g(x)|dx1 · · · dxN+1 ≤ ∥gN+1∥LN (RN )

N∏
i=1

∥gi∥LN (RN ),

ou seja,

∥g∥L1(RN )≤
N+1∏
i=1

∥gi∥LN (RN ),

o que completa a indução e a prova. □
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Teorema 2.2.5. (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Seja 1 ≤ p < N . Então

W 1,p(RN) ↪→↪→ Lq(RN)

com 1
p∗

= 1
p
− 1

N
. Mais precisamente, existe uma constante C = C(p,N) tal que

∥v∥Lp∗ (RN )≤ C∥∇v∥Lp(RN ), ∀v ∈ W 1,p(RN).

Antes de provar o teorema de SGN, vale a pena salientar que, por meio de um argu-
mento elementar de homogeneidade, obtém-se o valor preciso de p∗ := pN

N−p .

Demonstração. (a) Vamos usar um argumento de densidade e mostrar que é equivalente
provar que a desigualdade

∥v∥
Lp∗(RN )≤ C∥∇v∥Lp(RN )

vale para todo v ∈ D(RN ) e para todo v ∈ W 1,p(RN). Dado v ∈ W 1,p(RN), usando o
teorema 2.2.2, podemos encontrar uma sequência (vn) de elementos vn ∈ D(RN ) tal que

vn → v em W 1,p(RN) e vn(x) → v(x) q.t.p. em RN .

Escrevamos
∥vn∥Lp∗ (RN )≤ C∥∇vn∥Lp(RN ).

Pelo Lema de Fatou (2.1.5), temos

∥v∥Lp∗ (RN ) ≤ lim inf
n→+∞

∥vn∥Lp∗ (RN )

≤ C lim
n→+∞

∥∇vn∥Lp(RN )

= C∥∇v∥Lp(RN ).

(b) Veri�quemos primeiramente que é su�ciente mostrar quando p = 1. Para isso, supo-
nha que vale para p = 1, ou seja

∀v ∈W 1,1(RN), ||v||L1∗ (RN )≤ C1(N)||∇v||L1(RN ), (2.2.6)

e mostremos que é verdadeiro para 1 ≤ p < N . Primeiramente, note que se v ∈ D(RN ),

então |v| p
∗

1∗ pertence a W 1,1(RN). De fato, como p > 1, temos p∗ > 1∗ e a função |v| p
∗

1∗ é

in�nitamente diferenciável com suporte compacto. Logo, |v| p
∗

1∗ ∈ W 1,1(RN) e

∇(|v|
p∗
1∗ ) =

p∗

1∗
sign(v)|v|

p∗
1∗ −1∇v. (2.2.7)

Trocando v por |v| p
∗

1∗ em (2.2.6) e aplicando em (2.2.7), teremos:(∫
RN

|v|p∗dx
) 1

1∗

≤ C1(N)
p∗

1∗

∫
RN

|v|
p∗
1∗ −1|∇v|dx.

Pela Desigualdade de Hölder (2.1.2), obtemos:(∫
|v|p∗dx

) 1
1∗

≤ C1(N)
p∗

1∗

(∫
RN

|v|
(

p∗
1∗ −1

)
q
dx

) 1
q
(∫

RN

|∇v|pdx
) 1

p

.

ou seja,

∥v∥Lp∗ (RN )≤ C1(N)
p∗

1∗
∥∇v∥Lp(RN ),
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como queríamos. Note que, neste caso

C(p,N) = C1(N)
p∗

1∗
.

(c) Agora, basta provar que para todo v ∈ D(RN ),

∥v∥L1∗ (RN )≤ C1(N)∥∇v∥L1(RN ).

Com efeito, para todo x = (x1, · · · , xN) ∈ RN , temos

|v(x)|=
∣∣∣∣∫ xi

−∞

∂v

∂xi
(x1, · · · , xi−1, t, xi+1, · · · , xN)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ xi

−∞

∣∣∣∣ ∂v∂xi (x1, · · · , xi−1, t, xi+1, · · · , xN)
∣∣∣∣ dt.

(2.2.8)

Simetricamente

|v(x)|≤
∫ +∞

xi

∣∣∣∣ ∂v∂xi (x1, · · · , xi−1, t, xi+1, · · · , xN)
∣∣∣∣ dt. (2.2.9)

Somando as desigualdades (2.2.8) e (2.2.9), obtemos

|v(x)|≤ 1

2

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ ∂v∂xi (x1, · · · , xi−1, t, xi+1, · · · , xN)dt
∣∣∣∣ .

Adotemos a seguinte notação. Para todo x ∈ RN e i = 1, · · · , N

x̄i := (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xN),

fi(x̄i) :=

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ ∂v∂xi (x1, · · · , xi−1, t, xi+1, · · · , xN)
∣∣∣∣ dt.

Assim, podemos reescrever a expressão acima como |v(x)|≤ 1
2
fi(x̄i), ∀i = 1, · · · , N , o que

implica,

|v(x)|N≤ 1

2N

N∏
i=1

fi(x̄i).

Notando que 1∗ = N
N−1

, temos

|v(x)|1∗≤ 1

2
N

N−1

N∏
i=1

fi(x̄i)
1

N−1 .

Repare que, para cada i = 1, · · · , N a função gi(x̄i) := fi(x̄i)
1

N−1 pertence a LN−1(RN−1)
e

∥gi|∥LN−1(RN−1)=

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥ 1

N−1

L1(RN )

.

Aplicando o lema 2.2.2, vem:∫
RN

|v(x)|1∗dx ≤ 1

2
N

N−1

∥∥∥∥∥
N∏
i=1

gi(x̄i)

∥∥∥∥∥
L1(RN )

≤ 1

2
N

N−1

N∏
i=1

||gi||LN−1(RN−1)

≤ 1

2
N

N−1

N∏
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥ 1

N−1

L1(RN )

.
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Desta forma, segue-se que

||v||L1∗ (RN )≤
1

2

N∏
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥ 1

N

L1(RN )

.

Pela desigualdade convexa (
∏N

i=1 ai)
1
N ≤ 1

N

∑N
i=1 ai �nalmente, obtemos

||v||L1∗ (RN )≤
1

2N

N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xi
∥∥∥∥
L1(RN )

=
1

2N
∥∇v∥L1(RN ) ,

o que �naliza a demonstração. □

Agora, vamos provar um caso particular do item (iii) do teorema 2.2.4.

Teorema 2.2.6. (Morrey) Suponha que p > N . Então existe uma imersão contínua
W 1,p(RN) ↪→ C0,α(RN) com α = 1− N

p
. Mais precisamente, existe uma constante C(p,N)

tal que para todo v ∈ W 1,p(RN),

|v(y)− v(x)|≤ C(p,N)||∇v||Lp(RN )|y − x|α q.t.p. x, y ∈ RN .

Demonstração. Consideremos v ∈ D(RN ). Seja Q um cubo contendo a origem e cujas
arestas sejam paralelas aos eixos coordenados em RN e tem um comprimento em comum
igual a r > 0. Para cada x ∈ Q, temos

v(x)− v(0) =

∫ 1

0

d

dt
v(tx)dt.

Á partir disso, temos que

|v(x)− v(0)|≤
∫ 1

0

N∑
i=1

|xi|
∣∣∣∣ ∂v∂xi (tx)

∣∣∣∣ dt ≤ r
N∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂v∂xi (tx)
∣∣∣∣ dt. (2.2.10)

De�na v̄ := 1
|Q|

∫
Q
v(x)dx denotando o valor médio de v em Q. Integrando (2.2.10) em Q,

obtemos

|v̄ − v(0)|≤ r

|Q|

∫
Q

dx

N∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂v∂xi (tx)
∣∣∣∣ dt.

Usando o teorema de Fubini, obtemos:

|v̄ − v(0)|≤ 1

rN−1

∫ 1

0

dt

∫
Q

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂v∂xi (tx)
∣∣∣∣ dx.

Fazendo uma mudança de variável y = tx, obtemos

|v̄ − v(0)|≤ 1

rN−1

∫ 1

0

dt

∫
tQ

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂v∂xi (y)
∣∣∣∣ dytN . (2.2.11)

Agora, usamos a desigualdade de Hölder (2.1.2) e majoramos essa última integral como
segue: ∫

tQ

∣∣∣∣ ∂v∂xi (y)
∣∣∣∣ dy ≤ |tQ|

1
q

(∫
tQ

∣∣∣∣ ∂v∂xi (y)
∣∣∣∣p dy) 1

p

. (2.2.12)
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Como 0 ∈ Q, temos tQ ⊂ Q,∀0 ≤ t ≤ 1. Por (2.2.11) e (2.2.12), segue-se que

|v̄ − v(0)| ≤ r
N
q

rN−1

∫ 1

0

t
N
q

tN
dt

N∑
i=1

(∫
Q

∣∣∣∣ ∂v∂xi (y)
∣∣∣∣p dy) 1

p

≤ r1−
N
p

1− N
p

||∇v||Lp(Q).

Por translação, essa desigualdade permanece verdadeira para qualquer cubo Q cujas ares-
tas são paralelas aos eixos coordenados e tem comprimento comum e igual a r. Logo, para
todo x ∈ Q,

|v̄ − v(x)|≤ r1−
N
p

1− N
p

||∇v||Lp(Q).

Usando a desigualdade triangular, temos

|v(y)− v(x)|≤ |v(y)− v̄)|+|v̄ − v(x)|

e desta forma

|v(y)− v(x)|≤ 2r1−
N
p

1− N
p

||∇v||Lp(Q), ∀x, y ∈ Q.

Note que para qualquer x, y ∈ RN , existe um cubo aberto Q, como construído acima, com
r = 2|y − x|. Segue que para todo x, y ∈ RN ,

|v(y)− v(x)|≤ C(p,N)||∇v||Lp(Q)|y − x|1−
N
p ,

onde C(p,N) depende apenas de p e N . Aqui, obtemos C(p,N) = 2
2−N

p

1−N
p

. Para �nalizar a

prova, usamos o teorema 2.2.2, juntamente com argumento de passagem ao limite. □

Na sequência, vamos estudar as imersões compactas.

Teorema 2.2.7. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Ω um domínio limitado do RN

com fronteira suave e 1 ≤ p < N . Então

W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), (2.2.13)

para todo 1 ≤ q < p∗.

Vamos terminar essa seção enunciando o Teorema de imersão com compacidade.

Teorema 2.2.8. Seja Ω ⊂ RN um aberto e limitado com fronteira ∂Ω suave. Então,
temos as seguintes imersões compactas:
(i) Se p < N,W 1,p

0 (Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), ∀1 < q < p∗ com 1
p∗

= 1
p
− 1

N
;

(ii) Se p = N,W 1,p
0 (Ω) ↪→↪→ Lq(Ω), ∀1 ≤ q < +∞;

(iii) Se p > N,W 1,p
0 (Ω) ↪→↪→ C(Ω̄).

Demonstração. Provaremos apenas o item (i). Para isso, consideremos uma sequência
(vn) limitada em W 1,p(Ω). Pelo Teorema 2.2.4 (i), a sequência (vn) é limitada em Lp

∗
(Ω).

Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov 2.2.13, podemos extrair uma subsequência (vnk
) tal

que vnk
→ v em Lp(Ω). Vamos mostrar que, de fato, a convergência de vnk

para v vale
em Lq, para todo 1 ≤ q < p∗. Considerando p ≤ q < p∗ e aplicando a Desigualdade de
Interpolação de Hölder (2.1.4) com 1

q
= α

p
+ 1−α

p∗
e α > 0 (pois q < p∗), temos:

∥vnk
− v∥Lq(Ω)≤ ∥vnk

− v∥αLp(Ω)∥vnk
− v∥1−α

Lp∗ (Ω)
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≤ C∥vnk
− v∥αLp(Ω)

pois (vnk
) é limitada em Lp

∗
(Ω). Pelo Lema de Fatou (2.1.1), tem-se que também que

v ∈ Lp
∗
(Ω). Como α > 0 e vnk

→ v em Lp(Ω), segue-se que vnk
→ v em Lq(Ω) para todo

p ≤ q < p∗ e portanto para todo 1 ≤ q < p∗ □

Agora, vamos enunciar um Teorema muito importante para o estudo da EDP elíptica.

Teorema 2.2.9. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Seja 1 ≤ q, r ≤ +∞, j e m
inteiros não negativos tais que j < m, , p ≥ 1 e θ ∈ R tais que

1

p
=
j

n
+ θ

(
1

r
− m

n

)
+

1− θ

q
,
j

m
≤ θ ≤ 1.

Se u ∈ Lq(RN) e suas derivadas Dmu ∈ Lr(RN), então para as derivadas Dju valem as
seguintes desigualdades:

∥Dju∥Lp(RN )≤ C∥Dmu∥θLr(RN )∥u∥
1−θ
Lq(RN )

, (2.2.14)

com dois casos particulares:

� Se j = 0, q = +∞ e rm < n, então acrescenta-se uma hipótese adicional: ou u
tende a 0 no in�nito, ou u ∈ Ls(RN), para algum valor �nito de s;

� Se r < 1 < +∞ e m − j − n
r
é um inteiro não negativo, então (2.2.14) vale se

j
m

≤ θ < 1.

Demonstração. Ver [14], p. 125. □

Na sequência, enunciaremos um lema muito importante para o capítulo seguinte, de-
vido a Lions.

Lema 2.2.3. [Lemma 1.1 de [12]] Seja 1 < r ≤ +∞, 1 ≤ q < +∞ com q ̸= Nr
N−r se

r < N . Suponha que ψn seja limitada em Lq(RN), ∇ψn seja limitada em Lr(RN) e que,
para algum R > 0

sup
y∈RN

∫
By(R)

|ψn|q dx→ 0.

Então ψn → 0 em Lα(RN), ∀α ∈ (q, Nr
N−r ).

Demonstração. Ver [12], p. 231. □

Vamos agora, enunciar o Princípio do Máximo Forte, o qual será importante para a
prova do teorema principal.

Teorema 2.2.10 (Princípio do Máximo Forte). Suponha que u ∈ C2(U) ∩ C(U), com U
conexo, aberto e limitado. De�na

Lu : = −
n∑

i,j=1

(
aij(x)uxi

)
xj
+

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u.

Suponha ainda que c ≡ 0 em U .

(i) Se Lu ≤ 0 em U e u atinge seu máximo sobre U em um ponto interior a U , então
u é constante em U .

(ii) Analogamente, se Lu ≥ 0 em U e u atinge seu mínimo sobre U em um ponto interior
a U , então u é constante em U .

Demonstração. Ver [7], p. 349. □





Capítulo

3
Resultados Principais

Neste capítulo, estudaremos os principais resultados, baseados no artigo [16]. Nesta
parte, estudaremos com detalhes a existência de solução da equação de Schrödinger não-
linear. Para isso, consideremos a Equação Diferencial Parcial Parabólica:

iϕt −∆ϕ+W (x)ϕ− 1

2
ϕ∆(|ϕ|2) = |ϕ|p−1ϕ, ∀x ∈ RN .

Tal equação modela diversos fenômenos como por exemplo o de ondas estacionárias,
plasma e �lmes super�uidos. Seja agora a função u : RN → R. Usando a mudança
de variável ϕ = e−iωtu(x), transformamo-na em uma EDP elíptica. Temos:

−∆u+ V (x)u− 1

2
u∆(u2) = |u|p−1u; x ∈ RN , N ≥ 3, (3.0.1)

onde V (x) :=W (x)+ω é uma função potencial com algumas condições pré-estabelecidas.
Além disso, esta equação se encontra na forma divergente. O espaço adequado para buscar
por soluções para a equação (3.0.1) é de�nido por

X :=

{
u ∈ H1(RN) :

∫
RN

u2|∇u|2dx < +∞
}
.

Para determinar as soluções de (3.0.1), devemos associá-las aos pontos críticos do fun-
cional de Euler-Lagrange (ou funcional Energia). Vamos determinar a forma fraca da
equação (3.0.1). Suponha que u seja uma função suave, solução clássica de (3.0.1). En-
tão, multiplicando (3.0.1) por uma função teste ψ ∈ C∞

c (RN) e integrando, temos∫
RN

(
−∆uψ + V (x)uψ − 1

2
u∆(u2)ψ

)
dx =

∫
RN

|u|p−1uψ dx.

Observe que: ∫
RN

div(ψ∇u) dx =

∫
RN

(∇ψ∇u+ ψ∆u) dx

=

∫
RN

(∇ψ∇u) dx+
∫
RN

ψ∆u dx.

Pelo Teorema da divergência,
∫
RN div(ψ∇u) dx =

∫
∂(suppψ)

ψ∇uν dS = 0, pois ψ = 0 em
∂(suppψ). Logo:

0 =

∫
RN

∇ψ∇u dx+
∫
RN

ψ∆u dx,

35
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isto é, ∫
RN

−ψ∆u dx =

∫
RN

∇ψ∇u dx. (3.0.2)

Analogamente, mostramos que∫
RN

u∆(u2)ψ dx =

∫
RN

u|∇u2|ψ dx+
∫
RN

u2∇u∇ψ dx.

Com efeito, integrando div(u∇(u2))ψ, obtemos:∫
RN

div(u∇(u2))ψ dx =

∫
RN

∇u∇(u2)ψ dx+

∫
RN

u∆(u2)ψ dx.

Pela integração por partes:∫
RN

u∆u2ψ dx =

∫
RN

div(u∇(u2))ψ dx−
∫
RN

∇u∇(u2)ψ dx

= −2

∫
RN

u2∇u∇ψ dx− 2

∫
RN

u|∇u|2ψ dx.

Desta forma

− 1

2

∫
RN

u∆u2ψ dx =

∫
RN

u|∇u|2ψ dx+
∫
RN

u2∇u∇ψ dx. (3.0.3)

Juntando as equações (3.0.2) e (3.0.3), temos a forma fraca da equação (3.0.1), dada por:∫
RN

(
(1 + u2)∇u∇ψ + V (x)uψ + u|∇u2|ψ − |u|p−1uψ

)
dx = 0,∀ϕ ∈ C∞

c (RN). (3.0.4)

Assim, as soluções de (3.0.1) são associadas aos pontos críticos do funcional
I : X → R dado por

I(u) =
1

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ 1

2

∫
RN

V (x)u2 dx+
1

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx.

Por ponto crítico de I, queremos dizer um elemento u de X, para o qual ⟨I ′(u), ϕ⟩ = 0,
para todo ϕ ∈ C∞

c (RN), onde de�nimos

⟨I ′(u), ϕ⟩ =
∫
RN

(
(1 + u2)∇u∇ψ + V (x)uψ + u|∇u2|ψ − |u|p−1uψ

)
dx.

Neste trabalho o foco principal é a prova do teorema a seguir:

Teorema 3.0.1. Suponha que p ∈ (1, 3N+2
N−2

) e V ∈ C1(RN) satisfaz

(V1) 0 < V0 ≤ V (x) ≤ lim|x|→+∞ V (x) = V∞ < +∞, q.t.p. x ∈ RN ;

(V2) A função x 7→ x · ∇V (x) ∈ L∞(RN);

(V3) A função s 7→ s
N+2

N+p+1V (s
1

N+p+1x) é côncava para todo x ∈ RN .

Então, existe u ∈ X uma solução positiva de (3.0.1). Mais ainda, u é uma solução do tipo
ground state (ou de estado fundamental), isto é, a energia I(u) é mínima com respeito ao
conjunto das demais soluções não-triviais de (3.0.1).
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Note que X não é um espaço vetorial, pois não é fechado pela soma. Com efeito,
considere u, v ∈ X. Devemos veri�car se u+ v ∈ X. Como

∇(u+ v) = ∇u+∇v,

temos
(u+ v)2|∇(u+ v)|2= (u+ v)2|∇u+∇v|2.

Expandindo, temos

(u+ v)2|∇(u+ v)|2= (u+ v)2
(
|∇u|2+2∇u · ∇v + |∇v|2

)
.

Assim, surgem termos cruzados, como

u2|∇v|2 e v2|∇u|2,

os quais não podem ser controlados diretamente, pelas condições∫
RN

u2|∇u|2 dx < +∞,

∫
RN

v2|∇v|2 dx < +∞.

Vamos construir um contraexemplo em R3. Considere χ ∈ C∞
c (R3) tal que χ ≡ 1 em uma

vizinhança da origem e de�na

u(x) = χ(x)|x|−1/5, v(x) = χ(x) sin(|x|−2/5).

Temos
u, v ∈ H1(R3)

e ∫
R3

u2|∇u|2 dx < +∞,

∫
R3

v2|∇v|2 dx < +∞.

Assim, u, v ∈ X.
u, v ∈ X.

Por outro lado, próximo de x = 0, usando a notação da de�nição 2.1.3, temos

u2 = O(|x|−2/5)

e
|∇v|2= O(|x|−14/5),

de modo que
u2|∇v|2= O(|x|−16/5).

Logo, ∫
R3

u2|∇v|2 dx = O

(∫ 1

0

r2r−16/5 dr

)
= O

(∫ 1

0

r−6/5 dr

)
= +∞.

Logo, u2|∇v|2 não é integrável e, portanto, u + v /∈ X. Note, no entanto que X se
torna um espaço métrico completo munido da seguinte métrica:

dX(u, v) := ||u− v||H1(RN )+||∇(u2)−∇(v2)||L2(RN ), ∀u, v ∈ X.

Lema 3.0.1. Existe uma constante C > 0 tal que∫
RN

|u|
4N
N−2 dx ≤ C

(∫
RN

u2|∇u|2 dx
) 2N

2N−4

,∀u ∈ X.
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Demonstração. Sendo u ∈ X, usamos o Teorema 2.2.9 com j = 0, p = 2∗, m = 1,r = 2
e q = 1. Como u2 ∈ L1(RN) e ∇(u2) ∈ L2(RN), temos:

∥u2∥L2∗ (RN )≤ C∥∇(u2)∥θL2(RN )∥u
2∥1−θ
L1(RN )

, (3.0.5)

onde
1

2∗
= θ

(
1

2
− 1

N

)
+ (1− θ). (3.0.6)

Note que a igualdade (3.0.6) é satisfeita se, e somente se, θ = 1. Desta forma, (3.0.5)
torna-se:

||u2||L2∗ (RN )≤ C||∇(u2)||L2(RN ),

o que implica em ∫
RN

|u|
4N
N−2 dx ≤ C

(∫
RN

u2|∇u|2 dx
) 2N

2N−4

. □

Além disso, note que u é solução fraca de (3.0.1) se

⟨I ′(u), ϕ⟩ =
∫
RN

(
∇ψ∇u+ u2∇ψ∇u+ V (x)uψ + u|∇u|2ψ − |u|p−1uψ

)
dx = 0,∀ψ ∈ C∞

c (RN).

Para obtermos pontos críticos do funcional I, usaremos o chamado método de �bração.
Para isso, dado u ∈ X, denotemos por ut a função

R+ ∈ t 7→ ut(x) = tu
(x
t

)
.

Note que:

∇ut(x) = ∇
(
tu
(x
t

))
= t∇x

(
u
(x
t

))
= t∇u

(x
t

)
· 1
t

= ∇u
(x
t

)
. (3.0.7)

Assim, aplicando I à função ut e usando (3.0.7), temos

I(ut) =
1

2

∫
RN

|∇ut|2 dx+
1

2

∫
RN

V (x)u2t dx+
1

2

∫
RN

u2t |∇ut|2 dx−
1

p+ 1

∫
RN

|ut|p+1 dx

=
1

2

∫
RN

∣∣∣∇u(x
t

)∣∣∣2 dx+ 1

2

∫
RN

V (x)t2u
(x
t

)2
dx

+
1

2

∫
RN

t2u
(x
t

)2 ∣∣∣∇u(x
t

)∣∣∣2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

tp+1
∣∣∣u(x

t

)∣∣∣p+1

dx

Usando a mudança de variável y = x
t
, x = yt, dx = tN dy, temos

I(ut) =
1

2

∫
RN

|∇u(y)|2tN dy + 1

2

∫
RN

V (ty)t2u(y)2tN dy +
1

2

∫
RN

t2u(y)2|∇u(y)|2tN dy

− 1

p+ 1

∫
RN

tp+1|u(y)|p+1tN dy,
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o que implica

I(ut) =
tN

2

∫
RN

|∇u|2 dx+t
N+2

2

∫
RN

V (tx)u2 dx+
tN+2

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx−t
N+p+1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx.

Agora de�na

fu(t) := I(ut) =
tN

2

∫
RN

|∇u|2 dx+t
N+2

2

∫
RN

V (tx)u2 dx+
tN+2

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx−t
N+p+1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx

e note que que fu(·) é uma função de classe C1(R+). Podemos interpretar o funcional fu
da seguinte maneira:

Figura 3.0.1: Geometria do Funcional

Observando a �g. 3.0.1 e a expressão de fu(t), grosso modo vemos que perto da origem
o termo dominante é tN e, a partir daí, o termo de maior expoente domina, fazendo com
que o funcional tenda a −∞ quando t→ +∞. Como p > 1, temos p+ 1 > 2, logo

fu(t) > 0, ∀t su�cientemente pequeno.

Além disso,
lim
t→+∞

fu(t) = −∞.

Isso implica que fu atinge seu máximo (veja 3.0.1).
Agora de�namos

M := {u ∈ X \ {0} : J(u) = 0}
onde J : X → R tal que J(u) := f ′

u(1). Desta forma, temos a variedade:

M :=

u ∈ X \ {0}

∣∣∣∣∣∣∣∣
N

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ N + 2

2

∫
RN

(V (x)u2 + |∇u|2u2) dx

+
1

2

∫
RN

(∇V (x) · x)u2 dx− N + p+ 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx = 0

 .

Observe que, pela de�nição, M é o conjunto das u ∈ X para os quais a seguinte versão
da Identidade de Pohozaev vale para a = −1,(
2−N

2
+ a

)∫
RN

|∇u|2 dx+
(
a− N

2

)∫
RN

V (x)u2 dx− 1

2

∫
RN

∇V (x) · xu2 dx

+

(
2a+

2−N

2

)∫
RN

|∇u|2u2 dx+
(

N

p+ 1
− a

)∫
RN

|u|p+1 dx = 0.
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Assim, todas as soluções v não-triviais pertencem a M e satisfazem a Identidade de
Pohozaev.
Se s, t ∈ R+, considere (ut)s = uts e note que pela de�nição

fut(s) = I((ut)s) = I(uts) = fu(ts), ∀s, t > 0.

Aplicando a derivada em s = 1 e usando a Regra da Cadeia:

f ′
ut(1) = tf ′

u(t), ∀t > 0. (3.0.8)

Agora, vamos enunciar dois resultados importantes.

Teorema 3.0.2. De�na m := infM I. Então m > 0 e é atingido para algum u ∈M .

Teorema 3.0.3. O minimizante dado no teorema anterior é uma solução do tipo ground
state, ou seja, uma solução de energia mínima. Mais ainda, u é uma solução que não
troca de sinal.

Por uma solução de energia mínima entendemos uma solução u ∈ X, u ̸= 0, tal que
I(u) ≤ I(v), ∀v ∈ X, v ̸= 0, com v solução de (3.0.1).
Antes de demonstrar esses teoremas, precisamos de alguns resultados auxiliares.

Proposição 3.0.1. Existe c > 0 tal que para todo u ∈M

I(u) ≥ c

∫
RN

(
u2 + |∇u|2+u2|∇u|2

)
dx.

Demonstração. Considere u ∈M e escolha t ∈ (0, 1). Então, calculamos:

I(ut)− tN+p+1I(u) =
tN

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ tN+2

2

∫
RN

V (tx)u2 dx+
tN+2

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx

− tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx− tN+p+1

(
1

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ 1

2

∫
RN

V (x)u2 dx

+
1

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx

)

=

(
tN

2
− tN+p+1

2

)∫
RN

|∇u|2 dx+
(
tN+2

2
− tN+p+1

2

)∫
RN

u2|∇u|2 dx

+

∫
RN

(
tN+2

2
V (tx)− tN+p+1

2
V (x)

)
u2 dx .

Além disso, existe δ > 0 tal que valem as seguintes desigualdades:

V (tx) ≥ V0 ≥ δV∞ ≥ δV (x),∀t ∈ (0, 1).

Sejam t1, t2, t3 ∈ (0, 1) tais que

�

tN1
2
− tN+p+1

1

2
> 0;

�

tN+2
2

2
− tN+p+1

2

p+1
> 0;

�

δtN+2
3

2
− tN+p+1

3

p+1
> 0.

Escolhendo t̄ := min{t1, t2, t3}, vemos que
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� γ1 :=
t̄N

2
− t̄N+p+1

2
> 0;

� γ2 =
t̄N+2

2
− t̄N+p+1

2
> 0;

� γ3 =
δt̄N+2

2
− t̄N+p+1

p+1
> 0.

Pelo Lema 3.0.2, I(ut) ≤ I(u). Escolhendo γ = min{γ1, γ2, γ3},segue que

(
1− tN+p+1

)
I(u) = I(u)− tN+p+1I(u) ≥ γ

∫
RN

(
|∇u|2+u2 + u2|∇u|2

)
dx.

De�nindo c := γ
1−tN+p+1 resulta

I(u) ≥ c

∫
RN

(
u2 + |∇u|2+u2|∇u|2

)
dx. □

Pelo resultado anterior, vemos que o funcional I, quando restrito a M , é limitado
inferiormente e coercivo. Dessa forma, m está bem de�nido. No próximo resultado,
vamos caracterizar o número m de uma forma diferente, usando o chamado método de
�bração.

Lema 3.0.2. Para todo u ∈ X \ {0}, a função fu atinge seu máximo em exatamente um
ponto tu. Mais ainda, fu é positiva e crescente para t ∈ [0, tu] e fu é decrescente para
t ∈ (tu,+∞). Finalmente:

m = inf
u∈X;u̸=0

max
t>0

I(ut).

Demonstração. Temos:

fu(t) =
tN

2

∫
RN

|∇u|2 dx+t
N+2

2

∫
RN

V (tx)u2 dx+
tN+2

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx−t
N+p+1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx.

Fazendo a mudança de variável s = s(t) = tN+p+1, obtemos:

fu(s) =
s

N
N+p+1

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ s
N+2

N+p+1

2

∫
RN

V (s
1

N+p+1x)u2 dx+
s

N+2
N+p+1

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx

− s

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx.

Observe que
d

dt
fu(s(t)) =

d

ds
fu(s).s

′(t).

Porém, s′(t) = (N+p+1)tN+p > 0, para todo t > 0. Dessa forma, é fácil ver que d
dt
fu(t) =

0 se, e somente se, d
ds
fu(s(t)) = 0. Além disso, as derivadas d

dt
fu(t) e d

ds
fu(s(t)) tem o

mesmo sinal. Logo, passaremos a estudar o comportamento de fu(s). Pelas desigualdades
N + p+ 1 > N + 2 > N , as funções

� s 7→ s
N

N+p+1

2

∫
RN |∇u|2 dx;

� s 7→ s
N+2

N+p+1

2

∫
RN u

2|∇u|2 dx;

� s 7→ s
p+1

∫
RN |u|p+1 dx
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são côncavas. Resta mostrar que

s
N+2

N+p+1

2

∫
RN

V (s
1

N+p+1x)u2 dx

é côncava. Note que o integrando é uma função côncava, pela hipótese (V3). Como a
integral é um operador monótono, segue-se que

s 7→ s
N+2

N+p+1

2

∫
RN

V (s
1

N+p+1x)u2 dx

é côncava. Isso mostra que fu(s) é uma função côncava e, como consequência, t 7→ fu(t)
é também côncava. Como fu(0) = 0 e limt→+∞ fu(t) = −∞, sabemos que fu admite um
único ponto de máximo, o qual denotaremos por tu > 0. Então tu é o único ponto crítico
de fu e fu é positiva e crescente para todo t ∈ [0, tu] e decrescente para t ∈ (tu,+∞).
Em particular, para todo u ∈ X, u ̸= 0, tu é o único valor tal que utu ∈ M . Com efeito,
devemos mostrar que

f ′
utu

(1) = 0, ∀u ∈ X\{0}.

Por (3.0.8), sabemos que
f ′
ut(1) = tf ′

u(t), ∀t > 0.

Aplicando para t = tu, temos
f ′
utu

(1) = tuf ′
u(t

u).

Como tu é ponto crítico de fu, então f ′
u(t

u) = 0 e portanto:

f ′
utu

(1) = 0,

donde utu ∈ M . Finalmente, I(ut) atinge seu máximo global em t = tu. Dessa forma,
para �nalizar a prova, basta observarmos que pelo que foi demonstrado, ou seja, que para
cada u ∈ X, u ̸= 0, existe um único tu > 0 tal que utu ∈M , segue que

m = inf
M
I = inf

u∈X;u̸=0
I(utu) = inf

u∈X;u̸=0
max I(ut). □

Lema 3.0.3. Temos que m > 0, onde m é de�nido no Teorema 3.0.2.

Demonstração. Considere o funcional

Ī(u) :=
1

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ 1

2

∫
RN

V0u
2 dx+

1

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx− 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx

onde V0 é dado na hipótese (V1). Claramente Ī(ut) ≤ I(ut) o que implica

max
t>0

Ī(ut) ≤ max
t>0

I(ut).

Agora, considere u ∈ X, u ̸= 0. Aplicando resultados análogos ao Lema 3.0.2 para I com
o respectivo valor minimax m, veri�ca-se que:

m̄ := inf
u∈X;u̸=0

max
t>0

Ī(ut) ≤ inf
u∈X;u̸=0

max
t>0

I(ut) = m.

Logo, é su�ciente mostrar que m̄ > 0. De�na

M := {u ∈ X : g′u(1) = 0},
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onde gu(t) := Ī(ut). Pelo Lema 3.0.2, aplicado a V = V0, segue-se que

m̄ = infM Ī.

Além disso, cálculos análogos a fu resultam

gu(t) =
tN

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ tN+2

2

∫
RN

V0u
2 dx+

tN+2

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx− tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx.

Isso implica que

g′u(t) =
N

2
tN−1

∫
RN

|∇u|2 dx+ N + 2

2
tN+1

∫
RN

V0u
2 dx+

N + 2

2
tN+1

∫
RN

u2|∇u|2 dx

− N + p+ 1

p+ 1
tN+p

∫
RN

|u|p+1 dx.

Assim:

g′u(1) =
N

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ N + 2

2

∫
RN

V0u
2 dx+

N + 2

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx

− N + p+ 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx.

Agora note que, dado u ∈ M , segue que g′u(1) = 0. Logo, pelo Lema 3.0.1, valem as
seguintes desigualdades:

N + 2

2
V0

∫
RN

u2 dx+
N + 2

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx ≤ N + p+ 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1 dx

≤ N + 2

2
V0

∫
RN

u2 dx+ C

∫
RN

|u|
4N
N−2 dx

para algum C > 0.
A�rmamos que:

N + 2

2

∫
RN

|∇u|2u2dx
A

≤ C

∫
RN

|u|
4N
N−2dx

B

≤ C ′
(∫

RN

|∇u|2u2dx
) N

N−2

. (3.0.9)

Com efeito, pelas desigualdades anteriores, temos:

N + 2

2
V0

∫
RN

u2 dx+
N + 2

2
V0

∫
RN

|∇u|2u2 dx ≤ N + 2

2
V0

∫
RN

u2 dx+ C

∫
RN

|u|
4N
N−2 dx

o que implica na desigualdade (A). Para a desigualdade (B), usando novamente o Lema
3.0.1, temos:

C

∫
RN

|u|
4N
N−2 dx = C

∫
RN

|u2|
2N
N−2 dx

= C∥u2∥2∗L2∗ (RN )

≤ CC̄∥u2∥2∗D1,2(RN )

= CC̄

(∫
RN

|∇(u2)|2 dx
) 1

2
2N
N−2

= CC̄4
N

N−2

(∫
RN

u2|∇u|2 dx
) N

N−2

.
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Fazendo C ′ = 4
N

N−2CC̄, obtemos o resultado. Isso mostra que

C

∫
RN

|u|
4N
N−2 dx ≤ C ′

(∫
RN

|∇u|2u2dx
) N

N−2

. (3.0.10)

Logo, por (3.0.9) e (3.0.10), temos:(∫
RN

u2|∇u|2 dx
) N

N−2
−1

≥ N + 2

2C
=: C1.

Então, existe C > 0 tal que para todo u ∈M :∫
RN

u2|∇u|2 dx ≥ C.

Isso mostra, em particular, que
∫
RN u

2|∇u|2 dx é limitado inferiormente por 0 em M .
Note que a restrição de I em M é dada por:

Ī(u) =
1

2

(p+ 1)

(N + p+ 1)

∫
RN

|∇u|2 dx+V0
2

(p− 1)

(N + p+ 1)

∫
RN

u2 dx+
1

2

(p− 1)

(N + p+ 1)

∫
RN

u2|∇u|2 dx.

Com efeito, considere u ∈M . Note que∫
RN

|u|p+1 dx =
(p+ 1)

(N + p+ 1)

N

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ (p+ 1)

(N + p+ 1)

(N + 2)

2

∫
RN

V0u
2 dx

+
(p+ 1)

(N + p+ 1)

(N + 2)

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx. (3.0.11)

Substituindo (3.0.11) em Ī, temos:

Ī(u) =
1

2

∫
RN

|∇u|2 dx+ 1

2

∫
RN

V0u
2 dx+

1

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx− 1

(p+ 1)

(
(p+ 1)

(N + p+ 1)

N

2

∫
RN

|∇u|2 dx

+
(p+ 1)

(N + p+ 1)

(N + 2)

2

∫
RN

V0u
2 dx+

(p+ 1)

(N + p+ 1)

(N + 2)

2

∫
RN

u2|∇u|2 dx

)

=

(
1

2
− N

2(N + p+ 1)

)∫
RN

|∇u|2 dx+
(
1

2
− (N + 2)

2(N + p+ 1)

)∫
RN

V0u
2 dx

+

(
1

2
− (N + 2)

2(N + p+ 1)

)∫
RN

u2|∇u|2 dx

=
p+ 1

2(N + p+ 1)

∫
RN

|∇u|2 dx+ p− 1

2(N + p+ 1)

∫
RN

V0u
2 dx+

p− 1

2(N + p+ 1)

∫
RN

u2|∇u|2 dx,

para todo u ∈ M . Isso implica que m > 0. Finalmente m > 0, como queríamos demons-
trar. □

Demonstração. (do Teorema (3.0.2))
Seja un ∈M tal que I(un) → m, quando n→ +∞. Pela Proposição 3.0.1,∫

RN

(|∇un|2+|un|2) dx ≤ C,∀n ∈ N
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e ∫
RN

|un|2|∇un|2 dx ≤ C, ∀n ∈ N.

Assim, (un) é limitada em H1(RN) e (u2n) é limitada em D1,2(RN). Logo, existem u ∈
H1(RN) e v ∈ D1,2(RN), tais que

un ⇀ u em H1(RN)

e
u2n ⇀ v em D1,2(RN).

Como un → u q.t.p. em RN , segue que v = u2 e então

u2n ⇀ u2 em D1,2(RN).

Dividiremos a prova em quatro etapas.
Etapa 1: ∫

RN

|un|p+1 dx↛ 0.

Primeiramente, note que

||un||H1(RN )+||∇(un)
2||L2(RN )↛ 0. (3.0.12)

De fato, supondo por contradição que ||un||H1(RN )+||∇(u2n)||L2(RN )→ 0, então:

un → 0 em L2(RN) (3.0.13)

e
u2n → 0 em D1,2(RN). (3.0.14)

Como D1,2(RN) ↪→ L
2N
N−2 (RN), segue que

un → 0 em L
4N
N−2 (RN). (3.0.15)

De (3.0.13) e (3.0.15), como 2 < p+ 1 < 4N
N−2

, (ver [4]), segue-se que

||un||Lp+1(RN )≤ ||un||αL2(RN )||un||
1−α

L
4N
N−2

→ 0,

para algum α ∈ [0, 1]. Assim,

I(un) ≤ C(||un||2H1(RN )+||∇(u2n)||L2(RN ))−
1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx→ 0

quando n → +∞. Mas isso contradiz o fato de que I(un) → m > 0. Logo, vale (3.0.12).
Pelo Lema 3.0.2, para qualquer t > 1, temos

m+ on(1) = I(un) ≥ I((un)t) =
tN

2

∫
RN

|∇un|2 dx+
tN+2

2

∫
RN

V (tx)u2n dx+
tN+2

2

∫
RN

u2n|∇un|2 dx

− tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx

≥ tN

2

(∫
RN

|∇un|2+V0u2n + u2n|∇un|2
)
dx− tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx

≥ tNδ

2
− tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx
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onde δ é uma constante tal que 0 < δ <
∫
RN (|∇un|2+V0u2n + u2n|∇un|2) dx. Seja agora

t > 1, tal que tN δ
2
> 2m e assim obtemos

m+ on(1) = I(un) ≥ 2m− tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx,

o que implica
tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx ≥ 2m−m+ on(1),

o que resulta em ∫
RN

|un|p+1 dx ≥ m
tN+p+1

p+1

+ on(1),

isto é ∫
RN

|un|p+1 dx > C,C > 0.

Logo, obtemos uma cota inferior para
∫
RN |un|p+1 dx, provando assim a primeira etapa.

Note que essa sequência é também limitada. Então, a menos de subsequência∫
RN

|un|p+1 dx→ A ∈ (0,+∞).

Etapa 2: Splitting pelo Princípio de Concentração de Compacidade de Lions.
Para essa etapa, usaremos o lema 2.2.3 para ψn = u2n, q = p+1

2
, r = 2. Pela Etapa

1, vemos que ψn ↛ 0 em Lq(RN). Pela Desigualdade de interpolação 2.1.4, ψn ↛ 0
em Ls(RN), ∀s ∈ (1, 2∗). Então pela forma contra-recíproca do lema 2.2.3, existe δ >
0, (xn) ⊂ RN tal que∫

Bxn (1)

|ψn|q dx =

∫
Bxn (1)

|u2n|q dx =

∫
Bxn (1)

|un|p+1 dx > δ,∀n ∈ N.

Agora, �xe ϵ > 0 e consideremos R > max{1, 1
ϵ
} e ηR(t) uma função suave de�nida em

[0,+∞) tal que

ηR(t) =

{
1, 0 ≤ t ≤ R

0, t ≥ 2R

e η′R(t) <
2
R
. De�na

vn(x) = ηR(|x− xn|)un(x)

e
wn(x) = (1− ηR(|x− xn|))un(x).

Claramente vn e wn pertencem a X e un = vn +wn. Observe também que, como vn(x) =
ηR(|x− xn|)un(x), por sua caracterização, temos:∫

Bxn (R)

|vn|p+1 dx =

∫
Bxn (R)

|un|p+1 dx ≥
∫
Bxn (1)

|un|p+1 dx > δ,

o que implica em

lim inf
n→+∞

∫
Bxn (R)

|vn|p+1 dx ≥ δ. (3.0.16)

Etapa 3: Existem constantes C, τ > 0 e n0(ϵ) tais que

∥wn∥H1(RN )+∥∇(w2
n)∥L2(RN )≤ Cϵτ , ∀n ≥ n0.
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Com efeito, de�na zn = un(· + xn). Por invariancia de translação, zn ∈ X. Além disso,
claramente zn ⇀ z em H1(RN) e z2n ⇀ z2 em D1,2(RN). Pela integrabilidade de |z|p+1

em RN , existe R > 0 su�cientemente grande, tal que∫
A0(R,2R)

|z|p+1 dx < ϵ, (3.0.17)

onde A0(R, 2R) representa o anel centrado na origem e raios R e 2R. Note que

ηR(|x− xn|) =


1, x ∈ Bxn(R)

0, x ∈ Bxn(2R)
c

∈ [0, 1], x ∈ Axn(R, 2R)

.

Então vn é igual a un dentro da bola de raio R e wn é igual a un fora da bola de raio 2R.
Isso implica em:∣∣∣∣∫

RN

(
|un|p+1−|vn|p+1−|wn|p+1

)
dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∫
Bxn (R)

(
|un|p+1−|vn|p+1−|wn|p+1

)
dx

+

∫
Axn (R,2R)

(
|un|p+1−|vn|p+1−|wn|p+1

)
dx

+

∫
Bxn (2R)c

(
|un|p+1−|vn|p+1−|wn|p+1

)
dx
∣∣∣

=

∣∣∣∣∫
Axn (R,2R)

(|un|p+1−|vn|p+1−|wn|p+1) dx

∣∣∣∣+ on(1).

Usando a mudança de variável y = x − xn,(3.0.17) e as imersões compactas de Sobolev,
obtemos:∣∣∣∣∫

RN

(
|un|p+1−|vn|p+1−|wn|p+1

)
dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
A0(R,2R)

(
|zn|p+1−|ηR(|y|)zn|p+1−|(1− ηR(|y|))zn|p+1

)
dy

∣∣∣∣
→
∫
A0(R,2R)

(
|z|p+1−|ηR(|y|)z|p+1−|(1− ηR(|y|))z|p+1

)
dy

< ϵ+ ϵ+ ϵ

= 3ϵ.

Denotaremos, por simplicidade, de agora em diante, o anel A0(R, 2R) por A0. Como
|∇zn|2 é uniformemente limitada em L1(RN), a menos de subsequência, |∇zn|2 converge
(em medida) para uma certa medida µ tal que µ(RN) < +∞. Aumentando R caso neces-
sário, podemos supor que µ(A0) ≤ ϵ. Logo, para n su�cientemente grande, temos:∫

RN

|∇un|2ηR(|y|)(1− ηR(|y|)) dy ≤ ϵ. (3.0.18)

Assim∣∣∣∣∫
RN

|∇un|2 dx−
∫
RN

|∇vn|2 dx−
∫
RN

|∇wn|2 dx
∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∫
RN

∇wn · ∇vn dx
∣∣∣∣

= 2

∣∣∣∣∫
RN

(−∇ηR(|x− xn|)un + (1− ηR(|x− xn|))∇un)

(∇ηR(|x− xn|)un + ηR(|x− xn|)∇un) dx|

= 2

∣∣∣∣∫
RN

ηR(1− ηR)|∇un|2 dx+
∫
RN

(1− 2ηR)∇un∇ηR dx

−
∫
RN

|∇ηR|2|un|2 dx
∣∣∣∣ .
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Fazendo novamente a mudança de variável y = x− xn, temos:∣∣∣∣∫
RN

|∇un|2 dx−
∫
RN

|∇vn|2 dx−
∫
RN

|∇wn|2 dx
∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∫
RN

ηR(|y|)(1− ηR(|y|))|∇zn|2 dy

+

∫
RN

(1− 2ηR(|y|))∇znzn∇ηR(|y|) dy

−
∫
RN

|∇ηR(|y|)|2|zn|2 dy
∣∣∣. (3.0.19)

Estimando o segundo termo de (3.0.19), escolhendo R grande, usando a Desigualdade de
Hölder Generalizada (2.1.3), temos:∣∣∣∣∫

RN

(1− 2ηR)(|y|)∇znzn∇ηR(|y|) dy
∣∣∣∣ ≤ ∫

A0

|1− 2ηR(|y|)||∇zn||zn||∇ηR(|y|)| dy

≤ ∥(1− 2ηR)∇ηR∇znzn∥L1(A0)

≤ ∥(1− 2ηR)∥L∞(A0)∥∇ηR∥L∞(A0)∥∇zn∥L2(A0)∥zn∥L2(A0)

≤ 2C

R
(3.0.20)

Estimando agora o último termo de (3.0.19), teremos:∣∣∣∣∫
RN

|∇ηR(|y|)|2|zn|2 dy
∣∣∣∣ ≤ 4

R2

∫
A0(R,2R)

|zn|2 dy

=
4

R2
∥zn∥2L2(A0)

(3.0.21)

Juntando as desigualdades (3.0.18),(3.0.20) e (3.0.21), obtemos assim∣∣∣∣∫
RN

|∇un|2 dx−
∫
RN

|∇vn|2 dx−
∫
RN

|∇wn|2 dx
∣∣∣∣ ≤ 2

(∣∣∣∣∫
RN

ηR(|y|)(1− ηR(|y|))|∇zn|2 dy
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫
RN

(1− 2ηR(|y|))∇znzn∇ηR(|y|) dy
∣∣∣∣

−
∣∣∣∣∫

RN

|∇ηR(|y|)|2|zn|2 dy
∣∣∣∣)

≤ 2

(
ϵ+

2C

R
+

4K

R2

)
≤ 2(ϵ+ ϵ+ ϵ)

= Cϵ. (3.0.22)

Por outro lado, por um raciocínio semelhante, obtemos∣∣∣∣∫
RN

u2n|∇un|2 dx−
∫
RN

|v2n∇vn|2 dx−
∫
RN

w2
n|∇wn|2 dx

∣∣∣∣ ≤ Cϵ (3.0.23)

e ∣∣∣∣∫
RN

V (tx)u2n dx−
∫
RN

V (tx)v2n dx−
∫
RN

V (tx)w2
n dx

∣∣∣∣ ≤ Cϵ. (3.0.24)
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Juntando as desigualdades (3.0.22),(3.0.23) e (3.0.24), temos para todo n su�cientemente
grande e t > 0:

|I((un)t)− I((vn)t)− I((wn)t)| ≤
tN

2

∣∣∣∣∫
RN

|∇un|2 dx−
∫
RN

|∇vn|2 dx−
∫
RN

|∇wn|2 dx
∣∣∣∣

+
tN+2

2

∣∣∣∣∫
RN

V (tx)(u2n − v2n − w2
n) dx

∣∣∣∣
+
tN+2

2

∣∣∣∣∫
RN

(|∇un|2u2n − |∇vn|2v2n − |∇wn|2w2
n) dx

∣∣∣∣
+
tN+p+1

p+ 1

∣∣∣∣∫
RN

(|un|p+1−|vn|p+1−|wn|p+1) dx

∣∣∣∣
≤ Cϵ(tN + tN+p+1). (3.0.25)

Agora, sejam tvn e twn os valores positivos que maximizam fvn(t) e fwn(t), respectivamente,
isto é:

I((vn)tvn ) = max
t>0

I((vn)t)

e
I((wn)twn ) = max

t>0
I((wn)t).

Suponha inicialmente que tvn ≤ twn. Então:

I((wn)t) ≥ 0, ∀t ≤ tvn. (3.0.26)

A�rmamos que existem 0 < t̃ < 1 < t independentes de ϵ, tais que tvn ∈ (t̃, t).
De fato, considere t := ((p + 1)A−1B)

1
p−1 onde A é o número não-negativo tal que A é

limite da sequência (
∫
RN |un|p+1dx) e B é su�cientemente grande e satisfaz

B ≥
∫
RN

|∇un|2 dx+
∫
RN

V∞u
2
n dx+

∫
RN

|∇un|2u2n dx.

Logo:

I((un)t) =
t
N

2

∫
RN

|∇un|2 dx+
t
N+2

2

∫
RN

V (tx)u2n dx+
t
N+2

2

∫
RN

|∇u2n|u2n dx−
t
N+p+1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx

≤ t
N+2

2

∫
RN

|∇un|2 dx+
t
N+2

2

∫
RN

V (tx)u2n dx+
t
N+2

2

∫
RN

|∇u2n|u2n dx−
t
N+p+1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx

≤ t
N+2

2

(∫
RN

|∇un|2 dx+
∫
RN

V∞u
2
n dx+

∫
RN

|∇u2n|u2n dx−
2

p+ 1
t
p−1
∫
RN

|un|p+1 dx

)
≤ −BtN+2

2
+ on(1) < 0. (3.0.27)

Usando (3.0.25), encontramos

I((un)t) ≥ I((vn)t) + I((wn)t)− Cϵ, ∀t ∈ (0, t]. (3.0.28)

Em particular, para t = t, temos:

I((un)t) ≥ I((vn)t) + I((wn)t)− Cϵ. (3.0.29)

Então, considerando ϵ pequeno se necessário, pelas desigualdades (3.0.27) e (3.0.29) ob-
temos

I((vn)t) + I((wn)t) < 0.
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Logo, I((vn)t) < 0 ou I((wn)t) < 0. Em qualquer caso, o Lema 3.0.2 implica tvn < t.

Para a cota inferior, escolha t̃ =
(
m
B

) 1
N . Note que, para B escolhido grande o su�ciente,

t̃ < 1 . Desta forma, para todo t ≤ t̃, por (V1):

I((un)t) =
tN

2

∫
RN

|∇un|2 dx+
tN+2

2

∫
RN

V (tx)u2n dx+
tN+2

2

∫
RN

u2n|∇un|2 dx

− tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx

≤ tN

2

∫
RN

|∇un|2 dx+
tN+2

2

∫
RN

V (tx)u2n dx+
tN+2

2

∫
RN

u2n|∇un|2 dx

≤ t̃N

2

(∫
RN

|∇un|2 dx+
∫
RN

V∞u
2
n dx+

∫
RN

u2n|∇un|2 dx
)

≤ m

2B

(∫
RN

|∇un|2 dx+
∫
RN

V∞u
2
ndx+

∫
RN

u2n|∇un|2 dx
)

≤ m

2B
B =

m

2
.

Usando (3.0.28) e (3.0.26), obtemos

I((un)tvn ) ≥ I((vn)tvn ) + I((wn)tvn )− Cϵ ≥ m− Cϵ >
m

2
(3.0.30)

desde que escolhamos ϵ ≤ m
2C
. Concluímos que tvn > t̃ e a prova está concluída. Como

un ∈M , fun atinge seu máximo em t = 1. Então:

m+ on(1) = I(un) ≥ I((un)tvn ).

Usando (3.0.30), deduzimos para n grande que I((wn)t) ≤ 2Cϵ,∀t ∈ (0, tvn). Mais ainda,
para qualquer t ∈ (0, t̃):

2Cϵ ≥ I((wn)t) ≥
tN+2

2

(∫
RN

|∇wn|2 dx+
∫
RN

V (tx)w2
n dx+

∫
RN

|∇wn|2w2
n dx

)
− tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|wn|p+1 dx

≥ tN+2

2
qn −DtN+p+1

onde

qn :=

∫
RN

|∇wn|2 dx+
∫
RN

V0w
2
n dx+

∫
RN

|∇wn|2w2
n dx

é limitado e independente de ϵ e D := A+ 1 > A. Notando que

tN+2

2
qn −DtN+p+1 = tN+2

(qn
2

−Dtp−1
)
,

forçamos qn
2
−Dtp−1 ≥ qn

4
. Para isso, devemos escolher t ≤ ( qn

4D
)

1
p−1 . Então:

tN+2

2
qn −DtN+p+1 = tN+2

(qn
2

−Dtp−1
)

≥ tN+2

4
qn.
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Agora, tomando um D su�cientemente grande, podemos supor que t = ( qn
4D

)
1

p−1 ≤ t̃. Com
essa escolha, temos:

2Cϵ ≥ I((wn)t) ≥
( qn
4D

)N+2
p−1 qn

4
≥ Cq

N+p+1
p−1

n ,

ou seja:
∥wn∥H1(RN )+∥∇(wn)

2∥L2(RN )≤ Cϵ
p−1

2(N+p+1) (3.0.31)

para algum C > 0 independente de ϵ. O caso tvn > twn é análogo. Isso completa a prova
da Etapa 3.
Etapa 4: O ín�mo de I|M é atingido.
Recordemos que zn = un(· + xn) e, por compacidade, zn → z em L2

loc(RN). Observe que
z ̸= 0, pois usando a de�nição de ηR e (3.0.16), obtemos:

0 < δ < lim inf
n→+∞

∫
RN

|vn|p+1 dx ≤ lim
n→+∞

∫
B0(2R)

|zn|p+1 dx =

∫
B0(2R)

|z|p+1 dx.

Agora, dado ϵ > 0 e n su�cientemente grande, por (3.0.31):(∫
RN

|wn|2 dx
) 1

2

≤ ||w2
n||H1(RN )≤ ||wn||H1(RN )+||w2

n||L2(RN )≤ Cϵ
p−1

2(N+p+1) . (3.0.32)

Além disso, como ηR ∈ [0, 1], temos:(∫
RN

(|un|+|vn|)2 dx
) 1

2

=

(∫
RN

(|un|+|ηR(|x− xn|)un|)2 dx
) 1

2

≤
(∫

RN

(|un|+|un|)2
) 1

2

=

(∫
RN

4|u2n|
) 1

2

≤ 2||u2n||L2(RN )

= C1. (3.0.33)

Juntando (3.0.32), (3.0.33) e usando a desigualdade de Hölder (2.1.2), teremos:∫
RN

|u2n − v2n| dx =

∫
RN

|un + vn||un − vn| dx

=

∫
RN

|wn||un + vn| dx

≤
∫
RN

|wn|(|un|+|vn|) dx

≤
(∫

RN

|wn|2dx
) 1

2
(∫

RN

(|un|+|vn|)2 dx
) 1

2

≤ Cϵ
p−1

2(N+p+1)C1

= Cϵ
p−1

2(N+p+1) . (3.0.34)

Em particular, isso signi�ca que∫
RN

u2n dx ≤
∫
RN

v2n dx+ Cϵ
p−1

2(N+p+1) . (3.0.35)
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Por outro lado, ∫
RN

v2n dx ≤
∫
B0(2R)

z2n dx→
∫
B0(2R)

z2 dx ≤
∫
RN

z2 dx. (3.0.36)

Utilizando as duas estimativas (3.0.35) e (3.0.36), e passando o lim inf, obtemos

lim inf
n→+∞

∫
RN

z2n dx = lim inf
n→+∞

∫
RN

u2n dx

≤
∫
RN

v2n dx+ Cϵ
p−1

2(N+p+1)

≤
∫
RN

z2 dx+ Cϵ
p−1

2(N+p+1) .

Como ϵ é arbritrário, zn → z em L2(RN) e, pela Desigualdade de interpolação (2.1.4),
zn → z em Lq(RN),
∀q ∈ [2, 22∗).
Temos dois casos a considerar:
Caso 1: xn é limitada. Neste caso, a menos de subsequência, xn → x0. Assim, un ⇀ u em
H1(RN), u2n ⇀ u2 em D1,2(RN) e un → u em Lq(RN), ∀q ∈ [2, 22∗), onde u = z(· − x0).
Dessa forma:

m = lim
n→+∞

I(un)

≥ lim inf
n→+∞

I((un)t)

≥ lim inf
n→∞

tN

2

∫
RN

|∇un|2 dx+ lim inf
n→∞

tN+2

2

∫
RN

V (tx)u2n dx+ lim inf
n→∞

tN+2

2

∫
RN

u2n|∇un|2 dx

− lim sup
n→∞

tN+p+1

p+ 1

∫
RN

|un|p+1 dx

≥ I(ut), ∀t > 0.

Por outro lado:

m ≤ I(utu) = fu(t
u) = max

t>0
fu(t) = max

t>0
I(ut) ≤ m.

Portanto I(utu) = maxt>0 I(ut) = m, un → u e u2n → u2. Em particular, utu ∈ M é um
minimizante de I|M .
Caso 2: xn não é limitada. Neste caso, usando a condição (V1), a mudança de variável
y = x− xn e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue 2.1.5, resulta:

lim
n→+∞

∫
RN

V (t(y + xn))u
2
n(y + xn) dy = lim

n→+∞

∫
RN

V (t(x+ xn))z
2
n(y) dy

= V∞

∫
RN

z2(y) dy

≥
∫
RN

V (ty)z2(y) dy

= lim
n→+∞

∫
RN

V (ty)z2n(y) dy, ∀t > 0.

Logo:
m = lim

n→+∞
I(un) ≥ lim inf

n→+∞
I((un)t) ≥ lim inf

n→+∞
I((zn)t) ≥ I(zt), ∀t > 0.
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Analogamente:

m ≤ I(ztz) = fz(t
z) = max

t>0
fz(t) = max

t>0
I(zt) ≤ m.

Então, obtemos ztz ∈M é um minimizante de I|M . □

Demonstração. (do Teorema 3.0.3)
Seja u ∈M um minimizante de I|M . Sabemos, do Lema 3.0.2 que

I(u) = inf
v∈X;v ̸=0

max
t>0

I(vt) = m.

Logo, é su�ciente mostrar que u satisfaz a forma fraca de (3.0.4). Suponha por contradição
que u não seja uma solução fraca de (3.0.4). Então, existe ψ ∈ C∞

c (RN) tal que∫
RN

(1 + u2)∇u∇ψ + u|∇u|2ψ + V (x)uψ − |u|p−1uψ dx = L ̸= 0. (3.0.37)

De�na ϕ := tψ, t ∈ R. Assim, multiplicando ambos os membros de (3.0.37) por t, temos:∫
RN

t(1 + u2)∇u∇ψ + tu|∇u|2ψ + tV (x)uψ − t|u|p−1uψ dx = tL.

Isso implica que∫
RN

(1 + u2)∇u∇ϕ+ u|∇u|2ϕ+ V (x)uϕ− |u|p−1uϕ dx = tL.

Escolha t̄ ∈ R tal que t̄L < −1 e de�na ϕ := t̄ψ. Desta forma, existe ϕ ∈ C∞
c (RN) tal que

⟨I ′(u), ϕ⟩ =
∫
RN

(1 + u2)∇u∇ϕ+ u|∇u|2ϕ+ V (x)uϕ− |u|p−1uϕ dx < −1. (3.0.38)

Agora, será conveniente escrever a expressão acima da seguinte forma:

⟨I ′(u), ϕ⟩ =
∫
RN

∇u∇ϕ+ V (x)uϕ+
1

2
∇(u2)∇(uϕ)− |u|p−1uϕ dx < −1.

Note que a função u 7→ ⟨I(u), ϕ⟩ =
∫
RN ∇u∇ϕ+ V (x)uϕ+ 1

2
∇(u2)∇(uϕ)− |u|p−1uϕ dx é

contínua em (X, dX). De fato, seja (un) ⊂ X tal que un → u em X. Então, por de�nição:

dX(un, u) = ∥un − u∥H1(RN )+∥∇u2n −∇u2∥L2(RN )→ 0.

Logo:
∥un − u∥L2(RN )→ 0

e
∥∇un −∇u∥L2(RN )→ 0. (3.0.39)

Assim, por (3.0.39) e pela continuidade do produto interno, segue-se que:

⟨∇un,∇ϕ⟩ → ⟨∇u,∇ϕ⟩ ⇒
∫
RN

∇un∇ϕ dx→
∫
RN

∇u∇ϕ dx. (3.0.40)

De maneira análoga,

⟨V (x)ϕ, un⟩ → ⟨V (x)ϕ, u⟩ ⇒
∫
RN

V (x)unϕ dx→
∫
RN

V (x)uϕ dx. (3.0.41)
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Mais ainda, como
∇(u2n) → ∇(u2) em L2(RN)

e
un → u em H1(RN),

segue que: ∫
RN

∇(u2n)∇(unϕ) dx→
∫
RN

∇(u2)∇(uϕ) dx,

o que implica:
1

2

∫
RN

∇(u2n)∇(unϕ) →
1

2

∫
RN

∇(u2)∇(uϕ). (3.0.42)

Ademais, pelas imersões compactas de Sobolev, temos:∫
RN

|un|p−1unϕ dx→
∫
RN

|u|p−1uϕ dx. (3.0.43)

Portanto, por (3.0.40),(3.0.41),(3.0.42) e (3.0.43):

⟨I ′(un), ϕ⟩ =
∫
RN

∇un∇ϕ dx+
∫
RN

V (x)unϕ dx+
1

2

∫
RN

∇(u2n)∇(unϕ) dx−
∫
RN

|un|p−1unϕ dx

→
∫
RN

∇u∇ϕ dx+
∫
RN

V (x)uϕ dx+
1

2

∫
RN

∇(u2)∇(uϕ) dx−
∫
RN

|u|p−1uϕ dx

= ⟨I ′(u), ϕ⟩.

Além disso,
lim

(t,σ)→(1,0)
ut + σϕ = u1 + 0.ϕ = u, (3.0.44)

pois (t, σ) 7→ ut+σϕ é contínua de (0,+∞)×R em (X, dX). Por (3.0.38), (3.0.44) e pelo
teorema da conservação do sinal, como −1 < −1

2
, existe ϵ > 0 tal que

⟨I ′(ut + σϕ), ϕ⟩ ≤ −1

2
,∀|t− 1|, |σ|≤ ϵ. (3.0.45)

Agora de�na a função corte η : R → R tal que

η(t) =

{
1, |t− 1|≤ ϵ

2

0, |t− 1|> ϵ

e perturbe a curva ut, de�nindo

γ(t) =

{
ut, |t− 1|≥ ϵ

ut + ϵη(t)ϕ, |t− 1|< ϵ
.

Note que γ(t) é contínua em (X, dX), pois η(t) é contínua em t. Além disso, eventualmente
escolhendo um ϵ pequeno o su�ciente, a�rmamos que dX(γ(t), 0) > 0, ∀t ∈ R+, |t− 1|< ϵ.
Com efeito, observe que, em particular, γ(t) é contínua em t = 1. Mais ainda:

γ(1) = u1 + ϵη(1)ϕ = u+ ϵϕ.

Seja ϵ > 0 su�cientemente pequeno de modo que u+ ϵϕ ̸= 0. Como δ 7→ u+δϕ é contínua
em (X, dX), o resultado segue pelo Teorema da Conservação do Sinal.
A�rmação:

sup
t≥0

I(γ(t)) < m.
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De fato, se |t−1|< ϵ, de�nindo a função g : [0, ϵ] → R de modo que g(σ) := I(ut+ση(t)ϕ)
e usando o Teorema do Valor Médio para g, existe σ̄ ∈ (0, ϵ) tal que

g′(σ̄) =
g(ϵ)− g(0)

ϵ− 0
.

De (3.0.45) e da de�nição de η, temos:

I(ut + ϵη(t)ϕ)− I(ut) = ϵ⟨I ′(ut + σ̄η(t)ϕ), η(t)ϕ⟩
= ϵ⟨I ′(ut + σ̄ϕ), ϕ⟩

≤ − ϵ

2
.

Assim

I(γ(t)) = I(ut + ϵη(t)ϕ) ≤ I(ut)−
ϵ

2

≤ I(u)− ϵ

2

= m− ϵ

2
< m.

Logo,
I(γ(t)) < m. (3.0.46)

Assim, como [1− ϵ, 1 + ϵ] é compacto:

sup
t∈[1−ϵ,1+ϵ]

I(γ(t)) < m. (3.0.47)

Por outro lado, se |t− 1|≥ ϵ, então:

t ∈ [0, 1− ϵ) ∪ (1 + ϵ,+∞) ⇒ I(γ(t)) < m− ϵ

2
< m.

Como I(γ(t)) = I(ut), ∀t ∈ [0, 1 − ϵ) ∪ (1 + ϵ,+∞) e limt→+∞ I(ut) = −∞, então existe
t̄ > 0 tal que I(ut) < 0, ∀t > t̄. Logo:

sup
[0,1−ϵ)∪(1+ϵ,+∞)

I(γ(t)) = sup
[0,1−ϵ)∪(1+ϵ,t̄]

I(γ(t))

≤ sup
[0,1−ϵ]∪[1+ϵ,t̄]

I(γ(t))

< m− ϵ

2
< m. (3.0.48)

Assim, por (3.0.47) e (3.0.48),
sup
t≥0

I(γ(t)) < m.

Agora note que, J(γ(1−ϵ)) = J(u1−ϵ) > 0, pois 1−ϵ < 1. Analogamente, como 1+ϵ > 1,
segue-se que J(γ(1 + ϵ)) = J(u1+ϵ) < 0. Pela continuidade da função t 7→ J(γ(t)) e
pelo Teorema do Valor Intermediário, existe t0 ∈ (1 − ϵ, 1 + ϵ) tal que J(γ(t0)) = 0.
Considerando γ(t0) = ut0 + ϵη(t0)ϕ ∈ M , segue que I(γ(t0)) < m, o que resulta numa
contradição, tendo em vista a de�nição de supremo. Portanto, u é uma solução fraca
para (3.0.1). Mais ainda, se u ∈ M é um minimizante de I|M , então |u| também é um
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minimizante de I|M . Dessa forma, podemos supor sem perda de generalidade que u ≥ 0.
A�rmação:

u > 0 em RN .

De fato, suponha que exista x0 ∈ RN , tal que u(x0) = 0. Provemos então que

−∆u+ V (x)u ≥ 0, em Br(x0), para todo r > 0. (3.0.49)

De fato, dado x ∈ RN e u ∈ C2(RN), temos:

−∆u+ V (x)u− 1

2
u∆(u2) = |u|p−1u. (3.0.50)

Note que:
∆(u2) := div(∇(u2)) = div(2u∇u) = 2|∇u|2+2u∆u

o que implica

− 1

2
∆(u2) = −u|∇u|2−u2∆u. (3.0.51)

Substituindo (3.0.51) em (3.0.50), resulta:

−(1 + u2)∆u+ V (x)u = u|∇u|2+u2 + |u|p−1u ≥ 0, ∀x ∈ RN ,

ou seja

−∆u+
V (x)u

1 + u2
≥ 0,∀x ∈ RN .

Portanto:

−∆u+ V (x)u ≥ −∆u+
V (x)u

1 + u2
≥ 0,∀x ∈ RN .

Em particular, vale (3.0.49). Além disso, como u ≥ 0 em Br(x0), segue-se que x0 é
um ponto de mínimo de u, interior a Br(x0). Pelo Princípio do Máximo Forte (cf. [7,
p. 333]), u é constante em Br(x0). Como r > 0 é arbitrário, segue que u ≡ 0, o que é
uma contradição, pois u ∈M e 0 /∈ M. Portanto u > 0 em RN .
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