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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia de solugdao para a equacao de Schrédinger
quasilinear da forma

—Au+ V(x)u — %’LLA(UQ) = ulP~tu

em RY onde N >3 ep € (1, 3]{,Vf22). Usaremos o método de minimizacao na chamada
Variedade de Nehari-Pohozaev, a qual é adequada para tratar de problemas com nao-
linearidades que sao sub-lineares com respeito a um termo de maior ordem da parte prin-
cipal do funcional energia. A falta de compacidade é contornada considerando condigoes
adequadas sobre o potencial V' e usando o Principio de Concentracao de Compacidade de

Liomns.

Palavras-chave: Método Variacional; Variedade de Nehari-Pohozaev; Equacao de Schro-
dinger quasilinear.






Abstract

In this work, we study the existence of solutions for the quasilinear Schrédinger equa-
tion of the form

1
—Au+V(x)u — §uA(u2) = [ulP~tu

in RY, where N > 3 and p € (1,342). We will use the minimization method on the
so-called Nehari-Pohozaev manifold, which is suitable for treating problems with nonli-
nearities that are sublinear with respect to a higher-order term of the main part of the
energy functional. The lack of compactness is overcome by considering suitable conditions

on the potential V' and using Lions’ Concentration-Compactness Principle.

Keywords: Variational Methods; Nehari-Pohozaev Manifold; quasilinear Schrédinger Equa-
tion.
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CAPITULO

1

Introducao

As Equacgoes Diferenciais Parciais tem despertado grande interesse por parte dos pes-
quisadores nas ultimas décadas, como ferramentas fundamentais para solucionar pro-
blemas nas diversas areas do conhecimento. Na Fisica-matematica, por exemplo, tais
equacoes desempenham um papel fundamental no estudo de ondas estacionarias, filmes
superfluidos e na teoria de plasmas (ver, por exemplo, |3, 10, [I1]).

Uma classe de problemas quasilineares de Schrodinger de grande relevancia foi estu-
dada por Colin, Jeanjean e Squassina em [6]. Neste sentido, os autores investigaram o
seguinte problema de evolucao:

{%t + A6 + 0A(0) + ¢ =0, em  (0,00) x RY; (1.0.1)

$(0,x) = ag(x), em RV,

A principal dificuldade no problema (1.0.1)) esta no termo quasilinear ¢A(|4|?), o que
impede a aplicacao direta das técnicas usuais para o problema de Cauchy no espaco de
energia natural definido por:

Xc = {u c H'RY,C): / [ul?|V |u||*< —I—oo} .
RN

Com efeito, a ndo-linearidade nao satisfaz a condigao 1 — 40¢'?(a) > Cyl'*(0), para todo
o € Ry, com Cp > 0, nao sendo possivel, portanto, aplicar o resultado de Colin. Para
contornar esse problema, é necessario introduzir transformadas de gauge, que atuam como
varidveis de estado, viabilizando as estimativas de energia necessarias para a demonstragao
do problema de Cauchy. Por ondas estacionarias, entendemos solu¢oes da forma ¢, (t, z) =
ug,(r)e” ™t Aqui, w é um parametro fixo e ¢, (¢, x) satisfaz o problema se, e somente
se, u,, € solucao da equacao

—Au — uA(|u)?) + wu = [uP'u, em RY.

Posteriormente, no trabalho [13|, Liu et al. provaram a existéncia de solugoes de
energia minima (ground states) para o problema quasilinear:

1
— Au+V(z)u— §uA(u2) = |ulftu, zeRY, (1.0.2)

onde4§p+1<%.

13
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Mais especificamente, os autores obtiveram solucao minimizando o funcional energia
associado, dado por

1 1 1
I(u) = B /RN(l +u2)|Vu‘2 dr + 3 /RN V(x>u2 dor — e RN‘u|p+1 de.

sobre o conjunto

S = {u e X\{0} : /RN[(l + 2u?)|Vu*+V (z)u® — ]u\p“]dx} ,

onde X é o espaco de funcoes adequado para a definicao de I e V satisfaz condigoes
adequadas.

No entanto, essa abordagem direta com essa variedade s6 é capaz de fornecer as esti-
mativas necessarias sob a forte restricao de que o expoente da nao-linearidade satisfaca
p > 3.

Em [I6], o qual constitui a referéncia central para esse trabalho, Ruiz e Siciliano
estudam a seguinte equagao de Schrédinger quasilinear parabdlica:

60— Mg+ W (2o~ sAg(10P)g ()0 = f(x.6), +€BY,  (103)

onde N >3, ¢: R xRY — Ce f éum termo nio-linear. Nesse trabalho, os autores se
restringem ao caso em que g(¢) = ¢ e a uma nao-linearidade dada por f(z,¢) = |¢|P~1¢.
A fim de estudar as ondas estacionarias associadas a este problema, foi empregada a
mudanca de variavel ¢(t, ) = e “'u(x). Dessa forma, a equagao de evolugao se
reduz a equagao eliptica quasilinear (1.0.2) com potencial V' (z) = W(z) + w.

Mais especificamente, no trabalho [16], foi provado o seguinte resultado:

Teorema 1.0.1. Suponha que p € (1,342) ¢ V € CY(RY) satisfaz
e 0<Vp<V(x)< lim 4400 V(z) = Ve < 4o00;

o A funcio x — x.VV(x) € L=(RY);

5 N42 1 L
o A fungio s — sNw 1V (sNtrtig) € concava para todo x € RY.

Entao, existe w € X uma solugao positiva de (1.0.2). Mais ainda, u é uma solu¢io do
tipo ground state (ou de estado fundamental), isto €, a energia € minima com respeito ao
congunto das demais solugoes nao-triviais de (1.0.2)).

Para a demonstracao desse resultado, serao aplicados métodos variacionais baseados
na anélise do funcional energia I : X — R associado ao problema (1.0.2)), o qual é definido
por

1 1 1 1
I(u) == 2dr 4 = 2d = 2 2d ——/ rtlq
(u) 2/RN]VU| x+2/RNV(x)u x+2/RNu |Vul|* dx o RN|u| x

X = {u c H'RY): / u?|Vul? dz < —i—oo}.
RN

As principais dificuldades técnicas do problema decorrem da perda de compacidade, de-
vido ao domfnio RY ser ilimitado, e da presenca do termo quasilinear uA(u?). Vale
ressaltar que o funcional I esta definido em X, um espago que nao possui a estrutura de
um espaco vetorial sob as operacdes usuais e, além disso, o termo [y u*|Vu|® dz nio é
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convexo. Desta forma, nao podemos aplicar diretamente as técnicas minimax classicas
para I. No entanto, X é um espago métrico completo, condicao suficiente para que pos-
samos trabalhar com convergéncia de sequéncias e, assim, aplicar métodos variacionais
alternativos.

E interessante notar que, no caso em que p € (1,3), ndo & possivel utilizar a abordagem
baseada na minimizacao sobre a variedade de Nehari. Com efeito, neste caso, o funcional
seria coercivo sobre fibras radiais do tipo t — tu. Por esse motivo, em [16], foi definida
uma variedade que incorpora caracteristicas da variedade de Nehari e da variedade de
Pohozaev, dada a partir da anélise do funcional sobre fibras do tipo ¢ +— u(;). Isso motiva
a definicao da variedade

N N +2
5/ |Vul® dz + T+/ (V(z)u? + |Vul*u?) dx
M = Ry RY
ue XA 2 N+p+1 +1
+- | (VV(z) -2)u*de — ———— [ |uff""dx=0
2 ]RN p+ ]. RN

Diferente do cenario classico, em que se restringe o funcional a funcoes radialmente si-
métricas (onde a imersdo H! ,(RY) — LI(RY) ¢ compacta para 2 < ¢ < 2*), a falta de
simetria do problema exige uma abordagem mais refinada para recuperar a compacidade
perdida. Para isso, aplica-se o Principio de Concentracao-Compacidade de Lions, o qual
garante que a massa da sequéncia minimizante nao escape para o infinito.

Neste trabalho, propomos um estudo aprofundado dos resultados de Ruiz e Siciliano
[16], onde todos os detalhes serao apresentados. Diante deste contexto, este trabalho
estd organizado como segue. No Capitulo 2, apresentamos as definicoes preliminares e
os resultados classicos de Andlise Funcional e Espacos de Sobolev fundamentais para o
desenvolvimento do texto. Ja o Capitulo 3 é dedicado ao estudo detalhado do artigo

principal que o fundamenta.






CAPITULO

2

Preliminares

Neste capitulo, iremos apresentar alguns resultados preliminares que serao utilizados
durante todo o texto. Inicialmente, falaremos sobre os espacos LP e, em seguida, sobre
espacos de Sobolev.

2.1 Espacos L?

Definicao 2.1.1. Seja Q) um conjunto mensurdvel, p € R com 1 < p < 4+00. O espago
de Lebesgue LP(Q)) € o espaco das classes de equivaléncias das funcoes f que satisfazem:

o f =g quase sempre em (), isto €, existe um conjunto de medida nula A C § tal

que f(z) = g(x), Vo ¢ A.

Este espacgo é definido por:

7(Q) = {f:QﬁR:/\f]”dx<+oo}.
Q

A norma em LP(Q) é dada por

| fll o (0= (/Q|f|pd:c)p.

Em particular, para p = +o00, definimos o espago LP(S) como sendo

L®(Q)={f: Q=R | fémensurqvel 3C : |f(z)|< C,q.t.p. em Q}
onde a norma de L*°(Q) € dada por
| fl|zoe (@)= Inf{C : |f(2)|< C, q.t.p em Q}.

Dizemos ainda que p e q sao expoentes conjugados se %#—% = 1. Em particular, se p =1,
entao convencionamos q = +oo.

Teorema 2.1.1. (Desigualdade de Young) Sejam p,q > 1 com 1—1) + % = 1. Entao

ab b
ab < — + —,Ya,b > 0. (2.1.1)
p q

17
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Demonstragao. Dados a,b > 0, e p e q expoentes conjugados, temos:

ab = elos(ab) — log(a)+log(b)

P, log(a)+q7 log(b)

= e P
—er log(ap)+% log(b?)
< Lptostan) | 1 o)
P q
al b
p o q

Os préoximos resultados sao fundamentais para o estudo a seguir.

Teorema 2.1.2. (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p,q < 400 tais que % + % =1. Se

feLP(Q) ege LIN), entio fg e L1 (Q) e

1F gl @< I fllzr@)-lgllzoce)-

(2.1.2)

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que || f||Lr)7 0 # |9l e -
Considerando a = LW ¢ p .= 19O o ysando o Desigualdade de Young ([2.1.1)),

IfllLe () llgllLa(o)
temos:

@)\ lg()
sl o (o), (s

)

1o 19l Lac) p q
Isso implica em

q

|ﬂ@!|ﬂ@|< M@y 1 gt
) 191100

i

Integrando em ambos os membros sobre §2, temos

£l zr @) llgllace)

oo o @) < prHle (L) + Tl (ot ar)

pufnL ol Ty M ler@)

1 1
=4
p q

<1
Portanto:

1 fgllzr @< 1fllzr) 9]l L)

Teorema 2.1.3. (Desigualdade de Hélder generalizada) Se fi, - -

para 1 <1<k e
1 1 1
—=— 4.+ — <1,
P D Pk

entdo o produto f = Hle fi pertence a LP(2) e
Ao < 1 fillzer- - | fill o

1
q||g||Lq(Q)

9l Lae)

]
-, fr satisfaz f; € LPi()),

(2.1.3)

Em particular, se f € LP(Q) N LI(Q) com 1 < p < q < +oo, entdo f € L"(Q) para todo

p <r < q ewale a sequinte formula de interpolacao:

1 a 11—«
IUMKHNMWqum;=;+

0<a<l. (2.1.4)
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Demonstracao. Ver [7], p. 707. .

Teorema 2.1.4. (Lema de Fatou) Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes em L'(Q)) satisfa-
zendo

1. fo(x) > 0,Yn €N, ¢.t.p. em Q;
2. sup,, fQ frndr < +00.

Para quase todo x € 2, considere f(z) :=liminf, . fn(z) < +o00. Entio f € L'(Q) e

/fdxgliminf/fndx. (2.1.5)
Q Q

n——+0oo
Demonstracao. Ver [9], pg. 52. O

Teorema 2.1.5. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma se-
quéncia de fungoes em L'(Q) satisfazendo

1. fo(x) = f(x), q.t.p. em §;
2. 3g € LY(Q) : | fu(2)|< g(x),Vn € N, q.t.p. em Q.

Entio f € L'(Q) e
[ fn — fllzr@— 0 quando n — 4oc.

Demonstracao. Note que (g+f,) € uma sequéncia de fungoes nao negativas e integravess.
Pelo Lema de Fatou (2.1.5))

/liminf(g + fu)dp < liminf/(g + fn)dp,
n—oo n—oo

/gdu—l—/fd,ug /gd,u—i—liminf/fnd,u.
n—oo

Como [ gdp € finito, temos

e entao

/fd,u Sliminf/fnd,u.
n—oo

Por outro lado, (g — f,) € também uma sequéncia de funcoes nao negativas integravess.
Pelo Lema de Fatou (2.1.5))

[ mint(y — fu)du < timint [ (g~ £.)dn
n—oo

n—0o0

donde
/gdu—/fdu < /gdu—limsup/fndu.
n—o0
Assim,
limsup/fndu < /fd,u < liminf/fnd,u
00 n—00
0 que prova o resultado. 0

Lema 2.1.1. (Lema de Tietze) Seja X C RN um subconjunto fechado e f: X — R uma
fungdo continua e limitada. Entao, existe F : RY — R continua tal que F|x= f.
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Vamos apresentar a Derivada de Gateaux, uma ferramenta importante no que segue.

Defini¢ao 2.1.2. (Derivada de Gditeauz) Seja X um espago de Banach, U C X um
conjunto aberto e I : U — R um funcional. Dizemos que I é Gdteauxr diferencidvel
emu € U se existe A € X' tal que, para todo v € X,
I tv) — 1
fim Z0E ) = 100 (2.1.6)

t—0 t

Se I é Gateauz diferencidvel em u, existe um unico funcional linear A satisfazendo (2.1.6]).
Neste caso, dizemos que 1 é Gdteauz-diferenciavel em u e denotamos por (I'(u),v).

Definigao 2.1.3. (Notacdo de Landau - Big-O e Little-O) Sejam f,g - RN — R e
a € RY U{doo}. Dizemos que:

(1) f(z) =O(g(x)) quando x — a se existem C > 0 e uma vizinhan¢a V de a tais que:

[f(z)|< Clg(z)], VzeV.

(i1) f(x)=o0(g(x)) quando x — a se:
f (=)

lim —% = 0.
z—a (1)

2.2 Espacos de Sobolev

Comecaremos falando sobre os espagos de Sobolev que sao os espacos adequados para o
problema. Para isso, precisamos lembrar antes da no¢ao de funcgoes localmente integréveis
e de derivada fraca.

2.2.1 Derivada fraca

Definigao 2.2.1. Seja Q um aberto. Dizemos que u € L}, (Q) se u € L'(K) , para todo
compacto K C Q.

Agora, vamos definir o que ¢ a derivada fraca.

1
loc

Definicao 2.2.2. Seja Q2 um aberto. Dizemos que u € L

0
B L@ [updo = [ gode e Cx@)
Q X Q

(Q) possui derivada fraca se

Observacao: Quando uma funcao u admitir derivada fraca com respeito a x;, vamos
denotéa-la sem perda de generalidade por %.
Zq

2.2.2 O espago W"?(Q)

Os espacos de Sobolev sao os mais adequados para tratar problemas envolvendo EDPs
elipticas, pois as solugoes podem nao possuir derivadas no sentido classico. Primeiramente,
definiremos os espagos W#?(Q) e, em seguida, particularizaremos para os espacos de
interesse.
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Definigao 2.2.3. Seja 0 um aberto, 1 <p < oo ek € N. O espago de Sobolev W*P((Q)
€ definido por

WHEP(Q) .= {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) para todo multi-indice o com |a|< k}

onde D% € a deriwada distribucional de u, associada ao multi-indice a. Lembramos que
para o = (aq,- -+, ay), definimos

olely

D% = ————F—~<
o1 an
al’l "'aill'N

com |al:=ay + -+ + ayn. Este espago € munido da norma

,
ullwer@= | Y /IDO‘UIP dr | paral <p<+4oo .
Q

0<|ar|<m

Para k = 1, obtemos um espago particularmente importante, denotado por WP((),
que sera abordado na sequéncia.

Definigao 2.2.4. Seja Q um aberto e 1 < p < +o00. O espaco WHP(Q) é definido por
WP(Q) :={u e LP(Q) : Vu € LP(Q)}

onde novamente cada derivada parcial é vista no sentido fraco. O espago W'P(Q) é
equipado com a norma

lulbweser= ([ (Fup+1a) o)
Q
Definigao 2.2.5. O espago de Sobolev H' () é definido por

HY(Q) := {v € L*(Q) : g—” € L*(Q),Vi = 1,---,N} :
Xy

O Espagco H'(Q) serd munido com o produto escalar

€ a norma CO’I’T’GSpOTLdGTLt@

V]| 1 ge):= {/Q (|v|2—|—|Vv|2) dx}
Quando p = 2, usamos a notacao
HY(Q) = W'(Q)

para enfatizar que sao espacgos de Hilbert.
A seguir, vamos definir alguns espacos importantes para o nosso estudo.

Definicao 2.2.6. Denotemos D(§2) := C(§2). Definimos
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Os elementos de H} () sao fungoes de H'() que se anulam em 90 no sentido do
traco.
Exemplo: Consideremos o caso N =1 onde Q =] — 1, 1] e v(x) = |z|. Claramente,
v nao é diferenciavel em x = 0 no sentido classico. Vamos calcular a derivada distribuci-
onal de v. Dada uma funcao teste ¢ € D({2), por integracao por partes, temos

/_1 ()¢ (z)dx = /0(_x)¢’(1;)d13 + /1 xd (x)da

1 -1
/0
—1

__ / ' sgn()bla)dz

1

¢(z)dr — /01 o(z)dz

onde

(z) -1, -1<z<0
sgn(x) = .
g 1, O<z <1

Entdo, v'(z) = sgn(x) € L®(Q) e v pertence a WH>*(—1,1) e portanto a Wr(—1,1),
para todo 1 < p < +00, onde por v' denotamos a derivada fraca de v.

A partir de agora, nosso conjunto universo sera o R ou um subconjunto deste, buscando
particularizar nossos resultados para os espacos de interesse. Vamos definir o conceito de
convolu¢ao no espago W1r.

Definigao 2.2.7. Seja u € WYP(RY) com 1 < p < +o00 e p € CX(RN). A convolugio
uxp:RY = R é definida por:

wep@)i= [ u)pe—gydy = [ ate—y)plo)dy 2.2.1)
RN RN
Lema 2.2.1. (Diferenciacio nos Espagos de Sobolev) Seja u € WHP(RY) e M € C2(RY)
uma funcio. Defina v = M -u. Entdo, v € WHP(RY) e, para cadai=1,..., N, vale:
Ov ou OM

=M . 2.2.2

Demonstracao. Ver [5], p. 159. O

Teorema 2.2.1. Seja Q C RY um aberto. Para qualquer inteiro nao negativo k e qualquer
niimero real p com 1 < p < +oo, WEP(Q) é um espaco de Banach. Quando p = 2,
WHk2(Q) = H*(Q) ¢ um espago de Hilbert.

Demonstragao. Seja (v,)nen uma sequéncia de Cauchy em WH5P(Q). Para qualquer
multi-indice o = (aq, -+, an) com |a|< m temos

HDaUn - DaUmHLP(Q)S an - U’m||VV’€vP(Q)_> +OO;

sem,n — +00. Logo, a sequéncia (D, )nen € de Cauchy em LP(Q)), o qual é um espago
de Banach [ver [4)]]. Como LP(2) é completo, para cada o, com |a|< k, eziste v, € LP(Q)
tal que

D%, — v, em LP(Q).

Em particular, para a = 0, eziste u := vy € LP(Q) tal que

u, — u em LP(Q).
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Resta provar que v, = D%u no sentido das distribuicoes. Seja o um multi-indice com
la|< k e seja p € C2(Q). Como u,, € WHP(Q), temos por definicio:

/Do‘ungodx: (—1)“|/unDag0d3:.
Q Q

Passando ao limite, temos, pela desigualdade de Hélder (2.1.2), com expoentes conjugados
pegq:

/(Daun — Vo) dx
Q

< /!(Daun—va)||90| dx = [[(D%un—=va )| L1 @) < | D*tn—vall Lo 1ol Loy = 0.
Q
Analogamente:

/(un —u)D%dx
0

< Jun = ullzri@ |1 D% ¢l La@) = 0.

Portanto,
/vagodx:(—l)o‘|/uD°‘g0d:r.
Q Q

D% e LP(Q2)  para todo |o|< k,

Logo, pela definicao

e, portanto,
u € WHP(Q).

Além disso, como D%u,, — D*u em LP(QY) para todo |a|< k, seque que
|tn — ul|wrp)— 0.

Assim, toda sequéncia de Cauchy em WHP(Q) converge em W*P(Q), e, consequentemente,
WHkP(Q) é completo. O

Teorema 2.2.2. Para todo 1 < p < 400 e m € N, D(RN) ¢ um subespaco denso de
Whp(RY),

-

Demonstracao. Faremos a demonstracao para m = 1, isto é, provemos que D(RN) é
denso em WIP(RN) 1 < p < 4oo. Podemos realizar um processo de dois passos por
aproximacao, a saber:

(a) Truncamento do dominio (RY): Denotando a bola aberta de centro em xq e raio r por
B, (R), defina a funcio M : RY — R tal que 0 < M <1 e

M(z) = {(1) ve BO(? .

Entio M € D(RY). Tal fungio eziste pelo Lema de Tietze[2.1.1, Para todo n € N¥,
definamos também M, (£) = M(%). Entdo, M, € D(RV) para todo & € RY. Além disso:

n——+oo n—-+oo n

lim M,(¢) = lim M (ﬁ) = M(0) = 1.

Agora, para todo v € WHP(RY), definamos
vn(z) = Mp(x)v(x). Note que v, tem suporte compacto, pois

suppv, C suppM, C nsuppM .
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Verifiquemos que v,, € WHP(RY). De fato

/ |vn|pd:c:/ M, - vPde < ||M||’;o/ lofPdz < +oc.
RN RN RN

Aplicando a diferenciagdo em Espagos de Sobolev (2.2.2)), teremos

ov, ov O0M,
oz, ~ Mo T o

V.

Como M, %‘l\fj € D(RV), temos g”” € LP(RY).

Mostremos que a sequéncia (v,) converge em norma para v em WIP(RN). Temos:
(v — vlPde = / 11— M, [P[v]rda.
RN RN

Note que
1. |1 — M,[P|v|P— O pontualmente;
2. |1 = M,|P|v|P< (1 + || M|]oo)P|v|P, ¥n € N.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue concluimos que v, — v em

LP(RYN). Analogamente,
Mn@ N v
8% €X;

em LP(RY).

Para mostrar ‘3”" — ”_ em LP(RY), € suficiente mostrar que
l

oM,v

0.
833'1'
Com efeito, temos
OM,,(z)v(x) 1 OM (z)v(x) (g) ()|
ox; n ox; n
1||oM
<1 (@),
n || 0% || (RV)
e portanto, integrando em LP(RYN), temos:
oM,v oM
vl 7, .

(b) Regularizacdo. O sequndo passo consiste em provar que qualquer u € WYP(RY) com
suporte compacto pode ser aprozimado em WYP(RN) por uma sequéncia (u,) de elementos
de D(RN). Para este fim, usamos a regulariza¢ao pelo método da convolugao. Introdu-
zimos p € D(RVN), p > 0 com supp(p) C By(1) e [pv p(x)dz = 1 e defina para cada

n € N*
N

pn(x) :=n" p(n)
satisfazendo
1. p, € D(RN),pn > 0;

2. supp(p,) C B(0,1);
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3. Jon pulx)dr = 1.

Para este passo, convém voltar & defini¢ao . Dado v € WYP(RY) definamos para
todo n € N u, := u* p,. Vamos verificar que para cada n € N, u,, € D(RN). Para 1sso,
vamos provar duas coisas:

® u, tem suporte compacto;
o u, € C(RY).

Primeiramente, considere R > 0 tal que u(x) = 0 para |x|> R. Por constru¢ao, para cada
n € N*, temos p,(z) = 0 para |z|> L.
Verifiquemos que

un(2) = (us po)(@) = 0, Vo[> R+ %

De fato, pela defini¢ao da convolugao (2.2.7)),

(e pa) = [ ule =)y

Analisemos o integrando. Se |y|> <, entio p,(y) =0 e o integrando se anula. Se |y|< L,
entdo, para |x|> R+ %, temos

1 1
|z —y|> |z[-|]y|> R+ - - - =R,
n n

e portanto u(x —y) = 0. Em ambos os casos, o integrando € identicamente nulo, o que
implica u,(x) = 0 para |z|> R+ . Agora, para mostrar u, € C®(RY), precisamos usar
(2.2.7) onde a varidvel x, com a qual queremos derivar, aparece em p,,.

Note que para cadai=1,---,N, x € RV, %(z) existe e
ou,, ou
o) = (e @)
un

Para evitar confusao de notacao, preferimos escrever (x), onde e; € o i-ésimo vetor

Oe;
da base candnica do RY. Para qualquer t # 0, consideremos o quociente

1 nx —1y+te;) — pplx —
il +te) — ()] = [ (2D I,
RN
Claramente

u(y)pn(w —yFic) = ple —y) — u(y)apn (x —y) quando t—0

t de;
’ ( te;) — palz — y)
n xr — + ei - Fn xr —
uly) IS ZLAEZI ) sup 9p0e(2) < M Juty)
zeRN

o qual pertence a LP(RY). Usando o Teorema da Convergéncia Dominada obtemos

@ = [t (52) - iy
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Perceba que para x fixo, a funcao y — (%)(w — y) pode ser escrita como a derivada

parcial de uma fungio de D(RN). Tome &,(y) = —pn(z — 7). Assim

(%) ) = Jig et + 100~ )] = g 2D =) (T

862‘ t—0 —t 667;

(52) @ = [t (52)

Como u € WHP(RY) e pela definicao da derivada no sentido das distribuicoes

Logo

ou ou u
“(z) = — 2(y)dy = w(r —y)d
G == [ Srwe = [ G-y
18t0 €,
ou, _ou
862- N 862- P
Voltando a notacao usual a%y temos
Ou,  Ou §

Como u * p, € LP(RN), logo u * p, — u em LP(RN). Assim:

ou,, R ou

em LP(R™).

Portanto u, — u em WIP(RN). O

Teorema 2.2.3. (Desigualdade de Poincaré) Seja 0 um aberto de RY o qual é limitado
em uma dire¢ao, isto €, existem i € {1,..., N} e constantes a,b € R com a < b tais que:

Qc{reRY a<z <bh

Entao, para todo 1 < p < 400, existe uma constante C, n(§2) tal que

< / |v[”dm) <o n () ( / |Vv]pdm> " Vo e Wir(Q).
Q Q

Demonstracao. Escrevemos z = (2',xy) comx’' := (z1,--+,xn-1). Como D(§2) € denso
em W1P(Q), pelo Teorema consideremos primeiramente v € D(§2). Estenderemos
o resultado por arqumentos de continuidade e densidade. Definamos

B v, em £
U=
0, R¥\Q
Para todo x € RN com a < z; < b, 2’ € RN~!

o(z) =o(2, zny) = v(2,a) + /xN 0v — (2, t)dt.

a 8.1']\7

Como v(2',a) =0
N 0o

a aZL‘N

—(2', t)dt.

(2 zy) =
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Seja agora q € R tal que % + % = 1. Aplicando a desigualdade de Hdlder, obtemos

ov
5(, 23| < (xN—a)é’/ IU (1) "
a al’N
r 81} P
< (rxny—a)¢ x',t)| dt.
<Gy —af [ |56
Primeiro, integramos com respeito a ' € RNt obtendo
P ov
/ (2!, ) Pde’ < (xN—a)Z/ 9 o an.
RN-1 RN 8xN
Agora, integramos com respeito a xy, (a < xy < b) para obter
b—a)ti v
/ () lde < | L= 7 / " o) de.
RN 1 + %J RN ax]\[

Como 8?;; = Vv -n, onde n € a normal unitdria em relacdo a faiza contendo ), teremos
_ N N _ N _
o0V P ov |”
| = nd § Na

Notando que 1 +2 =p

N
Y
/|U(x)|pdx§MNq/ 3
RN p RN 51
ov

Haga vista que v e todas as suas derwadas parciais sao zero fora de € e sio v e 3,
7
respectivamente, em €1, obtemos

( /Q \v(x)|Pda:); < Cyn(© (

Com Cyn(Q) = (b — a) L.
pP

a.’lfi

3:1:2 ) Yv € D(Q)

Como D(Q) € denso em WyP(Q), essa desigualdade pode ser diretamente estendida para
v e WyP(Q). O
2.2.3 Imersoes de Sobolev

Seja € um subconjunto aberto de RY.

Definicao 2.2.8. Sejam A e B espacos de Banach tais que A C B. Dizemos que a
imersao de A em B € continua, se o operador identidade i : A — B € continuo, isto €,

3C >0 [li(uw)|[p< Cllulla; Yu € A.

Se a imersao 1 : A — B € continua, escrevemos A — B. Dizemos que a imersao
é compacta se o operador identidade i leva cada sequéncia limitada (x,) em A a uma
sequéncia que possui uma subsequéncia (x,,) convergente em B. Nesse caso, escrevemos
A —— B.
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Teorema 2.2.4. Seja ) um subconjunto aberto, limitado do RN com fronteira suave e
1 <p<+o00. Entao as sequintes imersoes sao continuas:

i) 1<p<N=WPQ) = LF(Q), com z% = zln - %

i) p=N =W — LI(Q),V1 < q < +o0;
i) p> N = Wh(Q) — C(Q).
Para provar o item (i) deste teorema, vamos usar o seguinte lema, devido a Gagliardo.

Lema 2.2.2. Seja N >2 e gy,...,gv € LYN"Y(RYY). Para cadai=1,...,N, defina:

xT; ‘= (iL'l, ey Li 1, L1y - - ,IN).
Entao, a funcgao g tal que g(z) := g1(Z1) - - gn(Tn) pertence a L*(RY) e vale:
N

9] Lt @v) < H”giHLN*l(RN*l)-
i=1
Demonstracao. A desigualdade é dbvia quando N = 2. Entao, vamos arqgumentar por
mducao, supondo que o resultado foi provado até N e mostremos que ele vale para N + 1.
Consideremos N + 1 funcoes g1, ..., g1 pertencentes a LN (RY) e considere a funcdo g
definida para qualquer ' := (xq,--+,xn41) € RN por

9(z) == g1(Z1) - gn1(Tng1) = [90(F1) - g (TN) 9N (Tvg)-

Fizemos xn11 e apliquemos a desigualdade de Holder (2.1.2)) obtendo

1
’ N/
/N\g(l'ﬂdﬂ?l odry < [gnalloy @y (/N!g1(9731) o gn (@)Y da - -de) (2.2.3)
R R

com N' := 2= Note que as fungoes |g1 (1), -+, |gn (@)Y pertencem a LY ~1(RN=1). Pela

1
hipotese de induc¢ao,

N

[ @) avt@n) ey doy < [loomed g (224)
i=1
Combinando (2.2.3)) e (2.2.4), obtemos
N
/N\g(ﬂfﬂdl‘l“'d%N < lgwsilloven ] [lg:C 2nn) o @vy. (2.2.5)
R i=1

Vamos fazer xn.1 variar e integrar (2.2.5) sobre R. Temos

N

/N 1|g(:1:)|al;pl coedrygg < ||gN+1||LN(]RN)/ H||gi(->33N+1)||LN(]RN*1)CZ33N+1-
RV Rzt
Repare que, para todo i = 1,--- N a fungdo ||gi(.,xn11)|zy@y-1) pertence a LY (R).

Aplicando novamente a desigualdade de Holder [2.1.2) com & + -+« =1 (N vezes)

temos
N

/N+1\9($)|d$1 cdryy < ||gN+1||LN(IR{N)H||91'||LN(RN);
R i=1
ou seja,
N+1
gl L1 @i < HHQZ'HLN(]R{N);
i=1
o que completa a inducao e a prova. O
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Teorema 2.2.5. (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Seja 1 < p < N. Entdo

WHP(RYN) s LYRY)

1

com —- = - — % Mais precisamente, eziste uma constante C' = C(p, N) tal que

D=

H’UHLP*(RN)S CHVUHLP(RN)avv € Wl’p(RN)-

Antes de provar o teorema de SGN, vale a pena salientar que, por meio de um argu-
mento elementar de homogeneidade, obtém-se o valor preciso de p* := A’?—ﬁ;.

Demonstracao. (a) Vamos usar um argumento de densidade e mostrar que € equivalente
provar que a desiqualdade
[0ll o @) < Cl V[ o)

vale para todo v € D(RY) e para todo v € W'YP(RN). Dado v € W'(RY), usando o
teoremam podemos encontrar uma sequéncia (vy,) de elementos v, € D(RVN) tal que

vy — v em WH(RY) e v, (2) — v(z) q.t.p. em RY.

FEscrevamos
[vall Lo @y < Cl[Vou || o @y

Pelo Lema de Fatou [@15), temos
1]l vy < Lim inf Jon | e ey
< C lim ||V po@nyy
n—-+00
= C[[Vo| 1o @)

(b) Verifiquemos primeiramente que € suficiente mostrar quando p = 1. Para isso, supo-
nha que vale para p =1, ou seja

Yo e WH(RY), ||U||L1*(RN)§ Cr(N)[[ V| @ny, (2.2.6)

e mostremos que € verdadeiro para 1 < p < N. Primeiramente, note que se v € D(RN),
rp_
™ €

= pertence a WHH(RN). De fato, como p > 1, temos p* > 1* e a funcio |v
e WHY(RN) e

entdo |v

infinitamente diferencidvel com suporte compacto. Logo, |v

*

V(v %*) = f—*sign(v)\v Folyy, (2.2.7)

= em (2.2.6) e aplicando em (2.2.7)), teremos:

L *
( \v,p*dx> gcl(N)%/ v
RN RN

Pela Desigualdade de Hélder (2.1.2)), obtemos:

(/\v]p*dx)ll* < CI(N)];—: (/RNM(?iOm); (/RNWUV’dx); |

*

b
1*

Trocando v por |v

-k
Vo da.

ou seja,

||UHLP*(RN)§ Ci(N) HVUHLP(RN);
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como queriamos. Note que, neste caso

*

p

C<p7 ) Cl( )1*

(¢) Agora, basta provar que para todo v € D(RV),

0]l 2= @) < CLIN) VO 11 ey

Com efeito, para todo v = (xq,---,xy) € RY, temos
x)|= ‘/Oo 3;}@< e X1, b X, ,xN)dt‘ < /Oo 8;}1‘ (T1, i1, t, g, - o) | di
(2.2.8)
Simetricamente
ov
o)< / 'a (21, Ty by Tigss o) | d. (2.2.9)
Z IZ
Somando as desigualdades (2.2.8)) e (2.2.9), obtemos
1 [T 0v
<= i*?ta i+1y" "7 dt| .
v(2)]< 2/_00 ‘axi(% sy i1, 1, Tig1 TN) ‘
Adotemos a sequinte notacdo. Para todo x € RN ei=1,--- N
Tii= (T1, -, Tic1, Tig1, -+, TN),
+o0 o
fi(Zi) = /_OO 8; (T1, @1, t, iqq, - oN) | di
Assim, podemos reescrever a expressao acima como |v(z)|< %fl(:@),w =1,---,N, o que
mmplica,
LN
(@) < 5 [] £
i=1
Notando que 1" = ==, temos

N
[ @)=
2N-1 5

Repare que, para cada i = 1,---, N a funcio g;(T;) := fz(:cz) T pertence a LN "H(RN1)
e

Jad o .
gi LN—I(RN—I): .
axi L1(RN)
Aplicando o lemal[2.2.3, vem:
L N
‘U(l‘) ! L H |g,||LN L(RN-1)
RN LI(RN) N =1
N
1
2T 1:[ axl Ll(RNf




31

Desta forma, seque-se que

| XN
||v||L1*(RN §H 8@

Pela desigualdade conveza (], a;)v < % SV a; finalmente, obtemos

L1(RN)

N

1
[[v]| p1e vy < ﬁz

=1

1

ov
8%‘2'

v VUl ey
o que finaliza a demonstracao.

Agora, vamos provar um caso particular do item (iii) do teorema m

Teorema 2.2.6. (Morrey) Suponha que p > N. Entao eziste uma imersao continua
WEP(RY) < CO*(RY) coma =1~ %. Mais precisamente, eziste uma constante C(p, N)
tal que para todo v € WHP(RY),

[o(y) — v(2)|< Clp, NIVl o@mly — 2|* ¢tp. z,y € RY.
Demonstracio. Consideremos v € D(RV). Seja Q um cubo contendo a origem e cujas

arestas sejam paralelas aos eizos coordenados em RY e tem um comprimento em comum
wgual a r > 0. Para cada x € Q, temos

v(xz) —v(0) = /0 %v(tw)d

A partir disso, temos que

v(z) — v |</ Z\xz dt<r2/
Defina v = =

] va(x)dx denotando o valor médio de v em Q). Integrando (2.2.10) em @,
obtemos

o =00l |@|/ Y

8@ (2.2.10)

820,
Usando o teorema de Fubini, obtemos:
7 - v(0)|< - 1/ dt/ axz )| de.
Fazendo uma mudancga de varidvel y = tx, oblemos
— dt 2.2.11
o |t 2:2.1)
Agora, usamos a desigualdade de Hélder (2.1.2) e majoramos essa dltima integral como
seque:
1
ov 1 ov P p
dy < |[tQ]4 d . 2.2.12
/tQ axi(y)’ y_IQIQ(/tQ 9. Y) y) ( )
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Como 0 € Q, temos tQ C Q,Y0 <t < 1. Por (2.2.11) e (2.2.12)), seque-se que

r% 1 t% ov p »
5 — 0(0)] < L g d
-0l 5 [ 5 ;;(Lém@> @
7“1_%
SR

Por translacao, essa desigualdade permanece verdadeira para qualquer cubo Q) cujas ares-
tas sao paralelas aos eixos coordenados e tem comprimento comum e tgual a r. Logo, para
todo x € Q,

1—-N
P

)
o - 0@l T IVl
p

Usando a desigualdade triangular, temos

[0(y) = v(@)[< |uly) = 0)|+[v = v(2)|

e desta forma

27’1_%
lu(y) — v(x)|< N |VV||r o), V2, u € Q.
p

Note que para qualquer x,y € RY, existe um cubo aberto Q), como construido acima, com
r = 2|y — x|. Seque que para todo x,y € RY,

_N
[v(y) = v(@)|< Clp, NIVl ly — 277,

2

onde C(p, N) depende apenas de p e N. Aqui, obtemos C(p, N) = 217ﬂ . Para finalizar a

p
prova, usamos o teorema[2.2.2, juntamente com argumento de passagem ao limite. O

<[z

Na sequéncia, vamos estudar as imersoes compactas.

Teorema 2.2.7. (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Q@ um dominio limitado do RN
com fronteira suave e 1 < p < N. Entao

WP(Q) < LY(Q), (2.2.13)
para todo 1 < q < p*.
Vamos terminar essa secao enunciando o Teorema de imersao com compacidade.

Teorema 2.2.8. Seja Q C RY um aberto e limitado com fronteira 02 suave. Entio,
temos as sequintes imersoes compactas:

(i) Se p < N,W,P(Q) —— LI(Q),V1 < ¢ < p* com # =
(i) Se p= N, Wy"(Q) —— L1(Q),V1 < g < +oo;

(iii) Se p > N, WyP(Q) —— C(Q).

1.
N’

D =

Demonstracao. Provaremos apenas o item (i). Para isso, consideremos uma sequéncia
(vn) limitada em W'P(Q). Pelo Teoremal2.2.4] (i), a sequéncia (v,) € limitada em L*" (Q).
Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov[2.2.13, podemos extrair uma subsequéncia (vy,) tal
que v, — v em LP(Q). Vamos mostrar que, de fato, a convergéncia de v, para v vale
em L9, para todo 1 < q < p*. Considerando p < q < p* e aplicando a Desigualdade de
Interpolacao de Hélder com % =24 1p—*°‘ e >0 (pois q < p*), temos:

p

lvn, = vllza@ =< on, = vllTo o) lon, = vll7 )
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< Cllvg, = vll7e@

pois (vy,) € limitada em LP (). Pelo Lema de Fatou ([2.1.1)), tem-se que também que
v e LP(Q). Comoa>0ewv, — v em LP(Q), seque-se que v,, — v em LI() para todo
p < q < p* e portanto para todo 1 < q < p* 0

Agora, vamos enunciar um Teorema muito importante para o estudo da EDP eliptica.

Teorema 2.2.9. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Seja 1 < q,r < +o0, j e m
inteiros nao negativos tais que j < m,,p>1 e 0 € R tais que

1 j 1 1—0 5
_:l+9(__ﬁ)+_7i§9§1.
P n r n

qg 'm
Se u € LYRY) e suas derivadas D™u € L™(RY), entio para as derivadas D’u valem as
sequintes desigualdades:

1Dl o € CUD™ s oy il S (2.2.14)
com dois casos particulares:

e Se j =0,9g =400 erm < n, entdo acrescenta-se uma hipdtese adicional: ou u
tende a 0 no infinito, ou u € L*(RY), para algum valor finito de s;

o Ser <1< 400 em—j— "= éum inteiro nao negativo, entao (2.2.14) wvale se
L<g<1.
Demonstragao. Ver [1]], p. 125. O

Na sequéncia, enunciaremos um lema muito importante para o capitulo seguinte, de-
vido a Lions.

Lema 2.2.3. [Lemma 1.1 de [12]] Seja 1 < r < +00,1 < ¢ < 400 com q # ]\],V_’”T se
r < N. Suponha que 1, seja limitada em LI(RY), Vb, seja limitada em L™ (RY) e que,
para algum R > 0

sup / |t | dzz — 0.
By(R)

yeERN
Entao i, — 0 em L*(RY),Va € (¢, 22).
Demonstragao. Ver [12], p. 231. O

Vamos agora, enunciar o Principio do Maximo Forte, o qual serd importante para a
prova do teorema principal.

Teorema 2.2.10 (Principio do Maximo Forte). Suponha que u € C*(U) N C(U), com U
conexo, aberto e limitado. Defina

Lu::—Z(a )y, ) sz T)Uy, + c(x)u.
ij=1
Suponha ainda que c =0 em U.

(i) Se Lu < 0 em U e u atinge seuw mdzimo sobre U em um ponto interior a U, entdo
u € constante em U.

(11) Analogamente, se Lu > 0 em U e u atinge seu minimo sobre U em um ponto interior
a U, entao u é constante em U.

Demonstracao. Ver [7/, p. 349. O






CAPITULO

3

Resultados Principais

Neste capitulo, estudaremos os principais resultados, baseados no artigo |[16]. Nesta
parte, estudaremos com detalhes a existéncia de solu¢ao da equagao de Schrédinger nao-
linear. Para isso, consideremos a Equacao Diferencial Parcial Parabélica:

1
i — A+ W(2)g — SOA(I6) = |99, Va € RY.

Tal equacao modela diversos fend6menos como por exemplo o de ondas estacionérias,
. . ~ . N

plasma e filmes superfluidos. Seja agora a funcao u : R — R. Usando a mudanca

de variavel ¢ = e *u(z), transformamo-na em uma EDP eliptica. Temos:

1
— Au+V(z)u — §uA(u2) = |ulfP"tu; z € RN, N > 3, (3.0.1)

onde V (z) := W (x)+w é uma funcdo potencial com algumas condiges pré-estabelecidas.
Além disso, esta equacao se encontra na forma divergente. O espaco adequado para buscar

por solugoes para a equagao (3.0.1)) é definido por
X = {u c H'RY): / u?|Vu|*dz < +oo} .
RN

Para determinar as solucoes de (3.0.1)), devemos associa-las aos pontos criticos do fun-
cional de Euler-Lagrange (ou funcional Energia). Vamos determinar a forma fraca da

equacao (3.0.1). Suponha que u seja uma func¢ao suave, solucao classica de (3.0.1). En-
tdo, multiplicando (3.0.1)) por uma funcao teste ¢ € C>°(RY) e integrando, temos

/ (—Auz/z + V(x)up — 1uA(uQ)g/)) der = / |ulP~ u ) da.
RN 2 RN

Observe que:

/ div(yVu) d;r:/ (ViVu + Y Au) dzx
RN

RN

:/ (ViVu) dx + YAudx.
RN

RN
Pelo Teorema da divergéncia, [,y div(yVu)dz = fa(supw) YVurdS = 0, pois ¥ = 0 em
O(suppy)). Logo:
0= VyVudzr + YAudx,

RN RN
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isto é,
—¢Audm:/ VyVudz. (3.0.2)
RN RN

Analogamente, mostramos que

/ uA(u2)wdx:/ u|Vu2|wdx—|—/ u*VuVi dr.
RN RN

RN

Com efeito, integrando div(uV (u?))i, obtemos:

VuV(uQ)wdx—i—/ ul (u®) da.

RN

/RN div(uV (u®)) dx =

RN

Pela integracao por partes:

/ uAut dr = / div(uV (u?®)) do — VuV (u? ) dx
RN RN RN
= —2/ u*VuVi dr — 2/ u|Vul*y dx.
RN RN
Desta forma
1
— —/ uAu*y dx :/ u|Vul*yp d:L’—l—/ w*VuVi dr. (3.0.3)
2 RN RN RN
Juntando as equacoes (3.0.2)) e (3.0.3)), temos a forma fraca da equagao (3.0.1), dada por:

/ (1 +w*)VuVy + V(z)uy + u|Vui |y — [uf " uy) de = 0,Y¢ € CX(RY). (3.0.4)
RN

Assim, as solugoes de (3.0.1)) sao associadas aos pontos criticos do funcional
I: X — R dado por

1 1 1 1
I(u) == 2dw + - 2d = 2 2d ——/ P .
(u) 5 RN|VU| m—|—2/RNV(x)u :E—i—Q/RNu |Vu|* dx o RN|u] x

Por ponto critico de I, queremos dizer um elemento u de X, para o qual (I'(u),¢) = 0,
para todo ¢ € C>(RY), onde definimos

('), ) = /RN (1 + @) VaVe + V(z)hu + ul Vel — ufP~ u) da.

Neste trabalho o foco principal é a prova do teorema a seguir:

Teorema 3.0.1. Suponha que p € (1,2342) ¢ V € CY(RY) satisfaz
(Vi) 0 < Vo <V(x) <limpyio V(z) = Vo < 400, ¢.t.p. z € RY;

(Vo) A funcio v+ x-VV(z) € L®(RY);

B N42 1 o
(V3) A fungio s+ s8NV (sNtetig) é concava para todo x € RY.

Entao, existe u € X uma solugdo positiva de (3.0.1). Mais ainda, v € uma solugao do tipo
ground state (ou de estado fundamental), isto €, a energia I(u) € minima com respeito ao
conjunto das demais solugoes nao-triviais de (3.0.1)).
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Note que X nao é um espaco vetorial, pois nao é fechado pela soma. Com efeito,
considere u,v € X. Devemos verificar se u + v € X. Como

V(u+v) =Vu+ Vo,

temos
(u+0)?|V(u+v)*= (u+v)*|Vu+ Vo|.

Expandindo, temos
(u+0)*[V(u+0)]*= (u+0v)* ([Vul*+2Vu - Vo + |Vol?) .
Assim, surgem termos cruzados, como
u?|Vol|? e v?|Vul?,
0s quais nao podem ser controlados diretamente, pelas condicoes

/ w?|Vul* do < +oo, / v?|Vol* dr < +o0.
RN RN

Vamos construir um contraexemplo em R3. Considere x € C°(R?) tal que Y = 1 em uma
vizinhanca da origem e defina

|—1/57 |—2/5)‘

u(x) = x ()l v(x) = x(z)sin(|z

Temos
u,v € H'(R?)

/ w?|Vul® do < +o0, / v?|Vol? dr < +o0.
R3 R3

Assim, u,v € X.
u,v € X.

Por outro lado, proximo de z = 0, usando a notacao da definigao temos

u? = O(|a| %)

Vo= O(l2|7%),

de modo que
u* Vo= O(|z|717).

1 1
/ w?| Vo> dv = O (/ P2y —16/5 dr) =0 (/ r—6/5 dr) = 100.
R3 0 0

Logo, u?|Vv|? ndo é integravel e, portanto, u + v ¢ X. Note, no entanto que X se
torna um espaco métrico completo munido da seguinte métricas:

Logo,

dx (u,v) = ||u — V|| @~y +H |V (6?) = V()| 2@y, Vu,v € X,

Lema 3.0.1. Ezxiste uma constante C' > 0 tal que

2N

2N—4
/ |U|% dr < C (/ u?|Vul? d:z:) Yu € X.
RN RN
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Demonstracao. Sendo u € X, usamos o Teorema[2.2.9 com j=0,p=2*, m=1,r =2
eq=1. Como u®> € L}(RY) e V(u?) € L3(RY), temos:

1| 2+ @y < CIV () 172 vy 10?12 (v (3.0.5)
onde . . .
— == - = 1-0). .0.
o <2 N> + ( ) (3.0.6)

Note que a igualdade (3.0.6) € satisfeita se, e somente se, § = 1. Desta forma, (3.0.5)
torna-se:
||U2||L2*(RN)§ C||V(u2)||L2(RN):

o que implica em

2N
4 2N —4
|u|N7]7V2 de < C (/ u2|Vu|2dx> . O
RN RN

Além disso, note que u é solugao fraca de (3.0.1)) se
(I'(u), ¢) = / (VUVu+ u*VoVu + V(z)uy + u|Vul* — |ufP " uy) de = 0,¥9 € C(RY).
RN

Para obtermos pontos criticos do funcional I, usaremos o chamado método de fibracao.
Para isso, dado u € X, denotemos por u; a funcao

RY €t — w(z) = tu (%)

Note que:

LG e f v () o

2
1 2 2 1
AL e s [ ()
2 RN t t p—I—l RN t

Usando a mudanga de variavel y = $, 0 = yt, dv = tV dy, temos

1 1 1
() =5 /RNIW(?J)WN dy + 3 /RN V(ty)tu(y)*t" dy + 3 /RN u(y)’|Vuly) ™ dy
1

. 7 u(y) PN dy,
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o que implica
tN tN+2

I(u) = 5 RN|Vu|2dx—|—

(N+2 (N+p+1
/ V(tz)u® do+ / w?|Vu|* do— / u|Ptt da.
RN 2 RN P + 1 RN

Agora defina
tN

Fult) = Tu) = & /RN|Vu|2daz—|—

tNJrQ

(N+2 (N+p+1
/ V(tz)u® do+ / w?|Vu|? do— / lu|Ptt da
RN 2 RN P + ]. RN

e note que que f,(-) é uma fungao de classe C*(R"). Podemos interpretar o funcional f,
da seguinte maneira:

Figura 3.0.1: Geometria do Funcional
Jc’fl-(t)

(0,0) "\, S 400 = fult) = —o0o t

\

\
\
\

Observando a fig. e a expressao de f,(t), grosso modo vemos que perto da origem
o termo dominante ¢ ¢V e, a partir dai, o termo de maior expoente domina, fazendo com
que o funcional tenda a —oo quando ¢t — +o00. Como p > 1, temos p+ 1 > 2, logo

fu(t) > 0, Vt suficientemente pequeno.

Além disso,

Isso implica que f, atinge seu méaximo (veja [3.0.1)).
Agora definamos

M :={ue X\ {0}:J(u) =0}
onde J : X — R tal que J(u) := f/(1). Desta forma, temos a variedade:

N N +2
5 (Vul? do + T+/ (V(2)u® + |Vul*u?) dz
R RN RN
M:=que X\ {0} 1 ) Nip+tl »
+- | (VV(2) -2)ude — ———— | |uf""dz=0
2 RN p + 1 RN

Observe que, pela definicao, M é o conjunto das u € X para os quais a seguinte versao
da Identidade de Pohozaev vale para a = —1,

2—N N 1
— +a Vul*dr + (a— — / V(z)u*dr — = VV(x) - zu*dx
2 RN 2 RN 2 RN

2— N N
+ (20 + —— / |Vul*v?*de + (| —— —a / |ulP* dz = 0.
2 RN p+ ]. RN



40

Assim, todas as solucoes v nao-triviais pertencem a M e satisfazem a Identidade de
Pohozaev.
Se s,t € RT, considere (u;)s = w5 € note que pela definigao

fu(8) = 1((uy)s) = I(ugs) = fults),Vs,t > 0.
Aplicando a derivada em s = 1 e usando a Regra da Cadeia:
fo, (1) =tf(t), ¥t > 0. (3.0.8)
Agora, vamos enunciar dois resultados importantes.
Teorema 3.0.2. Defina m :=infy; . Entao m > 0 e € atingido para algum u € M.

Teorema 3.0.3. O minimizante dado no teorema anterior € uma solugcao do tipo ground
state, ou seja, uma solu¢ao de energia minima. Mais ainda, v € uma solucao que nao
troca de sinal.

Por uma solugao de energia minima entendemos uma solucao u € X, u # 0, tal que

I(u) < I(v),Yv € X,v # 0, com v solugao de (3.0.1]).

Antes de demonstrar esses teoremas, precisamos de alguns resultados auxiliares.

Proposicao 3.0.1. Euxiste ¢ > 0 tal que para todo u € M
I(u) > c/ (v + [Vul*+u*|Vul?) da.
RN

Demonstracao. Considere u € M e escolha t € (0,1). Entao, calculamos:

tN tN+2 tN+2
I(ug) — NP (u) = —/ |Vul® dz + / V(tz)u® dv + —/ w?|Vul? do
2 RN 2 RN 2 RN
tN—i-p—i-l 1 1
- JulPt! do — ¢V TP —/ |Vul? do + = / V(z)u? dx
p + 1 RN 2 RN 2 RN

1 1
+ —/ w?|Vu|* do — —/ lu|Pt da
2 RN p+ 1 RN

tN tN-‘rp-‘rl ) tN+2 tN-‘rp-‘rl ) )
oy Vul?d - Vul?d
(2 5 ) RN| ul w+( 5 5 )/RNU\ ul® dx

tN+2 tN+p+1
+/ ( V(tx) — V(x)> u?dx .
RN 2 2

Além disso, existe d > 0 tal que valem as sequintes desigualdades:

V(te) > Vo > 6V > 0V (2),Vt € (0,1).

Sejam tq,1t9,t3 € (0,1) tais que

. Wy > 0;
2 2 7
° RS RS > 0;
2 PN ;
A =0
2 p+1

FEscolhendo t := min{ty, ts,t3}, vemos que
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N FN+p+1

® 7y = 5 5 > O,’
_ pN+2 IN+p+1 .

® 7o = 5 B} > 07
_ SEN+2 IN+p+1

* W=~ >0

Pelo Lema I(uw) < I(u). Escolhendo v = min{vyy, v, V3 },seque que

(1 =tV I(u) = I(u) — NPT (u) > fy/ (|Vul*+u® + v*|Vul?) da.

RN

Definindo ¢ :=

W resulta

I(u) > c/ (v + |[Vul*+u®|Vul?) da. O
RN

Pelo resultado anterior, vemos que o funcional I, quando restrito a M, é limitado
inferiormente e coercivo. Dessa forma, m estd bem definido. No proximo resultado,
vamos caracterizar o nimero m de uma forma diferente, usando o chamado método de
fibracao.

Lema 3.0.2. Para todo uw € X \ {0}, a fungdo f, atinge seu mdximo em exatamente um
ponto t*. Mais ainda, f, € positiva e crescente para t € [0,t"] e f, é decrescente para
t € (t", +00). Finalmente:
m = inf maxI(u).
ueX;u#0 t>0
Demonstragao. Temos:

tN N+2

t
e A
2 RN

(N+2 (N+p+1
/ V(tz)u® do+ / w?|Vu|? do— / lu|Ptt da.
RN 2 RN P + 1 RN

Fazendo a mudanga de varidvel s = s(t) = tN TP obtemos:
N N2 _N42
S N+p+1 S N+p+1 S N+p+1
ful(s) = / |Vul? do + / V(3N+1P+1x)u2 dx + / w?|Vul|® do
2 RN RN RN
s
— / lu|Ptt da.
p+1 /ey
Observe que
d

d /
Ss(0) = T Fuls) S(),

Porém, §'(t) = (N+p+1)tN*P > 0, para todo t > 0. Dessa forma, € fdcil ver que <L f,(t) =
0 se, e somente se, L f,(s(t)) = 0. Além disso, as derivadas L f,(t) e Lf,(s(t)) tem o
mesmo sinal. Logo, passaremos a estudar o comportamento de f,(s). Pelas desigualdades
N+p+1>N+2>N, as fungoes

N
e 5> SNZPH Jan | Vul? dz;

N+2

o s S [ u? | Vul? da;

o s o fpnfulftde
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sao concavas. Resta mostrar que

N+2
S N+p+1 1
V(s¥rrriz)u? dx

2 RN
é concava. Note que o integrando é uma fun¢ao concava, pela hipdtese (V3). Como a
wntegral € um operador mondtono, seque-se que

N+42
S N+p+1

2

S / V(sﬁpﬂaj)u2 dx
]RN
é concava. Isso mostra que f,(s) € uma funcao concava e, como consequéncia, t — f,(t)
é também concava. Como f,(0) = 0 e limy_, o fu(t) = —00, sabemos que f, admite um
unico ponto de mdximo, o qual denotaremos por t* > 0. Entao t*“ € o unico ponto critico
de f, e fu. € positiva e crescente para todo t € [0,t"] e decrescente para t € (t*,400).
Em particular, para todo u € X, u # 0, t* € o unico valor tal que upw € M. Com efeito,
devemos mostrar que
fl.(1)=0,Yu e X\{0}.

Uuw

Por (3.0.8)), sabemos que
fu (1) = £, (), Vt > 0.

Aplicando para t = t*, temos
fawa (1) =1 f1(£").
Como t" € ponto critico de f,, entdo f,(t*) =0 e portanto:

fue (1) =0,

donde upw € M. Finalmente, I(u;) atinge seuw mdzimo global em t = t“. Dessa forma,
para finalizar a prova, basta observarmos que pelo que foi demonstrado, ou seja, que para
cada u € X, u # 0, existe um unico t* > 0 tal que u;, € M, seque que

m=infl = inf T(uw)= inf maxI/(u). O
M ueX;u#0 ueX;u#0

Lema 3.0.3. Temos que m > 0, onde m € definido no Teorema [3.0.9

Demonstracao. Considere o funcional

- 1 1 1 1
I(u) == = 2d = Vou?d —/ 2 2d ——/ Pl
(u) 2/RN]VUI :U—l—Z/RN ou m+2 RNu |Vul| dx o RN\u] T

onde Vo € dado na hipdtese (V7). Claramente I(u;) < I(uz) o que implica

[(u) <
max Iu) < max I(uy).

Agora, considere u € X,u # 0. Aplicando resultados andlogos ao Lema para I com
o respectivo valor minimax m, verifica-se que:

m:= inf maxI(u) < inf maxI(u;) =m.

ueX;u#0 t>0 ueX;u#0 t>0

Logo, € suficiente mostrar que m > 0. Defina

M:={uecX:g (1)=0},
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onde g,(t) := I(u;). Pelo Lema aplicado a 'V =V}, seque-se que
ﬁlzinﬁqf

Além disso, cdlculos andlogos a f, resultam

tN N tN+2 ) tN+2 N ) tN—l—p-i—l n
W(t) = Vul*dx + Vou® dx + uw*|\Vul* dx — u|PT dx.
at) =5 [ IVPder = [ v 5 [ v e S [

Isso implica que

N N +2 N +2
g.(t) = —tN_l/ (Vul? do + —+tN+1/ Vou® dw + —+tN+1/ w?|Vul* do
RN 2 RN 2 RN

2
_Mtf\”rp/ ‘u|p+1dx'
p+1 ]RN
Assim:
N N+2 N+2
g.(1) == \vu|2d +—+/ Vou? dac+—+/ u?|Vu|? dx
2 2 RN 2 RN

N+p+1/||ﬁum
p+1

Agora note que, dado uw € M, seque que g/ (1) = 0. Logo, pelo Lema valem as

sequintes desigualdades:

N+2 N+2 N 1
i Vo/ u? dr + —+/ w? | Vul* dr < it ut lulPT dx
2 RN 2 RN p+ 1 RN

N +2
< + Vg/ u2dx+0/ \ul%dx
2 ]RN RN

para algum C > 0.
Afirmamos que:

N

N+ 2 A B N-2
T+/ \Vul?utds < 0/ |2 dz < C (/ |Vu|2u2da:) . (3.0.9)
RN RN RN

Com efeito, pelas desigualdades anteriores, temos:

N +2 N +2 N +2
- Vo/ 2 - Vo [ |Vulv®dr < il %/ w?dz + C \u]N % d

2 RN

o que implica na desigualdade (A). Para a desigualdade (B), usando novamente o Lema

[5.0.1], temos:

C| y=de = C | W25 da

RN RN

(RN)

2N
N—-2

NI

= cé( RN|V(U2)|2dx)

= CC4v— </ u2|Vu]2dx) .
RN
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Fazendo C' = 4%06’, obtemos o resultado. Isso mostra que

C’/ u| %2 dz < C (/ ]Vu]%fdx) . (3.0.10)
RN RN

Logo, por (3.0.9) e (3.0.10), temos:

o1
vol N 42
(/RN u2|Vu|2dx) > EToR Ch.

Entao, existe C > 0 tal que para todo uw € M:

/ u?|Vul*dr > C
RN

Isso mostra, em particular, que fRN uw?|Vul?dz ¢ limitado inferiormente por 0 em M.
Note que a restricio de I em M é dada por:

= 1 (p+1) 2 o (p—1) / 2 1 (p—1) / 2 2
I(u) = -—F—"— Vu|* de+————"— do+-————"— Vul|*dx.
(w) 2(N+p+1) RN| u x+2(N—i—p+1) RNU ij2(N+p+1) RNU| ul*dz

Com efeito, considere uw € M. Note que

1) N 1 N +2
|u|p+1 dr = &_ |Vu|2 dr + (p+ ) ( + ) / Vou2 dr
N RN

RN (N+p+1)2 Jg (N+p+1) 2
(]9+1) (N+2)/ 2 2
. 0.11
+(N—|—p—|—1) 5 RNu]Vu| dx (3.0.11)

Substituindo (3.0.11) em I, temos:

p+ L\ (N+p+1)2

(p+1) (N+2) 2 (p+1) (N+2) 2 2
(N+p+1) 2 /RNVO“deF(NerH) 2 /RN“W“’M)

1 N ) 1 (N +2) ,
Y e d S G S ) d
(2 2(N+p+1)>/RN|W| T (2 2N +p+ 1)>/RN Vou™ dz

1 (N +2) 21, 12
S S S e/ d
+(2 2(N+p+1))/RN“|W| !
p+1 9 p—1 / 9 p—1 / 9 9
=—+ " | wvufdr+—"— | VouRdr+-—— Vul?dz,
2(N+p+1) RN‘ Y $+2(N+p—|—1) RN ot $+2(N+p—0—1) Rwul uf”da

para todo uw € M. Isso implica que ™ > 0. Finalmente m > 0, como queriamos demons-
trar. ]

Demonstracio. (do Teorema (3.0.2))
Seja u, € M tal que I(u,) — m, quando n — +oo. Pela Proposi¢ao [3.0.1]

_ 1 1 1 1 1 N
M= [ (vePare g [ Vaddosg [ ovupao- p+D) N [ Gy
2 RN 2 RN 2 RN ( RN

/ (| V| +|un|?) dz < C,¥n € N
RN
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/ U |?|Vun|? de < C,Vn € N.
RN

Assim, (uy) € limitada em HY(RN) e (u?) € limitada em D“2(RY). Logo, existem u €
HY(RYN) e v € DY3(RY), tais que

u, ~u em H'(RY)

uiév em D1’2(RN).

Como u, — u ¢q.t.p. em RN, seque que v =u? e entdo
u? = u® em DYRY).

Dividiremos a prova em quatro etapas.

Etapa 1:
/ |, [P dz 0.
RN

Primeiramente, note que
|| 2 @y 1V (wn)?] | L2 gy = 0. (3.0.12)
De fato, supondo por contradicio que ||ty || @y +||V (ud)||r2ray— 0, entdo:

u, =0 em L*RY) (3.0.13)

u? =0 em DYRY). (3.0.14)

Como DY(RY) — L%(RN), seque que

Uy =0 em Lv3(RV). (3.0.15)

De (3.0.13) e (3.0.15), como 2 <p+1 < 5%, (ver [4l]), seque-se que

v — 0,

sy atal I el 55,

para algum o € [0, 1]. Assim,

1
Iup) < C(|Junl| B @y HIV (U2)|| 2mry) — —/ |un P dz — 0
p+1Jry

quando n — +00. Mas isso contradiz o fato de que I(u,) — m > 0. Logo, vale (3.0.12)).
Pelo Lema para qualquer t > 1, temos

tN tN+2 tNJrQ
m+ o,(1) = I(u,) > 1((uy),) = ) |Vu,|? dx + 5 / V(to)u? do + 5 / u?|Vu,|* dr
RN RN RN
#N+p+1
— ‘un‘lﬂrl dr
p + 1 RN
N N+p+l
> — |V >+ VouZ + u2|Vu,|?* | dov — |, [P da
2 RN p + ]. RN

tN(S z5N+p—&—1
> — — / |up P da
2 p + 1 RN
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onde § € uma constante tal que 0 < 0 < [on (|Vu|*+Vou2 +u2|Vu,|?) dx. Seja agora

t > 1, tal que tNT‘S > 2m e assim obtemos

N+p+1 "
m+o0,(1) = I(u,) > 2m — / up P dx,
(1) = I(un) |l

o que implica
#N+p+1

p+1

/ lu, [P dz > 2m — m + 0, (1),
RN

0 que resulta em

m
/ |Un|p+1 dZL‘ Z m + On(l),
RN p+1

1sto €
/ |u, [P dx > C,C > 0.
RN

Logo, obtemos uma cota inferior para fRN|un|p+1 dx, provando assim a primeira etapa.
Note que essa sequéncia € também limitada. Entao, a menos de subsequéncia

/ |un [P dx — A € (0, +00).
RN

Etapa 2: Splitting pelo Principio de Concentracao de Compacidade de Lions.

Para essa etapa, usaremos o lema para ¥, = ul,q = ’%1,7“ = 2. Pela Etapa
1, vemos que ¢, - 0 em LIRYN). Pela Desigualdade de interpolagao Up =+ 0
em L*(RN),Vs € (1,2%). Entao pela forma contra-reciproca do lema existe § >
0, (z,) C RY tal que

/ 7 di = /
B, (1) B, (1)

n

|u? |7 dw = / lu, [P dx > §,¥n € N.
BTn(l)

Agora, fize e > 0 e consideremos R > max{1,1} e ng(t) uma fungio suave definida em
[0, 4+00) tal que
nR(t):{l’ O=sr=f
0, t>2R

e np(t) < 2. Defina
un(®) = (|2 — 20| )un(2)

wn(z) = (1 = nr(lz — zn]))un(z).
Claramente v, e w,, pertencem a X e u, = v, + w,. Observe também que, como v,(x) =
nr(|x — z,|)u,(x), por sua caracterizagao, temos:

/ |Un|p+1 dr = /
B, (R) B

o que implica em

P dr > / fun P de > 6,
(R) Bz, (1)

Tn

lim inf/ v, [P da > 6. (3.0.16)
BIW(R)

n—-+4o0o

Ftapa 3: Existem constantes C,7 > 0 e ng(€) tais que

w1 vy +HV (02) || L2 vy < Ce™,Vn > ng.
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Com efeito, defina z, = u,(- + x,). Por invariancia de translagdo, z, € X. Além disso,
claramente z, — z em H'(RY) e 22 — 22 em DY2(RY). Pela integrabilidade de |z[P™*
em RV, existe R > 0 suficientemente grande, tal que

/ 2Pt dr < e, (3.0.17)
Ao(R,2R)
onde Ao(R,2R) representa o anel centrado na origem e raios R e 2R. Note que
1, x € By, (R)
el —za|) = 40, x € By, (2R)

€[0,1, z€ A, (R 2R)

Entao v, € igual a u, dentro da bola de raio R e w, € igual a u, fora da bola de raio 2R.

Isso implica em:

/ (|un|p+1_|Un‘p+1_|wn|p+1) dr
RN

— ‘/ (’un’p+1_‘vn|p+1_’wn|p+1) dr
+/ (‘un‘p+1_|vn|p+1_‘wn|p+l) dr
Az, (R,2R)
+/ (|un|p+1—|vn|p+1—|wn|p+1) dx‘
B, (2R)¢

+ on(1).

/ (It P~ o P [P*) dt
Az, (R,QR)

Usando a mudanga de varidvel y = v — x,,(3.0.17) e as imersoes compactas de Sobolev,
obtemos:

[l ol ) da| =
RN

— (I = [na(ly =" =11 = na(ly))=*) dy
Ao(R,2R)

<€e+e+e€
= 3e.

/ (lzal"* =Inr(ly) 2al"* =11 = nr(lyl))za ") dy'
Ao(R,2R)

Denotaremos, por simplicidade, de agora em diante, o anel Ag(R,2R) por Ag. Como
|Vz,|? € uniformemente limitada em L'(RY), a menos de subsequéncia, |V z,|*> converge
(em medida) para uma certa medida p tal que p(RY) < 4+o00. Aumentando R caso neces-
sdrio, podemos supor que u(Ag) < €. Logo, para n suficientemente grande, temos:

[Pl (0= ) dy < e (3.0.18)

Assim

‘/ \VunIQd:U—/ \Vv,ﬁdx—/ |Vw,|? dx
RN RN RN

=2 / Vw, - Vv, dx
RN

—o / (- Inallr — ) + (1= e~ ) Vi)
(Yl — 2al)tn + (1@ — 2a) V) d]

=2 / nr(1 —ng)|Vu,|* dz + / (1 —2ng)Vu,Vngrdz
RN

RN

— / \Vne|?|u. | dx
]RN
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Fazendo novamente a mudanca de varidvel y = x — x,,, temos:

S L T e R R e Y
RN RN RN RN
+ [ 0= 2melly) V0 Vn(lo) dy
RN
= [ Vb P ] (3009

Estimando o sequndo termo de (3.0.19), escolhendo R grande, usando a Desigualdade de
Hélder Generalizada (2.1.3)), temos:

[ 020, Tnntll) o] < [ 1= 2DV ()]

< [[(T = 20r) VRV 220 140

< (0 =2n8) [z (a0) V8] oo (40) [IV 20| L2 0) 1 20| 22 40)
2C

< R (3.0.20)
Estimando agora o ultimo termo de (3.0.19), teremos:
20, 12 4 2
[ vmtbPlaPa) < g [y
RN Ao(R,2R)
4
= sl (3.0.21)

Juntando as desigualdades (3.0.18)),(3.0.20) e (3.0.21), obtemos assim

’/ ]Vun|2dx—/ ]VUn|2dx—/ |Vw,|? dx
RN RN RN

<] [ ettt = nalla) 17

+

[ 0= 20, Tl

_ ' / N|vnR<|y|>|2|znl2dy')

<9 +ZC+4K
=“\""R "R
<2(e+e+e

= Ce. (3.0.22)

Por outro lado, por um raciocinio semelhante, obtemos

‘/ ui]Vuana:—/ ]vinana:—/ w2 | Vw,|* dz| < Ce (3.0.23)

RN RN RN

/ V(tm)uidm—/ V(t:v)vidx—/ V(tz)w? dv| < Ce. (3.0.24)
RN RN RN
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Juntando as desigualdades (3.0.22)),(3.0.23) e (3.0.24), temos para todo n suficientemente
grande e t > 0:

[T((wn)e) — I((vn)e) — I((wp)e)] < — / |Vun|2d:v — / |V"Un|2 dr — / |an|2dx
tN+2
+ 5 / V(tx)(ui — vi — wi) dx
RN
tN+2
+ 5 / (|Vun|*u2 — |V, 202 — |Vw,|*w?) dz
RN
e +1 +1 +1
| [ ) da
< Ce(tN +tNrethy, (3.0.25)

Agora, sejam t'" e t" os valores positivos que mazimizam f, (t) e fu, (t), respectivamente,
1sto €:
I((Un)tvn) = Imax I((Un)t)

>0
I((u)een) = max I((w,)).
Suponha inicialmente que t'» < t“». Entao:
I((wy)e) > 0,V <t (3.0.26)

Afirmamos que existem 0 <t < 1 < independentes de €, tais que t» € (t,1).

— 1
De fato, considere t := ((p + 1)A™'B)»—T onde A é o nimero ndao-negativo tal que A €
limite da sequéncia ( [ox|un|P™'dx) e B € suficientemente grande e satisfaz

B> |Vun|2dx+/ Vouz dz + | |V, [*u? d.
RN

RN RN
Logo
7 N+2 N+2 NP
I((un)z) = 5 /. |Vun|2dx + < | V(tz)u? dz + —/ (VU2 |uZ dx — P /R |wn|PY da
N+2 FN+2 FN+2 NP1
< —/ |Vu,|? dx + — V(tz)uZ dx + —/ (V2 |u? do — / |, [P da
RN
EN-‘FQ 2
< — |Vun|2 dr + / Voot dv + / Vul|u?de — ——7" [ |ua P da
2 RN RN P + 1 RN
—N+2
—Bt
< B +0,(1) < 0. (3.0.27)
Usando (3.0.25), encontramos
I((un)e) > I((vn)e) + I((wy):) — Ce, Vit € (0,1]. (3.0.28)
Em particular, para t =t, temos:
I((un)g) = I((vn)g) + 1((wn);) — Ce. (3.0.29)

FEntao, considerando € pequeno se necessdrio, pelas desigualdades (3.0.27)) e (3.0.29)) 0b-
temos

I(va)s) + I((wy);) < 0.
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Logo, I1((vy);) < 0 ou I((wy,);) < 0. Em qualquer caso, o Lema implica t" < t.
1

Para a cota inferior, escolha t = (%)W. Note que, para B escolhido grande o suficiente,
t < 1. Desta forma, para todo t < t, por (V1):

tN tNJrQ tN+2
I((un):) = 5 |Vu,|* de + / V(tz)u? dz + / u? |V, |* dv
RN RN RN
N4+
— |un|p+1 dr
P+ 1 RN
tN tN+2 tN+2
< — |Vu,|* de + / V(tz)u? dz + / u? |V, |* dv
2 RN 2 RN 2 RN
ZN
< — (/ \Vu,|? dr +/ Voou? dx +/ u? |V, |? da:)
2 RN RN RN
< 2 ( Vu,|? dz —|—/ Voouldx —|—/ ui\VunPd:c)
2B RN RN RN
< Mp_T
2B 27

Usando (3.0.28) e (3.0.26), obtemos

I((un)ewn) = T((vp)pon ) + I((wy)gon ) — Ce > m — Ce > % (3.0.30)
desde que escolhamos € < 3%. Concluimos que t* > t e a prova estd concluida. Como

u, € M, f,, atinge seuw mdximo em t = 1. Entao:
m—+ o0,(1) = I(un) > I((upn)wn)-

Usando (3.0.30), deduzimos para n grande que I((w,):) < 2Ce,Vt € (0,t""). Mais ainda,
para qualquer t € (0,1):

tN+2

</ ]an|2dx+/ V(tx)widx—l—/ \an|2widx)
2 RN RN RN

tN+p+1

2Ce > I((wp)e) >

lw, [T dx

p+1 RN
N+2

- 2

- DtN+p+1

onde
Qn = |Vaw, |2 dm~|—/ Vow? dx + |Vw,|*w? dx
N

RN R RN
€ limitado e independente de e e D := A+ 1 > A. Notando que

tN+2

2

G — DEVFPEL — N2 (q_n _ Dtp—l)
n - 7
2
1
forcamos %" — Dtp~t > %”. Para isso, devemos escolher t < (Z—B)ﬁ. Entao:
tN+2

2

 — DENFPHL = pN+2 (@ - DtH)
4 2
tNJrQ

4

> n-
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Agora, tomando um D suficientemente grande, podemos supor que t = (4D)P 1 <t. Com
essa escolha, temos:

Ce>1 G \ 7T s o

2C¢e > > <—") I s gt

> I((w)) > () 2> g
ou seja:
—1
HwnHHI(RN)+HV(wn>2”L2(RN)§ CEQ(I\?JrPJrl) (3031)

para algum C > 0 independente de €. O caso t*» >t € andlogo. Isso completa a prova
da Etapa 3.

Ftapa 4: O infimo de I|y € atingido.

Recordemos que z, = u,(- + x,,) e, por compacidade, z, — z em L} _(RN). Observe que

z # 0, pois usando a definicao de ng e (3.0.16|), obtemos:

n—-4o00 RN n—4o0o

0 <6 < liminf [0, [P dr < lim |2 [PT do = / 2P da.
Bo(2R) Bo(2R)
Agora, dado € > 0 e n suficientemente grande, por (3.0.31)):

1
3 -
([ Junf )" < llons = el o+l ey < Cvm. (21032
]RN

Além disso, como ng € [0, 1], temos:

(] udspuiiar)’ -

[SIE

(ltnl Il = alun])? d )

1
2

run|+runr>2)

(Lo
=(L.
<2( 4|U2|>

u ||L2(RN)

(3.0.33)

Juntando (3.0.32), (3.0.33)) e usando a desigualdade de Hélder (2.1.2)), teremos:

RN\ui—vi\da::/RN]un—i—vnHun—vn]dx
:/ Wy ||t + v, | dx
/ ol |un|+|vn|>

< Cex®m C,
— Cemdm, (3.0.34)

Em particular, isso significa que

/ u? dr < / v2 dr + O, (3.0.35)
RN RN
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Por outro lado,

/ v2dr < / 22 dr — 2dr < / 2 dx. (3.0.36)
RN Bo(2R) Bo(2R) RN

Utilizando as duas estimativas (3.0.35)) e (3.0.36), e passando o liminf, obtemos

lim inf 22 dr = lim inf u? dx
n—-+40o RN n—-+00 RN
p—1

< / vi dx + Ce2@+ptD)
RN

p—1
< 22 dx + Ce2m+piD
RN

Como € ¢ arbritrdrio, z, — z em L*(RY) e, pela Desigualdade de interpolacao (2.1.4)),
2z, — z em LI(RY),

Vq € [2,22%).

Temos dois casos a considerar:

Caso 1: x, € limitada. Neste caso, a menos de subsequéncia, x, — xo. Assim, u, — u em
HYRY), u2 — u? em DY2(RY) e u,, — u em LY(RYN),Vq € [2,22%), onde u = z(- — xy).
Dessa forma:

> liminf I ((uy,);)

n—-+0o0o

tN tN+2 tN+2
> liminf — |Vu,|? dz + lim inf / V(tz)u? dz + lim inf / u? |V, |* dr
n—oo 2 ]RN 2 ]RN

n—00 RN n—o00

#N+p+1
— lim sup / |, [P da
n—soo P+ 1 RN

Por outro lado:

< w) = " = = <m.

m < I(up) = fu(t") = max f,(t) = max I (u;) < m

Portanto I(up) = maxgso I(us) = m, u, — u e u> — u?. Em particular, up € M ¢ um
minimizante de I|y;.

Caso 2: x, nao € limitada. Neste caso, usando a condicao (V1), a mudanga de varidvel
y=x—x, e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue[2.1.5, resulta:

lim V(t(y + zp))ui(y + x,) dy = lim V(t(x + 2,))22(y) dy

n—-+o0o RN n—-+o0o RN

Ve [ S
> [ Vi) i

= lim V(ty)22(y) dy, Vvt > 0.

n—-+o0o RN

Logo:
m = lim I(u,) > liminf I((u,):) > lminf I((z,):) > (), Vt > 0.

n—-+o00 n—-+00 n—-+o0o
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Analogamente:
m < [(th) = fz(t ) = r?;aoxfz(t) = I?EOX[(Zt) <m.

Entao, obtemos z- € M é um minimizante de I|y;. O

Demonstragio. (do Teorema [3.0.3)
Seja u € M um minimizante de I|p;. Sabemos, do Lema que

I(u) = véﬁggio max I(vy) = m.

Logo, é suficiente mostrar que u satisfaz a forma fraca de (3.0.4). Suponha por contradi¢ao
que u nao seja uma solucao fraca de (3.0.4). Entdo, existe yp € C(RYN) tal que

/RN(l +u*)VuVy + ulVul* + V(z)uy — [ulP up do = L # 0. (3.0.37)
Defina ¢ .=t t € R. Assim, multiplicando ambos os membros de por t, temos:
/N t(1 + v*)VuV + tu|Vul* + tV (2)uh — tlulP urp do = tL.
R
Isso implica que
/RN(l +u*)VuVe + u|Vul*¢ + V(2)ug — |ul’ " u¢ dv = tL.
Escolha t € R tal que tL < —1 e defina ¢ := t1p. Desta forma, existe ¢ € C°(RYN) tal que
(I'(u), @) = /sz(l +u*)VuVe + u|Vul*¢ + V(2)up — [ufPtupdr < —1.  (3.0.38)
Agora, serd conveniente escrever a erpressao acima da sequinte forma:

(I'(u), @) = VuVe + V(x)up + %V(UQ)V(U¢) — |u[Ptugp dr < —1.

RN

Note que a fungio u— (I(u),¢) = [ox VuVo + V(z)up + 1V (u?)V(ug) — |u[Pup dz é
continua em (X,dx). De fato, seja (u,) C X tal que u,, — v em X. Entéo, por defini¢cdo:

dX(un,u) = Hun — UHHl(RN)—i-HVUi — Vu2HL2(RN)—> 0.
Logo:

||un — UHL2(RN)—> 0

|V, — Vu| 2@y — 0. (3.0.39)
Assim, por (3.0.39)) e pela continuidade do produto interno, seque-se que:
(Vu,, Vo) = (Vu, Vo) = Vu,Vodr — VuVedz. (3.0.40)
RN RN
De maneira andloga,

(V(2)p,up) — (V(x)p,u) = V(z)u,o de — V(z)ugdx. (3.0.41)

RN RN
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Mazis ainda, como
V(?) = V(u?) em L*RY)

i u, = u em H'Y(RY),
seque que:
V(u2)V (u,¢) dz — V(u?)V (ug) dx,
RN RN
o que implica:
%/RN V(u2)V (upd) — % . V(u?)V (ug). (3.0.42)

Ademais, pelas imersoes compactas de Sobolev, temos:

|un|p‘1un¢da:—>/ |ulP~ ug du. (3.0.43)
RN RN

Portanto, por (3.0.40),(3.0.41)),(3.0.42)) e (3.0.43)):

1
(I'(uy), ) = Vu,Vodr + / V(z)u,pde + = V(u2)V (un¢) dz — |, [P @ dr
RN RN 2 Jry RN
1
— VuVeodr + / V(z)updr + = V(u?)V (ug) dz — lu[P~ uep dx
RN RN 2 RN RN
= (I'(u),9).
Além disso,
lim w4 0d=u; +0.¢0 =u, (3.0.44)
(t,0)—(1,0)

pois (t,0) — uy+ 0o € continua de (0,4+00) xR em (X,dx). Por (3.0.38)), (3.0.44) e pelo

teorema da conservacao do sinal, como —1 < —%, existe € > 0 tal que

(I + 00), 8) < —%,vu _ 1 ol< e (3.0.45)

Agora defina a funcao corte n: R — R tal que

1, t—1]< <
77(75)—{ t-lss

0, |[t—1|>¢

e perturbe a curva ug, definindo

Uy, t—1|>¢
V(t)—{t | |

u +en(t)e, |[t—1|<e’

Note que () é continua em (X, dx), poisn(t) é continua emt. Além disso, eventualmente
escolhendo um e pequeno o suficiente, afirmamos que dx(v(t),0) > 0,Vt € RT |t — 1|< e.
Com efeito, observe que, em particular, ¥(t) é continua em t = 1. Mais ainda:

v(1) =u + en(1)d = u + €.

Seja € > 0 suficientemente pequeno de modo que u+ep # 0. Como § — u—+9d¢ € continua
em (X, dx), o resultado seque pelo Teorema da Conservagao do Sinal.
Afirmacao:

sup I(y(t)) <m.
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De fato, se |t—1|< ¢, definindo a funcao g : [0,e] — R de modo que g(o) := I(us+on(t)o)

e usando o Teorema do Valor Médio para g, existe & € (0,¢€) tal que

De (3.0.45)) e da defini¢cao de n, temos:

I(uy + en(t)9) — I(ue) = €(I'(ur + on(t)9), 1(t)9)

< ——.
-2
Assim
I(y(t) = I(us + en(t)p) < I(uy) — %
< I(u) — %
=m=—
< m.
Logo,
I(y(t)) <m.

Assim, como [1 —€,1+ €| € compacto:

sup  I(y(t)) <m.
te[l—e,1+€]

Por outro lado, se |t — 1|> €, entdo:

te0,1—e)U(L+e+00)= I(4(t) <m— = < m.

2

(3.0.46)

(3.0.47)

Como I(y(t)) = I(u),Vt € [0,1 —€) U (1 +¢,400) e limy, o [(us) = —00, entdo eriste

I
t >0 tal que I(uy) < 0,Vt > t. Logo:

sup  I(y(t)) = sup  I((t))
[0,1—€)U(1+€,4+00) [0,1—€)U(1+e€,t]
< sup  I(y()
[0,1—6}U[1+€7ﬂ
- €
m__
2
< m.

Assim, por (3.0.47) e (3.0.48)),

sup I(y(t)) <m.

(3.0.48)

Agora note que, J(y(1—€)) = J(ui—.) > 0, pois 1 —e < 1. Analogamente, como 1+¢€ > 1,
seque-se que J(y(1 + €)) = J(uire) < 0. Pela continuidade da funcao t — J(y(t)) e
pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe to € (1 — €,1 + €) tal que J(y(ty)) = 0.
Considerando (ty) = uy, + en(to)o € M, seque que I(y(ty)) < m, o que resulta numa
contradicao, tendo em wvista a definicao de supremo. Portanto, u é uma solugao fraca
para (3.0.1). Mais ainda, se u € M é um minimizante de Iy, entdo |u| também é um
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minimizante de I|p. Dessa forma, podemos supor sem perda de generalidade que u > 0.
Afirmacao:
w>0 em RV

De fato, suponha que exista vy € RN, tal que u(zo) = 0. Provemos entio que
—Au+V(zx)u>0, em B,(x9), paratodo r>0. (3.0.49)

De fato, dado x € RY e u € C*(RY), temos:
1
—Au+V(x)u— §uA(u2) = |u|P"tu. (3.0.50)

Note que:
A(u?) = div(V(u?)) = div(2uVu) = 2|Vul|*+2ulu
o que implica

1
- §A(u2) = —u|Vu*~u*Au. (3.0.51)

Substituindo (3.0.51) em (3.0.50)), resulta:

—(1+u®)Au + V(2)u = u|Vu*+u? + |ulP~'u > 0,V € RY,

oU seja
CAus LB S e e RY
1+ u?
Portanto: v
—Au+V(x)u > —Au+ (z)u > 0,Vx € RV,
1+ u?

Em particular, vale . Além disso, como u > 0 em B,(xg), seque-se que xq €
um ponto de minimo de u, interior a B,(x¢). Pelo Principio do Mdzimo Forte (cf. [,
p. 333]), u é constante em B,(xy). Como r > 0 € arbilrdrio, seque que uw = 0, o que é
uma contradi¢io, pois u € M e 0 ¢ M. Portanto u > 0 em RY.
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