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Resumo

Sejam f,g: M(¢1) — M(¢s) aplicagoes que preservam fibra sobre o circulo, S,
onde M(¢1) e M(¢) sao fibrados sobre S* com fibra toro, T. O principal objetivo
deste trabalho é classificar os pares de aplicagoes (f, g) que podem ser deformados
por uma homotopia que preserva fibra sobre S' a um par de aplicacoes (f’, '),
g« M(¢1) — M(¢2), livre de coincidéncia. Em suma, classificar tais pares de
aplicagoes consiste em encontrar solu¢oes para uma equagao no grupo livre 7o (7T, T —
1), denominada equagao principal. Em algumas situagoes é conveniente estudar a
equagao principal na abelianizac¢do de mo(7T', T — 1) ou sobre alguns quocientes deste
grupo, uma vez que, se a equacao em um desses quocientes nao admite solugao,
entao a equagao original também nao admite solucao. Neste caso, conclui-se que
nao é possivel obter a deformabilidade desejada.

Palavras-chave: coincidéncia, T-fibrados, aplicacao que preserva fibra.



Abstract

Let f,g: M(¢1) — M(¢ps) be fiber preserving maps over the circle, S*, where
M (1) and M(¢py) are fiber bundles over S and the fiber is the torus, T. The
main purpose of this work is to classify the pairs of maps (f,g) which can be
deformed by fiberwise homotopy over S! to a coincidence free pair (f',¢'), f', ¢ :
M (¢p1) = M(¢2). In general classify such pairs of maps consists in finding solutions
for an equation in the free group mo(7,T — 1), called the main equation. In certain
situations it is appropriate to study the main equation in the abelianization of
mo(T,T — 1) or on some quotients of this group, since, if the equation in one of
these quotients not admit solution, then the original equation also does not admit
solution. In this case, it is not possible to obtain the desired deformability.

Keywords: coincidence, T-fiber bundles, fiber preserving maps.
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Introducao

O conjunto dos pontos fixos de uma aplicacao fibrada juntamente com a teoria de
coincidéncia de Nielsen tem sido objetos de estudo de varios autores no ambito da topologia
algébrica. Uma questao inicial que motivou a formulacao de diversos problemas neste contexto é
a seguinte pergunta: dada uma fibracao p : M — S* e aplicacoes f, g : M — M, que preservam
fibra sobre S!, sendo f = Id, ¢ possivel deformar a aplicaciao ¢ por uma homotopia que preserva
fibra sobre S' a uma aplicacao ¢’ livre de ponto fixo?

Uma situagao mais geral foi considerada pelos autores E. Fadell e S. Husseine, em [3](1981),
para fibrados F — M % B, onde F, M e B sao variedades fechadas e pelo autor D. Gongalves,
em [5](1987), no caso em que F = S'.

Considerando ¢ : S — S um homeomorfismo de uma superficie fechada S, M(¢) o fibrado
dado pelo espago quociente obtido do espago 5% [0, 1] identificando os pontos (z,0) com (¢(x), 1)
e f,g: M(¢) = M(¢), sendo f = Id, a pergunta anterior foi completamente respondida pelos
autores D. L. Gongalves, D. Penteado e J. P. Vieira, nos casos em que S =T, toro, ou S = K,
garrafa de Klein, em [7](2004) e [§](2009), respectivamente. Em [15](2012), W. L. Silva e J. P.
Vieira investigaram este problema no caso em que f e g sao aplicagoes em fibrados com base
St e fibra garrafa de Klein.

Posteriormente, em [11](2015), o autor J. Vieira considerou aplicagoes em fibrados sobre o
circulo, St com fibra toro, T, f,g : M(¢) — M(¢) e investigou quando o par (f,g) pode ser
deformado por uma homotopia que preserva fibra sobre S' a um par (f',¢'), f', ¢ : M(¢) —
M (), livre de coincidéncia.

O problema proposto neste trabalho se fundamenta em avaliar esta questao considerando,
agora, dois homeomorfismos do toro ¢, ¢ : T — T e aplicagoes f,g: M(¢p1) — M(¢p2).

Para cumprir com os objetivos aqui apresentados segue a relacao dos principais objetos de
estudo de cada um dos quatro capitulos que compoem esta tese.

O primeiro capitulo consiste em analisar uma versao mais geral do problema proposto e
relaciond-lo com um diagrama algébrico envolvendo certos grupos fundamentais. Para tal,
é necessario o estudo de topicos que fazem parte dos pré requisitos indispensdveis para o
desenvolvimento do trabalho, tais como: grupos de homotopia de ordem superior, presentacao
de grupos, acao de grupos e teoria basica de fibragoes e fibrados. Para compreensao destes

assuntos as principais referéncias utilizadas sao: [9], [13] e [10]. Na secao 1.1 utiliza-se alguns
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Introdugao 12

homeomorfismos do toro, para se obter modelos de fibrados com base S!' e fibra T. Além
disso, apresenta-se uma condicao algébrica necesséria e suficiente para um par de aplicagoes
(f,g) ser deformdvel por uma homotopia que preserva fibra sobre S' a um par (f’, ¢’) livre de
coincidéncia (Coroldrio [1.2.1)).

No capitulo 2 defini-se o nimero de Nielsen coincidéncia de aplicacoes f,g : X — Y entre
C'W-complexos finitos, N(f,g). Quando f e g s@o aplicagdes do toro, pode-se caracterizar
N(f,g) (Teorema e relaciond-lo com o problema proposto (Proposigao . Este
capitulo se resume em classificar todos os T-fibrados sobre S* (Proposicao , descrever
os grupos e homomorfismos envolvidos no problema proposto, e associar este problema com um
sistema algébrico de equagoes afim de se obter a denominada equacao principal.

O terceiro capitulo é destinado a investigar de forma mais especifica a equacao principal.
Primeiramente, observa-se que essa pode ser interpretada como uma equacao no grupo livre
mo(T,T—1) e que uma solugao desta implica na existéncia de uma solugao de outras equagoes. A
seguir, estuda-se a equagao principal na abelianizacao de mo(T, T — 1) e sobre alguns quocientes
deste grupo. Por fim, apresenta-se uma forma da equagao principal denominada condig¢ao
necessaria.

O capitulo 4 é dedicado a solucao do problema proposto. Neste capitulo classifica-se todos
os pares de aplicagoes (f,g) que podem ser deformados por uma homotopia que preserva fibra
sobre S a um par (f’,¢’) livre de coincidéncia. Muitas das ideias utilizadas na resolucao deste
problema foram inspiradas nas solugoes apresentadas em [11], que constitui a principal referéncia
desta tese. Em suma, resolver o problema proposto se reduz a encontrar solugoes para a equacao
principal. Quando hé dificuldade em encontrar tais solugoes, a ideia é abelianizar o sistema de
equagoes e avaliar se hd ou nao solucao nesta situagao. Se o sistema de equacoes abelianizado nao
possui solucao, infere-se que o sistema original também nao possui solugao, consequentemente,
nao é possivel obter a deformabilidade desejada. Caso seja encontrada solucao para o sistema
abelianizado, nao se pode concluir que o sistema original também admite solugao, mas a partir
das solugoes encontradas no sistema abelianizado se induz as solugoes para o sistema original e

deste modo soluciona-se o problema.



CAPITULO

1

Uma versao geral do problema proposto

Este capitulo introduz a principal questao abordada neste trabalho. A principio,
analisa-se uma versao mais geral do problema proposto relacionando-o com um

diagrama algébrico envolvendo certos grupos fundamentais.

Esta tese objetiva, principalmente, resolver a seguinte questao:

Problema proposto: Sejam ¢, ¢5 : T' — T homeomorfismos do toro T'. Denotemos por

M (¢1) e M(¢p2) os espagos quocientes obtidos do espago T' x [0, 1] identificando os pontos (x, 0)
com (¢(x),1) e (¢a(x), 1), respectivamente e consideremos p; : M(¢p;) — S = % a projecao
dada por p;({(x,t)) = (t), i = 1,2. Temos que M(¢;) e M(¢2) sao fibrados sobre o circulo S*
com fibra toro. Dadas aplicagoes f, g : M(¢y) — M(¢p2) que preservam fibra sobre S', ou seja,
tais que py o f = py e py o g = p1, vamos investigar quando o par (f, g) pode ser deformado por
uma homotopia que preserva fibra sobre S' a um par (f’, ¢') livre de coincidéncia.

Afim de solucionar o problema especifico investiga-se a seguinte pergunta:

Problema geral: Sejam (F;, M;, B,p;), i = 1,2, fibrados e f, g : My — M, aplicagoes que

preservam fibra sobre B. Quando o par (f,g) pode ser deformado por uma homotopia que
preserva fibras a um par (f’, ¢’) livre de coincidéncia?

Este problema pode ser formulado através de um diagrama geométrico. Para tal, precisa-se
dos seguintes conceitos:

Define-se o pullback de p, : My — B por ps : My — B, como sendo o espago
My xp My := {(z,y) € My x Ma; pa(x) = pa(y)},

representado pelo diagrama

T20j

M2 XBMQﬁ'MQ

ﬁlojj lpz

M, B

p2

sendo 7 e Ty as projegoes na primeira e segunda coordenada, respectivamente e j : My X g My —

Ms x My a inclusao.

13
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Considere A a diagonal em X = My xg My, A = My xg My — A e Eg(My) := {(z,w) €
Ax X1 i(x) = w(0)}, onde g(x, w) = w(1). Temos que a inclusao My x g My — A <y My < g My
pode ser trocada por uma fibragao q : Eg(My) — My X g M, cuja fibra sobre um ponto by € B
serd denotada por Fy e Ep(Ms) tem o mesmo tipo de homotopia de A (veja [3]).

Seja Eg(f,g) = {(m, (x,w)) € My x5 Eg(Ms); q(x,w) = (f,g)(m)}. Uma equivaléncia do

problema geral é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 1.0.1 ([11], Theorem 1.2) Um par de aplicacées (f,q), f,g : My — Ms, sobre B
pode ser deformado a um par (f',q"), livre de coincidéncia por uma homotopia que preserva

fibra sobre B se, e somente se, existir uma sec¢ao o no diagrama

Fo Fo (1.1)

|

9,9
Ep(f,9) 22> Ep(M,)

g 7 7
- Lfﬂf,g) Lq
e
e

M1 M2 XBMQ

My —7 (f.9)

onde q(s.q) : EB(f,9) = My € a fibragao induzida de q por (f,g). [ |
O préximo resultado relaciona o problema geral com um diagrama geométrico.

Proposicao 1.0.1 ([71], Proposition 2.3) Um par de aplicagoes (f,g) pode ser deformado a
um par de aplicagoes (f',g') livre de coincidéncia por uma homotopia que preserva fibra sobre

B se, e somente se, existir uma aplica¢ao
hIM1—>M2 XBMQ—A

que torna o diagrama

M2 XBMQ_A

no-7
_ .
_ 1
-~

M, —>(f7g) My x g My

homotépico comutativo, ou seja, tal que i o h é homotdpico a (f,g). [

Observacgao 1.0.1 (1) ([4l]) A fibra F» tem grupos de homotopia
ijl(fé) = 7Tj<M2 X B MQ,MQ XB Mg — A) = 7Tj(X, A)
(2) Se a fibra Fy, e os espagos My e B sdo variedades fechadas, entdo

ijl(fg) = 7Tj(X, A) = 7Tj(F2,F2 — l’),
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onde x € um ponto qualquer em Fy. (Veja [5], Proposicao 2.1, p. 53).

(3) Nas condigoes de (2), se dim Fy = k > 2, a teoria de obstrucao cldssica pode ser usada
para encontrar obstrugées. A primeira obstru¢ao ocorre para estendermos a sec¢do do (k—1)-
esqueleto ao k-esqueleto e essa obstrugio Op(f,g) € H*¥(My;{m_1(F2)}) (cohomologia com
coeficientes locais). Podem ocorrer outras obstrugoes e a razao essencial para se aplicar a
teoria de obstrugao € que m (My) atua nos my_1(F2) independente do ponto base de Fu, pois
m(F2) = 0. (Veja [3), Proposicao 2.2, p. 54).

(4) Nas condicoes de (2), quando a dimensao da fibra é 2 e Fy # S?, RP?, existe um sistema de
coeficientes local, bem definido, dado pela ag¢ao de m (My) em Hi(F,) e assim podemos definir
a obstrugao abelianizada Agp(f,g) € H*(My; {H,(F2)}). (Veja [12)).

(5) Quando a fibra € a esfera S?, entio wo(S?, S? — x) € isomorfo a Z e a teoria de obstrugdo
se aplica porque m (M) atua em m(F2) ~ Z independente do ponto base de Fo. No caso em

que a fibra é RP?, a teoria cldssica de obstrugdo também pode ser usada. (Veja [7).

1.1 T-fibrados sobre S!

O objetivo desta secao é descrever todos os fibrados com base S! e fibra toro, 7.
Deste modo, vamos considerar alguns homeomorfismos de 7' e também utilizar a

sua estrutura de grupo para simplificar a analise algébrica do problema proposto.

Sejam ¢1, ¢o : T' — T homeomorfismos. Sem perda de generalidade, podemos supor que
@1 e ¢9 possuem pontos fixos x; e x9, respectivamente, uma vez que todo homeomorfismo
¢ T — T éisotdpico a um homeomorfismo que preserva ponto base. De fato, suponhamos que
¢ : T — T é um homeomorfismo com ¢(xy) = yo. Entdo existe um homeomorfismo h: T — T
isotdpico a aplicagao identidade, tal que h(yg) = zo (veja o comentario apés a demonstragao do
Lema 5.4 do capitulo 5 de [13]). Seja H : T' x [0, 1] — T uma isotopia entre h e Id com Hy = h
e H, = Id. Defina

G:T x[0,1] = T; Gi(x) = He(o(x)).

GG é uma homotopia entre h o ¢ e ¢. Além disso, temos que

(h o ¢)(wo) = h(yo) = o,

ou seja, h o ¢ preserva ponto base.
Denotemos por M (¢;), o espago quociente de T' x [0, 1] pela relagao (x,0) ~ (¢i(x),1), e
por (x,t) um elemento de M (¢;), i = 1,2. Temos que

T — M(¢;) B St

¢ um fibrado localmente trivial, onde p; : M (¢;) — S* é a projecao p;({x,t)) = (t), i =1,2.
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. . 1~ [0.1]
Aqui, estamos considerando (t) € S* ~ .

Proposicao 1.1.1 ([11], Proposition 2.5.) Sejam ¢, : T — T dois homeomorfismos que
preservam ponto base. Temos que M(¢) é homeomorfo a M(v), por um homeomorfismo que

preserva fibra sobre S* se, e somente se, ¢ € isotdépico a um conjugado de 1. [ |
Como consequéncia da proposicao anterior, temos o seguinte resultado:

Corolario 1.1.1 As classes de T—fibrados sobre S* sao classificadas por classes de conjugacao

de classes de isotopia de homeomorfismos que preservam ponto base. [ |

1.1.1 Sobre o Toro

Podemos definir o toro, T, como sendo o espaco quociente Neste caso, denota-se

e ()]

Sejam ¢, ¢ : T — T homeomorfismos induzidos por operadores lineares L; e Ly em R,

X
X 7

os elementos de R x R e T', respectivamente.

respectivamente, que preservam 7Z X Z.

RxR-—>R xR

L

RxR RxR
YAV o YAV

Temos que ¢; e ¢ pode ser identificados com matrizes de coeficientes inteiros e determinante
1 ou-1.

Denotamos por M (¢;), i = 1,2, os espagos quocientes de T' x [0, 1] pela relagao

(HERQHBR(AWIB]

A classe de ([ * ] ,t) no espaco quociente M (¢;) sera denotada por < [ . ] 775>.
) Yy

Os espagos M(¢;), i = 1,2, sao fibrados sobre o circulo S!, onde a fibra é o toro, T, e as
projecoes
pi: M(¢;) = S

sao dadas por
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1.2 O problema do ponto de vista algébrico

Como a fibra toro, T', é um espago K(Z @ Z, 1), veremos, pelos préximos resultados, que o
problema proposto se reduzird a construir uma sec¢ao sobre o 2-esqueleto de M (¢;). Observe
que M(¢1) é um C'W-complexo, pois é o quociente do CW-complexo T' x [0, 1] pelo subC'W-
complexo @ = {(x,0) ~ (¢1(x),1); x € T}.

Seja f : M(¢y) — M(¢p) uma aplicagao que preserva fibra sobre S', que referimos

simplesmente como uma aplicacao sobre S*. Note que, dado (x,t) € M(¢)

f((z,0)) = (y,0), para algum y,
f({z,1)) = (y,1), para algum y e
f(z,t)) = (y,t), para algum y.

Assim, define-se fo : T'— T por

fo(z) =y, se f({z,0)) = (y,0).

Esta aplicacao é bem definida desde que

<y170> = <y2’0> = Y1 = Ya2.

Aliés, note que

(y1,0) = {(y1,0), (P2(y1), 1)}, (y2,0) = {(92,0), (¢2(y2), 1)}

Logo,
<y1a O> = <y270> =y = Y2

Observagao 1.2.1 Por defini¢ao temos que fo € a aplicagao f restrita o T, isto €, fo = f|r,
onde estamos identificando T com {(x,0); x € T} C M(¢;).

Proposicao 1.2.1 A aplicacio ¢y 0 foo ¢y' € homotdpica a aplicacio fy. Reciprocamente, se
fo: T — T éuma aplica¢do com ¢y0 food; " homotdpica a fy, entdo existe f : M(¢1) — M ()
sobre S tal que f restrita a fibra T € f;.

Demonstragao: Defina f; : T'— T por fi(z) =y, se f({z,1)) = (y,1). Note que f; estd bem
definida. De fato,

(1, 1) = (y2,1) © {(1,1), (63 (11),0)} = {(92, 1), (&3 (12), 0)} = 1 = w2
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Além disso, temos

(1) (2,0) = (¢1(2), 1),
(2) f((2,0)) = (fo(2),0).
(3) f((z, 1)) = {fa(2),1).
(4) (fo(2),0) = (920 fo)(2),1).

Assim,

—
N

3)

(20 f0)(@),1) 2 (fol@),0) 2 f((2,00) & f((d(2),1)) "
fiopr = a0 fo, ouseja, fi = a0 foo b .

(£ 0 ¢1)(x),1). Logo,

Ainda, observe que se t ¢ {0, 1}, entao f((z,t)) = (g(x,t),t), onde g(x,t) € T. Estendendo

g a uma aplicacao g : T'x I — T, por continuidade, temos

Portanto, f, é homotépica a fi = ¢y 0 foo ¢7 .
Reciprocamente, se H é uma homotopia entre fy e ¢y0 foo ¢, ", defina f : M(¢y) — M(¢s)
por f({x,t)) = (H(z,t),t). Entao,

f((l‘,0>) = <H(J:’O>7O> = <f0($>70>
[ |

Proposicao 1.2.2 FEziste uma secgdo o no diagrama (1.1)) se, e somente se, ela existir sobre
o 2-esqueleto de M ().

Demonstracao: Esta afirmacao decorre do fato que nessas condigoes, a fibra tedrica Fo tem

grupos de homotopia iguais a zero, exceto no nivel 1. Alias, pela Observacao m (2), e pela

sequéncia exata longa de homotopia dada para um par (veja [10]), temos
Tj(fg) ~ 7Tj+1(T,T - 1’) = 0.

Portanto, para a construgao da seccao conforme o Teorema [1.0.1, uma vez construida no

2-esqueleto, todas as demais obstrucoes se anulam. [ |

Teorema 1.2.1 (Critério para 2-extendabilidade, [1], Teorema 4.3.1, p.265) Sejam (X, L) um
CW -complezo relativo e p : X — X uma fibracdo com fibra F C X. Consideremos X, L e
F conexos por caminho. Uma sec¢do uw : L — L, onde L = p~Y(L), pode ser estendida a uma

seccdo u' sobre o 2-esqueleto Xy = LU X? exatamente quando iy = m (F) — m(X) € injetor e
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quando ezistir um homomorfismo 6 : m(X) — m(X) que comuta o diagrama

(L) —= 11 (X)

|

Wl(L)ﬁ-’ﬂﬁ(X)Tﬂ'l(X)

Podemos escolher u' : Xo — Xo tal que u;# =0. [ |

Definicao 1.2.1 Dados uma fibracio q : E — Y com fibra F', conexa por caminhos, e uma

aplicacao f : X —'Y, podemos formar o pullback geométrico:

B = {(5,2) € X x B f(x) = q(2)}.
F F
El.* q2 L
L

s F

_Q

q

X — Y
e o pullback algébrico:
m(X) | |m(E) = {(a, 8) € m(X) x m(E); fy(e) = q4(8)}.
Observacao 1.2.2 Considere a sequéncia exata de homotopia da fibragao q
com(F) S m(B) B m(y) > -

Se i1 € injetora, entao temos o sequinte diagrama comutativo

m(F) — L 1 (B*) — 2 1 (X)) —— 7o (F) ~ 1

l(fh#,fm#) l]d l
1

m (X) U m (E) = m(X)

—_—_<
-
~
U

onde is(f) = (1,i1(5)), p1(a, B) = a e j(B) = . Logo, pelo Lema dos cinco
m(E*) ~ m(X) |_|7T1(E).

Note que iy € injetora, j é injetora, py é sobrejetora e my(F') ~ 1, uma vez que F' € conezxa

por caminhos.
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Proposicao 1.2.3 Para My = M(¢1) e My = M(¢), existe uma secgio o no diagrama (|[1.1))
sobre o 2-esqueleto de My se, e somente se, o diagrama de grupos fundamentais admite um

levantamento :

Obs[T01(2)
~

7T1(F2) WQ(T,T— 1) (12)

1 (Eg (f/[(¢2))) >~ m (M (p2) xs51 M(¢a2) — A)
v _ -7 »
m(M(80)] o= (M(6) x51 M(6)

Demonstracgao: A principio, observe que existe um homomorfismo 1 que torna o diagrama

de grupos fundamentais comutativo se, e somente se, existe um homomorfismo 6 que torna o

diagrama seguinte

a(t.9)
T (Es ([, 9)) 1 (Eg1 (M(2))) (1.3)
/0/ g Lq(ﬁg)# _ /w/ - lq#
T (M (1)) —7= (M (1)) (Tg);ﬁ(M(@) xs1 M(¢2))
comutativo.
De fato, se existir 6, entao basta definir
U= G104 © 0

Por outro lado, temos uma fibracao

q: Egi(M(¢2)) = M(d2) xs1 M(¢2)
com fibra F3, cuja sequéncia exata de homotopia é dada por

cmy (M () X1t M(¢h2)) — m1(Fa) 2 mi(Bsr (M (2)) — m1(M(da) X1 M(¢pg)) — -

Observe que mo(M (¢2) x5t M(¢2)) é trivial. De fato, considere o diagrama

T T

| |

M(p2) x g1 M(p2) — M(¢2)

| 2

M(d2) —; st
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Temos a seguinte sequéncia exata de homotopia:
v o m(T) ~ 1 = ma(M(gg)) = m(SY) ~ 1 = 7 (T) — - -
logo ma(M(¢2)) ~ 1. Ainda pela sequéncia exata de homotopia:
v = mo(T) = 1 — mo(M(ps) Xs1 M(¢p2)) — ma(M(pa)) ~1— -
segue que mo( M (¢2) X1 M(¢3)) ~ 1. Assim, iy é injetora. Além disso,

51(M(¢2)) = {(m, (z,w) € M(d1) x Es1(M(¢2)); (f,9)(m) = q(z,w)} = Esi(f, g)-

Dali, pela Observacao [1.2.2] segue que

1 (Esi(f,9) = m(M(¢1)) || m(Es: (M(¢2)))-

Logo, se existir ¢ basta definir (x) = (z,¥(x)). Dessa forma, existir uma sec¢do o
no diagrama , implica que existe # = ox no diagrama (1.3l Consequentemente, como
observamos, existe 1.

Por fim, suponha que exista o levantamento @ como no enunciado. FEntao existe um

homomorfismo 6 que torna o diagrama (1.3)) comutativo. Considerando a fibragao

P =gt Esi(f9) = M(1),

com fibra F3, cuja sequéncia exata de homotopia é dada por
o my(M(¢)) = 1= mo(Fo) B m(Esi(f,g)) — -+

segue que ix € injetora. Além disso, dada uma seccao v : L — LondeLCXelL= p~ (L),

temos que o diagrama

Wl(i) —m(Es:(f,9))

“| | R

T (L) ——=mi (M (¢1)) — = m(M(¢1))

comuta. Portanto, pelo Teorema[I.2.T] u pode ser estendida a uma secgao o sobre o 2-esqueleto
de M(¢1) =X, Xo = LU X? de modo que oy = 6. [ |

A proposicao anterior fornece uma equivaléncia entre o problema proposto e encontrar um

levantamento no diagrama algébrico ((1.2)). Deste modo, deve-se calcular os homomorfismos e
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grupos fundamentais do seguinte diagrama:

Para isso, considere M (¢y) X g1 M(¢s) o pullback de py : M(¢) — ST por py : M(¢py) — S*
e T,y @ M(pa) x5t M(pp2) — M(¢2), as projegdes nas primeira e segunda coordenadas,

respectivamente. Note que

(@, 1), (Y, t2)) € M(d2) x 51 M(d2) = pa((z,t1)) = p2((y, t2)) = (t1) = (t2) .
Ainda,

1. t; €{0,1} = (t;) = {t;}, i = 1,2 e neste caso, (t1) = (ta) = t; = to.

2. t; € {0,1} = (t;) = {0,1},7 = 1,2. Mas em M(¢y), temos que (x,0) = (Pa(z), 1),

portanto podemos considerar t; = ts.

Assim, M (¢3) x g1 M(¢2) é dado pelos pares ((z,t), (y,t)), taisque x,y € T et € [ = [0, 1].

Os préximos resultados exibem os grupos fundamentais dados no diagrama ({1.4)).

Proposicao 1.2.4 ([11], Proposition 1.10) O grupo fundamental m (M (¢;)) € isomorfo ao
produto semi-direto m(T) x Z,i = 1,2. Além disso a a¢ao Z EN Aut(mi(T)) que vem da
secgdo s; + ST — M(¢;) definida por si(t) = (x;,t) € dada por ¢; - o = c;ac;' = ¢, (), onde

¢i = Di, (si) € 0 gerador de m(S"). |
0 q :
Denotando 0 = 0 ,0) eq = ,0),€ M(¢ps),0 # g, temos o seguinte
q
resultado:

Proposicao 1.2.5 ([11], Proposition 1.11) O grupo fundamental m (M (¢2) X st M (), (0,q))
¢ isomorfo ao produto semi-direto m (1) x w1 (M(¢2),q). Além disso, a agao de m (M (p2),q)
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sobre Aut(mi(T)), que vem da sec¢io s : m(M(¢2),q) — m(M(¢2) xs1 M(¢2),(0,q)) onde
§ = (820 P2, La(g))#, € dada por B-o = faf™" = py, (B) - a, e a dltima agio € aquela que vem

do fibrado po : (M(¢2),q) — S, isto €, a agdo é dada pela composicao:
P2
m(M(2). @) =¥ m(S") = Aut(m(T))
onde, se denotamos por ¢ o gerador de m(S*), entdo T'(c) = ¢a,, tal que se po, (B) = ¢, entdo
P2, (B) - o = %, (). "

Observacao 1.2.3 Para o cdlculo de m (M (¢pa) Xs1 M(p2) — A), inicialmente se define o
homeomorfismo fibrado h : M(¢py) x g1 M(¢pg) — M (o) X g1 M(pp2) sobre M(¢ps):

(L) = (LT

Temos que h aplica M(py) x g1 M (p2) — A homeomorficamente em M(¢py) X g1 (M (¢o) — S1)
sobre M(¢ps), sendo M(ps) X1 (M (o) — S') o0 espago total do pullback de py : M(py) — S?
Por Pa|ni(pa)—st : M(¢pa) — ST — ST, Além disso, o circulo ST em M(¢s) € a imagem de

wo=-{[2] )weton

Assim m(M(d2) xg1 M(d2) — A) € isomorfo a (M (da) X1 (M(p2) — S1)), e temos o

sequinte diagrama comutativo:

TxT—A Tx(T-1)

/

T TxT TIT
(¢2) x 51 M (¢ %‘—>M(¢2)X51( (¢2) —
I ’L'"’Vﬂﬂ}—_ (L)
M(¢1)WM(¢2) X g1 M () —— M(¢2) X 51 M(02)

(1.5)
Portanto, o problema de existéncia da sec¢ao o : M(¢p1) — Esi(f,g) no diagrama (1.1) €

equivalente a existéncia de um levantamento v : M(¢p1) — M (¢g) X g1 (M (p2) —S*) no diagrama

[3).

Proposicao 1.2.6 ([11], Proposition 2.13) O grupo fundamental m (M (pa) X1 (M(ps) —
S1,(0,q)) € isomorfo ao produto semi-direto m(T) x m (M (¢p2) — S, q). Além disso, a ag¢do



1.2 O problema do ponto de vista algébrico 24

de i (M(¢2) — S*,q) sobre Aut(mi(T)) € dada por - a = Baf™ = (pa|m(sy)-s1)#(B) - @, onde
a dltima agdo € aquela que vem do fibrado pa|pr(p,)—st : M(p2) — St — 81 como na Proposicao
.25l |

Proposicao 1.2.7 A existéncia de v no diagrama (1.5) € equivalente a existéncia de I' no
diagrama

1 (1.6)

T (Fo(M(¢2) — ")) ~mo(T, T — 1)

onde a seta horizontal indica a aplicacao

(faoho(f,g))y: m(M(¢1)) — m(M(¢2)).

Demonstragao: A principio observe que, com o mesmo argumento usado na Proposigao [I.2.3]
a existéncia de um levantamento v : M(¢y) — M(p2) X1 (M(¢y) — S) no diagrama ((1.5)
6 equivalente A existéncia de um certo homomorfismo, a nivel de grupos fundamentais, T :

T (M (1)) — m(M(d2) x 51 (M (o) —S1)). Agora, considere

Oy (M(p2) Xs1 M(¢2),(0,q)) — m(T) x m (M(p2),q)

n = (i, (s o ma, ) (™)), Ty (0)),

onde i1, e Ty, sao as aplicagoes dadas na sequéncia exata curta

i1

1 — m(T) 3 m(M(¢2) x5 M(¢2),(0,q))

IE

m(M(¢2),q) = 1,

Dy i (M(¢2) X1 (M() — S1),(0,q)) — m(T) x m(M(p) — S, q)
n o= (i (3 om,) (), T, (n)),

sendo i1, e T, as aplicagoes dadas na sequéncia exata curta

<
Ju

1

1—>7T1(T) 7T1<M(¢2) X g1 (M(¢2)_Sl)7(0’q))

2

m(M(¢2) — S',q) = 1
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e 5= (82 0 Pa|nr(g)—51s Las(g)—51)#-

Temos que @y = i (M(¢2) X 51 M(¢2),(0,q)) = m(T) ¥ w1 (M(¢2),q) e Pg : m1 (M(¢2) X 51
(M(¢g) — S1),(0,q)) — 7 (T) x 7 (M(p2) — S, q) sdo isomorfismos dados pelas Proposigoes
e [L.2.6] respectivamente. Supondo que existe um levantamento v : M (¢1) — M (¢2) X g
(M(¢s) — S') no diagrama , temos a existéncia de um homomorfismo T : 7 (M(¢y)) —
T (M(¢) xg1 (M(p2) — S1)), a nivel de grupos fundamentais, assim basta definir I'(§) =
T #(f‘(é)). Por outro lado, dado T' como no diagrama E, defina

[(8) = @5 iy} (T2, ((9))(3 0 T(671))), T(9)).

Note que escolhido %;;(F(é)), como 51# é injetora, segue que gf;(%g#(F(é))(é oT(671)) ¢

unicamente determinado, de modo que I'(§) estd bem definido. |

Observagao 1.2.4 Vimos que a ezisténcia de o no diagrama (1.1)) é equivalente a existéncia
de v no diagrama (1.5 que, por sua vez, € equivalente a ezisténcia de I' no diagrama (|1.6)).
Portanto, seque do Teorema[I.0.1] o sequinte resultado:

Corolério 1.2.1 Um par de aplicacoes (f,g), sobre S*, pode ser deformado a um par (f',q')
livre de coincidéncia por uma homotopia que preserva fibra sobre S se, e somente se, existir
I' no diagrama (|1.6)). |



CAPITULO

2

Reducoes no toro e um sistema algébrico de

equacoes

Este capitulo trata brevemente sobre o nimero de Nielsen, o qual se relaciona com
o problema proposto, vide Proposigao 2.1.1} O objetivo aqui é classificar todos os
T-fibrados sobre S*, descrever os grupos e homomorfismos envolvidos no problema
proposto, dados no diagrama e apresentar uma condicao algébrica necessaria
para um par de aplicacgoes (f, g) ser deformavel por uma homotopia que preserva
fibra sobre S' a um par (f’,¢’) livre de coincidéncia. Tal condigao provém de um

sistema algébrico de equagoes e é denominada equacao principal.

2.1 Teoria de coincidencia e o numero de Nielsen de aplicagoes do

toro.

Sejam f,g: X — Y aplicacoes entre C'WW-complexos finitos. Denotemos

Coin(f,9) ={x € X; f(x) = g(x)}.

Considere x1, 29 € Coin(f,g). Dizemos que z; e z5 sdo Nielsen equivalentes com respeito a
[ e g se existe um caminho o : [0, 1] — X tal que ¢(0) = 21, 0(1) = 22 e f oo é homotdpica a
g o o relativo aos pontos {0, 1}.

A relagdo descrita acima é uma relagdo de equivaléncia. Deste modo, Coin(f,g) esta
particionado em classes de equivaléncia dessa relagao, chamadas classes de coincidéncia. Uma
classe de coincidéncia F é dita essencial se dado x € F e homotopias {f;}, {g:} de f = fo
e g = go, existir ' pertencente a Coin(fi,g1) e um caminho v : [0,1] — X com 7(0) = =z,
(1) = 2/, tal que f; oy é homotépico a g; o v relativo aos pontos {0, 1}.

O numero de Nielsen coincidéncia de f e g, N(f,g), é definido como sendo o nimero de

classes de coincidéncia essenciais. Tal niimero é um invariante homotépico finito e é um limitante

26
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inferior para o conjunto Coin(f’, ¢') das aplicagoes f', ¢’, homotdpicas a f e g respectivamente.
Para uma melhor descrigdo do assunto, veja [6] e [14].
Se f e g sdo aplicagbes do toro, existe uma caracterizacao para N(f, g). A saber, seja o toro

T = S' x S'. Considere em R? a relacao de equivaléncia
(z1,91) = (T2, 42) & 71 = 12, € Y1 = ya mod(Z).

O conjunto dessas classes de equivaléncia pode ser identificado com T e a projegao
p: R? — T é o revestimento universal. Ademais, temos que 71(7T) ~ Z @ Z e duas fungoes
fi, fo : T — T sao homotdpicas se, e somente se, f1,, fo, : 71(T) — m(T) coincidem. Fixemos
um ponto 1 € T. Temos que 71(T,1) é um grupo com dois geradores a e b, que satisfaz a
relagao aba='b™! = 1, isto é, ab = ba. Assim, segue que cada elemento de (T, 1) pode ser
representado por uma palavra da forma a™b"™; m,n € 7Z.

Seja f : T'— T uma aplicacao continua. Entao, fu : m (1) — m(7") é um homomorfismo da
forma fi(a) = a™b" e fu(b) = aPb?. Equivalentemente, olhando 7 (7T) ~ Z & Z com geradores
a=(1,0)eb=(0,1), temos que fz : Z®Z — Z & Z é um homomorfismo cuja matriz em
relagdo & base canonica {(1,0),(0,1)} de Z ® Z é dada por ( mer )

n o q
Vamos denotar fu por f(m,n,p,q), onde m,n,p, q sdo as entradas da matriz anterior. Feito

essas consideracoes, temos os seguintes resultados:

Teorema 2.1.1 ([, p. 122-125) Se fi,fo : T — T sao aplicagoes continuas com f;, =

filmi,ni,pi, q;), i = 1,2, entdo o nimero de Nielsen coincidéncia de fi e fo é dado por

N(fbe): det(ml_mQ pl_p2>‘.
ny—n2 q1— @2

Proposicao 2.1.1 ([71], Proposition 2.2) Se fi, fo: T — T sdo aplicagées continuas tais que
N(f1, f2) = 0, entdo podemos deformar o par (fi, f2) a um par (g1, g2) livre de coincidéncia.
|

2.2 Redugao dos fibrados M (¢1), M (¢2) e das fungoes

f,9: M) — M(p)

Nesta segao classifica-se os T-fibrados sobre S (Proposigao|2.2.2)) e também os pares
de aplicagoes (f,g), f,g: M(¢1) — M(¢p2) (Teorema [2.2.1)).

Retome a questao levantada no capitulo 1, a saber: dadas f,g: M(¢1) — M(¢p9) aplicagdes

sobre S'; isto é, tais que py o f = p; e pa 0 g = p;, almeja-se investigar quando o par (f,g)
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pode ser deformado por uma homotopia que preserva fibra sobre S' a um par (f’,¢’) livre de
coincidéncia.
Pela Proposicao [1.2.3] segue que este problema ¢é equivalente a encontrar um levantamento

1) no seguinte diagrama algébrico:

’/Tl(./_"g) ~ 7T2(T,T — 1)

|

—

m1(Esn <f4(¢2>)> ~ 1 (M(¢2) X51 M(d2) — A)
v _ -7 )

(M (¢1)) =71 (M (p2) X 51 M(¢2))

om

com pontos base adequados. O ponto base do dominio de f e g é

0:<[8],0> e pode-se supor que f(0) =0 e g(0) =q, ondeq:<[q],0>.
q

Caso contrario, troca-se ¢ por uma aplicacdo ¢’ homotdpica a ¢ que tem a propriedade
descrita acima. De fato, isto pode ser feito usando a propriedade do levantamento de homotopia

da fibragao py : M(¢) — St com relagio ao diagrama

M(¢1) x {0} U0 x I —— M(¢)

_
l L - j
j e P2

M(¢y) x [ ———— S

P1op1

onde py : M(¢p1) x I — M (1) é a projecao na primeira coordenada, j : M(¢p1) x {0}UO0 X I —
M(¢1) x I é a inclusao, t|a(g,)x10} = g € t|oxs ¢ um caminho ¢ : I — M(¢,) tal que ¢(0) =0 e
¢(1) = q. Note que ¢’ = Ly (L(1)), satisfaz ¢'(0) = L,1(0) = L(0,1) = q.

Denote por
m; Pi .
Bi = b y L= 1a 27
ny g

a matriz dos homomorfismos induzidos sobre o grupo fundamental pela restricao de f e g a

fibra T, respectivamente, isto é,

(f|T)# = f’T(mla ni, P1, Q1)7 (9|T># = g|T(m2>n27p27 Q2)~

Proposigao 2.2.1 Sejam f,g : M(¢1) — M(¢pa) aplicagoes tais que (fl|r)e =

flr(my,ni,prqu) e (9|T)# = glr(ma,na,p2,q2).  Se o par de aplicagoes (f,g) pode ser
deformado por wma homotopia que preserva fibra sobre S' a um par de aplicagoes (f',g')
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livre de coincidéncia, entao N(f|r,g|r) = 0. Neste caso, decorre que (my — maq,p1 — p2) €
(n1 — n2,q1 — q2) sao linearmente dependentes sobre Q.

Demonstragao: Se o par (f,g) pode ser deformado por uma homotopia que preserva fibra

sobre S' a um par (f’,¢') livre de coincidéncia, entdao o par (f|r, g|r) pode ser deformado por
uma homotopia que preserva fibra sobre S* a um par (f'|7, ¢’|7) livre de coincidéncia. Suponha
que N(f|r,g|r) é diferente de zero, entao como (f’|r, ¢'|r) é uma deformacao de (f|r, g|r), pela
defini¢ao do nimero de Nielsen, ( f’|r, ¢’|r) deveria possuir pelo menos um ponto de coincidéncia,

o que é um absurdo. Logo, pelo Teorema [2.1.1] segue que

m; —m —
det 1 2 P1— D2 —0,
ny—nz2 q1—4q2
consequentemente, (m; —ms, p1 — p2) € (N1 — N2, @1 — ¢2) sdo linearmente dependentes sobre Q.
|

Observagao 2.2.1 Segue da proposi¢ao anterior que se o numero de Nielsen de f|r e g|r,
N(f|r,q|r), € diferente de zero, entdo ndao € possivel deformar o par de aplicagées (f,g) a um

par de aplicagoes (f', ') livre de coincidéncia por uma homotopia que preserva fibra sobre S*.

O resultado seguinte fornece uma relacao entre as matrizes

(,bi _ 1% 3 e BZ _ i Pi ’
Ao;  Qy; n; q;

onde ¢; denota a matriz associada ao homomorfismo induzido ¢;, : m(T') — 71 (T), ou seja,
b, (a) = a®ib e ¢, (b) = a™b™ i =1,2.

Proposicao 2.2.2 (1) m(M(¢;),0) = (a,b,co; [a,b] = 1, coacy ' = a™ib, cobcy ' = a®ib™) , i =

0
1,2, sendo co = p;, (s:), onde s; = S* — M(¢;) € tal que s;(t) = < [ ] ,t> = ¢o(t).

0
(2) ¢2B; = By, i =1,2.
(3) Se N(f|r,g|r) = 0, entao By — By tem autovalor 0 e autovetor v = (v1,v3) € Z X Z
associado a 0, tal que mdc(vy,vy) = 1.
(4) Se v € um autovetor de By — By associado a 0, entdo ¢1(v) também é um autovetor de
By — By associado a 0.

(5) Considere w de modo que o par (v,w) gera Z x Z, onde v € um autovetor de By — B

1 0
associado a 0. Defina o operador linear P : RxR — RxR por P(v) = < 0 ) e P(w) = ( ) :

()] )

Considere o homeomorfismo de fibrados (também denotado por P)

1)

P:M(¢;) — M(¢}),i=1,2; P <<
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onde ¢} = Po ¢; 0 P71, Entdo para Bl = Po B;o P71 i =1,2, temos:

(a) Se podemos tomar w = ¢1(v) de modo que (v, ¢1(v)) gera Z X Z, entdo

B}z(m p),pamizl,Q,
n o q

¢ a matriz de ¢} : w1 (T) — 7 (T).

(b) Se os pares (v, ¢1(v)), (v, P2(v)) nao geram Z x 7, ou seja, ¢;(v) = \jv com \; € Z, entdo

n g

0 Ay;

(c) Se o par (v, ¢1(v)) ndo gera Z X Z e o par (v, p2(v)) gera Z x 7 entdio

; N a
Bi1:<mp>,¢%:(01 adl),com)\loul::l:l,
n g a4

0
o= ( ) = 41, ¢GB! = BlgL

1 a42

(d) As condicoes (a) e (b) determinam os sequintes casos:

a a a a, m
Caso I: ¢! — i da ) - 12 432 Bl - P ;

ao1 Q41 A2 Q49 n q
det(6]) = +1 ¢ GLB! = Blgl.

10 1 0
Caso II: ¢! = , O = , Bl =

10 |
Caso III: ¢! = Lol = 32
01
a32 7’é 0.

1 0 1(132
Caso IV: ¢! = , Pt =
o1 a 1

Caso V:qﬁ%z(l O), §:<_01 a32>7Bi1:

01
aszan = 2m e azaq; = 2p;.

1@31 1 0
Caso VI: ¢; = oL = , B! =
¢ (0 1) ? (01

a31 7"é 0.
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1 1 i
Caso VII: ¢! = R i g @) Br=( "),
0 1 0 1 0 ¢

a3 7’é 0, ass 7’é 0 e azim = agaq;.

1 a3 1 as 0 pi
Caso VIII: ¢' = O , B} = ;

asq 7é 0.

1 -1 0 p
Caso IX: ¢l = 51 , Oy = a2 , B} = g ;
0 1 0 1 0 @

asz; # 0 e azaq; = 2p;.

1 1 i
Caso X: ¢ = ~ ™ ), oi=| ) p=(" "),
0 —1 0 —1 0 g

as1m — az2q; = 2p;.

1 -1 0 pi
Caso XI: ¢} = a1 , 03 = 2 , B} = Y ;
0 -1 0 -1 0 ¢

asaq; = 0.

1 —1 i
Caso XII: ¢! = @ el = @) o= "),
0 —1 0 1 no g

a1 = 2q; e azgan = 2m.

-1 1 i
CaszIII:qﬁ—(O a?’i),qbé—(()agi),B}—(mp);
— — no g

azgin =0, azgen = —2m e 2p; = —as2q;.

0 -1
asin =0, azgen =0 € az1m = aszq;.

—1 asi —1 as2 m p;
Caso XV: ¢} = , 3 = , B = 5
o1 ( 0 —1) & ( 0 1 ) (0 0>

a3 m — 0.

1 10 0 p;
Caso XVI: ¢ = 451 , O3 = , B} = Py
0 1 01 0 g
-1 1 0 p
Caso XVII: ¢! = R s “2 ) Bl= bl
0 1 0 1 0 0

aze # 0.

1
Caso XIV: ¢! = ( @31 ) ol —
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-1 1 i
Caso XVIII: ¢ = G gl = G2 ) g [P
0 1 0 —1 n g

asm = —2q; e azgan = —2m.

-1 -1 ;
Caso XIX: ¢! = I - @) g [ ™ P
0 1 0 1 0 ¢

as2q; — azim = 2p;.

(e) As condigoes dadas em (c) determinam os sequintes casos:

10 0 1 i
Caso XX: ¢, = , P2 = , B = e
01 10 m p;
10 0 —1 ;
Caso XXI: ¢, = , P2 = , By = moer )
0 1 1 2 —m —p;
1 asy 01 0 Di
Caso XXII: ¢, = , P9 = , B; = pa 0.
Caso XXII: ¢, (O 1) ®2 (10) <Opi> 31 7

1 0 —1 i
Caso XXIII: ¢, = N B=( " P s ag # 0.
0 1 1 2 —m —agm —p;

0 -1

1 0 —1 0 pi
Caso XXV: ¢ = a1 , 2 = , B = Pi)
0 —1 1 -2 0 p;
—1 asq 01
Caso XXVI: = , = , B;
4 (O _1>¢2 (10)
0 p
B,-z( b ),seagl%o.
0 —pi
-1 0 i
Caso XXVII: ¢, = 481 . Bi = b .
0 -1 1 m p; —a;m
-1 01 i
Caso XXVIII: ¢, — i)y, = B, = b .
1 0 —m az;m+ p;
— -1
Caso XXIX: ¢, = ( a3l> ( , >7BZ:<O Pi )
—Di

O Caso I segue de (a). Note que nesta situagao, (p2 — p1,q2 — ¢1) = (0,0). Os demais casos

1 0 1
CaszXIV:gbl:( a31>,¢2=<1 0 , B; =

seguem de (b) e nestes casos (ps — p1,92 — q1) 7 (0,0).
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Demonstracao: Considere os lagos em M(¢;), ¢ = 1,2, com ponto base 0:

- (1) poo-{[2] =[]

(1) Pela Proposicao temos que m(M(¢;)) ~ m(T) x Z e dai temos uma presentagao
T (M(i),0) = <a,b, co; [a,b] = 1, coacy’ = a™ib% | cybcyt = a“3ib“4i>, 1=1,2.

m; Di . . . .
(2) Lembre que B; = b .1 = 1,2, denota a matriz do homomorfismo induzido
ni 4
sobre o grupo fundamental pela restricao de f e g a fibra T, respectivamente, sendo f,g
aplicagoes (fibradas) sobre S', ou seja, os homomorfismos induzidos fu e g4 sobre 71 (M (¢1),0)

e m (M (¢2),0), respectivamente, sao dados por

f#(@) = amlbnl7 f#(b) = aplb(ha f#(c[)) = acllbcmco e
Gale) = AT, gy(b) = @B, gyleo) = a Dy

Como f : M(¢1) — M(¢s) é uma aplicagao sobre S', segue pela Proposigao m que
$2 0 flr o ¢! é homotdpica f|r. Logo, ¢a o f|r é homotépica a f|r o ¢1, consequentemente,
¢2, o (flr)# = (flr)# o ¢1,. Portanto, ¢ By = Bi¢s.

Analogamente, como g : M(¢;) — M(¢$3) é uma aplicacao sobre S*, temos que ¢oBy =
Bsoy.

(3) Se N(f|r,g|r) = 0, entdo pelo Teorema[2.1.1] segue que (mq —ma, p1 —ps) € (n1—n2, ¢1 — 2)
sdo linearmente dependentes sobre Q, ou seja, existe r € Q tal que r(ny — ny,q — q1) =

(mz — My, P2 — p1)~ Assim,

By By — ( r(ng —n1) (g2 —q) ) ‘

Ng — Ny q2 — 1

Calculando det((Bs — By) — Aly), obtemos o polinémio caracteristico
p(A) = A2 + A(—=rny +rny — ¢ + q1), cujo 0 é raiz. Portanto, 0 é um autovalor de By — B e
v = (%, "22—”1) é um autovetor associado ao autovalor 0, que satisfaz mdc (%, %) =1,
onde L = mdc(q; — go,n2 — ny).

(4) Pelo item (2) temos que ¢o By = Bidy € ¢paBy = Bopy. Supondo que (By — By)v = 0, temos
(By — B1)91v = Bag1v — B191v = ¢ Byv — ¢ B1v = ¢p(By — By)v = 0.

Portanto o resultado segue.

(5) (a) Suponhamos que o par (v,w = ¢1(v)) gera Z x Z, onde v é um autovetor de By — By
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associado a 0. Temos que

1 1 1 1
By ( 0 ) = PoBjoP ! < 0 ) = PoB(v) = PoBy(v) = PoByo P! ( O) =B, ( 0 )

Da mesma forma, usando que w = ¢;(v) também é um autovetor de By — B; associado a 0,

1 0 = e} w) = e} w) = ! 0
Bl<1>_P Bi(w) = P o By(w) Bg(l)

m
Logo, B} = ( p), parai=1,2.
n o q

temos

(b) Suponhamos agora que o par (v,w) gera Z X Z, com w # ¢;(v); i = 1,2, sendo v um

autovetor de By, — B; associado a 0. Como no caso anterior, temos
1 1
B! ~ B! —[ ") e
0 0 n
0 0 i .
B! ( 1) — PoBjop™ < : ) — Po Bj(w) = (p ),221,2.
q;

m. pj .
Assim, B} = P y1=1,2.
no g
Além disso, como o par (v, ¢;(v)) ndo gera Z X Z temos que v e ¢;(v) s@o linearmente

dependentes sobre Z, ou seja, ¢;(v) = \v; \; € Z. Dal,

ng([l)) = Po@opl(é) 4 _
¢}<0> = PO¢iOP1(0>:Po¢i(w):<a3i>.
1 1 Q44

Aias;

Deste modo, ¢ = < ), com \;ay; = 1. Por fim, como

0 a4
Bj =PoBioP ™', ¢; =Pod;oP " e 2B =B, i = 1,2,
temos

Q%Bil = (PO¢2OP_1)(POBiOP_1):PO¢2OBiOP_1=POBiO¢1OP_1
— (PoBioP ) (PogoP) = B4l
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i A
(¢) Como em (b), temos que B} = ( m p >, Pl = ( 1 @31

), com Ajay; = +1 e ¢}B} =
no g

0 41
Blot, i =1,2. Agora,

¢%<(1)> :P0¢20P1((1)):P0¢2(v):((1)>e
¢§<0> = Po¢20P1<O)—Po¢2¢2(v)—<a32>.
1 1 Q42

0 a3

1 42

Portanto ¢} = (

(d) Todos os casos seguem de (a) e (b). Observamos que o caso I ocorre quando o par (v, ¢1(v))

1 0 i a3
gera 7Z x 7. Neste caso tomamos v = ( ) , 1(v) = ( > e ¢l = ( i s ), uma vez

0 1 A9; Ay;

), com agg = +1.

que P ¢ a matriz identidade.

(e) Estes casos seguem de (c). |

Pela Observacao segue que se N(f|r,g|r) # 0, entdo o par (f,g) nao pode ser
deformado a um par de aplicagoes (f’, ¢') livre de coincidéncia por uma homotopia que preserva

fibra sobre S'. A partir de agora, assume-se sempre que N(f|r, g|lr) = 0. Denote por

fe = f(mi,n1,01,q1,¢11,¢1) : T (M($1),0) = w1 (M(¢2),0) e
gu = g(ma,n2,p2, G2, C12, C22) = T (M(¢1),0) = 71 (M (h2),q),

os homomorfismos que levam

a —a™b", b= ad’b?, co = a™ by e

a > @"2d7, b @22, o s e,

respectivamente, onde €, d e ¢ denotam as classes de homotopia de lagos em 71 (M (¢2) — S*) ou
m1(M(p2)) com ponto base q, sendo q pequeno, positivo.
Devido as relagoes no grupo w1 (M (¢;,0)), mi, 4, Di, Giy Criy C2i, © = 1,2, devem satisfazer as

equacoes, dadas pela seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.3 Sejam f,g: M(¢1) — M(¢2) aplicagdes sobre S, onde ¢y e ¢o satisfazem
um dos casos dados na Proposicio 2.2.2(5). Se N(f|r,g|r) =0, entdo

(1) (my — mag,p1 — p2) € (N1 — na,q1 — q2) sao linearmente dependentes sobre Q.

(%) mi(a12 - Cln) = a21p; — A32M € ni(a42 - CL11) = Q21¢; — Q221

(i13) pi(a12 — as1) = azim; — aseq; € qi(age — ag) = agin; — agp;.
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Reciprocamente, dados homomorfismos

m = m(mi,ny,pi,q,cin,co) T (M(¢1),0) — 71 (M(¢2),0) e
M2 = 772(7712,7127}?27%,012,022) : 7T1(M(¢1)70) — 7T1(M(¢2),Q)7

onde
notao |1 ay; A3
¢i = ¢z = ;
A2; Q44
pertence a um dos casos da Proposicao m com (Mg, Ni, Di, @i, A1, A2;, 34, Aai)y T = 1,2,

satisfazendo as condig¢oes (i), (i1) e (iii), dadas anteriormente, entdo existem aplicagoes
fr9: M(¢1) — M(¢2) sobre S*, tais que fy =m, gg =12 ¢ N(flr,glr) = 0.

Demonstracao: (i) Segue do Teorema [2.1.1]

As equagoes (ii) e (iii) seguem do fato que ¢oB; = B;¢; (Proposigao (2)).

Reciprocamente, dados os homomorfismos

m = 771(m1,n1;p17Q1,C117621) : 7T1(M(¢1),0) — 7T1<M(¢2)70) €
N2 = 772(m2,n27p27612,012,022) : WI(M(¢1)7O) — WI(M(¢2)7Q)7

a1y Az .~ .
onde ¢; = pertence a um dos casos da proposicao anterior, com
Qi Q44
(M4, M, Piy Giy Q1iy Q2i, G54, Aag)), T = 1,2,

satisfazendo as equagoes (1), (i7) e (i), temos o seguinte diagrama comutativo:

| (T) — 70 (M (), 0) = 1y (S1) — 1

bk

| (1) — 2y (M(62), ) ey (81) —= 1

onde z; =0 e zz = q. Assim, py, 07; = p1,. Agora, como todos os espagos sao K (7, 1), entdo
existe uma bijecao entre [M(¢py),0; M (o), ;] € Hom(my(M(¢p1),0) — (M (), 2;)), i = 1,2.
(Veja [10], Teorema (4.3), cap. V). Portanto, existem

[ (M(61),0) = (M(¢2),0) e g": (M(1),0) = m(M(¢2), q),

de modo que

[f'] < m e [g] < na.

Analogamente, da bije¢dao entre os espagos [M(¢1),0; 5%, (0)] e Hom(my (M (¢py) x 1,0 x I) —



2.2 Redugao dos fibrados M (¢1), M(¢2) e das fungoes frg: M(p1) — M(p2) 37

(S, (0))), segue que existem homotopias
Hy, Hy : (M(¢1) x 1,0 x I) — (S*,{0))

tais que

=
/N
—
< 8
-
~_
\‘O
N———
|
e
N
O
iy
—
—
< 8
| |
-
~_
=
Ve PN

=
/N
—

S

-
~_

\.O
N——

Il

e

N

O

QQ\
T
—
< 8
-

-
~_

=

Ainda, tem-se que G; : (M (¢1) x 0,0 x I) — (M(¢2), z;), definida por
L)) = (] 9)
L . y-
(L)) = (0] )-
_y_ y_

GZ(O X I) = Zi,

< 8

8

<
A

torna o seguinte diagrama comutativo:

(M(¢1) % 0,0 x I) ~Z (M(¢s), 2)

. L -7
J o p2

(M(¢1) x I,0 x I) —— (1, (0))

H;

Como py : (M(¢y),z;) — (S1,(0) = (1)) é uma fibracao, entao existe um levantamento de
HZ', L;: (M(qbl) X ],O X I) — (M((ﬁg),z,»), isto é, pQOLi =H;e Lle = GZ‘, 1=1,2. Dai,

f = Ll(—71) : (M(¢1)>0) — (M(¢2)70) €g= L2(—71) : (M(¢1)>0) — (M(¢2)7q>

sao aplicacoes sobre S! tais que os homomorfismos induzidos no grupo fundamental coincidem

com ?71(77117?11;291; qi1,C11, 021) € 772(7712, na, P2, 42, C12, 022), respectivamente, pois

p2of = prolLi(.1)=Hi(,1)=p,
p2oyg = p2ole(L1)=Hy(1)=pre
Fo = Liels = L0 = G0 = fy —
gp = La(o,1)g = La(-,0)4 = Ga2(-,0) = gy = na.
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Como (m;,ny, p;, i), @ = 1,2, satisfazem (i), segue do Teorema 2.1.1] que N(f|r, g|r) = 0.1

Teorema 2.2.1 Sejam f,g: M(¢1) — M(¢s) aplicacoes sobre S*, onde ¢1 e ¢ pertencem a
um dos casos da Proposi¢io [2.2.2|(5). Se N(f|r,g|r) =0, entdo

fo i m(M(41),0) = m(M($2),0) e gy : m(M(h1),0) — m(M(d2), q),

sao dadas da sequinte forma:

Caso I: f(m,n,p,q,c,ca1), g9(M,n,p, g, €12, Ca2), a1504; — a3;a9; = E1,

m(am - 6111) = G21p — az2n, n(a42 - all) = a214 — G22™,

plarz —agn) = agim — asq e q(asn — agn) = azn — agap.

Caso II: f(m,n,p1,q, 11, C21), 9(M, N, D2, @2, Cr2,C22); (P1 — P2, q1 — q2) 7 (0,0).

Caso II: f(m,0,p1,0,c11,¢21), g(m, 0,p2, 0, ci2,22); p1 # p2 € azs # 0.

Caso IV: f(m,0 p1,0 ci1, 1), 9(m, 0,p2,0, c1a, Co2); P1 7# P2

Caso V: f (aﬁn n, < 5 (I17611,C11,021) g (%”»”7%%7%7012,022) . Q1 # q2, Se asp € par.

/ (a32§,n,a323,qh€11,021) v g (G32§7n7 a32q32>Q2,C127022) s 1 # G2, com n par e g; par, se agy €
impar.

Caso VI: f(0,0,p1,q1,c11,¢21), 9(0,0,p2, g2, €12, €22); az1 # 0 e (p1 — p2, 1 — q2) # (0,0).
Caso VII: | maO,pl,%ﬂn,@l » g m707p2)%70127c22 s az1, aze 7 0, aszlasy ou as|m
e p1 # P

Caso VIII: f(0,0,p1,0,c11,c21), g(0,0,p2,0, 12, coz); azi # 0 e py # pa.

Caso IX: f(0,0,%2qy,qi,c11,¢21) , 9 (0,0, %22, G2, C12,¢22) 3 as1 # 0 € q1 # g2, se agy € par.
F(0,0,a32%, q1,c11,091) , 9 (0,0,a32%2, g2, c12,¢22) 5 az1 # 0, 1 # g2 € ¢; € par, se azy € impar.
Caso X: f (m,(), wﬁh,cn,czl) » 9 (m,O, wﬂz,cm,cm) ;1 F Q2 € azim — a3q;
¢ par.

Caso XI: f(0,0,p1,q1,c11,¢21), (0,0,p2, G2, C12,C22) 5 (P1 — P2, q1 — q2) # (0,0), se azx = 0.
f(0,0,p1,0,c11,¢01) 5, g(0,0,p2,0, cra, Co2) 5 p1 7 P2, se azz # 0.

Caso XII: f (aszg,n P1,as1%,c11,021) 5 g (az%,m,p2, a1 %, Ci2,C20) 3 p1 # P2, se n € par.

f (‘%n n,pr, “stn, 0117021) g (‘%n n,p2, “stn, 012,622) ;p1 #£ P2 € ag; € par, sen € impar.
Caso XIII: f(o 0, = 2 5241, Q1,C11,Cz1) 9(0 0, = 2 CJ2,Q2,0127022) Q@ # q2, se azp € par en =
0.

/ (0,07 —a32q31,6h,6117021) v 9 (07(), —a32q727QQ7C12,022) s Q1 # G2 €q; € par, seasy € impar en = 0.
f (‘—éﬁn,n, %thhcn,cm) » 9 (%Th n, %92,(]2,012,622) ;ast = 0, q1 # q2, se azy € par e
n # 0.

f (—a32§,n, —a32q717Q17011,C21) » g (—a32%,n, —a32q32,Q27C127022) ;as; =0, qp 7’é g2, n € par e g;

€ par, se ass € impar e n # 0.
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Caso XIV: f(m, n,phthn,cm), g(m,n,p2,Q2,C12,Cz2); (p1 — DP2,q1 — Q2) - (0,0), S€ az1 =
ass = 0.

f(m,0,p1,0,c11,¢21), g(m, 0, 2,0, 12, C20); P1 7 P2, Se azy =0 € azy # 0.

£(0,0,p1,q1,c11,¢21), 9(0,0,p2, G2, €12, €22); (P1 — P2, @1 — q2) # (0,0), se az1 # 0 e azy = 0.

f (m 0, pr, S0, C117021) 9 (m 0, pa, “2%, 0127022) s D1 # D2 € aglazm, se azy, az # 0.

Caso XV: f(m,0,p1,0,c11,ca1), g(m, 0,pa, 0, c12, C22); 1 # pa, se az = 0.
£(0,0,p1,0, c11, 1), 9(0,0,p2,0, 12, C22); p1 # P2, se az # 0.

Caso XVI: f(0,0,p1,q1,ci1, ), 9(0,0,p2, Ga, C12, €22); (P1 — P2, 1 — q2) # (0,0).

Caso XVII: f(0,0,p,0, 011,021) 9(0,0,p2,0, c1a, c22); azo 7é 0 e p1 # pa.

Caso XVIII: f(=52n,n,pi, =53n, c11, 1), 9(=52n0, M0, P2, =530, C12, C22); P1 # P2, S€ azy € par

€ a3z € par.

n n mn n . 5 5
f (—a32§,nap1,—CL31§,011,021) » g (—a32§,nap2,—CL31§,012,022) ;p1L # p2 e n € par, se az €
impar e azy € par, ou azy € par € ass € impar ou Se az; € impar e ass € impar.

. as2q1—asz1m asz2qa2—az1m .

M.}c(m707 = 12 = 7917011,C21)7 g<m707 = 22 = 7Q270127022)7 q1 7é G2 € a32q1 —asm
€ par.
Caso XX: f(mym,pl,pl,cu,cm), g(m,m,pQ,p2,0127022)§ P17 P2 € ag = 0.
Caso XXI: f(m,—m,p1, —p1,c11, C1), 9(m, —m, Pa, —Pa2, €12, C22); P1 # P2 € Ay = 2.
Caso XXII: f(0,0,p1,p1,c11,c21), 9(0,0,p2, p2, c12,€22); az1 # 0, p1 # p2 € age = 0.

Caso XXIII: f(m, —m>p1>a31m—p170117021), g(m —m, p2,az1m — p2,012,022) a3 7& 0, ;1 7é

P2 € 42 = 2.

Caso XXIV: f(m,m,p,asim—Dpy,ci1,C21), g(m, m, pa, azym —pa, ci12, C22); P1 7# P2 € aag = 0.
Caso XXV: f(0,0,p1,p1,c11,¢21), G(0,0,p2,p2, C12, C22); P1 # P2 € gz = —2.

Caso XXVI: f(m,—m,p1,—p1,c11,Ca1), g(M, =M, P2, —p2, C12, Caz); P1 # P2, a2 = 0 € azg; =
0.

f(0,0,p1, =p1,c11,e21), 9(0,0,p2, —p2, c12,C22); P1 7 P2, Ga2 =0 € az # 0.

Caso XXVII: f(m,m,p1,p1 — azym, i1, C21), g(m, m, pa, pa — az1m, C12, C2); P1 7 P2 € Qg2 =
—2.

Caso XXVIII: f(m,—m,p1,asim + p1, i1, Ca1), g(m, —m, pa, azim + pa, C12,Ca2); P1 7 P2 €

Ay9 = 0.
Caso XXIX: f(OaO,pb —P1;C11, 021), 9(070,]727 —p2,0127022); P1F# Do € Qyo = 2.

Demonstragao: A prova segue direto das relagoes (i), (ii) e (#i¢) dadas na Proposicao [2.2.3/H
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2.3 Os geradores dos grupos fundamentais envolvidos no problema

Nosso objetivo agora é descrever os grupos e homomorfismos dados no diagrama

(1.6):

T (M(¢1),0) i M (M(92), q)

Considere os lagos em (M (¢;)), com ponto base 0, e os lagos em (M (¢s) — S?) ou

0
m1(M(¢2)) com ponto base q, sendo q pequeno, positivo e [ 0 ] + [ 1 ] :

o (i - (1

e(t) = < qzt ,O>,d(t):< g ,o>,c(t):<h<t)],t>,onde

() ()

um arco no sentido anti-horario ao redor da origem de ( q > a ( 4 > ,

[ caso contrario.

Aqui, supoe-se que ¢o ¢ pertence ao quadrado centrado na origem (0, 0) com lado dois.
q

Considere também W (t) o circulo ao redor da origem, orientado no sentido anti-horério e tendo
(q,q) como ponto base.

o e—=e
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Denote as classes de homotopia dos lagos a(t), b(t) e co(t) em w1 (M(¢1),0), por a,b e ¢y e
as classes de homotopia dos lacos e(t), d(t) e c(t) em 7 (M (¢2),q) por €,d e ¢, nesta ordem.

Como ja observado anteriormente, os homomorfismos

fo = f(ma,na, o1, qu, can, e1) - m(M(¢1),0) — w1 (M(¢2),0) e
G = g(Mma,Na, P2, G2, C1a, C22) : T (M (¢1),0) —= w1 (M(92),q),

levam

a = a™b™, b aP bt ¢ — at by e

a +— e"d", b e?d?, ¢y — e2d*?c,
respectivamente.

Teorema 2.3.1 Sejam ¢; e B;, 1 = 1,2, como em um dos casos dados pela PmposigdoM(E))
e seja (f,g)x o homomorfismo induzido por (f,g) no grupo fundamental. Entao:

(1) m(M(¢2) 51 M(2),(0,q)) = {a,b.€,d, ¢ [a,8] = 1, [a,e] =1, [a,d] = 1, [b,e] = 1, [b,d] =
1, [e,d] = 1, éac™! = a®2b%2, ¢be™! = a®2b™2, éec ! = em2d 22, ¢de! = e2d™2), onde ¢ € a
classe de homotopia do lago dado pelo par de lacos (cy(t), c(t)), d € a classe de homotopia do
lago (0,d(t)), € € a classe de homotopia do lago (0,e(t)), b € a classe de homotopia do lago
(b(t),q) e a é a classe de homotopia do lago (a(t),q).

(2) m (M (¢q) — S, q) € determinado da sequinte forma:

(1) ¢2 = ( (1) (1) ) , M (M (o) — S, q) = (e,d, c;cec™ = e, cdc™! = d).
1
(ii) ¢2 = ( 0 ai2 pasy # 0, m(M(d2) — 5%, q) = (e, d, ¢;cec™ =e, cde™ = e®2d).
o 1 aso
(1)

o m(M(ps) — St q) = (e,d,c;cec™ = ded, cde™ = d~'e®?), se az, > —1.

o m(M(p2) — SY,q) = (e,d,c;cec™ = e ld7(e)de, cdc™! = e 'd te(e®2d 1 )e " de), se
agy < —2.

. —1 asz
(“’)%Z( 0 _1),

o m (M(p2) — S, q) = (e,d,c;cec™t =d e d, cde™! = d e (e*2d)ed), se azy > 1.

o T (M(¢y) — S, q) = (e,d,c;cec™ = e td (e de, cde™ = e (d7te™2)e), se azp < 0.
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() 62 = ( b e ) (M(65) - S%,0) = (e, d,cieec™ = 7L, edet = e (emd)e).

0 1
. 0 1 1 -1 —1
(vi) o = ) , m(M(p2) — ST, q) = (e,d,c;cec™ =d, ede™ = d**?e).
Q42

(vz‘z’)asQ:(O _1),
1 ag

o T (M(¢y) — St q) = (e,d,c;cec™ = e e, cde™ = e71d™2), se agp > —1.

o m (M(p2) — S, q) = (e,d,c;cec™ =d e ded, cdc™ = d~1e7td(d*2e71)d  ed),

se g < —2.

(3) O homomorfismo a0 ho (f,g)u : m(M(¢1),0) = m(M(¢p2),q) € dado por
a (g)TﬂQ*THl(&)HQ*nl’ b — (é>p2*p1 (d_)QQ*(Il’ Co (6)0127611((1)02270215.
(4) O homomorfismo iy : m(M(¢) — S, q) = 7 (M(¢2),q) € dado por

e e, d—d, cr— C.

(5) Eziste o homomorfismo T’ : m(M(¢1),0) — m(M(p2) — S',q) no diagrama (1.6) se, e
somente se, podemos encontrar elementos Xy, Xo, X3 € mo(T, T — 1) = ker(m (T — 1) — m (1))

tais que:
F(CL) — X1€m2—m1dm—n1’ F(b) — X26p2—p1dQ2—Q1’ F(Co) — X3€C12—011d622—021c e

[[(a), T(b)] =1, T(eo)T(a)T(cg ") = L(a™b"), T(co)'(B)T(cy ") = L(a™b").

Demonstragao: (1) Pela Proposigao temos que

T (M(¢2) X 51 M(62),(0,q)) = m(T,0) x 71 (M(¢2),q) e

(a,b,e,d,¢; [a,b] =1, [a,e] =1, [a,d] =1, [b,e] = 1, [b,d] = 1,[e,d] = 1,éac™! =

am2p22 che~t = qhm2 | ceel = ehz2do ¢demt = @32 d%2)
é uma presentagao para m(7,0) x m (M (¢2),q).
(2) Os grupos dados de (i) a (v) seguem de [7], Theorem 2.2, p.10. Ainda, se

01
- ( 10 ) , entdo m(M(¢) = S, q) = (e, d, cicec™ = d, cde™ =e).
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De fato, constréi-se levantamentos dos caminhos ¢, e e ¢! em (R?— (Z x Z)) x I, denotados
por ¢, € e ¢~ 1, respectivamente, tal que a projecao do caminho justaposto ééc—! em M(¢p) — S*

é cec™!. A saber, considere

Note que
g\_ (01 q\_ (4 -
(2)-0) ()-(0) ()
Assim,
y(t):(l—t)(q>+t<q>:< >.Da1’,
q q q
()
q
- B 01 g+t
o= (L)) )
o (1)
q %)
Mas,

(1)) o ((0)+(2))

Como ¢é(1) = ¢71(0), segue que
0
( ) ) , de modo que

co=(() (D))

A sequéncia de diagramas dada a seguir mostra uma homotopia entre éé¢—! e um caminho

na face (R — (Z x Z)) x 0 de (R* — (Z x Z)) x I.

/N
e &
N =
N~
Il
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—1 0 1 (R?—(ZxE))x0

i

i

—1 0 1

—1
1 %
() —&
_ 1 Faid

ik

if

T
iy
iy

(R2—(ZxE))x1

(R2—(ZxE))x1
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—1 0 1 (R2—(ZxE))=0

&
=

& & T e—

Assim, em (R? — (Z x Z)) x I damos uma homotopia do caminho ¢é¢~! a um novo caminho

que projeta em d. Portanto, cec™! = d. Da mesma forma, mostra-se que cdc™! = e.

0 1 01 1
= iz ) Assim, por (i7)
1 ay 10 0 1

e er>d, d— ed— d*e,

Além disso,

logo, segue (vi). Tem-se, também que

0 -1 01 1
= a2 Assim, por (ii7)
1 49 10 0 —1

e dted— e e, d — d'e™? i e71d™?, se ayy > —1,
e e td tede — d e ded
d— e tdte(e*d e tde v dte td(d e ) d ed, se ayy < 2,

deste modo, segue (vii).
Os resultados (3) e (5) estao demonstrados em [11], Theorem 2.7. Para (4), veja [7], Theorem
2.2, p.11. m

Proposigao 2.3.1 Sejam f,g : M(¢1) — M(py) aplicagoes sobre S tais que f e g
correspondem ao caso I do Teorema onde a matriz B} € fixa, isto é, Bf = By. Entdo o
par (f,g) sempre pode ser deformado a um par (f',g") livre de coincidéncia por uma homotopia
que preserva fibra sobre S*.

Demonstracao: Neste caso, basta definir um levantamento I' : 7 (M (¢1),0) — 7 (M (¢2) —

S',q) para (2 0 ho(f,g)) do seguinte modo:
F(a) =1, F(b) =1e F(Co) — eC12—c1 ez —cat

|
O proximo resultado deduz uma condicao algébrica necessaria para um par de aplicagoes

(f,g) ser deformavel a um par de aplicagoes (f’, ¢’) livre de coincidéncia.
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Proposicao 2.3.2 Se f,g: M(¢1) = M(¢2) correspondem aos casos Teorema[2.2.1], exceto o
caso I, onde (p1 — pa, 1 — q2) # (0,0) e além disso, se o par (f,g) pode ser deformado a um
par (f',g'), livre de coincidéncia por uma homotopia que preserva fibra sobre S, entio X, = 1.
Nesta situagao, para existir o homomorfismo I' no diagramal[l.6| € necessdrio e suficiente resolver

apenas a equacao

T(co)T(D)T(c5) = D(a®b™1) = D(a®)D(b) = D(b).

Demonstragao: Nestes casos temos que (my — mq,ns — ny) = (0,0), dai pelo Teorema m

(5), segue que I'(a) = Xjem™d2~™ = X, e [X;,[(b)] = 1. Se X; # 1, entdo devemos ter
X, =u*eT(b) =uP, com u € my(T, T — 1) = keriy. Assim iy o I'(b) = iy(u’) = 1. Mas,
por outro lado, iy o I'(b) = (T2 0 ho (f,g))4(b) T2l (e)P27P1(d)2~% = 1, uma vez que
(p2 — p1,q2 — q1) # (0,0). Portanto X; = 1, consequentemente, I'(a) = 1.

Além disso, em todos os casos tem-se as; = 0, logo as equagoes [I'(a),['(b)] = 1 e
[(co)l(a)l(cgt) = I'(a™1b%1) estdao sempre satisfeitas. Deste modo, segue do Teorema
(5) que para existir o homomorfismo I' no diagrama é necessario e suficiente resolver apenas
a equacao

[(co)T(B)(cgt) = D(a®b%) = T(a®)T(b1) = T'(b™1).

A equagao

L(eo)T(0)T (") = T(a™b™) = T(a™)I(b™) = T(6™)

¢ denominada equagao principal. Note que resolver esta equacao significa encontrar X, X5 e
X3 € m(T, T — 1) tais que

_ — — — 1 — _ _ — —
X36012 c11 Je22 Czlc,X2€p2 PLJ2—q | o1 gean—ca2 gen 612X3 1 _ (Xzepz P1 ]92 Q1)a41‘



CAPITULO

3

Propriedades da equacao principal

O objetivo deste capitulo é analisar de forma mais especifica a equagao principal
dada pela Proposicao [2.3.2] Inicialmente, observamos que essa equacao pode ser
interpretada como uma equagao no grupo livre mo(T,T — 1) e que uma solugao
desta implica na existéncia de uma solucao de outras equagoes. Também estudamos
a equacao principal na abelianizagao de mo(7T', T — 1) e sobre alguns quocientes deste
grupo. Quando a equacao em um desses quocientes nao tem solucao, podemos inferir
que a equacao original também nao tem solucao. Por fim, exibimos uma forma da

equacao principal que é denominada condicao necessaria.

3.1 Formas da equacao principal

Considere a equagao principal
[(e))D(B)T(ey ) = D(b).
Sejam F e D € m(T — 1) elementos arbitrarios, tais que
J#(E) = jy (e A=) e jy (D) = jy(eP1de"),

onde jg : m (T — 1) = m(T) é o homomorfismo induzido pela inclusdo j: T'— 1 — T'. Tem-se

o seguinte resultado:

Proposigao 3.1.1 ([11], Proposition 3.1) Se E e D satisfazem as condigoes dadas

anteriormente, entdo a equagdo principal possui uma das sequintes formas:

(1) X3EcX,Dc 'E~1 X = (X,D)™1 ) ou

(2) X3 EcXoc 'E~V - E(cDc™'D=a)E=1 . [E, D] . Den X' Do . D™= X, D5 = 1.
Além disso, cDc™' D% € ker j4 e a existéncia de uma solugdo de uma das equagées acima

¢ independente das escolhas de E e D, para Xo, X3 € ker ju. [ |

Observe que se EcDc 'E-1D7%1 = 1, entdo a equacao principal admite a solucao trivial

Xy = X3 =1. Além disso, a proposi¢gao anterior motiva a seguinte definicao:

47
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Definig¢ao 3.1.1 Um input data para a equagdo principal é uma quddrupla (¢;, B;, E, D), i =
1,2, tal que j(B) = jy (e dm=n) ¢ jy (D) = jy(errdmn).

Pela Proposigao temos que a existéncia de uma solucao da equacao principal depende
apenas do input. Observe também que o input define as fungoes f e g.

Denote por ||e, | ¢ : 71 (T —1) — Z, os homomorfismos que levam uma palavra w € m (7T —1)
na soma dos expoentes de e e na soma dos expoentes de d, respectivamente.

O proximo resultado verifica que fixados ¢;, 1 = 1,2, a existéncia de uma solucao para uma
equagao dada na Proposi¢ao[3.1.1]é equivalente a existéncia de uma solugao de outras equagoes.
A saber:

Teorema 3.1.1 ([7, Theorem 3.3, p.21) Fizados ¢;, B;, i = 1,2, tem-se:
(1) A equagao dada pela Proposi¢ao tem uma solucao para dados E e D se, e somente se,

tem uma solugdo para wEcw™'c™! e wDw™!, onde w € m (T — 1).

(2)

lwEcw ¢, = |El.+ |lwew e,

lwEcw ¢y = |Elg+ lwew e,

Corolario 3.1.1 ([11], Corollary 3.4) Seja H a imagem do homomorfismo:

(Hes | ]a) :m(T=1) — m(T)~ZdZ
a = (Jaca ¢ e, Jaca e Ty).
Se dois input datas (¢;, Bi, E, D) e (¢;, B, E', D), i = 1,2, tem a propriedade que 0s pares

(c12 — c11, C20 — €21) € (chy — 4y, dyy — €hy) pertencem d mesma classe de equivaléncia em 222,
entao existe uma solucao para a equacao principal com um dos inputs se, e somente se, existe

uma solu¢do para o outro. [

Observagao 3.1.1 Dados ¢;, B;, i = 1,2, e C um conjunto de representantes das classes de

equivaléncia em Z%,Z, tem-se que: estudar a equacao principal consiste em analisd-la para o

conjunto de inputs (¢;, By, E, D) tais que (c1o9 — ¢11, Cag — C91) percorre C.

3.2  Equacao na abelianizacao
Como no Teorema [2.3.1{(5), denote por m = m(7T,T — 1) o kernel da aplicacao

Ju m (T —1) = (e,d) = m(T) = (e,d;[e,d] = 1)
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e B = le,d]. Nesta segdo estuda-se a equagao principal, dada pela Proposigao sobre a

abelianizagao de ms:
T2

(72, o]

(7T2)ab = = Z7T1(T)7

e também sobre alguns quocientes deste grupo. Quando a equagao em um destes quocientes
nao tem solucao, podemos concluir que a equacgao original também nao tem solugao. O grupo
Ty € isomorfo a m(F), onde F — E(T — 1) — T ¢ a fibragao obtida tornando-se a inclusao
T 1< T numa fibracao. Assim o grupo m(7") atua sobre Hy(F) = Tl

Os préximos resultados foram apresentados em [7] e serdo utilizados para encontrar solugoes

da equagao principal em alguns casos especificos.

Proposigao 3.2.1 ([7, Proposicao 3.5, p.22) (1) Temos

H\(F) ~ Zm(T) ~ @D Beras,
T, YEZ
onde Bezrgy = By ) = A(exdy[e dld=Ye~") € um gerador de uma cdpia de Z. Aqui
A:mo(T, T —1)=m —

(2) Se, por meio deste isomorfismo, um elemento de Hy(F) corresponde ao gerador 1,, da copia

oz = Zm(T) € a projecdo natural.
de Z, indexado por um elemento w € m(T), entao a a¢ao de o € m(T') sobre By, € o gerador

da copia de Z indexado pelo produto aw, a saber B,. [

Teorema 3.2.1 ([7], Teorema 3.6, p.23) Seja € : Zm(T) — Z o homomorfismo aumentacao,
isto €, e(By) =1 € Z,Yw € m(T). Temos que o homomorfismo ¢ o A satisfaz:

(1) eoA(aXa™) =co A(X),Va e m(T — 1), VX € m(T, T — 1).

1 T2

Y1 Y2
(3) e o A([Xe™d¥, We™d¥]) = e o A([e™ d¥", e™2d¥?]), VX, W € mo(T, T — 1).

(4) Se c € m (M(g2) — St), entao
o A(cXc™1) = [sgndet(pg)]e 0 A(X), VX € mo(T, T — 1). |

(2) e o A([e™ d¥", e™2d¥?]) = det

Observagao 3.2.1 A(aXa™) = ju(a) - A(X), onde jy : m(T—1) = 71 (T). Se ju(a) = ™"
e ACX) = BL entiio () - ACX) = B

(xl +myy1+n)
Agora, vamos olhar a equagdo principal na abelianizacio de m(7,7 — 1), que
6 Zm(T) e em um quociente de Zm(T), ZH, onde H = L2 sendo H =

((c12 — ey 02 — ca1), (P2 — P12 — @) -
Denote por A(z) a imagem de x € (T, T — 1) em ZH.

Proposigao 3.2.2 ([7, Proposicio 3.7, p.24) Sejam E e D tais que ju(E) =
j#(ecw—cudcm—czl) e j#(D) — j#(em—pld%—th)‘ Em‘da,

(1) A equagao principal € da forma:
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A(X3) - A(EcXoc ' E7Y) - A(E(cDe D) E~Y) - A([E, D*)) - A(D% X5 D—41)

agp—1 l1—ayy ) 1
-

AD 7 Xy D=

na abelianizacio Zmi(T), onde Xo, X3 € mo(T,T — 1).

(2) A equagao principal € da forma:
A(cXoc™) - A(cDe ' D41) - A([E, D*]) - A(X; ™) = 1,

em ZH, onde Xy € mo(T, T — 1).

Coroldrio 3.2.1 Aplicando o homomorfismo € : Zmi(T) — Z ao lado esquerdo da equagao

dada em (1) na proposicao anterior, obtem-se a sequinte equag¢ao
[sgndet(¢s)]e 0 A(X3) + €0 A(eDe D) + (e 0 A)([E, D*1]) + £ 0 A(X; ™) = 0.
|

Note que encontrar uma solucao para a equacao principal da forma como esta no corolario
anterior é uma condi¢ao necessiria para que um par de aplicacoes (f,g) possa ser deformado
por uma homotopia que preserva fibra sobre S* a um par (f’,¢') livre de coincidéncia, onde
f.g + M(¢1) — M(¢s) correspondem aos casos do Teorema [2.2.1] exceto no caso I (veja
a Proposicao , deste modo, a condigao dada pelo corolario anterior serd denominada

condicao necessaria.



CAPITULO

4

Solucao do problema proposto através da

resolucao da equacao principal

Este capitulo apresenta a solucao do problema proposto nesta tese, classificando
todos os pares de aplicagoes (f, g), f,g: M(¢1) — M(¢2) que podem ser deformados
por uma homotopia que preserva fibra sobre S a um par (f’,¢'), f', g : M(¢1) —
M (¢s), livre de coincidéncia. Muitas das ideias abordadas para resolver este
problema foram inspiradas nas ideias dadas em [I1] que investiga esta questao para
pares (f,q), f,g: M(¢) — M(¢). Dos capitulos anteriores inferimos que solucionar
este problema consiste em encontrar solucoes para a equagao principal. Uma vez
encontrado um sistema qualquer de solugao, temos que a equacao principal admite
a solucao trivial, desta forma, sempre que for possivel resolver a equacao principal,
apresenta-se sua solugao trivial. Nas situacoes em que nao existe solugao para esta
equacao, conclui-se que nao é possivel obter a deformabilidade desejada. Uma breve
descricao da técnica utilizada para decidir se a equagao principal admite, ou nao,

solugao é dada do seguinte modo:

e Primeiramente verifica-se qual é a condigao necesséria dada pelo Coroldrio[3.2.1]
e o conjunto C de classes de equivaléncia em Z@Z/H, dado no Corolério[3.1.1}

Este conjunto ira determinar o input data a ser considerado.

e Entao, procura-se adequadamente algum par (cjo — €11, Cag — €91) € C de modo
que os elementos E e D que correspondem ao input data (¢;, B;, E, D), i = 1,2,
satisfacam

EcDc 'E7'DT = 1.

Isso significa que a equacgao principal, dada pela Proposicao [3.1.1[2), admite a
solucao trivial Xo = X3 = 1.

e Em algumas situacgoes, hd uma grande dificuldade em encontrar £ e D de
modo a resolverem a equacao acima. Nestes casos, a ideia é tentar mostrar que

para algumas classes (c12 — ¢11, 22 — ¢21) € C, a equagao principal ndo admite

o1
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solucdo em Zm(T') ou em ZH e daf usar o Corolario e a Proposicao m
para concluir que nao é possivel obter a deformabilidade desejada. Durante
a andlise deste problema, ocorreram situagoes em a equagao em Zm(T') ou
em ZH admitiram solugoes. Nestes casos, foi possivel deduzir, através destas

solugoes, ¥ e D de modo a induzirem a solucao trivial para a equagao original.
Segue o principal resultado deste trabalho:

Teorema 4.0.2 Sejam f,g: M(¢1) — M(¢o) aplicacoes que preservam fibra sobre S*. Entdio,
o par (f,q) pode ser deformado a um par (f',g') livre de coincidéncia por uma homotopia que
preserva fibra sobre S' se, e somente se, ocorrer uma das sequintes situacoes:

(1) ¢; e By, i = 1,2 pertencem ao caso I.

(2) ¢; e B;,i = 1,2 pertencem a um dos casos II, 111, VI, VII, X, XII, XIII,
XV, XVIXVII,XXI, XXIII,XXIV,XXVI ou XXIX edet | 2~ P27 1 ) — 0.

C2 —C21 G2 —(q1
(3) ¢; e By, 1 = 1,2 pertencem a um dos casos IV, VIII ou XVIII e

(p2 — p1)[1 = (€22 — €21)] = 0 mod 2,
exceto quando

e a3 =2r+1 e2#y =co— 91 € par, ou
® (3 =2r,Yy=cyp—C=0ex=cy1 —c12=0, ou

® (30 =2r,y==Cop—Co1 =0,0F#x =011 —c12 =22k +1); a € N* (x € par, diferente de
zero) e s # 2°t.

(4) ¢; e By, 1 = 1,2 pertencem a um dos casos V,IX ou XIX e
(a) azy = 2r,
(g2 — q1)[(c12 — ¢11) — r(coa — ¢21) — 1] = 0 mod 2, exceto quando go — q1 = 2"dy, onde dy €
impar e cog — co1 = 2"dy, com dy impar, 1 <11 <19 e (c13 —c11) — r(ca2 — co1) =0 mod 2, ou
(b) aze = 2r + 1,
(ta—t1)[14 (ca2 —c21)] = 0 mod 2, onde t; = &, exceto quando M =2u+1 e cog—cop = 21,
onde L = mde(2(ty — t1), coa — Co1).
(5) ¢ e By, 1 = 1,2 pertencem a um dos casos X1 ou X1V e

(p2 —p1)[1 4+ (@1 — q2) + (a1 — c22)] + (g2 — 1) [1 + (c11 — c12)] = 0 mod 2,

exceto quando (c12 — ¢11,Ca2 — ¢21) = (0,0).
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(6) ¢; € By, 1 = 1,2 pertencem a um dos casos X XV ou XXVII e (py—p1)[(caz — co1) — (c12 —
c11) — 1] =0 mod 2, exceto quando (c12 — ¢11,Ca2 — ¢21) = (0,0).
(7) ¢ e By, i = 1,2 pertencem a um dos casos XX, XXII ou XXVIII e (py — p1)[(c12 —

c11) — (c22 — 1) — (p2 — p1)] = 0 mod 2, exceto quando
® Cyy — o1 =0 ou

® Cpp—Cy =22k —1);a,k €Z,a>1 epy—p #2%.

Demonstracgao:
(1) Foi resolvido na Proposigao [2.3.1f Observe que nestes casos temos

(Pz —P1,492 — Q1) = (0,0)-

Nas proximas situagoes assume-se que (py — p1,q2 — q1) # (0,0).

10 10 pi
Caso II: ¢, = o= . B; = :

m
n
1&31 10 Op'L
Caso VI: ¢; = , g = , B; D a Oe
SRR P W A S T

—1 10 0 p;
Caso XVI: ¢; = it , 2 = , Bi = b}
0 1 0 1 0 g

Nestes casos temos que ju(E) = ju(e?~11d>>=1) e ju(D) = ju(eP> P1d®2~9), logo E =
Zecrzmengen=en ) = WeprP1d2=0; Z W € mo(T, T — 1). As relagoes em (M (¢) — S') sdo

(2) A principio considere os seguintes casos:

dadas por:

cecl=e, ecdct =d.

Note que em todos os casos temos que ay; = 1. Logo, a equagdo a ser resolvida (equagao
principal), dada pela Proposigao [3.1.1](2) é:

X3 EcXoc 'E7' - E(cDe'DYE™' . [E,D]-DX;'Dt - Xt =1,
Além disso, temos a condigao necesséria (dada pelo Corolario [3.2.1)):
eoA(eDc™'D™') + e 0 A([E, D]) = 0.

Mas cDc 'D~! = 1, pois ¢ atua como a identidade. Assim, a condicao necessaria é
e o A([F, D]) = 0. Ainda, temos que

€OA([E, DD T€0 3) 50_,4([6012_011(1622_021, 6p2—p1dq2—q1]) Teoz) det 12— ¢ p2—11 :
Cog —C1 G2 — 1
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o (o Ci2 —Ci1 P2 —P1
consequentemente, a condigao necesséria ¢ det =0.
C2 —C21 G2 — Q1
Por outro lado, verifiquemos se esta condigao é suficiente. Considere L = mdc(pa—p1, ¢2—q1)

e sejam ki, ko € Z tais que (ps — p1,q2 — q1) = L(k1, ko). Se o determinante dado anteriormente
é 0, entdo existe t € Z tal que (c1o — c11,Co0 — 1) = t(k1, ko). Tome v = eF1d*2, B = ot e

D = v*. Deste modo,
cDc'D =l =vlvt =1 e [E,D] = vivlv v = 1.
Portanto, a equacao principal admite a solucao trivial Xy = X3 = 1.

Agora, considere os casos:

1 0 1(132 m  p;
Caso III: ¢ = , g = , B; = s a 0,
a1 ) em (1) (72 )

1 1 i
Caso VII: ¢; = 481 , Og = 52 , B; = mop ;asy # 0, ase # 0, aseq; =
0 1 0 1 0 g

asm e

-1 asy 1 as 0 pi
Caso XVII: ¢; = , o = , B; = ;a 0.
comsstico=( 3 Y= (1) (87 s

Note que no caso VII, ¢¢ = q = % Assim, nestes casos temos que jx(F) =

Julerzmendez=eny o ju (D) = ju(eP27P) e as relagoes em (M (¢) — S') sdo dadas por:
cecl =e, e cde™t = e®2d.
Além disso, em todos os casos temos que ay; = 1. Logo, a equagao principal é dada por:
X3-FEcXoc 'E7Y - E(eDc'DY)YE' - [E,D]-DX;'D7 - X, =1,
e a condicao necessaria é:
coA(cDc'D™) + 0 A([E, D]) = 0.
Mas € 0 A(cDc™' D7) = g0 A(cePrPre et ™P2) = g o A(eP2PrePrP2) = () e

50A([E7 D] — 50_,4([6612_011(1‘322_021’ ePQ—pl]) = det Giz=Ccn P2— P = (p1 —p2)<622—021),
Co2 — C21 0

consequentemente, como p; # ps, a condigdo necessaria é cog = Coy.

Por outro lado, se cgs = ¢o1, tome E = e“127¢11 ¢ D = eP27P1 Deste modo,

[E, D] = C127C11 pP27P1 €11 C12 o P17 P2 17
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portanto a equagao principal admite a solucao trivial Xy = X3 = 1.

Para os casos:

1 a 1 a m. p;
Casz:qSl:(O ji),qbz:(o ji),Bi:<0 qi>;a31m—a326]z‘:2pie

-1 1 i
Caso XIII: ¢1 = a1 s ¢2 = 32 s B, = mep ;agin = 0, agon =
0 -1 0 —1 n o g

—2m e 2p; = —azaq;.

Temos que ju(E) = ju(ef271d==) g, (D) = ju(eP>P1d2"9) e as relacoes em
71 (M(p2) — S') sao dadas por:

cec b =dted, cde™t = d e, se agy > —1,

cec t = e td Y (e)de, cdet = e td te(e*d e de, se azgy < —2.
Nestes casos temos ay; = —1, dai a equagao a principal é da forma:
Xy EcXoc'E™' - E(eDc'D)E" - [E,D7Y]- D™'X;'D - D' X,D = 1, (4.1)
e a condicao necessaria é:
eoA(eDc™'D) +e0 A([E,D™']) = 0.
Além disso, 2(p2 — p1) = —asa(q2 — ¢1). Deste modo, 2|ase ou 2|(g2 — q1). Se 2|aga, tome
v = e~%2/2d, caso contrario, se 2|(qz — ¢1), tome v = de%2d.
(I) Considere agy > —1. Temos
ce 22t = d71e®2/2 cde 2 dc! = dTe®2d
Assim, se 2|azy ou 2|(g2 — q1), temos que cvc™! = v~1. Dessa forma,
e Se 2|asy, tome D = v®2~% = (e7%2/2d)®2~% Daf,
cDc™'D = cy By = T2y —
e Se 2/(qa — q1), tome D = v\ @~0)/2 = (de~24)(@2~a)/2 Daf,

cDe D = epla2—0)/2,71(a2=a1)/2 —  (a1—-a2)/2, (e2=aq1)/2 _ 1
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Portanto, nas duas situagoes tem-se € o A(cDc™1D) = 0.
Ainda, como [E, D7'|D7'[E, D|D = 1, segue pelo Teorema [3.2.1(1) que

eo A([E,D7']) +e0 A([E, D]) = 0, ou seja,

— —a32(92=q1)
coA([E,D7Y]) = —coA([E,D]) = —det ( 12 — C11 : )

Co2 — C21 92 —q1

_ —(q2 — q1)[(c12 — c11) + %2 (co2 — c21)],  se 2|ass,
—%[2(012 —c11) + aga(ca2 — ca1)], se 2|(q2 — q1)-

Assim, se 2|azy ou 2|(g2 — q1), temos que a condigdo necessaria é

—(q2 — q1)[2(c12 — c11) + azz(ca2 — 1))
2

=0,
como q; # @9, isto significa que
2(c12 — c11) + aza(c — co1) = 0.
Seja H a imagem da aplicagao

(Ies]]a) - m(T—=1) - ZSZ

Le e, Jaca™ety).

a = (Jaca™
Temos:

e (|ece_lc_1|e, |ece_lc_1|d) = <|€d_1€_1d|e, |ed_16_1d\d) = (0,0),

d — (|dcd_lc_1|e, |dcd_lc_1|d) = (|de”*32d|., |de™*32d|q) = (—asa, 2).

Logo,

2oL  LDL _{MEO@Z, se asgy =2r+1,

((as2,~2))
H ((ase, —2)) (L) ~ 7,65 7y, se agy = 2r.

((a32,—2))

Deste modo, temos as seguintes possibilidades:
(a) ase =2r + 1.
Neste caso, um conjunto de representantes de £ é dado pelos elementos da forma (0,y),

onde as coordenadas sao relativas a base {(ags, —2), (—r,1)} e assim

(012 — C11, C22 — 021) = 0(61327 —2) + y(_ra 1) = (—97"7 y)-
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Logo, a condigao necessaria é:
2(—yr)+ (2r + 1)(y) = 0, 0u seja, y = 0. Dai,

(cra — c11,¢29 — c21) = (0,0) e ju(E) = jyu(ed”).

(a2—q1)

Observe ainda que, neste caso, 2|(¢2 — q1), assim jx(D) = ju(de=®+Yd)™ 5 . Entdo,
tomando £ = 1 e D = v(©~9)/2 onde v = de~*2d, segue que FcDc'E~'D = 1. Portanto a

equagao principal admite a solugao trivial.

(b) a3y = 2r.
Neste caso, um conjunto de representantes de E consiste de elementos da forma (x,7), onde

(x,y) sdo as coordenadas relativas a base {(—1,0),(r,—1)} e y = y mod 2. Assim,
(c12 = c11, 00 — eo1) = 2(=1,0) +y(r, 1) = (=2 +yr, —y) = (—2,0) ou (—z +r,—1).

e Se (c12 — ¢11,009 — Co1) = (—,0), temos que a condigdo necessaria é —2x = 0, isto é,
x = 0. Dal, (c12 — ¢11,022 — ¢21) = (0,0) de modo que jyu(E) = ju(e’d’) e ju(D) =
ju(eTT@ma)ge—a)  Note que 2|az; = 2r, entdo tomando F = 1 e D = v®2~ % sendo
v = e "d, segue que EcDc 'E~'D = 1. Portanto a equacao principal admite a solucao

trivial.

e Se (19— €11, Co0 — C91) = (—x 41, —1), obtem-se a condigao necessaria —2x + 2r — 2r = 0,
ou seja, © = 0. Assim, (c12 — ¢11,0220 — ¢o1) = (r,—1) e ju(E) = jg(e7"d™). Como
em Z @ Zs, (r,—1) estd na mesma classe que (—r, 1), podemos tomar E de modo que
Ju(E) = ju(e7"d). Além disso, ju(D) = ju((e7"d)®2" 7). Entdo, tomamos £ = e "d e
D = (de™")%~% de modo a obtermos

EcDc'E7'D = e 7"d(d e"e"d e " d) 0 d e (de )2
= (e"d 2 U (de )TN = (e"d )TN (e"d )2 = 1.

Portanto, a equacao principal admite a solugao trivial.

Repare que nos célculos anteriores utiliza-se a acao dada para asz, > —1.

(IT) Considere, agora, azy < —2.

Neste caso, temos a seguinte presentagao de (M (¢py) — St):

<e,d, c; cec™t = pef, cde™t = 6(6“32d_1)5_1> . onde B =etdte
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Assim, se 2|agy, entao

C’UC_l _ ce_a32/2dc_1 _ 56_a32/2(6a32d_1)ﬁ_1 _ ﬁ€a32/2d_1ﬁ_1
= B g = e a o e

e se 2|(¢2 — ¢1), entao

coct = ede”de! = Be™d ' dT BT = Bdv T d T BT
= [ehd o [d e .

Dessa forma,

e Se 2|asy, tome D = v2~0 = (e7%2/2q)92~0 Daf

cDc D = oo — [e_l,d_l]vql_% [d—17€—1]UQ2—fI1 — [[e_l,d_l],vql_‘h] e
0 —as2(q1-q2)
eoA(cDc'D) = det 2 = 0.
q1 — Qg2

e Se 2|/(qy — q1), tome D = v(@~9)/2 = (y = de~%2d)(2~1)/2 Daf,

cDc'D = cp\ T2 lylema)/2 - e, d’l],v(‘“"”)/ﬂ , ecoA(cDc'D) = 0.

Deste modo, assim como em (I), obtem-se a condigdo necesséria:
2(c1a — cn1) + azz(c2 — cn) = 0.
Considere H a imagem da aplicagao

(Ies]]a) :m(T=1) = ZSZ

a = (Jaca ¢, Jaca e Ty).

Temos:

e = (lece e, lece teTHq) = (|d e del., |d e de|4) = (0,0),

d v (lded e, |ded e g) = (Jde td  e(de™"3?)e del., |de td e(de " )e tde|y) = (—asg, 2).

Logo,

2oL  LOL %:0@2, se azy =2r + 1,
H ((as2, —2))

%zz@zm se  asy =21
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Desta maneira, temos as seguintes possibilidades:
(a) a3z = 2r + 1.

Neste caso, assim como em (I)(a), tem-se que
(c12 = c11, €22 — €21) = (—yr,y)
e a condigdo necessaria é y = 0, consequentemente, (c1o — ¢11,Coa — ¢21) = (0,0), de modo que
3#(E) = jp(ed) e jy(D) = (e qrmm),

Note ainda, que 2|(¢z — ¢;). Entdo, tomando E = [d~',e7!] e D = v@~9)/2 onde v =

de™*2d, segue que
EcDc 'E7'D = [d7 ' e[, d ol e 2[g=t e Y[e7t, dulea)/2 = 1,

Portanto a equacao principal admite a solugao trivial.
(b) agzgy = 2r.

Neste caso, como no caso (I)(b), tem-se que
(612 — C11,C29 — 021) = (-ZE, O) ou (—CL’ + r, —]_),

e a condigdo necessaria é x = 0. Assim, (c¢12 — 11,22 — ¢21) = (0,0) ou (r, —1), logo ju(F) =
Ju(€%d"), ou ju(E) = ju(e"d ) = jy(e™"d), desde que (r,—1) e (—r,1) estdo na mesma classe
em Z @ Zy. Além disso, ju(D) = jyu(e " @~0)de—a) Dai,

e Se (c19 — 11, Co2 — ¢21) = (0,0), tomando £ = [d™ ', e '] e D = v2 % sendo v = e7"d,

segue que
ECDC—lE—lD — [d_l, 6—1][6—1’d—1],UQ1—QQ [d_l,e_l][e_l,d_l]v(p_[ﬂ — 1

Portanto a equacao principal admite a solugao trivial.

e Se (c1o — c11,Co0 — Co1) = (=7, 1), tomamos F = e "e"lde e D = dv? d~!, sendo

v = e "d, de modo que

EcDc'E7'D = e (e*d Ve tdele™, d o 2[d ! e et d ede " du T d
— TRyl ) — e?"(e—rd)th—qz6—rd(e—7"d)q2—q1d—l

— (de—T‘)lh—QQ (de—r)lp—(h =1.

Portanto, a equacao principal admite a solugao trivial.
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Finalmente, considere o Caso XII:

1 a3y —1 32 m P
= , Oy = , B; = s asn = 2¢q; € azon = 2m.
®1 (0 1 ) o5 ( 0 1 ) ( N g 31 q 32

Aqui, as relagoes em (M (¢) — S') sao dadas por: cec™! = €71, e cde™! = e®27 1 de.

Além disso, a equagao principal é dada por:
X3 EcXoc 'E7' - E(cDe'D)E™ - [E, DY -D'X;'D- D' X,D =1,
e a condicao necessaria é:
eoA(cDc'D) +e0 A([E, D7) = 0.

Note que q1 = @2 = %, Deste modo, j#<E) — j#(ecu—cudczz—cm) e j#(D) — j#<€p2_p1)'

Tomando D = eP>7P! | temos que
cDe YD = ceP2PLalep2—P1 — oP1—P2oP2—P1 —
Assim, € o A(cDc™'D) = 0 e a condicio necesséria torna-se € o A([E, D7 = 0, isto &,
Ci2 —C1 P2—1N
det =0,
Co2 — C21 0

ou seja, (p1 — p2)(cag — c21) = 0. Como p; # pa, segue que a condigdo necessaria é cog = Co1.

Por outro lado, se cos = ¢91, tomamos F = e“271 e D = eP27P1, Deste modo
EcDce LE~1D = ef1z—c11gp1—p2 c11—C12 oP2—p1 — 1
Portanto a equagao principal admite a solugao trivial.

(3) Considerando os casos:

10 1 a3 m. p;
Caso IV: ¢, = , (g = , B = ;
# (o 1) %2 (0—1) (0 0)
1 asy 1 as2 0 Pi
Caso VIII: ¢, = , P9 = , B; = i a 0e
SR PTEAN IS
~1 1 i
Caso XVIIL: ¢, — G = ) =",
0 1 0 —1 n g

a;n = —2q; e azgyn = —2m.
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Nestas situacoes, temos que
Ja(B) = Jule o dmen) e (D) = jul(e ™),
Note que no caso XVIII, g = g = =%4%. As relagdes em m; (M (¢,) — S') sao dadas por:

cec b =dted, cde™t = d e, se agy > —1,

cec t = e td(e)de, cdet = e td te(e*d e e, se azgy < —2.
Além disso, ay; = 1, logo a equacao principal é da forma:
X3 EcXoc 'E7' - E(cDc'DYE' - [E,D]- DX;'Dt - X, =1, (4.2)
e a condicao necessaria é:
—2c0 A(Xy) +e0A(cDc ' D) + e 0 A([E, D]) = 0.

Observe que se By = ZFE e Dy =WD; Z, W € my(T, T — 1), entao

go A(cDic Dyt = co A(WDc'D'W) =co0 A(cWeteDe ' DWW
T2l oo AW)+eo0A(cDc'D™), e
[E1, D] = [ZE,WD] = ZEWDE 'Z'D'w!

= ZEWET'EDE'D'DZ7'D7'W~!. Dali,
co A(E,, D)) "BEEY co A(Z) + 0 A(W) + 20 A([E, D)) — 20 A(Z) — £ 0 AW)
= eo A([E, D]).

Assim, € o A(cDc™*D™1') depende da escolha de D, mas € o A([E, D]) nao depende. Deste
modo concluimos que a aumentagao médulo 2, denotada por (€0.4),, é independe dos elementos

FE e D e a condicao necessaria modulo 2 é:

(g0 A)a(cDc™ DY) + (2 0 A)o([E, D]) = 0 mod 2.
Dai, tomando E = e®27 12271 ¢ ) = ¢P27P1 | temos:

1. Se a3 Z —1,

cDe YD1 = ceP2PiolePip2 — J1op2—p1 1P — [d_l, eP27P1]. Logo,

0 _
eoA(cDc'D™Y) = eo A([d7, e 7)) = det ( 1 P 0 & ) =p2— D1
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2. Se aze < —2,

cDc'D™ = cePrPic Pt = om g eP2 Pideelt P2 = el d ! P2 P, Logo,

1 _
eoA(cDc'D™) = coA(le 'd ™, e P]) = det < ) b2 0 o ) = P2 — P1-

Além disso,

EOA([E,D] — 80,/4([60127011(162276217€p27p1]) _ det < 012 - Cll p2 _pl ) _ (pl—p2)<c22—021).

Co2 — C21 0

Portanto

(e 0 A)a(eDic ' D) + (g 0 A)o([E, D]) = 0 mod 2
é equivalente a
(p2 — p1)[1 — (€22 — ¢21)] = 0 mod 2.

Queremos checar se a condicao anterior € suficiente. Seja H a imagem do homomorfismo

(Heila) s m(T=1) = m(T)=Z&Z

a = (Jaca ¢ e, Jaca e Ty).

Temos:
e (Jece™ ¢ e, lece ™ e q) = (led~te~tdle, [ed™ e d|a) = (0,0), se az >
- (|d~tede|., |d e dels) = (0,0), se agy < —2.

(|de=2d|,, |de=32d|y) = (—ass,2), se az > —1,
d— (|ded™ e e, |ded™ e Ha) = { (|de 'd ede32e " de|., |de~'d'ede=*2e " de|,)

= (—az,2), se azgy < —2.

Assim, H = ((—aga,2)), de modo que,

— ((—as32,2))
H ((—ase,2)) (CLOCrD) w7 57, se age = 2.

ZeZ Lo _{M:()@Z, se agy = 2r -+ 1,
((—a32,2))

Devemos considerar as seguintes situagoes:
(A) Q32 = 2r + 1.
Neste caso, um conjunto de representantes de £ é dado pelos elementos da forma (0,y),

onde as coordenadas sao relativas a base {(—as, 2), (—r,1)}. Logo,

(012 — C11,C22 — 021) = 0(—a32, 2) + y<_ra 1) = (—7".%?/)'
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Estes valores devem satisfazer a condicao necessaria

(p2 — p1)(1 —y) =0 mod 2.

Temos as seguintes possibilidades:

(I)y2022_021:2k'+1; ass =2r+1> —1.

Neste caso a condicao necessaria implica que py — p; é qualquer. Assim
J#(B) = ju(e"BHVP ) e iy (D) = jig (e ™).
Tomando E = d*e*"d(d 1e* )% ¢ D = d*eP> P1d~* segue que
EcDc'E7'D™ ' =1.

Portanto a equacao principal admite a solugao trivial Xy = X3 = 1.

(II)y=coo—cou=2k+1;a3=2r+1<-2.

Neste caso, a condigao necesséaria implica que 0 # p, — p; é qualquer. Assim,
J#(E) = jy(e "M@ e ju (D) = ju(e™ ), po — p1 # 0.
Tomando E = d*e " tF=1(e2 2 le=1)"*de, e D = d*eP> P1d~F, segue que
EcDc'E7'D™' =1.
Portanto a equacao principal admite a solugao trivial.

(I[I) Y = Cgg — Co1 = 2k7 a3z = 2r+1 2 —1.
Neste caso a condigao necesséaria implica que po—p; = 2s, s # 0. Vamos analisar os seguintes

subcasos:

(1) k=0.
Nesta situagao, mostra-se que nao existe solugao para a equagao principal. De fato, temos

J#(E) = jy(e"d’) e ju(D) = jy(e*), s # 0.
Tome £ =1e D = e*. Assim,

EcDc 'E7'D™ ' =d te*de™* = [d7F, e*).
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Pela Proposicao [3.2.2 (1), em Zm(T), a equagao principal tem a forma:
A(X3) - A(cXoc™) - A([d 7, e®]) - A(e®* X3 te ) AX, Y =1 (4.3)

Vamos escrever o termo A([d™!, e*]) nos geradores By, do grupo abelianizado Zm(T).

Note que

[d~',e7?] =d e '[d eled-etd e [d, e]ede,

[dilveiﬂ = [d_176_ ] [d_ _2] 2:
[d',e?] =d 'ele,dle™*d-d e, d|d,
[dLet] =[d" e e*[d !, e’le

Assim, por recorréncia, segue que

AL, e [d71, e2)e?[d !, e?|e 2. .. e 2[d !, e*]e 2512, se s >0,
76 -
[d7t e 2le?[d ™ e ?]e?. .. e* T2 [d7 ! e ?le 2, se s <.
Logo,
A(ld=L. e25)) = Bs—1,-1)Bs—2,-1) - .- Ba,-1)B(o,-1), se s >0, 14
(4,2 = ¢ e necaoy oo B ; (4.4
(25,—1) " (2s4+1,—1) = * " P (=2,-1) " (=1,-1)? se s < U.
Observe que se A(X») contém By, ) como somando, entao A(Xy ) contém B, e

A(cX5¢™t) contém B, "
B, .. A saber,

(z+2s,w)

(et (2r 1) (1 1)—2—y) © S€ A(X3) contém B[? ), entao A(e** X5 e2%) contém

ce*de,d"d Ve "¢t = dletd(d e [d  ed, d X"
= dte"d(d et (d ee T d e M de T T )™ L
— (A Y (A e (ed e )T )
= d_le‘”d(d 1 2r+1)yd—1€2r+1d—1[d’ e ...

Deste modo, a soma dos expoentes de e, que precedem [d,e]™, é: x+ (2r + 1)(y + 1) e a
soma dos expoentes de d, que precedem [d, e|”, é: —2 —y, de onde segue que A(cXoc™!) contém
Bty w1y, —2-)
e, que precedem [e,d]™™, é: z + 2s e a soma dos expoentes de d, que precedem [e,d]™, é w.

Também, e?*e*d¥[e, d]"™d “e *e~2° é tal que a soma dos expoentes de

Consequentemente, A(e*X; 'e™2*) contém B(szs w)*

Sejam H = {(c12 — c11,¢00 — 1), (P2 — p1, @2 — q1)) = ((25,0)) e H = 7/H, onde m =
m(T) ~ Z @ 7. Pela Proposigao m (2), em ZH a equagcao principal se reduz a

A(eXoc™) - A([d7, ) - AX, Y = 1. (4.5)
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Ainda, quocientando a férmula (4.4]) por H, obtem-se:

Bs—1,-1)Bs—2,-1) - . - Ba,—1)B(o,-1), se s >0,

-1 -1 -1 -
B(2371,71)B(2572,71) s B(1,71)B(0

A([d_17628]) = {

1
1)y ses< 0.

Além disso, se A(X3) contém B, entao A(X; 1) contém B, e A(cXoc™l) contém

Ly = B Assim,

B (2s+z+(2r+1)(y+1),—y—2)"

@+ @),
e Se s > 0, entdo para cancelar o termo B, —1); 0 <z < 2s—1, em A([d™',e7]), o termo
B(;l_l) deve ser um somando em A(X; "), daf, B, 1) é um somando de A(X3), de modo

que B(_x 171) aparece em A(cXyc™!), consequentemente, nao ¢ possivel resolver a equagio

[E3).

e Se s < 0, entao para cancelar o termo B(;;_n; 25—1 <2 <0,em A([d!,e?]), temos que

B(,—1) deve ser um somando em A(Xz_l), logo, B(;fl) é um somando de /_l(Xg) e Bi—1)

aparece em A(cX,c™!), consequentemente, nao é possivel resolver a a equagao (4.5)).

Portanto, como nao existe solugao para a equacao (4.5)), em ZH, concluimos que a equagao

principal na sua forma original também nao admite solucao.

(ii) k= 1.

A principio, note que se k = s = 1, entdo tomando E = de™?"d e D = ded'e, temos que
ju(E) = jule *d?), ju(D) = ju(e*) e EcDe 'E~'D™ = 1.
Assim, EcDc 'E~' = D. Dai, tomando E = E ¢ D = D?*, s # 0, segue que
EcDc 'E'D™' = EcDc 'E~'D™* = (EcDc *E~')*D* = D°D™* = 1.
Portanto, para k =1 e s # 0, a equagao principal admite a solucao trivial Xo = X3 = 1.

(IV) y = coo — o1 = 2k; azp = 2r +1 < —2.

Neste caso, a condicao necessaria implica que ps — p; = 2s; s # 0. Assim, temos

J#(E) = ju(e 27 d), ju(D) = ju(e*).

Vamos analisar as seguintes situagoes:

(i) k = 0.

Neste caso, nao existe solucao para a equacao principal. De fato, temos

J#(E) = ju(e’d°) e ju(D) = ju(e®), s # 0.
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Entao, tomando E =1 e D = €%, segue que
EcDc 'E'D™' =cDc ' D™ = ce*c e = e ld  e*dee ™ = e Hd 7, ee.
Pela Proposicao [3.2.2 (1), em Zm(T), a equagao principal tem a forma:
A(X3) - A(cXoc™) - A(eMd ™, e*]e) - A(e* X5 te ™) - AX, ) =1 (4.6)

Usando a férmula para A([d™!, e*]) dada no caso (I11)(i), podemos escrever o termo
A(e[d ™!, e**]e) nos geradores By, do grupo abelianizado Zm(T'), do seguinte modo:
Ale M [d ¢2)e) :{ B<2i 2, 1>B(2sl 3,-1) - Bl<o 1>B<11 —1), ses >0, (47)

B(QS 1 )B(2S 1y B( 3. 1)B( 91y se s < 0.
Ainda, se A(X>) contém B, , como somando, entao A(Xy ) contém B, e A(cXoc™h)
contém B, ) e se A(X3) contém B2, entdo A(e** X5 'e™>) contém B}

A saber,

(z4+(2r+1)(y+1),—2—y (z4+2s,w)"

0[67 d]C_l — 6—1d—1€2r—i—3[d—17 e—l]e—2r—3de — 6_1d_1€2r+3d_16_1[d, 6]6d6_2r_3d67

dai,

ce®d’[e,d)"d Ve "¢t = e td eme(eP T d T e e B3d e e, d) ed . .

Deste modo, a soma dos expoentes de e, que precedem [e,d]™, é x + (2r+ 1)(y +1) e
a soma dos expoentes de d, que precedem [e,d]™, é: —2 — y, de onde segue que A(cXoc™!)

contém B Também,

(o4 2r+1)(y+1),~2-9)°
e?sezdw [6, d]—md—we—ze—Qs

é tal que a soma dos expoentes de e, que precedem [e,d]™™, é: z + 2s e a soma dos expoentes
de d, que precedem [e, d]™™, é w. Consequentemente, A(e**X; 'e~2*) contém B(z+28 w)°

Sejam H = ((25,0)) e H = n/H, onde 7 = m(T) ~ Z & Z. Em ZH, a equacao (4.6) se
reduz a

A(eXoe™) - Ale M d ™, e*le) - A(X5 1) = 1. (4.8)
Além disso, quocientando a férmula (4.7) por H, obtem-se:

) B os 1 1B as .B Bi_a_1), > 0,
A(e_l[d_lyegs]e):{ (-2s-1,-1)B(-25-1) - .- B(-3,-1)B(-2,-1), ses

1 1 1 1
B( )B(o 1y B( 953, 1)B( 95-2,-1)7 se s < 0.

Assim,
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e Se s > 0, entdo para cancelar o termo B(, _1); —2s — 1 <z < =2, em A(e '[d™!, e *e),
o termo B(_xlfl) deve ser um somando em A(X; "), daf, B(, 1) é um somando de A(X>),

de modo que B(_I }71) aparece em A(cX,c™1), consequentemente, nao é possivel resolver a
equagao (4.8)).

e Se s < 0, entdao para cancelar o termo B(;l_l); —1 <2< -25—2, em A(e7![d7, e Ze),

temos que By, 1) deve ser um somando em A(X; '), logo, B(xlfl) é um somando de A(X5)

e B, 1) aparece em A(cXsc™Y), consequentemente, nao é possivel resolver a equacao
)

Portanto, como nao existe solucao para a equacao (4.8)), em ZH, concluimos que a equagao

principal na sua forma original também nao admite solucao.

(i) k = 1.

Neste caso temos
J#(E) = ju(e ¥ d?), ju(D) = ju(e*), s #0.

A principio, observe que para

E=de ¥ 'de, D =¢c*e Zy = Z3 = e '[d, ele,
segue que
ZsEcZye 'E7Y - EcDc'ET'DT . DZ; DT Zy = 1.

Uma vez encontrado um sistema qualquer de solucao, pode-se determinar £ e D de modo

a se obter a solucao trivial. A saber, temos que

E=arEeD=apD; ag,ap € kerju =m (T — 1)

satisfazem
ZgaEEcZgaDﬁc_lE_laE_lZgl = ZgOéDD.

Tomando Xy = Zsap e X3 = Zzag, segue que
XgEcng)c_lE’_ng_l = X,D. Ainda,
XQ:ZQaD:1:>aD:Z51engZgaE:1:>aE:Z§1.Logo,
E=a,'E=2Z3E = e [d,elede™ Yde e D = o' D = Z,D = e~ [d, e]ee?

satisfazem
EcDe'E7'D™! = 1. Dal, considerando
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E=EeD=D*=(e[d e]ee?)®, temos
EcDc 'E7'D™ = EcD*c¢ 'E7'D™* = (EcD*¢*E)*D™* = 1.
Portanto, a equacao principal admite a solucao trivial Xy = X3 = 1.
(V)y:CQQ—C21:2k;]€7AOGkI7A1.
Vamos mostrar que nao existe solugao nestes casos. De fato, temos que

J#(E) = jy(e " d*) e ju(D) = jy(e*), s # 0. Tomando

E = d¥* e ?deD=¢% seagp>—1e

E = d* e lde e D =¢%, seagp < —2,

temos que
EcDc 'E7'D™! = [d*71, e*].

Em Zm(T') temos que a equagao principal tem a forma:

A(X3) - A(BeXoc ' E7Y) - A([d2 ) e®]) - A(DXTDTY) - A(X,) 7

Vamos escrever A([d**7!, e**]) nos geradores By, do grupo abelianizado Zm (T). A saber,

[d* e7?] = e e dleede,d]d  e.e e, d|e* e *de,d|d e,
[d? e*] = d[d,eld ' .de[d, ele 'd " .[d,e].e[d,e]le?,
[d e = e lle dle.e?[e,d]e*.e *dele,dle  d ' e? e 2dle,d|d e e *d*ele, dle td €.
e 2d*le, d|d %€,
[d®, e*] = d?ld,eld . d?*e[d,ele*d 2.d[d,e]d " .[d, e].ed[d,e]d e .e[d, e]le .
@2 [d?, e*]e?[d?, e?|e ™2 ... e*2[d?, e?]e 2512 se s >0,
€ =
[d?, e 2]e2[d?, e72]e? ... e* T2 [d? e ?]e 2%, se s <.
@8, e [d3, e2)e?[d?, e?|e 2. .. e*2[d3, e*]e 2512, se s > 0,
’6 =
[d®, e e 2[d?, e ?]e* ... e*T2[d3 e 2]e 2, se s < 0.
[dS, 625] — d2[d3, 628]d_2[d2, 625] e
[d2,e7? = d'e?d ele*dd ‘e td, eled.e *d ?[d, e]d*e*.e 2d %e[d, e]e 'd?e?,

[d72,e* = d2ele,dle  d*.d?[e,d)d*.d ‘ele,dle”'d.d e, d]d,
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[d3e? = d
d-

[d3e*] = d
[d_2 623] _ { [d d 2 ] 72

’ [d 2 —2 _2[d_
[d—S er] — { [d 3 d 3 ] 72'

’ [d 37 —2 _2[d 3 —2] 2
[d757623] = d 2[d 3 25 d2[d 2,628].

—]2...

Se2d?[d, e]d2e*d®.d*e~%d[d, e]d €2 d®.dPe~?[d, e]e*d”.
3¢t [d eled®.d ?e7'[d, eled®.d e [d, e]ed,
Sele, 1dg d?le, d|d®.d*ele, d|e  d*.d*[e,d)d*.d 'ele, d]e”'d.d (e, d]d,

Assim, por recorréncia, segue que se k > 2, entao

A([d%il, 623])

( N |
B0 B
21 -1
BonBay
—1 —1
C Bo2k—2Ba2k-2)
( B2s,0) B(2s+1,0)
Bs,1)Bas+1,1)
| Bs2r—2)Bast1,26-2)

Ademais, se k < —1, entao

B(_Qs 2,0)

B(_Qs 2,1)

B(_Qs 1,0)
1
B(Qs 1,1)

B= 1

B, (25—1,2k—2)>

(25—2,2k—2) se s > 0,

B(—20)B(-1,0)
B21B_1)

B(_22k-2)B(~1,2k—2), se s < 0.

A([d%_l, 625]) —

Bio,2k—1)B(1,26-1)
Bo,21)B1,2x)

Bo,-1)Ba,-1)

1
B, (25,2k—1)
1

B(2s 2k)

B(_23+1 2k—1)
1
B(23+1 2k)

1 —
B(2s 1)B(2s+1 1)

B2s—2.2k-1)B2s—1,2k-1)

B2s—2,21) B(2s—1,2k)

B2s—2,-1)B2s-1,-1), se s >0

-1
B( 1,2k—1)

1
B( 1,2k)

-1
B( 2,2k—1)

1
B 5 0n

1 1
B( )B( 1,-1) S€ 8 < 0.

Ainda, se A(X>) contém o termo B, ,, como um somando, entao A(Xy

€272 d72 e se s >0,
e 2d2 e ?|e 72 ses <.
€272 d 73 e se s >0,

e T2d=3, e 2|e™® 72 se s < 0.

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

1) contém o termo
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e A(EcXyc'E™ ) contém o termo B, " e se A(X3) contém o termo

(zy (—2kr+z+(2r+1)(y+1),2k—2—y)
B, entdo A(e 25X e™?) contém o termo B lyeu- De fato, se ag > —1,

d2k—1€—2krdce$dy [6, d]nd—ye—wc—ld—le2krd—2k+1 _
d2lc—16—2767’dd—lexd(d—1€27"-l-1)y[d—led7 d—1€27’+1]n =
d2k—16—2krdd—1€xd(d—1627’+1)yd—1€2r+1d—1[d’ e]n o

Por outro lado, se agy < —2,

d?k—le—ri—ldecexdy [6 d]nd—ye c 6 1d—1 2kr+1d—2k+1
d?k 1 72kr 16 6( 2T+ld )y . 2r+2d [d e]n
Em ambos os casos, a soma dos expoentes de e que precedem [d, e]™ é: —2kr + x + (2r +
Dy+1)eadedé: 2k—2—y.

Escreva

2s = 2%0by; a; > 1 e by é impar,

2k = 2%b9; ag > 1 e by é impar.
Considere H' = ((0,1),(2%,0)). Em Zr/H' a equagao principal se reduz a:

A(BeXoc ' E7Y) - A([d? 7 e®]) - A(XSY) = 1. (4.13)

Dai quocientando por H' as féormulas dadas em (4.9), (4.10), (4.11) e (4.12) para k # 0 e
k # 1, obtém-se:

BV p=@k=Dbi p@k-Dh (o
A([d* 1 e*]) = o " e (4.14)
2k—1)b 2k—1)b —(2k—1)b
B G B G B se s <0,
Vamos analisar duas possiveis situagoes:
(1) a1 <agouay >ager=21"2)\
Neste caso, 2% | — 2kr. Logo, se A(X5) contém B, como somando, entao A(X; 1) contém
By e A(BcXoc ' E7Y) contém B 5, 1) y11)y) Deste modo, tomando y = —1 em
segue que,

e Se s > 0, entdo para cancelar o termo B( L 0<z <29 —T1em A([d**~1, e%]), o termo

By—1); 0 < 2 <29 — 1 deve ser um somando em A(X; "), logo aparece o termo Be,-1)
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em A(EcXyc 'E~1). Como —(2k — 1)(by) é fmpar, B(;E%kl;l)bl; 0 <2 <29 —1 nao pode

ser cancelado.

e Se s < 0, entdo para cancelar o termo B, _1); =2 <z < —1 em A([d**7!, €*]), o termo

B(_wl_l); —2% < 7 < —1 deve ser um somando em A(X; '), logo aparece o termo B(xl_l)

em A(EcXyc'E~1). Como —(2k — 1)(b;) é {mpar, B(;(’Q_];l)bl; —21 < 1 < —1 ndo pode

ser cancelado.
(2) ag >aser=2"""2) 45,1 <j <2079 1,
Neste caso, observe que existe i € Z tal que y; = 2?21 — 1 satisfaz
—2kr + (2r + 1)(y; + 1) = a2, para algum « € Z.

Ademais, basta verificar a equacao anterior parar = j; 1 < j < 27 —1. De fato, suponha

que existam g = 2%15 — 1 e ay € Z tais que

—2kj + (27 + 1)(yo + 1) = 2. Dai,

_2k<2a17a2)\ +]) + (2a17a2+1>\ + 2j T 1)<y0 4 1) —
—2kj + (25 + 1) (yo + 1) — 2k20 792\ + (yo + 1)29 722\ =
Oéo?al — 2a1b2)\ + 2a1+1i0)\ = (Oéo - bg/\ + 2i0>\)2a1.

Além disso, temos que

—2kj+ (25 +1)(2"1) = a2 &
—2%2hyj + (25 + 1)(2%24) = 222972 &
—boj + (27 +1)i = a2m7%,

Dessa forma, vamos mostrar que existe ¢ € Z tal que
—boj + (2§ + 1)i = a2"7% para algum o € Z.
A principio, note que existe 5 € Z tal que
297928 4 5 = u(2j + 1), para algum p € Z.

A saber, temos que 29179 e 25 + 1 sao relativamente primos, ou seja, existem [,t € Z tais
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que

201792 1 (25 +1) = 1. Dai,
2a1—a2(_jl) + (2] + 1)(—]5]) = —j, ou Seja,
2a1*a2(_jl) +] = (tj)(Z] + 1)

Tome = —jl e p=tj. Por fim, para
a = [by e i = ubs,

segue que

—boj + (25 + 1)i = —boj + (2 + Dby = —boj + (2723 + j)bg = 291792 5y = 2917 2q,
como queriamos.

Portanto existe y; = 2%2i — 1 tal que 29|(—2kr + (2r + 1)(y; + 1)). Logo, se A(X>) contém
Blay
modo, tomando y = y; em [£.14] segue que,

) como somando, entao A(X5y 1) contém B, e A(EcXyc™ ' E7Y) contém B, Deste

e Se s > 0, entdo para cancelar o termo B(_;yi); 0 <z <29 —1em A([d*71,e%]), o termo
By 0 < @ < 2% — 1 deve ser um somando em A(X; 1), logo aparece o termo Bay,)
em A(EcXoc 'E~Y). Como —(2k — 1)(by) é fmpar, B(;E;f)_l)bl; 0 <z < 2% —1 nao pode
ser cancelado.

e Se s <0, entdo para cancelar o termo B, ,,); —2* <z < —1 em A([d**7!, €*]), o termo
B(_xlyi); —2m < g < —1 deve ser um somando em A(X, '), logo aparece o termo B(_xlyi)

em A(EcXyc'E~Y). Como —(2k — 1)(b;) é fmpar, B(;(zf)_l)bl; —2% < ¢ < —1 nao pode

ser cancelado.

Portanto, como nao existe solugdo para a equacao (4.13), em Zn/H’, concluimos que a

equacao principal na sua forma original também nao admite solucao.

(B) a3z = 2r.
Neste caso, um conjunto de representantes de F é dado pelos elementos da forma (z,7y),

onde as coordenadas (x,y) sao relativas a base {(—1,0), (—r,1)}. Assim,

(c12 —ci1, 002 — co1) = 2(—1,0) + y(—n,1) = (2 —ry,y) = (—2,0) ou (=2 —1,1).
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Temos as seguintes situacoes:

(I) Coo — C91 = 0.

Neste caso, a condi¢ao necessaria ¢
Py —p1 = 0 mod 2, isto é, py — p1 = 25, s # 0. Logo,

Ju(E) = ju(e ™) e ju(D) = ju(e*); s # 0.

Assim, vamos considerar os seguintes subcasos:

(1) x =11 — c12 = 2u+ 1 (x fmpar) e azy = 2r > —1.
A principio, note que para

E=(etd et d)"e™! e D = d 'ede,

segue que EcDc 'E~'D™!' = 1, ou seja, EcDc'E~' = D. Dai, tomando E = E e D = D?*,

temos que
EcDc 'E'D™' = EcD*c*E'D* = (EcDc 'E~')*D™* = D°D* = 1.
Portanto, a equacao principal admite a solucao trivial Xy = X3 = 1.

(17) x = 11 — 12 = 2u — 1 (x impar) e agy = 2r < —2.

Primeiramente, observe que para

E=(e'd e 'd)"e, e D =d 'ede,

segue que

EcDc'E-'D 1t =1,

ou seja, EcDc'E~' = D. Dai, tomando F = F e D = D*, temos que
EcDc 'E'D ' = EcD*c'E'D™* = (EcDc 'E~')*D™* = D°D* = 1.
Portanto, a equacao principal admite a solucao trivial Xy = X3 = 1.

(1ii) © = ¢11 — c12 = 0.

Neste caso, temos que

Ju(E) = ju(e’d®) e ju(D) = ju(e*), s £ 0.
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Entdo, como nos casos (A) (I11)(i), para azs > —1, ou (IV)(i), para azg, < —2, segue que

nao existe solucao para a equagao principal.

(1) 0 # x = ¢11 — 12 = 2%(2k + 1); a € N* (x par, diferente de zero), s = 2% e agy = 2r > —1.
Tomando
E= (¥ d'e®d)*e™, e D=d 'e*de”,

temos que

EcDc'E7'D™' =1.
Dai, para E = E e D = D!, segue que

EcDc 'E7'D™' = (EcDc'E7Y)!'D' = D'D = 1.
Portanto, a equacao principal admite a solucao trivial Xy = X3 = 1.

(v) 0 # x =11 — 12 = 2%(2k + 1); a € N* (x par, diferente de zero), s = 2°t e agy = 2r < —2.

Tomando

E= (¥ d'e®d)*e?d e de, e D =d 'e*" de*,

temos que

EcDc'E7'D ' =1.
Dai, para E = E e D = D!, segue que
EcDc'E7'D™' = (EeDe ' E"Y)!'D™' = D'D™" = 1.

Portanto, a equacao principal admite a solucao trivial Xy = X3 = 1.

(vi) 0 # x = 2%(2k + 1); a € N* (z par diferente de zero), s # 2% e azy = 2r > —1.

Neste caso, a equagao principal nao admite solugao. De fato, observe que
s#2%t=se{2%+1,2%+2,...,2%+2" - 1}.

Além disso,
j#(E) = ju(e™®), e ju(D) = ju(e*); s #0.

Tomando F = e @ e D = €%, segue que

EcDc'E7'D™! = e7*[d7 !, e*e”.
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Note também que

[t e? = dle[deled-etd e d, €e]ede,
[d e = dlele,d —1d d~ e, d]d.

g - { 2(d-1, e2e 2. .. ¥ 2[d L, e2]e 22, se s> 0,

-1 2
[d '€ —2 —Q[d— - ] 2 o e2s+2 [d_l, 6—2]6—23—2

, ses<O.

Assim,

Blaias B rsana - BsirnyBloa i, 50850,
Aw[dl,e%]er):{ S S (4.15)

-1 1 1 1
B rae B Carastiny - Blaa 1yBlaa 1y 8¢5 <0

Ainda, se A(X,) contém B, , como somando, entdo A(Xy 1) contém B, e

Ale " eXoete") contém B L o0 ws1).—a-u) © 8¢ A(X3) contém B, entao A(e* X3 e )

(z,w

contém B( i s0) . A saber,

ce'd’[e,d)"d e et = d e d(dre* ) d e d  d, €] . . ..

Deste modo, a soma dos expoentes de e, que precedem [d, e, é: u+ (2r)(v + 1) e a soma
dos expoentes de d, que precedem [d, e]™, é: —2 — v.

Sejam H = ((—x,0),(25,0)) e H =7/H: 7 = m(T) ~ Z & Z. Em ZH, a equacao principal
se reduz a forma:

AlcXoc™) - Ale ™ [d 1, e*]e™) - A(X, 1) = 1. (4.16)

Além disso, quocientando a férmula (4.15) por H, obtem-se:

Bis—1,-1yB@s—2,-1) - .- Ba,—1)Bo,-1), se s> 0,
A(ex[dl,ezs]em)—{ (2s—1,-1)P(25-2,-1) - (1,-1)£(0,—-1) S

B(2s I)B(2s+1 1) ° B( 2, 1)B( 1,-1) se s < 0.

Ainda, se A(X,) contém B, ., entao A(X5; 1) contém B, e A(cXyc™1) contém
B(u’jrzr(v ) —0—2)- Observe também que

H = ((—2°(2k +1),0), (25,0)); s € {2 + 1,2+ 2,...,2% + 2% — 1} = ((L,0)),

onde L = mdc(—z,2s). De fato, como L = mdc(—z,2s), entdo =% e 28 sao primos entre si, ou

o (7)o (5) -

Além disso, existem 1,1l € Z tais que —x = [1 L e 2s = lsL. Seja (b, c) € ((—x,0),(2s,0)),

seja, existem wi, wy € Z tais que
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entao b = —ax + 20s e ¢ = 0, para alguns «a, 5 € Z, isto é,
b= —allL + BZQL = L(—all + /6[2)

Deste modo, existe v = —al; + fly € Z tal que (b,¢) = v(L,0). Logo, ((—z,0),(2s,0)) C
((L,0)) . Por outro lado, se (b,c) € ((L,0)), entao (b,c) = «(L,0) para algum « € Z, ou seja,
b=alL ec=0. Dai

(b,¢) = aL(1,0) = alL(w, (%‘”) +w (%) 10) = awi (—,0) + aws (25, 0).

Consequentemente ((L,0)) C ((—x,0), (2s,0)), de onde segue a igualdade desejada.

Note que L é par, uma vez que —x e 2s 0 840, € que % ¢é impar. De fato, supondo que

fs = 2p, para algum p € Z,

T 5 t M c 761 A 3
como L e L Sao prlmos entre Sl segue que — T g 1mpar ou seja 7 e 1mpar Ss1m,

L = 2°. Dessa forma, temos que s € {2°¢ +1, 2"15 +2,...,2%42*—1} é tal que 3 € 2Z. Logo,
s =29t 4+ 271 Dai,
2s 20+t 4 9a
L 20

25

=2t +1,

o que é uma contradicao. Portanto, 2 é impar. Assim,

e Se s > 0, entao
_ 2s
Ale™ [d_la 628]63:) = B(i—l,fl)B(z 2,-1) " B(ifl)B(S,*l)’ onde

B-1,-1), B(—2,-1),-- ., Ba,—1) e B 1) pertencem a classes distintas em 7.H. Dali, se
tentamos cancelar B(Qfs 0 <z < L—1em Ale=®[d™1, %] ‘”), aparece B% ;) em
A(cXoc™h), e este nao cancela nenhum outro termo da equacao . Além disso, nao
podemos cancelar B( 1 usando B(w 1) Uma vez que = ¢ impar. Consequentemente nao

existe solucao para a equacao (4.16)).

e Se s < 0, entao

2s 2s 2s

Ae™*[d, e*]e") = B(LL_DB(T_L+17_1)...3527_1)3517_1), onde

B_r -1, B—r41,-1), -, B2-1) e B( 1,—1) pertencem a classes distintas em ZH. Dessa

forma, se tentamos cancelar B( i —L <@ < =1 em A(e*[d7, e*]e”), aparece
—2s
B, em A(e %cXyc¢ 1 E"), e este nio cancela nenhum outro termo da equagio (4.16]).

2s
Além disso, nao podemos cancelar B(g,_u usando B, ) uma vez que % é impar.
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Consequentemente, nao existe solugao para a equagao (4.16]).

Portanto, como nao existe solucao para a equagao 1) em ZH , concluimos que a equacao

principal na sua forma original também nao admite solucao.

(vii) 0 # x = 2%(2k + 1); a € N* (z par diferente de zero), s # 2% e azy = 2r < —2.

Neste caso, a equagao principal também nao admite solucao. De fato, temos que
J#(E) = jy(e™™) e ju(D) = ju(e*); s # 0.
Tomando E = e~ e D = €% segue que
EcDc EID™! = e~ gt ¢2en L,
Usando a férmula do caso anterior, temos que

B 24252, 1)B(—ay2s-3-1) - - - Bca,-1)B(—z-1,-1), se s >0,
B! B! ..B!

(—z+2s—1,—1)" (—x+2s,—1) * (—z—3,—1

A ef:):fl dfljeZS eerl —
( [ ] ) )B(—1$—2,—1)7 se s < 0.

(4.17)

Além disso, se A(X) contém BY, , como somando, entao A(X; ) contém B, e
Ale " eXoete") contém B L o0 ws1).—a-u) © 8¢ A(X3) contém B, entao A(e* X3 e )

4 -m
contém B(z+25,w)' A saber,

ce"d’[e,d)"d e Vet = e td e T (e d ) e d d, €] . ..

Deste modo, a soma dos expoentes de e, que precedem [d,e]”, é: u + (2r)(v + 1) e a
soma dos expoentes de d, que precedem [d,e]?, é: —2 —v. Sejam H = ((—z,0),(2s,0)) e

H = n/H;m=m(T)~7Z®Z. Em ZH, a equacdo principal se reduz a forma:
A(eXoe™) - Ale ™ Hd ™ e*]e™ ) - A(XS ) = 1. (4.18)
Quocientando a férmula anterior por H, obtem-se:

Bs—2,-1)B2s—3,-1) - - - Bo,~1)B(~1,-1), se s >0,

B! B:' . ...B'% ..B!

(2s—1,—1)"(2s,—1) (—3,-1)P(Z2,—1)) S€ 5 < 0.

.[l((i_x_l[d_l, e2s]ex+1) — {
Ainda, se A(X;) contém B? entio A(X;') contém B, e A(cXyc™) contém

(u,0)?
B@Z?r(v+1)7—v—2) :
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Como no caso anterior, temos que A = ((L,0)), onde L = mdc(—x,2s) e 22 é fmpar. Deste

modo,

e Se s > 0, entao

2s 2s 2s 2s
A/, —x—1713—1 257 xz+1 T T T T
Ale [d—,e™e * )= 3(272,71)3(273,71) e B(S,fl)B(Iil,—l)’
onde B2 1y, B(z—3,-1),-.-,B,-1) e B1,-1) pertencem a classes distintas em 7.H.
2

Dessa forma, se tentamos cancelar B ;=1 < o < L —2 em A(e™*'[d "', e*]e" ),
—2s _
aparece B ;) em A(cXyc™!), e este nao cancela nenhum outro termo da equagio
2s
4.18). Além disso, nao podemos cancelar B(;_l) usando B(_;_l) uma vez que % é impar.

Consequentemente, nao existe solugao para a equagao (4.18|).

e Se s < 0, entao

2s 2s 2s 2s
A(,—x—113—1 257 _x+1 T T T T
Ale [d™, e*e"™) = B(L—L—1,—1)B(L—L,—1) E B(L—s,—l)B(L—z,—l)>
onde B(_r_1_1), B—r,—1),...,B(3-1) € B(_2,_1) pertencem a classes distintas em 7.H.

2s _
Dessa forma, se tentamos cancelar B ;=L —1 <z < —2em A(e ™ Hd™1, e*s|e™ 1),
2s

aparece B(qu) em A(cXoc™!), e este nao cancela nenhum outro termo da equagao

S

2s
4.18)). Além disso, nao podemos cancelar B(g 1) usando B, _1) uma vez que 2s

T

é impar.

Consequentemente, nao existe solugao para a equacao (|4.18]).

Portanto, como nao existe solucao para a equagao 1) em ZH , concluimos que a equacao

principal na sua forma original também nao admite solucao.

(II) Co2 — Co1 — 1.

Neste caso, a condi¢ao necessaria €
(p2 —p1)(2) = 0 mod 2, isto é, 0 # py — p1 é qualquer.
Note que (—x —r,1) e (—x + 7, —1) estdo na mesma classe em Z @ Zy. Assim,
J#(E) = jg(e™77d) = jy(e™™"d™") e ju(D) = ju(e™™).
Dali, tomando

e F=e"T"deD=ePP geaz =2r>—1,

o E=d e ®d te7tde, e D = d 1eP>7P1d, se azp = 2r < —2, segue que



79

EcDc 'E-'D ' =1.

Portanto, a equacao principal admite a solucao trivial X, = X3 = 1.

(4) Considere os seguintes casos:

10 —1 i
Caso V: ¢; = , g = 32 , Bi = e ; A32m = 2m € aspq; = 2p; e
0 1 0 1 n o q

1 a -1 «a 0 Pi
CasoIX:QSl:(O jl),@:( 0 f),Bi:(O qi>;a317£07€a32%‘:2pi-

Observe que no caso I X, m =n = 0. Assim, nos dois casos temos as igualdades azsn = 2m

e asaq; = 2p;. Ainda, temos que

Ju#(E) = ju(e2™ 0 d= 7)), ju(D) = ju (e P1d=™")
e as relagoes em 71 (M (¢) — S1) sao dadas por:
cec’t =e ) cdet = e (e™2d)e.
Além disso, ay; = 1, logo a equacao a ser resolvida é
X3-EcXoc 'E7' - EcDe'E7'D™ - DX;'DT XS =1, (4.19)
e a condicao necessaria é:
—2e0 A(X3) +eo0A(eDe D™ 4+ 0 A([E, D]) = 0.
Observe que se By = ZE e Dy =WD; Z W € mo(T, T — 1), entao como feito em (3),
eoA(cDic DY) = —2c 0 AW) +e0 A(cDc*D™1) e e 0 A([Ey, D)) = € 0 A([E, D).
Deste modo, a condi¢ao necessaria modulo 2 é:
(e0 A)a(cDc™ DY) + (e 0 A)o([E, D]) = 0 mod 2.

Vamos considerar as seguintes situagoes:

(I) a3y = 2r.
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Neste caso, temos que
2rn=2m=m=1rne 2rq; =2p; = p; =rq; 1 #* G2, i = 1,2.
Resumimos os dados deste caso por
(91, @2, Bi, | Ele, |Ela) =

L0 L as -1 2r ™m o rg
(( 0 1) ou (0 1 )7< 0 1 >7< N g ),012—0117022—021>;a317é0-
Para calcular a condigao necessaria médulo 2, tome v = e"d. Dali,

coct = e e = e7le"de = e e

Logo, se D = v%79 | entao

cDc'D7h = iy = oy Bey? TR = [e7 D] = [e7, (e"d) 0.
Assim, se B/ = e“1271d22721 5 condigao necessaria modulo 2 é dada por:

(0 A)a(fe™, (e"d)4]) + (g 0 A)p([e2 1 d»2 ™ (e"d)? *']) = 0 mod 2,

que é equivalente a equacao:

det ( -1 e —a) ) + det ( 2 —eu (e~ q) ) = (0 mod 2.

0 q2 — 1 Co2 — C21 g2 — 1

Aqui, usamos o fato que
(80.,4)2([6_1, (erd)qrth]) (50_/4) ([ ’(eT(QQ—th)d‘D—(Il])’ (60,4)2([6612_01161522_621, (€Td>Q2—Q1]) —
(e o A)y([ecrz—erndezz—ea (erlz—n)ge—a]) ¢ o Teorema M(Q) Deste modo, a condig¢ao

necessaria modulo 2 é

(@2 — q1)[(c12 — c11) — r(ca2 — c21) — 1] = 0 mod 2.

Resolver a equacao para os dados

<¢17 ¢2> Bi) ’E’& ’E’d) =

1 0 1 as -1 2r ™ Tq; 20
ou , , ,Cl9 — C11,Co2 — C D a
01 01 01 - 12 11, C22 21 31
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¢é equivalente a resolver a equacao para os dados

(¢I17 ¢/2a lea ‘El|ev |E/|d) -

ou s s ,C12 — C11 — T'(C29 — C21),Co2 — C , a .
0 1 0 1 0 1 n onr—+g 12 11 22 21 22 21 31

Para ver isso, considere o isomorfismo

p:G = <e,d, c;cect =e ! ede! = e’lez’"de> — Gy = <e,d, c;cec b =e ! cdet = e’lde>

e —= e, d—e'd c—c

Temos:
e d Gy . Go e e "d
I T |
e d G —= G ple) =e o(d) =e"d
ou
e d G, L. Go e e "d
I T |
e as1 q Gl _50>G2 90(6) —_— 90( a31d) = e®177 ]
(& d Gl _90) G2 6—7"d
I N J
e ! e*rd G —> G ple™)y =et p(e*d) = e*e"d
e d c Gy 2. G e e "d c
I e A |
erndn erqz'dl]i 6612*C11d622*021 Gl _(p) GQ ern(efrd>n qu( Td) 60127011 (e*rd)@rm
Assim,
9251#(@) = € ¢/1#(€_Td) =e'd= qﬁ/l#(d) =d ou
¢ (e) = e ¢, (e77d)=e""T"d= ¢y, (d) = e"d,
#(e) = e gbé#(e_’"d) =ele"de = ng (d) = e de,
fule) = em(e™d)", fyle™"d) =" (e™"d)" = fi(d) = (e™(e7"d)")" e (e7"d)¥, e
(c)

_ 6012*011 (efrd)cmfcm .
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Portanto

10 1 -1 0 0 0
qs’l:(o 1) ou (O “f)?gbg:( . 1>,B;=<n an,);agl%o,

|El|e =C2 — C11 — 7”(022 - 021) € |El|d = C22 — Ca1.

Considerando os novos dados temos
Po 1 = 0. dh = = = qu, () = (e o T g (DY) = ()
satisfazendo a condicao necessaria:
(g2 — q1)[(c12 — c11) — (caa — €21) — 1] = 0 mod 2.
Seja H a imagem da aplicagao

(Heslla) :m(T=1) — ZSZ
a = (Jlaca ¢ e, Jaca e Ty).

Temos:

e = (leele,|eela) = (2,0),
d — (lde 'dte|,, |detdelq) = (0,0).

Logo,

zez _28Z _((1,0,0.1) .
= = — 2 .

H o ((2,0) ((2,0))

Assim, é suficiente tomar E’ tal que (|E'|e, |E'|a) = (0,c0 — c91) ou (1, ¢ — ¢21). Desta

maneira, temos as seguintes situacoes:

(a) |E'|e = (c12 — c11) — r(ca2 — ¢21) = 1 mod 2.

Neste caso, tomando E' = d(©2=Ve e D' = d®~ 9 segue que
E'¢D'¢c'E'D1 =1
Portanto a equacao principal admite a solugao trivial.

(b) ‘E/’e = (012 - Cll) - 7"(022 - 021) = 0 mod 2.



83

Nesta situacao temos que (c1a — ¢11) — r(cag — ¢21) — 1 é impar, dai, a condigdo necesséria

(@2 — q1)[(c12 — c11) — r(co2 — c21) — 1] = 0 mod 2

implica que g, — ¢1 € par, ou seja, g2 —q1 = 2k. Seja L = mdc(ga — 1, 22 — ¢21). Vamos analisar

as seguintes possibilidades:

(l) Q2Zq1 — 2]7-
Neste caso <222t = 2¢ — 1, logo a equagao principal admite a solugao trivial. A saber, tome
v =cdc ! = e tde. Note que cvc ! = ce~tdec™! = d. Dai, se E' = v L(vEdE)? e D' = (dLol)p,

entao

E/CD/C—lE/—lD/—l — ,UfL(deL)q(deL)p(deL)fqu(dLvL)fp
= v E@ld" PR (dtv )P = (dRoh )P (dEFR) P = 1.

(ii) ¢ — ¢1 = 2"d;, onde dy é impar e cos — c21 = 2"ds, com dy impar, tal que, 1 < r; < ro.

Neste caso, uma vez que coy — co1 € par segue que a condigao necessaria
(c12 — c11) — r(co2 — €21) = 0 mod 2

é equivalente a

Cig — C11 = 0 mod 2.
Vamos mostrar que nao existe solugdo para a equagao principal (4.19). De fato, sejam

' = dc22=c21 o [)) = 929 Entao

EceD ¢ YE-ID- = gezz—cafa2—ar L jeai—c22 Ja1—q2
—  Jezmca ol Ja2—q g a1 —c2z Ja1—q2

— ez—exn [6_1 dCI2—<I1]d621—022
, .

Além disso, temos

et d] = e lded'e te =e'[d, ele,
et d*] = [e',d]-de ' dd,
e, d*] = [e ', d] d*le !, d]d?,
et d™ ] = e ldlede 'd tde = e td e, d]de,
et d™? = [et,d']-dtet,dde
et d™?] = [et,d?-d et d]|d
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Por recorréncia, obtem-se

—1 —1 —1 —1
B(—l,o)B(—1,1)B(—1,2) s B(_1,q2_q1_1)a se ga —q1 > 1,

By -yB1-2B1-3) - Bigp-q), S @ —q < -1

A(le ) = {

Portanto,

A(d022—021 [6_1, dQ2—Q1]dC21—022) —

-1 ~1 -1
B(—1,622—C21)B(—1,1+C22—021) T B(—l,Q2—q1—1+622—C21)’ s Ga —q1 = 1’
B(—17—1+C22—021)B(—17—2+C22—021) T B(—17Q2—Q1+C22—621)7 se g —q1 < —1.

Assim, a equacao (4.19), com o novo input e na abelianizagao é dada por:
AX3) - A(B'eXoc "B - A(E'eD'c ' E7IDH - AD'X DY - AXG ) =10 (4.20)

Ainda, se A(X>) contém B, , e A(X;3) contém B[? , entdo A(cX5c¢™t) contém B,

(z;w)
A(D'X; D=1 contém B atgo—qn)- Alids,
ce®d’[e,d)"d Ve "¢t = e e 'dYele”!, e de| e d Vee®

= e e td¥(e tded 1) d Yee”

= e e tdveMd,e]". ..,
de modo que a soma dos expoentes de e, que precedem [d, e]", é: —z—2 e a de d é: y. Também,
AP~ e*dV[e, d|"d e FdM "

é tal que a soma dos expoentes de e que precedem [e,d]™ é: z ede d é: w+ ¢ — q.
Considere o subgrupo H = ((0, L)), onde L = mdc(qz —q1, co2 —¢21) € 7% = 2u+1. Vamos
olhar para a equacgao |D em 7 (%) Primeiro, observe que em Zm, a equacao (4.20) é dada

por:

m —n ~1 ~1 -1 —m -n
B(Z,w)B(—x—Q,y-&-Cm—cw)B(—1,022—021)B(—1,1+622—621) T B(—l,qz—q1—1+022—021)B(Z,w—i—qz—ql)B(z,y) =1,

se gz —q1 =1, 0u

Bg,w)B(_jrf2,y+czgfcm)B(*1,71+6227021)B(*1,72+022*C21) s B(*I,Q2*(I1+022*C21)B(_;Z;Jqufql)B(_z?y) =1,
seqa—q1 < —L
Apds projetar essas equagoes em Z (7 ) obtemos, em ambos os casos, a equagao
—-n —2u—1 n—2u—1 —2u—1 -n
B(—.’L’—2,y)B(—1,0) B(—l,l) N B(—I,L—I)B(Z‘,y) — ].. (4.21)

Note que em Z (%) A(E'cXyc ' E'7Y) contém B(i”ziQ 4 OIS €22 — €21 ¢ multiplo de L.
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Para cancelar B(’_l1 ot =0,...,L =1 em B(*_Qf‘;)l, A(X,) deve conter By, logo
fl(E’cXQC_lE’_l) deve conter B(_; ;. Assim, toda vez que quisermos cancelar o termo B(:ll h

em B(i 217‘51, o termo B(_; ;) aparece aos pares e portanto, como B(_flul_)l contém uma quantidade

i

impar de B(__ 11 X isto é impossivel, consequentemente, nao existe solucao para a equagao (4.21)).

Portanto, a equagao principal na sua forma original também nao admite solucao.

(I1) azy = 2r + 1.
Neste caso temos:
(2r+1)n =2m = n é par, isto é, n = 2k.
(2r+1)¢; = 2p; = q; é par, ou seja, ¢; = 2t;, i = 1,2.

Deste modo, go — q1 = 2(t2 — t1) comty — t1 # 0, pois ga — ¢1 # 0. Logo,

p2—p1=(2r+ 1)% —(2r 4+ 1)(%) = (2r + 1)(t2 — t1). Assim,

]#(E) — j#(€c12—c11d622—c21)7 ]#(D) — j#(6(2r+1)(t2—t1)d2(t2_t1))

e resumimos os dados deste caso por

<¢17 ¢27 Bia |E’67 |E’d) =

10 1 ay 1 2 +1 ©2r + Dk (2r + 1)
ou , , ,C12 — C11,C29 — Ca1 | ;
0 1 0 1 0 1 2%k %, 2o T T

az1 7 0.

Para calcular a condicdo necessaria médulo 2, tomamos v = de?*1d e assim
cvct = ede” Prde ™ = ¥ dee”* 1e* de = et e* M dde = e td ! (v)de.
Agora, se D = v®27"  entdo
cDc D™ = eyt = et 2T dev 2 = e d Y DY,

de modo que

(o0 A)o(cDec DY) + (e 0 A)([E, D]) =

-1 2r+1)(ty—t - 2r +1)(t2 =t
get [ 71 G-t g fae—en @raDla—t) ) (o,
—1 2(t2 — tl) Ca2 — C21 2<t2 - tl)

Assim,
(tz — t1>[1 + (022 — 021)] = 0 mod 2.



86

Resolver a equagao para (¢1, ¢2, By, | Ele, | F|s) dado anteriormente é equivalente a resolvé-la

para os dados:
(gblla ¢/2a Bz/a |El|€7 |E/|d) -

10 1 as 10 koork+t ( |
ou 5 3 ,C12 — C11 — T{C2 — C ,Co9 — C :
01 0 1 0 1 ok 20rk+t) )0 22~ C21), (2 = o

a31 7é 0.

Para checar isso, basta considerar o isomorfismo

p:G = <e,d, c;cect =e ! ede! = e’lezr+1de> — Gy = <e,d, c;cec b =e ! cdet = de>

e — e, d—e'd c—c

Alids, temos:

D=——"-U~>0
-~
<

[t
Ik
-
-~
—_
3+
-~
-

©
ou
e d G 2. Go e e "d
I I |
e e®1d G1—~ G2 ple) =e p(e®d) = e*17"d
e d G, —2~ Gy e e~"d
N R N l
e ! e2r+lqg Gl _¢>G2 (p(e—l) = e ! 90(62T+1d) = e™td
e d c Gy —7 G e "d c

<0
-

R |

€(2T+1)kd2k 6(27’-1—1)151' d2ti ef12—ci1 d022—021 Gl 5 G2 €(2T+1)k<€—rd)2k e(2’r‘+1)ti (e—’l‘d)Qti ef12—ci1 (e—T‘d>022—621

Assim,

(e) = e ¢, (e7d)=e"d= ¢},(d)=d, ou
(&) = e 6 (") = ™ Td = ¢ (d) = ™id,
Gu(e) = e () = = g (d) = ed
L(e) = ePrtVR(eTTd) fl (e d) = e (e ) =
()

_ (6(2r+1)k(e—rd)Qk)re(%—i-l)ti (6_Td)2ti.
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Ainda, note que

Py —py =ty —t1 e gy —qy = 2(ty — t1). Assim,
j#(E/) — 60127611*7"(6227021)d¢22*¢21, e ]#(D/) — et2*t1d2(t2*t1).

Considere os dados (¢, @5, Bl, |E'|., |E'|4) satisfazendo a condigao necessdria
(tg — tl)[l — (622 — 021)] = 0 mod 2.
Seja H' a imagem da aplicagao

(Ies]]a) :m(T=1) = ZSZ

a = (Jaca ¢, Jaca e Ty).
Temos:
e (leele, |eeld) = (2,0) e d = (|de 'd Y., |[de d ) = (—1,0).

Considere o grupo quociente

H' <(270)7(_170>> <(170)> <

Assim, é suficiente tomar E’ tal que (|E'|, |E'|q) = (a,co2 — ¢21), onde a € Z é fixo e

LSZL _ LOL _Z@Z_((l,?i,(() 1)>:0@Z:Z:{a}xZ,Va€Zﬁx0.

C99 — Co1 € Z. Temos as seguintes possibilidades:

(l) |El|d = C99 — Co1 = 1 mod 2, isto é7 Cog — C91 = 2u — 1.
Neste caso, tomando E' = (ded)*d™! e D' = (ded)®~"'. Temos:

E'¢cD'c'E7'D™Y = (ded)'d 'c(ded)> "¢ d(ded) " (ded)" "
—  (ded)*d"\(dde)? 1 d(ded) " (ded) "2
= (ded)*(ded)* " (ded) "(ded)" " = 1.

Portanto, a equacao principal admite a solucao trivial. Observe que aqui consideramos

a = u, isto é, c1g — ¢11 — 1(Cag — €21) = u.

(ii) |E'|4 = c22 — co1 = 0 mod 2, isto é, cag — 21 = 2u.

Neste caso, a condicao necessaria

(ta — t1)[1 — (caa — ¢21)] = 0 mod 2
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implica que t; — t; é par. Seja L = mde(¢h, — ¢ = 2(ty — t1), oo — ¢91). L é par, uma vez que
P q P J 42 — 4 ) par, q

C99 — Co1 = 2u. Deste modo, vamos analisar as seguintes situagoes:

(a) 2271 — 9.

(c22—c21)

—2U = 214 1. Note que se wy = ded e wy = cwyc™' = dde = dwyd™", entao

Neste caso,

cwse ! = cdwd et = ded = wy,

1

de modo que c(wjws)®c™t = (wow;)®. Assim, tomando E' = wlL/2( L/2 L/2)z (

: : , L/2. L/2
considerando a = u, pois a soma dos expoentes de e em E' é u) e D' = (wl/ / )4, temos

estamos

que

BleD' e BEID = wy Py ) (wy Py )0 (wy Pt )y Py )
= (w1 )" () Py =1

Portanto, a equacao principal admite a solucao trivial.

(b) 22-1) — 9y 41,
Neste caso, temos que coo — o1 = 2[. Vamos mostrar que a equacao principal nao admite

solugao. Para tal, é suficiente mostrar que a equacao nao tem solucdo para E' = wh e D' =

w? 1 onde wy = ded e wy = dde. Observe que estamos tomando a = [. Temos

E'cD'c'E' D™ = whwl? Mwywl " = (dde) " (ded)™ 2

— (ddedd™")>" (ded) "= = d(ded)> "1 d " (ded)" " = [d, (ded)’~"].

Note, ainda que

[d,ded] = dded ‘e *d™' =d[d,e]d ",
[d, (ded)?] = d*ed[d,e]d ‘e 'd 2 d[d,e]d !,
[d, (ded)™"] = e 'dled=e'd e, d]de, e
[d, (ded)™®] = e 'd?e 'd e, d|ded?e - e~ 'd e, d]de.

Assim, por recorréncia, segue que
A(ld, (ded)*™"]) =

1 1 1
B(071)B(1,3) B(tz —t1—1,2(ta—t1)—1) sely —t1 > 1,
B 1,-1)B(—2,-3) - - - Bty—t, 2(t2—t1)+1), € 2 —t1 < —1.
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Ainda, se A(X») contém o termo B[, , e A(X3) contém o termo B[ . temos que
A(X51) contém By A(EcXs c‘lE’_l) contém B " e A(DX5D™1)

(ca2—c21/2—x—14y,c00—C214Y)

contém B, Lo i) Alias:
ce*d’le,d]"d Ve "¢t = e *(de)[e” !, de]"(de) Ve
= e “(de)¥(e 'ded )" (de) Ve"
= e e te(de) (e tded e e) (ed) Yee®
= e e te(de)ed, e]"
= e e ed)V[d,€]" ...,
logo,
E'ce*de,d]"d Ve "¢t = (dde)!=(2 202~ (ed)¥[d, €]

de modo que a soma dos expoentes de e, que precedem [d,e]”, é: (c2 — ¢21)/2 —x — 14y
e a soma dos expoentes de d, que precedem [d,e] é: cop — o1 +y. Além disso, D' X5 D'~}
contém (ded)2 " e*d™[d,e]™ ..., neste caso, a soma dos expoentes de e, que precedem [d, e|™
é: ty —t; + 2z e a soma dos expoentes de d, que precedem [d, e]™, é: 2(ty — t1) + w.

Considere o subgrupo H = ((1,0),(0, L)) de Z & Z, onde

2(ty — t1)

L= de(2(t2 — tl), Coo — 021> = de(?(tQ — tl), 2[) (§ I

= 2u + 1. Temos que,
e Sety —t; > 1, em termos de classes de representantes, a equacao
A(X3) - A(E'cXoc ' B - A(E'eD'c P EPD Y - A(D'XID Y - AXSH =1

em Zw é da forma:

-n —1 1
Bgﬂv) | B((C227621)/2*x*1+y,c227021+y) ' B(O 1)B( 3)
—1 —-m -n
B(t27t171,2(t27t1)71) ’ B(Z+t27t1,w+2(t27t1))B(I,y) - 1

Projetando-a sobre Z (%) obtem-se:

—n —(2u+1) —(2u+1) (2u+1) n
B(wyy)B(Oal) B(1,3) B(L/2 1,L—1)) B

Assim, para cancelar o termo B( 1121 b= 1. . L/2 em B( (2:;1)1) A(X51) deve
conter B(;_12i_1), daf aparece o termo B(;_1;—1) em A(E'cXoc ' E'™1), ou seja, Bli12i-1)
aparece aos pares. Como B(l@l" ; 1)1) contém uma quantidade impar de B (i—1.2i—1) isto é
impossivel. Observe ainda, que para todo i = 1,2,...,L/2, os B(i—1,2i—1) sao de classes
diferentes. De fato,

1<i<j<L2=1<j—i<L/2 (%)
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dai, se
(j—1,27—-1)—(i—1,2i — 1) = a(1,0) + 5(0, L),

temos que j — 1 = a e 2(j — 1) = L, mas por (x), 2 < 2(j —i) < L, ou seja, L nao
divide 2(j —4). Consequentemente, a equagao principal em Z (%) nao admite solucao.

Portanto, a equacao principal na sua forma original também nao admite solucao.

e Se ty — t; < —1, temos que a equacao principal em Zm, em termos de classes de

representantes, é dada por:

B B"

(z,w) ((c22—c21)/2—x—14y,c00—C214Y)

“B1,-1)B—2,-3) - ..

Bity—t1 2(t2-t1)41) - B(z+t2—t1 w+2(t2—t1)) B( Y) =1

Projetando-a sobre Z (%) obtem-se:

—n (2u+1) (2u+1) (2u+1) -n
BBy Bisy - Blpa oy Bay = 1

Para cancelar o termo B(_; 941y, % = 1,...,L/2 em B( (fu;j}rl) A(X5') deve conter
B 1

(—i—2i11)> 1080 aparece o termo B( i —2i1) € A(E'cXyc 1 E'~1), de modo que B(

(2u+1)
aparece aos pares. Mas B o +1)

impossivel cancelar B(_; _si41), ¢ = ,L/2 em B, 2utl) - Note ainda, que para todo

(—%,—2i+1)"
i=1,2,...,L/2, 0s B ) Sao de classes diferentes. Alids,

—i,—2i+1)
contém uma quantidade impar de B(_; _2;41), logo €

(—%,—2i+1
1<i<j<L/2=1<j—i<L/2 (%)
dai, se

entdao j—1 =ae2(j—1) = L, ou seja, L divide 2(j — 1), mas por (x),2 < 2(j7—1) < L.
Consequentemente, a equagao principal em Z (%) nao admite solugao. Portanto, a

equacao principal na sua forma original também nao admite solucao.

Por fim, considere o:

1 -1 i
Caso XIX: ¢; = 1) g, = @) g [P,
0 1 0 1 0 ¢

as2q; — as1m = 2p;.

Neste caso, temos

]#(E) — j#(€c12—c11dc22—021) e j#(D) — j#(ep2—p1dq2—q1).
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As relagoes em (M (¢2) — S*) sdo dadas por:
cect =e ! cde™! = e (e"2d)e,
a equagcao principal é da forma:
X3-FEcXoc 'E7' - E(eDc'DY)YE™' - [E,D]-DX;'D7' - X, =1, (4.22)
e a condicao necessaria é:
—2c0 A(Xy) +eo0A(cDc D) 4+ 20 A([E, D]) = 0.
Estes dados coincidem com os dados dos casos V' e I X resolvidos anteriormente. Ainda,

(I) Se azy = 2r, entao

m  (2rq; — azym)/2 ) |

pp—p1=r(@x—q1) e B = (
0 qi

Dai, como nos casos V e I.X (asy = 2r), obtemos a condigao necessaria

(@2 — q1)[(c12 — c11) — r(€c22 — ¢21) — 1] = 0 mod 2,

€ um novo input

(61, 05, By, [E'|e, | E'|a) =

—1 ag —2r -1 0 m —agm/2+mr ( )
, , ,C1a — €11 — 1(Caa — Ca1),Co0 — Co1 | -
0 1 0 1 0 a 12 11 22 21 22 21

Para ver isso, considere o isomorfismo

p:G = <e,d, c;cec b =e ! cdet = 6_1(62rd)6> — Gy = <e,d, c;cec b =el cdet = 6_1d6>

e — e, d—e"d, c—ec.
Temos:

d G, —2= Gy e e "d

o] |

e ! e®1d G — Gy ple™!) =e! (e™1d) = e®e™"d
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e d c G, —2= Gy e e—d .
l L l f#j Lf#; l l j
e €(2Tqi_a31m)/2dqi efr2m e g men Gl ) Gz e 6(27"Qi—a31m)/2(€_7’d)‘h’ ef12—c11 (G—Td)022—021
Assim,
le# (6) @_1’ ¢,1# <€—rd) Al = ¢/1# (d) _ 6“31_2rd,
5,(e) = el dh(e7d) =€d = ¢, (d) = d,
f%g(@) = em’ f;%(e—rd) — 6(2rqz‘—a31m)/2(€—rd)qz' = f#(d) — 6(2rqi_a31m)/2+mr(e_rd)‘h o
f#(c) = 60127511(6*7”(00227621'

-1 a3 —2r -1 0 m —azm/2+mr
¢ = . , By = , B} = ,
0 1 0 1 0 q;

‘E/’e = C12 — C11 — 7"(022 - 021) € \E/’d = C22 — Co1.

Note que ph —p} =0e ¢ — ¢} = @2 — 1. Assim, ju(E') = j#(6‘312_‘311_T(C”_C?l)dm_”l), e
Ju(D") = ju(d?279). Portanto a solugao para este caso é andloga a solugao para as, = 2r dada

nos casos anteriores.
(I1) Se azgy = 2r + 1, entdo

(2r+1)(ga—q1) = 2(p2—p1), logo go—q1 = 2t. Além disso, p; = ((2r+1)g;—az1m)/2, de modo que

B, — ( m ((2r+1)¢ —asm)/2 > |

0 q;

Dali, como nos casos V e I.X, para ass = 2r + 1, obtemos a condicao necessaria
t[1+ (c22 — ¢21)] =0 mod 2

e 0 novo input
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-1 Cl31—2’l“ -1 1
/7 laB{a Elea E = ) )
ammimg- (22 ) ()

( m ((2r+1)¢; —azim)/2 —rg; +rm
0 qi

> ,C12 — C11 — 7“(022 - 021), Coo — 021> .

Para ver isso, considere o isomorfismo

p:G = <e,d, c;cec b =e ! cdet = 6_1(62T+1d)€> — Gy = <e,d, c;cec b =e ! cdet = de>

e — e, d—ed, c—c

Alids:
e d G —= G, e e~"d
N |
e~ 1 %31 Gl _<p>G2 s0(6—1) —e ! S0(61131d) — eBle— T
e d G . Go e e "d
| | . |
671 €2r+ld Gl —¢>G2 ()0(671) = e~ (,0(€2T+1d) — 62r+167rd
e d c Gy s Ga e e "d c
.. N O . |
em ewdqi eC12—C11 (Jc22—C21 Gl—w>G2 e™ ew(e*’"d)‘” ef1z—c11 (efrd)czzfczl
Assim,
gb'l# () = e, gb'l# (e7"d) = e®te™"d = qb'l#(d) = 172
¢y, (e) = e, dh,(e7d) =T d = ¢l (d) =ed,
f;&(e) = ™, f%é(e—rd) — e((2T+1)Qi—a31m)/2(e—rd)%‘ = f;i(d) — eT’me((QT'i‘l)Qi—a:nm)/?(e—rd)qz'.

Note que

q2 —(q
vh—p, = (2r+1)<22 1)—r(q2—q1)

2r+1 —
= (qz—(h)( 5 _T):%QQI:]&?

eqh—q, = q— q = 2t. Assim, jyu(E') = jy(ecrzmen—rlen—e)den—cn) o j,(D') = ju(eld?).
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Deste modo, a solucao para este caso é andloga a solucao dada anteriormente, para

azs = 2r + 1, trocando ty — t; por t.

(5) Consideremos os seguintes casos:

1 asn —1 a3 0 pi
Caso XI: ¢; = , Qg = , B; = ;azeq; =0 e
Caso XI: ¢, (0 _1> 05 ( 0 _1> (0 %) 324

-1 —1 i
Caso XIV: ¢, — L @) B = " P an = 0, agn =

0 e asim = asaq;.
Temos que

]#(E) = j#(€c12—c11dcz2—621)7 j#(D) — j#(epz—mdQ2—(I1)7

e as relagoes em 1 (M (¢p2) — St) sdo dadas por:

cec ' =d e ld, cde™t = d e (e™*d V)ed, se az > 1,

cect = e td e Vde, cdet = e H(d 1e™?)e, se asy < 0.
Nestes casos, a equacao a ser resolvida é
X3 EcXoc 'E™' - E(cDc'D)E™' - [E,D7']-D'X;'D-D ' X,D =1, (4.23)
e a condicao necessaria é:
2 0 A(X3) +c0 A(cDe D) +e0 A([E,D']) = 0.
Observe que se By = ZFE e Dy =WD; Z W € my(T, T — 1), entao

eoA(eDic'Dy) = o A(cWDc'WD) =eoA(cWe leDe ' DD 'W D)
= 2e0 A(W)+eo0A(cDc'D).

Além disso,
[Eh Dl_l]Dl_l[Ela Dl] =L Daia

eoc A([E1,D;Y]) = —eocA([E1, D)) = 0o A(ZEWDE'Z'D'w™1)
= o A(ZEWE'EDE'D'DZ'D'w™)
= —€0A(Z) —eo A(W) —co A([E, D]) + 0 A(Z) +e0 A(W)
= —eo A([E, DJ),
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€ como
[E,D"'D™'[E,D]D = 1, segue que

eo A([E,D™']) = —e 0 A([E, D)). Portanto,
co A([E;, DY =eo0 A([E,D71)).

Assim, € o A(cDc D) depende da escolha de D, mas € o A([F, D~']) nao depende. Ainda,
a aumentacao médulo 2, (e o A)y, é independe dos elementos F e D e a condigao necesséria

modulo 2 é da forma:

(e 0 A)a(cDe™ D) + (e 0 A)o([E, D7) = 0 mod 2, onde,

eo A([E,D7Y)) = —eoA([E,D]) =eo A([D, E])

P2—P1 Ci2—C
= det ( ? b H > = (Pz —Pl)(022 - 021) - (Q2 - Ch)(ClQ - 011)-
g2 —q1 Ca2 — C21

Se azs # 0, entao tanto no caso X I como no caso X1V, gg—¢q; = 0. Dai, tomando D = eP2™P1

temos que

cDc'D = cePr Pl
B { d=leP1=P2(eP2—P1 = [d~1 eP17P2|, se agy > 1,

e td (ePr7P2)deePr Pt = e [dT1 Pt P2]e,  se agy < 0.
Se aszp = 0, entao

cDc™'D = PPN T lepr P gm0
_ e—ld—l(epl—m)d(d—leO)tD—!ﬂe€p2—p1dq2—q1
— e lglepr—p2 Ja1—az2 ppP2—P1 J92— 0
e—ld—lep1—p2 deP2P1eP1—P2 JA1 42 oP27P1 (92— 1 (JI1 —92 o J92 01 6_16

— eil[dfl, ep1fp2][€p17p2’ dqlﬂn][dmﬂp’ 6}6.

Dessa forma,

eoA(ecDc™'D) =

(
0 p1—po
det , sea 0,
(_1 1) s

0 — — 0 0 1
det Prebed y qer | P2 P2 + det ,
-1 0 0 a1 — Q2 ¢1—¢q O

( S€ ag2 = 0.

A\
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_ P1 — D2, se azs # 0,
(p1—p2)l+ (1 — @)+ —q, seaz=0.

Lembre que se asy # 0, entao ¢ — ¢; = 0, e assim

eo A(cDc™'D) = (p1 — p2)[1 + (@1 — @)] + 2 — @1, Vagz € Z.

Logo, a condigao necessaria modulo 2
(5 @) A)2(0D671D> + (8 o .A)Q([E, Dil]) =0
é equivalente a

(1 —p2)[1+ (¢1 — q2) + (ca1 — ¢22)] + (@2 — q1)[1 + (c11 — c12)] = 0 mod 2.
Queremos checar se a condicao anterior ¢ suficiente. Seja H a imagem do homomorfismo

(e la) :m(T=1) = m(T)=Z&Z

1

a = (Jaca e e, Jaca™ e Ty).

Temos:

] (ledted|., |ed ted|q), se asy > 1,
e lece ™ e Hg) =
(|d"tedele, |[d  ede|q), se azy < 0.

1 71’

e (lece "¢ = (2,0),

(le7tde™®2ed|,, e tde™%2ed),), se azy > 1,

= (—asz2,2).
(|de~te~®2de|,, |de L e™%2de| ), se azy < 0. (—as2,2)

d— (\dcd’lc’1|e, \dcd’lc’1|d) = {

Portanto H = ((2,0), (—asz, 2)) . Assim,

ol  LOL _{W:Zﬁ%, se azm =2r,

1
H B <(270)7 (_a327 2>> N %& ~0&d Z4, S€e age = 2r + 1.

Seja (|Ele, |Elq) = (c12 — €11, €22 — ¢21). Devemos considerar as seguintes situagoes:

(A) asy =2r; r #0.
Neste caso, um conjunto de representantes de E consiste de elementos da forma (Z, 7), onde
(x,y) sdo as coordenadas relativas a base {(1,0),(—r,1)}, e Z,y significam = e y mddulo 2.

Assim,

(012 — C11,C22 — 021) = l’(l,O) +y(_7a7 1) = ($ - Ty>y) = (0’0)? (_T7 1)7 (170)7 ou (1 - 1)'
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Considere aszy = 2r > 0. Temos os seguintes casos:

(1) (€12 — €11, Co2 — Co1) = (=1, 1); 7 par.

Neste caso, como a3y # 0, g2 — g1 = 0 e a condi¢ao necessaria é

(p2 — p1)(2) = 0 mod 2,

ou seja, ps — pp € qualquer. Além disso, r par implica que (—r,1) = (0,1). Deste modo, temos
Ju(E) = ju(d) e ju(D) = ju(eP>~P1). Tomando E' =d e D = eP>"P', temos que

EcDc *E7'D = deeP> Pre tdteP2 Pt = dd—tePrP2dd L2 Pt = 1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(#4) (c12 — €11, ¢22 — ) = (1 =, 1); 7 par.

Neste caso, a condi¢ao necessaria ¢
(p2 — p1)(2) = 0 mod 2,

de modo que ps — p; é qualquer. Além disso, (1 —r,1) = (1,1), logo, ju(E) = ju(ed) e
J#(D) = ju(eP>7P1). Tomando E = ed e D = eP>"P1, temos que

EcDc'E7'D = edceP? Pretd e teP? Pt = edd el P2dd e el P = 1.,

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(17i) (c12 — €11, C22 — €21) = (=7, 1); r impar.
Como no caso (i), temos que ps — p; é qualquer. Além disso, r impar implica que (—r, 1) =
(1,1). Deste modo, temos ju(E) = ju(ed) e ju(D) = ju(e?> P1). Tomando £ =ed e D =

eP27P1 como no caso (i), segue que
EcDc 'E™'D =1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(1) (¢12 — €11, Co2 — €21) = (1 — 7, 1); v fmpar.

Como no caso (i), temos que po—p; é qualquer. Ainda, r impar implica que (1—r,1) = (0, 1).
Deste modo, temos j4(E) = ju(d) e ju(D) = ju(e?*P1). Tomando E = d e D = eP>"P1, como
no caso (i), segue que

EcDc'E7'D = 1.
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Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(v) (c12 — €11, 00 — €21) = (1,0) = (=2r + 1,2); 7 qualquer.

Neste caso a condi¢ao necessaria ¢é
(p2 —pl) = 0 mOd 2,

ou seja, ps — p1 = 2s; 8 # 0. Assim, jyu(F) = jy(e ?d?) e ju(D) = jyu(e**). Tomando
E =de ?td e D = e*de*d™!, segue que

EcDc'E7'D = de 7 dee®ded et d e td tetde®d ™! = 1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

Considere agora, azs = 2r < 0. Temos os seguintes casos:

(i) (c12 — €11, €22 — €21) = (=7, 1); 7 par.
Como no caso (i), temos que ju(E) = ju(d) e ju(D) = ju(eP>P1). Tomando E = e~lde, e
D = eP>7P1 segue que

EcDc'E7'D =1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(ZZ/) (012 — C11,C22 — Cgl) = (1 -7, 1), T par.
Como no caso (i7), temos que ju(E) = ju(ed) e ju(D) = ju(e? ). Tomando E =
ed(d te7tde), e D = eP27P1 segue que
EcDc'E7'D = 1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(131") (c12 — ¢11, Coo — €91) = (=7, 1); r impar.
Como no caso (i), temos que ju(E) = ju(ed) e ju(D) = ju(e?>?). Tomando E =

ed(d~te7tde), e D = eP27P1 segue que
EcDc'E7'D =1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(1v') (c12 — €11, €20 — Co1) = (1 — 7, 1); r {mpar.

Como no caso (iv), temos que ju(E) = ju(d) e ju(D) = ju(eP> ). Tomando E = e 'de,
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e D = eP?7P1 segue que
EcDc 'E7'D =1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.
(V") (c12 — €11, €22 — €o1) = (1,0) = (=27 + 1,2); r qualquer.

Como no caso (v), temos que ju(E) = ju(e > d?) e ju(D) = jyu(e**). Tomando E =

de=?"de, e D = e*de*d™!, segue que
EcDc'E7'D = 1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(B) azs — 2r + 1.
Neste caso, um conjunto de representantes de F consiste de elementos da forma (0, 7), onde

(0,y) s@o as coordenadas relativas a base {(1,2),(0,1)}, e g significa y mddulo 4. Assim,
(Cl2 — C11,C22 — C21> = 0(17 2) + y(oa 1) = (O, y) = (07 0)7 (07 1)7 (07 2) ou (07 3)

Considere az, = 2r + 1 > 0. Temos as seguintes situacgoes:

(I) (c12 — €11, c22 — €21) = (0, 1).
Neste caso, a condi¢ao necessaria é

(p2 — p1)(0) = 0 mod 2,

ou seja, pa —p1 € qualquer. Deste modo, ju(E) = ju(d) e ju(D) = ju(eP> P1). Tomando F = d
e D =eP?7P1 temos que

EcDc'E7'D =1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.
([I) (012 — C11,C22 — CQl) = (0, 2) = (—27”, 2)
Neste caso, a condi¢ao necessaria é

(p2 —p1) =0 mod 2,
de modo que py — p; = 2s; s # 0. Assim, ju(F) = ju(e *d?) e ju(D) = ju(e*). Tomando

E =de *de D = e*de’d™!, temos que EcDc 'E~'D = 1. Portanto, a equacao (4.23) admite

a solugao trivial.
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(I11) (c12 — €115 €20 — c21) = (0,3) = (1,1).
Neste caso, a condi¢ao necessaria é

(p2 — p1)(0) = 0 mod 2,

ou seja, p — p1 € qualquer. Assim, ju(F) = ju(ed) e ju(D) = ju(eP*P). Tomando E = ed e

D = eP27P1 como no caso (ii) de (A), segue que
EcDc 'E7'D = 1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

Agora, consideremos agy = 2r + 1 < 0. Temos as seguintes situagoes:

(I") (e12 = c11, €22 — 21) = (0,1).
Neste caso, assim como no caso (I), temos que jx(E) = ju(d) e ju(D) = ju(eP> ).

Tomando E = e 'de, e D = eP>7P1 temos que
EcDc'E7'D = 1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(I.[/) (C12 — C11,C22 — 021) = (O, 2) = (—27", 2)
Assim como no caso (I7), temos que ju(E) = jyu(e ?"d?) e ju(D) = ju(e**). Tomando
E =de ? !de, e D = e*de*d™!, segue que

EcDc'E7'D = 1.
Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

([[I/> <612 — C11, C22 — 021) = (0,3) = (1, 1)
Assim como no caso (I11), temos que ju(E) = ju(ed) e ju(D) = ju(eP>P). Tomando
E =de, e D = eP27P1 temos que

EcDc'E7'D =1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(C) a3y — 0.
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Neste caso, como no caso (A), fazendo r = 0, segue que
(c12 — c11, €22 — cn) = (0,0),(0,1), (1,0) ou (1, 1).

Note que, como azs = 0, ¢ e g2 sao quaisquer. Temos as seguintes situacoes:

(1) (c12 = c11, 22 — c1) = (0, 1).
Neste caso, a condi¢ao necessaria €

(1 = p2)(@1 — ) + (2 — @) =0mod 2 = (g2 — q1)(1 — (p2 — p1)) =0 mod 2,
ou seja, ps — p1 € Impar ou py — p1 é par e gs — q; é par.

e Suponha que py — p; é impar. Temos, ju(E) = ju(d) e ju(D) = ju(eP> P d2~9). Como

p2 — p1 é fmpar, segue que py — p; — 1 é par, assim jz(E) = ju(eP> P171d), pois (0,1) =

(po — p1 — 1,1). Entao, tomando E = eP> P17 2de, e D = ¢P27P1= 1% 91¢e temos que
EcDc'E7'D = 1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

e Se pp—p1 épar e ¢ — q = 2k, temos ju(E) = ju(d) = j#(em*m”d) e ju(D) =
Ju(eP2P1d?%). Tomando E = ePr P2Flde, e D = d*ed*eP2~P171 | temos que

EcDc'E7'D =1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solucao trivial.

(2) (c12 — c11, 22 — cn) = (1, 1).
Neste caso, a condi¢ao necessaria ¢é

(p2 —p1)(¢2 — 1) = 0 mod 2,

ou seja, py —p1 = 2s; s =0 ou qu — q1 = 2k; k # 0.

e Se py —p1 = 2s; s # 0, temos ju(E) = ju(ed) e ju(D) = ju(e**d”2~%). Entdao, tomando

E =de, e D =e°d?2 %e®, temos que

EcDc'E7'D =1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.
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o Seqy—q = 2k; k # 0, temos j4(E) = jy(ed) e ju(D) = jy(eP>P1d?*). Tomando E = de,
e D = dFer?~P1dk segue que
EcDc 'E~'D = 1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solugao trivial.

(3) (c12 = 11,22 — €21) = (1,0).
Neste caso, a condi¢ao necessaria é

(p2 — p)[(¢2 — @1) — 1] = 0 mod 2,

ouseja, o —q =2k+1oug—q =2k; k#0e py —p; =2s; s #0.

e Se gy —q1 =2k+1, temos ju(E) = ju(ed®) e ju(D) = ju(eP> P d?**1). Assim, tomando

E = d*e, e D = d**eP>~P14, temos que

EcDc'E7'D =1.

Portanto, a equagao (4.23]) admite a solucao trivial.

e Seqp—qn =2k;k#0epy—p = 2s;5 #0, temos ju(E) = jyu(e) = juled %) e
Ju(D) = ju(e?*d*). Tomando E = d~**2¢ e D = e*de*d** ™, segue que

EcDc'E~'D =1.

Portanto, a equagao (4.23)) admite a solucao trivial.

Ainda falta verificar as seguintes situagoes:

(a) aze =21 >0, (c12 — 11, €22 — c21) = (0,0).
Neste caso, a condi¢ao necessaria é (p; —ps) = 0 mod 2, ou seja, ps —p; = 2s; s # 0. Assim,
Ju(E) = ju(e%d®) e ju(D) = ju(e*). Tomando E = 1 e D = *, vamos mostrar que nao existe

solucao para este caso.

(b) Az = 2r < 0, (Clg — C11,C29 — 621) = (0, O)
Como no caso anterior, obtemos ju(E) = ju(e°d’) e ju(D) = jyu(e**). Tomando

E =[d7',e7'] e D = ¢, vamos mostrar que nao existe solugao para este caso.

(€) aza =2r+1>0, (c12 — 11,22 — c21) = (0,0).
Neste caso, a condi¢do necessdria é ps — py = 2s; 8 # 0. Assim, ju(F) = ju(e’d") e

J4(D) = ju(e*). Tomando F = 1 e D = €*, vamos mostrar que ndo ha solugao para esta
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situacao.

(d) ago = 2r+1< 0, (012 — C11,Co9 — 021) = (0,0)
Aqui, como no caso anterior, temos ju(E) = ju(e’d°) e ju(D) = jy4(e*). Entao, tomando

E =[d7' e e D = ¢*, vamos mostrar que nao existe solugao para esta situagao.
Observe que nestes casos ags # 0, logo ¢o — ¢; = 0.

(€) asa =0, (c12 — 11, Ca2 — c21) = (0,0).

A condicao necesséria, neste caso, é

(P2 —p1)[(2 — @1) = 1]+ (2 — ¢1) = 0 mod 2,

ouseja, pp—p1 = 2s e @g—q; = 2k; s ou k # 0. Assim, ju(E) = ju(e°d®) e ju(D) = jyu(e*d**).
Entdo, tomando £ = 1 e D = d*e?*d*, vamos mostrar que, nesta situacdo, nao existe solucao
para a equacao (4.23]).

Para mostrar que nao hé solucao para estes casos, vamos escrever o termo EcDc 'E~1D
nos geradores By, ) do grupo abelianizado Zm(T').

Para asy # 0, temos que EcDc 'E~1D = [d!, e7*]. De fato,

e Seaz =2r >0, entdo £ =1e D = e%*. Dai,

EcDc 'E7ID = ce®*c71e® = d e ?de® = [d’l, 6725].

e Seag =2r <0, entdo £ =d letde e D = €%, entao

EcDc 'E7'D =d e *de* = [d ', e ).

Agora, note que

[d', e = d e ?[d,ele*d-d ‘e [d, e]ed,

[d e Y = d e [dele*d-d e ?[d, ele*d - [dt, e7?,
[d', e = d'ele,dle'd-d e, d]d, e

[d' et = d'e’le,dled-d 'e*le,dle *d-[d!, .

Assim, por recorréncia, segue que

—1 -1 -1 -1
.A(ECDC_IE_ID) — A([d_l, 6—23]) — B(fl,fl)B(flfl)B(fS,fl) s B(723,71)7
Bo-1yBa,-1)Bi-1) ... Bas—1,-1), se s<0,

se s> 0,
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Além disso, se A(X>) contém B, ), entdo

A(EcXyc ' E™') contém Bl asaytass—2,—y—2) © A(D™'X,D) contém Bl osizy)-
A saber,

d~le e (e®2d 1 ems2e~d e, d|™ . . ., se agy > 1,

ced’[e, d|"d Ve Cct =
. { e td e d(d e )¥d e e d e, d| ..., se azy < 0.

Logo, a soma dos expoentes de e, que precedem [e,d]", é: —x + azoy + azs — 2 e a de d
é: —y — 2. Como nos casos analisados, F = 1 ou £ = [d™! e7!], os expoentes de ¢ e d,
que precedem [e, d|", na expressio FcXyc'!E~! satisfazem essas condigoes. Além disso, em
todos os casos D = €% entao a soma dos expoentes de e e de d, que precedem [e,d]” em
D~ te*d?[e,d]" ... é: —2s + x e y, respectivamente.
Agora, considere H' = ((2s,0)) o subgrupo de 7 = m(T) ~ Z © Z. Em Z;, a equacao
(4.23) se reduz a
A(BcXoc ' ETYA(EcDe ' E"'D)A(D™ ' X,D) = 1, (4.24)

onde

—1 -1 —1 _
A(EcDc ' E7ID) = A([d7Y, e %]) = Bas-1,-1Bas—2,-1Bas—3-1)- B
Bas—1)Bes+1,-1)Bst2,-1) - - - B-1,-1),  se s <0.

’1_1), se s> 0,

Ainda, se A(X,) contém B(,, como um somando, entao A(EcXyc'E™) contém

" .
B(_x+a32y+a32_27_y_2). Assim,

e Se s > 0, entao para cancelar o termo B(;i1,_1) em A(EcDc 'E~1D), o termo
B(-1,-1) deve ser um somando de A(X,), 0 < t < 2s, logo ele produz em
,Zl(EcchflEfl) o termo Bgs—4-1-1), =1 < 2s —t —1 < 2s — 1. Note que, se
-1 <2s—t—1< 2s—1, entao obtem-se novamente os termos By_1 1), 0 < ¢ < 2s,
e se 2s —t —1 = —1, obtem-se novamente o termo Bas_;—1,—1) = B(—1,—1) = Bs—1,-1).

Consequentemente, nao existe solugao para a equacao ({4.24]).

e Se s < 0, entao para cancelar o termo B 1) em ﬂ(Ech‘lE‘lD), o termo B(tlfl) deve
ser um somando de A(X3), 2s < t < —1, logo ele produz em A(EcXoc 'E~1) o termo

B(Ei—t—Q 1) 2s —1 < 2s—t—2 < —2. Note que, se 2s — 1 < 2s —t — 2 < —2, entao

obtem-se novamente os termos B(_th)’ 2s <t < —lese2s—t—2=2s—1, obtem-se

-1 _ p-1
novamente o termo B(2s—t—2,—1) = B(28

solucao para a equacao (4.24)).

_ p-1 = :
“1-1) = B(—l,—l)' Consequentemente, nao existe
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Para asy = 0, tomamos £ =1 e D = d*e**d*. Dal,

EcDc'E7'D = ¢De™'D = cd*e®dFe ' dbe®d* = e tdFd e ¥ dd Fed > d*

— 6—1d—ld—ke—Qsd—k‘dedke2sdk — [e_ld_l, d_k€_2sd_k].
Assim

(cDc'D)™t = [dFe %d 7" e td7Y

—_ [dfkefQSdfk, 671]671 [dfkestdfk7 dil]e,
e portanto

cDc'D = e Md ' dFe *d Fle[e”!, d Fe T d ]
— e_ld_k[d_l, e—QS]dke[e—l, d—ke—2s]d—k€—23 [6_1, d—k]62sdk

— 6_1d_k[d_1, 6_28]dk6[€_1, d_k]d_k6_2s[€_1, d_k]62sdk.

Usando a férmula

w4 = [z, ylyle, yly ™oy e yly se n >0,
’ [,y Ny o,y Ny .oy e,y ™, se n <0,
segue que
[ . (dfl)k} [6_1, d—l]d—l[e—l7 d_l]d. N d_k+1[6_1, d_l]dk—H, se k> 07
e =
le7t, d|d[e !, d]d~ .. .d7F[e L, d]d* Y, se k<O.
Ainda,

A(le ™", d™) = A(e'd'ede 'd'de) = B_1,_1y e
A(le™',d]) = A(e 'ded e 'e) :B:1,0)'

B(,L,l)B(,L,Q) c. B(*L*k)’ se k> 0,

-1
B(*lvo) (-1,1) - Po1,-k-1) S€ k< 0.

Como visto anteriormente,
B! B! ..B!

A([d_l, (6_1)28]) — (-1,-1)7(-2,—1) * (—2s,—1)”
B(O,—I)B(l,—l) Ce B(—2s—1,—1)7 se s<0.

se s> 0,

Dessa forma,
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e Se s, k>0, temos

1 1 -1 -1
A(CDC D) = B(72’7k71)B(7377k71) e B(72571,*k*1) )
B(*l,*l)B(*L*?) e B(,l,fk) :

B _os—1,—k—1)B(—25—1,—k—2) - - - B(—25-1,~2k)

Seja H" = ((2s,0), (0,2k)) o subgrupo de 7 = Z @© Z. Em Z; a equagao (4.23)) se reduz

a

A(EcXyc ' ETY) A(eDe ' D)A(D™' X,D) = 1, (4.25)
onde
A(eDe™'D) = B(_Qi—zk—l)B(_Qi—?:,k—l)“'B(_—ll,k—l)'

Bos—12k-1)B2s—1.2k-2) - - - Bas—1,1) -

Bs—1k-1)B@s-1k-2) - - - Bas—1,0)-
Observe que A(cDc™ D) contém o termo B(_SI_M_I)B(QS_L%_D # 1, desde que, neste caso,
s,k > 0. Ainda, se A(X3) contém o termo B(Ei_1,2k_1)B(s—1,k—1)a entao por (), tomando
azy, = 0, segue que A(FcXoc™t)E™! contém o termo B(_f%_1772,{71)3(,3,1,4{,1) e como
D = d*¢*d*, A(D™'X5D) contém o termo B ;) B(—s-1,-x-1). Assim, A(EcXoc'E7})
contém o termo B(’_lL_l)B(S_Lk_l) = B(E}s—l,Qk—l)B(S—Lk—l) e A(D~'X,D) contém o termo
B(_zif1,2kf1)B(sfl,kfl)' Consequentemente, o termo B@£17k71)3(2571,2k71) nao pode ser

cancelado, ou seja, nao existe solugao para a equagao (|4.25)).

e Ses<0ek>0,temos

A(cDc™'D) = B _p-1)Bo,—k-1)--- B2s—2,-k-1) -
B1,-1yB-1,-2) - B-1,-k) -
B _os—1,—k—1)B(—25-1,—k—2) - - - B(—25—1,~2k)

L

77, obtem-se

Projetando em Z

A(cDc'D) = Bpas-15-1)Bsi-1) - - B2-1) -
Bas—12k-1)B@s-126-2) - - - Bas—1,r) -
Bs—1k-1)B@2s—1,k-2) - - - B2s—1,0)-

Além disso, se A(X5) contém B(Ei—l,%—l)’ entdo A(FcXyc ' E~Y) contém 3:23—1,—2k—1)
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e A(D7'X,D) contém B! .. Logo, A(EcXyc 'E~!) contém B(’_ll_l) = B}

(=1,-1) (25—1,2k—1)
e A(D7'X,D) contém B(_2i71,2k71)' Assim, toda vez que tentamos cancelar o termo

-1
(2s—1,2k—1

A(cDc™ D). Consequentemente, o termo B(2s—1,26—1) nao pode ser cancelado, ou seja,
nao existe solugao para a equagao (4.25)).

Bos—1,21-1) em .,é_l(ch*ID), aparece B ) que nao cancela os demais termos de

Se s >0ek <0, temos

-1 -1 -1 -1
A(cDc™"D) = B(72,7k71)B(73,7k71) - B(f2sfl,fk71) .
-1 -1 -1
B(f1,0)B(71,1) cee B(f1,fk71) ’
-1 -1 -1
B(—2s—1,—k)B(—2s—1,—k+1) s B(—23—1,—2k—1)-
Projetando em Z 7, obtem-se
1 -1 -1 -1 -1
A(cDc™ D) = B(2372,k71)B(2373,k71) e B(fl,kfl) '
-1 -1 -1
B(23—1,2k)B(2s—1,2k+1) ce B(2s—1,k—1) )
-1 -1 -1
B(Qs—l,k)B(2s—1,k+1) e B(25—1,—1)~

Além disso, se A(X3) contém B(ss_1 41y, entdo A(EcXoc ' E™") contém B(_os_1,_k—1) €
A(D™'X,D) contém By _j_1y. Logo, A(EcXsc ' E~") contém B(_1x-1) = Bas—14-1)
e A(D_IXQD) contém Bgs_1-1). Assim, toda vez que tentamos cancelar o termo
B(_Qi—l,k—l) em A(chle), aparece B(,_1-1) que nao cancela os demais termos de
A(cDc™ D). Consequentemente, o termo B(;i—l,k—l) nao pode ser cancelado, ou seja,
nao existe solucao para a equagao .

Se s, k < 0, temos

A(cDc™'D) = B 1,—k-1)Bo,~k-1) - - - B(—25—2,—k—1) *

-1 -1 -1
B(fl,O)B(fl,l) s B(fl,fkfl) ’

-1 -1 -1
B(fzsfl,fk)B(dstka) ce B(72371,72k71)‘

™

7 obtem-se

Projetando em Z

-1 -1 -1
B(25—1,2k)B(25—1,2k+1) T B(2s—1,k—1) ’

-1 -1 -1
B(?s—l,k)B(Zs—l,k‘-i-l) T B(2s—17—1)'
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Além disso, se A(X5) contém Bas_1-1), entdo A(EcXoc 'E™!) contém B as_1_1) €
A(D7'X3D) contém B(_; _g5—1). Logo, A(EcXoc ' E~") contém B(_j2x-1) = Bas—1,-1) €
A(D71X2D> contém B(y,_1,_1). Assim, toda vez que tentamos cancelar o termo B(_2i71,71)
em A(cDc™'D), aparece Bs_1,-1) que nao cancela os demais termos de A(cDc™'D).
Consequentemente, o termo B(Ei_1,_1) nao pode ser cancelado, ou seja, nao existe solugao

para a equagao (|4.25).

Se s = 0, temos

cDc™'D = [e7!, d7*d*[e™!, d7*]d~.

Dai,
AleDe1D) — B, -nyBi-2) ... Bi,—iyB1,—k—1)B-1,—k—2) - - - B—1,-2r), se k>0,
(DeD)=3 g1 g1 ' g Bl Bt B! k<0
Lol Pl PPt -kt - P—1,—ok—1), ¢ R < U

Seja H" = ((0,2k)) o subgrupo de Z @ Z. Em Z, a equagao (4.23)) se reduz a

A(EcXoc ' E7Y A(eDe ' D)A(X,) = 1, (4.26)
onde
AleDe1D) — B 1 2k-1B—126-2) - - - Bcig)B—1p-1)B—1k—2) - - - B—1,0), se k>0,
(€D D)= g’ po B Bl B B! se k<0
120 P12k PP Pkt - Pci—1y :
Assim,

e Se k > 0 e A(X;) contém B(_—ll,Qk—l)7 entao A(EcXoc™'E™1) contém B(:llﬁ%fl).

Projetando em Z-%, A(X») contém B(_—11,4k—1) = B(__11,2k—1) e A(EcXyc 'E~1) contém
B(’_ 11 Ly = B(’_ 11 21" Consequentemente, toda vez que tentamos cancelar o termo

B12k—1) em A(ch_lD), aparece o termo B’(’_l1 ok—1) due nao cancela os demais termos

de A(cDc™'D). Portanto, ndo existe solucao para a equacio (4.26)).

e Se k < 0, e A(Xs) contém B(_jj_1), entdo A(EcXoc 'E™1) contém B _j_1).

Projetando em Z, A(X3) contém B_y3p—1) = B_14-1) € A(EcXyc'E71) contém
B(_1x-1)- Consequentemente, toda vez que tentamos cancelar o termo B(’_ 11 f—1) €m
A(cDc™'D), aparece o termo B(_1 ;1) que nio cancela os demais termos de A(cDc™'D).

Portanto, nao existe solugao para a equacao (4.26)).

Se k=0, temos
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cDe'D = e Hd ™t e *]e.

Dali,
Bfl

A(eDc™'D) = (=2-1)
B(—l,—l)B(O,—l) R B(_25_27_1), se s<0.

By 1y By 11y se 5>0,

Projetando em Z2£, onde H' = ((2s,0)), obtem-se

-1 1 1
A(CDC_lD) = B(25—27—1)B(2s—3,—1) s B(—l,_l)a
Bas—1,-1)B(as,~1) - - - B(—2,-1),; se s <0.

se s> 0,

Assim,

e Ses > 0eA(X,) contém B(_1 1y, entdo A(EcXoc ' E~1) contém B(_y _q). Projetando em
L, A(X3) contém Bas—1,-1) = B-1,-1y e A(EcX,c ' E~1) contém Bas—1,-1) = B(1,-1)-

Consequentemente, toda vez que tentamos cancelar o termo B Y _y) em A(cDc™1D),

aparece o termo B(_; _1) que nao cancela os demais termos de A(cDc1D). Portanto, nao
existe solu¢do para a equacao (4.24)).

eSe s < 0 e A(Xy) contém B!

(25_1,_1y, €ntdo A(EcXyc ' E7Y) contém B!

(—2s—1,—1)"

Projetando em Z4;, A(X,) contém B(Zi—l,—l) = B(_Qi_ly_l) e A(EcXoc 'E7Y) contém
B(’_ 11 Ly = B(Qi—l—l)' Consequentemente, toda vez que tentamos cancelar o termo

(Ei—1 _y) que nao cancela os demais termos

de A(cDc™'D). Portanto, ndo existe solucao para a equacio (4.24)).

Bs—1,-1) em fl(ch_lD), aparece o termo B

(6) Considere os casos:

1 0 —1 0 p;
Caso XXV: ¢; = 1 , 2 = , By = b e
0 -1 1 -2 0 p;

-1 0 —1 i
Caso XXVII: ¢; = a1 , Q2 = , Bi = " P )
0 -1 1 -2 mop; — asm

Nestes casos temos que

J#(B) = Jylerendenen), ju(D) = ju(er ),

As relagoes em (M (¢) — S') sao dadas por

cec ' =d e ded, cde™t =d e (d e d T )ed.
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A equacao principal é da forma

X3-EcXoc 'E7' - E(eDc'D)E™ - [E,D7']-D'X;'D- D' X,D =1

e a condicao necessaria é:
2¢ 0 A(Xy) +e0A(cDc D) +e0 A([E,D™1]) = 0.
Esta condigao médulo 2 é
(e0A)a(cDc™ D) + (20 A)o([E, D7) = 0 mod 2.

Como [E,D7Y|D'[E, D]D = 1, segue que € o A([E, D7) = ¢ 0 A(|D, E).

Tomando E = e“2711{%?2=%21 ¢ D = (de)P>P', temos

CDCilD — (dflefl)m*pl (de)p2*pl.

Note que
(@) Nde) = [e.d],
(e ™) 2(de) = [(ed)e,d],
(d7le™)(de)™ = [(ed)%,d],
(A7l )(de) = [dF,e7T],
(d—l —1)2(de)2 — [(d_1€_1>d_1,€ 1]7 e
(d—l _1>3(d6)3 — [(d_1€_1>2d_1, —1]

Logo, por recorréncia, segue que
(d—le—l)pz—m (de)PQ—Pl —
{ [(d~te P2 td=t e, se py — p1 > 0,

[(ed)pl_m_le? d]a S€ P2 — D1 < 0.

Assim,

—p+1 —1
det(p1 P2 0 ),sepg—p1>0,

o A(cDc™'D) = pr=pa
et ( pr—pa+1 0

, sepy—pp <0
p1—p2—1 1)

=p1 — P2
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Além disso,

P2 —P1 Co2 —C21

e o A(D, E]) = det ( Pz b1 iz cn > — (s — p))[(€20 — 1) — (c12 — en)].

Deste modo, a condi¢ao necessaria modulo 2 é equivalente a

(pg —pl)[(CQQ — C21) — (612 — 011) — 1] = 0 mod 2.
Vamos checar se esta condicao também é suficiente.

Seja H a imagem do homomorfismo

(e M) :m(T=1) = Z&Z

Le e, Jaca™ety).

a = (Jaca”™
Temos:

e = (led te rd ted|,, led e d ed|y) = (1, 1),
d +— (le"'deded|.,|e  deded|s) = (1,3).

Assim, H = ((1,—-1),(1,3)). Dali,

1 0,1
:<(1 04)>20@Z4.

Entao um conjunto de representantes de £ é dado pelos elementos da forma (0,%), onde

(0,y) sao as coordenadas relativas a base {(1,—1),(0,1)} e g significa y mod 4. Deste modo,
(c12 — 11, 022 — 1) = 0(1, =1) + 9(0,1) = (0,9); y € {0,1,2,3}.

Temos as seguintes situacoes:

(i) (c12 — c11, 22 — ca1) = (0,0).

Neste caso, a condi¢ao necessaria €
p2 — p1 = 0mod2, ou seja, po — p; = 2s, s # 0.
Dai, tomando £ =1 e D = (de)?*, segue que

EcDc 'E7'D = (d'e1)** (de)?.
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Note que
(d e ™) 2(de)™ = edle,d]d e [e,d],
(@) de) ™ = (edP(d e ) P(de) H(ed) 2 (d e ) 2(de)

(de)* = d'e'd e [d eleded - e *d '[d, e]de, e
(dte ) (de)* = (d'e 'd e ™)?[d, e](eded)? -
(d e td e e td M d, e]deeded - (d e ) (de)?.

Dai, por recorréncia,

[(dte )~ 1d 1 e se s > 0,

EcDc'E7'D =
[(ed)** e, d], se s <O.

Assim, escrevemos o termo EcDc¢ ' E~'D nos geradores By, do grupo abelianizado Zm (T')
do seguinte modo:

- 1 1 -1
B( 2s, 2S)B( 2s+1,—2s+1) ° B( 2, 2)B(71,71)7 se s > 0,

A(d—16—1)25<d6)25 —
B(_2s-1,—2s—1)B(—25—2,—25—2) - - - B(1,1)B(0,0), se s < 0.

Além disso, em Zm (1) temos que a equagao a ser resolvida é dada por:

A(X3) - A(cXoc™) - A(cDe'D) - A(D7'X3'D) - A(D7'X,D) = 1.

Ainda, se A(X>) contém B, , como somando, entao A(cXa¢™t) contém B! e

A(D7'X,D) contém B, De fato,

(z—2s,y—2s)"

(—2—y,—2+z—2y)

cle,dlct = d e 'd e e, d|eded
ce’d’le,d|"d Ve "¢t = d e td"(d e td Y )d e e, d] . .

e se A(Xj3) contém o termo B[, entdo A(D7'X3D) contém B

z—2s,w—2s)"

Seja
~ YASY/ AW/

= e —cinom — ). (s —prto—a0))  ((0,0), (25, 25)) .

Em ZH a equacao principal se reduz a:

A(cXoc™) - A(eDe™'D) - A(D7'X,D) = 1, (4.27)
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onde
1 p-1 —1 —1
A(dte 1) (de)? = B(O,O)B(l,l) e B(2572,2572)B(2571,2571)v se s >0,
B1,-1)B(—2,-2) - - - B2s41,2541)B(2s,25), s€ s <0.
. Observe também que se A(X,) contém B, ), entao A(cXyc™) contém Bl ooy €
A(D7'X,D) contém B, - Assim,
e Se s > 0, entao para cancelar o termo B(_2L1971,2571) de A(cDc™'D), o termo B2s-1,2s-1)

deve ser um somando em A(D7'X,D). Logo, A(cXsc™!) deve conter o termo
B9s-1,—2s-1) = B1,-1) = B@s—12s-1) que nao cancela nenhum outro termo de

A(cDc™'D). Consequentemente, nio existe solucao para a equacao ([4.27).

e Se s < 0, entao para cancelarmos o termo B(_; _y de fl(ch_lD), o termo B(ill 1) deve

ser um somando em A(D~'X,D). Logo, A(cX3c™!) deve conter o termo B que nao

1
~1,-1)
cancela nenhum outro termo de A(cDc™ D). Consequentemente, nao existe solugao para

a equacao (4.27)).

(4i) (c12 — €11, €22 — c21) = (0, 1).

Neste caso, a condi¢ao necessaria €
(p2 — p1)(0) = 0 mod 2, ou seja, ps — p; é qualquer.

Assim, temos as seguintes possibilidades:

(a) p2 —p1r = 25, s # 0.
Nesta situacao, temos

&7
(0,1) = (2s+1,2s) em %, pois

(2s+1,2s—1) =25+ 1(1,—1) + s(0,4). Assim, tomando E = (ed)P2 "1~ e?d e D = (ed)P> 7",

temos que
EcDc'E7'D = 1.

(b) po —p1 =25+ 1.
Nesta situacao, temos

YASY/

(07 1) = (p2 —p1— 1,2 _pl) em T, pois

(P2 —p1— 1, p2 —p1 — 1) = (25,25) = 25(1, —1) + 5(0, 4).
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Assim, tomando E = (de)P> P1"'d e D = (de)P>~P', temos que
EcDc'E7'D =1.

Portanto, se (c12 — ¢11,¢00 — ¢21) = (0,1), a equagao principal admite a solugao trivial
X2 = X3 == 1

(ZZZ) <012 — C11,C22 — 621) = (0, 2)

Neste caso, a condi¢ao necessaria é
p2 — p1 = 0mod2, ou seja, ps — p; = 2s, s # 0.

Note que (0,2) = (2,4) em 222 pois (2,2) = 2(1,—1) + 1(0,4). Dai, tomando E = d®eded e
D = (d?,¢e%)*, segue que
EcDc'E7'D = 1.

Portanto, a equacao principal admite a solugao trivial.

(iv) (c12 — c11, c22 — ca1) = (0, 3).

Neste caso, a condi¢ao necessaria é
(p2 — p1)(2) = 0mod2, ou seja, po — p; é qualquer.

Assim, temos as seguintes possibilidades:

(a) pr — p1 = 25, s # 0.
Nesta situacao, temos

YASY/

(0,3) = (p2 —p1 — 1,p2 — p1) em 7 pois

(po—p1—1,po—p1 —3) = (2s — 1)(1, —=1) + (s — 1)(0,4). Assim, tomando E = (de)P>"P1"d e

D = (de)P>~P1 como no caso (ii) (b), segue que
EcDc'E7'D = 1.

(b) P2 — D1 :28—|—1

Neste caso,
7& 7

H
(p2—p1+1,p2—p1 —3) = (25 + 2,25 — 2) = (2s + 2)(1, —1) + s(0,4).

(0,3) = (p2 —p1+ 1,p2 — p1) em , pois
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Assim, tomando E = (ed)P> P171e2d e D = (ed)P*™P', como no caso (ii) (a), segue que
EcDc'E7'D = 1.

Portanto, se (c12 — ¢11,¢00 — ¢21) = (0,3), a equagao principal admite a solugao trivial
X2 = X3 == 1

(7) Considere os seguintes casos:

1 0 0 1 i
Caso XX: ¢, = 62 = Bi=( "),

1a31 0 1 Opz
Caso XXII: ¢, = , Oy = , B; = P a 0e
cumsio=(1 % )oo= (0= (0 7)o

1 0 1 )
Caso XXVIII: ¢; = it , Q2 = , Bi = " P .
0 1 10 —m  az1m + Di

Nestes casos temos que

J#(E) = ju (e d=2m2) (D) = jy (e PrdPm).

As relagoes em (M (¢2) — S') sao dadas por

cect =d, cde™! =e.

A equagao principal é da forma

X3 EBcXoc 'E7V - E(ecDc'DYE' . [E,D]-DX;'D7 - X5t =1

e a condicao necessaria é:

—2c0 A(Xy) +e0 A(cDc ' D) + e 0 A([E, D]) = 0.

Esta condigao médulo 2 é

(e0 A)a(cDc™ DY) + (e 0 A)o([E, D]) = 0 mod 2.

Tomando E = e“12711d22=%21 ¢ ) = eP27P1P27P1 temos
cDc 1Dl = JP2—P1gP2—p1 JP1—DP2oP1-P2 — [dp2—Pl7 ePQ—pl]' Dai

co A([E, D)) = det ( ‘iz P2 > = (py — p1)[(c12 — 11) — (€29 — €21)]-

Coo —C21 P2 — D1
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Logo, a condigao necessaria modulo 2 é equivalente a
(p2 — p1)[(c12 — e11) — (co2 — c21) — (P2 — p1)] = 0 mod 2.

Vamos checar se esta condicao também é suficiente. Seja H a imagem da aplicagao

(Ies]]a) :m(T-1) - ZSZ

a = (Jaca e e, Jaca e Ty).

Temos

e (|ed_1|e,]ed_1|d)

d — (|de_1|e,|de_1|d)

(17 _1)7
(=1,1).

Assim, H = ((1,—-1),(=1,1)), e

ZoZ _ ((1,-1),(0,1))

7 (-1 ~06Z.

Entao, um conjunto de representantes de E é dado pelos elementos da forma (0,y); y € Z,
ou seja,

(12 — €11, 22 — 1) = (0,y); y € Z.

Estes valores devem satisfazer a condigao necessaria

(p2 —p1)(p1 — p2 —y) = 0 mod 2.

Deste modo, temos as seguintes situacoes:

(A) y=0.
Neste caso, a condi¢ao necessaria implica que p, — p; = 2s, s # 0. Vamos mostrar que nao

existe solucao para esta situacdo. De fato, tomando E =1 e D = e*d?, temos que

ECDC—IE—ID—I — d2s€23d—236—2s — [dQs7 628]'

| = d'e'd'[d e]lded - d e 2d  d, e]de*d - e *d " [d, e]de - e *d ' [d, e]de?,
[d™* e = d2[d 2% e?|d®[d2 e % e 2d2[d % e ?|d%e* - e 2[d 2, e ?]e?,

| = d[d,eld"-de[d,ele”'d" - ded '[d,e]de " d " - [d, €], e

| = d*ld* eMd % d*e*[d? e*e 2d 2 - d®e*d*[d?, e dPe 2d % - [d?, €?].
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Assim, por recorréncia, escrevemos A([d*, €*]) nos geradores B, ) do grupo abelianizado

Zm(T) da seguinte forma:

A([d28,62s] —
1 1 1
B( )B(O 1) B(02s 2)B(025 1)
Bl B! B! B!
1,0Pa, ' (1,2s—2)P(1,25-1) (4.28)
1 1 1 1
B(Qs 10)B(2s Ly B(zs 1,25— 2)B(25 1,25-1)> 8¢ 8 >0
e
1 1 1 1
B( B( 1,-2) - B —1,25+1 B( 1,2s)
B, B! B— B!
(—2,-1)(-2,-2) ‘ (—2,25+1) 7 (=2,25) (4.29)
B(Ei B(Zi o) e B 2i 25+1)B(’2;28), se s < 0.
Além disso, em Zm(T) a equagao principal é da forma:
A(X3) - A(cXoc™h) - A(eDe ' DY - A(DX;'D™) - A(XS Y = 1.
Ainda, se A(X>) contém Bf, , como somando, entao A(cXyc™!) contém B, ) € AKX 1)
contém B( W) De fato,
ce*d’[e,d)"d Ve et = d"ev[d, e]"e Vd ",
Seja
~ YASY/ YASY/
H = = )
((c12 = c11, 00 — €21), (P2 — D1, @2 — 1)) ((2s,2s))
Em ZH a equacao principal se reduz a
A(cXoc™) - A(eDe D™ - A(X; 1) =1, (4.30)
onde
A(cDc'D™1) =
1 1 -1 -1
B( 2s, 28)B( 2s,—2s+1) T B( 23,—2)B(—25,—1)
1 1 — -1
B( 2s+1, zs)B( 25+1,—2s+1) " B( 2s+1, 2)B(fzs+1,71) (4.31)
-1 1 -1 ~1
B(_1,_25)B( 1—25+1) B(—17—2)B(—1,—1)’ se s >0
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(§]
—1 1 —1 1
B( 2s—1,—2s— 1)B( 2s—1,—2s—2) " B( 2s—1 1)B( 2s—1,0)
1 1 1 1
B( 25—2,—25— I)B( 25—2,—25—2) " °° B( 25—2 l)B( 25—2,0) (432>
1 1
B(0 s 1)B(0 _25-9) B(o 1)B(0 0y 5€ 8 < 0.

Assim,

e Se s > 0, entao para cancelar, por exemplo, o termo B(_l1 em A(cDc™'D7!), o termo
B(_1,_1) deve ser um somando de A(Xyh), daf B(_1,-1) serd um somando de A(cXye™h)
e este nao cancela nenhum outro termo de A(cDc ! D~1). Consequentemente, nio existe

solugao para a equacao 4.30L

e Se s < 0, entao para cancelar, por exemplo, o termo B(O o) €m A(cDc D7), o termo
B(o,0) deve ser um somando de A(X; "), daf B(g) serd um somando de A(cXoc™') e este

nao cancela nenhum outro termo de A(cDc™*D~!). Consequentemente, nao existe solugao

para a equagao [£.30]

(B)y=2k+1,keZ

Neste caso, a condicao necessaria implica que ps — p; é qualquer. Assim, temos
J#(E) = ju(d@) e ju(D) = jy(ePrdr).
Note que
(c12 — c11,C0 — €21) = (0,26 + 1) = (k,k+ 1) em @, pois (k, —k) = k(1,-1).
Dai, tomando E = (de)*d e D = (de)P*~P', temos que

EcDc'E7'D™' =1.

Portanto a equacgao principal admite a solugao trivial.

(C)0#£y=2k, keZ.
Neste caso, a condigao necessaria implica que py —p; = 2s, s # 0. Seja y = 2%(2k — 1); a €

Z, a > 1. Vamos considerar as seguintes situagoes:

(C1) p2 —p1 = 2%, a > 2.
Note que

0,22k — 1)) = (2%(2k — 1),2%) em @.

De fato,
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(24(2k — 1), 2%k — 2%(2k — 1)) = 2%(2k — 1)(1, —1).

Assim, tomando E = (d?"e?")*"1d*" e D = (d*"€?")*, segue que
EcDc'E7'D™h =1

Portanto, a equacao principal admite a solugao trivial.

(C3) pa — p1 # 2%, a > 2.
Neste caso, temos que

pe—p1 € {2% +2,2% +4,...,2% + 2% — 2}.

Vamos mostrar que nao existe solucao para a equagao principal. De fato, tomando E =
d?*Ck=1) o D = 2" Hg2 st € {2,4,...,2% — 2}, segue que

ECDC—IE—ID—I — [an(Qk—l)—i-Qas-i-t’ €2a5+t].

N . a _ a a
Por recorréncia, escrevendo A([d2*(k-DF2%s+t ¢2%s+)) pog geradores B, do grupo

abelianizado Zm(T') obtemos as seguintes situagoes:

(021) 2a(2/€ — 1) + 2%+t > 0.

Neste caso, temos

A([d2a(2k71)+2“s+t’ €2as+t]) _

~-1 -1 -1
B(O,O)B(l,O) e B(2a5+t—1,0)
-1 -1 -1
B(O,l)B(l,l) s B(2as+t—1,1) (4.33)
—1 -1 —1
B(o,za(zk—1)+2as+t—1)B(1,2a(2k—1)+2as+t—1) e B(2“8+t—1,2“(2k—1)+2as+t—1)’ se s >0
(§]
B2as11,0)B(2as+1+1,0) . B0
Bgasyi,1)Bastiri) e B 1)
B(2a5+t,2“(2k—1)+2as+t—1)B(2a5+t+1,2“(2k—1)+2as+t—1) e B(—1,2a(2k—1)+2as+t—1)> se s < 0.
(4.34)

Além disso, em Zm(T) a equagdo principal é da forma:

A(X3) - A(BeXoc 'E7Y) - A(EcDe ' E'D™Y) - A(DX;'DHAX, ) = 1.
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Ainda, se A(X5) contém B, , como somando entdo A(EcXoc™ E™1) contém B oaior 1))-
De fato,

2D e Ve, dled~Id> D) = @2 @V grev]d ¢

A soma dos expoentes de e que precedem [d, €] é y e a soma dos expoentes de d que precedem
[d,e] é x+2°(2k — 1). Seja

YASY/
((0,29(2k — 1)), (295 + t,2%s + 1))

H =
Em ZH a equacao principal se reduz a
A(cXoc™) - A(EcDc'ET'D™ Y AX, Y = 1. (4.35)

Observe que se A(X3) contém B(im"y), entdao A(X, ') contém B(j;”y) e A(EcXyc ' E~Y) contém
Bi"x). Note também que em ZH

B = Bi? )& (= 2y —w) = (B(2% +1),a2(2k — 1) + B(2"s + 1)).

1
() (zw

Dai, como os termos em A(FEcDc'E~1D™!) sao da forma

B

1
(z,y)

By 2%s+t <z < -1, se s5<0,

0<x<2%+t—1, se s>0,e

entao
Bi =B & o
Assim,
A([d2a(2k—1)+2“s+t €2as+t]) _
B(—[{LOO)B(_LOO) e B(_232+t—1,0)
BB Bt (436)
—Uj2a(2k-1)|-1 T U|28(2k—1)|~ e (2k-1)l-
Boo,asai-vi-n B @iy - Bassrioyjpsee-yi-y:
onde

20(2%k — 1) + 2%+t — 1 — i
2¢(2k — 1)

|

e [z] denota o maior nimero inteiro menor ou igual a x.

}+1,0§@'§|2“(2k—1)|—1
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A<[d2“(2k71)+2’13+t, 62“s+t]) _ A([d2“(2k71)+2“s+t7 62“s+t]) _

-1 -1 -1
Bo.0Ba) S Bagii-10)

-1 -1 -1
B(Ovl)B(Ll) T B(2as+t—1,1) (4.37)
B*l B*l Bfl

(0,2¢(2k—1)422s+t—1)2 (1,20 (2k—1)+20s+t—1) " (20 5+t—1,20(2k—1)42¢541—1)°

ses>0el2°(2k—1)| >2°(2k—1)+2%s+t—1, e

A([d2“(2k—1)+2as+t7 62“s+t]) _ A([an(Qk_1)+2aS+t, e2“s+t]) _

B(2as41,0)B(2as+t+1,0) . B 1))
Bgasyi,1)Bastir1) e B 1)
B(2“s+t72“(2k—1)+2as+t—1)B(2a5+t+172“(2k—1)+2as+t—1) e B(—l,Qa(Qk—1)+2“s+t—1)> se s < 0.

(4.38)
Observe que se s < 0, entao y — w # a2*(2k — 1), Va € Z, pois

O<y—w<2°Q2k—1)+2%+t—1<2%2k—1).
Dessa forma, temos as seguintes situacoes:

(I) Para s > 0, analisamos os subcasos:

(i) 2% + > 2%(2k — 1) e [2%(2k — 1)] < 2%(2k — 1) + 295 + ¢ — 1.

Para cancelar o termo B,"5; 0 <z < [2%(2k—1)|—1, em A([d? Bh=1D+2%s4t 2%41]) o termo
B
cancela nenhum outro termo em A([d?*(2k=DF2%s+t 2%+])  Aggim, se ug é fmpar, entdo o termo

B .0)

¢é impar. De fato,

|

up par = {

») deve ser um somando em A(X51), logo aparece o termo B,y em A(cX5c¢™t) que nao

estd nas condicoes anteriores. Por outro lado, se u for par, mostremos que e (2r—1)|—1

22k — 1)+ 2%s + ¢ — 1 -
20(2k — 1) B

25+t -1
20(2k — 1)

295+t — 1
2¢(2k — 1)

H = 2a, o € Z, ou seja,

2% +t—1 = 2022k - 1|+ 0<c<]22k—-1)]-1=
2%+t = 2022k —=1)|+c+1;1<c+1< 22k — 1)

Note que
c+1=122k—-1)| = 2%+t = (2a+1)]2°(2k — 1)
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o que é um absurdo, uma vez que,
2| (2a+1)[2%(2k — 1)] e 2* 1 (2%s + t). Dai

it -

20(2k — 1)
consequentemente,
2%s + 1
Uj2e(2k—1)|—1 = [ —2“(2k —) } +1=2a+1.
Portanto, ao tentar cancelar o termo B(T;I‘?;ﬁ;ﬂ)_"ll‘2a(2k_l)‘_1) em A([d2" Zk-DH2%stt p2%stt])

Uj2a(2k—1)|—1 1 -1 ~
aparece o termo B(|2a(2k71)|—1,\2a(2k71)|71) em A(CXQC ) que nao cancela nenhum outro termo

em A([d@* (F—D+2%s+t ¢2%41])  Dessa forma, ndo existe solugdo para a equacgdo (4.35)).
(i) 2 < 2% + 1 < 2%(2k — 1) e [29(2k — 1)] < 2%(2k — 1) + 2%s + ¢ — 1.

Note que 2%s + ¢t # 2%(2k — 1), pois 2% | 2%(2k — 1) e 2* t (2%s + t). Neste caso temos as

seguintes situacoes:
(@) 2°(2k — 1) = y(2%s + ).

Assim, 2%|y ou 2|(2%s + t) como 2* { (2%s + t), segue que v = 2a, o > 1. Dal,

20(2s +1) 4 2"+t -1 —a@s+ )] |
2a(2¢5 4 t) B

(a+1)(29 4 1) — 1H L

Uga-1(2k—1) = [ 20(2%5 + ¢)

Como (o +1)(2%s 4+ 1) — 1 < 2(2%s + t), segue que Uga-1(2—1) = 1. Assim, para cancelar
o termo B(_O12a*1(2k—1)) em A(EcDcE~'D™1), o termo Bigga-1(2-1)) deve ser um somando em

A(X;h), logo aparece o termo Baa-1(25-1),0) = B(0,20-1(26-1)) €m A(cX5c™Y). Note que

(2°71(2k — 1), =271 (2k — 1)) = —(0,2%(2k — 1)) + a(2%s + t,2%s + 1),

consequentemente, o termo B(_o12a71(2k—1)) nao pode ser cancelado. Portanto, nao existe solugao

para a equagao (4.35]).
(b) Se 2%(2k — 1) = A(2%s+t) +¢; 1 < c < 2%+t — 1, entao

292k —1) = 1=A(2%+1t)+c—1;0<c—1< 2%+t —2. Ainda,

2%s +t

| +1=1

Ua(2k—1)—1 = l
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Se 0 <i< 2% +t—1, entao

292k — 1)+ 2%+t —1—1 206 +t—1—1
u; = — 2=2,
20(2k — 1) 20(2k — 1)

e todos os termos B(_fy); 0<2<2%+t—1e0<y<2%+1t—1podem ser cancelados.
Mas, para cancelar o t_ermo B(’()}Qa(%_l)_1> em A(EcDc 'E~'D71), o termo B(Oiga(%_l)_l)

deve ser um somando em A(X, '), logo aparece o termo Ba(ak—1)-1,0) = B(e-1,c) em A(cXoc™).

Como0<c—-1<2%+t—-2el<c<2%+t—1 e os termos B(;Qy); 0<xr<2%+t—-1,0<

y < 2% +t — 1 foram cancelados, segue que B(._1. nao cancela nenhum outro termo em

A(EcDc 'E-'E~'D1). Portanto, nao existe solu¢ao para a equacgao (4.35)).

(i73) Se [2*(2k — 1)| > 2%(2k — 1) + 2%s + t — 1, ent@o para cancelar o termo B(_wlx); 0<z<
min{2%s + ¢ — 1,2°(2k — 1) + 2°s + ¢t — 1}, em A(EcDc'E7'D™), o termo By, ,) deve ser
um somando em A(X; '), logo aparece o termo Biyr) em A(cXpc™!), que nao cancela nenhum

outro termo em A(EcDc 'E~'D™!). Portanto, nao existe solucao para a equacao ([4.35)).

Lembre que estamos considerando a situagao (Cy1) 2°(2k — 1) +2%s+¢ > 0(k > 1).
(I1) Se s < 0, temos as seguintes possibilidades:

(i) 2%(2k — 1) = v(2%s + t). Neste caso, como 2% { (2%s + t), segue que 2%|7y, logo v = 2a com
a < —1 uma vez que 2%s +t < 0. Observe que

0<20712k —1)+2"s+t <22k — 1)+ 2"s+t—1 =
(a+1)(2%s+t) — 2a+1)(2%s+t) < —1 =
a(2% +t) > 1.

, 1 11
Daif, para cancelar o termo Bpagisoa-1(2k—1)1205+s) €m A(EcXoc 'E7Y), o termo

B(_2i5+t ga—1(2k_1) 12054 d€VE ser um somando em A(X;1), logo aparece em A(cXpc™! o termo
—1 o —1 7 ~
B(2‘1*1(2k—1)+2as+t,2as+t) = B(2a5+t’2a,1(2k_1)+2as+t) em ZH, o qual nao cancela nenhum outro

termo em A(EcDc 'E-1D~1). Portanto, nao existe soluciao para a equacio (4.35)).

(17) 2°(2k — 1) = AN2%s+t) =c; 1 <c < —(2%s+1t) — 1.

Note que A < —1 pois 2%(2k — 1) > 0 e 2°s+t < —c — 1 < —2. Assim, para cancelar o

-1
(—c—1,20(2k—1)+20s+t—1

em A(cXoc™!) que nio

termo B(_.—12a(2k—1)4205+1—1) em A(EcDc P E71D™1) o termo B ) deve ser

T —1 , -1
um somando em A(X, "), dai, aparece o termo B(2“(2k71)+2as+t71,7c71)

cancela nenhum outro termo em A(EcDc™'E~1D~1) uma vez que

B—l

(214205 1—1,—o—1) 7 Biowys 295 F1 <2< =1e0<w <2%(2k — 1) + 2%+t — 1.

(z:w)
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De fato,
. . 2= (2°2k = 1)+ 2"s+t—1)=PB(2% +1t) (%)
B(za(2k-1)+2as+t—1,—c—1) = B(z,w) =  a a
wHc+1=02°2k—1)+ (2% + 1) (sx).

Observe que
2541 <2< 1= 1-2%2%—1)<2— (22 — 1)+ 25+t — 1) < —2%(2k — 1) — (2%s +1).
Como ha —(2%s + t) ntmeros entre 1 — 2%s +t e —2%(2k — 1) — (2%s + t), existe um tnico
valor para 3 que satisfaz (x). Por outro lado, tomando 5 = —\, temos que z = 2%s+t+c— 1

étal que 29s +t < 2% +t+c—1<-2< 1, umavez que, 0 <c—1< —(2% +t) — 2. Dali,

substituindo § = —\ em (%), temos que
w=(a—-1)2%2k—-1)) — 1.

Sea <1,entdo w < 0esea>1, entao w = (a—1)(2*(2k - 1)) =1 >2*2k—-1) -1 >
2%(2k — 1) +2%s + t — 1. Consequentemente, nio existe solucao para a equacao (4.35]).

Agora, vamos escrever A([d* (2k=D+2%stt ¢2%sH)) nog geradores B, do grupo abelianizado

Zm1(T) na situacao
(Ca2) 2°(2k — 1) +2%s +t < 0.
Neste caso, por recorréncia, temos

A([d2“(2k—1)+2’15+t’ 62“s+t]) _

Bo,20(2k—1)4205+4) B(1,20(2k—1)+20541) . Baagyi—1 20 (2k—1)+20541)
Boge@k-1)+20s+t+1)B1,2e @k —1)42054¢41) -+ Basyi-12a(2k—1) 412051111 (4.39)
Bo,-1)B(,-1) .. Basyio1,-1y, se s > 0.
€

B! B! B!
(2054,20(2k—1)+205+) 2 (20 5++1,20(2k—1)+205-+¢) e (—1,20(2k—1)+2a5-+)

B—l B—l B—l
(205+1,20(2k—1)+20s+1+1) D (205414120 (2k—1)+20s+14+1)  *°* 2 (—120(2k—1)+205+t+1) (4.40)

B} B} B! <0
(20s+t,—1)2 (205 4+¢4+1,~1) e (-1,-1)» S¢S

Seja

5o ZOL
~{(0,29(2k — 1)), (295 + 1,205 + 1))
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Como na situagao (Cy;), temos que em ZH a equagao principal se reduz a:

A(cXoc™) - A(EcDc'E7'D™Y) - A(X,Y) = 1. (4.41)

Ainda, se A(X5) contém B(ix”y), entdo A(cX,c™!) contém B(j;"x). Além disso,

Bl _ gl o r ==z
(w) ) y—w=a2%(2k — 1).
Assim,
A([d2“(2k—1)+2“s+t 62a8+t]) —
Bo,20(2k—1)4205+¢) B(1,20(2k—1)+205-41) oo Baasyi—120(2k—1)420541)
Boga@k—1)+20s+t+1) B 2a@k—1)+205+1+1) - -- Baasti—1.2a(26-1)+20541+1) (4.42)
Bo,-1)B(,-1) .. Basyio1,-1y, se s > 0.
e
—U_|2a(2k-1)| U |20 (2k—1)| —U_a(2k—1)|
Blgasir pagr-1)nBoestirt—par—1yp - Bi—jpa(ar—1)
B(Qa;it,f2)B(2a‘;jt+1,—2) T B(fli2) (4 43)
B gasit—1yBasstisn—1) .. By, ses <0,
onde 29(2% — 1) + 295 + £
92k — 1) + 2%+t — i
i = 1, 2902k — 1) <i < —1.
“ { 2e(2k — 1) }JF [2°€ JIsis
Dessa forma,
(I) Se s >0,

292k — 1)+ 2%+t < 0=>2%(2k — 1) <0 e 2% + ¢ < —2%(2k — 1). Logo,

292k — 1) =y(2% + 1)+ 0<c< 2%+t —2.

Assim, temos as seguintes situagoes:

(1) ¢ =0, ou seja, —2%(2k — 1) = y(2%s +t); v > 1.

Note que 2%y e como —2%(2k — 1) > 2%+t > 0, entdao v é par e v > 2. Neste caso,
para cancelar o_termo Bip2a-1(25—1y) em A(EcDc ' E7' D), o termo B(’O}QQ_I(%_Q) deve ser um
somando em A(X, '), dai aparece o tfzrmo B(_Qifl(%—n,o) = B(_()}2a71(2k—1)) em A(cXoc™!) que
nao cancela nenhum outro termo em A(EcDc 'E~'D™1). Portanto, niao existe solugao para a

equagao (|4.41)).

(i1) =22k — 1) =v(2%s+t) +¢; 1 <c <2%s+t—2.

Neste caso, para cancelar o termo Bici12e(2k—1)4205+1) €m A(EcDc*E7'D™), o termo
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—1 1 -1 s —1
B 1120 (2k—1) 420541 deVe ser um somando em A(X5 ), daf aparece o termo B e (ok—1)12054t,041)

em A(cX,c™!) que ndo cancela nenhum outro termo em A(EcDc *E~1D™1), uma vez que

Blaor1)s20stesn) % By 0 S 2 < 2%+t =122k — 1) + 2%+t <w < —1.
De fato,
B! _ g1 z2—(292k — 1)+ 2% +t) = B(2%s + 1) (%),
(22(2k—1)42%s+t,c+1) (z,w) W—c—1= O{2a(2k . 1) + 5(2”8 + t) (**)

Além disso,
0<2<2%+t—1=—(22k—1)+2%+1) <z— (2°2k—1)+2°s+1) < —2°(2k — 1) — 1.

Como ha 2%s + ¢ nimeros entre —(2*(2k — 1) +2%s+t) e —2%(2k — 1) — 1, existe um tnico

valor para 3 que satisfaz (x). Por outro lado, tomando /5 = =, temos que

0<z=79(2%+1t)+22k—1)+2's+t =2+t —c<2%+1t—1, pois
1<e<2%+t—2=>-2%—t+2< —c<-1.

Dai, substituindo 8 = v em (*x), segue que

w=02"2k —-1)+~v(2%+t)+c+1=(a—1)2%2k —1) + 1. Assim,

sea < —l,entaow >0esea>1,w=(a—1)2°02k—1)+1 < 22k — 1) + 2%s + t.
Consequentemente,
-1 -1 . a a a
Bak-1y120stte1) 7 By 02 < 2%+t -1 22k —1) + 2% +t <w < —1.

Portanto, nao existe solugao para a equacao (4.41])).
(IT) Se s < 0, temos as seguintes possibilidades:
(1) 2*(2k — 1) +2%s +t < =22k — 1) e 2°(2k — 1) < 2%s +t < 0.

Neste caso, 2(2k — 1) = v(2%s +t) —¢; 0 < ¢ < —(2%s +1t) — 1; v > 1. Temos as seguintes

situacoes:

(a) ¢ =0, ou seja, 2%(2k — 1) = y(2%s + t).
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Como 2%|7y, v é par e v > 2. Assim,

v v

20712k — 1)+ 2%+t = 5(2“s+t)+2“s+t:(§+1)(2as+t).Dai
—|2%(2k — 1)| = 7(2“s+t)§(%+1)(2“s+t)<0, ou seja,

—[2°(2k —1)] < 2712k —1)+ 2%+t < —1. Além disso,
1)(2%s +t) — (2 +1)(2% +t 1
(v + D@ +1) — (3 +1)( H)}“:H“:L
v(22s + t) ~y

Uga—1(2k—1)4205+t

-1 1 —1r—-1n-1
Deste modo, para cancelar o termo B(2“s+t,2“*1(2k—1)+2as+t) em A(EcDc'E~'D™1), o
termo Bgagiyoa-1(2k—1)420s41) deve ser um somando em A(X, ). Logo, aparece o termo
_ 1 -1 ~
Boa(ak—1)420s4+t,20511) = B(2astr20-1(2k—1)420541) €m A(cXac¢™!) que nao cancela nenhum outro

termo em A(EcDc 'E~'D™!). Portanto, ndo existe solu¢io para a equacao (4.41)).

(0) 292k — 1) =v(2% +t) — 0<c< —(2%+1t)—1; v > 1.
Observe que ¢ # —(2%s +t) — 1, pois 2°(2k — 1) é par e y(2%s +t) + 2%+t + 1 é impar.
Ainda,

2% +t
U—|20(2k-1)] = m +1=1.
202k — 1) — (2% + 1) + i
N4t <i<—1 = ui:[ ( Qa)(%( f>+ )+z}+1

}%—2:2.

2
(z,y)
cancelar o termo B(_,l17,|2a(2k,1)) em A(EcDc*E~'D™1), o termo B(_1,_ja(25—1)) deve ser um

Assim, todos os termos B, “ ;2% 4+t < x,y < —1, podem ser cancelados. Mas, para

somando em A(X,'). Logo, aparece o termo Baa(ar-1),—1) = B(—¢,—c—1) €m A(cXyc1). Como
226+t < —c—1 < —1 e os termos B(;Qy); 2%s +t < x,y < —1 foram cancelados, segue
que B(_¢_.—1) nao cancela nenhum outro termo em fl(Ech_lE_lD_l). Portanto, nao existe

solugao para a equacao (4.41)).
(17) 2°(2k — 1) + 2%s +t < —=2%(2k — 1) e 2%(2k — 1) > 2%s + t.
Neste caso, temos
2%+t <292k —1) < —(2%+1t) = 22k —1)| < =(2%s+1t) = 2%s+t < —[2°(2k—1)| < —1.

Assim, para cancelar o termo B '; —[2°(2k — 1)] < z < -1 com u, impar em

A(EcDc'E~*D™1), o termo B(;,, deve ser um somando em A(X51). Logo, aparece o termo
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Bl

(z,z)
—u_q

modo, se u_; é Impar, entao o termo B( 1,-1) esta nas condigoes anteriores, consequentemente

em A(cXsc™!) que nao cancela nenhum outro termo em A(EcDc'E~'D71). Deste

nao cancela nenhum outro termo em A(EcDc 'E~1D™1).
Por outro lado, se u_; for par, vamos mostrar que u_jsa(95_1y € Impar, consequentemente
3 ) |22 (2k—1)| ) )
—U_|20(2k—1)| ’ c o~ . ~
o termo B(_‘2a(2k_1)|’_|2a(2k_1)|) esta nas condigoes anteriores, logo, nao cancela nenhum outro

termo em A(EcDc 'E~'D~!). De fato, note que

2%s 4+t <0, se 2% +t<2(2k—1) <0,

29(2k — 1) + |29(2k — 1) + 2% + ¢ =
( )+ 12%( )| {2a+1(2k_1)+2“s+t§0, se 2%(2k — 1) > 0.

Além disso, temos

1292k — 1) + 2%+t + 1|

u_, par = { ]+1:2a;a21

292k — 1)]
P VR (| N
292k — 1)]

= 292k — 1)+ 2%+t + 1] = (2a — 1)|2%(2k — 1)] + X; 0 < A < [29(2k — 1)] — 1.
Como 2%(2k — 1) + 2%s +t < 0, segue que

202k — 1)+ 2%+t < -1 = 2°2k—1)+2%+t+1<0. Assim,
202k —1) — (2% +1)—1 = (2a—1)]2%(2k — 1)| + \. Dai,
202k — 1) — (2% + 1) — 292k — 1)| = (20— 2)[2°(2k — 1) + A+ 1
1 < A+1<292k—1)

Note que
A+1 = 292k =1)| = 2°2k - 1)| = =22k — 1) — (2%s + t) — 2o — D)|2*(2k - 1)| =
—(2%+1t) = 22k — 14 2|2k — 1)),

o que é um absurdo, uma vez que 2%|2%(2k — 1 4 2|2k — 1|) e 2* t —(2%s + t). Dali,

129(2k — 1) + 2%+t + |29(2k — 1)
Uope(akn)| = 552k —1)] +1
_ [Qa—2e@k-n[+A1] L
2¢(2k — 1)

Portanto, nao existe solucao para a equacao (4.41)).

(idi) 29(2k — 1) + 205 + ¢ > —20(2k — 1).
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Neste caso, para cancelar o termo B(’a:x); min{2%s +¢,2*(2k — 1) + 2°s+t} <z < —1, em
A(EcDc*E~1D™Y), o termo By, ;) deve ser um somando em A(X;"). Logo, aparece o termo
Bizz) em A(cXzc¢™!) que ndo cancela nenhum outro termo em A(EcDc'E~'D™'). Portanto,
nao existe solugao para a equagao (4.41). |
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