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Transicoes de fase quanticas no modelo de Ising anisotropico com

interacoes de segundos vizinhos em uma dimensao

Guilherme Eduardo Lopes Pexe
5 de fevereiro de 2022

Resumo

Neste trabalho foi estudado o modelo Ising anisotrépico com interagoes de segundos
vizinhos. O modelo apresenta um rico comportamento de fases, com a presenca de regices
do espaco de parametros com transicoes de primeira e segunda ordens. O estudo sera
feito por meio de diagonalizagdo numérica do modelo hamiltoniano em cadeias finitas.
O objetivo principal do estudo ¢é determinar o diagrama de fases quanticas presentes no
modelo através do método de Escala de Tamanho Finito, e caracterizar cada uma das fases,
através da medida de suas propriedades magnéticas, utilizando as fungoes de correlagao

do spin no espago real.

Palavras-chave: Modelo ANNNI, Transicoes de fase quanticas, Magnetismo, Finite-

Size-Scaling, Métodos nao-perturbativos.
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Abstract

In this work, the anisotropic Ising model with remnants of second neighbors was studied.
The model presents a rich phase behavior, with the presence of regions of the parameter
space with first and second order transitions. The study will be done through numerical
diagonalization of the hamiltonian model in finite chains. The main objective of the study
is to determine the quantum phase diagram presented in the model through the Finite
Size Scale method, and to characterize each of the phases, through the measurement of

their magnetic properties, using the spin dynamics functions in real space.

Keywords: ANNNI model, Quantum phase transitions, Magnetism, Finite-Size-
Scaling, Non-perturbative methods.
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1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é estudar as transi¢coes de fase quanticas presentes no
modelo de Ising anisotrépico com interagoes de segundos vizinhos (ANNNI), utilizando
métodos numérico-computacionais, como a diagonalizacao da Hamiltoniana correspondente
em cadeias finitas e o método de escala de tamanho finito (FSS). Determinando o diagrama
de fases quéanticas do modelo assim como caracterizar cada uma das fases através da
determinacao de suas propriedades magnéticas, utilizando as func¢oes de correlacao de spin

no espaco real e os fatores de estrutura magnéticos.



2 Introducao

2.1 Transicao de fase

A todo momento, presenciamos transi¢oes de fase acontecendo. O exemplo mais classico é
a transicao solido-liquido da 4gua, controlada pela temperatura e apresentando algumas
caracteristicas peculiares como a descontinuidade na func¢ao densidade. Do mesmo modo
a matéria em geral esta sujeita a transicoes de fase, que sao caracterizadas por meio de
mudancas em determinadas quantidades macroscopicas. Uma transicao de fase ocorre
quando uma variavel termodinamica, ou parametro intensivo, responsavel pela transicao,
é variado. E é neste ponto onde ocorrem singularidades em determinadas grandezas fisicas
.

Caso a transicao de fase seja do tipo ordem-desordem, é possivel sempre associa-la a
um parametro de ordem, respeitando as simetrias do sistema, portanto a fase ordenada é
diferente de zero e a fase desordenada é nula. Assim, construimos um formalismo eficiente
para saber em qual fase o sistema se encontra e onde esta localizado o ponto de transicao.
Do ponto de vista experimental, é comum ter como variavel termodinamica a temperatura,
pressao, campos magnéticos e elétricos, dopagem, entre outros, que desencadeiam em uma
transicao de fase.

As transicoes de fase podem ser classificadas em descontinuas ou de primeira ordem,
quando o parametro de ordem tende a zero de forma descontinua, apresentando saltos,
e como continuas ou de segunda ordem, quando o parametro de ordem tende a zero de
forma continua. As transi¢oes de primeira ordem estdo associadas & coexisténcia de fases,
o que é um reflexo da descontinuidade na entropia, como citado o exemplo da transicao
de fase solido-liquido da agua a temperatura de fusao do gelo, com descontinuidade
na fung¢ao que representa a densidade entre as duas fases. Por outro lado, a transicao
de fase de segunda ordem, que acontece no chamado ponto critico, a coexisténcia de
fases nao acontece. Na verdade, as duas fases tornam-se iguais. E o caso da transicao
ferromagnética-paramagnética induzida pela temperatura, e o ponto terminal da linha de
transicao de primeira ordem de um fluido simples. Como neste trabalho trataremos de
sistemas magnéticos, consideramos as grandezas na correspondente linguagem magnética.

Podemos também associar uma funcao de correlacao ao pardmetro de ordem, de modo
que longe do ponto critico esta func¢ao decai exponencialmente e, proximo da transicao
de fase, decai como lei de poténcia, em funcao da distancia espacial na rede, com um
comprimento de correlacao £, o qual mede o tamanho médio dos blocos correlacionados.
Quando a transicao é de primeira ordem, o correspondente comprimento de correlagao

¢ finito. No entanto, se a transicao ¢ de segunda ordem, essa grandeza diverge no
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ponto critico, deixando inclusive o sistema invariante por escala e ¢ nessa vizinhanca que
observamos os fenomenos criticos. Outras grandezas fisicas, provenientes de derivadas da
energia livre, como por exemplo calor especifico e susceptibilidade magnética, apresentam
singularidades no ponto critico, com comportamento assintético como lei de poténcia na
vizinhanca da regiao critica, sendo que a cada uma delas esta associada um expoente
critico. Em geral, define-se seis expoentes criticos (3,6, y, a, v, 1, que podem ser obtidos
tanto teoricamente como experimentalmente, e que estao relacionados com as seguintes

grandezas termodindmicas [2]:

e Magnetizacao

(2.1)

mie = () ~f onarn o
’ OH ), |(H)'°,T=1T.,H— 0"

e Susceptibilidade magnética

)= (Z9) =0t 0% (2.2)
X aH2 - Y 7 *
e Calor especifico
(t) =T O It~ H = 0,t — 0% (2.3)
C — —_— ~Y = .
6T2 - Y Y
e Funcao de correlagao
6_7‘/6 —y
I'(r) = mf ~ [¢77, (2.4)

onde g = g(T, H) é a energia livre de Gibbs por particula, 7" a temperatura absoluta, H
o campo magnético externo, t = (T' — T,)/T. a temperatura reduzida, I' é a funcao de
correlagdo como funcao da distancia r, e d a dimensao espacial da rede cristalina.

Uma caracteristica interessante é que esses expoentes nao sao, de fato, independentes
entre si, pois obedecem, rigorosamente, a certas desigualdades, as chamadas leis de escala[I],

algumas sao dadas por

a+ B8(1+ ) > 2 (desiguadade de Griffiths)
6 < B+~ (desiguadade de Widom)

a =2 — vd (lei de Hiperescala de Josephson)

a+ 28+ v > 2 (desiguadade de Rushbrooke)
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Quando diferentes sistemas, do ponto de vista das interagdes microscdpicas, apresentam
um mesmo conjunto de expoentes criticos diz-se que eles pertencem a mesma classe de
universalidade [I]. Esses expoentes dependem da dimensionalidade da rede cristalina e da
dimensionalidade e simetrias do parametro de ordem.

Outro aspecto marcante e importante das transi¢oes de fase é a quebra espontanea
de simetria. Por exemplo, na transicao de fase ferromagnética-paramagnética a fase
ferromagnética (ordenada) possui menor simetria em comparagao a fase paramagnética
(desordenada). A quebra espontanea de simetria é um fendmeno que pode acontecer a
temperatura finita e quando o pardmetro de ordem nao comuta com o hamiltoniano. Por
definicdo, um sistema tem quebra de simetria espontanea se o parametro de ordem se
mantém diferente de zero mesmo quando o campo de ordenamento é levado a zero [3].

Uma vez que trataremos de sistemas frustrados mais adiante, é importante destacar
0 que acontece com esses sistemas do ponto de vista da teoria dos expoentes criticos. A
maioria dos experimentos com materiais frustrados mostra que estes podem exibir leis
de escala, no entanto com expoentes criticos nao universais, ou seja, variando de um
material para outro. Além disso, sao observados comportamentos como alguma lei de
escala sendo violada para alguns materiais, dimensao anomala negativa. Em todo caso,
toda a criticalidade do sistema pode ser descrita a partir dos seus expoentes criticos [4].

Até aqui, foram apresentados aspectos basicos sobre o fendmeno de transicoes de fase
classicas ou térmicas. Vamos agora nos concentrar nas transicoes de fase quanticas que

acontecem a temperatura nula, que é objeto de estudo deste trabalho.

2.2 Transicoes de fase quanticas

Quando uma transicao de fase ocorre a temperatura nula, chamamos de transicao de fase
quantica. O interesse por essas transi¢oes em sistemas de spin fortemente correlacionados
esta relacionado ao surgimento de possiveis transi¢coes entre novas fases quanticas, como
fases de liquidos de spin [5]. Em 7 = 0, ndo temos flutuagdes térmicas, portanto,
sob certas condigoes, a ordem do sistema pode ser completamente interrompida por
flutuacoes quanticas. Do ponto de vista tedrico, para que ocorra a transicao, a magnitude
dessas flutuacoes deve ser controlada por algum pardmetro g do hamiltoniano. Seja o

hamiltoniano:

onde g é um parametro de controle adimensional e Hy e H; tém estados quanticos diferentes
que competem por meio de g. Em geral, Hy e H; nao comutam, ou seja, [Hy, Hi| # 0.
Isso significa que existe uma diferenca de energia entre o estado fundamental e o estado
excitado. A medida que o sistema se aproxima do limite termodinamico, essa diferenca

diminui até o limite onde o estado excitado se torna o estado fundamental em g = g..
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Quando isso acontece, a energia livre do sistema torna-se nao analitica em g., o que
caracteriza a transicao de fase quantica neste ponto. Essa transicao pode ocorrer no
limite dos cruzamentos de energia ou nos cruzamentos efetivos, conforme mostrado no
diagrama da Figura 1. Se a singularidade do estado fundamental surge de um cruzamento
eficiente, como mostrado em 1(a), temos uma transicao de fase quintica de primeira ordem
que é possivel mesmo em sistemas finitos. Por outro lado, se os niveis de energia nao
se cruzam em um sistema finito, como mostrado em 1(b), mas se aproximam do toque
quando nos aproximamos do limite termodinamico, entao no limite do sistema finito temos
uma transicao de fase de segunda ordem [5], 2]. Seja A a diferenca entre a energia do
estado fundamental e a energia do primeiro estado excitado, onde em geral A vai a zero

em funcao do parametro g na forma

A~ g = g™, (2.6)

onde vz funciona como um expoente critico e é normalmente universal. Podemos relacionar
A com o comprimento de correlacao caracteristico do sistema & , que para transi¢oes de

segunda ordem diverge
§~lg—gel™ (2.7)

de forma que

A~ (2.8)

onde z é o chamado indice de criticidade dinamica. Ou seja, quando o comprimento da
correlacao diverge, a diferenga de energia entre o estado fundamental e o estado excitado
torna-se zero.

No entanto, para identificar essas transicoes de fase, precisamos verificar singularidades
da energia do estado fundamental em 7" = (0. Como nao temos acesso a tais temperaturas
em laboratério, embora possamos chegar muito perto delas, o desafio é determinar a
influéncia das transicoes de fase quanticas, no comportamento fisico em temperaturas
finitas.

Assim, considerando uma transicdo de fase em alguma temperatura finita, a descricao
da mecénica quantica torna-se importante quando hw. > kgT', onde hw, é a escala
de energia tipica para flutuag¢des no parametro de ordem, e kgT é a energia térmica.
Essa comparacao entre as energias nos levou a descobrir um comportamento interessante
préximo ao ponto critico quantico.

Para observar esse comportamento, temos que considerar dois casos, dependendo se
o sistema pode manter a ordem de longo alcance em temperatura finita. Na Fig. 2(a),
encontramos o caso de ordem apenas em 7' = 0. Como nao podemos obter zero absoluto
em experimentos reais, precisamos saber a qual regiao nossas conclusoes tedricas sobre
transi¢oes de fase quénticas estao relacionadas. Temos assim trés regimes: (i) desordem

classica, para g < gc, onde a ordem existe apenas em T = 0; (ii) desordem quéntica,
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para (g > gc), onde as flutuagdes quanticas destroem a sequéncia de longo alcance; (7i7)

quantico critico, a regiao préxima ao ponto critico quantico g = gc, onde

a)
E

g g

b)

T

g g

Figura 1 — Representacdo esquemética das transicoes de fases quanticas através do cruzamento dos niveis
de energia E do estado fundamental e do estado excitado, no ponto critico quantico g = gc Em
(a) temos o cruzamento simples dos niveis de energia, sinalizando uma transigdo de primeira
ordem e em (b) o cruzamento sé acontecerd no limite termodindmico, caracterizando assim
uma transicdo de segunda ordem [5], [2].

As flutuagoes térmicas e quanticas sao importantes onde os limites dependem do ajuste
do pardmetro de ordem ¢ através da condigao kg1 > hw. x |g — g.|", portanto, a
criticalidade pode ser perdida se as flutuacoes térmicas forem suficientemente intensas
(no caso dos imas, isso acontece quando kg1 é da ordem da energia de troca). Por outro
lado, na Figura 2(b), temos o caso ordenado de longo alcance da temperatura finita. Aqui,
o ponto critico quantico é o ponto final da linha critica de transi¢oes com T, # 0. As
flutuagoes térmicas dominam a regiao sombreada em torno da linha critica e diminuem
a medida que nos aproximamos do ponto critico quantico. Em geral, como mostrado na
Figura 2, podemos abordar o ponto critico quantico de duas maneiras: uma é seguir a
dire¢do g — g. quando T' = 0, e a outra ¢ fazer T — 0 quando g = g.. E esta tltima
que nos permite estuda-la de um ponto de vista experimental. Assim, as flutuagoes
térmicas sao responsaveis pela transicao de fase no modelo cléssico e, como essas flutuagoes
desaparecem em T = 0, os sistemas quénticos tém suas transi¢oes de fase a partir das

flutuagoes quanticas que emergem do principio de incerteza de Heisenberg.
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As transicoes de fases quanticas sao um topico de grande interesse na area de matéria
condensada, pois apesar de nao podermos acessar experimentalmente 7' = 0, a presenca
do ponto critico quantico pode ser a chave para compreendermos alguns problemas

importantes, como por exemplo os supercondutores de altas temperaturas [5][6].

a) b)
T T

_________ classico
desordenado

qguantico
critico

quantico
critico

cléssico quantico | ordenado quantico
desordenado desordenado \ desordenado
Iy g I'| .
\ TN ponto classico de . ponto
ordenado em T=0 critico quéantico critico critico quantico

Figura 2 — Representacao esquematica de um diagrama de fases no plano g — 7', na vizinhan¢a do ponto
critico. Em (a) temos um sistema que possui ordem apenas em 7' = 0. A linha em vermelho
representa a fase ordenada & temperatura nula. Em (b) temos uma transicao de fase cldssica
acontecendo ao longo da linha critica em preto, a area sombreada em torno da linha critica é a
regido onde as flutuagoes térmicas dominam. Os circulos em vermelho sdo os pontos criticos
quénticos de cada transicdo em g = gc e as areas delimitadas pelas linhas em azul sdo as
regioes onde ambas as flutuacdes térmicas e quanticas sdo relevantes. A linha tracejada em
azul delimita a regido onde esse comportamento é universal [5, [2].
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3 Modelo ANNNI

No final dos anos cinquenta e no inicio dos anos sessenta, estruturas periédicas moduladas
espacialmente foram observadas experimentalmente em sistemas magnéticos e ferroelétricos.
Mais tarde ficou claro que essas estruturas surgem da interagao competitiva de momentos
de dipolo magnético e elétrico e podem ser imitadas por modelos magnéticos com interagoes
concorrentes regulares (frustragdo). O modelo mais popular no qual os efeitos da frustragao
regular no modelo de spin (cldssico) tem sido estudado extensivamente é o modelo de Ising
anisotropico com interagoes de segundos vizinhos (Anisotropic Next Nearest Neighbour
Ising, ANNNI, do inglés[7],[8],[9]). O modelo ANNNI cléssico é descrito por um sistema de
spin Ising com interagoes do vizinho mais préximo ao longo de todas as dire¢oes da rede
(x, y e z), bem como uma interagao concorrente do segundo vizinho mais préximo em uma
diregdo axial [10]. A competigao regular ou frustragdo aqui da origem a muitas estruturas
de spin moduladas. Dependendo da interagao, muitas fases moduladas comensuraveis e
incomensurdveis aparecem em tais sistemas, que mostram um rico diagrama de fases [§]. E
plausivel mencionar que outros modelos de Ising regularmente frustrados também podem
ser construidos: por exemplo, o modelo ANNNI pode ser estendido para incluir frustragao
ao longo de dois ou mais eixos ou pode haver trés ou mais termos de interacao de spin.
Além disso, pode-se construir modelos Ising frustrados com outras interagoes vizinhas ou
outros modelos frustrados nao-Ising, como o modelo de relégio quiral de trés estados [§].

No entanto, o modelo de Ising mais simples com frustragao regular é o modelo ANNNI,
sendo possivel espelhar as propriedades de sistemas magnéticos reais, bem como muitos
outros sistemas com estruturas moduladas, como em ferroelétricos, ligas binérias, etc.
Estamos interessados aqui na estabilidade de tais fases moduladas e nas transicoes de
fase impulsionadas por flutuacoes quanticas em temperatura zero. Novamente, pode-se
ter uma flutuacao quantica sintonizavel induzida pela presenga de um campo transversal.
Consideramos, portanto, as propriedades do estado fundamental do modelo ANNNI em
um campo transversal a temperatura zero. Aqui, espera-se que a presenca de frustracao
dé origem a interessantes fases quanticas. O modelo pode ser descrito pelo seguinte

hamiltoniano:

L
H=-J) (0’;0’;+1 — KO;05, 9+ gof) , (3.1)
j=1

sendo of, com a = z,y, z, as matrizes de Pauli

. (01
o —(1 0) (3.2)
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o — [V (3.3)

. (10
o = (0 _1) (3.4)

que atuam no sitio j em uma rede (cadeia) unidimensional com L sitios. Portanto, para
uma cadeia com L sitios, o hamiltoniano H atua sobre um espaco de Hilbert, que é o
produto tensorial de L espacgos bidimensionais. A matriz hamiltoniana resultante tem
dimensdo 2 x 2 x ... x 2 = 2&. De fato, cada operador de spin of também atua em todo

espaco de Hilbert e pode ser formalmente escrito como

j-1 L—j
—tN— —_—~
I18]19.01000TR1®...01 (3.5)

onde o operador I é uma matriz identidade 2 x 2. Condi¢bes de contorno periddicas
sao aplicadas, ou seja, of,,=0f. A constante de acoplamento J(> 0) da interacao
ferromagnética do primeiro vizinho define a escala de energia (J = 1), enquanto k(> 0) e
g(> 0) sao as constantes de acoplamento adimensionais associadas a intera¢do do segundos
vizinhos e o campo magnético transversal, respectivamente.

O diagrama de fases do estado fundamental do modelo ANNNI exibe quatro fases: fase
ferromagnética, antifase, paramagnética e fase flutuante, separadas por trés transicoes de

fase quanticas.

g
1.0 B
~_ Paramagnenc ,,,//
\ 4"
/RS
Ferro \ / Antiphase
NI "-,I I."' A+t ——
W
oL % -

03

Figura 3 — Diagrama de fases qualitativo com a representacdo das quatro fases do modelo [10].

A fase ferromagnética é caracterizada por magnetizagdo espontanea uniforme, a anti-
fase quebra a simetria translacional da rede e possui uma ordem de longo alcance com
periodicidade em quatro sitios, ja a fase paramagnética é desordenada e possui um estado
fundamental tinico que pode ser retratado como rotacoes apontando predominantemente
ao longo da direcao do campo. Dentro das trés fases descritas até agora, a diferenca de
energia ¢ finita e todas as fungoes de correlacao decaem exponencialmente. Por outro lado,
a fase flutuante é uma fase critica (sem escala) com ordem de quase-longo-alcance, isto é,

decaimento da lei de poténcia das fungoes de correlagao em grandes distancias.
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4 Métodos

Para determinarmos as propriedades do modelo da Eq. (3.1)), foi utilizado o Método de
escala de tamanho finito (FSS - do inglés Finite Size Scaling[11],[12]). Utilizando o FSS foi
possivel mapear as linhas de transicoes de fase através dos pontos criticos, determinando o
diagrama de fases.

Nesta se¢ao primeiramente abordamos o método de escala de tamanho finito(FSS) e
depois as quantidades fisicas calculadas como fungoes de correlacao e fatores estruturais.
Uma caracteristica importante deste método é que a equacao de Schrédinger independente
do tempo (diagonalizacdo da hamiltoniana) é resolvida exatamente, sem a introdugao de
nenhum método perturbativo.

Como se trata de um problema de elétrons fortemente interagentes, é uma grande
vantagem a obtencao da solucao exata. Do ponto de vista matematico, a solucdo da
equacao de Schrodinger independente do tempo é um problema de autovalores. Em geral,
¢é preciso calcular todos os autovalores e autovetores do hamiltoniano, mas em baixas
temperaturas o conhecimento do estado fundamental e dos primeiros estados excitados

proporcionam uma visao consideravel da fisica de um determinado sistema.

4.1  Escala de tamanho finito (FSS)

A ideia do Método de Escala de Tamanho Finito foi introduzida por Fisher e Barber
[11], 12] para explicar o efeito das singularidades termodindmicas em variagoes de tamanho
finito. Seja W(A) alguma quantidade fisica que diverge no limite termodindmico em um

valor critico (A.)

T(N) ~ A|A|Y (4.1)

()‘ - /\c)
A= ———+
Ac

onde o comprimento de correlagdo £ ~ |AA™" também diverge com o expoente do

— 0, (4.2)

comprimento de correlacao.

A lacuna de energia do hamiltoniano quéntico A(k,g) em fung¢do dos pardmetros
(k,g) € inversamente proporcional ao comprimento de correlagdo £. Assim, no limite
termodinamico, quando o tamanho da cadeia L — oo, temos que a lacuna de energia
vai a zero no ponto critico, A(k,g) — 0, de forma que obtemos uma singularidade,
e o comprimento de correlacado diverge, tal que & — oo. Assim, a localizacdo dos
parametros do ponto de transicao de fase desejados, pode ser feita através do método
FSS. No ponto de transicao temos que & ~ L de forma que obtemos % =L -A(k,g) =
L-(Ey(k,g9) — Eo(k,g)) — 1, onde Ey(k, g) é a energia do estado fundamental e F;(k, g)
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é a energia do primeiro excitado calculadas no ponto (k, g) para uma cadeia de L sitios.
Uma estimativa para o ponto critico (ponto de transicao de fase) pode ser obtida quando a
funcao L-(E1(k, g) — Eo(k, g)) coincide para dois tamanhos de cadeias adjacentes, L e L+1.
Ou seja, do ponto de vista pratico, fazemos graficos da funcao L - (Ey(k,g) — Eo(k, g))
fixando um dos parametros e variando o outro. Quando graficos para duas cadeias de
tamanhos adjacentes sao sobrepostos o ponto de cruzamento dessas curvas fornece a
estimativa do ponto critico. Repetindo esse processo para sucessivos pares de cadeias cada
vez maiores obtemos uma sequéncia de estimativas que convergira para o valor do ponto

critico no limite em que L — oc.

4.2  Propriedades Magnéticas

Os métodos numéricos sao amplamente utilizados em andlises de modelos tedricos, como a
diagonalizagado numérica exata que fornece os autoestados possiveis do sistema, como o
estado fundamental.

Os métodos numéricos, como FSS e outros, sdo amplamente utilizados em analises de
modelos tedricos como a diagonalizacao numérica exata, que fornece o espectro de energias
do sistema. Sabendo o estado fundamental é possivel calcular as propriedades magnéticas
associadas a cada uma das fases, caracterizadas pelas func¢oes de correlagao de spin no

espago real

SH(r) = (SPSh)s =12,y,7 (4.3)

e seus correspondentes fatores de estrutura magnéticos, pela Transformada de Fourier

discreta,

- 1 & -
SH (k) = T > e’k(’_J)<SfSJ”>, h=T,Y,7%, (4.4)
ij=1

assim como suas somas,

Sty = 3 S, (45)

p=z,y,>
onde (...) = (1ol ... |1b) representa o valor médio no estado fundamental, SI' = 30/ é a
componente do operador de spin atuando no sitio ¢ (onde utilizamos i = 1), r é a distancia
entre os sitios nos quais a correlacao esta sendo medida e k (em unidades de 27/L) é o
numero de onda que caracteriza a periodicidade do ordenamento magnético.

Ressaltando que toda a andlise é feita no estado fundamental porque estamos determi-
nando as propriedades puramente quanticas do modelo, ou seja, a temperatura absoluta T’

¢ muito baixa de maneira que efeitos térmicos nao sao relevantes.
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5 Resultados

A seguir, apresentamos os resultados obtidos para valores de k < 0,5. Foram construidas
um total de dez Hamiltonianas correspondentes a dez cadeias distintas de tamanhos
L=3,4,5,6,7,8,9, 10,11,12. O parametro do campo ¢ fixado e variou-se o parametro
de interacao entre segundos vizinhos k. O processo de diagonalizacao foi feito através de
métodos computacionais como Fortran, Python e Matlab, para cada uma das matrizes,
de forma que se obteve o espectro de energia associado a cada cadeia de tamanho L. A
estipulagao do ponto de cruzamento foi feita através da superposicao entre os graficos x x
AFE das cadeias de tamanho L e L + 1.
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Figura 4 — Gréficos do Finite-Size-Scaling (AE-L) pelo pardmetro de interagdo entre segundos vizinhos
(k), com parametro do campo(g) fixado em 0,3; (a) para 3 e 4 sitios (azul - L = 3 | verde -
L = 4); (b) para 5 e 6 sitios (vermelho - L =5 , azul - L = 6); (c) para 7 e 8 sitios (ciano -
L =7 ,laranja - L = 8); (d) para 9 e 10 sitios (rosa - L =9 , preto - L = 10) .
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Os valores obtidos para os cruzamentos com g = 0, 3 foram dispostos na tabela a seguir,
Tabela 1.

Tamanho da ca- || Ponto critico (k)

deia (L)

4 0, 354885(0)

5 0, 354233(5)

6 0, 356325(5)

7 0, 358266(4)

8 0,359911(5)

9 0, 360455(6)

10 0,360759(8)

00 0, 36350, 005
(estimativa  ex-
trapolada)

Tabela 1. Valores estimados para o ponto critico (k) em func¢ao do tamanho da cadeia(L),

com o parametro do campo fixado em 0, 3 .

A Figura 4 mostra os cruzamentos da lacuna de energia (AE-L) pelo parametro de
interagao entre segundos vizinhos (), com o pardmetro do campo (g) fixado em 0, 3. Pelo
método FSS é possivel determinar o ponto critico onde ocorre a transicao de fase, a partir
da extrapolagao calculada, utilizando bibliotecas do Python em conjunto com o software
grafico Origin, do ponto critico (k) em fungao do tamanho da cadeia (L), como mostra a
Tabela 1.
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Figura 5 — Gréaficos do Finite-Sizegcaling(AE-L) pelo pardmetro de interagdo entre segundos vizinhos
(), com parametro do campo(g) fixado em 0,5; (a) para 3 e 4 sitios (azul - L = 3 | verde -
L = 4); (b) para 5 e 6 sitios (vermelho - L =5 , azul - L = 6); (c) para 7 e 8 sitios (ciano -
L =7, laranja - L = 8); (d) para 9 e 10 sitios (rosa - L =9 , preto - L = 10) .

Os valores obtidos para os cruzamentos com g = 0,5 foram dispostos na Tabela 2.

Tamanho da ca- || Ponto critico (k)

deia (L)

4 0, 259486(1)

5 0,262358(0)

6 0, 265307(5)

7 0, 266853(0)

8 0,268090(6)

9 0, 268660(9)

10 0, 268998(5)

00 0,27203+0, 005
(estimativa  ex-
trapolada)

Tabela 2. Valores estimados para o ponto critico (k) em fun¢ao do tamanho da cadeia(L),

com o parametro do campo (g) fixado em 0,5 .
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A Figura 5 mostra os cruzamentos da lacuna de energia (AE) pelo parametro de
interagdo entre segundos vizinhos (k), com o pardmetro do campo (g) fixado em 0, 5. Pelo
método FSS é possivel determinar o ponto critico onde ocorre a transicao de fase, a partir
da extrapolagao do ponto critico (k) em fungdo do tamanho da cadeia (L), como mostra a
Tabela 2.

Com base nos valores de pontos criticos obtidos, através do método de escala de

tamanho finito, foi possivel mapear a transicao de fase presente na Figura 6.

1.0 S — — —
0.8 \ i
0.6 \ 4

(=%}

0.4 i
0,2 i
0,0 . >

0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

K

Figura 6 — Linha de transicao de fase estimada para valores de x < 0, 5.

A Figura 6 mostra a linha de transicao de fase que ocorre ao variar o parametro de
interagao de segundos vizinhos (k) em fungao do parametro de interagao com o campo (g).
Abaixo da linha de transicao estd presente a fase ferromagnética, que foi caracterizada
utilizando as func¢oes de correlacdo de spin no espaco real, e os fatores de estrutura
magnéticos. Mais detalhes sdo discutidos adiante.

A seguir, apresentamos os resultados obtidos para valores de k > 0,5. O método
descrito acima ¢ capaz de estimar apenas transicoes de segunda ordem. Transi¢oes entre
a fase flutuante é dificil de obter dentro do presente esquema, principalmente porque s6
podemos usar sistemas finitos, o que restringe o nimero possivel de estados com diferentes
modulagoes nessa fase. No entanto, uma estimativa de tamanho finito para transicoes de
primeira ordem pode ser obtida calculando os pontos, para um dado tamanho de cadeia L.

Foi construido e diagonalizado um hamiltoniano para uma cadeia com oito sitios
(L = 8), podendo assim obter os valores do espectro de energia. Diferente do método
citado anteriormente, a lacuna de energia é dada pela diferenca do segundo estado excitado

pelo estado fundamental: AFEy = Fy(k, g) — Eo(k, g).
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Figura 7 — Gréficos da lacuna de energia (AEsy) pelo pardmetro de interacdo entre segundos vizinhos (k),

com L = 8, para valores de x > 0,5; (a) g =0,2; (b) g =0,4; (¢c) g=0,6; (d) g =0,8.

Fixando o pardmetro de interagdo com o campo (g) e variando o pardmetro de interagao

de segundos vizinhos (k) em fun¢ao da Lacuna de energia (AFE), foi obtido os graficos

presentes na Figura 7. Através do calculo de ponto maximo para cada grafico construido,

foi possivel estimar os valores de pontos criticos da linha de transicao de fase, como mostra

a Figura 8.

8

Figura 8 — Linha de transicdo de fase estimada para valores de x > 0, 5.
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A Figura 8 mostra a linha de transicao de fase estimada para valores de k > 0,5,
que ocorre ao variar o pardmetro de interagao de segundos vizinhos (k) em funcao do
parametro de interagdo com o campo (g).

Com as transi¢oes de fase determinadas, é necessario caracterizar cada uma das fases
presentes no modelo da Eq. , utilizando as fungoes de correlagdo do spin no espago
real Eq. e seus correspondentes fatores de estrutura magnéticos, Egs. e .
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Figura 9 — Resultados obtidos para 8 sitios, para diferentes valores de x e ¢g: (a) dependéncia espacial da
funcao de correlagdo-zz dos momentos magnéticos localizados; (b) dependéncia espacial da
fungao de correlagdo-zx; (¢) dependéncia espacial da funcdo de correlagdo-yy. Todos obtidos
da Eq. (4.3).
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Figura 10 — Resultados obtidos para 8 sitios, para diferentes valores de « e g: (a) fator de estrutura
magnética S**(k) em fun¢do do ntimero de onda & (em unidades de (27/L)); (b) fator de
estrutura magnética S**(k) em fungdo do ntimero de onda k; (c¢) fator de estrutura magnética

Sv¥(k) em fungdo do nimero de onda k; (d) soma dos fatores de estrutura magnéticos S (k)

em fun¢do do nimero de onda k.

Fase Segundos  vizi- || Campo (g)
nhos (k)
Ferromagnética || 0,2 0,2
Paramagnética 0,2 0,8
Ferromagnética 0,4 0,2
Paramagnética 0,4 0,8
Antifase 0,8 0,2
Antifase 0,8 0,8

Tabela 3. Fases que o sistema pode assumir para determinados valores do parametro de

interacao de segundos vizinhos (k) e pardmetro de interagdo com o campo magnético

transversal (g).
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A Figura 9 mostra os gréficos da dependéncia espacial da fungao de correlagao (z,y, 2),
enquanto a Figura 10 mostra os graficos dos fatores de estrutura magnéticos (z,y, 2)
(Equagdes (4.4)) em funcao do ntimero de onda k (em unidades de (2r/L)). Os resultados
foram obtidos, analisando uma cadeia com 8 sitios . E possivel notar que para diferentes
valores de k e g as fungoes de correlagao e os fatores de estrutura magnéticos caracterizam
de forma perceptivel cada fase do modelo.

Com base nos resultados obtidos para localizar as transi¢oes e caracterizar cada fase
presente no modelo Equacgao , foi possivel determinar o diagrama de fases presente na

Figura 11.

|——T.de Fase | N

0.8

Figura 11 — Diagrama de fases global obtido a partir da presente abordagem. (P) representa a fase
paramagnética, (F) fase ferromagnética e (A) antifase.

A Figura 11 combina as Figuras 6 e 8 e mostra o diagrama de fases global obtido a
partir da abordagem realizada neste trabalho. Se compararmos com o diagrama de fase

Figura 3, vemos que nossos resultados sao consistentes com as transi¢oes de fase conhecidas
para o ANNNI.
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6 Conclusao

A diagonaliza¢ao numérica de sistemas finitos em conjunto com o método FSS permite
obtermos o diagrama de fases quanticas de modelos de elétrons fortemente correlacionados.
A abordagem realizada neste trabalho para sistemas de escala de tamanho finito, com
cadeias unidimensionais, e aplicando condi¢oes de contorno periddicas, é capaz de fornecer
resultados muito bons para a linha de transicdo de fase de segunda ordem ferromagnética-
paramagnética do modelo ANNNI. Em relagao a fase flutuante, uma localizagao aproximada
de uma transicao de primeira ordem pode ser alcancada utilizando os métodos apresentados
neste trabalho. Esta regiao é de fato bastante complexa e merece um estudo mais detalhado
de sua estrutura interna. O modelo e os métodos utilizados para localizar e caracterizar
cada fase sdo certamente aplicaveis a dimensoes maiores, preservando a maioria das

caracteristicas qualitativas ja discutidas neste manuscrito.
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