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Resumo

O objetivo deste trabalho é exibir corpos com infinitas ordens e exibir uma es-
trutura topoldgica ao conjunto das ordens de um corpo. Como cada ordem em um
corpo esta associada de modo tinico a um subgrupo de indice dois do grupo multi-
plicativo do corpo, ela fica associada, de modo natural, com uma fungao de F'\ {0}
em {£+1}, (onde F é o corpo em questao). Assim uma ordem é um elemento do
produto cartesiano II,_{+1},. Usando a topologia produto, serd provado que o
conjunto das ordens é um espaco booleano, isto é, um espaco topoldgico de Haus-
dorff, compacto e totalmente desconexo.

Palavras Chave: Ordens, Extensoes de ordens, Corpo formalmente real

Introducao

O famoso teorema de Ernst Zermelo diz que todo conjunto pode ser bem ordenado.
No entanto, para uma ordem sobre um corpo, exige-se um pouco mais dela: que
seja compativel com as operagoes do corpo. Ai nem todos os corpos sao ordena-
dos, a menos que o considere apenas como conjunto. Neste artigo comecaremos
descrevendo rapidamente ordens sobre conjuntos. A secao (1) trata de ordens sobre
corpos e a identificacao dela com um subconjunto especial do corpo em questao.
Este subconjunto (dito ordem sobre o corpo, ou do corpo) junto com as pré-ordens
serao importantes ferramentas e constituirdao um caminho a seguir para se estender
ordens a uma extensao quadrética do corpo. Usando extensoes de corpos, na secao
3.2, exibiremos um corpo com um conjunto infinito e nao enumeravel de ordens.
Na ultima secao daremos uma estrutura topoldgica ao conjunto das ordens de um
corpo, provando que ela é booleana, ou seja, um espaco de Hausdorff, compacto e
totalmente desconexo. Usaremos a nomenclatura de [2].
Comecaremos com a seguinte definigdo e exemplos

z

Definicao 1 Se E é um conjunto ndo vazio, uma relagao bindria R C E X E é
uma relagao de ordem (parcial) sobre E se R € reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Notacao: Se (xz,y) € R € usual escrever xRy. E neste caso, em geral, denota-se
por x Xy (x precedey). Caso contrario, x Ay. O par (E,=X) é dito um conjunto
(parcialmente) ordenado.
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Observagao 2 E facil ver que se =< é uma ordem sobre um conjunto E entao a
relagdo inversa a qual denotaremos por = (sucede) também é uma relagao de ordem
sobre E. Assim as ordens sobre um conjunto E ocorrem aos pares, se a ordem é
distinta da ordem igualdade.

Exemplos:
(a) R é ordenado pelas relagoes de ordens usuais < (menor ou igual) e sua inversa
> (maior ou igual).
(b) O conjunto dos nimeros complexos C = {a + bi, a, b € R} ¢ ordenado
pelas ordens:
a+bi =1c+diquando a <c eb<d etambém por
a+ bi 29 ¢+ di quando ou bem a < ¢ oubem a=ceb<d e suas
inversas.
A segunda ordem é dita ordem lexicogrifica em C e, sua inversa é dita ordem
lexicografica inversa.

1 Ordens em um Corpo

Denotemos por F grupo multiplicativo dos elementos nao-nulos de F.

Um quadrado do corpo F é um elemento y = 2, com € F. Por exemplo, todo
nimero real positivo é um quadrado. Vamos denotar por F? o subconjunto de F :
{22, € F} e F?=:{2?, z € F}. Assim R?> = {z € R, z > 0}. Usaremos ainda
as notacoes

o(F)={a?+2%3+---+22, 2, € F, neN, n>0} e 6(F)=0c(F)\{0}.
Exemplos:

(a) o(R) = {x € R, =z > 0}.

(b) Seja Z7 o corpo das classes de restos médulo 7. Entao o(Zy) = Zr.

De fato, cada elemento de Z7 é um quadrado ou soma de d01s quadrados Ve-
jamos: 0—0 1:1 2—3 3=73 +1 4—2 5 =2 +1 6=3"+2°

(c) Usando o fato de que todo numero inteiro p051t1v0 é soma de quatro quadra-
dos (veja Teorema 7.F de [3]), vem que todo ntimero racional positivo é soma de
quatro quadrados. De fato, se § € Q, entao § = ‘;—3 e ab € Z. Assim, se a/b
¢ positivo, ou seja, se ab > 0 vem que § é soma de quatro quadrados em Q. Em
particular, 0(Q) = {z € Q, = > 0}.

Proposicao 3 Seja F' um corpo. Entao o(F) € um subgrupo multiplicativo de F.

Demonstragao: De fato, se z = >, 27, y = > yJQ- € 6(F), entao x.y =

1 .
Zi7j(3:i.yj)2 co(F) e 7! = ~ = % = zl:(:;’)z € ¢(F). Disto o resultado
segue. O

Definicao 4 Um corpo F € dito formalmente real se —1 ¢ o(F).

Em particular um corpo formalmente real tem caracteristica zero. De fato, se
F' nao tem caracteristica zero, entdao F tem caracteristica p, onde p é um inteiro
positivo e primo. Logo F' contém Z, e, portanto, 0 = p.1p. Segue-se que —1p =
(p—1).1p € o(F), o que é absurdo.

Fecharemos a préxima secdo com o teorema de Artin Schreier que afirma que
um corpo F' é formalmente real se, e somente se, ' possui pelo menos uma ordem.

O método mais rapido de fazer isto é usando pré-ordens, mas antes vamos ver
0 que vem a ser ordem em um corpo, e isto é um pouco diferente de ordens sobre
conjuntos.



Definicao 5 Uma ordem sobre um corpo F' € uma rela¢do bindria = que € reflexiva,
anti-simétrica, transitiva e total (isto é: para todos x,y € F, ou bem x <y ou bem
y 2 x). Além disso, sobre um corpo, exige que a relagdo seja compativel com as
operagoes do corpo, ou seja:

ry=z+2=y+z2 Vr,y,2€ F.

r=y=uz.2=y.z Vr,y,z € F, com0 = z.

Proposicao 6 Um corpo F' € ordenado se, e somente se, existe um subconjunto P
de F' com as sequintes propriedades:

(i) P+PcCP, (ii)PPCP (ii)F=PU(-P),

(iv) PN (—P)={0}, onde —P =:{—z |z € P}.

Este subconjunto P de F' € dito conjunto dos elementos positivos da ordem.

Demonstragao: De fato; se < é uma ordem sobre F' tome P =: {z € F'| 0 <
x}. E facil a verificagao de que este subconjunto de F’ satisfaz as quatro propriedades
acima. Reciprocamente, se existe um subconjunto P de F' que satisfaz as quatro
propriedades acima, defina a relacao sobre F': xRy se y —x € P. Também é facil
verificar que esta relacao é uma ordem total sobre F' compativel com as operacoes
de F. O conjunto dos elementos positivos desta ordem é exatamente P, pois 0 <y
se, e somente se, y — 0 € P. O

Observagao 7 (a) E facil demonstrar que a técnica usada na demonstracdo da
Proposicdo 6, nos dd uma correspondéncia “um a um” entre ordens sobre um corpo
F e subconjuntos P de F' com as propriedades citadas na Proposicdo 6. Assim, de
agora em diante também diremos que P € uma ordem de F (ou sobre F') e, com
isto estamos nos referindo a ordem =< sobre F' tal que P ={x € F' |0 < z}.

(b) o(F) C P.

De fato, como P € fechado para adicdo por (i), basta provar que F? C P. Como
P € também fechado para a multiplicacdo por (i), se x € P entdo 2% € P. E caso,
—x € P entdo x? = (—x)? € P. Portanto, em qualquer caso (v € P ou —x € P)
temos 2% € P. Como F = P|J(—P), temos F? C P.

(c) —1¢ P.

De fato, se —1 € P entdo por definicio 1 € —P. Mas como 1 é um quadrado e
quadrados estao contidos em P, seque que 1 € PN (—P) = {0}, absurdo.

(d) Assim, o corpo C ndo pode ser ordenado, pois —1 = i2. Também, vimos
depois da Definicio 4 que —1 € o(F'), se a caracteristica de F' é p > 0. Logo, por
(b) e (¢) corpos de caracteristica p > 0 nao sao ordenados.

2 Pré-Ordens

O principal resultado desta secao é o lema da extensao que serd muito util para
extensoes de ordens.

Definicao 8 Uma pré-ordem sobre um corpo F € um subconjunto T de F que
satisfaz:  (v) T+T CT, (vi) T.T CT, (vii) F?°CT e (viii) —1¢T.

Note que, por definicao e pela observacao 7, toda ordem é uma pré-ordem.

Proposicao 9 Seja T' uma pré-ordem de um corpo F. Entao '
(a) o(F)CT, (b)TN(-T)={0}, (c) T:=T\{0} € um subgrupo de F.



Demonstracgao: (a) Segue facilmente dos itens (v) e (vii) da definigdo e usando
inducdo em n para x = ., z3 € o(F).

(b) Sejay € TN (=T). Entdo y = —x, x,y € T. Como F? C T, temos
—1=(y/x) = a:y(x%) €T, (se x #0). Absurdo. Logo y =z =0.

(c) Sejam x,y € T. Por (vi) e (vii) zy e (%)2 € T. Novamente por (vi) zy~! =
xy(§)2 S T. O

Em geral o indice [F' : T] é maior ou igual a 2. Gostariamos que fosse 2, ou
seja, gostariamos que T fosse uma ordem. O seguinte lema garante que podemos
estender uma pré-ordem até obter uma ordem.

Lema 10 Lema da Extensao

Sejam T uma pré-ordem sobre um corpo F e a € F\T. Entio T :=T — aT
(onde T — aT = {t1 — ata, t1, to € T}) € uma pré-ordem sobre F que contém T
e —a.

Demonstragao: Desde que 0, 1 € T, claramente 77 contém T e —a. Agora,
sejam x =1ty —atey, y=t3—aty em T’ (ondet; € T). Entao:

r+y= (tl + tg) — a(tg + t4) eT e Ty = (tltg + a2t2t4) — a(t2t3 + t1t4) eT.
Também, F? CT C T’ e resta mostrar que —1 ¢ 7.

1+t
Se —1 €T' entao —1 =1ty —aty, t; €T. Sety # 0 entdao a = th

el

)

2
contrario a hipdtese. Entao to = 0 e obtemos —1 = t; € T, outra contradigao.
Portanto —1 ¢ T". O

Corolario 11 Seja T uma pré-ordem sobre F. FEntdo

(1) T € uma ordem sobre F' se, e somente se, T' € uma pré-ordem mazimal (no
sentido de inclusao de conjuntos).

(2) T C P para alguma ordem P de F.

Demonstragao: (1) suponha que 7' é uma ordem sobre F. Segue da definigao
que [F : T] = 2. Como ordens sao pré-ordens segue que 1" é uma pré-ordem maximal.
Reciprocamente, se T' é uma pré-ordem entao por defini¢ao valem os itens (i) e (ii) da
Proposigao 6. Pela Proposigao 9(b) o item (iv) da Proposi¢ao 6 também é satisfeito
e resta provar o item (iii) da Proposicao 6, ou seja, provar que F' =T |J(—T'). Para
cada a € F, se a ¢ T pelo Lema da Extensao 7" = T — aT é uma pré-ordem. Como
T" # F (Definicao 8(viii)), por hipétese 7" = T. Logo —a € T. Isto mostra que
F =TJ(-T). Isto conclui a demonstragao de (1).

(2) Como T é uma pré-ordem de F' o conjunto S :={T C F, T : pré-ordem} é
nao-vazio. Ordenemos S pela inclusao de conjuntos. Se U é uma cadeia em S entao
Urep T € S. Isto segue do fato de que todos elementos de U sdo comparaveis, ou
seja, se T1, Ty € U entao T1 C To ou 1y C T7. Assim, UTEU T é uma cota superior
para U. Pelo Lema de Zorn ([4] 3.11) S tem um elemento maximal, digamos Tp.
Entao Ty satisfaz os itens da Definigao 8. Para demonstrar que 7y é uma ordem,
tendo em vista a Proposigao 9(b), basta demonstrar que F' = Ty J(—Tp). Seja
a € F\ Ty. Pelo Lema da Extensdo 7" = Ty — aTp é uma pré-ordem que contém
To. Com T" # F (vide Definigao 8(viii)) e Ty é maximal vem que Ty = 7”. Logo
—a € Ty. Isto mostra que F' = Ty |J(—Tp). Assim Tj é uma ordem que contém 7. O

Teorema 12 Artin-Schreier ([2], Capitulo viii, Coroldrio 1.10)
Um corpo F € formalmente real se, e somente se, o(F) € uma pré-ordem sobre
F, se, e somente se, F possui pelo menos uma ordem.
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Demonstragao: o(F) contém F? e é fechado para adicio e multiplicacdo.
Logo, se F' é formalmente real entdo —1 ¢ o(F).

Se o(F') é uma pré-ordem, pelo item (2) do Coroldrio 11, o(F') estd contido
em uma ordem P. Portanto F' possui uma ordem. Finalmente, se F' possui uma
ordem P entdo —1 ¢ P (senao P N (—P) # {0}). Como P contém o(F) vem que
—1 ¢ o(F). Logo F ¢ formalmente real. O

3 Extensoes de Ordens

3.1 Extensoes Quadraticas

Posso dizer que —+/2 é positivo em alguma ordem? O uso frequente de tomarmos
sempre a funcio real \/r como tendo imagem em RT reforca a idéia de que /2
sempre é positiva. Mas, isto nao é sempre verdade. Temos pelo menos trés modos
de construir extensoes quadraticas de (Q, mas todas isomorfas.

De forma geral, seja p um niimero inteiro, primo e positivo. Seja Q(/p) :=
{a+0by/p, a, b € Q} C R, de modo natural. Podemos verificar que Q(,/p) é um
subcorpo de R.

Seja F o corpo Q[X]/(X?—p), ouseja, F = {a+bx, ondea = a+(X?>—p), b=
b+(X2—p)ex =X+ (X?-p), a,b € Q}. Como 22 = p, entdo por definigio,
r=peF (ouxr=—/pck).

Outro modo ¢é ver ,/p como sendo (0,1) € Q x Q, desde que se considera as
operacoes em K := Q x Q do seguinte modo:

(@) +(¢,d) = (a+c,b+d) e (a,b).(c,d) = (ac+ pbd,ad + be).
Assim K é um corpo onde 1x = (1,0), e se (a,b) # (0,0) entao
-1 a b
(a,0)"" = (a2 “pp? T a2 —pr)'

Desde que Q é isomorfo a Q x {0} e (0,1)? = (p,0) = p, entdo ,/p = (0,1) em K.
Agora é facil verificar que f : K — Q(y/p) definida por f(a,b) = a+b\/p e
g:F — Q(\/p), definida por g(@+ bx) = a + b\/p sdo isomorfismos de corpos.

3.2 Extensoes de Ordens

Definicao 13 Sejam F' e K corpos tais que F' O K e Py uma ordem de F. P é
dita uma extensdo a F' de uma ordem P sobre K se P=K N P;.

Teorema 14 Sejam K um corpo ordenado por uma ordem P e F = K(v/d) uma
extensao quadrdtica de K. Eziste uma extensdo de P a F' se, e somente se, d € P.

Demonstragao: Consideremos S :={)_ a:iyiz, x; € P, y; € F}.
A verificagdo de que S é fechado para adicao e multiplicagdo e contém todos os
quadrados de F' é bem simples. Verifiquem que —1 ¢ S, por redugao ao absurdo.

Se —1 =73 z;(a; + ;v/d)? entdo
—1= in(a? +B2d) e 0= Z(Zmiaiﬁi\/;i).

Logo, por hipétese, —1 € P, uma contradi¢cao. Pela Defini¢ao 8, S' é uma pré-ordem
de F. Do item (2) do Corolario 11, F' possui uma ordem.

Reciprocamente, se existe uma extensio P; de P a F, entdo d = (v/d)? € KNP, =
P. O



Observacao 15 A extensdo da ordem P de K ao corpo F = K(\/&) fica determi-
nado por P e pela escolha de v/d sendo positivo ou negativo na ordem Py. Assim
temos duas extensoes de P a F.

Para o caso vVd positivo temos:

zy>0=2x4+yVd>0 e 2,y <0=z+yv/d <0,
Usando 0 < x <y = 2?2 < y2 temos

x20>y:>(:c+y\/&>0<:>x>—y\/&<:>x2>y2d<:>(

Bk <8

y20>x:><x+y\/&>0<:>y\/§>—x<:>y2d>x2<:>( )2

Para \/d < 0 o raciocinio é andlogo.

Exemplo de um corpo com um conjunto nao enumeravel de ordens.

Considere p1 = 2, p2 = 3,...,p;, ... primos positivos de Z e F; = F;_1(\/pi) =
Q(ﬂ,ﬁ,...,\/ﬁi), i >0, onde Fy = Q. Desde que Fy C Iy C ---C F; C ---
vem que F =J,~oF = Q(V2, V3, V/5,...) é um corpo.

Denote por X (F) o conjunto de todas as ordens de F. Para p > 0 um ntimero
primo em Z, ja vimos que existem duas ordens sobre Q(,/p) que estendem a ordem
original < de Q. Assim existem quatro ordens sobre Q(\/p, \/q) (p e ¢ primos
positivos em Z) que estendem a ordem original de Q, etc. Cada ordem de F
fica determinada quando se especifica que /p é positivo ou negativo (ou seja: tem
sinal 1 ou -1). Denotemos o produto cartesiano de infinitos fatores de {—1,1} por
[1°°{-1,1} e definimos ¢ : X(F) — [[*{-1,1}, por: ¢(X) = (a1,a2,as,...),
onde a; = 1 se /p; é positivo na ordem =< e a; = —1, caso contrdrio, (p; € o i-ésimo
primo). Entao ¢ é uma bijecao e como [[*{—1,1} nao é enumerével, temos que
X (F) nao é enumeravel. Outras propriedades de X (F') podem ser vistas em [1],
secao 2.

4 O Espaco das Ordens de um Corpo

O conjunto das ordens de um corpo F' sera denotado por X, ou seja, Xp := {P |
P ordem de F'}

Toda ordem P define uma funcéo sinal, signp : F' — {£1}, signp(z) =1, se
rePe—1, se z€—P.

Para cada € F, temos um conjunto {+1}, o z-ésimo fator do produto carte-
siano IT__p{£1}, = {f : F — {+1}}. Este conjunto ser denotado simplesmente
por II.{£1} Ele é conjunto de todas aplicacdes f : F' — {%1}.

Como P é completamente determinado por signp, temos uma injecao Xp em
IT{£1}. Assim podemos ver X como um subconjunto préprio de II.{%1}, pois
existe f € II;{#£1}, tal que f(1) = f(—1) = 1 e portanto, esta funcao nao corre-
sponde a uma ordem P sobre F.

Tomemos {£1} com a topologia discreta e II;{%1} com a topologia produto,
isto ¢ a topologia menos fina que torna as projecoes II, : Il — {£1}, a € F,
continuas. Como {£1} é um espago de Hausdorff e compacto, pelo Teorema de
Tychonoff (veja [4], Teorema 12.9), temos que I {41} é Hausdorff e compacto.

O subconjunto X de I {£1} dotado da topologia induzida é chamado espaco
das ordens de F. A topologia em X é chamada Topologia de Harrison.

Lembremos que um subconjunto B de abertos de um espaco topoldgico X ¢é
chamado sub-base se todo aberto de X pode ser expresso como uniao de intersecoes
finitas de elementos de B. A topologia em II;{+£1} ¢ definida tomando a seguinte



sub-base: _
M;M(e) = H(a,e) = {f : F — {1} | f(a) = ¢}

ondea € F, e =+1 e II, : TI{#1} — {#1} é a projecio sobre o a-ésimo fator.
Como a seguinte uniao é disjunta:
II{+1} = H(a,e) U H(a, —¢)
os conjuntos H (a,e) sao abertos e fechados.

Um espaco topolégico X é chamado totalmente desconexo se quaisquer dois
pontos distintos p e ¢ podem ser separados por uma desconexao G e Go de X, isto
é: existem abertos disjuntos G, Go tais que p € Gy, g € Go. Além disso G e
G2 é uma desconexao para X, isto é: X = G; U Ga. Assimse f, g € I {£1}
e f # g, entdo existe a € F tal que ¢ = f(a) # g(a). Logo f e g sdo separados
pela desconexao H(a,e) e H(a,—¢). Assim II.{£1} é um espaco booleano, isto é,
Hausdorff, compacto e totalmente desconexo.

Resta provar que Xp é compacto e isto segue do famoso Teorema de Tychonoff
([4], Capitulo 12): “ Produto cartesiano de espa¢o compacto com a topologia pro-
duto, é compacto”.

Como X7 ¢ um subconjunto de II;{#1}, basta mostrar que X é fechado em
Il {£1}, pois subconjuntos fechados tem as propriedades hereditdrias (ou herdam
as propriedades: Hausdorff e conexidade).

Teorema 16 Xp € um subconjunto fechado de I1{£1}. Assim, Xr € um espago
booleano com a respectiva topologia induzida.

Demonstragao: Mostremos que X; é aberto. Tome a aplicacdo s : [' — {£1}
que nao é definida por uma ordem. Dessa forma, pela Proposicao 6, pelo menos
uma das seguintes condigoes ocorre:

(1) 571(1) + 571(1) £ 571(1)

(2) sTHDsTHD #As7HD) 3) sTHD UsTH-D)

Consideremos que ocorre (1), entdo a,b € s~1(1 ) mphca que a+b=c¢s1(1)
edaf, s € H(a,1)NH(b,1)NH(¢,—1). Mas (H(a,1)NH (b 1)NH(c,-1))NXp =0

pois se P € Xp, sign(a) = sign(b) = 1 entao sign(c) = 1, contradicao.
Se ocorre (2) ou (3) o raciocinio é anélogo. O
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