UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

unesp Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

UM ESTUDO DE BIFURCACOES

DE CODIMENSAO DOIS DE
CAMPOS DE VETORES

Vinicius Augusto Takahashi Arakawa,

Orientador: Claudio Aguinaldo Buzzi

Sdo José do Rio Preto - SP
fevereiro - 2008



Arakawa, Vinicius Augusto Takahashi.
Um estudo de bifurcagdes de codimensao dois de campos de vetores
/ Vinicius Augusto Takahashi Arakawa. - Sdo José do Rio Preto :
[s.n.], 2008.
105 f. : il. ; 30 cm.

Orientador: Claudio Aguinaldo Buzzi
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Instituto de
Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

1. Sistemas dinamicos diferenciais. 2. Teoria de bifurcagao.
3. Bogdanov-Takens, Bifurcacdo de. 4. Hopf-zero, Bifurcagdo. I.
Buzzi, Claudio Aguinaldo. II. Universidade Estadual Paulista, Instituto
de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas. III. Titulo.

CDU - 517.93




COMISSAO JULGADORA

MEMBROS TITULARES

Prof. Dr. Claudio Aguinaldo Buzzi
Prof. Dr. Joao Carlos da Rocha Medrado
Profa. Dra. Luciana de Fatima Martins

MEMBROS SUPLENTES

Prof. Dr. Paulo Ricardo da Silva
Prof. Dr. Marco Antonio Teixeira



A minha familia.



Agradecimentos

Gostaria de agradecer a todos que, de alguma forma, contribuiram para a
realizagao desse trabalho. Em especial para:

Professor Claudio Buzzi, pelo brilhante trabalho de orientacao desde a
graduagao, além de sua dedicagao ao projeto e a mim.

Minha familia: Mae, Pai, Vi, Vack, Victor, M4, Dani, Lala e Joao Gabriel pelo
suporte, incentivo, dedicagao e por tudo que fizeram por mim.

Deus, pela fé e béncao.

Amigos, pelo incentivo, motivacao, amor, companheirismo, e por tudo que
fizeram por mim durante todos esses anos. Sem voces, talvez nao teria chegado
onde cheguei. Em especial a Cléuzio, Du, Ligia, Paulinho, Alé Paulino, Marina,
Grasi, Agnaldo, Zé, Kika, lara, Joao, Zénia, Alé, Ju Landim, Nathy, Little,
Carol, Durval, André, Mirela, Michelle, Renato, Tiemi, Rafa, Lari, Tukas,
Marci, Lu, Lili, Eliana, Carlinhos, Gisa, Ma, R0, Isis, R0, Junior, Tati, Marcio,
Luis, Juliano e Ernani.

Aos colegas de faculdade, pela companhia e convivéncia, Pedro, Rafael, Marcos,
Barana e Mateus.

Departamento de Matematica do IBILCE/UNESP de Sao José do Rio Preto,
pela base fornecida. Em especial a Gorete, Toninho, Erminia, Hélia, Hermes,
Paulo Ricardo, Vanderlei e Waldemar, pelo companheirismo desde os primeiros
anos de faculdade.

Departamento de Ciéncias da Computacao e Estatistica do IBILCE/UNESP
de Sao José do Rio Preto, pelo companheirismo e trocas de convivéncias.

Membros da banca examinadora. Luciana, por todas as valiosas consideragoes
e Joao pelas dicas e corregoes que enriqueceram nosso trabalho.

FAPESP, pelo fomento.



“O futuro nao pode ser previsto, mas pode ser inventado.
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Resumo

Nesse trabalho sao apresentados alguns resultados importantes sobre bifurcacoes de
codimensao dois de campos de vetores. O resultado principal dessa dissertacao é o teorema
que da o diagrama de bifurcacao e os retratos de fase da Bifurcacao de Bogdanov-Takens.
Para a demonstracao sao usadas algumas técnicas basicas de Sistemas Dinamicos e Teoria
das Singularidades, tais como Integrais Abelianas, desdobramentos de Sistemas Hamiltonianos,
desdobramentos versais, Teorema de Preparacao de Malgrange, entre outros. Outra importante
bifurcagao classica apresentada é a Bifurcacao do tipo Hopf-Zero, quando a matriz Jacobiana
possui um autovalor simples nulo e um par de autovalores imaginarios puros. Foram usadas
algumas hipdteses que garantem propriedades de simetria do sistema, dentre elas, assumiu-
se que o sistema era reversivel. Assim como na Bifurcagdo de Bogdanov-Takens, foram
apresentados o diagrama de bifurcagao e os retratos de fase da Bifurcacao Hopf-zero reversivel.
As técnicas usadas para esse estudo foram a forma normal de Belitskii e o método do Blow-up

polar.

Palavras-chave: Teoria de Bifurcacoes, Bifurcacoes de Codimensao Dois, Bifurcacao de

Bogdanov-Takens, Bifurcacao Hopf-Zero Reversivel.



Abstract

In this work is presented some important results about codimension two bifurcations
of vector fields. The main result of this work is the theorem that gives the local bifurcation
diagram and the phase portraits of the Bogdanov-Takens bifurcation. In order to give the
proof, some classic tools in Dynamical System and Singularities Theory are used, such as
Abelian Integral, versal deformation, Hamiltonian Systems, Malgrange Preparation Theorem,
etc. Another classic bifurcation phenomena, known as the Hopf-Zero bifurcation, when the
Jacobian matrix has a simple zero and a pair of purely imaginary eigenvalues, is presented. In
here, is added the hypothesis that the system is reversible, which gives some symmetry in the
problem. Like in Bogdanov-Takens bifurcation, the bifurcation diagram and the local phase
portraits of the reversible Hopf-zero bifurcation were presented. The main techniques used are

the Belitskii theory to find a normal forms and the polar Blow-up method.

Keywords: Bifurcation Theory, Codimension Two Bifurcations, Bogdanov-Takens Bifurca-

tion, Reversible Hopf-Zero Bifurcation.
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Introducao

O estabelecimento de equacoes para modelar processos naturais é busca antiga do
homem, e talvez tenha comecado a ter sucesso na proposicao das Leis de Newton da Mecanica.
Basta conhecer o estado inicial de um sistema e todas as forcas que nele atuam para que
todo comportamento futuro esteja univocamente determinado pela resolugao das equacoes
provenientes dessas leis ([22]).

A natureza deterministica dessa metodologia, aplicada com sucesso a uma imensa
quantidade de problemas reais, popularizou o sonho da matematizacao do universo pelos
cientistas. O obsessivo desejo do homem de prever e manipular o futuro encontrava nessas
teorias a esperanca de realizagao.

Ao longo dos séculos XVIII e XIX, fisicos e matematicos aprimoraram o uso das Leis de
Newton, desenvolvendo métodos eficientes para a resolucao dos mais diversos tipos de equacoes
diferenciais, originarias, fundamentalmente, dos problemas de Mecanica. Entretanto isso nao
atraiu os pesquisadores de outras areas para o uso dessas metodologias. Dois pontos pareciam
falta para compatibilizar essas idéias com os processos biolégicos, sociais e culturais que,
efetivamente, nos rodeiam: o imponderével e o complexo.

Que espaco sobraria para o imponderavel cotidiano social e cultural ou para o complexo
cotidiano das ciéncias biologicas? Como considerar esses fatos nas equagoes?

Nesse contexto, a teoria dos sistemas dinamicos, versao evoluida dos métodos de resolucao
de equacoes diferenciais, desempenha papel fundamental e sua agao tem inicio na conjectura
do século XX, devida a Poincaré, de que sistemas mecanicos descritos por equacoes de carater
deterministico podem apresentar comportamentos imprevisiveis e, aparentemente, aleatorios
([35)).

Essa conjectura, correta para sistemas nao-lineares, com a ajuda dos métodos
computacionais, produziu aquilo que se popularizou como teoria do caos, caso particular da
teoria das bifurcacoes dos sistemas dinamicos. A teoria de bifurcagdes trata os sistemas

dinamicos como familias de equacoes diferenciais parametrizadas e observa que variagoes nos
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parametros produzem mudangas qualitativas nas solugoes, sem que o formato original das
equacoes seja alterado.

Sao esses pontos que podem ser indicativos da adequagao da teoria dos sistemas dinamicos
aos problemas complexos dos modelos economicos. As equagdes podem, de alguma forma,
levar em conta os comportamentos imponderdveis e complexos, e questoes como variabilidade,
adaptacao e emergécia talvez possam ser modelados como influéncias de parametros na
qualidade das solucoes.

Podemos encontrar estudos nesse sentido de modelar-se problemas bioldgicos via sistemas
dinamicos em [44] e [§]

Os conjuntos de parametros correspondentes a manutengao do tipo de solu¢ao implicam
estabilidade estrutural para o sistema modelado. Aqueles que correspondem a mudancas
abruptas no tipo de solugao implicam bifurcagao.

Considere o sistema de equagoes diferenciais abaixo

&= f(z) (1)

onde z € R", f € C*°(R" x R™,R™) e f(0) = 0. Se rotacionarmos e transladarmos o nosso
problema, podemos supor, sem perda de generalidade, que a singularidade seja a origem. Pois
estruturas topologicas do sistema nao sao alteradas com essas operacoes.

Podemos separar o sistema (1) acima da seguinte forma

&= Ax + h(x),

onde A = Jf(0), é o Jacobiano de f em z = 0 e h é a parte nao-linear de f.

Grobman e Hartmann provaram que se A é hiperbdlica, isto é, nao admite autovalores
com parte real nula, o sistema (1) é estruturalmente estavel, e ainda, que é topologicamente
conjugado ao sistema linear & = Ax, a demonstragao pode ser encontrada em [30].

Dessa forma, como estamos interessados em problemas de bifurcagao, a nossa hipétese geral
sera de que o Jacobiano do nosso sistema admite pelo menos um autovalor com parte real nula.

Logo, considere a seguinte familia de equacoes diferenciais parametrizadas

T = f(z,¢) (2)
onde x € R", e e R" (m > 2), f € C*(R" x R™,R") e f(0,0) =0.

Suponhamos que a origem seja uma singularidade nao hiperbdlica do sistema (2) para e = 0,
isto é, admite uma singularidade com parte real nula. E ainda, como estudaremos bifurcagoes
de codimensao dois, vamos supor que a origem tenha mais de um autovalor com parte real
nula, isto é, que a origem seja uma singularidade duplamente degenerada. A codimensao de

uma bifurcacao essencialmente é dada pelo niimero de parametros minimo necessarios para que
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a bifurcagao seja completamente estudada.

Pela estabilidade estrutural na variedade estdvel e instavel do sistema nao-linear,
correspondentes aos auto-espagos gerados pelo conjunto de autovalores com parte real negativa e
positiva do Jacobiano, respectivamente, podemos reduzir o nosso problema para uma variedade
central onde a dinamica do sistema é possivelmente aleatoria. Assim o linearizado do sistema

deve ser semelhante a uma das seguintes formas:

0 1 00
A = 3
! oo]w[o 0] 3)
0 1
A2: —1 0 (4)
0 0

(onde wywy # 0, wy # kwsy, k=1,....5)

No capitulo 1, recordamos e citamos resultados que foram 1teis durante o trabalho.
Estudamos, no capitulo 2, o caso A;, onde a matriz é a nilpotente. Admitindo que o
linearizado é dado pela matriz nilpotente, determinamos sua forma normal e o seu respectivo

desdobramento versal, que é dado por

r=y
{y=u1+uzy+w2+xy ' )

Observe que o versal possui dois parametros, o que configura a codimensao dois da
bifurcagao. Essa bifurcacao é conhecida na literatura como bifurcagao do tipo Bogdanov-Takens
ou desdobramento da ctspide, ou ainda, ctiispide de ordem-n.

Nesse problema, uma importante e dificil parte foi estudar a existéncia de érbitas periddicas,
homoclinicas ou heteroclinicas, e o nimero de érbitas periddicas correspondente a diferentes
valores dos parametros. Para esses problemas, utilizamos ferramentas da teoria de bifurcacoes
de Hopf e da teoria de bifurcagoes homoclinicas (heteroclinicas), e também de algumas técnicas
especiais como transformagoes Blowing-ups, Integrais Abelianas e Equagoes de Picard-Fuchs,
que serao detalhadas durante o trabalho.

Dado o versal (6), estudamos o seguinte teorema, encontrado na referéncia [11].
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Teorema A

1. Eziste uma vizinhanga aberta A de (i1, 12) = (0,0) do R? tal que o diagrama de bifurcag¢ao

de (6) em A consiste da origem (u1, p2) = (0,0) e as sequintes curvas:

(a) SN* ={p= (1, p2) € Alpr = 0, pip > 0}
(b) SN™ = {p=(p1, p2) € Alpn = 0, ppp < 0}
(¢) H={p=(,p2) € Al = —pi3, jt2 > 0}
() HL = {51 = (1, us) € Alps = — 2243 + O(u3), iz > 0}

Figura 1: O Diagrama de Bifurcacao de (6).

2. O Diagrama de Bifurcacdo e o retratos de fases de (6) para p € A sao mostrados nas
Figuras 1 e 2, onde as regioes I, 11,111, e IV sao formadas pelas curvas de bifurcacao

acima.

No capitulo 3, estudamos um caso especial quando a matriz do linearizado é semelhante a

A,. Estudamos uma classe de campos de vetores reversiveis da forma

T = F(z) reR" (7)

onde F' é uma funcgao suave, F'(0) = 0. O sistema de equacgoes diferenciais (7) é dito reversivel
se existe um germe de uma involugao suave ¢ : R",0 — R™ 0 (¢ o ¢ = id), satisfazendo a

seguinte relagao

F(¢(x)) = —¢'.F(x), z € R",0.

Temos que o linearizado admite como autovalores {0, +i}, e a bifurcagdo que é configurada
nesse caso é conhecida como bifurcacao do tipo Hopf-Zero. Como adicionamos a hipétese do

sistema ser reversivel, a chamamos de bifurcagao de Hopf-Zero Reversivel.

Xiv



Figura 2: Retratos de fase de (6).

A motivagao basica desse estudo vem do estudo da dinamica local de sistemas reversiveis
préximos a singularidade com um par de autovalores puramente imaginarios e um autovalor
nulo. A simetria do tipo reverssivel é uma das fundamentais simetrias discutidas na ciéncia
natural. Consequentemente, ela surge em muitos sistema dinamicos fisicos, em particular na
mecanica cldssica, como no problema de n-corpos, e na mecanica quantica. Muitos sistemas
dinamicos que surgem no contexto das aplicagoe possuem propriedades estruturais robustas,
como por exemplo simetria ou estrutura Hamiltoniana. Sendo assim, para entender a dinamica
de tais sistemas, suas estruturas tém que ser levadas em conta, focalizando os estudos de
fenomenos que sao genéricos dentro do conjunto dos sistemas dinamicos com a mesma estrutura.
Nas ultimas décadas destacou-se um grande interesse nos estudos de sistemas dinamicos com
simetria reversivel (veja [19] e [43]). Recentemente, tem-se dado uma maior atengao para
entender e usar a acao mutua entre as dinamicas e as propriedades de simetria.

Existem alguns estudos em bifurcagao e classificagdo geral (ndo necessariamente sistemas
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reversiveis) de sistemas de equagoes diferenciais com linearizado admitindo autovalores {0, +i}
dados em [18], [38], entre outros.

Um dos métodos usados no estudo é realizar mudancas de coordenadas especiais assim como
a teoria de formas normais, em especial a forma normal de Belitskii, pois dessa forma somos
motivados a realizar uma mudanca de coordenadas cilindricas e reduzirmos o nosso problema
que é dado tridimensionalmente para um problema bidimensional e assim aplicar Blow-up, que
¢ uma técnica essencialmente usada em R2.

Anélogo ao estudo feito no capitulo 2, realizamos o estudo genérico do sistema reversivel, e
construimos um sistema a dois parametros dado abaixo em (8) para estudarmos a bifurcacao
encontrada no sistema. Os resultados estao resumidos no Teorema B, recomendamos, para

maiores detalhes do estudo, a referéncia [10].

Teorema B Considere o sequinte sistema

r=—2rz
Xog = . 8
7 {z':oz+r2+ﬁzz+z4 (®)

1. Emiste uma vizinhanga A de (o, ) = (0,0) do R? tal que o diagrama de bifurcagio de (8)

em A consiste da origem («, ) = (0,0) e as sequintes curvas:
(a) SNr = {(a,ﬁ) eNa= %,ﬁ<0}

(b) By ={(a,3) € Aja =0, <0}

(¢) By ={(a, ) € Aja =0,5> 0}

SN!I

Figura 3: O Diagrama de Bifurcacao de (8).

2. O Diagrama de Bifurcacao e o retratos de fases de (8) na vizinhanga A sao mostrados nas

Figuras 3 e 4, onde as regioes A, B e C' sao formadas pelas curvas de bifurca¢do acima.
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Figura 4: Retratos de fase de (8).
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CAPITULO

Preliminares

Antes de comegarmos nosso estudo em bifurcagoes, precisamos de alguns resultados e
defini¢oes preliminares, tais como o conceito de Variedade Central, o Teorema de Grobman-
Hartman, Teoremas de classificacao dos pontos singulares, Teorema da Variedade Estavel,
Formas Normais, Sistemas Hamiltonianos, Campos de Vetores Rodados, entre outros.
Iniciaremos com uma breve introducao a teoria qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias
que iremos denotar por EDQO’s, onde iremos enunciar resultados classicos como por exemplo o

Teorema de existéncia e unicidade.

1.1 Introducao a Teoria Qualitativa das EDO’s

Para essa segao indicamos as referéncias [6], [17], [26], [27], [40], [30] para maiores detalhes
e demonstracoes dos resultados citados.

Realizamos nosso estudo em sistemas de equacoes diferenciais nao-lineares da seguinte forma

i = f(z) (L.1)

onde f: E — R" E C R" aberto. Iremos ver que, sob certas condigoes da funcao f, mais
precisamente, se f ¢é classe C', o sistema (1.1) tem uma unica solugao por cada ponto zg € E
definida num intervalo maximal de existéncia («, ) C R .(Teorema de Existéncia e Unicidade).

Em geral, ndo é possivel se resolver o sistema nao-linear (1.1); porém conseguimos obter
informacoes qualitativas importantes a respeito do comportamento local das solugoes.

Em particular, temos o Teorema de Grobman-Hartman que diz que, topologicamente, o
comportamento do sistema nao-linear (1.1) préximo a um ponto singular hiperbdlico zy (i.é,
f(zo) = 0 e os autovalores de Df(xg) tém parte real nao nula) é semelhante, ou melhor, é

topologicamente conjugado a um sistema linear do tipo



1.1 Introducao a Teoria Qualitativa das EDQO’s

T = Ax
préximo a origem, onde A = D f(xg) (Jacobiano de f em x).

1.1.1 Conceitos e Definicoes de Célculo Avangado

Antes de enunciarmos o Teorema fundamental de existéncia e unicidade do sistema nao-
linear (1.1) primeiro é necessario definirmos algumas terminologias e notagoes a respeito da
derivada Df da fungao f : R"™ — R™. As notagoes, definigoes e demontracoes dos teoremas
dessa subsecao foram tiradas da referéncia [26]. Denotaremos por £(R™,R"™) ou simplesmente

L(R™) o espago das transformagoes lineares 7' : R” — R™.

Definicao 1.1 A funcao f : R" — R" € diferencidvel em xo € R"™ se existe uma transformacao
linear D f(x¢) € L(R",R") tal que

iy 1 (@0 +h) = f(zo) = Df(xo)h|

= 0.
|h|—0 |h|

A transformagao linear D f(xq) € chamada de derivada de f em xy.

Teorema 1.2 Se f : R" — R"™ € diferencidvel em xy entdo todas as derivadas parciais gf_,
J
1,7 =1,...,n, existem em xq e, para todo x € R",
n
of
Df(xo)r = —x;
— Iy
7=1
Demonstragao: Ver [26].
Definigao 1.3 Suponha que Vi e Vy sejam dois espagos lineares normados com normas || . ||1
e |l . |l2, respectivamente. Entao F : Vi3 — V, € continua em xy € Vi se

Ve>0,30>0; [[z—zo |1 <= Fx) — F(xo) ||2 < e.
Definigao 1.4 Definimos a aplicacao deriwada de f : R™ — R™ por
Df:ECR"— L(R" R")
onde x — Df(x) e EC R" um aberto do R™.

Definicao 1.5 Seja F' : E — R"™ diferencidvel, com EE C R™ aberto. Dizemos que f é de classe
C', e denotamos por f € CY(F), se a derivada Df : E — L(R™) for continua em E.



1.1 Introducao a Teoria Qualitativa das EDQO’s

Teorema 1.6 Sejam E C R™ aberto e f : E — R"™. Entao f € C'(E) se, e somente se,

gf"_,i,j =1,...,n e estas sao continuas.
Zj

existem as derivadas parciais
Demonstragao: Ver [26].

Teorema 1.7 (Teorema da Fungdo Implicita) Sejam f : U — R uma funcio de classe C*,
(k > 1), definida num aberto U C R?, e (xg,y0) € U tal que f(xo,90) = c, g—;j(l’g,yo) # 0.
Entao existe um retangulo aberto I x J, de centro (xo,0), tal que f~(c)N (I x J) € grdfico de

uma funcdo & : I — J, de classe C*. Tem-se &'(x) = —g%gz estas deriwadas sendo calculadas

no ponto (x,&(x)).

Demonstragao: Ver [26].

Teorema 1.8 (Teorema de Stokes) Seja M C R* uma superficie compacta cujo bordo € a curva
OM. Se a,b,c: M — R sdo funcoes de classe C* entao

b Oa dc  0b dc  Oa
[ 1G5t (55— 52 ) o+ (55— 52 ) et =
:/ adzr + bdy + cdz.
oM

Demonstragao: Ver [26].

1.1.2 Teorema Fundamental de Existéncia e Unicidade

Finalmente, iremos enunciar o teorema de existéncia e unicidade para sistemas nao lineares
tais como (1.1), mas com a condicao de f € C'(E), E C R" aberto.

Nessa subsec@o, recomendamos a referéncia [21] para as defini¢oes e demonstragoes dos
teoremas. Iremos apresentar o método de aproximacgoes sucessivas que é um método classico
desenvolvido pelo matematico Picard, e com esse método ele demonstra o Teorema de existéncia
e unicidade. Além disso, esse método tem grande relevancia na Teoria de Sistemas Dinamicos,
principalmente, na Teoria Qualitativa das EDOs, pois além de ser usado nas demonstragoes
de importantes teoremas, como o Teorema da Variedade Estavel e o Teorema de Grobman-

Hartman, é um método relativamente simples.

Definigao 1.9 Suponha que f € CY(E), E C R"™ um aberto. Entio x = x(t) € uma solucdo da
equacao diferencial (1.1) no intervalo I se x for diferencidvel em I e, para todot € I, x(t) € E

e
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E ainda, dado xog € E, x(t) € solu¢ao do problema de valor inicial

{izﬂ@
x(to) = xo

no intervalo I se ty € I, x(ty) = xo e x(t) € solugcdo da equacao diferencial (1.1) no intervalo
1.

Teorema 1.10 (Fundamental da Ezisténcia e Unicidade) Seja E C R™ contendo xo e suponha

que f € CY(E). Entao existe a > 0 tal que o problema de valor inicial
i = f(z),
x(to) = xo.

tem uma unica solug¢do x(t) no intervalo [—a,a).

Demonstragao: A demontracdo pode ser encontrada em [21].
Para a demonstracao do Teorema de existéncia e unicidade é usado o método de

aproximagoes sucessivas que é baseado no fato de z = z(t) ser uma solu¢ao do problema

{izﬂ@
x(to) = xo

Dessa forma, = deve ser continua e satisfazer a seguinte equacgao integral

de valor inicial

z(t) = o —l—/t f(z(s))ds.

Definimos como as aproximacgoes sucessivas da solucao da equacao integral a seguinte

seqiiéncia:

up(t) = xo

Upa (1) = 70 + / f(ui(s))ds

k=0,1,2,...
A demonstracao do teorema conclui que a sequéncia (uy) definida acima, converge para a

unica solugao do PVI.

1.1.3 Existéncia do Intervalo Maximal

Na subsecio anterior, vimos que se f € C}(E), o PVI



1.1 Introducao a Teoria Qualitativa das EDQO’s

i = f(z),
{ O ot (1.2)

tem uma tnica solu¢ao definida num intervalo (—a,a). O teorema seguinte afirma que o

problema admite uma tnica solu¢do num intervalo maximal de existéncia («, ().

Teorema 1.11 Seja E C R™ aberto e suponha que f € C'(E). Entao para cada ponto xg € E,
existe um intervalo aberto maximal (o, 3) no qual o problema de valor inicial (1.2) tem uma
unica solugdo. Isto €, se o problema inicial admite uma solug¢ao y(t) num intervalo I, entdo
IC(a,p) ey(t) =x(t) para todo t € I.

Demonstragao: Ver [21].

Definicao 1.12 O intervalo (o, 3) definido pelo teorema anterior é chamado de intervalo
maximal de existéncia da solu¢ao do problema de valor inicial (1.2), ou simplesmente intervalo

mazimal de ezisténcia do problema de valor inicial (1.2).

Teorema 1.13 Seja E C R™ um aberto contendo xq e seja f € C(E). Suponha que o problema
de wvalor inicial (1.2) tem uma solug¢do x(t,xo) definida num intervalo fechado |a,b]. Entdo

eriste 6 > 0 e K > 0 tal que para todo y € Bs(xg), vizinhanga aberta de xo de raio 0, o

{ i = f(2),
z(0) = y.

tem uma unica solugdo x(t,y) definida em [a,b] tal que

problema de valor inicial

’ l’(t,y) _‘,Ll(tax()) ‘ < | Yy—=2o | 6K|t|

e lim x(t,y) = x(t, x9) uniformemente para todo t € |a,b].
Y—To

Demonstragao: Ver [21].

1.1.4 Fluxo de uma Equacao Diferencial

Nessa subsecao, definimos o fluxo de um sistema nao-linear e apresentamos algumas
propriedades bésicas deles. Recomendamos a referéncia [32] para maiores detalhes.
Denotaremos o intervalo maximal de existéncia («, 3) da solugdo ¢(t,zy) do problema de

valor inicial (1.2) por I(x).
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Definigao 1.14 Seja E C R™ aberto e f € CY(E). Para zy € E, seja ¢(t,x¢) a solugdo do
PVI (1.2) definido no intervalo maximal de existéncia I(xy). Entao parat € I(xo), a aplicagdo
o E— F

definida por ¢i(xo) = ¢(t,x0) € chamada de fluzo da equagdo diferencial © = f(x). ¢(t) €

também referido como fluro do campo de vetores f(x).

Teorema 1.15 Seja £ C R™ um aberto e f € C*(E). Entao para todo xg € E, set € I(xq) e
s € I(¢y(x0)), seque que s+t € I(xo) e

Gs4t(w0) = @s(P1(0))-
Demonstragao: Ver [32].

Teorema 1.16 Seja E C R™ aberto e f € CY(E). Se (t,x0) € Q:={(t,x0) € RXE|t € I(x0)},
entao existe uma vizinhanga U de xq tal que {t} x U C Q. Seque também que V = ¢,(U) C E

é um aberto e

d_¢(p()) =2,V € U

O(9-1(y)) =y, Yy eV
Demonstragao: Ver [32].

Definigao 1.17 Sejam E C R™ um aberto, f € CYE) e ¢ : E — E o fluro da equagdo
diferencial © = f(x) definido para todo t € R. Entao S C E € dito invariante com respeito ao
fluxo ¢y se ¢(S) C S, para todo t € R. S € dito positivamente (negativamente) invariante com
respeito ao fluro ¢y se ¢1(S) C S para todot >0 (t <0).

1.1.5 Estabilidade e Bifurcacao

Essa secao tem por objetivo principal, introduzir algumas notacoes e defini¢oes que serao
usadas neste trabalho, e também fazemos algumas consideragoes em campos lineares para
entendermos a motivacao matematica de se estudar bifurcagoes, que definimos ao longo dessa

Secao.
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Definicao 1.18 Uma familia de campos vetoriais X, sobre R", a k parametros, onde j € R*
denota o parametro, € definida por
0 0
X, =ple,p)=— +qlx,p)—, x € R"
w =0, )5+l ”)ay
onde as funcoes coeficintes p e q sao de classe C™ com respeito a (z,u) € R™ x R*.

Definicao 1.19 Dentro do conjunto de todos os campos vetorias sobre R™ de classe C" (para
algum 1 < r < 00), denotado por X,.(R™), consideramos a topologia C*, ou seja, diremos que
dois campos vetoriais X eY estao prorimos se para qualquer conjunto compacto K C R", todas
as deriwadas até ordem s de X eY estao uniformemente prorimas, ou dito de outra maneira,

isto €,

VX € X,.(R"),VK C R" compacto e Ye > 0 de finimos

Up (X) = {Y € X, (R")

X (p) - PY(p)| <e,VO<j=) ji<s 0<jieNVpe K}
i=j
onde & X (p) = P oy P = > ic Ji-
A colegao de todas Ufﬂe(X), K compacto e € > 0, forma uma base para a topologia C° em

% (R™).

Quando falamos sobre bifurcacoes, nao podemos deixar de comentar sobre estabilidade
estrutural.  Iremos definir alguns conceitos para ilustrarmos essa idéia de bifurcacao

matematicamente.

Definigao 1.20 Dois campos wvetoriais X,Y definidos em abertos U e V de R",
respectivamente, sao ditos topologicamente equivalentes quando existe um homeomorfismo
h : U — V que leva orbitas de X em orbitas de Y, preservando a orientacdo. Quando o
homeomorfismo h preserva o tempo, dizemos que X eY sao topologicamente conjugados.

Denotando ¢ e ¢ os fluxos de X e Y, respectivamente, dizemos que h € uma conjuga¢ao
topoldgica se h(d(t,z,y)) = ¢(t, h(z,y)).

A importancia de se ter uma conjugacao topoldgica entre dois campos é que dados A, B €
L(R™) com A topologicamente conjugado a B entao A é atrator (repulsor) se, e somente se, B é
atrator (repulsor). Isto é, o que estudarmos ser vélido para o campo A também serd verdadeiro
para o campo B. Da definigao (1.20), decorre a defini¢ao de campos estruturalmente estaveis
em X, (R").
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Definicao 1.21 Denotemos por ¥y o conjunto dos campos estruturalmente estdveis em X,.(R™).

O conjunto de bifurcagioes serd dado por X,.(R™) — Xq.

Definicao 1.22 Consideremos X : (R",0) — R™ campo vetorial de classe C" (r > 0).
Um desdobramento X. de classe C™ (r > 0) de X, isto é X.|.—o = X com ¢ € R¥, é um
desdobramento versal de X se, e somente se, dado qualquer perturbagao Y, de classe C" com

p€R™ comY,|—0 =X, tem-se:

(i) Ezistem vizinhancas abertas U da origem em R*, V da origem em R™, W da oridem em
R’n;
(i1) Ezxiste uma func¢ao ¢ :V — U;
(111) Existe uma aplicacio H : W x V. — W tal que para p fixzo, H, = H(.,,pn) € um

homeomorfismo, e além disso, para cada p, Y, € topologicamente equivalente a Xy,

através de H,.

Definicao 1.23 No desdobramento versal, o niumero k €é unicamente definido e € dito a

codimensao (ou ordem) de uma singularidade.

Campos Lineares

O resultado principal que citamos nessa subsecao é o seguinte: Dado um campo linear
A € L(R"), entao temos que seu fluxo ¢ : R x R"® — R™ é global.

Teorema 1.24 (Fluzo de Campos Lineares) Dada A € L(R") temos que ¢*(t,z) = e'*x para

cada (t,z) € R x R™, além disso, ¢i* = et € L(R™) é um isomorfismo.

Demonstragao: Ver [30].
Esse teorema nos diz que o fluxo de sistemas lineares estao completamente estudados e sao

explicitamente calculados.
Campos Hiperbodlicos

Antes de fazermos os comentarios sobre essa secao, definimos o conceito de campo

hiperbdlico, singularidade e singularidade hiperbdlica.

Definicao 1.25 Dizemos que A € L(R™) € hiperbdlico se o(A) NiR = &, onde o(A) denota
o conjunto dos autovalores de A. Isto é, A € hiperbdlico se nao existem autovalores com parte

real nula.
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A defini¢ao de hiperbolicidade pode ser feita para sistemas nao-lineares do tipo
T = f(x). (1.3)

Definicao 1.26 Um ponto zo € R" ¢é uma singularidade de (1.3) se f(zg) = 0. Uma
singularidade € dita hiperbolica se D f(xq) € hiperbdlica, isto €, todos os autovalores da matriz

D f(x) tem parte real nao nula. O sistema linear

T = Ax
onde A = D f(xq) € dito linearizagao de (1.3) em xg.

Em geral, dizemos que uma propriedade relativa a pontos de um espaco topoldgico é
genérica se ela vale para um conjunto residual de pontos, ou seja, um conjunto que contém um
aberto denso do espago. Em [30], podemos encontrar a demonstracao de que o conjunto dos
campos lineares hiperbdlicos é genérico no espaco dos campos lineares.

Os campos nao-hiperbdlicos, isto é, campos que possuem pelo menos um autovalor com
parte real nula, nao tém nenhum tipo de persisténcia ou estabilidade, ou seja, arbitrariamente
proximo a qualquer campo nao hiperbélico existem campos hiperbdlicos e nao hiperbélicos de

aspectos totalmente distintos.

Exemplo 1.27 Tome a familia

-1 0

Ay = A ER,

0 A
esta percorre L(R?) localmente sempre com o mesmo retrato de fase, exceto quando A = 0,
gustamente quando deiza de ser hiperbolica. Para quaisquer \i, As > 0, os retratos de fase de
Ay, e Ay, sao parecidos (sao selas topologicamente conjugadas) e para quaisquer A1, Ay < 0, 0s
campos Ay, e Ay, sdo atratores, portanto, topologicamente conjugados. Agora, se \y < 0 < Ag,
mesmo sendo |y — Xo| arbitrariamente pequeno, os retratos de fase de Ay, e Ay, sao totalmente
distintos. O valor do parametro X\ no qual o retrato de fase de Ay muda é chamado de bifurcagao

da familia. As bifurcagoes se situam sempre em valores do parametro para 0s quais o campo

deixa de ser hiperbolico.

Além da hiperbolicidade implicar em estabilidade estrutural, o teorema a seguir, conhecido
como Teorema de Grobman-Hartman, afirma que proximo a uma singularidade hiperbdlica x,

o sistema nao linear (1.3) tem a mesma estrutura qualitativa do sistema linear

T = Ax (1.4)
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onde A = Df(xg).

Teorema 1.28 (Teorema de Grobman-Hartman) Seja E C R™ um aberto contendo a origem
e suponhamos que f € C*(E). Se a origem é uma singularidade hiperbdlica, entdo (1.3) e (1.4)

sao topologicamente conjugados numa vizinhancga da origem. Isto €, temos

H o ¢y(xo) = eMH(xo),Vazo € U et € .
Demonstragao: Ver [21].

1.2 Variedades Invariantes

Definicao 1.29 Sejam A € L(R™) um campo linear e E C R™ um subconjunto. Dizemos que

E é uma variedade invariante de A se E é um subespago vetorial de R" e A(E) C E, ou seja

Ax € ENx € E.
Considere a seguinte equacao diferencial

&= Az + f(x), (1.5)

onde z € R", A € L(R",R"), f € CK(R",R"), k > 1, f(0) =0e Df(0) = 0.
Considere o espectro o(A) de A

o(A)=o0sU0.Ua,

onde o3 = {\ € 0(A)/ReX < 0}, 0. = {X € 0(A)/Re\ =0}, 0, = {\ € (A)/ReX > 0}.
Sejam E*®, E¢, K" os autoespacos generalizados correspondentes a oy, 0., 0., respectivamente.
Por exemplo, E* = EM @ EM @ ... ® E*, com \; € 0.

Definigao 1.30 Dada A € L(R™), dizemos que

E° ={x e R"| tliin o(t,z) =0}

¢ a variedade estdvel de A e que

E"={z e R"| tlifn o(t,z) =0}

é a variedade instdvel de A.

Temos

10
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R"=FE@® E°® E".

com as projecoes correspondentes

e R" — E,
m.: R" — E,
T, R — FE,.

Os teoremas seguintes, conhecidos como Teorema da Variedade Estavel e da Variedade
Central, encontrados em [32], nos garante que os subconjuntos E®, E¢ e E" sao variedades
invariantes do campo linear & = Az, e ainda que existem variedades diferenciaveis S, U,
W€ tangentes aos subespacos E° E" e E° respectivamente, que sao invariantes e sao os

correspondentes do sistema nao-linear (1.5).

Teorema 1.31 (Teorema da Variedade Estdivel) Seja E C R™ um aberto contendo a origem.
Suponhamos que f € CY(E) e seja ¢y o fluro do sistema nao linear (1.5). Suponha ainda que
f(0) =0 e que Df(0) tenha k autovalores com parte real negativa e n-k autovalores com parte
real positiva. Entao existe uma variedade S diferencidvel de dimensao k tangente ao subespaco

estdvel E* do sistema linearizado & = Ax em 0 tal que

Yt >0,6:(5) C Se,

Vg € S,tlir+n de(xo) = 0.

E existe uma variedade (n-k)-dimensional diferencidvel U tangente ao subespago estdvel E*

do linearizado © = Ax em 0 tal que

Vit Z 07¢t(U) cU ¢,

Vg € U,tlilin o(zg) = 0.
Demonstragao: Ver [32].

Teorema 1.32 (Teorema da Variedade Central) Seja f € C"(E), com E C R" um aberto
contendo a origem e r > 1. Suponhamos que f(0) = 0 e que Df(0) tenha k autovalores
com parte real positiva, 7 autovalores com parte real negativa e m=n-k-j autovalores com parte
real nula. Entao erxiste uma variedade central W€(0) m—dimensional de classe C" tangente ao

subespago E° do linearizado & = Ax em 0 que € invariante pelo fluxo ¢, de (1.5).

11
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Demonstragao: Ver [32].

Entao, a estrutura do fluxo em 2 = S U U ¢é relativamente simples. Porém, quando o, #
J, a situagdo se torna bem diferente. Primeiro, a estrutura topoldgica de (1.5) com f #
0é, em geral, distinta da de (1.5) com f = 0, como observamos durante o desenvolvimento
da dissertacao. Segundo, estruturas mais complicadas do fluxo de (1.5) poderdo surgir na
variedade invariante W¢(f). Assim, ao invés de considerarmos a equagao n—dimensional para
os problemas, consideraremos uma equagao de dimensao menor em We(f).

A variedade W¢(f) é chamada de variedade central e nessa se¢ao, o nosso objetivo é defini-la

e darmos condigoes para que ela exista e seja diferenciavel.

1.2.1 Variedade Central Global

Para essa subsegao continuamos com a notagao adotada em [11], o recomendamos também
para maiores detalhes e demonstragoes dos teoremas que seguem.

Considere a seguinte equacao diferencial

&= Az + f(x), (1.6)

onde z € R", A € L(R",R"), f € CK(R",R"), k > 1, f(0) =0e Df(0) = 0.

Continuamos com a mesma notagao F, ., F, e 74, 7., 7, nesta se¢ao, e sejam

E,=E,®F,, Tp = Ts + Ty.

Sejam X, Y espacos de Banach e C*(X,Y) o conjunto de todas as aplicacoes C* de X em

Y. Definimos o espaco de Banach

CHX,Y) ={w e C*X,Y)/||w||ck := max sup |Dw(x)| < oc}.
0<i<k sex

Agora, se X =Y, escrevemos CF(X).

Seja

||Dwl| = sup [Dw(z)|.
zeX

Similarmente definimos

creer) = {vecioeyy ap 1Bl

z,yeX,x#y HI _yHX

CO11l norma

12
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D¥ _ Dk
wlloes = [loller +  sup  IPZ@@) = D))
z,yeX,x#y H:E — yHX

Finalmente, denotamos por Z(t, z) a solu¢ao de (1.6) com a condigao inicial z(0,z) = z.

O teorema seguinte nos garante a existéncia e a unicidade da variedade W¢.
Teorema 1.33 1. Existe 59 > 0, &y dependendo apenas de A em (1.6) tal que se [ €
CPHR™) e Lip(f) < &y, entio

We:={x € R"/sup|mz(t,x)| < oo}
teR

¢ invariante por (1.6) e é uma variedade Lipschitz de R™. Mais precisamente, existe uma
tinica ¢ € CY(E., Ey) fungao Lipschitz tal que
We={z.+¢(x.)/x. € E.}.

2. Se ¢ € CY(E,, E}) e o conjunto

My = {z.+ ¢(z.)/z. € E.}
¢ invariante por (1.6), entdo My =W* e ¢ = 1.
Demonstragao: Ver [11].

Definicao 1.34 W<, definido no Teorema (1.33) € chamada de variedade central global de
(1.6).

Finalmente, com a existéncia da Variedade Central, iremos enunciar o teorema que garante

sua diferenciabilidade.

Teorema 1.35 Suponha f € CF(R"), k > 1, f(0) = Df(0) = 0. Entdo existe &, > 0 tal que
se ||Df|| < Ok, a variedade central global W¢ € de classe C*, isto é, ¢ € CF(E., Ey,), onde v
¢ dado como no teorema anterior. Mais ainda, Lip(¢) < 1, ¢(0) =0 e Dy(0) = 0. E além

disso, se x € W€, e T.(t) := m.x(t, %), entdo T.(t) satisfaz a sequinte equagao

Te = Az + . f(x. + Y(2.)), . € E..

Demonstragao: Ver [11].

13



1.2 Variedades Invariantes

1.2.2 Variedade Central Local

Na subsecao anterior estabelecemos a existéncia, a unicidade e a suavidade da variedade
central global para a equacio (1.6). A condigao f € CF(R") é natural mas a hipdtese Lip(f) <
dp para dp pequeno requer muito da fungao. Se consideramos um problema de bifurcacao apenas
proximos a uma singularidade de (1.6), entao precisamos definir uma variedade central local
com condigoes mais gerais da fungao f. Isto pode ser obtido através da variedade central global
de uma equagao modificada usando a técnica de bump function, e a hipé6tese ||Df|| < do serd
satisfeita automaticamente quando f(0) = Df(0) = 0.

Considere a bump-function y : R" — R com as seguintes propriedades:
o Y €™,

e 0<x(z)<1,VzeR",

e x(z)=1,se x| <1,

e x(z)=0,se |z| >2.

Relacionado a f(x) em (1.6) e dado p > 0, definimos

fo(@) = F@)x (5) o cR"

Portanto, como uma modificagao da equagao (1.6), consideramos

&= Ax + f,(x). (1.7)

Obviamente, se restringirmos = para o dominio |z| < p, entdo as equagoes (1.7) e (1.6) sao
as mesmas. O Lema a seguir nos diz que se p for suficientemente pequeno, entao ||Df,|| pode
ser bem pequeno também. Logo, podemos aplicar a teoria da variedade central global para

(1.7) e ter o resultado a seguir, por exemplo, para (1.6).

Lema 1.36 Se f € C*(R"), k > 1 e f(0) = Df(0) = 0, entao f,(x) € CFE(R™), para algum
p>0elim,.o||Df,]| =0.

Demonstragao: Ver [11].
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1.3  Formas Normais

Recomendamos para essa segao de formas normais a referéncia [11] para maiores detalhes
e demonstragoes.

J& é conhecido que uma mudanca de coordenadas linear

x="Ty

transforma uma equacao diferencial linear

= Ay

na seguinte forma

y=(T"'AT)y,

onde z,y € R", A e T sao matrizes n X n, e T' é nao degenerada. Entao, sem mudar a estrutura
topoldgica das dérbitas, podemos estudar o caso onde a matriz A esta na sua forma de Jordan.

O que podemos perguntar é se seria possivel realizarmos um procedimento similar para
equagoes diferenciais nao lineares, isto é, se conseguimos obter uma forma mais simples da
equacao via uma mudanca de coordenadas. A resposta para isso € positiva e a teoria de Formas
Normais é que nos da essa forma mais simples da equacao.

Apesar da forma normal da equacao nao ser unica, a teoria de formas normais serd muito
util no estudo dos problemas de bifurcagao.

Aqui, iremos nos preocupar com campos de vetores nas proximidades da singularidade que

tomaremos, sem perda de generalidade, como sendo a origem. Considere a equagao diferencial:

&= Az + h(x), (1.8)

onde x € C", A € C"™™ uma matriz n X n com entradas complexas, e h(x) = O(|z|?), quando
|z| — 0.

Considere um difeomorfismo de classe C”, » > 1 numa vizinhanga €2 da origem:

r=¢(y),y €Q, (1.9)

onde £(0) = 0. Substituindo (1.9) em (1.8), obtemos:

g=&"(A(y) + & (vh(E(y)), y € Q, (1.10)

15
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onde &, denota a derivada de £(y) em relagdo a y e £, (y) é a inversa de §,(y) em Q. Note que
a parte linear de (1.10) é {;1(O)A§y(0)y. Entao, se A ja estd na sua forma canonica, podemos

assumir que o difeomorfismo £ em (1.9) é dado da seguinte forma

&(y) =y +O(lyl*), quando y — 0. (1.11)

Entao, podemos escrever (1.10) como

y=Ay+g(y),y €, (1.12)

onde g(y) = O(|y[?) quando Jy| — 0.

Nosso objetivo é determinar uma mudanga de coordenadas (1.9) tal que a equagao
transformada (1.12) seja a mais simples possivel, e ainda, de tal forma que as estruturas
essenciais dos fluxos de (1.8) préximas a singularidade x = 0 estejam ainda mais evidentes.

Apresentamos, a seguir, um exemplo onde se utiliza um método para se determinar a forma
normal desejada para o estudo futuro em bifurcagoes. Resumidamente, o método utilizado é
apresentado a seguir.

Definimos L4 : C'(C,C") — C°(C,C") dada pela equacao homoldgica abaixo

(Lad)(x) = &a(x) Ax — A&(x).

Para determinarmos uma A-forma normal de ordem r, é suficiente resolvermos a equacao
diferencial parcial L+« = 0, onde A* denota a matriz transposta de A, para polinomios solugoes

de ordem r sem constantes ou termos lineares.

Exemplo 1.37 Considere

7

0 1 ] e E) = [ 11, 72)

52(%@2)

onde &1 (x1,22) e &(x1,x2) sao polindomios escalares de grau v > 2. Entdo
g—ill g—i; O O T O O 51(1'1,.%2)
LA*§($) - ) 1 - 1 -
B_xl 8_x2 0 T2 0 fg(]]l,ZL’Q)
| mas
5513—52 - 51

FE fdcil ver que os polinémios solugoes de ordem r (sem constantes ou termos de ordem 1)

da equagdo La-&(x) =0, isto €, que satisfazem o sistema
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1.3 Formas Normais

o0& _
.’L'la—x;—o
792 ¢ =0"

sao
§1(w1, w2) = 271 (21)
Eo(m1, 22) = 2121 (1) + 2Fo(1) 7

onde ¢1(x1) e ¢a(x1) sao polinomios escalares arbitrarios de ordem r — 2. Logo, uma A-forma

normal de ordem r é

{ Ty = Ty + i¢ (1)
Ty = ¥1a(w1) + 212961 (1)
Note que r > 2 poderia ser qualquer inteiro. Dessa forma, uma A-forma normal de ordem
2¢é
{ T = T + br? (1.13)
Ty = ax? + br xo

onde a,b sdo constantes complexas.

Finalmente, ainda faz-se uma mudanca de varidveis, escolhendo [{x3es, z119€5}] como o
espaco complementar do R?2. De fato, se v; = x%eg e vy = xfel + x1x069, entao tomamos
w; = %x%eg e wy = T1T9ey. E dessa forma, [{wy,ws}] € outro espago complementar de R?. E
entao chegamos na forma normal desejada

Ty = az? + brixy

{ = , a,b e C. (1.14)

1.4 Estudo de classificacao de singularidades

Nessa secao, iremos apresentar resultados tteis sobre singularidades hiperbdlicas, semi-
hiperbdlicas e nilpotentes. Entende-se por singularidade semi-hiperbdlica xy de & = f(z) aquela
cujo Jacobiano D f(xy) admite apenas um autovalor com parte real nula no seu Jacobiano,
enquanto que a singularidade Nilpotente admite como Jacobiano uma matriz semelhante a
matriz Nilpotente.

Esses resultados serao tteis na hora de estudarmos os retratos de fase do sistema desejado
e quando partirmos para o estudo das bifurcacoes.

Aqui, iremos abordar apenas sistemas de equacoes diferenciais em duas variaveis
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1.4 Estudo de classificacao de singularidades

{ #=Play) (1.15)

¥ = Q(z,y)

onde P e Q sao funcoes C” definidas num aberto U do R? com r = 1,2, ...,00,w, onde C¥

significa analitica.

1.4.1 Singularidades Hiperbdlicas e Semi-hiperbdlicas

Enunciaremos dois resultados que serdao uteis para determinarmos o comportamento das
singularidades. Para demonstragoes e detalhes, recomendamos [2].
Caracterizamos o retrato de fase local numa vizinhanca de uma singularidade hiperbdlica

no teorema seguinte. Apresentaremos o teorema para sistemas analiticos.

Definigao 1.38 Uma singularidade xo de (1.3) € dito um pogo se todos o autovalores da matriz
Df(xo) tém parte real negativa. Se todos os autovalores da matriz D f(xy) tém parte real
positiva, xoy € chamado de fonte. Uma singularidade hiperbdlica xo serd uma sela se D f(x)

admatir pelo menos um autovalor com parte real positiva e um autovalor com parte real negativa.

Teorema 1.39 (Teorema das Singularidades Hiperbolicas) Seja (0,0) uma singularidade

1solada do campo de vetores X, dado por,

{ i = az + by + Az, y) (1.16)

y=cr+dy+ B(x,y)

onde A e B sao analiticas numa vizinhan¢a da origem com A(0,0) = B(0,0) = DA(0,0) =
DB(0,0) = 0. Sejam A\ e Ay 0s autovalores da parte linear do sistema na origem DX (0).

Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras.

(1) Se A1 e Ag sdo reais e M As < 0, entao (0,0) é uma sela (veja Figura 1.1). Se denotamos
por Ey e Ey o0s autoespacos associados a Ay e Ao, respectivamente, entdo ¢ possivel
determinarmos duas curvas analiticas invariantes, tangentes respectivamente a Ey e Ey
em 0. Num deles, a origem € um atrator e, no outro, a origem € um repulsor. Nessas
curvas invariantes, X é C¥—linearizado. Fxiste uma mudanca de coordenadas C* que

transforma (1.16) em uma das sequintes formas:

T = )\11’
Y= Ay
caso :\\—f € R\Q. Ou
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1.4 Estudo de classificacao de singularidades

)

{ i =a(\ + fa, o))
g =y + g(z*, ")

caso i—f = —% € Q, comk,l € N, e f,g sao funcoes C*°. Todos os sistemas da forma

(1.16) sao C°—conjugados a

Figura 1.1: Sela.

(i) Se A1 e Ay sdo reais com |Xo| > |A1| € AAy > 0, entdo (0,0) € um nd (veja Figura
1.2). Se Ay > 0 (respectivamente < 0) entao a singularidade € dita repulsora ou instdvel
(respectivamente atratora ou estdvel). FExiste uma mudanga de coordenadas C que

transforma (1.16) em uma das sequintes formas:

T = )\155
Y= Ay 7
caso i—f ¢ N. Ou
T = )\1.’1)
y = )\gy + 0x™
para algum 0 =0 ou 1, caso Ao = mA; comm € N em > 1. Todos os sistemas da forma

(1.16) sao C°~conjugados a
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com d ==+ e A6 > 0.

Figura 1.2: N6.

(iii) Se \y =a+1if e g =a —iff com o, # 0, entdo (0,0) € um foco (veja Figura 1.3). Se

a > 0 (respectivamente < 0), (0,0) € dito repulsor ou instdvel (respectivamente atrator

ou estavel). Ezxiste uma mudanca de coordenadas C* que transforma (1.16) em

T = ax+ Py
j=-Br+ay

Todos os sistemas da forma (1.16) sdo C°—conjugados a

T = d0x
g=0dy

comd == ead > 0.

(iv) Se A\ =i e \y = —if3, com 3 # 0, entao (0,0) € um centro. (veja Figuras 1.3 e 1.4).

Demonstragao: Ver [2].

Todos os resultados sdo a respeito de singularidades hiperbdlicas, exceto a afirmagao (iv),

caso quando X é topologicamente um foco ou um centro, que foi adicionada apenas para

completude do teorema.
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1.4 Estudo de classificacao de singularidades

Figura 1.3: Foco.

Figura 1.4: Centro.

O Teorema (1.39) também pode ser enunciado em termos do determinante (det), trago

(tr) e discriminante (dis = tr? — 4det) da parte linear do sistema na singularidade. Isto é,

corresponderia a
(i) det <0,
(ii) det >0, tr # 0 e dis > 0,
(iii) det >0, tr # 0 e dis <0,
(iv) det > 0, tr =0, dis < 0.

Agora, vamos caracterizar os retratos de fase em singularidades semi-hiperbdlicas, que é o

teorema a seguir.
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1.4 Estudo de classificacao de singularidades

Teorema 1.40 (Teorema das Singularidades Semi-Hiperbdlicas) Seja (0,0) uma singularidade

1solada do campo de vetores X dado por

{ = A,y , (1.17)
Y=y + B(z,y)

onde A e B sao analiticas numa vizinhanca da origem com A(0,0) = B(0,0) = DA(0,0) =
DB(0,0) = 0 e X > 0. Sejay = f(xr) uma solugdo da equacao \y + B(x,y) = 0 numa
vizinhanga do ponto (0,0) e suponha que a fungao g(x) = A(x, f(x)) tenha a sequinte expressao
g(x) = ampx™ + o(x™), onde m > 2 e a,, # 0. Entdo erxiste uma curva analitica invariante,
chamada de variedade instavel forte, tangente em 0 com o eixo—y, no qual X é analiticamente

conjugado a

Y= Ay;
que representa o comportamento repulsor, ja que A > 0. E ainda, as sequintes afirmacgoes sao

verdadeiras.

(1) Sem € impar e a,, <0, entao (0,0) € uma sela topoldgica (veja Figura 1.5.a). Tangente
ao eiro—x existe uma unica curva invariante C*°, chamada de variedade central, no qual

X € C*®—conjugada com

&= —2™(1 4+ azx™ "), (1.18)
para algum a € R. Se essa curva invariante for analitica, entao, nessa curva, X serd
C¥—conjugada a (1.18).

O sistema X é C* —conjugado a

)

= —a™(1+az™ 1)
y=X\y

e é C%—conjugado a

T=—x
j=y

(i) Sem € impar e a,, > 0, entdo (0,0) € um nd topoldgico instdvel (veja Figura 1.5.b). Todo
ponto que nao pertencem a variedade fortemente instavel pertence a uma curva invariante
C*, chamada de uma variedade central, tangente ao eixo—x na origem, e na qual X €

C> —conjugado a
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1.4 Estudo de classificacao de singularidades

=21+ ax™ "), (1.19)

para algum a € R. Todas essas variedade centrais sao mutuamente e infinitamente

tangentes umas as outras, e entdo no maxrimo uma delas pode ser analitica, e nesse
caso X € C*°—conjugado a (1.19).

O sistema X é C* —conjugado a
i =a2m(1+ az™t)
Y=y

e é C°—conjugado a

Tr=x
y=y

(11i) Se m € par, entdo (0,0) é uma sela-nd, isto €, uma singularidade cuja vizinhanga € a
unido de um setor parabolico e dois setores hiperbdlicos (veja Figura 1.5.¢). Via mudanca
T para -r, vamos supor que a,, > 0. Todos os pontos a direita da variedade fortemente
instavel (lado x > 0) pertencem a uma curva invariante C*, chamada de uma variedade

central, tangente ao eixo—x na origem, e no qual X é C*°—-conjugado a

i =a2™(1+ax™ ), (1.20)

para algum a € R. Todas essas variedade centrais coincidem no lado x < 0 e sao portanto
infinitamente tangentes na origem. No mdximo uma delas pode ser analitica, e nesse caso
X € C*-conjugado a (1.20).

O sistema X é C'*°—conjugado a

i =axm(1+ az™ ")
y=X\y

e é C'—conjugado a

Demonstracgao: Ver [2].
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1.4 Estudo de classificacao de singularidades

b. GC.

&~
Y

O

Figura 1.5: Retratos de fase das singularidades semi-hiperbdlicas.

Obsevagao 1.41 O caso A\ < 0 pode ser reduzido para o caso X > 0 fazendo uma mudancga de
X para -X.

1.4.2  Singularidades Nilpotentes

Finalmente, iremos enunciar um teorema muito 1til para determinarmos o comportamento

local de singularidades nilpotentes. Recomendamos a referéncia [1] e [2] para mais detalhes.

Teorema 1.42 (Teorema das Singularidades Nilpotentes) Seja (0,0) uma singularidade do

campo de vetores X dado por

{ t=y+Alzy) (1.21)

= B(z,y)
onde A e B sdo analiticas numa vizinhanga da origem (0,0) e também DA(0,0) = DB(0,0) =
0. Sejay = f(x) uma solu¢do da equagao y + A(z,y) = 0 numa vizinhanga do ponto (0,0),
e considere F(x) = B(x, f(z)) e G(xz) = (0A/0x + 0B/0y)(x, f(x)). Entdo as sequintes

afirmacoes sao verdadeiras:

1. Se F =G =0, entao o retrato de fase de X é dado pela Figura (1.6).a.

2. Se F=0eG(x)=0bz"+o(z") paran € N e b # 0, entdo o retrato de fase de X € dado
pelas Figuras (1.6).b ou c.

3. Se G=0 e F(x) =azx™+ o(z™) param € N e a # 0, entao

(i) se m é impar e a > 0, entdao a origem € uma sela para o sistema X (veja a Figura

(1.6).d) e se a < 0, entao a origem serd um centro ou um foco (veja Figuras (1.6).e,f

eg.);
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1.4 Estudo de classificacao de singularidades

(11) sem € par, entdo a origem é uma cuspide para X , isto é, topologicamente equivalente

ao campo Y (z,y) = (0,y). Veja Figura (1.6).h.

4. Se F(x) = ax™ + o(z™) e G(x) = ba" + o(z™), comm € N, m > 2, en €N, a,b#0,

entao temos:

(i) se m € par, e
(i1) m < 2n+ 1, entdo a origem é uma cuspide como na Figura (1.6).h;
(12) m > 2n+ 1, entdo a origem é uma sela-nd como nas Figuras (1.6).i ou j;
(i) se m € impar e a > 0, entdo a origem serd uma sela como na Figura (1.6).d;
(iii) se m € impar, a <0, e
(iil) oum <2n+1, oum=2n+1 e b*+4a(n+ 1), entao a origem serd um centro
ou um foco. Veja Figuras (1.6).e,f e g;
(iii2) n impar e oum > 2n+1, ou m = 2n+1 e b* 4+ 4a(n + 1), entao o retrato de
fase da origem consiste de um setor hiperbdlico e um eliptico, como mostrado
na Figura (1.6).k;
(iii3) n impar e oum > 2n+1, oum = 2n+1 e b* +4a(n+1) > 0, entio a origem é

um no como na Figura (1.6).1 e m. O nd € atrator se b < 0 e repulsor se b > 0.

Demonstragao: Ver [2].

1.5 Campos de Vetores Rodados

Nessa secao, fazemos uma breve apresentacao sobre a dependéncia de ciclos limites em uma
classe especial de familias a um parametro, que sao as familias de campos de vetores rodados
no plano. O primeiro trabalho sobre esse assunto pode ser encontrado no artigo [12] em 1953.
Mais tarde, Seifert em [37], Perko em [31], Chen Xiang-yan em [45], [46] e [47], entre outros,
sucessivamente desenvolveram ainda mais os trabalhos de Duff.

Considere campos de vetores da forma

(P(z,y,s),Qz,y,s)), (1.22)

dependendo de um parametro s. Suponha que conforme s varia em um intervalo (a,b), as
singularidades do campo de vetores (1.22) permanegam inalterados, e para todo pontos fixo

p = (x,y) e quaisquer parametros s; < sy € (a,b), temos

P(SL’, Y, Sl) Q(wv Y, 51)

>0 (ou <0), (1.23)
P(x7y752) Q(x7y732)
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1.5 Campos de Vetores Rodados

Figura 1.6: Retratos de fase das Singularidades Nilpotentes.

onde a igualdade nao pode ser satisfeita numa 6rbita periddica inteira de (1.22) com s = s;, para
i = 1,2. Entao, os campos de vetores (1.22) sao ditos uma familia (generalizada) de campos
de vetores rodados com respeito ao parametro s. Aqui, o intervalo (a,b) pode ser limitado ou
ilimitado.

A interpretagao geométrica da condic¢ao (1.23) é que, em qualquer ponto fixo p = (z,y) a
area orientada entre os vetores (P(x,y, s1), Q(z,y,s1)) e (P(x,y, s2), Q(z,y, s2)) tem 0 mesmo
sinal (ou sinal oposto) ao sinal de (so — s1). Isto é, em qualquer ponto fixo p = (z,y), conforme
o parametro s cresce, o vetor (P(z,y,s),Q(z,y,s)) pode apenas rodar em uma dire¢do, mais
ainda, o angulo de rotacao nao pode exceder 7. Para uma definicao de ciclo limite, ciclo limite
estavel ou instdvel, ciclo limite semi-estavel e separatriz, recomendamos a referéncia [48].

Apresentamos quatro importantes resultados a respeito de orbitas periddicas e ciclos limites
de familias de campos de vetores rodados como (1.22), que serdo tteis durante o estudo de

bifurcagoes.
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1.5 Campos de Vetores Rodados

1. Propriedade de nao-intersecgao: Para distintos s; e so, Orbitas periddicas de (1.22) com

s =81 e de (1.22) com s = s5 sao podem se intersectar.

2. Propriedade de estabilidade e instabilidade: Quando o parametro s muda monotona-
mente, o ciclo limite estdvel e instavel ndao podem desaparecer; ele expande ou contrai

monotonamente.

3. Propriedade de semi-estabilidade: Quando o parametro s varia em uma adequada diregao,

o ciclo limite semi-estavl desaparece.

4. Propriedade de comego ou fim: Quando o parametro s varia, uma familia de ciclos limites
apenas pode desaparecer ou aparecer ou num ponto singular (bifurcagdo de Hopf), ou

numa separatriz, ou no infinito (isto é, a familia se torna ilimitada).

1.6 Campos Hamiltonianos

Faremos um breve comentario sobre campos hamiltonianos pois usaremos alguns resultados
sobre tais campos durante o trabalho. Recomendamos [32] e [22] para maiores detalhes.
Em geral, qualquer sistema de segunda ordem designa-se um sistema hamiltoniano se existir

uma fung¢ao hamiltoniana H = H(x,y) que permita encontrar as equagoes dinamicas

A condicao necesséria, e suficiente, para que um sistema da forma

y=g(r,y)

seja hamiltoniano, é que as fungoes f e g verifiquem a seguinte igualdade

of _ _9
or Oy

Exemplo 1.43 Verifiguemos que o sequinte sistema de equacoes diferenciais € hamiltoniano.

{ t=y . (1.24)

y=—1+ 22

Temos nesse caso que f(x,y) =y e g(x,y) = —1 + x2. Logo
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1.6 Campos Hamiltonianos

Assim o sistema (1.24) € um sistema hamiltoniano. Observe ainda que a fungdo potencial
z H y2 $3
¢ dada por H(z,y) = % +x — 5.

Dessa forma, verifica-se que

. _on
.fl:'—ay
) — _OH
Y= ox

As trajetorias de um sistema hamiltoniano, no espago de fase, sao as familias de curvas

H(z,y) =c,

onde ¢ é uma constante. Isto é, as trajetorias do sistema (1.24) sao os niveis da funcao potencial
H.

Logo, no exemplo (1.43) dado anteriormente, temos o seguinte retrato de fase, como mostra
a Figura (1.7).

Figura 1.7: Retrato de fase do Hamiltoniano.

Uma tultima observagao que iremos fazer sobre sistemas hamiltonianos é a respeito das suas

singularidades. E fcil ver que o jacobiano de um sistema hamiltoniano é dado por

o ot

dz0y oy?

_0°H _ 9°H
Ox? Oydx

Dessa forma, se a fungao hamiltoniana for continua, o trago dessa matriz serd sempre nulo.
Consequentemente, um sistema hamiltoniano sé pode ter pontos de sela e centros. Nao pode
ter nés nem focos, pois nesses pontos o traco da matriz jacobiana é diferente de zero.

Um dos autovalores da matriz jacobiana sera sempre igual ao outro, com sinal oposto.
Assim as singularidades cujo jacobiano possui autovalores reais, serao pontos de sela, e as

singularidades cujo jacobiano possui autovalores imaginarios serao centros.
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CAPITULO

2

Estudo da Biturcacao do Tipo Bogdanov-Takens

Uma singularidade nilpotente de um campo de vetores planar, isto é, uma singularidade
com parte linear equivalente a ya%, ¢ genericamente de codimensao dois.

Mostramos que desdobramento a dois parametros

0 ) 0
y%+(u1+u2y+$ +9Cy)a—y (2.1)

é um desdobramento versal de

o, )
— + —.
vgy @ £

Também estudamos o diagrama de bifurcagao e retratos de fase do campo (2.1). O estudo

(2.2)

sobre tal sistema foi feito primeiramente por Takens em [42] e Bogdanov [4], por isso muitas
vezes esse sistema é conhecido como de Bogdanov-Takens. Para o estudo da versalidade usamos
como referéncias principais [11], [14] e [15]. Recentemente, um estudo global da familia (2.1) foi
feito para quaisquer valores de (u1, u2) € R?. O retrato local que apresentamos nesse trabalho,
para (u1, j1o) numa vizinhanga de (0, 0) e qualquer desdobramento genérico a dois parametros é
em verdade globalmente para a familia, que tem no méaximo uma orbita periédica. Esse estudo
pode ser encontrado em [13]. Historicamente, essa bifurcagao foi a tltima de codimensao dois
a ser tratada. A razao para tal dificuldade se encontra em provar-se a existéncia e unicidade
do cliclo limite que surge na bifurcacdo. Apresentamos aqui, uma demonstracao completa e
simplificada desse estudo.

Como dissemos anteriormente, nosso primeiro problema em bifurcagoes é o caso onde a
matriz linearizada é nao nula nilpotente..

Considere a familia de equagoes diferenciais abaixo
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{@:ﬂ%%@’ (2.3)

y=g(z,y,¢)
onde z,y e R, e e R, m>2 e f,g € C®,y,e).

Quando nos referimos a um sistema de equagoes diferenciais como (2.3), podemos associa-lo

9
ay*
em diante, vamos nos referir, por um abuso de linguagem, ao sistema da equagoes diferenciais

a uma familia de campo de vetores dado por X (x,y,¢) = f(z,v, 5)%—1—9(3:, y,€)+. Entao, daqui

dado como (2.3) tanto como sistema de equagoes quanto como uma familia de campos de vetores,

associados como anteriormente, pois na verdade, nao ha distincao quando os estudamos.
Vamos supor que, para ¢ = 0, (2.3) admita uma singularidade em = = y = 0 para o qual

sua matriz linearizada seja similar ao bloco de Jordan

00]

Entao, como vimos na secao de Formas Normais nas preliminares, mais precisamente no

exemplo (1.37), a forma normal de (2.3) para ¢ = 0 ¢ dado por

{izy . (2.4)

y = az? +bry + O(|(z,y))

Observamos que a primeira forma normal poderia estar na seguinte forma

I

&=y +0(|(x,y)f)
y = ax® + by + O(|(x,y)P)
mas com a mudanca de varidveis T =z e § = y + O(|(z,y)|?), obtemos a forma (2.4).

Suponhamos também que ab # 0 em (2.4). Dai, sob tal hip6tese, podemos fazer a seguinte

mudanca de coordenadas e rescalonamento do tempo: ¥ = az, § = By e t = 4t onde

e b>0
o=alf% p=aifB =i
e b<0

_ o alb? _ o 4f—b3 _ 4/—=b
a=aifl, B=aif 1=

Dai, o sistema (2.4) é transformado em

{%:y . (2.5)
y =2+ ay+ O(|(z,y)°)
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Aqui, se ab < 0 entdao o tempo é invertido. Vamos considerar o caso a = b = 1, o caso
b = —1 pode ser estudado de forma analoga.
Nesse capitulo, iremos mostrar que a seguinte familia de campos de vetores a dois parametros

é o desdobramento versal de (2.5)
vy ) . (2.6)
Y = pa+ poy + 27 + 1y

Para isso, dividiremos o nosso estudo em trés partes. Primeiro iremos estudar o sistema (2.6)
e determinar seu diagrama de bifurcagao e os possiveis retratos de fase do sistema para diferentes
valores de (pu1, o) € U, onde U é uma pequena vizinhanga da origem. Na segunda parte, iremos

determinar uma forma canonica do sistema (2.5) e, finalmente, provar a versalidade de (2.6).

2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Teorema A

1. Eziste uma vizinhanga aberta A de (i1, 12) = (0,0) do R? tal que o diagrama de bifurcag¢ao

de (2.6) em A consiste da origem (ui, p2) = (0,0) e as sequintes curvas:

(a) SN* ={p= (1, p2) € Alpr =0, o > 0}
(b) SN™ ={p= (1, p2) € Alpr = 0, i < 0}
(c) H={pn=(m,p2) € Alpn = —pi3, iz > 0}
(d) HL = {p = (i1, i) € Aljor = =223 + O(413), 2 > 0}

Figura 2.1: O Diagrama de Bifurcagao de (2.6).

2. O Diagrama de Bifurcagao e o retratos de fases de (2.6) para p € A sao mostrados nas
Figuras 2.1 e 2.2, onde as regices I, 11,111, e IV sao formadas pelas curvas de bifurca¢ao

acima.
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Figura 2.2: Retratos de fase de (2.6).

A demonstracao do Teorema A serd dada pelos lemas que o seguem, mais precisamente
pelos Lemas (2.1), (2.7), (2.11) e (2.12).

Lema 2.1 Eziste uma vizinhanca aberta Ay C R? de (p1, p2) = (0,0) tal que SN e SN~ sdo
curvas de bifurcacdao seld-no, enquanto que H € uma curva de bifurcacdo de Hopf do sistema
(2.6). Mais ainda, se (p1,p2) € Ay N regigo 11, entdo o sistema (2.6) tem um unico ciclo

limite numa pequena vizinhanga do foco (—/—u1,0) o qual é instdvel e tende para o foco

quando (1, p2) tende para um ponto em H.

Demonstragao do Lema (2.1):

Vamos considerar, primeiramente o sistema na forma de (2.6).

T=y
U=+ poy + 2% +ay
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Vemos que as singularidades do sistema sdo da forma (za,0) e que devem satisfazer a

seguinte equagao:

M1+$2A:O.

Dessa forma, se 1 > 0, o sistema (2.6) nao admite singularidades. Agora, se 1 = 0, a
origem € a tunica singularidade do sistema.

Temos pelo Teorema (1.21)[4.(i1)] que a origem serd uma cispide se pus = 0 e, pelo Teorema
(1.40)[(#27)], que a origem sera uma sela-né caso s # 0.

Finalmente, estudamos o caso onde p; < 0. Agora, temos duas singularidades:

p1 = (v/—p1,0) po = (—v/—p1,0).

Calculando o linearizado, obtemos o seguinte:

0 1
Alz,y) =

20 +y p2tx
Logo,

0 1

Alpr) = :
2= pr2+ /=

Com isso,

o detA(p) < 0,Vuy, po € R,
. trA(pl) e R, YV, o € R*,

o dis > 0,Vuq, e € R*.

E assim, p; é sela para qualquer us # 0.

Da mesma forma, fazemos para po.

Agora,
° detA(pg) > O,Vul,ug € R*,
o dis < O,V(,Ml,/.LQ) S H7

o (rA(py) >0, se g > \/— 1,
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

o trA(py) <0, se g < /—p1.

Logo, ps é um foco atrator se ps < y/—p; € um foco repulsor se py > y/—p numa vizinhanga
de H, observamos também que o comportamento de ps pode mudar, isto é, p, pode deixar de
ser um foco, porém a natureza de estabilidade e instabilidade se mantém.

Com esses resultados, obtemos a bifurcagao de Hopf na curva H = u; = —pu3, pois sobre
a curva H a singularidade troca de estabilidade, passando de estavel para instavel. Falta
apenas demonstrar o surgimento do ciclo limite para caracterizar por completo essa bifurcagao.
Também obtemos uma bifurcagdo Sela-N6 Genérica na curva SN = SNT U SN, pois sobre
a curva SN ha o surgimento de duas singularidades (uma sela e um né) caso u; < 0 ou o

desaparecimento da singularidade caso p > 0. E ainda, temos que a origem do sistema ¢ uma

cispide para (pu, p12) = (0,0).
Discussao Sobre o Ciclo Limite de (2.6)

Essa parte do estudo é a mais complicada desse sistema.

Para tal discussao, fazemos a seguinte mudanga de varidveis e parametros:

o [ = —0%
oy = (07
* T =3,
« 7=
o (=it

Com essa mudanga, o sistema (2.6) se transforma no seguinte:

{ =y . (2.7)

y=—1+a2*+ oy + dxy

Observe que para 6 = 0, (2.7) é um sistema hamiltoniano, com a fungao potencial H(z,y) =
% +x— % A nossa estratégia é determinarmos o retrato de fase do sistema (2.6) a partir do
hamiltoniano, considerando-o como sendo uma pertubacao desse sistema.

Sabemos que as Orbitas do Sistema Hamiltoniano sao os niveis da funcao potencial, entao
obtemos o seguinte retrato de fase:

Tome qualquer dominio compacto V no plano xy. Observe que Y(;,C é um J-desdobramento
do campo de vetores hamiltoniano X9 = X =y + (22 — 1)8% em V.

A funcao Hamiltoniana é dada por
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Figura 2.3: Retrato de fase do Hamiltoniano.

2 3
H(x7y):%+($_x_)a

com dois pontos singulares e = (—1,0) que é um centro e uma sela s = (1,0). Temos também,
no retrato do sistema, um disco singular D preenchido por curvas de nivel v, C {H = h}, onde
H(e)=—-2<h<H(s) =%

Agora, tomamos um dominio V' contendo D no seu interior como mostra a figura 2.4.

Figura 2.4: Dominio V e o disco D.

Para obtermos o retrato de fase de Y&C em V para § pequeno, iremos precisar do seguinte

lema, como referéncia desse lema recomendamos [15].

Lema 2.2 (Lema da Perturbagdo) Seja X5 = X +0Xp(¢) + O(8) uma familia de campos de
vetores onde X € um hamiltoniano e § > 0 € um pardmetro pequeno.

Suponhamos que X tenha uma regido central D contendo um centro e envolto de curvas de
nivel fechadas, onde D é um disco aberto cuja fronteira pode conter outros pontos singulares.
Seja [e, s] um segmento de e para um outro ponto s € OD. Suponha que [e,s] C D e que seja
transversal a X .

Também supomos que e € uma singularidade de X s para todo (8,¢). Seja 3 €le, s[ e K um

compacto do espago de parametros de (. Entao existe uma constante T(K) > 0 tal que
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

1. A aplicagao de Poincaré Psc(h) de X; estd definida de [e, 5] em [e, s| para todo (6,() €
0, T(K)] x K.

2. Se parametrizarmos e, s| pelos valores da fungdo potencial H de X; isto ¢, le,s] ~

[H(e), H(s)]. Entao,

Pg’c(h):h—F(S/ wD+0((5),
Yh

para todo (h,5,¢) € [H(e),H(s)] x [0,T(K)] x K. Onde vy, é a curva de nivel de H
por h € [H(e), H(s)| orientada no sentido hordrio e wp € o dual simplético de Xp; i.é,
wp = Apdy — Bpdzx, se Xp = AD{% + BD(%.

Demonstragao do Lema (2.2) (da Perturbacgao):

1. Conseqiiéncia imediata do Teorema da Fungao Implicita (1.7).

2. Seja wse = dH + dwp + O(0), ou seja, wse é a forma dual de X;¢, e tome qualquer
h € [H(e), H(s)].

Seja I'y o segmento da trajetéria de X entre h e Ps(h) e I'y = [Ps¢(h), h], como mostra
a figura 2.5.

Figura 2.5: T'y e I's.

Seja I' =T'; UT'y orientada no sentido horario. Assim, temos

/ Ws¢ = / Ws,¢ + / Ws.¢ -
I INY T2

Agora, como I'; ¢ uma érbita de Xs5. e X5 ¢ dual a ws¢, temos que

/ Wse = 0.
Iy

Calculemos agora [. ws-
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

/r2 wae = /F dH + 5£2(w9 +9(0,0))-

onde ¢(0, () tende para 0, quando ¢ tende para 0. Agora,

/ dH = —Pyc(h) + h.
Iy

E ainda,

5/F (—wp + 9(6)) = o(6).

pois |I'y| = | Psc(h) — h| tende para 0 quando ¢ tende para 0.

Dessa forma, obtemos

/w&c = / Ws,c = h — P&g + 0(6)
r Ty

Considere agora, v, a curva de nivel do sistema Hamiltoniano do enunciado desse Lema.
A curva fechada I' — 7, limita uma corrente dupla, a chamamos de ¢, como mostra a
figura 2.6.

Figura 2.6: Regiao para aplicar o Teorema de Stokes.

Logo, 0o =T — 7. Aplicado o Teorema de Stokes ((2.6), segue que

/ w(;’( = /dw(;g = /(ddH — (5de> -+ X((s) = —§/de -+ X(é),
I'—vp o o

onde x(0) = o(9).
Como Area(a) tende para 0, quando ¢ tende para 0, segue que
6/adwp + x(9) = 0(9)
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

e assim,

/w(m = / wsc +0(d) = —(5/ wp + 0(9).
T Yh Th

E entao,

/F wse = h— Pyc(h) + o(8) = —§ /7 p -+ 000,

E assim, finalizamos a demonstragao do Lema da Perturbagao (2.2).

Integrais Abelianas

Observe que as hipdteses do Lema (2.2) (da Perturbagao) se encaixam perfeitamente nas
condigoes do nosso sistema. Logo podemos usé-lo para determinarmos a expressao da aplicacao
de Poincaré. Aqui, estaremos interessados em trabalhar a férmula conseguida para a aplicacao

de Poincaré para o nosso sistema. Entao temos que

Pgﬁ(h) =h-— 5/ wp + 0((5),

Th

onde 7, é a curva de nivel da funcdo Hamiltoniana H(z,y) = % + <£C - %), orientada
positivamente. E wp = y(¢ + x)dz.
A técnica usada para se calcular f'Yh wp ¢ a de Integrais Abelianas, que mostramos a seguir.

Escrevemos

/ wp = I(h,¢) = CIo(h) + L (h).

Th

onde

Agora, seja

1

G&C(h) = S(Pé,CU]’) - h) = I(ha g) + n<h7 57 C)

onde n(h, d, ) tende para 0 quando ¢ tende para 0.
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Observe que as raizes da fungao G correspondem univocamente aos pontos fixos da fungao
de Poincaré Ps, que, por sua vez, correspondem as érbitas fechadas de (X;5¢) que intersectam
o segmento |e, s|.

Temos que a aplicacao GG pode ser vista como um desdobramento de I, logo, faz sentido
estudarmos suas raizes e por sua vez, a propria integral (Abeliana) I(h, ().

Vamos iniciar o estudo com algumas observagoes:

e Iy(h) >0 para h € (—%, %],

I 2

* - —1, quando h — —3.

De fato, considere o}, a érea delimitada por 7, pelo Teorema de Stokes (2.6), temos

Ii(h) = —/ yr'dr = —/ r'dy A dr = / r'dr A dy.
80’h Ohp Op
Logo, Iy(h) = [, dz A dy = area(ay,) > 0, para todo h € (-3, 2).

Agora, para provarmos o segundo item, observe que
2 2
onde m e M sao fungoes que denotam o menor e o maior valor, respectivamente, que a

coordenada x atinge em <,. Coincidentemente, neste caso, esses pontos sao os pontos de

intersecgao de 7y, com o eixo—z.

Figura 2.7: Maior e menor valor que a coordenada x atinge em .

Dessa forma,

lim m(h) = lim M(h) = —1.

2 2
h——% h——3%

E assim, temos a segunda observacao.
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Agora, estamos prontos para definirmos a func¢ao B de Bogdanov, que ird auxiliar no estudo
daqui pra frente.

Observe que

Logo,
¢ = B(h) = 1)

733
A funcao B definida acima é chamada de Funcao Bogdanov. Foi chamada assim pois

¢ uma fungao bem definida para h € [—2, 2], ¢ ainda, B(—%) = 1.

Bogdanov demonstrou algumas propriedades que tal funcao satisfaz, citadas no teorema

seguinte.

Teorema 2.3 (Bogdanov) A fun¢io B de Bogdanov é continua em [—%,%] Além disso,
satisfaz B(—2) = 1 e B(3) = 2, ¢ sua derivada satisfaz % < 0 para todo h € [—%,2),
enquanto ‘fl—f — —o00 quando h — %

Para demonstrarmos esse teorema ¢é preciso demonstrar o seguinte lema, que diz que a
fungao B satisfaz uma equagao de Ricatti. Recomendamos [4] e [14] para maiores detalhes das

demonstragoes.

Lema 2.4 A fun¢ao B de Bogdanov satisfaz a sequinte equacdo de Ricatti:

(wﬁ—®%§:7B%HMB—5

Demonstragao do Lema (2.4):

Para demonstrarmos esse lema, iremos manipular as fungoes integrais I;.

]i(h):/ ya'dz.
T

A equacao que define o grafico de ~;, é dada por

1 x3
H=>p+z——=h
pY TT 3

Podemos resolvé-la em y e obtemos:

) =22 (5 - n).
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

onde (z,y,(x)) parametriza a metade superior de 7, enquanto que (x,y_(x)) parametriza a
metade inferior.
Como observamos acima, as raizes de y4 foram denotadas por m(h) e M(h) tal que m(h) <

M (h), entao temos que I; pode ser escrito da seguinte forma

M(h) .
Ii(h) = 2/ Yy (v)z'de = 2.J;,
m(h)

pois as curvas de nivel de um Hamiltoniano sao simétricas em relacao ao eixo—z.

Definimos agora a seguinte funcao

R(z,h) =y, (z) = \/2 (%3 —x+h).

Ji(h)

Logo, J; fica assim

W' R(w, h)dw.

!
T
= =

=

Para podermos estudar algumas relagoes que J; satisfaz, vamos derivar a equagao acima em

relacao a h.

& _ / = dw + R(M(h), h)M'(h) — R(m(h), hym'(h) = / = dw.
dh Sy R ~ - m(n) R

Agora, observe que

M(h) i M(h) ji+1 9 [M(h) i+3 9
:2h/ —dw—2/ dw+—/ dw=2hJ. —2J ; + =J. 5.
m(h) my R 3Jmmy R g

Outra maneira de encontrarmos alguma relacao entre os J;’s é fazermos a integragao por

partes de J;.

M(h)

M(h) +1Y\ 1
—/ (w )—(wz—l)dw:
m(h) m(h) 1+1 R

m(h) 1+ 1

M(h) wit!
Ji = / W' R(w, h)dw = R(w, h)
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

__[/ o l]

==

=0+

M(h) | i+1 M(h)  i+3
/ d dw — / o dw
mpy I my I

pois R(M(h), h) = R(m(h), h) = 0.

Assim, obtemos as seguintes relagoes:

(1) Ji = Qth‘/ -2 i/+1 + % i/+3

(2) Ji = 1%1[ i/+1 - i/+3]'

E dessas relacoes, temos

2
Jo = 20T} = 20} 4 [ D) L) = (204 5)i = 6T, — 4T,

Em particular, para i € {0,1}, temos

5Jo = —4J, + 6h.J,
7J) = —4J) + 6hJ]

Afirmacao 2.5 J) = Jj.

Prova da Afirmacao (2.5):

Basta mostrarmos que Iy = I, que por sua vez, é equivalente mostrar que

I(h) :/ yride = | ydv = Iy(h).
w Iy
Temos que
Wy = wo = ydr — yridr = y(1 — 2%)dz + y.ydy — y*dy .
(G ~ - N~
ydH qy3
3
Logo,

y3
/ (wo — wa) :/ de—/ d% = 0.
Yh Yh Yh 3
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

As duas ultimas integrais sao nulas pois 7, é uma curva de nivel fechada de H.
Dessa forma, Iy = I, e dai, Jy = Jy e finalmente, J; = Jj. E concluimos a prova da
Afirmagao (2.5).

|
Com essa afirmacao chegamos no sistema de Picard-Fuchs (ver Referéncia [20]) abaixo:

5Jo = —4J) + 6h.J}
7Jy = —4J5 +6hJ]

Da segunda equagao obtemos

1
Jy = 1(6hJ{ —7J1).
Substituindo na primeira equagao, temos

6h 21
5Jo = —4J] + I(GhJ{ —7J1) = (4 —9h%)J] = —5Jy — 5

Voltando e isolando agora J|), temos

b 1 6h(—5J0 — 2 hgy)
07 ¢4 4 — 9h2

-7

& 4(4 — 9h?)J) = —30hJy — 630> T, — 7(4 — 9h?)J; = 30hJy — 28] &

15
= (4 — 9h2)J6 = _EJO —7J5.

Assim, chegamos com

Ty = =z (Shdo+ 7))
J{ = 53— (5hdo + 2 11)

Voltando para a funcao B, temos

Logo

dB _d ( L\ [H—=Jh] Tl =i
dh  dh \ Jo) J? B JB

Substituindo com as relagoes do sistema de Picard-Fuchs, obtemos
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

dh J?

ShJody + T2 —5J2 — L JoJy
3 iz

3hJ0J1 i ]

= 4{ =
=

BhJoJy + 7J2 = 5J3 — Jojl]
J2

—4

I\ 2
== — h _ — ==
[ n(3)+7 () -5
N——
B2
— — — (3hB4+TB?—
5 _4(3 +7 5).

Isto conclui a demontragao do Lema (2.4).
Demonstragao do Teorema de Bogdanov (2.3):

Acabamos de mostrar que o aplicagao B satisfaz a Equacao de Ricatti abaixo

(9h? — 4)% = 7B*+ 3hB — 5.

Ou seja,

(9h* — 4)dB — (7TB* + 3hB — 5)dh = 0.

Assim, podemos analisar a aplicacao B como sendo uma orbita do campo de vetores

g h = —(9h% — 4)
| B=—-(7TB*+3hB-5)

As singularidades desse campo sao:
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

® (V3 = (%, —]_)

J& haviamos calculado B(—2) = 1. Agora, se B = 0, temos que Z = (9h? — 4)% + 58%.
Assim, podemos restringir nossa atengao para o semi-plano positivo B > 0.

Nesse semi-plano, temos que Z admite duas singularidades:

- 21 B 25
Qo = 3’ € a1 = 307 )

Calculando a parte linear de Z, temos

DZ(h,B) =
(h, B) —3B —14B —3h

—18h 0 ]

Assim, temos

DZ(ay) = [ 20 ]

-3 —12

-12 0
DZ(Ch) = [ ] .

-2 12

Logo, ag é uma sela hiperbdlica e a; é um no atrator.

Considere o conjunto compacto K definido por

K=dtB)|-2<h<0<B<M!.
) 3 37

Observe que a componente 3% do campo Z serd estritamente negativa para B = M
suficientemente grande em K.
Como nas retas h = —% eh= %, a componente % de Z é nula, temos que K é um conjunto

invariante por Z, isto é, todas as dérbitas positivas dos pontos de K permanecem em K, como
mostra a Figura 2.8.

Fatos importantes:

1. Z admite uma tunica orbita ligando ag a a; que, neste caso, é a variedade estavel de ay
em K.

2. Nao existem ciclos limites em K, ja que a componente 3% de Z é positiva em K e oy é

um atrator global de Z.

3. O ponto oy = (—%, 1) e pelo menos um ponto no interior de K pertencem ao grafico
(h, B(h)), pela continuidade de B em [—%, %) Logo «a, por ser atrator global, serd um
ponto do grafico.
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Figura 2.8: Compacto K e retrato de fase do sistema (B, h).

Com isso, o grafico de B coincide com a separatriz repulsora de ay.

Assim, obtemos que B(h) — %, quando h — %

Considere agora a equagao

7B?>+3hB —5 =0,

que ¢é a equagao de todos os pontos no espaco de fase onde a componente % de Z se anula.
A equagao define uma hipérbole. Um arco dessa hipérbole une o a oy, chamemos esse arco
de o.
A componente 8% de Z ao longo do arco é positiva, entao o campo é horizontal apontando
para a direita.

Agora, temos em
e a inclinacdo de o ¢ igual a —1;
1

e a inclinagao da variedade instdvel de ag ¢ igual a —3

De fato,

7TB* +3hB —5=0< 7(B(h))*+3h(B(h)) —5=0=
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

= 14BB'+ 3B+ 3hB' =0 — 14B'+3—-2B'=0 &

ao=(B=1,A=—3)

1
@123’4—3:0@3’:—1.
Para provar o segundo item, calculamos o autoespaco repulsor da sela «.
0 0 h 0 1
= < —3h—24B=0< B= — h.
-3 —24 B 0 8
item 2
Agora, vamos calcular o autoespaco de ayg.
24 0 h 0
= = h=0.
-3 0 B 0

Isso implica que préximo a g, a variedade instavel localiza-se acima da hipérbole e pelo
fato do campo na hipérbole ser horizontal e apontando a direita, temos que a variedade instavel
permanecers acima de o.

Agora, temos que acima de o, a componente 8% de Z é negativa, logo 28 < 0 para h €

dh
2 2

[=3:3).
S6 falta mostrarmos que B'(h) — —oo quando h — % Para isso, observe a seguinte

linearizagao de Z em torno de oy

HEEEIN

ondezh—%ey:B—%.

Logo,

Logo

—18 (x+2) 0

DZ(z,y) = [ “3(y+3) —1d(y+2)-3(x+2)
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

DZ(0,0) = [_12 0 ]

15
L2

A solugao para o problema de Cauchy em condicao inicial (zg,yo) é dada por

x(t) = zoe 1

15

7

Agora, y pode ser expresso como func¢ao de x. Temos

+ Yo€

In =
1) =qpe =t = ——20
x(t) = zpe D
Logo,
) T Yo
_ — 1 e _—
y(x) 557 1n o + 0

Derivando y em relacao a x,

) ) T Yo
_ S I L)
2870 28 Mz

y'(z)

Assim, lim, ¢+ ¢/(z) = —o00. Dessa forma, temos % — —o0, quando h — %

Pelo Teorema de Grobman-Hartman, podemos expressar a equagao B como fungao de h

localmente préximo de (h, B) = (%7 g)

B(h) = % <h— ;) In

onde 1(3) =0 etp € CL.

Consequentemente, obtemos que B é continua e concluimos assim a demonstracao do

3

2 2
h——‘+¢(h),h§ 5

Teorema (2.3) de Bogdanov.
]

Bifurcagao de Hopf

Com os resultados obtidos anteriormente, estamos aptos a discutir a existéncia do tnico
ciclo limite do sistema na regiao I1. A proposigao (2.6) nos da a existéncia do ciclo limite, e,
consequentemente, caracteriza por completo a Bifurcacao de Hopf e o retrato de fase na regiao
I1. Observamos que, nessa proposicao, trabalhamos com os parametros (9, (), mas depois

vamos mostrar que a curva H dada serd a mesma dada no Teorema A.
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Proposicao 2.6 Para qualquer 3 € (—%, %), existe uma constante T' = Ty ((, B) tal que para
qualquer (h,d) € [—%,ﬁ] x [0, T

F(ha(S?C) ZC—B(h)+X(h757C) =0

possui uma unica solugdao ¢, diferencidvel em h e 0

Z = LH(hv(S)

tal que

9 2
o L (. 8) < 0,h € {—g,ﬁ] .

e Ly (h,0) = B(h).

Demonstracao:

Temos que, no intervalo [—%, ﬁ], a funcao F' ¢é diferenciavel. Agora, calculemos %F (h,d,0).

0 0

onde x(h,9,¢) = Gs¢c(h) = ¢+ B(h) = 5(Psc(h) — h) — ¢+ B(h).
Dessa forma,

0 1/0
_GCX(h’ 4,¢) = 5 (8—<P&C(h)) - L
Agora,
0 0 0
s () = g [ o] = g [ e o] 2 [ e = reatn

Green

Assim, temos

a—cx(h, 6,¢) = drea(yn) — 1.
Logo,

0 F(h,d,() =a 0

ac (h,6,¢) = area(yn) > 0.

Pela conservagao do sinal, existe ' = Ty (¢, 3) tal que para todo ¢ € [0, T, tem-se
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

9,
8—€F(h,6, ¢) > 0.

Pelo Teorema da Fungao Implicita (1.7), temos a existéncia e a unicidade da funcao L(h, )

, concluindo a demonstragao da Proposicao (2.6).
A curva H deve satisfazer a seguinte equacao:

F(_2/3> 5? g(é» =0

Agora, temos que H : ( = 1, e assim, obtemos de p; = —d6* e py = (6% que py = —p3.

Com todos os resultados precedentes, finalizamos a demonstragao do Lema (2.1).

Bifurcagao Homoclinica

g

Agora, vamos determinar a curva HL com um raciocinio analogo a determinacao do ciclo

limite, feito na Proposi¢ao (2.6) anterior. O lema seguinte nos dard a existéncia e a unicidade

do loop homoclinico. Na demonstracao do lema, iremos fazer a mudanca de parametros para

que determinemos a equacao de H L nas varidveis desejaveis (p1, o). Observe que o préprio

enunciado ja é dado nesses parametros.

Lema 2.7 Eziste uma vizinhanga aberta Ay C R? de (uy, p2) = (0
5
2
2

»0> tal que para (:[’[’1’#2) €

Ay, existe uma curva HL = {,u = (1, p12) € Dolpy = =215 + O3 ), po > O} que é uma curva

de bifurcacao homoclinica de

T =y,
J=pu+ pay + 2% + 3y

Demonstragao:

Vamos trabalhar, inicialmente, com o sistema da seguinte forma

T=7,
y=—1+7%+ (Y + 677.

onde piy = =0, o = (0%, T =5, 7= %, 1 =0t

Provamos que a func¢ao B de Bogdanov estd bem definida em h = % Assim, a condigao de

existéncia da érbita homoclinica esta satisfeita. Falta mostrarmos que serd tnica.

Temos que B(2/3) =5/7 = (.
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Logo,

9] 9,
8_§F(h’0’o = Iy(h) = 8_(F(2/3’0’C) = 1p(2/3) > 0.

Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, temos que existe dg > 0 e uma fungao ¢ = ((0)
definida em 0 < § < ¢ tal que

F(2/3,6,¢(0)) = 0,

isto é, v(2/3,6,((d)) é a érbita homoclinica do sistema.

Vamos, agora, mudar aos parametros (u1, o) como do enunciado. Temos que,

() = 201+ 06)).

Agora,

Ainda, temos que

1
=14+0(6
(1+ 0(0))? ()
Logo, obtemos
_ B, 9, 49,
H1 25M2<1+O(5)) orH2 ™ 5 20(6).
Mostremos que
49
—550(0) = 05%).
De fato,
2 4 2
o PEO) ) O g@2F0) @) s

w0 32 im0 [2(1+ g(8)PP im0 6
U

Nos Lemas (2.8) e (2.9), reenunciamos a Proposigao (2.6) e o Lema (2.7), respectivamente.

Lema 2.8 Dado h, € (—%,%), existe 61 > 0 e uma unica fungao ¢ = (1(h,0) definida em

h e [hl,%], 0 <§ <6 tal que
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

(19) A trajetoria v(h,8,(i(R,6)), hi <h <2 e0 <8 <6 éuma drbita periddica de

T =y,
y = —1+ 2%+ (dy + dzy.
que € o unico ciclo limite do sistema e;

(2°) L <0, by <h<2e0<d<d.

Lema 2.9 Euziste hy € (—%, %), 9y > 0 e uma unica fun¢ao ¢ = (2(h, o) definida em —% <h<
ha, 0 <6 < 65 tal que

(i) Se ( =C((h,0), =2 <h < hy e0<é <0 entdo o sistema (2.7)

T =y,
Y= —1+ 2%+ (dy + dzy.
tem um ciclo limite instavel y(h,d,(2(h,d)) passando pelo ponto (x(h),0);

(ii) %2 <0, =2 <h<hy, 0<3< 0.

Tendo esses dois lemas, falta apenas mostrarmos os dois lemas seguintes para que possamos
finalizar a demonstragao do Teorema A. Para isto, ainda é necessario do resultado conhecido

como Lema da colagem, da Topologia, que enunciamos a seguir.

Lema 2.10 (Lema da Colagem) Seja X = AU B um espago topoldgico, A e B conjuntos
fechados em X . Considere as funcoes f: A—Y eg: B—Y, tais que f(x) = g(x), para todo
r€ANB.

Seja h : X —'Y definida por

W) = { flx), sexe A
g(x), sex € B.

Se f e g forem continuas, entao h é continua.
Demonstragao: A demonstragao do Lema da colagem pode ser encontrado em [29].

Lema 2.11 Eziste uma vizinhanca aberta Az C R? de (1, p2) = (0,0) tal que se (1, p2) € As

e entre as curvas H e HL entao o sistema (2.6)

T =y,
Y= pia + poy + 2% + zy.
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

tem uma tnica orbita periddica e esta € instavel. E ainda, quando (pi,u2) tende para H, o
ciclo limite tende para o foco, quando (1, o) tende para HL, o ciclo limite tende para o loop

homoclinico. O sistema (2.6) nao possui ciclos limites sobre as curvas H e HL nessa vizinhanca

As.

Demonstracao:

Iremos demonstrar o lema nos parametros ((,d) como abaixo.

T =y,
y=—1+a?+ (0y+ dxy.

e depois fazemos a mudanca de varidveis para determinarmos nos parametros (pi, pi2) como
desejado e enunciado.

Pelo Lema (2.9), existe hy € (—%,%), d3 > 0 e uma fungdo ¢ = (a(h,d) definida em
—2 < h < hy, 0 <6 <6 tendo as propriedades (i) e (ii).

Tomemos h; € (—%, hz), pelo Lema (2.8), existe d; > 0 e uma unica funcao ¢ = (;(h,9)
definida em h; < h < %, 0 < § < 4 e tendo as propriedades (1°) e (2°), novamente do Lema
(2.8).

Tome 0 = min{dy, Jo}. Assim, pela unicidade de ¢;(h,d), temos

Cl(h,(S) — <2<h75), hl S h S h2,0 S (5 S (53.

Logo, pelo Lema da colagem, podemos definir a seguinte funcao no intervalo [—%, %] da

seguinte forma em 0 < § < d3

Ca(h,9), se — % <
h

C: CS(hvé) = { Cl(h,é), se hg S

com as seguintes propriedades

1. y(h,0,¢3(h,0)) ¢ uma érbita periddica do sistema passando pelo ponto (z(h),0), —2 <
2
h<?
2. %<Opara—§§h§§,0§(5§63.

A condigao (2) implica que para todo dy € (0,03) e (o € [((dp), 1], onde ¢ = ((d) é a fungao
correspondente a bifurcagdo homoclinica descrita no Lema (2.7), existe um tnico hy € [—%, %}
tal que (o = (3(ho, d). Entao, se (o € (¢(dp), 1), entdao y(ho, do, (o) é a tnica dérbita periédica
de (2.7). E ainda, é um ciclo limite instével. Se (o — ((dp)™ (ou 17), entdo o ciclo limite tende
para o loop homoclinico (ou para o foco).

Finalmente, voltamos para os parametros ji; € fio.
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

Temos

M1 = _547M2 = C52-

Logo, a regiao 0 < § < d3, ((§) < ¢ <1 corresponde a regiao cuspide

—03 <y <0
e (p1, p2) esté entre as curvas de bifurcacao H e H L, como nos mostra a figura a seguir

1]
& Ha

Figura 2.9: Mudanca de Parametros.

Note que (3(—2/3,d) =1, (3(2/3,9) = ((0) (definida no Lema (2.7)), e % < 0, concluimos
que o ciclo limite contrai para o foco ou se torna o loop homoclinico quando (1, 112) tende para
H ou HL, respectivamente. A existéncia de d3 é o que garante a existéncia da vizinhanca As.

Isto conclui a demontragdo do Lema (2.11).
O

Lema 2.12 Eriste uma vizinhanca aberta Ay C R* de (pu1, p2) = (0,0) tal que se (1, p12) € Ay
e estd acima da curva H ou abaizo de HL, entao o sistema (2.6) ndo possui nenhuma dorbita

periddica, como mostrado na Figura (2.2).

Demonstracao:
Sabemos, pelo Lema (2.11), que sobre as curvas de bifurcagao na vizinhanga As, o sistema

nao possui érbitas periddicas e a trajetoria futura de v de qualquer ponto

peLl=A{(x,y)|—-1<x<1ly=0}
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2.1 Diagrama de Bifurcagao e Retrato de Fase do Sistema (2.6)

é uma espiral expansora se (u1, 12) € H ou uma espiral contratora se (i, o) € HL.

O sistema (2.6) é da forma

&= P(z,y) =v,
v =Q(z,y) = w1 + oy + 2> + xy.

Note que
P oQ y o+ 2+ ay + pay
or @|: 0 =y >0, sey #0. (2.8)
Opz  Ope Y

Logo, (2.6) é uma familia de campos de vetores rodados com respeito a ps. (Ver referéncia
[49], e a Secao de Campos Rodados em Preliminares).

Tomando Ay = Ag, temos que para qualquer (ui, p2) € Ay e acima de H (ou abaixo de
HL) podemos determinar (uy,72) € H(ou HL).

Qualquer érbita peridédica de (2.6) se existir, deve intersectar o segmento L. A

(p1,p2)7
trajetéria futura de 7 de (2.6)(#1 ) comegando pelo ponto p € L é uma espiral expansora
(ou contratora) e por (2.8), a trajetéria positiva de v de (2.6),, ,,) comecando pelo mesmo
ponto p deve estar totalmente localizado fora (dentro) de 7, e entdo v é também uma espiral

expansora (contratora).

O
Demonstracao do Teorema A

Tome A = A N Ay N A3N Ay, temos o Teorema A, onde Ay é do Lema (2.1), Ay do Lema
(2.7), Az do Lema (2.11) e A4 do Lema (2.12).
O

2.2 Forma Canonica de (2.5)

Agora, chegamos na segunda etapa do estudo da Bifurcagao de Bogdanov-Takens, que é

determinar uma forma canonica de (2.5), dado abaixo

T=1y
g=a+ay+O((z,y))
Essa forma canodnica serd util quando passarmos para a terceira e tltima etapa do estudo

dessa bifurcacdo, pois serd a partir dela que estudaremos a versalidade do campo (2.6), dado

abaixo
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2.2 Forma Canonica de (2.5)

(5
=+ poy + o’ +xy

Para a determinacao dessa forma canonica necessitamos de um resultado, conhecido como
Teorema de Preparagao de Malgrange que enunciaremos na proxima secao. O Teorema de
Preparagao de Malgrange é, em certa forma, uma generalizagao do Teorema de Fungao Implicita,
e é obtida usando o Teorema da Divisao que foi provado para fungoes C" por [3] e [25]. Veja

também [36] para mais detalhes.

2.2.1 Teorema de Preparacao de Malgrange

Esse teorema sera fundamental durante a demonstragao da versalidade de (2.6), por isso

resolvemos destaca-lo e enuncia-lo nesse momento.

Teorema 2.13 (Teorema de Preparagio de Malgrange) Suponha que U C R x R™ seja um
conjunto aberto com (0,0) € U, e f € C®(U,R) satisfaca

f(@,0) = a*g(x)

para algum inteiro k > 1, onde g € suave numa vizinhanga de x = 0 e g(0) # 0. Entao
existe uma funcao suave q definida numa vizinhanca V de (0,0) € R x R™ e C*®-fungdes
ao(€), ..., ag—1(€) numa vizinhanga da origem de R™ tais que q(0,0) # 0, ap(0) = ... = ax—1(0) =
0, e

q(z,e)f(z,e) = 2" + Zai(s)xi, (x,e) € V.

Demonstragao: Ver [3], [25] e [36].

2.2.2  Obtencao da Forma Canonica de (2.5)

Considere o sistema

; (2.9)

i? = y+w1(x7y75>
y =2+ 2y + O(|(z,y)°) + wa(z,y,€)

onde z,y € R, e € R™, m > 2, wy,ws € C®(x,y,¢) € Wil]e=o = 0,7 =1,2.
Observe que a Equacao (2.9) é a forma normal obtida a partir do linearizado com matriz

nilpotente, perturbada. Por isso a razao do aparecimento das funcoes w; nas componentes.
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Teorema 2.14 Numa vizinhanc¢a suficientemente pequena de v = y = ¢ = 0, existe uma

transformacao C'*° nao degenerada em v =1y =0

I

v=uv(z,y,¢)

{ u=u(x,y,¢)
tal que u(0,0,0) = v(0,0,0) = 0 e deiza o sistema (2.9) da sequinte forma
N
[1-oo o

0= [o(e) +v(e)u + u? + uwwQ(u, e) + v?®(u, v, €)]0(u, )
onde 0,0Q, P, 6,19 € C*, $(0) = ¢(0) =0, Q(0,0) =1 € 6(0,0) = 1.

Demonstracao:

Seja

(=1
n= y+u11($,y,€) ’
onde (z,y) pertence a uma vizinhanca da origem de R? e ¢ estd numa vizinhanga da origem do

R¥ de tal forma que a transformacio acima seja invertivel.

Logo, temos

E=d=y+w(z,ye)=n.
1=+ 2 ln(a,y,e)] =
77-1/ 8t 1 73/76 —

0 0
= ‘7;2 + ry =+ O(|($,y)|3> +WQ(Z',y,€) + Ewl(‘rayﬂg)i =+ awl(‘rayﬂg)y =

=" +ay+ O(|(z,9)]?) + wa(z,y,€)+

+fi(w,y,€) ¢+Lw2+xy+0(\(w£)!3)+wz(w,y,€)l =
& v

=&+ Em—wi(€me)+O0(E ) +w2(En, )+

+fin,e) [n+ €+ -, m,e) +O(E ) + w2(& n.e)] -

Observamos que nessa ultima igualdade, rearranjamos os termos da seguinte forma:
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n=F(e)+nG(&e)+n"H(En,e)

onde

F(0,0) = 5£(0,0) = 0;
o 2£(0,0) = 1;

G(0,0) = 5¢(0,0) = 1;

H(0,0,0) = 0.

Logo, o sistema (2.9) foi transformado para o seguinte

{ézn , (2.11)
n=F(&¢e)+nG( ) +n*H(E n,¢€)

Agora, como G(0,0) =0 e %(0,0) = 1, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe a(e),

definida numa vizinhanca de ¢ = 0 € R¥, tal que G(a(e),e) = 0.

Assim, tomamos a transformagao

)

{u:g—a(s)

v =
que transforma (2.11) em
N . _ , (2.12)
v = F(u,e) +uwG(u,e) + v2H (u,v,e)
onde
o F(0,0) = 2£(0,0) = 0;
o 55(0,0)=2;

e G(0,0) =1;

H(0,0,0) = 0.

De fato,

w=&=n=v
{ b =1n=F(e)+nGE )+ n*H(E, n,e) = F(u,e) + vG(u,e) + v*H(u,v,€)
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Agora,

G(u,e) = G(u+afe),e).
Temos a seguinte expansdo para G

G(u,g) = agp + Q10 U+ agi€ + a20u2 + ajjue + ...,

=0 =1

pois agy = G(0,0) = G(0,0) = 0 e aio = 25(0,0) = 2%(0,0) = 1.
Observe que,
G(0,¢) = ape + age + ... = G(a(e),e) = 0.

Dessa forma, ag; = 0, para todo ¢ € N. E assim, temos que @(u, g) = ué(u,s), com
G(0,0) = 1. Tomando F = F ¢ H = H, temos (2.12).
Pelo Teorema da Preparagao de Malgrange 2.13), obtemos:

F(u,€) = [¢1(e) + ¢a(e)u + u’]f(u,¢).

onde ¢;,0 € C*, ¢;(0) = 0 parai = 1,2 e (0,0) = 1. Entao, (2.12) pode ser reescrito da
seguinte forma (numa vizinhanga de (0,0,0) € R x R x R*)

U=,
=~ = 2.13
{ 0= |:¢1 (8) + ¢o(e)u + u? + CH’Y((Z”;)) uv + }IH(&Z’)&)UQ] 0(u, ) (2.13)

definidas como anteriormente.

Para obtermos a expressao dada no Teorema 2.14, tomamos a seguinte mudanca

u

I
S

)

v

0T Ve

Assim, (2.13) se torna da forma (2.10). De fato,
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Tl v e 100 u,&)v
H(u,v,e) , O(u,e) — 9(12L7§>( 9(1)1,6) -

—é(u, g)uv +

— [qﬁl(s) + ga()u+u” + 0(u, <) 0(u,e)

_ [¢1(5) + o(e)T + W2 + %‘7’2

300U, e) 9 (u,¢e)

0(u,e)\/0(u,e)

i) . s
— 0@,2) | 61(6) + ()i + @ + —E) w4 | H(@, /0@, 0),e) — =2 | | .
9(u7 5) 26’(u,€)
—_—— -~ _
D(Ue) T(a,0,€)

E assim, temos que (2.9), numa vizinhanga da origem, tem a seguinte forma

= vl(u,e),
{ 0 =[d(e) + Y(e)u + u? + wwQ(u, &) + vV2®(u,v,e)|0(u, )
]

onde 0,Q, P, 9,9 € C*, $(0) =(0) =0, Q(0,0) =1 e 6(0,0) = 1.

O Lema a seguir nos da outra mudanca de variaveis para finalizarmos essa segao e obtermos

a forma canodnica desejada.
Lema 2.15 Numa vizinhanca suficientemente pequena do ponto u = v = ¢ = 0, existe uma

)

transformagao C'*
r = x(u,v,¢)
y =y(u,v,¢)

tal que x(0,0,0) = y(0,0,0) = 0 ndo degenerada em x =y = 0, e torna a equagdo (2.10) na

, (2.14)

sequinte forma
{ T =yl(x,¢)
= [0(e) + ¥ (e)y + 2* + 2yQ(x, ) + y*®(x,y,¢)] O(x, )
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onde 0,Q,P,¢,9 € C=, $(0) = ¢(0) =0, Q(0,0) =1 ¢ (0,0) = 1.

Demonstragao:

Basta tomar a seguinte mudanca de varidveis

{x:u—i—@

y=v

9

e temos o que queremos. De fato,

T =10=v0(u,e) =yb(u,e) =y0 (m - @,5) = yl(x,¢)

-~

0(z,e)

/

g =0=[p(e) +V(e)u + v +uwwQ(u,e) + v?®(u,v,e)|0(u, ) =

AR A
+y® (x— @,y,a)} 0 (x_@,,g) _

= {(;5(5) +(e)r — %5)2 +a? — a(e) + %5)2 +ayQ (:1: _ %) 5) -

(s MDY O (8, Y] ()

— ¢(5)—%€>2+x2+fcy@)<x—@,e)— Q( @,E)%@—k
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Agora, escreva

Dai, obtemos

—y0 <x _ @s) YE) | o (1’ - @5) _

= P04 £0) 4 e m)e) + 2y (14 5(6) + (e, 2)a) =
=y =00+ ge oy (14 £6) + gt = glenn)).
E‘(;) ) @(‘mr,e) ’

Finalizando assim a demonstragao do Lema (2.15).
U
De agora em diante, iremos focar nossa atengao na equagao (2.14). Obviamente, as érbitas de
(2.14) e as érbitas da equagao seguinte sao as mesmas se restringirmos (z, y, £) numa vizinhanga

pequena de (0,0,0).

{ t=y _ _ , (2.15)
y=¢(e) +¥(e)y + 2 + 2yQ(x,¢) + y*®(,y, €)

Agora, se
A(¢(c), ¥(<)) ] ( : (0, ) )
rank | —————= =2 digamos, 0], 2.16
[ Oe o g d(e1,€2) | .o 7 (2.16)
entao fazemos a mudancga de parametros
H1 = 5(5)7
H2 = 1/}(5)7
U3 = €3, (217)
Hm = Em,

e assim, (2.15) se torna
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2.2 Forma Canonica de (2.5)

{ =9, (2.18)

Y=+ poy + 2?4+ 2yQ(x, p) + y*e(z,y, 1),

onde Q(z,p) = Q(x,e(n)) e ®(z,y, 1) = P(z,y,e(n)), e € — e(p) é a transformagao inversa de
(2.17) que satisfaz €(0) = 0. Entao Q,® € C* e Q(0,0) = 1.

Em particular, se definirmos Q(x, u) = 1 e ®(x,y, u) = 0, entao (2.18) se torna (2.6), que é a
familia de campos de vetores a dois parametros que estudamos na parte I1. O que iremos fazer
na secao seguinte é mostrar que estruturas topoldgicas do diagrama de bifurcagao e dos retratos
de fase de (2.18) para diferentes @), e @, sao as mesmas desde que Q, P € C* e Q(0,0) = 1.

Se a condigao (2.16) sao for satisfeita, entao dado ¢ (|e| pequeno), a equagao (2.15) é apenas

um caso especial da familia (2.18). Entao, nao existe novo retrato de fase.

2.3 Versalidade de (2.6)

O nosso objetivo nessa segao é demonstrar que o sistema (2.6) é o desdobramento versal da
bifurcacao. Com esse resultado fica caracterizado que a bifurcacao de Bogdanov-Takens é de fato
uma bifurcacao de codimensao dois, ja que o desdobramento versal tem dois parametros. Para
tal estudo, precisamos de alguns resultados e defini¢oes preliminares que tiramos da referéncia
[11]. Antes de iniciarmos as demonstragoes da versalidade de (2.6), iremos ,entao, dar algumas

defini¢oes preliminares.

2.3.1 Definicoes Preliminares

Sejam M e N variedades de classe C" (1 < r < 00) de dimensoes finitas e f,g € C"(M, N).

Definicao 2.16 f e g sdo ditas serem k-tangentes em x € M (1 < k < r) se, num sistema
de coordenadas local, f e g possuem os mesmo coeficientes de Taylor até a ordem k em x. A

k-tangéncia dd uma relagdo de equivaléncia em C" (M, N).

Definicao 2.17 Um k-jato de uma aplicagio f € C" em x € dado por

i"(H)={g € C"(M,N) ] g é k — tangente a f em x}.

E definimos

3°(F) = {5 (f),x € M}

E ainda,
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2.3 Versalidade de (2.6)

JHM, N) = {j*(f)/f € C*(M,N)}.

Como a dimensio de M e N sao finitas, entio J*(M, N) também € finito. Mais ainda, se

M e N sdo variedades de classe C", entdo J*(M,N) é uma C"*-variedade.
Recomendamos a referéncia [23] para mais detalhes.

Definigao 2.18 Duas aplicacoes definidas proximas a um ponto x possuem um germe em
comum em x se existir uma vizinhanca U de x tal que elas coincidem em U.
E claro que o germe de uma aplicagao num ponto € uma classe de equivaléncia, logo qualquer

aplicacao nessa classe serd um representante deste germe.

Assim como foi feito nas defini¢oes anteriores, podemos definir o k-jato de um germe num
ponto. Considerando o problema localmente, usamos a mesma notagao J*(M, N) para denotar
o conjunto de todos os k-jatos de germes de aplicagoes de M em N.

Denotamos por V(xg) o espago de germes de campos de vetores C* em xy € R". Damos a
V(z) a topologia induzida de fungoes inclusoes.(Vide [23], pg. 36 para mais detalhes).

Seja um aberto U contendo a origem do R™ e definimos

H={(x,X),X € V(x),x € U}.

A projecao natural

(o) : V(20) — Jﬁo = {jio(X)/X € V(o)}

induz uma projecao

e H— J = {(z,j5(X)/xr e Ue X € V(2)}.
Agora, considere a familia de campos de vetores

T = X(z,¢) (%)

onde z € R", ¢ € R*, X € C®(R" x R*,R"). Se ¢ varia numa vizinhanga pequena de gy € R¥,

(%) é dito um desdobramento do campo & = X (z,&y).

Definigao 2.19 Uma familia local (X;x0,e0) € 0 germe da aplicagio X no ponto (xq,e0) do

produto direto do espaco de fase e do espaco de parametros.
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2.3 Versalidade de (2.6)

Definicao 2.20 Duas familias locais (X;xo,c0) € (Y;90,€0) sao ditas equivalentes se existir
um germe de uma aplica¢ao continua, y = h(x,e) no ponto (xg,eq) tal que para todo €, h(.,¢)
(o representante do germe) é um homeomorfismo que mapeia as orbitas de (X;xg,eq) sobre as

orbitas de (Y;yo,€0) com h(xg,£0) = yo € preservando a diregdo das drbitas em tempo.

Definicao 2.21 Uma famdlia local (Z,xg, o) € induzida de uma familia local (X;xo,0) se

existir um germe de uma aplica¢ao continua ¢ em py. € = ¢(u) tal que eg = P(uo) € Z(x, p) =

X(z, o).

Definigao 2.22 Uma familia local (X; xg,c0) € um desdobramento versal do germe de X (.,£q)
no ponto xy se qualquer outra familia local contendo o mesmo germe de X(.,eq) € equivalente

a familia local induzida de (X;xo,€o).

Definicao 2.23 A aplicacao [ e a subvariedade A sao ditas transversais em p € M e
denotamos por f , A, se f(p) ¢ A ou

(Tp )T M) + Ty A = TrpN.

E ainda, f e A sdao ditas transversais e denotamos por f M A se forem transversais em todo

ponto p € M.

O resultado é de demonstracao direta, porém iremos enuncia-lo pois sera til daqui para

frente.

Teorema 2.24 Suponha que M e N sejam wvariedades suaves com dimensao m e n,
respectivamente, e A é uma subvariedade de N com dimensdo r. Seja (z',...,2™) as coordenadas
locais de M préxvimas a xg, e (y',...,y") as coordenadas locais de N prézimas a f(xg).
Suponha que numa vizinhanca U de f(xg) em N, o conjunto AN U pode ser expresso por

yl=y>= ... =y =0. Se f(xg) € A, entio f Mh,, A se, e somente se, o posto da matriz
(%)
oz

Demonstragao: Ver [11].

em g €.
i=1,2,..r j=1,....m

2.3.2 Demonstracao da Versalidade de (2.6)

Finalmente, estamos aptos a iniciar a demonstracao da versalidade do sistema (2.6).

Suponha que Z € V(z) tenha o seguinte representante

¢ = H(z), (2.19)
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2.3 Versalidade de (2.6)

onde

Temos a projecao natural

s H — JF,
(2,Z)— (2,H,DH, ..., D"H),

onde cada D/ H (j=0,1,...,k) nos d& uma expressao coordenada para os coeficientes de Taylor
da k-ésima derivada de H em z. No nosso caso, dim(z) = dim(H) = 2, dim(DH) = 4, e
dim(D*H) = 6. Podemos tomar a matriz Jacobiana e a Hessiana em z como DH e D*H,
respectivamente.

Dizemos que (2.19) tem a mesma caracteristica singular em 2, que a equagao abaixo tem

em 0

T =y,
y =2 +xy+ O((z,y)]*).

se as seguintes condigoes sao satisfeitas

(Hy) A matriz da parte linear de H(z) em 2 é semelhante a matriz nilpotente.

(H;) Colocando (2.19) na sua forma normal abaixo, como em (2.4)

T =y,
y = ax® + by + O(|(x,y)[*).

temos que ab > 0.
Considere agora um subconjunto de H dado por
Y ={(z,2) € H/Z satisfaz (Hy) e (Hs) em z € U}
onde U é uma vizinhanca de z = 0.
Lema 2.25 Se k > 2, entdo 7,2 € localmente uma subvariedade suave de codimensdo 4 de J*.

Demonstragao:

Note que

mY ={(z,H,DH)/f =g=detDH =TrDH = 0,DH # 0},
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2.3 Versalidade de (2.6)

7T2E = 7-[-2_11 (7'('12) |H27

onde 7y é a projecao natural de J? sobre J', e a condigdao (Hy) d4 ab > 0 que é independente
das condigoes f =g =detDH =TrDH =0e DH # 0. Entao, m 3 é uma subvariedade suave
com codimensdo 4 em J', e myY é localmente um subconjunto aberto de 7y;' (%), Assim, o

resultado segue.
O

Consideremos um desdobramento de (2.5)

i=H(ze), (2.20)

onde z € R?, c e R™ e H € C*.

Definicao 2.26 A equagao (2.20) é um desdobramento nao degenerado de (2.5) se a aplicag¢ao

(z,€) — moH(z,¢)

é transversal a % em (z,e) = (0,0) em J*.

Lema 2.27 Qualquer desdobramento ndo degenerado de (2.5) € equivalente ao sistema
(2.18).(dim(u) = dim(e)).

Demonstragao:

Como vimos na Segao (2.2.2) anterior precisamos apenas mostrar que a condi¢ao de nao
degeneracidade do desdobramento implica na condigao (2.16).

A nao degeneracidade é independente da escolha das coordenadas, vamos tomar a equacao

(2.15) que é considerar (2.20) da seguinte forma

9(z,y,¢) = ¢(e) + ¥(e)y + 2* + 2yQ(x,e) + y*®(x,y, €)

Temos que w2 pode ser expressa localmente por

{ f(z,y,6) =y,

f=g=detH=TrH = 0.

_ 9(f.9) _3f | 8
onde detH = 8(%‘;) eTrH =35 + 8—5_

Pelo Teorema (2.24) e pela definigdo (2.26), a nao degeneracidade de (2.20) implica que
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2.3

Versalidade de (2.6)

of 0 1 0 0
9(z,y,¢)

96 98
99 0 0 5% o,
O(z,y.€)

rank = rank

ddetH -2 -1 0 0
A(x,y,e)

oy O
OTrH Lo2¢ e1  Dea
A(z,y,¢)

e isso implica que

Teorema 2.28 A familia (2.6) dada abaizo

T=1
J=p+ poy + 2% + xy

¢ um desdobramento versal de (2.5), dado abaizo,

it
=2 +zy+ O(|(z,y)P)

o0

Oem

(z,y,e):(0,0,0)

(2.21)

em (z,y) = (0,0) desde que consideremos apenas desdobramentos nao degenerados de (2.5).

Para demonstrarmos o Teorema (2.28), é suficiente mostrar que quaisquer duas familias de

(2.18) sao equivalentes. Para isso, iremos provar os lemas que seguem.

Lema 2.29 Para quaisquer Q,® € C* (Q(0,0)=1), as conclusoes do Teorema A sao

verdadeiras para a equagdo (2.18).

Demonstragao:

Pela mesma mudanca de varidveis que fizemos anteriormente

® [ = _54a
® [ig :<527
* T =3,
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2.3 Versalidade de (2.6)

[ ]
<

I
>
&

[ ]
S|
I
(e
o

temos que (2.18) fica da seguinte forma

T =y,
y=—142>+06(C+x)y+ O().

Assim, a fungao bifurcacao F'(h,d,() é dada por

F(h8.0)= [ (G +a)y+ 00

v(R,6,C)
Dessa forma, tudo o que foi feito na Segao (2.1) é vélido para esse sistema e, logo, (2.18)
também satisfaz o Teorema A. Isso conclui a demonstracao do Lema (2.29).
O

Lema 2.30 Para quaisquer duas familias (2.18), existe um difeomorfismo C* numa vizinhanga

de p =0, que fiza o ponto =0 e leva as curvas de bifurcacdo de uma na outra.

Para a demonstragao desse lema, precisamos de um outro resultado. Sejam Y7, Y5, Y3 trés
curvas C'*° numa vizinhanga de z = y = 0 no plano—xy, k-tangentes umas as outras no ponto
xr =y =0, k > 1. Escolhendo adequadamente as coordenadas de tal forma que as curvas

Y1,Ys, Y3 sejam graficos de fungoes Yi(x), Ya(x), Y3(x), respectivamente, e

_dY;(0)

=0.
dx

Y;(0)
Seja
[Y5'(0) — ¥7"(0)]
[¥3'(0) = Y{"(0)]

onde Y{"(0), Y5 (0), Y3'(0) sdo nimeros distintos dois a dois. Note que I(Y7, Ys, Y3) é um nimero

finito e diferente de zero.

I(Y1,Y2,Y3) = (2.22)

Lema 2.31 Suponha que {Y1,Y2,Y3} e {Z1, Zs, Z3} sejam dois conjuntos de curvas de classe

C® satisfazendo as condicoes acima. Entdo a condicdo

I()/b}/Q?Yé) :I(Zl7Z27Z3)7 <223)

€ necessdria e suficiente para a existéncia de um difeo C'*™° numa vizinhanca da origem, fixando

a origem e mapeando Y; e Z;, 1=1,2,5.

69



2.3 Versalidade de (2.6)

Demonstracao:
Vamos provar primeiramente a necessidade. Assim, suponha que existe a transformagao de

classe C*

z= f(z,y)
U= g(x,y),

tal que transforma Y; : y — y;(x) em Z; : z — z;(u), i=1,2,3. Entao

[, yi(@)) = zi(g(z, 4i())), 1= 1,2, 3.

Diferenciando a equacao acima, temos

fo + Foyi = 29, + 9,95)- (2.24)

Diferenciando a expressao acima, obtemos

Jow 20005 4 oy + oy = 2190 + 900i)? + 21(dhe + 200,05 + Guyyi” + 9407)- (2.25)

Agora, temos que f(0,0) = ¢(0,0) = 0. Dessa forma, temos que y;(0) = z;(0) = y;(0) =
z[(0) = 0.
Logo, por (2.24), f;(0,0) = 0, e assim, f,(0,0) # 0. Logo, g;(0,0) # 0.
Substituindo em (2.25), temos
2(0) = L0 50,0 v; (0).
(92(0,0))?  (9:(0,0))?
Logo, substituindo na expressao (2.22), temos I(Y1,Ys,Y3) = (21, Zs, Z3).

E assim, concluimos uma parte da demonstracao do Lema (2.31).

Para se mostrar a outra condicao do lema, primeiramente vamos mostrar que ambos
{V1,Y5,Y3} e {Z1, Z3, Z3} podem ser convertidos respectivamente por transformagdes C* para

o conjunto de curvas C*, {X;, Xy, X3} com

Xi(x) =0, Xo(z) = 2%, Xs3(z) = ca?,

onde ¢ = I(Y1, Vs, Va) = I(Z1, Zo, Zs).

Vamos fazer para {Y7, Y, Y3} e a demonstracao para {77, Z», Z3} é anéloga.

Nao é dificil achar uma transformacao C°° numa vizinhanga da origem que converta
{V1,Y5, Y3} em {¥1,Ys, Y3} com Yi(z) = 0, Ya(z) = azé(z) e Yi(z) = Ba2p(z), onde a e

(3 sao nimero distintos nao nulos e £,¢ € C* com &£(0) = ¢(0) = 1. Basta tomar
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2.3 Versalidade de (2.6)

Vi —r Y3, dada por F(z,y) = (v,y — ()
(@1 (2))

Para os casos Y, e }73 fazemos tomando a expansao de Taylor de Y5 e V3.

Yo(x) = asx?® + azax® + ...
Ys(x) = box? + by + ...

Tomamos agora,

Yy — Ys
(z,y2(2)) = (2, 12(2) — y1(2))
Vs — Y3
(z,ys3(x)) = (2, ys(z) — ()

Agora, pela condigdo provada anteriormente, g = 1(Y1,Y5,Y3). Assim, fazemos a mudanca

de coordenadas C'™° préxima a origem novamente dada por

r—x,  §—ag(z)y.

Logo, {Y1,Y,,Y3} sdo mapeados para {Vi,Ys, Y3}, com Yi(z) = 0,Ya(z) = 2% e Y3(z) =
ca’¢(x), onde ¢ € C ¢ ¢(0) =1 e c= 2 =I(Y1,Ys, Y3).

a
Agora, vamos determinar uma mudanca C* de coordenadas numa vizinhanga da origem
que converta {Y7, Y, Y3} em {X;, X5, X3}. Tome

u=y,  v=o+(y-)f()

que transforma a curva y = cx%ﬁ(az) na curva u = cv?. Entao temos,

() = cla + (ca?d(x) — a?) f(2)].

Logo,

A -1
@) = Seom) =1

Como ¢(0) =1, ¢ € C* e c # 1, entdo f € C*° numa vizinhanga de = = 0.

E isso conclui a demonstracao do Lema (2.31) .

Demonstragao do Lema (2.30)
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2.3 Versalidade de (2.6)

Para quaisquer familia (2.18) as equagoes das curvas de bifurcagao sao p; = 0, py = —pu3 e

1= —5e 13+ O(13"%), quando ps — 0. Logo, pela férmula (2.22).

4
I(SNi,Hi,HL) = %,Z - 1,2

Isso conclui a demonstragao do Lema (2.30).

Demonstragao do Teorema (2.28)

Vamos mostrar que quaisquer duas familias da forma (2.18) sao equivalentes.

Pelo Lema (2.30), é possivel construirmos duas familia A e A numa mesma vizinhanca A do
espaco de parametros. As vizinhancas de () = (0,0) para A e A serdo denotadas por N (u)
e N(u), respectivamente.

Construimos entao um homeomorfismo W(u), fixado p € A, que mapeia K (g) (Conjunto
limite e trajetérias singulares da familia A em N(u)) sobre K (¢), onde K (£) é uma conjunto
similar de A em ]V(,u)

Finalmente, podemos estender o homeomorfismo W (u) para obter um homeomorfismo que
mapeia as trajetérias de A em N sobre as trajetérias de Aem N.

O

A demonstracao completa do Teorema (2.28) pode ser vista na referéncias [4] e [39] com
mais detalhes. Para nao ocuparmos muito o nosso tempo com as técnicas usadas para
essa demonstracao e entrarmos em contato com outros problemas, demos apenas a idéia da

demonstracao, que usa os resultados que fizemos anteriormente.
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CAPITULO

3

Estudo da Bifurcacao Hopt-Zero

Nessa capitulo, trabalhamos com sistemas cuja matriz Jacobiana é semelhante a forma

(4)

0 10
-1 0 0
0 00

isto é, a matriz linearizada possui um autovalor nulo e um par de autovalores imaginarios puros.
O tipo de bifurcagao que ocorre nesse caso é conhecido como do tipo Hopf-Zero.

Aqui, estudamos uma classe de campos de vetores reversiveis tendo a seguinte forma

i = F(z) (3.1)

onde z € R", F' é de uma fungao suave, F'(0) = 0. O campo de vetores (3.1) é dito reversivel se
existe um germe de uma involugao suave ¢ : R”, 0 — R" 0 (¢ o ¢ = id) satisfazendo a seguinte

relacao

F(¢(z)) = —¢".F(x)

com ¢ € R" 0.

Como citamos na introdugao do trabalho, a classificacao e estudo em bifurcagao no caso
geral (ndo necessariamente reversiveis) de campos de vetores tendo autovalores (0, +ai) pode
ser encontrado em [18] e [38], entre outros. Sistemas tendo tais autovalores mas com outras
configuragoes, por exemplo, sistemas de livre-divergéncia, também atraem atencao (veja [7]).

A motivacao basica para o estudo feito no nosso trabalho veio do estudo local da dinamica
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de campos de vetores reversiveis proximos a um singularidade com um par de autovalores
puramente imagindarios e um autovalor nulo. Tais campos de vetores sao comumente encontrados
em aplicagoes. Para modelos fisicos e de hidrodinamica, recomendamos a referéncia [33].

Os métodos usados vieram de [15], [18], [43], entre outros. O nosso estudo foi baseado no
artigo [10], recomendamos esse artigo para maiores detalhes.

Antes de comecarmos a estudar de fato, iremos apresentar algumas defini¢oes preliminares

e alguns resultados.

3.1 Sistemas Reversiveis

O conceito de reversibilidade para campos de vetores esta ligado a uma involugao. Mais

precisamente,

Definicao 3.1 Uma involugao é um germe de um difeomorfismo
¢:R"0—-R"0
tal que ©?* = Id.

Exemplo 3.2 A aplicagio linear Ry(x) = Mz, onde

1 0 0
M=10 -1 0
0 0 -1

¢ uma involucdao do R3.

Definicao 3.3 Dada uma involugao ¢ de classe C*°,

¢:R"0—R",0,

dizemos que um campo vetorial X € C* sobre R" é p-reversivel do tipo (n, k) se

DpoX =—-Xop,

e o conjunto dos pontos fizos de @, S = Fix(yp), € uma subvariedade k— dimensional de R™.

Toda singularidade de X em S é chamado de singularidade simétrica de X .

Definigao 3.4 Seja ¢ : U — U, difeomorfismo em U aberto de R™, e v : U — U campo

vetorial. Dizemos que 1 é uma simetria de v se di,v(z) = vi)(x), para todo x € U.
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3.1 Sistemas Reversiveis

Algumas propriedades classicas de sistemas Reversiveis:

(1) O retrato de fase de X é simétrico com relagao a S. Isto é,
x(t) é solugao = o(x(—t)) ¢ solugao.

(2) Qualquer singularidade ou 6rbita periddica simétricas nao podem ser atratoras e nem

repulsoras.
(3) Se X(p) =0ep¢ Sentao X(p(p)) =0.

(4) Se uma 6rbita regular 7 intersecta S em dois pontos distintos, entdo v é uma drbita

periddica.
(5) Se X(p) #0epe Sentao X(p) ¢ T,5.
Lema 3.5 Sejam X um campo de vetores p—reversivel, isto €, Do(p) o X (p) = =X (p(p)) e @

uma mudanca de coordenadas diferencidvel. Entao o campo X=DbPoXod !¢ p—reversivel,
onde p = Popod 1

Demonstracao:

DpoX =D(@opod NoDPoXod ! =

=DdoDpo(DP) oDPoXod ! =
N—_———
Id

=DPoDpoXod ' =
=-DbPoXopod ' =

= —DPoXod lodopod! =—-Xo¢.
e S———
X ¢
O
Os resultados a seguir dizem que toda involu¢ao na vizinhanca de um ponto fixo é C*

conjugada a ¢(x,y) = (z, —y). Mais precisamente:

Teorema 3.6 (Teorema de Montgomery-Bochner) Seja G um grupo compacto de transfor-
magoes de uma variedade M de classe C* (k > 0) ou analitica. Entdo, numa vizinhanga
de um ponto fixo estaciondrio, coordenadas admissiveis podem ser escolhidas tais que as

transformacoes sejam lineares.
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3.1 Sistemas Reversiveis

A demonstragao do teorema pode ser encontrado em [28]

Proposigao 3.7 Seja ¢ : R" — R" uma involugao tal que dim(Fixz(p)) = k, entdo ¢ €

localmente conjugada com a involugdo linear p(x,y) = (z,—y) com v € R¥ e y € R**.

A demonstragao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [9].

3.2 Blow-Up

Iremos dar uma breve defini¢ao da Blow-Up, indicamos a referéncia [15] para mais detalhes.
Seja X um germe de um campo vetorial em R2,0 e j*X seu primeiro jato nao nulo. Seja
S' o circulo unitdrio em R? e B : R*\{0} — S! x R" definida por

Bl = (51

DBo X(r,f) = DB(r,6) e X(r,0) =

Para (r,0) € S' x R*, seja

DB o X(r,0).

Tk_l

Takens (em [41]) provou que X é um campo vetorial C* e que X|g1 {0} ¢ determinado por
j*X. Além disso, uma condicio suficiente para X e Y serem C°—equivalentes é que X e Y

sejam C”—equivalentes préximos a S* x {0}.

3.3 Forma Normal de Belitskii Reversivel

Nessa secao, apresentamos a forma normal de Belitskii. Considere um campo de vetores

formal expresso por

X(z) = Az + > X®(a)

k>2

onde X *) é a parte homogénea de grau k. Vamos observar uma forma mais “simples”do campo

de vetores formal Y = D(;AS o X dada pela transformagao formal

p=1+Y oM (x).
k
A prova do seguinte teorema ¢ encontrado em [7].

Teorema 3.8 Dado o sequinte campo de vetores formal
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3.3 Forma Normal de Belitskii Reversivel

)?(:L‘) = Az + ZX(k)(x),

k>2

existe uma transformacdo formal ¢ = x + ... de X para a forma ((Z* X)(z) = Az + h(x), onde

h é um campo de vetores formal com parte linear nula que comuta com AT, isto é

ATh(z) = W (2)ATz,
onde AT € a matriz transposta.
Aqui, chamamos a forma normal (¢ % X)(z) = Az + h(z) de forma normal de Belitskii. As
vezes, por abuso de terminologia, denota-se Xy = A + h.

No nosso trabalho, estamos estudando o caso onde os autovalores do linearizado sao

{0,4,—i}. Logo a forma de Jordan fica como (4), dado abaixo

A2: —1 0
0

Vamos assumir que o sistema seja reversivel em relagao a R;

1 0 0
Rl - O —1 0
0O 0 -1

Calculamos a forma de Belitskii do sistema a partir do sistema linear da forma A, com o

seguinte algoritmo (usando o software Mathematica).

Quit

A={{0,-1,0},{1,0,0},{0,0,0}}; MatrixForm[A];

S6 um teste para verificar que é Rl-reversivel.
R={{1,0,0},{0,-1,0},{0,0,-1}}; MatrixForm[R];

MatrixForm[R.A + A.R];
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3.3 Forma Normal de Belitskii Reversivel

A partir da parte linear do campo vamos encontrar a forma normal de
Belitskii deste campo. Para isto, vamos definir uma aplicagdo

h:R"3-->R"3 como a seguir.

hi[x1_,x2_,x3_]= a01*x1"2 + a02*x1*x2 + a03*x1*x3 + a04*x2"2 +
a05*x2*x3 + a06*xx3"2 + al07*x173+ a08*xx172*xx2 + a09*x172xx3 +
alO*x1*x272 + allxx1*x2*x3 + al2*x1*x372 + al3*x2"3 + aldxx272*x3 +
albxx2*xx372 + al6*x3"3 + al7*x174 + al8*x173*x2 + al9*x172x272 +
a20*x1*x273 + a21*x274 + a22*xx173*x3 + a23*x172*x2*x3 +
a24x*xx1*xx272%x3 + a2b*x273%x3 + a6%x172*x372 + al27*x1*x2%x372 +
a28xx272%x372 + a29%x1*x3"3 + a30*x2*x3"3 + a3l*x374+ a32*x1"5 +
a33*x174%x2 + a34xx174*x3 + a3b*x173%x272 + a36%x1"3*%x2%x3 +
a37*x173%x372 + a38*x172*%x2"3 + a3d39%*x172*x272*%x3 + ad0*x1"2*x2*x372
+ adlxx172%x373 + ad2*x1*x274 + ad3*xx1*x2"3*x3 + ad4*x1*x2"2*x372 +
adb*xx1*xx2%x3"3 + ad6*x1*x374 + ad7*x2"5 + ad8*xx2"4*x3 +
ad9*x2"3*xx372 + ab0*xx272xx3"3 + abl*x2*xx374 + ab2*xx375;

h2[x1_,x2_,x3_]= b01*x172 + b02*x1*x2 + b03*x1*x3 + b04*x272 +
b05*x2*x3 + b06*x372 + bO7*x173 + b08*x172%xx2 + b09*x172*x3 +
b10*x1*x272 + bll*xx1*x2%x3 + bl2*x1*x372 + b13*x273 + bld*x272%x3 +
b15xx2*x372 + b16*x3"3 + bl7*x174 + b18*x173*x2 + b19*x172 + x272 +
b20*x1*x273 + b21*x274 + b22*x173*x3 + b23*x1"2*x2%x3 +
b24xx1*x272%x3 + b2b*x273%x3 + b26*x172*%x372 + Db27*x1*x2*x372 +
b28xx272*x372 + b29*x1*x3"3 + b30*x2*x373 + b31*x374+b32*x175 +
b33*x174*x2 + b34*x174*x3 + b35*x173%x272 + b36*x1"3*x2*x3 +
b37*x173*%x372 + b38*x172%x273 + b39*x172%x272*x3 + b40*x1"2*%x2%x3"2
+ b41xx172*x373 + b42*x1*x274 + b43*x1*x273%x3 + b44*xx1*x272*%x372 +
b45xx1*x2*%x373 + b46*xx1%x374 + bAT*x27°5 + b48*x274*x3 +
b49xx2"3*%x372 + bb0*x272%x3"3 + b51*x2*x374 + bb52*x375;

h3[x1_,x2_,x3_]= c01*x1"2 + c02*x1*x2 + c03*x1*x3 + c04*x2"2 +
c05*x2%x3 + c06*x372 + cO7*x1"3 + cO08*%x172%x2 + c09*x172%x3 +
clO0*x1*x272 + cl1xx1*x2%x3 + cl2*x1*x372 + cl1l3*x2"3 + c14*x272%x3 +
c1bxx2*x372 + c16*x373 + cl7*x174 + c18*x173*x2 + c19*x172 + x272 +
c20*x1%*x273 + c21*%x274 + c22%x173*x3 + c23*x172%x2*x3 +
Cc24xx1*x272%x3 + c2b5*x273*%x3 + c26*%x172%x372 + c27*x1*x2%x372 +
c28*x272*x372 + c29*x1*x3"3 + c30*x2*x3"3 + c31*x374+c32*x1"5 +
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3.3 Forma Normal de Belitskii Reversivel

€c33*x174*%x2 + c34*xx174%x3 + c35%x173%x272 + c36*%x1"3*x2*x3 +
c37*x173%x372 + c38*x172*x273 + c39%x172%x272%x3 + c40*x1"2*x2%x3"2
+ c41xx172%x373 + c42*x1*x274 + c43*xx1*x273*x3 + c44*x1*x272*x372 +
c45*x1*%x2%x373 + c46*x1*x374 + c47*x2"5 + c48%x274%*x3 +
c49*x273%x372 + cb0*xx272*x373 + cb1*x2*x374 + cb2*xx375;

h={h1[x1,x2,x3],h2[x1,x2,x3] ,h3[x1,x2,x3]};

A matriz Jacobiana de h.

Dh=Transpose [{D[h,x1],D[h,x2],D[h,x3]}];

A forma normal de Belitskii de um campo é da forma

A.[x1,y1,x2,y2]+h(x1,y1,x2,y2), onde h deve satisfazer:

Transpose[A] .h-Dh.Transpose[A] . {x1,y1,x2,y2}=0;

Timing[Variables[Transpose[A] .h-Dh.Transpose[A].{x1,x2,x3}]];

{0.Second,{a01,a02,a03,a04,a05,a06,a07,a08,a09,a10,al1,al12,al13,al4,al5,al6,
b01,b02,b03,b04,b05,b06,b07,b08,b09,b10,b11,b12,b13,b14,b15,b16,c01,c02,

c03,c04,c05,c07,c08,c09,c10,cl11,c12,c13,c14,c15,x1,x2,x3}};

A partir da relagdo acima temos os seguintes valores para os

coeficientes

AbsoluteTiming[
Solve[CoefficientList[

Transpose[A] .h-Dh.Transpose[A] . {x1,x2,x3},{x1,x2,x3}]\ [Equal]0,{a01,
a02,a03,a04,a05,a06,a07,a08,a09,a10,al11,a12,a13,a14,a15,a16,b01,b02,b03,
b04,b05,b06,b07,b08,b09,b10,b11,b12,b13,b14,b15,b16,c01,c02,c03,c04,c05,
c07,c08,c09,c10,cl11,c12,c13,c14,c15}]];

Com isso, a aplicagdo h fica da forma.

hh=h/.{Valores das Varidveis dados pelo comando supra citado};
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3.3 Forma Normal de Belitskii Reversivel

Logo, a forma normal de Belitskii é dada por:
XH[x1_,x2_,x3_1=A.{x1,x2,x3}+hh;
Variables[R.XH[x1,x2,x3]+XH[x1,-x2,-x3]];

Solve[CoefficientList [R.XH[x1,x2,x3]+XH[x1,-x2,-%x3],{x1,x2,x3}]\ [Equal]0,{Varidveis
Citadas no comando acimal}];

XXH[x1_,x2_,x3_]=

XH[x1,x2,x3]/.{Varidveis Nulas dadas pelo comando anterior};

Conseguimos ter a forma Normal de Belitiskii até ordem 4 do sistema, que é dado por:

(&= —y 14 big(2? + ) + baa(2® + )% + b1o2® + baa(2? + y?) 22 + byg2*] +
+x2 [bos + bas (22 + 4?)502%]
Y =x[14bio(2® 4+ y°) + bao (2> + 9*)* + b122” + bas (2 + 1) 2* + bygz*] +
+yz[bos + bas (2° + y?)302”]
[ 2=+ coa) (@ + y?) + coe2” + co82® (2 + ) + ¢z 2*

Com isso, podemos realizar a seguinte mudanca de variaveis:

x =rcosf
y =rsinf
2=z
Logo, temos
F = TT+YY
T
— TY—dy
0 = =5
z=2z

Assim, o sistema fica da seguinte forma

7 = 27[bos + basr? + b3o2?
9 =1+ b107”2 + b1222 + b427“4 —+ b44?”222 + b462’4

z = (1 + 004)7"2 + 60622 + 0282’27“2 + 03124
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3.3 Forma Normal de Belitskii Reversivel

Como estamos fazendo uma analise local, isto é, numa vizinhanga da origem, podemos

dividir o nosso sistema pela expressao de # e assim, obtemos o seguinte sistema.

2r[bos+b25r2 +b3022]

= 1+b1072+b1222+baord+baar? 22 +bagz4
=1
z = (14coa)r?+coe2?+cogz?r2+czi 24

1+b1or2+b1222+baord+baar? 22 +byg2*

Para fazermos a andlise do retrato de fase do sistema acima, iremos usar a técnica
de Blow-Up, e para isso, é suficiente considerarmos apenas os primeiros termos de cada
componente. Neste caso,  ird ser considerado como o tempo. Para fazermos uma analise geral
dos diagramas de bifurcagao, retratos de fases possiveis do sistema acima, iremos considerar
apenas os primeiros termos da expansao, que sao os termos de ordem 2, pois nao é necessario

a adicao dos outros termos para determinarmos as propriedades genéricas.

r = 6057"2’
z= (1 + 004)7“2 + 60622

Como vamos fazer uma analise para parametros pequenos. Consideremos, finalmente, o

seguinte sistema:

r=brz,
Z=1r?+ c2? (3:2)

— _bos — _co6
onde b = o e = %

3.4 Estudo dos Retratos de Fase e da Bifurcagao do Sistema (3.2)

Obtemos no primeiro blow-up

= pCcosp
z = psingp
Logo, temos
: rr+zz
p= 2
p ri—rz
2 3

Dessa forma, (3.2) fica

p = psing((1+b) cos? p + csin? @)
¢ = cos p(cos? p + (¢ — b) sin? p)
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3.4 Estudo dos Retratos de Fase e da Bifurcagao do Sistema (3.2)

Determinamos as singularidades em p = 0 resolvendo a seguinte equagao:

cos p(cos? p + (c — b) sin® p) = 0.

Assim, teremos apenas duas singularidades quando b < c e seis singularidades quando b > c,

e elas sao dadas por

e b<c

B

1. Y1 =
2. Y2 =

|
N

e b>c

L. @1:%7

2. Y2 = —g,
3. @3 = arccos (\/71120_6),
4. 4 = — arccos (ﬁm»

5. 5 = arccos (—\/:;i;f(),

6. g = — arccos <_\/:v1:ic>

Agora, calculando o Jacobiano em casa singularidade obtemos:

1. @1:%,

3. 3 = arccos (\/713-26—5»

S 0\ = 0
0 _Q(b_ch/ﬁ
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3.4 Estudo dos Retratos de Fase e da Bifurcagao do Sistema (3.2)

4. @4 = — arccos (\/\1/%),
—by/—— 0
o 14+b—c
J = 1
0 200 — /1=
5. 5 = arccos (— \/‘{%),
b \/ 1+éfc 0
J = 1
0 =2(b— /1=

6. g = — arccos <— hﬁ;;)

—b 1+}7—c 0

0 2(b—0)1/%b—c

Consequentemente, obtemos o seguinte diagrama e retratos de fase do sistema, considerando

J:

as H regioes possiveis.
(I) b—c<0, c>0;
(I) b—¢c< 0, ¢ < 0;
(II) b—¢>0,c<0,b<0;
(IV) b—c>0,¢<0,b>0;

(V) b—¢c>0,c>0,b>0.

3.5 Desdobramentos das Regioes (I) e (I7)

Determinadas as propriedades genéricas do sistema (3.2) e motivados pelos diagramas de
bifurcac¢ao dos casos (I) e (I1), podemos construir um diagrama de bifurcagdo de codimensao
dois para explicarmos a transigao entre as regioes (1) e (II). O primeiro passo para tal estudo
¢ considerarmos um campo genérico de cada regiao e obtermos seus diagramas de bifurcacao,
que nesse caso sao de codimensao um. Recomendamos a referéncia [10] para uma classificacao

completa das familias a 1-parametro genéricas de campos de vetores reversiveis do tipo (3, 1).
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3.5 Desdobramentos das Regides (I) e (I1)

O )

..e"'f ¥ ) [N
L7 m NS

Figura 3.1: Blow-Ups e respectivos Retratos de fase do Sistema (3.2).

3.5.1 Desdobramento da Regiao (I1)

Dentre todos os campos de vetores que pertencem a regiao {b — ¢ < 0,c¢ < 0}, podemos

selecionar os que sao genéricos. Nesse caso, podemos considerar o seguinte desdobramento.

{ r=are , - (3.3)

i=a+12—z

Analisando o sistema, obtemos:

o o<

Os pontos singulares sao (—v/—a,0) e (v/—a,0) com partes lineares iguais a
0 2V —« 0 —2vV/—«
e
—2y/—a 0 2v/—a 0

, respectivamente.
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3.5 Desdobramentos das Regides (I) e (I1)

Observe que a reta r = 0 é invariante pelo fluxo e a dinamica sobre ela é apontando para
cima, pois Z < 0. E ainda, como o sistema é reversivel em relagdo a ¢(r, z) = (r,—z), 0s

pontos singulares sao centros. Logo, o retrato de fase fica como na Figura 3.2.

k3

16

L 4

Figura 3.2: Retrato de fase para o < 0.

o >0

Os pontos singulares sao (0,—/a) e (0,4/a) com partes lineares iguais a

2 0 —2 0
va e Vo , respectivamente.
0 —-2ya 0 2/«

Assim, obtemos o seguinte retrato de fase, mostrado na Figura 3.3.

780\
S

W

Figura 3.3: Retrato de fase para o > 0.

Assim, o diagrama de bifurcagao fica da seguinte forma, como mostra a Figura 3.4:

3.5.2  Desdobramento da Regiao (I)

Analogamente como foi feito para a regiao (/1), fazemos com a regiao (1) que é dada por

{b— ¢ < 0,c> 0}, logo podemos considerar o seguinte desdobramento.

{ "= . (3.4)

Z=a+r?+ 22

Analisando o sistema, obtemos:
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Desdobramentos das Regioes (I) e (1)

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacao de (3.3).

o <0

Os pontos singulares sao (—\/ ) (vV—a,0), (0,— —a) \/—oz com partes
0 —2v/—a

e (0,
lineares iguais a ( 0 ) ( ) ( 0 >
—2v/—a 0 2v/—a 0 0 -2y«
—2y/a 0
(s

Aqui, novamente o sistema é reversivel em relagao a ¢(r,z) = (r,—z), isso justifica a

Q

) , respectivamente.

existéncia dos centros no retrato de fase, como mostra a Figura 3.5. Observamos também

que o sistema (3.4), é Hamiltoniano com funcdo potencial H(r,z) = —rz* + ar — §

As 6rbitas que passam pelo ponto (0,1/—«) s@o definidas implicitamente pela equagao

H(r,z) =0, isto é,
2
5 T
_ T a)l=o0
r(z + 3 a)

que nos d4 duas érbitas, que é o eixo—z (r = 0), e a elipse definida por 2% + % = a, que

é a drbita que conecta as selas.

e a>0
Nao existem pontos singulares.

Assim, obtemos o seguinte retrato de fase (veja Figura 3.6).

Assim, o diagrama de bifurcagao fica como mostra a Figura 3.7:
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

Figura 3.5: Retrato de fase para o < 0.

Figura 3.6: Retrato de fase para o > 0.

3.6 Transi¢ao entre as Regioes (I) e (I1)

Agora que estudamos os desdobramentos nessas duas regides, vamos estudar a bifurcacao

que ocorre na transi¢ao entre essas regides, usando a teoria desenvolvida em [10], considerando

a seguinte familia a dois parametros.
Yo r=—=2rz (3.5)
7 t=a+ri4 322424 '

Determinando as singularidade temos:

e 2=0
Assim, obtemos as singularidades (—v/—a,0) e (v/—a,0).
o r =0
Assim, obtemos as singularidades (0, 27),(0,27),(0, 2;) e (0,22).

Onde

i

+:+\/-g+¢m
2 Y

y —=

+ \/_5—\/52—404
+ 5 ,
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

N )

Analisando o sinal das expressoes das raizes, obtemos basicamente 3 regices distintas, quanto

as singularidades do sistema (3.5).

(A) :{(a,ﬁ)ER2;0z>%}U{( B eR*0<a<? ,ﬁ>0}

E
I

{( B)ER*0<a< 6<0}
(C) ={(e, B) e R*; < O}.

Observe que na regidao (A), nado existem singularidades. Na regido (B), existem 4
singularidades (0, z1),(0,25),(0,27) e (0,22) e na regiao (C'), existem também 4 singularidades
(—v=,0), (V=a,0), (0,zF) e (0,27). Veja ainda que, sobre a curva SNp =
{(a,ﬁ) eER%a = ;,ﬁ < O}, temos duas singularidades, (0 —\/ 5 > (0 *6) Agora,
sobre a curva By = {(a, 8) € R a = 0,3 < 0}, temos 3 singularidades (0,0), (0, —/=0) e
(0,/=P). Finalmente, sobre a curva B; = {(a, ) € R%a = 0,3 > 0}, obtemos apenas a
origem como singularidade, assim como para (a, 3) = (0,0).

Vamos agora fazer a andlise da dinamica em cada regiao determinada acima e sobre as

curvas que as determinaram para obtermos o diagrama de bifurcacao e os retratos de fase de
(3.5).
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

Figura 3.8: Regides (A), (B) e (C).

3.6.1 Regiao (A)

Como vimos anteriormente, nessa regiao, nao existem singularidades, e ainda, temos que

Z > 0 para todo (r,z). Logo o retrato de fase nessa regiao é dado pela Figura (3.9) abaixo.

A

Figura 3.9: Retrato de fase de (3.5) com parametros na regiao (A).

3.6.2 Sobre a curva SNp

Sobre a curva SNp = {(a,ﬂ)6R2;a:TQ,ﬁ<O}, temos duas singularidades,

(0, — _Tﬂ> e <O, _Tﬁ> Vamos ver o comportamento de (0, \/_TB>, e pela reversibilidade

do sistema, obtemos seu retrato de fase.

Calculando o Jacobiano do sistema na singularidade, obtemos

Paz) =)
2 0 0

Veja que nesse caso nao conseguimos obter de imediato o comportamento local da

singularidade, entao fazemos uma mudanca de varidaveis para concluirmos sua natureza.
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

Chamemos T =7 ez =2 — +/—2. e obtemos
27

F=—2 (z+~/—§)%
7= —2872 + 22/ 37 + 2t + 72
V=B

Dessa forma, temos que (O, T) é uma sela-né. E novamente, pela reversibilidade do

sistema, obtemos o seguinte retrato de fase sobre a curva SNg, Figura (3.10).

Figura 3.10: Retrato de fase de (3.5) com parametros sobre a curva SNg.

3.6.3 Regiao (B)

Na regiao (B), existem 4 singularidades (0, z}),(0,27),(0,z7) e (0,22), todos no eixo-z.

Vamos calcular o Jacobiano em cada singularidade para obtermos seu comportamento local.

Temos:
0 V3-8 + /P —da 0
o 0 ﬁ\/ﬁ2—4a\/—ﬂ—l—\/ﬂ2—4a
o J(0,2%) = V=P y
o 0 V2P~ day|—f— /P~ da
o 0 V2P —day/ 3 — /P~ da
0 V3-8 + VP~ da 0

0 VI a6+ /P~ da

Observamos que (0,z2) e (0,z;) sao selas, (0,zF) é né-atrator e (0,z2) é né-repulsor.
Agora, pela reversibilidade do sistema, as selas se conectam, assim como os nds se conectam,

como mostra a Figura (3.11). Obtemos entdo o seguinte retrato de fase (3.11) na regiao (B).
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

Figura 3.11: Retrato de fase de (3.5) com parametros na regiao (B).

3.6.4 Sobre a curva By

Observe que sobre a curva By = {(«, 3) € R*;a =0, < 0}, o sistema (3.5) fica da forma

r=—2rz
Xog = . 3.6
0 {z':r2+ﬂzz+z4 (3:6)

Neste caso, temos 3 singularidades (0,0), (O, —\/—ﬁ) e (O, \/—ﬁ). Novamente, vamos
calcular o Jacobiano em cada singularidade para obtermos seu comportamento local.

Iremos calcular o Jacobiano em (O, \/—6) e pela simetria da reversibilidade, determinamos
o comportamento de (O, —\/—ﬁ).

0 )= (7 L)

Observe que nesse caso, < 0, entao, temos que as singularidades (O, —\/—ﬁ) e (O, \/—ﬂ),
serao selas.

Agora, vamos estudar a origem no sistema. Observamos primeiramente que, nesse caso,
o linearizado é nulo. Entao vamos fazer a desingularizagao usando a técnica de blow-up no

sistema (3.8). Logo, tome

r = pcost
z=psing
Dessa forma, temos

rr+2z2

rZ—rz

—
. .
I
<1 =

)

Consequentemente, (3.8) fica
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

p=p(—cos?fsind + Fsin’ 6 + p*sin’ §)

0 = cosf (cos? 6 + sin® (2 + B + p? sin® 0))
Determinamos as singularidades em p = 0 resolvendo a seguinte equacao:

cosf (cos® @ + sin*0(2 + 3 + p*sin®0)) = 0.

Como estamos realizando um estudo local, podemos nos preocupar apenas com as raizes

¢ = +7. Calculando o Jacobiano em cada uma das raizes, temos

J_<ﬂ 0 )
2 0 —2-3
Jw:<_ﬁ 0 )
2 0 2+8

Logo, o retrato de fase fica como mostra a Figura (3.12).

Figura 3.12: Retrato de fase de (3.5) com parametros sobre a curva Bs.

3.6.5 Regiao (C)
Nesta regiao, existem também 4 singularidades (—/—a,0), (v/—a,0), (0,zF) e (0,27).

Observamos que agora existem duas singularidades no eixo—r e duas singularidades do eixo—z.
Estudando o Jacobiano das singularidades (—v/—a,0), (v/—a,0), obtemos

J(—v/=a,0) = ( —23—7 NO__O‘ ) |

J(V=a,0) = < 2\/0__& _QF > |
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

Novamente, pela reversibilidade do sistema, obtemos que as duas singularidades acima sao

centros.

Calculando agora o Jacobiano nas outras singularidades, obtemos

—\/5\/—5—1—\/52—404 0

0 V2B~ day/ 5+ /B~ da
\/5\/—6—1-\/52—4& 0

0 V2P a6+ /P~ da

Logo, elas sao selas. Dessa forma, o retrato de fase fica da seguinte forma, como mostra a
Figura (3.13).

J(O,Z_-:__) =

J(0,2;) =

Figura 3.13: Retrato de fase de (3.5) com parametros na regiao (C').

3.6.6 Na origem (o, 5) = (0,0)
Observe que na origem, o sistema (3.5) fica da forma
r=—2rz
Xopo = { PRI (3.7)

Primeiramente, temos que a tnica singularidade do sistema (3.7) é a origem. Aqui, como o
sistema estd bem degenerado, observamos que o eixo—y ¢é invariante e o fluxo é sempre apontando

para cima. Além disso, Z > 0 para todo (r, z), logo obtemos o retrato na Figura (3.14).

3.6.7 Sobre a curva B;

Finalmente, s6 falta estudarmos sobre a curva B; = {(a,3) € R} a =0,8 > 0}. Aqui o

sistema (3.5) fica da forma
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

Figura 3.14: Retrato de fase com parametros nulos.

o = —=2rz (38)
R B N '

Porém, neste caso, a unica singularidade é a origem. Novamente, devemos aplicar a técnica

de blow-up, como fizemos no caso sobre a curva Bs. Como a singularidade é a mesma, obtemos

as mesmas expressoes do blow-up.
r = pcost
z = psinf
R e 74
. .p2.
9 — rz—rz
o3

p=p(—cos?fsin6 + Fsin’® 0 + p*sin” )
0 = cos (cos® 0 +sin? 0(2 + 3 + p*sin0))

Dessa forma, temos
Consequentemente, (3.8) fica

Determinando as singularidades em p = 0, obtemos as mesmas raizes 6 = £7.

Calculando o Jacobiano em cada uma das raizes, temos

J,T:(ﬂ 0 )
2 0 —2-3
L::(‘ﬁ 0 )
2 0 2+8

E dessa forma, obtemos o seguinte retrato de fase, como mostra a Figura (3.15).
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

Figura 3.15: Retrato de fase de (3.5) com parametros sobre a curva Bj.

3.6.8 Diagrama de Bifurcacdo e Retratos de Fases de (3.5)

Juntando todas as se¢oes anteriores, podemos fechar o resultado que obtivemos quanto ao

sistema (3.5) que nos dé o diagrama de bifurcagao e retratos de fase do mesmo.
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

Teorema B

1. Eziste uma vizinhanga aberta A C R? de (o, 3) = (0,0) tal que o diagrama de bifurcag¢io

de (3.5) dentro de A consiste da origem (c, 3) = (0,0) e as sequintes curvas:

(a) SNk = {(a,ﬁ) eA;a:%ﬂ«)}
(b) Bi ={(a,8) € Aja=0,3 <0}
(¢) Bo ={(a,) € A;a=0,6>0}

2. O Diagrama de Bifurcagdo e o retratos de fases de (3.5) na vizinhang¢a A sao mostrados
nas Figuras 3.16 e 3.17, onde as regioes A, B e C sao formadas pelas curvas de bifurcagdo
acima.

o
SN

Figura 3.16: O Diagrama de Bifurcacao de (3.5).
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3.6 Transigao entre as Regioes (I) e (IT)

Figura 3.17: Retratos de fase de (3.5).

3.7 Consideracoes Finais

Recordemos como foi feito o estudo desse ultimo capitulo, sobre a bifurcacao Hopf-Zero.
Estudamos o caso onde os autovalores do linearizado sao {0,i, —i}. Isto é, com a forma de

Jordan dada como (4)

0 10
Ay=1| -1 00
0 00

Assumimos que o sistema seja reversivel em relagao a R;
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3.7 Consideracoes Finais

1 0 0
Rl - O —1 O
0O 0 -1

e calculamos a forma de Belitskii do sistema a partir do sistema linear da forma A,. Fizemos

algumas observagoes e mudancas de variaveis até obtermos o seguinte sistema

{ 7 =brz, (3.9)

Z=r?+c2?

bos _ _Co6
1+4coq cc= 1+coa”

Para obtermos esse ultimo sistema fizemos uma mudanca de coordenadas cilindricas e

onde b =

consideramos 6 como sendo o tempo. Assim, podemos fazer uma andlise do retrato de fase
do sistema (3.9) que determinamos durante todo o capitulo 3 e tentarmos observar o que esta
ocorrendo no sistema original que é dado no R?. Isto é, passarmos o retrato de fase do plano-rz

para o espaco-ryz, dada que a mudanca realizada foi feita da seguinte forma

T =rcosb
y =rsinf
z=2z

Para fazermos esse estudo, escolhemos o retrato de fase dado pela Figura 3.18, que é o

retrato dado na regiao C'.

Figura 3.18: Retrato de fase de (3.5) com parametros na regiao (C').

Observamos os seguintes fatos:

e Pontos singulares do retrato no plano-rz situados no eixo—r, correspondem a ciclos limites
no espago-xyz. Pois pontos singulares correspondem a 77 = 0 e 2 = 0, isto é, raio r e

coordenada z constantes e 8 variando.
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3.7

Consideracoes Finais

e As Orbitas que conectam as duas selas no plano-rz, diferentes do proprio eixo z,

determinam uma esfera invariante pelo fluxo do campo. A sela situada no eixo—z positivo
corresponde ao pdélo norte dessa esfera e dOrbitas situadas nessa esfera todas acabam
morrendo nesse poélo, em forma de foco atrator. Enquanto que a sela situada no eixo—z
negativo corresponde ao pélo sul da mesma, e as Orbitas situadas sobre essa esfera todas

nascem dela, em forma de foco repulsor.

Orbitas periddicas fechadas do retrato no plano—rz situados em torno das singularidades
do eixo—r, correspondem a toros invariantes pelo fluxo do sistema tridimensional. As
orbitas do sistema tridimensional, dentro desses toros invariantes, podem ser periédicas

ou densas dependendo se a inclinagao em relagao ao plano—xy for racional ou irracional.

Finalmente as drbitas situadas no exterior das conexoes de sela, correspondem a cilindros
invariantes pelo fluxo do sistema tridimensional. As dérbitas contidas nesses cilindros

invariantes correspondem a hélices ou érbitas periddicas.
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