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Resumo

Este trabalho propos o desenvolvimento de um modelo espacial bidimensional que
descrevesse a resposta imunologica adaptativa para a infeccao viral da hepatite B. Este
modelo foi construido baseando-se na dindmica de interagao entre seis populacoes: he-
patocitos saudaveis T, hepatocitos infectados Y, células virais V' (representando o virus
da hepatite B, i.e., HBV), sistema imune inativo , sistema imune ativo X e células de
memoria X.

Inicialmente construiu-se um modelo compartimental adimensional e estudou-se as
solugoes de equilibrio e os valores limiares que determinam a estabilidade de cada uma
delas. Com este modelo foi possivel reproduzir as diversas evolugoes observadas para a
doenca, sao elas: individuos que eliminam a infeccao sem formar resposta imunologica,
portadores agudos e portadores cronicos.

Ao incluirmos difusdo das células de defesa do sistema imunolégico e do virus (modelo
espacial), analisamos duas situagoes: modelo homogéneo, no qual os parametros do mo-
delo sao os mesmos em todos os pontos da rede, e modelo heterogéneo, o qual caracteriza
células mais permeaveis ou menos permeaveis a invasao do virus. Para os dois modelos
espaciais observou-se que, os tempos de eliminagao viral e/ou invasao do virus tornam-se
menores em relacao ao modelo compartimental. Os resultados mostraram ainda que, para
o conjunto de valores utilizados nas simulacoes, o modelo é sensivel as variagoes na taxa
de difusao viral e nao depende da difusao das células de memoria, considerando o caso
em que as duas taxas de difusao sao diferentes de zero.

Finalmente, o modelo heterogéneo quando comparado ao modelo homogéneo, mostra
que podemos ter a infeccao limitada espacialmente dependendo do tipo de célula envolvida

no processo de infeccao.

Palavras-chave: hepatite B; resposta imunologica adaptativa; modelagem matematica;

modelos espaciais.



Abstract

This paper proposed a two-dimensional spatial model to describe the adaptive immune
response for viral hepatitis B. This model considered six populations: healthy hepatocytes
T, infected hepatocytes Y, hepatitis B virus V', innate immune system I, active immune
system X and memory cells, X.

First, a compartmental model was constructed and its equilibrium solutions and also
the threshold values related to the stability of each solution were obtained. Using this
model, we was able to reproduce the different trends observed for the disease, which are:
individuals that eliminate the infection without forming immune response, patients with
acute and chronic carriers.

By including dispersion of defense cells of the immune system and virus (spatial mo-
del), we analyze two situations: homogeneous model, in which the model parameters are
the same at all points of the network, and heterogeneous model, which characterizes cells
more permeable and less permeable to virus invasion. For the two spatial models (ho-
mogeneous and heterogeneous) the times relatead to the viral erradication and/or virus
invasion and persistence becoming smaller in relation to the compartmental model. The
results also showed that for the set of values used in the simulations and if the two diffu-
sion rates are different from zero, the model is sensitive to variations in the rate of viral
spread and not dependent on the dispersion of memory cells.

Finally, the heterogeneous model when compared to the homogeneous model shows
that the infection can be spatially limited depending on the type of the cell involved in

the infection process.

Key-words: hepatitis B; adaptive immune response; mathematical modeling, spatial

models.
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1 Introducao

Nesta secao discutiremos brevemente os principais aspectos envolvidos na infeccao pelo
HBV (virus da hepatite B) com o objetivo de destacar pontos importantes para a for-
mulacao matematica deste problema biologico. Entre eles: estudo da cinética viral e,

identificacao dos cursos sorologicos de portadores cronicos e agudos.

1.1 Hepatite B (HBV)

A doencga hepatica devida ao H BV é um problema global com uma taxa mundial estimada
de 300 milhdes de individuos infectados [8]. No Brasil, sua distribui¢ao geografica nao é
uniforme e apresenta areas de baixa prevalecéncia no sul e sudeste e, alta prevalecéncia
na Regiao Amazonica [9].

O virus da hepatite B (HBV') pode evoluir de diversas formas apos o contégio, po-
dendo produzir hepatite aguda; hepatite cronica nao progressiva; hepatite cronica progres-
siva culminando em cirrose; hepatite fulminante com necrose hepatica macica; um estado
de portador assintomético, com ou sem doenga subclinica progressiva e, ainda servir de
pano de fundo para a hepatite D (HDV).

Ele ¢ 100 vezes mais infeccioso que o virus da imunodeficiéncia humana (HIV) e 10
vezes mais que o da hepatite C (HC'V). O HBV é um membro dos Hepadnaviridae, uma
familia de virus contendo DN A que causa hepatite em multiplas espécies de animais [6].
Sua particula viral é constituida por uma molécula de acido nucléico, envolvida por uma
estrutura protéica chamada capsideo. Além disso, ele é revestido por duas camadas: uma
externa (envelope) e, outra interna (core). A camada externa é constituida por H BsAg,
o antigeno de superficie do virus da hepatite B. Este antigeno é a substancia que o
organismo identificard como estranha e que induziré a produgao de proteinas especificas
pelo sistema imune. A interna é constituida por H BcAg, o antigeno ¢ do virus da hepatite
B que assim como o antigeno s também desencadeard resposta imunologica. O HBV
possui ainda uma outra proteina, H BeAg [3].

Estudos de cinética viral realizados in vivo indicam alta taxa de replicagao do H BV
em torno de 10 a 10'? particulas virais por dia. Estima-se que cerca de 10% células

infectadas sejam destruidas por dia, indicando que aproximadamente de 1% a 7% da
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massa hepatocitaria do figado seja reciclada diariamente nos pacientes infectados. No
entanto tem sido demontrado que a meia-vida dos hepatocitos que contém o HBV é al-
tamente variavel, dependendo principamente do grau de ativagao do sistema imunologico
do hospedeiro. Modelos matematicos indicam que pacientes com hepatite cronica B que
possuem meia vida das células infectadas ao redor de 10 dias necessitariam aproximada-
mente de 1 ano de supressao da viremia para obter a erradicagao completa do HBV do
organismo, enquanto que pacientes com meia vida das células infectadas da ordem de 100
dias necessitariam de mais de 10 anos de supressao para obter a cura [5].

E interessante ressaltar que o HBV néo causa diretamente a patologia observada, ja
que a lesao hepatocelular ocorre devido a acao do proprio sistema imune do hospedeiro
contra os hepatocitos infectados, ou seja, o virus faz com que as células de defesa ataquem

as células do figado, sendo esse fato essencial para a resolugao da doenga hepética.

1.2 Curso sorolbégico da hepatite B

A seguir, estudaremos separadamente os cursos sorologicos das hepatites aguda e cronica

resultantes da infec¢ao pelo HBV'.

a. Hepatite B Aguda:

A Figura 1 apresenta a evolucao temporal dos marcadores sorologicos da hepatite

B para um portador agudo. Observamos que

— 0 H BsAg esta presente no soro antes mesmo do inicio das alteragoes da alanina
transferase (ALT') e do aparecimento dos sintomas. Este é portanto, o primeiro
a aparecer e sua concentracao maxima coincide com o inicio dos sintomas. Por
isso, ¢ um dos marcadores pesquisados tanto na triagem de doadores de sangue
em unidades hemoterépicas quanto no diagnostico em laboratorios de satude

publica. Declina a niveis indetectéveis no prazo de 3 a 6 meses [1];

— O H BeAg surge no inicio da infecgao, logo apos o H BsAg, e pode ser detectado
durante varias semanas. Este marcador indica intensa multiplicagao viral e,
portanto, um maior potencial de transmissao. Nota-se que quando a replicagao

viral é maxima a curva de ALT também apresenta seu maximo, uma vez que



11

a tltima é uma enzima que ¢é liberada quando ocorre algum tipo de agressao a

membrana dos hepatocitos;

— Ja o anti-H BelgM surge na fase aguda, atingindo quantidades detectéveis no
soro pouco antes do aparecimento dos sintomas, podendo permanecer até oito
meses ap6s o inicio da infeccdo. E o tnico capaz de ser detectado na fase de
janela imunolégica, sendo de extrema importancia na deteccao de casos agudos.

Geralmente, nao é detectado em portadores crénicos;

— O anti-H Bel gG substitui gradativamente o anti-H Bel gM e, em geral, persiste
por toda vida, sendo 1til para indicar que houve em algum momento infeccao

pelo virus da hepatite B;

— O anti-H B (IgM + 1gG) € o tnico marcador que define a etiologia da
doenga, detectavel entre o desaparecimento dos antigenos e o aparecimento dos
anticorpos. Como contém o anti-H Bel gG também persiste por toda vida sem
conferir imunidade, servindo de parametro para saber se em algum momento

da vida do individuo houve a infecgao;

— Por fim, o anti- H Be pode ser detectado ap6s o desaparecimento do HbeAg in-
dicando diminuigao da multiplicacao viral e a provavel evolucao para a cura da
infeccao, enquanto que o anti-H Bs pode ser detectado apos o desaparecimento
do HBsAg. A presenca de anti-H Bs indica imunidade em relagao & infecgao,
sendo o principio das estratégias atuais de vacinacao, que empregam HBsAg

nao infeccioso [1, 3|.

Em pessoas vacinadas contra a hepatite B, espera-se portanto encontrar anti-H Bs.
Em cerca de 5% a 10% dos casos de infecgao pelo virus da hepatite B nao ha

desenvolvimento de imunidade, configurando a evolugao para a forma cronica [1].

. Hepatite B cromica:

Na Figura 2, podemos conferir como se caracteriza sorologicamente a evolucao para
a forma cronica da infeccao pelo virus da hepatite B. A permanéncia do H BsAg por

mais de seis meses caracteriza este tipo de portador, sendo que podemos observar
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anti-HBc 1gG

anti-HBc IgM

Concentragao relativa

anti-HBs

anti-HBe

e

Meses apds a exposigao Anos

Figura 1: Curso sorologico da hepatite B para um portador agudo [3].

que este marcador estd sempre presente ao longo do seu curso sorologico. No curso
sorolégico da infeccao cronica podem ainda ser detectados o H Be Ag ou o anti-H Be
(ndo mostrados na Figura 2): o primeiro sinaliza uma forma mais grave de infecgao

enquanto que o segundo indica um estégio com diminui¢ao da multiplicacao viral.

Em geral nos pacientes que desenvolvem a forma cronica o Anti-H BcelgM deixa de
ser detectado (como mostra a Figura 2, a partir de oito meses de infec¢ao ), a néo
ser em casos de alta replicacao viral. A presenca do anti-H Bel g, da mesma forma
que na infeccao aguda, persiste por toda a vida do paciente sem trazer qualquer

ganho em termos de imunidade.

HBsAg
anti-HBc IgG

entragao relativa

Figura 2: Curso sorologico da infec¢ao cronica pelo virus da hepatite B para um portador

cronico [3].
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Baseado na argumentacao biologica anterior desenvolveu-se um modelo matemaético
para o estudo da evolucao temporal da infeccao pelo virus da hepatite B enfatizando
sua resposta imunologica adaptativa. As principais referéncias estudadas foram o artigo
de Funk [2] e a monografia de Muniz [7]. A se¢do 3, Modelo Dindmico Viral Sem Aco-
plamento Espacial, traz a formulacao do modelo mateméatico, a adimensionalizacao do
mesmo, a obten¢ao dos pontos de equilibrio e estudo da estabilidade para cada um deles
e, por fim, os resultados. Na secao 4, Modelo Dindmico Viral Espacial, estao descritas as
alteragoes necessarias para adaptarmos o modelo compartimental a um modelo espacial,
a metodologia seguida e, resultados obtidos para acoplamentos espaciais homogéneos e
heterogéneo. Por fim, a se¢ao 5 encerra esta monografia com as Conclusoes.

Esta monografia é baseada no trabalho de iniciacao cientifica da aluna Karen Pieri,
a qual realizou estagio no Departamento de Bioestatistica do Instituto de Biociéncias da
UNESP /Botucatu de Janeiro de 2007 & Dezembro de 2009, com a Profa. Dra Claudia P.
Ferreira, no tema de modelagem matematica. Durante o estagio a aluna se familiarizou
com o ambiente Linux, aprimorando seus conhecimentos em Linguagem de Programacao
C, processador de texto latex e outros pacotes do Linux, como por exemplo, os pacotes
graficos xmgrace e gnuplot. Foi bolsista FAPESP de Fevereiro de 2008 a Janeiro de 2010
sob responsabilidade da Profa Dra Claudia Pio Ferreira. Resultados parciais do trabalho
foram apresentados em congressos, como o CONFIAM- Congresso de fisica aplicada a
medicina - em 2009 (Botucatu - SP), Workshop da Pés - Graduagao "ciéncia, mercado
e sociedade - em 2009 (Botucatu - SP) e Encontro regional de matemaética aplicada e
computacional (Petropolis - RJ).

No ano de 2010 a aluna realizou estagio de janeiro a novembro no Centro Infantil de
Investigagdoes Hematologica Dr. Domingos A. Boldrini, no setor de fisica da radioterapia,
e também desenvolveu o trabalho de pesquisa "Implementagao do Sistema de Dosimetria
in Vivo no Hospital Infantil Boldrini”, trabalhando com um programa de controle de
qualidade adicional baseado em dosimetros semicondutores, com o objetivo de utiliza-lo
em procedimentos de T.B.I (total body irradiation), tratamento de radioterapia aplicado
comumente apoés transplantes de medula. Este trabalho esta inscrito para ser apresentado

no XII Congresso Brasileiro de Radioterapia em outubro de 2010.
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2 Objetivos

Desenvolver um modelo espacial que descreva a dindmica da resposta imunologica adap-
tativa para a infeccao do virus da hepatite B. Para isso, utilizou-se a idéia apresentada
no artigo de Funk [2], isto é, considerou-se acoplamento espacial entre as variaveis do
modelo compartimental original, o qual considera seis populacoes de células: hepatocitos
saudaveis, hepatocitos infectados, células virais, sistema imune inativo, sistema imune
ativo e células de memoria. Como a maioria das infecgoes tem uma localizagao espacial
e as interacoes entre as populagoes de virus e células sao locais, modelos com estrutura
espacial sao um importante passo para entendermos o que acontece quando a suposicao
de populagbes bem misturadas é relaxada. A comparagao entre os dois modelos (com
e sem estrutura espacial) foi feita através da medida da intensidade e da velocidade de

espalhamento da infeccao.

3 Modelo Dinamico Viral Sem Acoplamento Espacial

Esta secao apresenta o modelo mateméatico da dindmica viral da hepatite B, sem aco-
plamentos espaciais, seguido pelo estudo de seus pontos de equilibrio e estabilidade do

mesmos, analiticamente e/ou numericamente.

3.1 Modelo Matematico da Dinamica Viral do HBV

Este modelo foi construido baseando-se na dinamica de interacao entre seis populacoes:
hepatocitos saudaveis T', hepatocitos infectados Y, células virais V' (representando o virus
da hepatite B, i.e., HBV), sistema imune inativo I, sistema imune ativo X e células de
memoria X.

Sabemos que as células do figado se regeneram e que o virus ao sair da célula infectada
nao a destrdi, de maneira que células saudaveis e infectadas crescem de acordo com um
termo logistico, o que nos leva a incluir um termo de suporte K, relativo ao ntimero de
células presentes no figado.

No modelo, a populacao de hepatocitos saudaveis 1" varia no tempo de acordo com
as seguintes condigdes: as células sdo produzidas a uma taxa r; (crescimento logistico) e

morrem a uma taxa u; e, ainda tém uma fracao transformada em hepatocitos infectados Y
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devido a taxa de encontro e entre o virus e os hepatocitos sadios. Por sua vez, hepatocitos
infectados, Y, sao produzidos a uma taxa e, devido ao encontro entre virus HBV e
hepatocitos normais, e a uma taxa 7o (crescimento logistico). Sua morte pode estar
associada a dois fatores: a taxa us, de degradacao celular natural, ou devido ao encontro
com probabilidade o com uma célula do sistema imune ativo. O virus V, varia apenas
com a taxa de crescimento regida pelo parametro p e, pela taxa de mortalidade dada por
c.

As células imunes inativas I sao produzidas no timo de acordo com a taxa f e caso
encontrem hepatocitos infectados sao ativadas em a uma taxa a (sendo também propor-
cionais & quantidade de células infectadas). Células imunologicas ativadas, geram duas
células imunes ativas (reproducao binaria) X, evento expresso por 2alY, e tém taxa de
mortalidade natural g.

O sistema imune ativo, X, segundo a taxa k é capaz de eliminar os hepatocitos infecta-
dos. Células ativas também tém reproducao binaria, originando duas células de memoria
M, sendo este evento controlado pelo termo qlf—)l(, em que [ é a taxa de saturacao e
q é taxa de conversao de células imunes ativas em imunes de memoria (capacidade de
memorizagao limitada do sistema imunologico).

As células de memoria podem retornar ao estado de células imunes ativas, em duas
situacoes: quando o organismo necessitar da apresentacao rapida, pois a taxa de formagao
de células imunes ativas a partir das células de memoria depende de um fator z;a, sendo
z1 > 1, enquanto que, sua formacao a partir do sistema imune ativo esta relacionado
apenas ao fator a, o que torna o primero método mais veloz; ou quando uma taxa de
ativacao de background n estiver presente. Finalmente, as células de memoéria morrem a
uma taxa s.

Essas condicoes biolégicas nos levam ao seguinte conjunto de equagoes diferenciais

ordinarias, o qual descreve a evolucao temporal de cada uma das populagoes:

H
= rlT(l—?)—eTV—ulT
H
TQY(l — g) + eIV —aXY — UQY

= pY —cV (1)

_~ = <N
Il

= f—gl —alY



em que

16

. X
XfZQMY—ﬁjf—X+@W4MM

T+Y =H,

sendo T,Y,V, I, X, M, respectivamente, hepatocitos nao infectados, hepatocitos infecta-

dos, virus H BV livres, células imunes inativas, células imunes ativas e células de memoria.

A Tabela 1 resume a discussao anterior, associando cada um dos parametros ao seu

respectivo sentido biologico.

Tabela 1: Descri¢cao dos pardmetros do modelo viral-imunologico da HBV

Parametro Sentido Biologico
T Taxa de crescimento dos hepatocitos saudaveis (77)
To Taxa de crescimento dos hepatocitos infectados (T)
K Capacidade de suporte do Meio
e Taxa de Encontro entre hepatocitos (T') e virus HBV (V)
Uy Taxa de Mortalidade dos hepatocitos saudaveis
Us Taxa de Mortalidade dos hepatocitos infectados
o Taxa de Encontro entre células imunes ativas (X) e hepatocitos infectados
P Taxa de Crescimento do virus H BV
c Taxa de Mortalidade dos virus H BV
f Taxa de Crescimento das células imunes inativas (I)
g Taxa de Mortalidade das células imunologicas (1 e X)
a Taxa de Encontro entre hepatocitos infectados e células imunes inativas
q Taxa de Transicao de I para células de memoria M
l Termo de Saturacao da producao de M
21 Taxa de Ativagao das células de memoria
n Taxa de Ativagao de background das células M
s Taxa de Mortalidade das células de memoria
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3.2 Modelo Adimensonal

Utilizaremos o processo de adimensionalizacao para reduzir o nimero de parametros atra-

vés da seguinte mudanca de variaveis:

T Y
9027.197 tz?a y:E7 Uzeflva 1= ) T =

onde 6 representa a variavel tempo e ¢ a variavel tempo apos a adimensionalizagao.

Substituindo (2) em (1) e ap6s algumas manipulagoes algébricas, temos:

t = t(l—(t+y)) —tv—mt

gy = ry(l—(t+y)) +tv—yzv — 1y

0 = By—new (3)
i = U —ngyi — oy

. , x
T = 200y — 01—1——33 —ngx + (2y + )M

T
m = 20—— —nsm — (zy +n,)m,
e (2y + 1)
sendo
Uy T (> c f g
m=— r=—, e = —, Ne = —, = 5 ng:_7
1 1 ™ ™ 11 8]
ak q z1ak n S
0‘:7’ 9:7’ z = s ’]’/n:—7 (& ’]’/S:—.
1 lTl T1 T1 1
Escolhendo % = 1 obtemos que
r1 al pe
bh=—, y=-—- ¢ B==. (4)
e ke T

A admensionalizagao proposta reduz o sistema de equagoes (1) o qual possui dezenove

parametros ao sistema de equagoes (3) o qual possui doze parametros.

3.3 Solucgoes de equilibrio

Para a obtengao das solugoes de equilibrio basta igualarmos o conjunto de equagoes (3) a

A A DA

1. Se v = 0 obtemos duas solugoes:
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Py=(1-1,0,0,%,0,0) e,

7779’

Pm (1= 0,0,0, %, (<14 2y 20w el
1= —m, 0,0, =, =(—=1+ e ) 6 27)
Mg’ Mg Ns+1n (ns+nn) E(il+ns+?ln)
2. Sev#0
-  es oA e o N A 20 &
P2 - (1 BU v m, Bvava (ng+a%@)7xa T]s+ZnE—ﬁ+77n ;;;.;_1)'

3.4 Estudo da Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

Tendo encontrado os pontos de equilibrio estudaremos separadamente a estabilidade de
cada um deles através da anélise de seus autovalores (solugoes de seus polinoémios ca-
racteristicos). Com este propoésito construiremos a matriz de derivadas parciais de (3),

também conhecida como matriz jacobiana J.

3.4.1 Estabilidade de F,

Substituindo o ponto P, em J obtemos a matriz jacobiana calculada em Fy:

—1+m —1+m —1+m 0 0 0
0 r—r(l—m)—mn 1—m 0 0 0
Jo— 0 6] —17e 0 0 0 5)
0 —01 0 —1g 0 0
0 201 0 0 —0—-mn, Mn
0 0 0 0 20 —1s — Nn

O polinémio caracteristico é dado por det|Jy — M|, em que I é a matriz identidade de
mesmas dimensdes que Jy. Devido a grande dificuldade de manipular os termos, (trata-se
de uma matriz 6 x 6), reescrevemos Jy — Al como uma matriz de dimensoes 4 x 4 através

do método dos cofatores e, entao aplicamos a propriedade:

A B A0 1 A7'B
¢ D c I 0 D—CA'B

portanto, detM = detAdet(D — CA™'B), em que A, B, C' e D sao matrizes de ordem
2 x 2. A resolugao do determinante deste modo, nos permitiu encontrar um polindémio

caracteristico fatorado, com termos no qual A tem grau de no maximo 2, dado por

(=D)L = (D) (g — A AL A, (7)
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sendo

Ay = (r=r(l=m)=m—=AN(n—A)—p(1—-m) e
Ay = (=0 =0y =N (=ns — 1 — A) — (7,20). (8)

Resolvendo cada termo do polinomio encontraremos seus autovalores, dados por

)\1 = —1 + i,
)\2 = g,
-1
As = (i —m—net \/7“277% = 2rmuip + 2rmne + 03 — 2mane + 02 A48 —48m) e,
1
)\4 - 5(_8 - 779 —Ns — T + \/02 + 207]5] - 20775 + 6‘97771 + 7]3 - 2779775 - 27]97771 + 772 + 27]57771 + 77721)7

onde as solugoes A3 e A4 foram econtradas através do software de manipulagao algébrica
Maple.

A estabilidade dos pontos de equilibrio F, sera avaliada partindo do principio que um
ponto estavel é aquele que possui todos os seus autovalores com parte real negativa ou
parte real nula (neste caso, desde que a multiplicidade algébrica e geometrica destes au-
tovalores sejam iguais). Nossos autovalores sao distintos, o que implica em multiplicidade
algébrica m = 1 e, sendo 1 < p < m, a multiplicidade geométrica de cada autovalor é
w=1.

Uma vez que todos os parametros sao positivos e, consequentemente Ay < 0, as restri-

¢oes incluem apenas A1, A3 e \4.
e Para que \; tenha parte real negativa ou nula: —1 419, <0 =1, < 1.

Os autovalores A3 e A4 sao compostos por duas raizes reais sendo uma positiva e outra
negativa. Analisaremos somente a raiz positva de cada um deles, pois, caso ela satisfaga
o critério A < 0, sua raiz negativa consequentemente também atenderd essa condigao.

Assim,

e Para que A3 tenha parte real negativa ou nula:

2
(\/r%ﬁ = 2Py + 2rmne + 02 — 2nane + 15 — A8 + 45) < (=rm + 1),

Bl —m)

< 1.
Ne(n2 — 1)

logo



e Por fim, para que A4 tenha sua parte real negativa ou nula:

20

\/92 + 200, — 2015 + 6601, + 12 — 2090 — 20gNn + 02 + 2050 + 12 < (0 + 09 + 105 + 00)%,

Definindo Ry =

B(l—m1)
Ne(n2—rm

teremos 1<

¢,

0ns + ngMs + Ny
on, '

01n

a solucao convergira ao ponto de equilibrio Fj.

3.4.2 Estabilidade de P,

R, = W’ obtemos que, se Ry <1, Ry <lemn <1

Do ponto de vista biologico, para que as células imunes ativas existam devemos considerar

Definindo Ry =

i Mn—"Ns
Ng Ns+1n’

L
P1:<1_7717070777R2_1

z>0= —(

0 Mn — s

) > 1.
Mg Ms + T

20 Ry —1

Mg 7 (s + 1) R

).

temos que £ = Ry — 1 e, portanto P, pode ser escrito como

Utilizando os mesmos conceitos empregados para estudar a estabilidade de Fy, a estabi-

lidade do ponto de equilibrio P; sera analisada. A matriz Jacobiana calculada em P; é

dada por:

—1+m

0

o o o O

—1

+m —1+m 0

r—r(l—m)—vRe—=1)=n 1—-m 0

B —7e 0

_U% 0 —Tg
2ok 4 20T 0 0
— ) 0 0

sendo o polindmio caracteristico dado por det|J; — A\ |:

onde

0
0
0
0
9 O0(Ra—1)
Ro }%2‘,3 — g
20 20(Ro—1)
Ro R%

(=D (=1 +m = (=D (=g — A AsAy,

(r=r(l=m) =Ry =1) =ny = M)(=n. = A) = 61 =m) ¢,

(

-0
Ry

(R, — 1)

R3

— Mg — M (=15 = N — A) = 1

20

Ry

20(Ry — 1)

R3

).

o o o o

M

—Ns — Mn
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Resolvendo o polinémio através do software de manipulacao algébrica Maple encontrare-

mos seus autovalores, dados por:

As = i — 1,

Xe = —1g,

Ar = %(Tm—vR2+'y—nz—77ci\/T71),
As = %Ri%(—@—ngRi—Rﬁm Ry, £ /1),

em que
Y1 = =2rmy Ry +1°0; + 2rmy — 2rmme + 2rmne +v°R3 — 297 Ry + 2y Ranp
—2YRone +7* = 2ymy + 291 + 403 — 2. + 02 +A4B(1—m) e,
Ty = 6% + 20n,R5 — 20R3n, + 60R31m,, + 1) Ry — 21y Ran, + +Ran? + 2R3040, + R
Todos os parametros sao positivos, portanto Ag < 0. Com relagao aos outros autovalores
temos que:

e Para que \; tenha sua parte real negativa ou nula:

m—1<0=mn <1, (10)

e Para que \; tenha sua parte real negativa ou nula:

rm —yRe+vy—1m2—n.+vT1 <0

entao temos
. Ne(ne —v —rm +vRy)
- B(1—m) ’

e Para que \g tenha sua parte real negativa ou nula:

—0 —n,R2 — R2n, — Rin, + /T2 <0
9(% - 775)

tal que, ————F"-F— <1.
R31g(ns + 1)
_ ne(m—y—rm+yRs) _ _9(m—ns) :
Definindo R3 = Bi—m) e Ry = Ry oty 5 <1, R3>1e Ry <1, o0 sistema

convergira ao ponto de equilibrio P;.

3.4.3 Estabilidade de P,

A anélise da estabilidade de P, s6 é viavel se realizada numericamente, portanto o resul-

tado obtido para este ponto esta descrito na proxima seccao.
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3.5 Resultados

O resumo da analise da estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo matematico

adimensional da dindmica viral do H BV esta colocado na Tabela 2.

Tabela 2: Condicoes de estabilidade dos trés pontos de equilibrio

referentes ao modelo dindmico viral-imunologico do HBV

Pontos de Equilibrio  m, Ry Ry Ry R;s Ry
Py <1l <1 >1 <1 — —
Py <1 - <1 >1 >1 <1
b <l - <1 >1 <1 <1

Pela Tabela 2 observamos que se Ry = —24=1_ < | ¢ R, = Zatioliatnomn
Ne(n2—rmn1) 0nn

> 1 a solu-
¢ao converge para o equilibrio trivial onde nao hé populagao viral V', nem hepatocitos
infectados Y, sistema imune ativo X ou células de memoria M.

O parametro Ry pode ser interpretado da seguinte forma: 3 e r relacionam-se respec-
tivamente com o crescimento das populagoes de virus H BV e dos hepatocitos infectados;
enquanto que, 7., 11 € 72 sao termos associados respectivamente & mortalidade do virus
HBYV, dos hepatocitos saudaveis e dos hepatocitos infectados. O termo 1 — 1, é o res-
ponséavel pela existéncia ou nao das células saudaveis no figado. Esse termo aparece como
autovalor para os trés pontos de equilibrio estudados 7, < 1, e reflete o fato de que nao
temos paciente vivo com o figado totalmente composto por células infectadas. Ja o termo
12 — r1; traz uma perspectiva em torno da eliminagao da infecgao. Se 1, > rny, siginifica
que a infecgao decresce com o tempo, sendo que a taxa de mortalidade dos hepatocitos
infectados é maior do que o produto da mortalidade dos hepatdcitos saudéveis pelo cres-
cimento dos hepatoécitos infectados. Por fim o termo % reflete o descrescimento com o
tempo da populagao de H BV quando 7. > 3, a taxa de mortalidade do virus ¢ maior que
a de seu crescimento.

Por sua vez, em R; temos 7, representando a taxa de ativacao das células ativas em
células de memoria; enquanto que, 7, e 1, sao respectivamente, as taxas de mortalidade das
células de memoria e imune ativa. Uma vez que Ry é a condicao biologica que determina a

existéncia do sistema imunolégico a partir de células imunes ativas X, podemos estabelecer

Ro — 6 1
(ns—mmn) ng (Ns+nn)

uma relacao entre Ry, e R;. Rearranjando Ry como e, invertendo

; 3 (ns—mn) _ ng
os dois lados da equacao teremos s = &(ns + ny). Podemos reescrever R; como
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Ry = Z—Z + (9%(778 +1n,) e substituir nele a nova expressao de Ry, Ry = Z—Z + T2 Fazendo
algumas manipulagoes algébricas, chegamos & Ry = 2% — 1. Logo, para que R; satisfaca

% — 1 > 1, que resulta em 7y > 7,. Este resultado siginifica

o ponto P, devemos ter
que a taxa de ativacao nao é suficiente para manter a populagao das células memoria.
Consequentemente, no ponto Fy nao hé formacao de resposta imune.

Figura 3 mostra a evolugao temporal das populagoes, dado o conjunto de valores
que obedece as quatro situagoes discutidas até aqui, ie., 3 < 1, no > ™1, 1. >
6 e, ns > n,. A evolucao temporal das populagoes de células e virus foram obtidas
através da implementacao em linguagem C' do modelo adimensional via um runge-kutta
de quarta ordem. Biologicamente o ponto F, esta associado a individuos que nunca
entraram em contato com o virus ou individuos que entraram em contato com o virus
e foram capaz de elimina-lo sem ativar a resposta imunolégica adaptativa. Utilizou-se
r=20.2,v=10.0,7n =03, n. = 0.6, ng, = 0.14, n, = 0.2, n; = 04, n, = 2.0, 8 = 0.2,
¥ =0.06e60=0.3.

07— -

0.6 —

P(t)

0,5 H -

03 . | . | . |

0 0,05 0.1 0,15
Figura 3: Evolugao temporal das células segundo o modelo adimensional convergindo para o
ponto de equilibrio Py com Ry =~ 0.10 e Ry ~ 2.67. Em vermelho temos T= 0.6, em azul escuro
temos I ~ 0.43 e as outras curvas, nao representadas no grafico, vao a zero.

9 _
Novamente da Tabela 2 observamos que se Ry = W <1, Ry = ni% > 1,
n g NsTTn

_ ne(me—y—rm-+yRa) _ _O(m—ns) 5 iy
R3 = B >1le Ry = T (1ot ) < 1 a solugao converge para o equilibrio

no qual nao ha populagao viral HBV (V') nem hepatocitos infectados Y mas ha sistema

imune ativo X e células de memoria M. Partindo da mesma anélise que fizemos para Fp,

2ns
MNn

dado que R; = — 1, para que a condi¢ao dada por R; < 1 seja satisfeita, devemos ter
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ns < Nn, caracterizando o aparecimento e a sustentacao no equilibrio de populagoes de
células imunes ativas X e criacao de memoria imunologica M, mesmo sem a existéncia
de virus HBV e de hepatécitos infectados Y. Se a ativagao de background das células
de memoéria for maior que uma combinac¢ao das taxas de mortalidade dessas células M
e das células imunes efetoras X, essas células X sao ativadas mesmo na auséncia do
virus especifico. Esta situagao surge quando as células de memoria M sao convertidas em
linfocitos efetores, células imunes ativas X (parametro 7,). Em particular, se a taxa de
ativacao de background for nula, encontramos:

—0
U -0 1701

Pl:<1_77170707_7__1720_ng—70)’ (11)
Mg Tg 1s E

(populagao negativa) e, portanto, podemos concluir que sob essa condigao (7, = 0) s6 é

possivel obter os pontos de equilibrio Py e P [7].

Quanto a R4, podemos reescrevé-lo em funcao de Ry, obtendo Ry = R%, ou seja, este
critério também esté intimamente relacionado ao surgimento de resposta imunologica:
basta que Ry > 1, para que a condicao R4 < 1 seja atendida.

O Ponto P, com 7, > 0 representa duas tipicas situagoes relacionadas a hepatite B :

e Um individuo que entrou em contato com o virus H BV, desenvolvendo a doenca
mas conseguiu eliminé-la, adquirindo imunidade pelo resto de sua vida; caracteriza

o portador agudo da doenca ou,
e Imunidade induzida pela vacinagao;

Este quadro pode ser observado na Figura 4, que mostra a evolucao temporal das popula-
¢oes com eliminacao do virus da hepatite e com ganho de imunidade. Utilizou-se r = 0.2,
v=0.3,ns =0.04, n. =04, n, =0.16, n, = 0.8, n; = 0.46, n, = 0.23, B = 0.12, ¥ = 0.27
e 0 =0.27. O critério dado por R3 determina se apds o desenvolvimento da infecgao ha-
veré eliminagao das populagoes de virus H BV e hepatocitos infectados Y (caracteristicas
do portador agudo) ou a solugao tendera a coexisténcia: quando R3 > 1 a solugao se es-
tabiliza em P; enquanto que se R3 < 1 tendera ao ponto P, (portador crénico). Portanto,
se Ry <1, Ry > 1, R3 < 1e Ry <1 asolugao converge ao ponto de equilibrio no qual
existem todas as populagoes. Neste caso, o que mantém a populacao de células imunes

efetoras e das células de memoria nao é a taxa de ativacao de background n,, mas sim a
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Figura 4: Evolugao temporal das células segundo o modelo adimensional convergindo para o
ponto de equilibrio P, com R; ~ 043, Ry ~ 1.51, R3 ~ 1.79 e R4 ~ 0.663. Em vermelho
temos T' = 0.54, em azul escuro temos I~ 1.67, em verde temos X ~ 0.51, em azul claro temos

M =~ 0.21 e as outras duas curvas vao para zero, sendo mostradas na figura menor.

propria presenca dos virus H BV e das células infectadas que permanecem no organismo
[7]. O ponto P; representa o portador cronico, o qual nunca consegue curar-se da infecgao.
Esta situagao pode ser observada na Figura 5. Utilizou-se r = 0.71, v = 0.57, n, = 0.03,
ne = 0.29, ny, = 0.1144, n,, = 0.57, n; = 0.328, 7o = 0.23, = 0.67, ¢ = 0.07 e 0 = 0.29.

P(t)

05

Figura 5: Evolugao temporal das células segundo o modelo adimensional convergindo para o
ponto de equilibrio P, com R; ~ 0.47, Ry ~ 2.26, R3 ~ 0.45 ¢ R4 ~ 0.44. Em vermelho temos
T ~ 0.50, em preto temo Y ~ 0.05, em laranja temos V & 0.12, em azul escuro temos I~ 0.31,

em verde temos X ~ 2.21 e, em agzul claro temos M =~ 0.48.
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4 Modelo Dinamico Viral Espacial

Nesta secao desenvolveremos um modelo espacial bidimensional, a partir do modelo apre-
sentada na segao anterior, seguindo o desenvolvimento apresentado no artigo de Funk [2],
isto é, considerando acoplamentos espaciais entre as variaveis do modelo nao espacial.
Como a maioria das infec¢oes tem uma localizacao espacial e as interagoes entre as po-
pulacoes de virus e células sao locais, modelos com estrutura espacial sao um importante
passo para entendermos o que acontece quando a suposi¢ao de populagoes bem misturadas

é relaxada.

4.1 Modelo Matematico Espacial da Dinamica Viral do HBV

Seguindo a idéia proposta por Funk [2|, construimos a versao espacial do modelo descrito
na secao anterior acrescentando os indices i e j a cada uma das populagoes (7,Y,V, I, X, M),
de maneira que as mesmas tenham uma posi¢ao de coordenada (i,7) definidas numa rede

quadrada. Sendo assim,

Tiy = Tiy(l— (T +Yiy) = TigVig —mTy

Yig = rYi(1=(Toy +Yiy) + ToyViy — 7 XasViy — 1Y
i+1 j+1

. muv
Vij = BYi;—nVij— ry Z Z (Vi — Vio,jo)

i0=1—1 j0=5—1
jz‘,j = V- ng]i,j — O'Ii,j}/i,j (12)
i+1 j+1

. X, mx
Xig = 200i5Yiy = 03— = Xy + (2Yiy 1) My — = > > (X —Xiojo)
i,j i0=i—1 j0=j—1

. X,
M;; = QQT;(M —nsM;; — (2Y5; + n,) M ;.

Deve ser ressaltado que com relacao ao modelo nao espacial alteramos a notacao das
variaveis t,y, v, 4, x, m de mintsculas para maitsculas, evitando confundir com os novos
parametros de locacao espacial da matriz 7,7 e com o termo de difusao dado por muv e
me.

A vizinhanca de um sitio é uma colecao N de elementos usada para determinar o
estado 0;; ou, neste caso, a densidade de populacao do sitio alvo (¢,7). Ela pode ser
local (elementos adjacentes) ou nao-local, pode ser previamente definida ou arbitréaria

(randdmica), pode conter o sitio alvo ou ndo. Uma vizinhanga pode assumir qualquer
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configuracao espacial e sua escolha depende do processo a ser modelado. A vizinhanca de

Moore de raio 1 é composta pelos vizinhos adjacentes ao sitio, i. e.,

N = {Ui—l,j—17 O0i—1,j50i—1,j4+1,04,5—1, 04,541, Oi+1,j—1; Ui+1,jgi+1,j+1}'

Os novos termos acrescentados a equacao do virus e das células imunes ativas de-
terminam o tipo de acoplamento espacial considerado no modelo. Os parametros mv e
ma denotam as taxas de difusdo, respectivamente, do virus (HBV') e das células imunes
ativas para sitios adjacentes. Estamos supondo que as demais células nao se movem, o
que é uma simplificacao do modelo.

A dindmica da infeccao seré estudada numa rede quadrada L x L, representando o
local onde o processo de infeccao acontece, ou seja, no caso da hepatite B representa o
figado.

Segundo Funk 2|, instabilidades devido a acoplamentos espaciais ndo acontecem, de
maneira que as diferencas observadas entre os dois modelos (com e sem acoplamento
espacial) devem ser perceptiveis nos primeiros instantes da evolu¢ao da infecgao (compor-
tamento transiente). A dindmica do processo de infec¢do com e sem estrutura espacial,
isto é, a intensidade e velocidade de espalhamento da infec¢ao serao comparadas. Estu-
daremos também como a intensidade dos acoplamentos (mv e mx) afeta a dinamica do

processo infeccioso.

4.2 Metodologia

Para o modelo espacial utilizaremos o mesmo método de resolucao e analise do modelo
nao adimensional (Runge-kutta), no entanto com algumas diferengas relativas as imple-
mentacoes das rotinas computacionais: no modelo anterior resolviamos um sistema de
Equagoes Diferencias Ordinarias (EDO), agora precisamos resolver este mesmo sistema
em cada sitio da rede lembrando que eles interagem entre si.

Escolhemos uma malha (matriz) bidimensional 301 x 301, onde cada sitio (i,7) da
matriz é visto como um vetor de seis elementos: T,Y,V, I, X e M, os quais correspondem
as populacoes estudadas. Utilizamos condi¢oes de contorno abertas e a atualizacao é feita
de modo assincrona.

A cada iteragao, sorteia-se aleatoriamente um sitio qualquer da rede (i, j) para atualiza-
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lo. No caso das populagoes de virus e sistema imune ativo precisamos analisar primeiro o
processo de difusao, o qual ocorre entre os sitios vizinhos: a quantidade de populacao que
se difunde depende do gradiente de concentragao entre o sitio analisado e seus vizinho,
por exemplo, se o sitio (4, j) tiver concentragao de virus igual a 0.5 e o sitio (¢, 7+ 1) tiver
0.1, entao a quantidade 0.4/8 x mv deveré ser somada a (i, j 4 1) e subtraida do sitio que
descendeu (i, j), para respeitarmos a condi¢ao de conservagao de massas dada pela Lei de
Lavoisier. Depois a evolucao temporal da populacao é feita pelo Runge-kutta.

Esse processo ocorrera até que tenhamos sorteado uma quantidade suficiente de posi-
¢oes, dada pelo ntimero de sitos (L x L). Passamos para uma segunda itera¢ao onde todo
processo descrito anteriormente é retomado, s6 que agora para um passo de tempo ¢ + 1.

Com relagao aos resultados apresentados, mostramos a dispersao viral na matriz e
a evolucao temporal em funcao do tempo. A discussao terda como alicerce a anélise da
dindmica viral em torno da estabilidade dos trés ponto de equilibrio obtidos para o modelo

sem acoplamento espacial: Py, P, e P».
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4.3 Resultados e Discussao
4.3.1 Acoplamento Espacial Homogéneo

Nesta subsecao apresentaremos os resultados obtidos para os pontos P; e P, com difusao.
A anélise referente ao ponto de equiibrio Py é trivial e portanto optamos por nao apresenta-
la.

Os resultados serao apresentados na forma de dois tipos de graficos. O primeiro
avaliara a dispersao viral na matriz, ou seja a capacidade do virus ser difundido. Para esta
analise da dispersao consideramos a intesidade viral de acordo com as cores apresentadas

na Tabela 3:

Tabela 3: Codigo de Cores para a intensidade viral durante a dispersao.

Cor Intensidade Viral Correspondente
preto VvV >0.20
vermelho 0.13<V <0.20
(13)
amarelo 0.08 <V «<0.10
verde 0.05 <V <0.08
branco V <0.05

O segundo grafico avaliara a evolugao temporal das populagoes em fungao do tempo
no sitio central 7, 7, em um segundo sitio 7 4+ 60; 7 4+ 60 e um terceiro sitio ¢ + 140; 7 4 140
(a matriz de trabalho ¢ uma 301 x 301). Assumiremos que o ambiente ¢ homogénco, de
maneira que os parametros do modelo sao os mesmos em todos os pontos da rede e que
somente o virus e as células imunes ativas se dispersam (dispersao local).

No caso do ponto de estabilidade P, a infe¢ao viral é introduzida no centro da matriz,
nos vetores V' dos sitios de (i, j) até (i — 50, j + 50), (4,7 + 50), (i + 50, j + 50); (i — 50, 7),
(1450, 7) e (i—50, 7 —50), (i, —50), (i+50, 7 —50); de forma que conseguimos obter uma
grande parcela da malha com virus inicialmente, simulando um extenso processo de infec-
¢ao. A intencgao simples é notarmos que independente do tamanho da infeccao, quando
trabalhamos com P; ela seré eliminada, ou seja, a eliminagao viral ocorrera certamente e

independente das condigoes iniciais. Todos os outros sitios contém inicialmente em seus
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H = .

Figura 6: Dispersao da populagao viral com acoplamento espacial (difusao) correspon-

dente ao estado estacionario P, para mv = mx = 0.1. Da esquerda para a direita temos

as iteragoes t = 2,3,4,5 e 6.

vetores T'=1=1eY =V=X=M=0.

A Figura 6 e a Figura 7 mostram a evolucao temporal referente ao ponto de equilibrio
P, para o modelo com acoplamento (mv = mx = 0.1). A solugao foi construida conver-
gindo para o ponto de equilibrio P, com Ry ~ 0.43, Ry ~ 1.51, R3 ~ 1.79 ¢ Ry ~ 0.663 e
com os parametros r = 0.2, v = 0.3, n, = 0.04, n. = 0.4, n, = 0.16, n,, = 0.8, n; = 0.46,
ny =023, =012, ¢ =3.0,¢v =0.27,0 =0.27 e 2 = 6.0.

Na Figura 6 a intensidade viral < 0.05 ocorre apos seis passos de tempo, havendo
eliminacao total ao terminio das iteracoes. Como ja era esperado, uma vez que utilizamos
um modelo homogéneo em que todos os sitios recebem idénticos valores de parametros
que os levarao ao mesmo ponto de equilibrio, a eliminagao da infec¢ao torna-se também
homogénea, o que pode ser observado pelos padroes de cores bem distribuidas que foram
formados.

Enquanto isso, através da andalise da Figura 7 observamos que a eliminagao da infegao
ocorre antes que o virus chegue a borda da malha e, quanto mais afastado o sitio analisado
estiver do ponto central da matriz menor a intensidade viral o atinge. Em vermelho temos
T = 0.54, em azul escuro temos I~ 1.67, em verde temos X ~ 0.51, em azul claro temos
M = 0.21 e as outras duas curvas vao para zero. Como ja era previsto por Funk [2] as
diferengas no comportamento das curvas sao perceptiveis somente no inicio da evolugao
temporal (comportamento transiente) e quando comparamos os resultados com o gréfico
de P; obtido para o modelo nao espacial concluimos que o valor de equilibrio de cada
populacao nao foi alterado.

Para a anélise do ponto de equilibrio P, a infeccao viral é introduzida apenas no vetor

V' do sitio cetral (i = %,j = %) da matriz, em que L x L é o tamanho da malha, sendo
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Figura 7: Evolugao temporal das células segundo o modelo adimensional espacial, convergindo

para o ponto de equilibrio P;. De cima para baixo temos os sitios 150 x 150, 210 x 210 e 290 x 290

L = 301. A idéia neste caso é iniciar com uma quantidade aparentemente insignificante
de sitios infectados, para que possamos notar que independente do tamanho da infeccao,
quando trabalhamos com P, ela sera difundida por toda a malha, ou seja, os parametros
adotados irao caracteriza-la como persistente. Todos os outros sitios contém inicialmente
em seus vetores T' =1 =1eY =V=X=M=0.

A Figura 8 e a Figura 9 apresentam a evolugao temporal das células segundo o modelo
adimensional convergindo para o ponto de equilibrio P, com R; ~ 0.47, Ry =~ 2.206,
R3 =~ 0.45 e Ry ~ 0.44. A solucao foi construida para r = 0.71, v = 0.57, ny, = 0.03,
ne = 0.29, n, = 0.1144, n,, = 0.57, m;; = 0.328, 5, = 0.23, B = 0.67, ¢ = 2.14, b = 0.07,
6 =029 e z=4.29. Em vermelho temos T ~ 0.50, em preto temo Y ~ 0.05, em laranja
temos V ~ 0.12, em azul escuro temos I~ 0.31, em verde temos X ~ 221 e, em azul
claro temos M = 0.48.

Em P, também observamos que apos as primeiras iteragoes (Figura 9) as solugoes
convergem para os valores de equilibrio obtido no modelo compartimental e, a dispersao da
infecao pela malha ocorre homogeneamente, atingindo todos os sitios da matriz incluindo
os mais proximos das bordas (Figura 8).

O efeito da difusao sobre o modelo, pode ser melhor estudado nas Figura 10 e a Figura
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Figura 8: Disperao da populacao viral com acoplamento espacial (difusao) para o estado

estacionario P,. Da esquerda para a direita temos as iteragoes de nimero ¢t = 10, 30, 60,

110 e 180.
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Figura 9: Evolugao temporal das células segundo o modelo adimensional espacial, convergindo

para o ponto de equilibrio P». De cima para baixo temos os sitios 150 x 150, 210 x 210 e 290 x 290.

11. A Figura 10 apresenta o tempo de eliminacao do virus no sitio central (%, %) e a Figura
11 o tempo de chegada do virus aos sitios da borda (% + 140, g + 140), ambos em fungao
da taxa de difusao viral mv igual a taxa de difusao de células de imunes ativas mx. Para
estes dois graficos notamos que com o aumento da difusao a velocidade de eliminagao viral
no sitio central e a velocidade de chegada do virus na borda da malha aumentam, mas de
maneira nao proporcional, uma vez que quanto maior a difusao mais suave a inclinagao
da curva se torna.

Em seguida, geramos mais duas curvas, nas quais mantivemos o valor de mx fixo em 0.5

e variamos apenas mv, mantendo todas as outras condi¢oes iguais as das Figuras 10 e 11.

Deste modo poderiamos estabelecer alguma relacao de comportamento das velocidades
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Figura 10: Analise da difusao para o ponto de equiibrio P;. Tempo de eliminagao viral no sitio

central em funcdo da taxa de difusdo mv (mv = mzx).
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Figura 11: Anélise da difusao para o ponto de equiibrio P,. Tempo de chegada do virus no sitio

da borda (% + 140, £ + 140) em funcdo da taxa de difusdo mv (mv = mz).

de eliminacao e de chegada viral com os valores assumidos pelas taxas de difusao quando
mv < mx e mv > mx. Os resultados obtidos para esta situacao foram exatamente os
mesmos, de modo que as curvas obtidas eram idénticas as Figuras 10 e 11, o que nos
leva a concluir que para a ordem de grandeza das taxas de difudao com que trabalhamos,
o tempo de eliminacao viral e o tempo de chegada do virus nao dependem da taxa de
difusao de células imunes.

Em resumo, quando a escolha dos parametros é tal que a situacao estudada estiver
associada & eliminagao viral (P;), isto ocorrera de maneira mais rapida em relagao ao
modelo compartimental e, da mesma forma se a escolha dos parametros estiver associada

ao equilibrio endémico, i.e., onde as polulagoes de células e virus coexistem (P,), a ve-
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locidade com que este evento ocorrera também aumentara. Quanto as taxas de difusao,
podemos afirmar que o modelo matemético é sensivel apenas & variagao de muv (difusao

viral).

4.3.2 Acoplamento Espacial Heterogéneo

Até a secao anterior estavamos trabalhando com uma malha de parametros homogéneos,
na qual cada sitio, ao fim das iteragoes terminaria no mesmo ponto de equilibrio. Nesta
secao trabalharemos com uma malha de parametros heterogéneos, repartindo nossa matriz
em quatro quadrantes: o superior esquerdo e o inferior direito com seus sitios contendo os
parametros relativos ao ponto de equilibrio P; e, o superior direito e o inferior esquerdo,
com os sitios com os parametros realtivos a P, de modo que cada referido quadrante
converge para seu designado ponto de equilibrio, atribuindo-se no runge-kutta valores que
atendessem as respectivas condi¢oes para Ry, Ry e Rs.

Inicialmente inserimos na malha uma infeccao extensa exatamente como haviamos
realizado para o ponto de equilibrio P, para a malha homogénea. O padrao de cores
apresentado no gréafico de dispersao viral respeita os limites estabelecidos pela Tabela 3
de Codigo de Cores para a Intensidade Viral Durante a Dispersao.

Na Figura 12 observamos que apesar da malha ser heterogenea nao houveram dife-
rengas significativas na dispersao viral, cada quadrante resolveu individualmente a infec-
¢ao para seus proprios parametros sem qualquer interferéncia dos quadrantes adjacentes.
Portanto, como ja esperavamos somente os parametros atribuidos a cada sitio podem

determinar a evolugao ou a eliminacao da infeccao.

Figura 12: Dispersao da populagao viral com acoplamento espacial (difusdo) em malha
heterogénea. Da esquerda para a direita temos as iteragoes de nimero ¢t = 0, 5, 18, 53 e

119.
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Figura 13: Evolucao temporal das células segundo o modelo adimensional espacial. De cima
para baixo temos os sitios 10 x 290, 90 x 210, com parametros de FEo, sitio central, 210 x 210 e

290 x 290, com parametros de Fy .

Através da Figura 13 notamos que no modelo heterogéneo , cada quadrante também
converge para seus respectivos pontos de equilibrio em relacao ao modelo nao espacial
e as populagoes estabilizam-se nos mesmos valores. Comparando-se este grafico com as
Figura 8 e 9 notamos que nao houve varia¢ao do tempo de eliminagao (P;) ou tempo de
chegada viral (P,). Na Figura 13 deve ser ressaltado que como a infecgdo nao atingiu o
sitio de 290 x 290, sendo eliminada antes disso no seu quadrante, o grafico que deveria
conter as poluacoes de virus e hepatocitos infectados correpondentes a este sitio nao foi

construido.
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5 Conclusao

Os resultados obtidos para modelo compartimental o qual descreve a dinAmica da infeccao
pelo virus da hepatite B e sua resposta imunolégica adaptativa podem ser resumidos na
Tabela 4 onde indicamos cada uma das solucoes de equilibrio e os valores limiares que

determinam a estabilidade de cada uma delas.

Tabela 4: Condicoes de estabilidade relevantes

Pontos de Equilibrio Ry, R; Rs
P <1 >1 —
P - <1 >1
Py - <1 <1

As solucoes Py, P, e P, indicam, respectivamente, individuos que eliminam a infeccao
sem formar resposta imunolégica, portadores agudos e portadores cronicos, de forma que
o modelo reproduz as possiveis evolugoes da doenca.

Ao incluirmos difusao (modelo espacial), tanto no modelo heterogéneo como no homo-
géneo, os tempos de eliminagao viral para P; e chegada viral para P, tornam-se menores
em relacao ao modelo compartimental, ou seja, a velocidade de eliminacao ou invasao do
virus é aumentada.

Para valores da ordem de grandeza das taxas de difusao mv e mx com que trabalhamos,
somente a taxa de difusao viral mov influi na dindmica do modelo, mostrando que este
modelo matematico ndo ¢é sensivel & mx (difusdo associada as células de memoria).

O modelo heterogéneo quando comparado ao modelo homogéneo, mostra que podemos
ter a infecgao limitada espacialmente dependendo do tipo de célula envolvida no processo

de infecgao, i.e., células mais permeéaveis ou menos permeéaveis a invasao do virus.
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