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Resumo

O objetivo deste trabalho é fazer um contraste entre o comportamento das solugoes
das equagoes diferenciais ordinarias e das equagoes diferenciais impulsivas, através da
apresentacao das propriedades destas equacoes, e das equacgoes diferenciais ordinérias,

e da analise qualitativa das solucgoes.

Palavras-chave: equagoes diferenciais, impulsos, solugoes, existéncia e unicidade.



Abstract

In this work we present a parallel between the behavior of ordinary differential
equations and the impulsive diferencial equations by presenting their properties and

the qualitative analysis of their solutions.

Keywords: differential equations, impulse, solutions, existence and uniqueness.
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Introducao

Este trabalho tem como objetivo estudar a influéncia da acao impulsiva no com-
portamento das solucoes de certas equacoes diferenciais ordinarias. Para isso, sao
apresentados no primeiro capitulo alguns resultados da Anélise Matematica e da Al-
gebra Linear, afim de estabelecer conceitos fundamentais para o desenvolvimento da
teoria de Equagoes Diferenciais Ordinarias.

No segundo capitulo, sao apresentados resultados importantes da teoria de equacoes
diferenciais, destacando a analise qualitativa do comportamento das solugoes destas
equagoes através do estudo de suas érbitas e pontos de equilibrio, bem como, de algumas
propriedades do espaco das solugoes das equagoes diferenciais homogéneas.

O terceiro capitulo é dedicado as equacoes diferenciais impulsivas, onde sao defi-
nidas as solugoes de um sistema impulsivo e também sao demonstrados os teoremas
de existéncia e unicidade de tais solu¢oes. Nos exemplos apresentados foram feitas
as analises do comportamento das solugoes para a equagao ordinaria, e em seguida,
para o caso em que se acrescenta a condi¢ao de impulso, com o objetivo de destacar
as mudangas no comportamento das solugoes com relacao a continuidade, intervalo de
definicao, entre outros. Para finalizar o trabalho, é apresentado um modelo de sistema
impulsivo do tipo presa-predador, onde é feita a analise do comportamento da solucao
do sistema ordinério e do sistema impulsivo.

Este trabalho fornece um material de facil compreensao sobre as equagoes diferenci-
ais ordinarias, especialmente a analise de sistemas de equagoes diferenciais ordinérias.
E introdutoério e motivador para o leitor que se interessar pelas equacoes diferenciais
impulsivas e suas aplicacoes, portanto pode ser utilizado como material didatico em

disciplinas relacionadas aos temas aqui tratados.
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1 Preliminares

Alguns conceitos e resultados basicos da Analise Mateméatica e da Algebra Linear
sao de grande importancia para o desenvolvimento da teoria de Equagoes Diferenciais.
Este capitulo tem por objetivo o desenvolvimento destes conceitos através da demons-

tracao de teoremas e propriedades que serao utilizados ao longo do trabalho.

1.1 Funcoes vetoriais e Fungoes matriciais

As fungoes vetoriais e matriciais sao ferramentas fundamentais para o estudo dos
sistemas de equagoes diferenciais. Nesta se¢ao, serao discutidas algumas propriedades

importantes destas fungoes.

Definigao 1.1. Dado um vetor y € R", denotado por y = (y1,Y2,-..,Yn), define-se a
norma deste vetor como o somatorio dos valores absolutos das suas componentes, ou
seja,

Yl = loal + |yel + -+ ynl.

Define-se também, a métrica d em R™ induzida pela norma, ou seja, d(y,z) = ||y — x||

para todo y,x € R™.

Observe que no espaco R", essa nao ¢ a inica norma existente. Podem ser considera-

das outras, como por exemplo, a norma do maximo, isto é: |y| = maxi<;<,{|yi|}, ou

anorma |y| = \/y? + --- + y2. No entanto, sabe-se que todas as normas apresentadas

acima sao equivalentes. Para o objetivo deste trabalho, a norma serad convencionada
como na Defini¢ao 1.1.
Dados E um subespago vetorial do R" e I um intervalo da reta. Define-se uma

funcao vetorial como uma aplicacao de I em E dada por:
g: 1 —FE,

t— g(t).

Onde g(t) = (g1(t), ga(t), - .., gn(t)) e cada componente ¢ uma aplicacao g; : I — R.
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A ideia de limite de uma funcao vetorial segue diretamente da definicao de sequéncia
de vetores e da definicao de convergéncia destas sequéncias, o que leva a proxima
definicao:

Definigao 1.2. Seja {y*} uma sequéncia de vetores em E C R™. Diz-se que {y*}
converge para um vetor y = (yi, Y, ...,yn) em R™ se, e somente se, d(y",y) — 0

quando k — 0o. Nesse caso, escreve-se:
lim % =y
k—o0
k
ou Yy — .

Observe que |yv* — y| = |y¥ — vi| + |v5 — 42| + ... + |yF — yn|, e portanto, segue
da definicdo acima que uma sequéncia de vetores {y*} converge para um vetor y se,
e somente se, cada componente de y* tende & componente correspondente do vetor .
Todas as propriedades de limites para ntimeros reais sao vélidas para o limite de fun-
¢oes vetoriais, ja que as componentes destes vetores sao niimeros reais. Pode-se entao
afirmar, a partir desta definicao, que uma funcao vetorial serda continua, diferenciavel
ou integravel se, e so se, cada uma de suas componentes o forem.

Se g ¢é diferenciavel em I define-se a derivada de g, denotada por ¢', pela expressao:

g(t) = (g1(t), - gn(t)).
Da mesma forma dados a, b € I , se g é continua em [ a integral de a até b da fungao

b
g, denotada por / g(s)ds, é dada por:

/abg(S)ds = (/abgl<3)d5,/abgg(8)ds, . -,/abgn(s)ds).

Assim como para o limite das fun¢oes vetoriais, as propriedades de continuidade,
diferenciabilidade e integrabilidade para niimeros reais podem ser assumidas também

para as fungoes vetoriais. Portanto, é possivel estabelecer a seguinte desigualdade:

Teorema 1.1. Seja g(t) uma fungao vetorial continua em um intervalo I. Entao, para

qualquer subintervalo [a,b] C I tem-se:
b
/ 9(s)ds

Demonstracao. Para provar o teorema, basta observar que

/ab g9(s)ds /b g91(s)ds /b g2(s)ds /b gn(s)ds

- [ o . A |92(S)|d8+---+a/ab gu(s)lds =
-/ b(rm(s)r Floas) o lon(o)] s = | os)lds.

< / lg(s)|ds (1.1)

para a < b.

ot <

+
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Considere agora matrizes quadradas de ordem n. Define-se a norma de uma matriz
A, que sera denotada por |Al, pelo somatorio:

n

Al = Jayl,

ij=1
ou seja, |A| é a soma dos valores absolutos de todos os elementos da matriz A. Note
que se A é uma matriz de ordem 1 X n, a expressao acima se reduz a norma de um
vetor. E possivel estabelecer e verificar algumas propriedades para a norma de matrizes
que serao utilizadas durante o desenvolvimento do trabalho.

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n X n e b uma matriz de ordem n x 1.

Entao,

1. P1: |[A+ B| < |A| + |B|

Demonstragao. Usando a notagdo A = (a;j)nxn, B = (bij)nxn, Observe que A +
B = (CLZ']' + bij)7 lOgO

n

|A+ Bl =) lay + byl
ij=1
Note que, em cada parcela da soma, |a;; + b;;| < |a;j| + |b;;|, pela desigualdade
triangular. Portanto,

n

A+ Bl <> ay|+ > |by| = |A] +B].
i,j=1 i,j=1
2. P2: |AB| < |A|-|B|

Demonstragao. Seja A - B = (¢ij)nxn onde ¢;; = ainbyj + aiobyj + ... + ainbn; =

Z ait - by, logo,

t=1
|A- Bl = Z|CZJ|—Z|ZGM byy)| <
i,j=1 i,7=1 t=1
SZ|a1t'bt1|+Z|a2t'bt2|+"'+Z|ant'btn| =
t=1 t=1
= ([bu1] + [bro] + - -+ + [b1al) Z @]+ (o] 4+ [Ban]) =D Jatin-
Mas. 41481 = |3 (w10l ) = (3 |aijr)-\bu|+---+(2 051 )

i,j=1 i,j=1 1,j=1 i,j=1

Consequentemente, obtém-se a desigualdade P2. O



20

Preliminares

3. P3: |Ab| < |A|- |}

Demonstracao. P3 é consequéncia de P2, pois considera-se o vetor b como uma
b1

. . ~ 2
matriz de ordem n x 1. Seja entao b = ) tem-se que

ary - by + -+ ayy, - by
a21'61+"'+a2n'bn

anl'b1+"'+ann'bn
Logo,
|A-b] = [ai1-bi+- -+ a1, byl +]az-bi+- - - +az, byl 4+ +lan-bit+ - -+ any byl <

< ayi-by|++ A arn - bn|+|ag byl 4+ - -+ agn bn| 4+ - A |an -bi| 4 - A |ang - bn| =

= > lag] - 1bj].

ij=1

Como,

A0 = (3 Jast ) (1) = 2 laghlil-- 3 laghal = Y- lasl
ij=1 i=1 ij=1 ij=1 ij=1

segue que a desigualdade P3 é verdadeira. O]

Define-se uma funcao matricial como uma aplicagao
A1 —FE

t— A(t)

que associa a cada nimero real ¢t de um intervalo I da reta, uma tinica matriz A(t),x, €
E C R™™. Assim como para as funcoes vetoriais, a definicao de limite de funcoes

matriciais segue da definicao de limite de sequéncias de matrizes.

Definigao 1.3. Seja {A*} uma sequéncia de matrizes. Dizemos que {A*} converge
para uma matriz A se, e somente se, a sequéncia de nimeros {|A* — A|} converge para

ZETr0.

Em outras palavras, {A"} converge para A se cada sequéncia {(a;;)*} da i-ésima
linha e j-ésima coluna das matrizes { A"}, converge para os elementos a;; da matriz A,

quando k — oc.
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Segue da definicao de convergéncia de sequéncia de matrizes, que uma func¢ao ma-
tricial ¢ continua, derivavel ou integravel, em um intervalo I se, e somente se, cada
a;;(t) é continua, derivavel ou integravel em I, respectivamente.

Usando as propriedades de norma de matrizes e integral de nimeros reais é possivel

provar a seguinte desigualdade:

Teorema 1.2. Seja A(t) uma fun¢ao matricial e b(t) wma fungao vetorial, ambas

continuas no intervalo |c, d]. FEntao,

A( dt‘ / LA - 1b(0)|dt (12)

Demonstracao. Note que,

| -

/d(all(t) b1 (t) 4+ arn(t) by () + - ana(t) b () + -+ apn(t) - bn)(t)dt‘ <

<

/cd(a”(t) ' bl(t))dt‘ toet /Cd(a,m(t) : bn(t))dt‘ —

/Cd(am(t) . bn(t))dt' .

i,j=1

/ (as (1) bi<t>>dt].

Observe que cada parcela da soma acima é o médulo de uma integral de fungoes de

/(aw( dt‘ / la;;(t) - bi(t)|dt. Logo,
/ A(t) - b(t)|dt.

Dentre os temas envolvendo matrizes, destaca-se a forma candnica de Jordan,

nameros reais e portanto, tem-se que:

A( t)dt

]

através da qual dada uma matriz A, é possivel determinar uma outra matriz J for-
mada por blocos, que seja semelhante & matriz A, contendo o maior nimero de zeros
possivel. Essa técnica é importante na descri¢ao de solucao de certos sistemas de equa-
¢oes diferenciais ordinarias. A definicao da Forma Candnica de Jordan exige algumas

defini¢oes, que seguem.

Definigao 1.4. Seja A uma matriz sobre um corpo F. Um polinomio p(A) de grau n,
cujo coeficiente dominante a,, € igqual a 1, diz-se que p € um polinémio unitdrio.
Definicao 1.5. Um polinémio unitdrio p(A) € dito polinémio minimal da matriz A

se p € o polinomio de menor grau tal que p(A) = 0.

Definigcao 1.6. Sejar > 0 um inteiro tal que A" = 0, entao diz-se que A € uma matriz

nilpotente ¢ o menor valor de r tal que A" = 0 € chamado indice de nilpoténcia de

A.
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Teorema 1.3. Seja A uma matriz com autovalores reais \j, j = 1,2,...,k e au-
tovalores complexos \; = a; + ib; e Xj = a; —1b;, j = k+1,...,n. Entao existe
uma base B = {v1,..., Uk, Upi1, Uil -- -, Un, Up} de autovetores de A, para Rk
onde vj, j = 1,...k ew;, 7 =1,--- k+1,--- ,n sao autovetores generalizados de
A, u; = Re(w;) e v; = Im(w;) para j =k +1,...,n, tais que a matriz
P=|u Uk Ugy1l Ukyl Up Uy
€ inversivel e
By
P71AP = (1.3)
B,
onde Bj, j =1,...,r, chamados de blocos de Jordan, sao da forma
A1 0
0 A
By=| : (1.4)
0 Al
0 0 A
para cada autovalor real X de A ou, da forma
D I, 0 0
0 D I, 0
Bj=1| : (1.5)
0 D I
0 0 D
a —b 10 ‘
com D = ! ely, = 01 ) para cada autovalor complero A = a + ib de
a

A forma canonica de Jordan de uma dada matriz A é Unica, exceto pela ordem
dos blocos de Jordan em (1.3) e pelo fato de que tanto na matriz (1.4) como nas
matrizes I, em (1.5), os nimeros 1’s podem aparecer tanto acima quanto abaixo da
diagonal principal, de acordo com a ordem dos elementos da base. A demonstragao

deste teorema pode ser encontrada em [1].

1.2 A exponencial matricial

Outro tema importante na discussao de sistemas de equacoes diferenciais ordinarias

A

¢ a construcio da funcao e, onde A é uma matriz de ordem n x n. Para motivar a
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defini¢ao, note que a fungao exponencial real pode ser escrita, através do polinémio de

Taylor, pela série:
a®>  a? a’
ea:1+a+a+§+...+a+...

E natural usar esta expressio para definir e?, onde A é uma matriz quadrada de

ordem n, ou seja,
2 3 n

6’4:1+A+%+%+...+%+...,AGE(R”). (1.6)

Porém, para garantir essa igualdade é preciso mostrar que essa série é convergente

no espago L(R™) das matrizes n x n (ou dos operadores lineares de R" em R"). Para

isso, note que:

An An+p |A|n |A|n+p
— 4.+ < +. /. (1.7)
n! (n+p)! n! (n+p)!
Fazendo a = |A|, sabe-se que a série E a_' é convergente e, portanto satisfaz o
n

critério de Cauchy, isto é, para todo £ > 0 existe ny € N tal que:

n—+p

>

o <g,
j=p J:

A

para todo p € Nen > ng. Por (1.7) segue que a série e é uma série de Cauchy

no espago L(R") e, consequentemente, é convergente. Utilizando (1.6) mostra-se que

—eft = Aet,
dt N
Para facilitar o processo de expressar de e, é preciso verificar algumas propriedades:

Proposicao 1.1. Se uma matriz M ¢é inversivel, entdo:
6M*lAM _ M—leAM’
para todo A € L(R™).

Demonstra¢ao. Por definicao,

(M~YAM)? (M~'AM)? (M~YAM)™
+ ot
2! 3! n!
Mas, (M AM)" = M~*A"M, para todo n. Entdo:

eMTAM — [ 4 (MTTAM) +

M=YA’M  MTARM M~'A"M
+o—

eMTIAM  — Ar=lrAr L AMYAM + +
21 3! n!
AQ n
= M‘l-([+A+§+...+—|+...)-M:M‘l-eA-M
: n.

]

(A+B)t _ At Bt

Proposicao 1.2. e et e’ se, e somente se, A comuta com B, ou seja,

AB = BA.
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A+B)t At

Demonstragio. Se €' = e . B! derivando ambos os lados da igualdade com

respeito a t, obtém-se:
(A+ B) - eAtDt — 4. At Bt At BBt
Calculando a derivada de segunda ordem, tem-se:
(A+ B)? - ATBIE = A2 At BE L A A BB A BBl et B2 P
Tomando ¢t = 0, segue por um lado que
(A+ B)?- WP — (A 4 B)? = A 4 AB + BA + B?
e, por outro lado,
A% M0 B0 L 4.0 B B0 L 4.0 B B0 L A0 B2 B0 = A2 4 AB + AB + B2
Entao,
A* + AB + BA+ B* = A> + 2AB + B% Portanto BA = 2AB — AB,

ou seja, AB = BA.
X'(t)=(A+ B) - X(t)
X(0)=1 ‘

Se A comuta com B, tem-se que e'e?* é solugao do P.V I {

De fato, se X (t) = e - &5, entdo,

X/<t) — A'@At*63t+€At'B'€Bt
= (A+B)-eM.eP'=(A+B) X(1)

e

X(0) =0 B0 =1
Logo, eTB)t ¢ et . Bt s50 solucbes do mesmo P.V.I.. Pelo teorema de existencia e
unicidade, que sera demonstrado no proximo capitulo, tem-se a igualdade. O

Considere uma matriz de mudanca de base M tal que M 'AM esta na forma de
Jordan, entao:

M~ YAM = diag [A, ..., A)], A; = \; + R;, onde

00 0 0 0
0 0 0 0
Ri=|01 0 0 0
00 0 ... 10

kxk

onde k & o indice da nilpoténcia da matriz A. Como M ™! eAt. M = oM~ AM)t

eAt - M- e(MflAM)t . M*l.

, tem-se
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Agora, eM TMAME ¢ yma matriz diagonal de blocos do tipo e M+ onde:
0 0 0
0
R=1] 0 ,
0 0 O 10 Lk
com R nilpotente. J& que Al comuta com R, obtém-se:
oAIFR) _ (Dt | Rt _ Xt Rt _
R2t2 R3t3 Rk‘—ltk‘—l
At
=eV- (I + Rt —t .+ =
‘ (+ LTI T +(k—1)!)
1 0 0 ... 0
t 1 0 0 00
t2
— e/\t . 5 t 1 ... 00
tk:‘—l tk_Q tk—S .
(k—1! (k=20 (k=3 ek

Ja que e esta multiplicando a matriz, segue que:

e Os autovetores da exponencial ¢! sdo todos do tipo e, onde A é um autovalor

da matriz A.

e Os elementos de et sdo combinacoes lineares dos termos do tipo ¢/ - e, com j

limitado pelo indice de nilpoténcia, no caso acima, j < k. Logo os elementos de

e sdo do tipo p(t) - €™, onde p(t) é um polinémio em .

1.2.1 A Desigualdade de Gronwall

A Desigualdade de Gronwall é uma ferramenta util na demonstracao de alguns

resultados de Equagoes Diferenciais Ordinarias.

Teorema 1.4. (Desigualdade de Gronwall) Seja K uma constante nao negativa e
sejam [ e g fungoes continuas nao negativas em algum intervalo o, 5] satisfazendo a

desigualdade:

<K+ [ o)
para o <t < 3. Entao,

Ft) < K -eatdds o <t < B (1.8)
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t
Demonstragao. Defina U(t) = K+/ f(s)g(s)ds. Entao U(«a K+/ f(s)g(s)ds =

Ke f(t) <U(t), paratodo t € [a, §]. Ja que f e g sdo ndo negativas, segue do teorema
fundamental do calculo e do fato de g(t) > 0 que,

U'(t) = F(t)g(t) < UMg(t), a<t<p,
Multiplicando ambos os membros da desigualdade por e~ Ja9(9)s o _ge que:
02 U'(t) - e O —U(t)g(t) - e % = [U (1) - e~ Jaob],

ou seja,

%[U () - e™ Jas@] < g,

Integrando a desigualdade acima de « a t, obtém-se:
U(t) . e_f;Q(S)ds . U(OZ) <0= U(t) <K- ef;g(s)ds
uma vez que f(t) < U(t), a <t < 3, segue a desigualdade (1.8). O

Exemplo 1.1. Sejam K e K, constantes nao negativas e seja f(t) uma fungao continua

nao negativa num intervalo |« 3] satisfazendo:

f(t) S Kl + K2 /t f(S)dS

[Ka(t—a)]

Para mostrar que, f(t) < Kj -e , considere g(t) = K3 uma fungao continua,

constante e nao negativa para qualquer ¢ € [a, §]. Portanto, segue do teorema 1.4 que

F(t) < K - elaBods = Jg . eli2(-0)],

Definigao 1.7. Seja f : D € R x R" — R. Diz-se que f(t,y) € lipschitziana,

relativamente a y, em B C D, se existir uma constante real L > 0 tal que

|f(t7y1) - f(t7y2)| <L- ‘yl - y2|7

para quaisquer (t,y1), (t,y2) € B.

Uma fungao f(¢,y) é localmente lipschitziana relativamente a y quando para cada
(to,yo) € D existe uma vizinhanga contendo (%o, yo) na qual f(¢,y) é lipschitziana.

Se A(t) é uma funcao limitada em I, isto é, existe uma constante M > 0 tal que
|A(t)] < M, para todo t € I entao, f ¢ lipschitziana.

Exemplo 1.2. Seja f : D C R x R" — R definida por f(t,y) = A(t) - y + b(t), onde
A(t) ¢ uma matriz de ordem n cujas entradas sao fungoes a;;(t) reais e b(t) é uma
funcao vetorial com entradas reais b;(t). Considere que cada fungao a;;(t) e b;(t) ¢ uma

funcao continua em um intervalo I € R. Entao, para cada yi,y, € D tem-se:

[f(t ) = [t y2)| = [(A®#)yr + b(F)) — (A()y2 + b(t))| = [A#)yr — A(t)yal.



A exponencial matricial

27

Mas, por defini¢ao, |A(t)| = Z la;;(t)]. Entao:

ij=1
) = el < (3 Ja@) -l - el
ij=1
Note que, cada a;;(t) é uma fungao continua em /. Sendo assim, para algum subin-
tervalo de I, tem-se que Z la;;(t)] € limitado. Portanto, f é uma fungao localmente

1,j=1
lipschitziana.



2 Sistemas de equacoes diferenciais

de primeira ordem

Este capitulo apresenta alguns dos resultados basicos da teoria de sistemas de equa-
¢oes diferenciais ordinarias e um estudo sobre o sistema linear
"= A
y =Ay.

Sera provado que a solugao deste sistema com condigao inicial y(0) = yo é dada por

y(t) = e™yo. Por fim, serdo analisados os sistemas lineares em R?.

2.1 Equacgoes diferenciais ordinarias

Definicao 2.1. Uma equacao diferencial linear ordindria de primeira ordem

é representada por:
Y = f()y+b(t), (2.1)
onde f: (a,b) = R" eb: (a,b) = R" sao fungées continuas definidas em um intervalo

(a,b).

Uma funcdo y : (a,b) — R"™ é uma solucao de (2.1) se ela for diferenciével e satisfizer
a equacao (2.1). Se b(t) = 0, para todo ¢t € (a,b), entdo a equagdo correspondente
y' = f(t)y é chamada equagao linear homogénea de primeira ordem.

Uma equagao diferencial linear homogénea de ordem n é dada por
Y (1) + an-a Oy V() + o+ ar (W)Y () + ao(t)y(t) = 0. (2.2)

0
Teorema 2.1. Sejam f e 8_f continuas no retangulo R : {(t,y);to <t <to+a, |y —
Y

b
yo| < b} e seja M = max |f(t,y)|, considere também o = min{a, — }.
(ty)eRr M

Entao, o problema de valor inicial
Y = f(t,y), ylto) =y
tem uma tnica solugao y(t) no intervalo ty <t <ty + a.

29
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A demonstragao deste teorema, que pode ser encontrada em [2], ndo sera feita neste
trabalho, j4 que na proxima se¢ao serd demonstrado um caso geral.

O resultado a seguir mostra que o conjunto solugao de uma equagao diferencial
linear homogénea de ordem n é um espago de dimensao n. Logo, para descrever todas

as solugoes do sistema (2.2) basta encontrar uma base desse espago.

Proposicao 2.1. O conjunto das solugoes da equacao diferencial linear homogénea de

ordem n (2.2) forma um espago vetorial de dimensao n.

Demonstragao. Primeiro é preciso mostrar que o conjunto das solugoes de (2.2), deno-
tado por S, é um subespago do espago das fungoes f € C|(a,b), R].

Observe que y € S se, e somente se, y tem derivada até ordem n e, para qualquer
t € R, vale (2.2). Entéo tem-se:

(i) A funcio y(t) = 0 pertence a S pois y™(t) = 0, para todo k € N e para todo
teR.

(ii) Tomando ¥y, z € S, entao
(y+2) () + an ()Y +2)" ) + .+ ar(t)(y + 2)' (1) + ao(t) (y + 2)(t) =

= ") + an—1O) @)™V + . 4 a1y (E) + ao(t)y(t)+
+(Z () + ap_ () (V@) + . 4 ar (D)2 (t) 4+ ao(t)z(t) = 0,

para todo t € R. Assim, y + 2 € S.
(i) Considerando y € S e A € R, entdo
)" () + @a (DO (0) + .+ an () ) (1) + ao () M) (1) =
= Al()" (1) + an (@) "V (0) + -+ ax (1) (y) (1) + ao(D) () (D) = A0 =0,
para todo ¢ € R e, portanto, \y € S.

Logo, S é um subespago do espago das fungdes continuas C[(a,b), R].

Agora, para mostrar que S tem dimensao n, considere as condigoes Ag = 1, A; =

Ay =...=A,_1 =0. Aplicando o teorema 2.1, existe y; : I C R — R tal que y; é a
tinica solucio de (2.10) que verifica as condicdes y1(0) = 1, 4/, (0) = ... = y" 1 (0) = 0.
Além disso, considere Ag = 0, Ay =1, Ay = A3 = ... = A,_1 = 0 e aplicando
novamente o teorema de existéncia e unicidade, existe ys : I C R — R, a tinica solugao
de (2.10) que satisfaz y2(0) = 0, 15(0) = 1, 42(0) = ... = "V (0) = 0. Dando
continuidade a este processo até o caso Ag = A1 =...= A, o =0¢e A,_1 = 1, existe
uma tnica solucdo y, : I € R — R tal que y,(0) = ¢, (0) = ... = " 2(0) =0 ¢
y P (0) = 1.

O proximo passo é mostrar que o conjunto {yi,9s,...,y,} C S é uma base para o

espago S.
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De fato, sera provado inicialmente que se iy € S, ¥ é combinacao linear das funcoes
Y1,Y2, - - -+ Yn, entio considerando os n nameros y(0), 4/'(0),..., y™ V(0) € R e uma

solugao x de (2.2) dada por

2(t) = GO)yi (1) + ... + 7"V (O0)ya(t),
para todo t € R, tem-se
2(0) = 7(0)y1(0) + ... + 7"V (0)ya(0) = 7(0),
jé que y;(0) =0, para j=2,...,ney(0)=1e
2'(0) = 7(0)y1(0) +7'(0)55(0) + ... + 7" V(0)y,(0) =7 (0).

Como 75(0) = 1 e 7;(0) = 0 para j = 1,3,...,n, tem-se 2’(0) = 7/ (0) e assim sucessiva-
mente, verifica-se *(0) = 7 (0) para k = 1,...,n—1. Logo z e  sdo solucoes de (2.2)
e satisfazem as mesmas condigoes iniciais. Segue do teorema 2.1, que x e ¥ sdo iguais e,
consequentemente, 7 é combinacao linear de yy, . .., y,. Portanto S = [y1, 92, ..., %] E
preciso mostrar agora que o conjunto {yi, ¥, - . . , Y, } € L. Paraisso, sejam (1, (o, ..., By

escalares tais que Sy (t) + Bayo(t) +. . .+ Buyn(t) = 0. Derivando essa equagao n vezes,

obtém-se:
By (t) + Boya(t) + ... + Bayn(t) =0
Bufi(t) + Borf(t) + ...+ Bayl, () = 0
By () + BoyS V(@) + o+ By () =0
Logo:
it Yot Yn(t) B, 0
n® o ) G| |0
y§n_1)(t) yén—l)(ﬂ . yé”_l)(t) 8, 0

para todo t € R. Em particular para t = 0, vale:

0 o5 0
0 Ba 0
00 -+ 1 Bn 0
Assim, ) = 2 = ... = (B, = 0 e portanto o conjunto {y1,ya, ...,y ¢ L.L O

Exemplo 2.1. (Equagao Logistica) A equagao diferencial ordinaria abaixo é utilizada

para descrever a dinamica populacional de uma certa espécie:

v =r(1- 2. (2.3)
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onde K é o nivel de saturacao, ou capacidade ambiental de sustentacao e é dado por
r : o

K = —, para o qual r € uma constante que representa a taxa de crescimento intrinseco,
a

que é a taxa de crescimento na auséncia de qualquer fator limite, e a € uma constante

positiva. Integrando a equagao (2.3), tem-se:

/W:/W

Aplicando a expansao por fragoes parciais obtém-se:

J i o

Y
Inly| —In|l — =| =rt+
i 2t

Y — ertec

1—y/K
Y rt

—— =(Ce".

1—y/K ‘

Neste caso, para satisfazer a condi¢ao inicial é preciso escolher C' = %, portanto
— Yo

a solucao do sistema (2.3), com condigao inicial y(ty) = yo é dada por:

Yol

. 24
= o/ K)e + 1o @4)

T

Os pontos de equilibrio, ou seja, os valores de y para os quais a derivada de y é
zero, que correspondem as solugoes constantes da equacao diferencial, sao y; = 0 e
yo = K. Para y > 0, essa equagao ¢ um modelo de crescimento populacional. Quando
y varia entre 0 e K, as populagoes iniciais crescem de 0 até K, quando ¢t — o0 e se
as populacoes iniciais sao maiores do que y = K, as mesmas decrescem a K, quando
t — oo. Algumas situagoes, dependendo da condigao inicial y(0), da solugao de (2.4)
estao representadas na figura 2.1.

Suponha que a equagao logistica, onde os parametros r e a sdo ambos iguais a 1 (o
que implica K = 1), descreve uma popula¢ao de uma certa espécie de peixe na qual
se introduz uma pesca com cotas, ou seja, subtrai-se dessa populacao uma constante
do volume por unidade de tempo. Chame essa constante de k, entao tem-se a seguinte
equacao:

Yy =y(l—y)—k (2.5)

Entdo, a solucdo é dada por y = (1 —y)Ce ™, acrescentando a condigao inicial y(ty) =

, que satisfaz a condicao inicial, tem-se a solucao do PVI

Yo e considerando C' =
— Yo
dada por:
Yo

. 2.6
1 —yo)ekt + yo (2:6)

.
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Figura 2.1: Representagao grafica de (2.4).

Os pontos de equilibrio sao:

1—+1—4k 1++1—4k
Y1 = —2 ey2:—2 .

Tem-se as seguintes situacoes possiveis:

1
(a) Se k < 1 entdao 0 < y; < y2 (pesca moderada)

(i) se a populagao inicial for maior do que y», ela decrescera até ys, mas sobre-

vivera;

(ii) se a populacdo inicial for maior do que y; e menor do que ys, ela crescera
ate yo;

(iii) se a populacao for menor do que y; serd extinta.

1 1
(b) Se k = 1 entao y; = y» = —. Neste caso, a pesca apresenta um certo risco e

ocorrem as seguintes possibilidades:
. . . 1 1 o
(i) se a populagao inicial for maior do que 2 ela tendera a 3 mas sobrevivera;

1
(ii) se a populagao inicial for menor do que 2 sera extinta.

2.2 Sistemas de equacgoes diferenciais

Esta secao traz as defini¢oes basicas de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias,

solucao e um exemplo de um sistema 2 x 2 de primeira ordem.
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Definicao 2.2. Um sistema de equacoes diferenciais ordindrias de primeira

ordem ¢ um sistema da forma:

y/1 - fl(t7y17y27 s 7yn)

!
- t? ) PARERER) n
Yy = fal y1 Yo Yn) 27)

y;;, - fn(t7y17y27 s 7yn)

onde f1, fa, ..., fn sGo n fungoes dadas em um espaco euclidiano D, n+ 1-dimensional,

e (Y1,Y2, -, Yn) SG0 as n fungoes incognitas.

Resolver o sistema (2.7) consiste em encontrar um intervalo I e n fungoes ¢ (t), ¢o(t), . . .

definidas em [ tais que:
1. @(t), ¢h(t),. .., ¢ (t) existem para cada t em I;
2. (t,01(t), d2(t), ..., 0n(t)) € D para cada t € I;
3. @5(t) = fi(t,01(1), d2(t), ..., dn(t)) paracadat € I, j=1,2,...,n.

A solugao de (2.7) pode ser visualizada como uma curva na regiao D, na qual cada
ponto p ¢ dado pelas coordenadas (¢, ¢1(¢), ..., d.(t)) e ¢'(t) é a componente do vetor
tangente a curva na direcao ;.

Um sistema de equagoes lineares nao homogéneo pode ser representado da seguinte

forma:
Y1 = an(t)yr + ar2(t)ys + -+ + ara(t)yn + bi(t)
yé = Clzl(t)yl + a22(t)y2 +oe @2n(t)yn + b2(t> (2 8)
Yn = a1 (Y1 + ana(t)y2 + -+ + apn()yn + ba(t)
ou ainda,
y = A(t)y + b(t). (2.9)
CLH(t) alg(t) . (lln(t) bl(t>
onde A(t) = : : e b(t) = :
an1(t)  apa(t) ... app(t) b, ()
O caso homogéneo é dado por
Y = Ay (2.10)
0
0
fazendo b(t) = | . | em (2.8).

(1)
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Definigao 2.3. Um problema de wvalor inicial(PVI) associado ao sistema (2.7)
consiste da equacao (2.7) e de uma condi¢ao inicial n € R™ dada no instante inicial

to, indicada por y(to) = n.

Resolver um problema de valor inicial consiste em encontrar uma solu¢ao passando

pelo ponto Py = (to, m,m2, -, 1n) € D.

E facil constatar que toda equacao diferencial de ordem n > 2 pode ser escrita na

forma (2.8), como mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 2.2. Considere a equagao diferencial de segunda ordem: z” = a; - 2’ + ay -

x + b(t). Fazendo y; = x e yo = 2/, obtém-se o sistema:

=2 ) =
Yy = " yy =" = ay-yo+as-y1 +b(t)

Para n > 2 o procedimento é analogo, ou seja, dada a equagao diferencial de ordem

2™ fan_ Y 4 a2 +ag-x=b(2),

denote y; =2, yo =2/, ..., Yy, = ™Y para obter o sistema:

( ?/i Y2 ( y’1 "=
/ / "
Y = Y3 Yp =T =Y3
Yno1 = ! Yno1 = 2l = Yn
\y;:x(n) \yn:x(n):—anil.yn_..._al.y2_a0.yl+b(t)

O sistema acima pode ser reescrito na forma matricial como:

o o 1 0 .. 0 " 0
" 0 0 1 .. 0 " 0

: = : : : : : + :
un —ap —a; —Qg ... —Qp_1 Un b(t)

Exemplo 2.3. A equacao que descreve o movimento de um péndulo simples de com-
primento sem atrito e sem termo forcante, ¢ um exemplo de equacao diferencial nao
linear de segunda ordem. O angulo # que um péndulo de comprimento [, oscilando, faz
com a posicao vertical é dado por:

9”+%sen9:0.
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Esta equacao pode ser escrita como um sistema de equagoes de primeira ordem no

plano. De fato, definindo x =0, y =0, k = %, segue:
=y
, (2.11)
y = —ksenx.

Note que os pontos de equilibrio do sistema (2.11) sao (nmr,0), n =1,2,---.
Um outro exemplo de sistema de equacoes nao lineares é o Modelo de Lotka-Volterra,

descrito no exemplo abaixo:

Exemplo 2.4. Considere o sistema

r_ .
{ a:/ ar — cry | (2.12)
y = —bx + exy

onde a, b, c e e sao constantes positivas.

O sistema (2.12) descreve a dinamica de duas espécies de peixes de um lago; uma
delas é a presa, denotada por z, que é herbivora. A outra é a predadora, denotada
por y, que se alimenta da primeira espécie. Supondo que a quantidade de alimento
das presas é suficientemente grande, de modo que possa ser inesgotavel, tem-se que, na
auséncia de predadores, a populagao de presas tende a aumentar: seja ax essa taxa de
aumento. Quando ocorre o encontro das presas com os predadores e esse niimero de
encontros é proporcional a zy, ocorre o decréscimo da populacao de presas. Da mesma
forma, se houver auséncia de presas, a populacao de predadores sofre um decréscimo a
uma taxa by. A populacao de predadores sofre acréscimo, sempre que ocorre o encontro
com a populagao de presas, e o nimero de encontros é proporcional ao produto zy.

Os pontos de equilibrio desse sistema sao dados por
ar —cxy=0e —by+exy =0,

b
ou seja, (0,0) e (-, E) sao os pontos de equilibrio do sistema (2.12).
e’ ¢

2.3 Teoremas de Existéncia e Unicidade

Nesta secao sera demonstrado o teorema de existéncia e unicidade para o sistema

y = At)y +b(t),
e também para o caso geral y' = f(t,v).

Teorema 2.2. Suponha A(t) e b(t) como em (2.15) fun¢des Riemann integrdveis em
t em um intervalo (a,b), isto €, as integrais de Riemann existem em algum intervalo
lc,d] C (a,b), para cada a;j, i,j =1,....,n em A(t) e cada b;, j =1,....,n em b(t), e

suponha também que existe uma funcgao k(t) com dominio (a,b), tal que:
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1. k(t) € continua em (a,b) e existe M > 0 tal que |k(t)] < M;
2. |A(t)| < k(t) e |b(t)] < k(t), a<t<b.

Considere ty € (a,b) e y° um vetor dado. Entio a equagdo (2.8) tem uma tinica

solucdo y(t) em (a,b) tal que y(to) = y° e y(t) satisfaz, para todo t € (a,b), a igualdade:

y(t) =" + /tA(s) y(s)ds + /tb(s)ds. (2.13)

to to

Demonstracao. A ideia da prova se baseia na construcao de uma sequéncia de funcoes

que convergira para a solu¢ao procurada. Para t € (a,b) defina:
olt) =3 . t
y(t) = o’ +/ A(s) - yo(s)ds +/ b(s)ds

to to

t

yalt) =10 + / A(5) - s (5)ds + / b(s)ds

to to

t t
Yni1(t) = 3° +/ A(S) - yn(s)ds +/ b(s)ds comn =1,2,....
to

to
E preciso garantir a convergéncia de {y,(¢)}, quando n — oco. Para isso, considere:

[yn(t) = yo()] = [92(8) = 90(t) + v2(y) — v2(t) + -+ + Ya(t) = Yna ()] <

n

< [5(t) = %@+ + [ya(t) = yna ()] = Z [95+1 (1) = y;(1)]-

o0

Quando n — oo, tem-se a série Z |yj41(t) — y;(t)|. Para garantir a convergéncia de
j=1
(yn(t)), basta mostrar que essa série converge. Note que y,(t) ¢ uma fungao continua

em (a,b) ja que é definida pela soma de fungoes continuas, entao A(s)-y,(s) é integravel
em qualquer intervalo [¢,d] C (a,b) e dai tem-se que y,,+1(t) ¢ continua em (a, b).
Considere t € (a, b);

[y1(t) — yo(t)] S/t |A()| - |yo(s)] + [b(s)|ds <

<

<A+ / 1k(s)ds.

/ k() lyo(s)] + k(s))ds

to

t
Seja K (t) = / |k(s)|ds, entao K(tg) =0e |K(t)] < M- (t—ty). Segue que
to

() = wo()] < L+ 1y°)) - K(1).
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Para n = 2 tem-se:

ly2(t) — ya(t |</ |A(3)] - |y1(s) — yo(s)|ds <
SZM@M+MWK@@§
§(1+|y0|)-/ k(s) - K(s)ds.

to
t
Observe que integrando por partes, considerando u = K (t) = / k(s)ds e dv = k(s)ds
to

t
entdo du = k(s) e v = / k(s)ds, portanto:

to

/k(s).ms)ds:(K(s))? n —/ k(s) - K(s)ds =

to to

:>/t B(s) - K(s)ds = D)

2!

Entao,

M@—MWSOHwy@%ﬁ

Usando inducao para concluir que a desigualdade é valida para um m qualquer,

basta supor que vale para m > 0, isto é:

Iym(t) — ym_l(t)| < (1 + |y0|) ) (KT(;Z'))m

e mostrar que vale para m + 1. De fato,

s (8) zm\</m (5 = Gr(5)lds <

< [k B g,

to

1)

< /%@wmmwS

m! to

Integrando por partes obtém-se o seguinte resultado:

(L+y°) (K@)

m)! m+1
(K ()
(j+ 1)

(K ()™

<(1+ ) - It

|ym+1<t> - ym(t” S

Note que a série Z(l—k °]) -
=1

converge uniformemente em cada intervalo

N [t — ot
fechado [c,d] C (a,b), pois |[K(t)| < M|t —to| e Z | (j +0|1)l

j=1

converge uniformemente
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para todo t € R. Segue que {y,,(t)} converge uniformemente para uma fungao continua
y(t) em cada compacto [¢,d] C (a,b). Isto é, para todo € > 0 existe ng € N tal que

para qualquer n > ng, |y, (t) — y(t para todo t € [¢,d] C (a,b).

€
< —
01 < T=
Agora é preciso mostrar que

nh—I>Iolo/t A(S) - yn(s)ds = /t A(s) - y(s)ds. (2.14)

t

Como y(s) é continua, / A(s) - y(s)ds existe para todo ¢ em um intervalo fechado
to

lc,d] C (a,b). Entao, dado € > 0, e para n > ny tem-se

< / \A<s>|-\yn<s>—y<s>rdss%- [ 1atsyas <

_M /|A )ds < ——— ( ) -M((b—a)=c¢

[ A(5)- (yn(3) — y(s))ds

segue entao (2.14).

Falta agora provar que y(t) é a unica solugao em qualquer intervalo fechado [c, d] C
(a,b). Para isso, suponha que existe () solu¢ao de (2.8) que satisfaz a condigao inicial
x(to) = y°. Entdo,

< / |A(3) ly(s) — 2(s)|ds.

Note que |A(t)| < M, para todo t, entao:

y(t) — (t)] g/t M - Jy(s) — 2(s)|ds.

Segue da desigualdade de Gronwall, com K = 0, g(s) = M, e f(s) = |y(s) — z(s)],
que |y(t) — z(t)| = 0 e portanto, y(t) = z(t). O

Para o caso mais geral y' = f(t,y), com f: D C R x R" — R" continua em
D e lipschitziana com respeito a y pode-se garantir existéncia e unicidade da solucao
do P.V.I. associado & equacgao diferencial, como mostra o resultado do teorema 2.3.
Porém, antes de demonstrar o teorema sao necesséarios alguns resultados sobre espagos
métricos completos, que sao espacos métricos nos quais as sequéncias de Cauchy sao

convergentes.

Definigao 2.4. Seja (X, d) um espago métrico completo e F' : X — X uma transfor-
magao. Diz-se que p é um ponto fizo de F' se F(p) = p.

Definigao 2.5. Seja (X,d) um espagco métrico completo. Se F': X — X é uma
transformacao tal que d(F(z), F(y)) < Kd(z,y), com 0 < K < 1, entao diz-se que I’
€ uma contracao em X.
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A constante K é chamada de constante de contra¢io de F.

Lema 2.1. (Lema de Contragio) Seja (X,d) um espago métrico completo. Se F' :

X — X € uma contracao em X, entao F' tem um unico ponto fixo p em X.

Corolario 2.1. Seja X um espaco métrico completo. Se F': X — X € conlinua e

para algum m, F™ € uma contragao, entao existe um unico ponto p tal que F(p) = p.
As demonstracoes do lema 2.1 e do corolario 2.1 podem ser encontradas em [3].

Teorema 2.3. (Teorema de Picard) Seja [ uma fung¢ao continua e lipschitziana em
Q =1, x By, onde I, = {t;|t — to| < a}, By = {y; |y — yo| < b}. Se |f| < M em Q

entao existe uma unica solugao de
v =fty), wylto) =10 (2.15)

em I, onde o = min{a, —}.

fo. 7}
Demonstragao. Seja X = C(1,, Bg) o espago métrico completo das fungdes continuas
¢ I, — Bg com a métrica

d(p1, p2) = Sup lp1(t) — @a(2)].
e «

Considere
F:C(l.,Bg) — F(I.,R")

¢ — F(p)
onde F(p) : I, — R" definida por
mwm:%+[f@mm@, (2.16)

t € I,. Note que F é dotada das seguintes propriedades:
(1) F(X) CX;
(p2) F™ é uma contragao, para n suficientemente grande.

Para provar (p;) note que, para todo t € I,

[ (@) (t) — ol =

Segue que F'(X) C X.
Para provar (py), considere agora @1, € X e n > 0. Entao

< M|t —to] < Ma <b.

l}@ﬂmw

1 a(0) — F(pa0)] < T gy ) (2.17)

t € I,, onde K é uma constante de Lipschitz para f.
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Para provar (p3) basta usar indugao finita em n. Considere n = 1, entao:

< K/t 1(s) — pals)lds <

< Kd(p1, p2) - |t = to].

|[F'(p1) — Fp2)| =

/t F(5,01()) — F (5, 0als))ds

Suponha que é valido para n = m, isto é,

m|y m
<K |t — to]

[E™(p1(1)) = F™(02(1))] < (1, p2).

m!
Basta mostrar que vale para m + 1 :

[F™ Hp1(t) — F™ (o (0)] = [F(F™(01))(t) — F(F™(2))(1)] <

[ 1566 Plo)(e)) = 1o FleaeDlds| < | [ KIF™o1)(s) = P (a)(s)lds| <

t Km(to o S)m Km-l—llt _ t0|m+l
—d ds| = d .

< <

<K

K7t — to|"

Portanto |F" (1 (t)) — F"(pa(t))| < o

K"a"
n!
que prova a propriedade (p;). Pelo corolario 2.1 existe um tnico ponto fixo ¢ € X tal

d(p1,¢2) € ja que conforme n cresce,

< 1 que é o termo geral da série E ek Logo, F™ ¢ uma contracdo em X, o

que F(¢) = ¢, o qual corresponde a solu¢ao procurada. O

O resultado a seguir é sobre continuagao de solucoes de equagoes diferenciais ordi-

narias, cuja demonstragao pode ser encontrada em |3].

Teorema 2.4. Prolongamento de solugoes - Seja D C R x R" um conjunto aberto
e f: D — R" uma fungao continua. Suponha que y(t), definida em um intervalo I, é

uma solucao de
y' = flty). (2.18)

Entao,

(i) Se y(t) é uma solugao continudvel, entao existe uma solugao mazximal r(t) defi-
nida em um intervalo J tal que r(t) é uma continuagao de y(t), ou seja, I C J
e y(t) =r(t), para todo t € I;

(ii) Se y(t), definida em wm intervalo (a,b), é uma solu¢ao mazximal de (2.18), entao
y(t) tende a fronteira de D quando t — b~ et — a*, isto €, dado um compacto
K C D, existemty, t3. € (a,b) tal que (t,y(t)) € K, para todot € (a,t)U(t%,b).



42

Sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem

2.4 Sistemas autonomos

No estudo dos sistemas de equagoes diferenciais tem-se o caso em que a funcao f

nao depende explicitamente de t, que seré tratado a partir desta secao.

Definicao 2.6. Um sistema autéonomo é um sistema de equacoes diferenciais em que

a funcgao f nao depende explicitamente de t. Representa-se tal sistema pela equagao:

y = f(y), (2.19)
onde f:R™ = R"™ ¢ uma fungio de classe C*.

Observe que agora a funcao f estd definida em um subconjunto de um espago

n-dimensional.

Exemplo 2.5. A equagao escalar de segunda ordem y” 4+ y = 0 pode ser escrita na
forma do sistema abaixo:
Zt'l = X9

Considerando x; = y e x5 = ' tem-se que { ]
Ty = —T1

denotando f(xy,z5) = (22, —x1) tem-se um sistema autdénomo.

Como f e suas funcoes derivadas sao fungoes continuas em todo o seu dominio,
pelo Teorema 2.2 dado algum (¢, n), com 1 no dominio de f, existe uma tnica solugao
real ¢ da equacgao (2.18) satisfazendo a condigao inicial ¢(ty) = 7. Essa solucao existe
em algum intervalo I e é uma fun¢ao continua de (¢,to,n) com t,ty € I (teorema da
dependéncia continua com respeito as condigoes iniciais), ver [4].

Um outro exemplo de sistema auténomo é o sistema linear
y=A-y, (2.20)

onde A é uma matriz real de ordem n de coeficientes constantes. Pela proposicao 2.1

o conjunto solugao de (2.20) é um espago vetorial de dimensao n.

Lema 2.2. Se x(t) € uma solu¢io da equagio (2.19) no intervalo (a,b) e ¢ uma
constante qualquer, entdo a fungao y(t) = x(t + ¢) € solugio de (2.19) no intervalo
(a—c,b—c).

Demonstragao. De fato: y'(t) = 2'(t + ¢) = f(z(t +¢)) = f(y(t)). O

Note que a propriedade garantida pelo lema acima nao ¢ assegurada para sistemas
nao auténomos.

Seja A uma matriz real nxn e y(0) = yo € R™, entdo ¢ facil mostrar que () = ey,

{ V= ily (2.21)

¢ a unica solugao de
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De fato, 7/'(t) = Ae*y, = Aj(t), para todo t € R". Para provar a unicidade, suponha
que existe uma solucao z(t) do PVI (2.21) e seja y(t) = e~ *'x(t), entdo

Y (t) = —AeMa(t)+e Mo/ (t) = —Ae Ma(t) e M Ax(t) = (—Ae M pe M A)x(t) =0,

para todo t € R, pois A comuta com e . Logo, y(t) é constante o que implica que
a(t) = eMyo = y(b).

Definigao 2.7. Se x(t) = (z1(t), z2(t),. .., x,(t)) € solu¢ao do sistema (2.19), entdo a
curva parametrizada pelo pardametro t, € chamada o6rbita desse sistema. A representa-

¢ao grdfica das orbitas do sistema € chamada de retrato de fase do sistema.

O retrato de fase de um sistema autonomo é obtido através da andalise dos autova-

lores e autovetores da matriz A associada ao sistema (2.19).

Definigao 2.8. Qualquer ponto yo € R" tal que f(yo) = 0 € chamado ponto de
equilibrio (ou estaciondrio) do sistema (2.19). Qualquer ponto y do dominio da

fungao f tal que f(y) # 0 é dito ponto regular.

Note que se yy é um ponto de equilibrio do sistema (2.19) entao, a fungao y(t) = yo

¢ uma solucao do sistema denominada solugcao constante.

Definigao 2.9. Uma matriz 1(t) de ordem n xn cujas colunas formam uma base para

o0 espaco das solugoes do sistema (2.20) chama-se matriz fundamental do sistema.

E possivel mostrar que a aplicacio ¢ — 1(t), onde (t) é a matriz fundamental
do sistema de equagoes diferenciais (2.20) e A é uma matriz de ordem n X n, tem as

mesmas propriedades da funcao exponencial.

Proposicao 2.2. Dada ¢ (t) uma matriz fundamental de (2.20) e A uma matriz de

ordem n x n, tem-se:
a) (1) = A- (1), ¥(0) = I
b) para todo t,s € R, P(t + s) = (t)(s)
¢) W) =v(-t), teR.

Demonstracao.  a) A demonstracao ¢ consequéncia imediata da hipotese de que as

colunas de 9 (t) sao formadas por solugoes do sistema y' = Ay.

b) Tem-se, pelo Lema 2.2, que 9 (t + s) ¢ uma solugao do sistema y' = Ay, e ja que
W (t)1(s) € uma combinagao linear das solugoes deste sistema, segue que 1(2)1(s)
também é solu¢ao. Logo, considerando o PVI ¢ = Ay, y(0) = 9 (s), segue do

teorema 2.2 a igualdade.
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¢) Fazendo s = —t em b), tem-se que

U(t+5) = $(0) = T e b(E)ib(s) = P(t)b(—t) 2 Pt + (—t) = I.
Portanto, [¢(t)] ™1 = (—t).

Lema 2.3. Sejam A uma matriz, X\ um autovalor de A e v um autovetor associado a
A, entao:

o) =v- e

¢ uma solugao do sistema (2.20).
Demonstracao. Tem-se que:
A-v=X-v=¢t) = e = (Av)eM = A(ve) = Ag(t).
Logo, ¢(t) ¢ uma solucao de (2.20). O

Lema 2.4. Se ¢(t) = ¢1(t) + iga(t) € uma solugao com valores complexos de (2.20),
entdo ¢1(t) e ¢o(t) sao solugoes reais de (2.20).

Demonstragao. Ja que ¢(t) é solugao do sistema, entao ¢'(t) = A - ¢(t), entao ¢} (t) +
igy(t) = A - (p1(t) + ig2(t)). Igualando as partes real e imaginaria, tem-se ¢} (t) =

A-61(t) ¢ G3(t) = A-o(t). Logo, tanto éx(t) = Re(d(t)) quanto o(t) = Im(6(t)) sio
solugoes de (2.20). O

Escrevendo ¢(t) = eMv, onde A = o +if3 e v = u + iw, obtém-se
¢1(t) = e™(cos Bt + isen Bt)(u + iw) e ¢a(t) = e*(cos Bt + isen Bt)(u + iw).
Tem-se pelo lema 2.4 que
¢1(t) = e*(cos ft - u —sen Bt - w) e Po(t) = e“(sen ft - u + cos ft - w)

sao duas solugoes reais de (2.20).

Proposicao 2.3. Se a matriz A de ordem n x n tem autovalores Ay, Ag,..., A\, €
vy, ..., U, SG0 08 autovetores associados a cada N;, ou seja, Av; = \v;, entdo a matriz
V(t) cuja i-ésima coluna € ¢;(t) = v; - €N, i =1,2,...,n, é uma matriz fundamental

de (2.20). Em particular:
et =V ()VH0).

Ait ¢ uma solucdo do sistema

Demonstracao. Segue do lema 2.3 que cada ¢;(t) = v;e
(2.20). Logo, as colunas da matriz V(t) definem uma base do espago das solugdes
do sistema, uma vez que (vy,vs,...,v,) € um conjunto linearmente independente e a
dimensao do espago das solugoes é n. Assim, V(¢) ¢ uma matriz fundamental de (2.20).

A ultima parte, segue da unicidade da solugao do PVI y = Ay, y(0) = 1. O
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2.4.1 Estudo das orbitas dos sistemas autonomos bidimensio-
nais

Nesta secao, serao discutidas as 6rbitas e o retrato de fase do sistema autonomo de
ordem 2 X 2

(2.22)

/

Ty = a1171 + 129
/

Ty = G21T1 + A22%2

@11 A12

onde a;; € R e a matriz A = ), com det(A) # 0. Consequentemente, o

Q21 A22
tnico ponto de equilibrio do sistema (2.22) é o ponto (0, 0).

O polinémio caracteristico de A é dado por:
—A
det(A — \I) = det [ "1 iz 2
21 Az — A

2
=\ — (@11 + a2) - A+ a1y - Gg2 — 12 - a9y =

= A2 —tr(A)X + det(A)

onde tr(A) denota o trago da matriz A que é dado pela soma dos elementos da diagonal

principal de A. Logo, se A1, Ay sdo os autovalores de A, temos:

tr(A) + \/(tr(A))2 — 4 - det(A)
5 .
Considerando A1, A9, autovalores de A e vy, vy autovetores associados a A; e Ag,

>\17>\2 =

(2.23)

pode-se definir os seguintes casos, de acordo com os valores das possiveis raizes da

equagao (2.23):

Para o primeiro caso, considere (tr(A))* —4 - det(A) > 0 na equacdo (2.23), logo,

A1 € Ay sao numeros reais e distintos.

Caso 1: Considere A\, Ay # 0. Entao, sejam vy, vy autovetores associados aos au-

tovalores A1 e Ay. Denote por E; e Fy as retas geradas por vy e v, respectivamente.

A

Segue que ¢(t) = ¢ - Mt - v + ¢y - €' - vy & uma solugdo geral de (2.22).

Caso 1.1: Suponha que Ay < A\; < 0, entao, para ¢y, cy > 0, tem-se:

lim ¢ - eMt = 400 lim ¢ - e = 400
t——o0 t——o0
lim ¢ -eMt =0 lim ¢y - et =0.

t—+00 t—-+o0



46 Sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem

Segue que, exceto a origem que permanece fixa, toda orbita tende a 400 quando
t — —oo e a zero quando t — +oo. Se ¢ # 0ecy = 0 (ou reciprocamente se
c; = 0ecy # 0), as Orbitas permanecem na reta F; (respectivamente E,) quando
t — 4o00. Quanto a concavidade, note que a curva t — (¢ - Mt ey - e/\Qt), contida
no primeiro quadrante (assumindo ¢;,co > 0, para outros valores de ¢; e ¢y a andlise
é analoga), tem componentes estritamente decrescentes, podemos portanto definir a

segunda componente em fungao da primeira, isto &, xo(t) = F'(x(t)) onde,

d d
% = Xg - el e % = A -
Logo,
A
dxzs _ Ao - cpe?! _ Ay - Cy L ePa=At (2.24)

dxq Al-Cp - et A Cp

Quando t — —o0, a equagao (2.24) tende a zero e, tende a +oco quando t — +o0.
Portanto, a funcao x, é uma funcao crescente. As érbitas podem ser representadas
como na Figura 2.2. Neste caso, diz-se que o ponto de equilibrio do sistema é um né

estavel (no atrator).

Figura 2.2: N6 estéavel (ou atrator)

Caso 1.2: Considerando Ay > A; > 0, toda trajetoria tende a +o0o conforme ¢

varia, de acordo com os sinais de ¢; e ¢y. De fato:

E ainda,
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. . +, se x>0
onde sgn representa o sinal, ou seja, sgn r =
—, se x<0.
Quanto a concavidade, observe que:
dx Aycp-eMt Ny ec
2 -2 2 =2 2. Lemht, (2.25)

d_Il— >\1'Cl'€>‘1t n A
Note que quando t — —o0, a equagao (2.25) tende a zero e quando t — 400 a equagao
tende a +00, conforme os sinais de ¢; e co, ja que Ay — Ay > 0. Portanto, conforme ¢
varia, todas as orbitas se afastam do ponto de equilibrio, neste caso, denomina-se este

ponto por néd instavel, representado na Figura 2.3.

Figura 2.3: N6 instavel

Caso 1.3: Sejam A, \y tais que A\ < 0 < \y. Entao, para cada valor de ¢; e ¢y

A

faz-se a seguinte analise para a funcio ¢(t) = c; - €M’ - v + ¢y - ' - vy que ¢ a solugio

do sistema;

Primeiro, deve-se observar que é possivel escrever a fun¢ao ¢(t) na forma:

cl e ettt 0 U1

¢(t) = Aot

0 Co- € Uy

Logo, basta analisar o comportamento de cada elemento da primeira matriz da
expressao acima, que serao as componentes das retas E; e Es:

(i) se ¢c; = 0 a trajetoria é dada pela reta Es e, se ¢ = 0 a trajetoria é dada por
E;. Ambas as trajetorias tendem para zero quando ¢ — +oo.

(ii) se c1, ca # 0, entao as solugoes tendem para oo, quando ¢ — 400, como pode-se

observar fazendo a analise segundo as componentes E; e Fy:

lim c;-eM =¢; - lim eM' = (sgney)ooe lim ¢y -e =cy- lim e =0
t——o0 t——00 t——o00 t——o0
da mesma forma,
lim ¢;-eM=¢ - lim M =0e lm c-e =c,- lim e = (sgn c)o0.

t—+o00 t——+o00 t—+o0 t—+o0
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Neste caso dizemos que o ponto de equilibrio ¢ um ponto de sela, e é representado

pela Figura 2.4.

Figura 2.4: Ponto de sela

Caso 2: Considerando (tr(A))? — 4 - det(A) < 0 na equacio (2.23), tem-se que
A1 e Ay sdo nimeros complexos conjugados dados por Ay = a+if e Xy = A\ = a — if3,

com [ # 0. Segue do lema 2.4 que toda solugao de (2.22) pode ser escrita na forma:

P(t) = c191(t) + catpa(t),

onde ¢ (t) = e*(ucos Bt —wsen Bt) e ¢o(t) = e (usen Bt + w cos Bt).

Considere ¢; = pcosw, co = psenw. Entao,

B(t) = pcosw(e*(ucos ft —wsen Bt)) + psenw(e™(usen Bt + wcos Bt)) =

e p(cosw — Bt)u + psen(w — Btw).

Caso 2.1: Se a = 0, tem-se que ¢(t) = pcos(w — ft)u + psen(w — [t)w. Logo,
todas as solugoes, exceto a origem que permanece fixa, sao elipses, e neste caso, diz-se

que o ponto de equilibrio é um centro.

m

Figura 2.5: Centro
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Caso02.2: Se a > 0, tem-se que quando t — —oo, ¢(t) — 0 e quando t —
+00, ¢(t) — +oo. Entao toda solugao tende para o ponto de equilibrio em forma de
espiral. Além disso, deve-se observar que se 5 > 0, o argumento (w — ft) tende a
+00 quando t — —o0 e a —oo quando t — 400, ou seja, o angulo (w — [t) decresce
conforme t cresce. As orbitas sao representadas pela figura 2.6.

Se < 0 (w—ft) - —oo quando t — —o0 e, quando t — +00, (w— ft) — —o0. Logo,
neste caso, o angulo (w — ft) cresce conforme o crescimento de ¢t. Entao, diz-se que o

ponto de equilibrio é um foco instavel.

E,
E2
E
1
/@/ E,

Figura 2.6: Foco instavel, § > 0 Figura 2.7: Foco instavel, § < 0

Caso 2.3: Quando a < 0, ¢(t) — 0 sempre que t — —oo e quando t — —o0,
¢(t) — 4o00. Portanto, toda solugao tende para o ponto de equilibrio em forma de
espiral. A anélise do angulo (w — ft) é feita de maneira analoga ao caso 2.1. O ponto

de equilibrio deste sistema é chamado de foco estavel.

&,
EZ
&
E1

Figura 2.8: Foco estavel § < 0 Figura 2.9: Foco estavel § > 0
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Caso 3: Se (tr(A))? —4-det(A) =0, \; e Ay s3o nlimeros reais e iguais A\; = Ay =
A # 0.

Caso 3.1: Se A\ tem multiplicidade geométrica 2, ou seja, se existem vetores line-
armente independentes v; e vy, que sao autovetores associados a A. Entao a solugao

geral de (2.22) pode ser escrita da forma:
(b(t) = 6)\t(011)1 -+ CQUQ).
Entao, se A < 0, segue que :

lim eMe; = oo e lim eMep = 0.

t——o0 t——+o0
Se A > 0,
lim eMe; =0e lim eMep = .
t——o0 t——+o0
Para eMcy obtém-se os mesmos limites. Logo, todas as oOrbitas, exceto a origem, sao

semirretas (ver figuras 2.10 e 2.11). No caso em que A < 0, toda solugao tende para a

origem conforme ¢ cresce e se A > 0 toda solugao tende a co conforme ¢ tende a 4o0.

-

N

Figura 2.10: A >0 Figura 2.11: A <0

/%
)
%

Caso 3.2: Seja A, tal que \ tem multiplicidade algébrica 1, ou seja, A tem um
tnico autovetor associado v. Logo, existe uma matriz de mudanca de base, da base
candnica para a base do auto espaco generalizado, M tal que J = MAM ™" esta na

forma canonica de Jordan. Segue entao que:

-1
o) — oMAM

MFR onde R sao matrizes 2-nilpotentes da forma:

(1)

que pode ser escrita na forma e
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logo, segue da definicao de exponencial matricial que

ol 10 _ M0 '
t 1 teM M

Portanto, toda solugao de (2.20) pode ser escrita da forma:

M
ete 0 v

¢(t)—( w )( 1)—6)‘t[(cl+02t)v1+02v2]
te™'cy ey Uy

onde {vy,v9} s@o vetores da base do auto espago generalizado de A.

Para determinar o formato das orbitas, é necessario fazer a analise de cada qua-
drante. Supondo que A > 0 (0 caso A < 0 segue por simetria) quando ¢t — —oo, tem-se
que as solugoes tendem a zero, independentes do sinal de ¢; e ¢y, pois:

Co

— =0

lim e’\t(cl+02t) = lim eMep + lim teMey, = lim
t——o0 t——o0 t——o0 t——co —\e

lim eMey = 0.
t——o0

Quando t — +o00 tem-se que:

tlﬂl}x} eM(ey + cot) = sgn ca(+00)

At

lim cye™ = sgn co(+00).

t——+o0
Ja que ambos os resultados dependem apenas do sinal de ¢y, tem-se as seguintes

possibilidades:

400, 8€ ¢y > 0;

t—+o00

a) lim eM(c; + o) =
(a) (e 2t) {—oo,secg<0.

R

t—r+00 —00,se ¢y < 0.
—c z(t) = eMe
Além disso, (¢ + teg)eM > 0 para t > —1 ¢ fazendo (®) 2 y; tem-se:
& y(t) = (c1 + teg)e
a'(t) AcpeMt B ACo
y(t)  AeM(cp +tey) +eMey  Aep + My F o
2 (1) -
Portanto, — 0 — 0 quando t — +o0o0. O comportamento das solugdes quando
Y

A > 0e X\ <0 érepresentado pelas figuras abaixo.
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Figura 2.12: A >0 Figura 2.13: A <0

Observagao 2.1. Se a matriz A, do sistema (2.22), ¢ semelhante a uma matriz B,
isto &, se existe uma matriz P invertivel tal que B = P~ AP, entdo o sistema (2.22) &

transformado no sistema ' = By pela transformacao de coordenadas y = Py.
Resume-se a anélise feita acima no seguinte teorema:
Teorema 2.5. Considere o sistema (2.22). Entdao
(a) se detA < 0, entao (2.22) tem na origem um ponto de sela;

(b) sedetA >0 etr(A)*—4det(A) > 0, entdo a origem ¢ um nd estdvel, se tr(A) < 0
e instdvel se tr(A) > 0;

(c) sedetA >0, tr(A)* —4det(A) < 0 e tr(A) # 0, entio a origem ¢ um foco estdvel
se tr(A) < 0 e instdvel se tr(A) > 0;

(d) sedet A >0 etr(A) =0 entdo a origem € um centro.

A prova deste teorema é consequéncia da andlise do comportamento das solucoes

feita acima e pode ser encontrada em [4].

Exemplo 2.6. Considere o sistema

x=[%%) . x
~\10

20
tem-se que, os autovetores da matriz sao A = +2i. Considere a matriz P = ( 01 )

1
com P~ = 2 0
0 1
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—2
Assim, B = P 'AP = ( g 0 ) . Logo,

X(t)=P

cos 2t — sen 2t cos2t —2sen2t
. P_l .c
sen2t cos2t

3 sen 2t cos 2t

onde ¢ = X(0).

Note que X7 (t) + 4X3(t) = ¢} + 4c3, para todo t € R. Portanto, as trajetorias do
sistema estao sobre as elipses, como na Figura 2.14.

Figura 2.14: Exemplo 2.6

Observagao 2.2. (Caso nao linear) Para o estudo dos sistemas nao lineares existem
alguns resultados, entre eles o teorema de Hartman-Grobman que fornece condic¢oes que
garantem algumas conclusoes sobre o comportamento das solugoes em uma vizinhanca

do equilibrio, através do estudo do sistema linear associado ao nao linear.

Considere o sistema nao linear

y = f(y), (2.26)

onde f: F C R" — R". Se gy, ¢ um ponto de equilibrio desse sistema, para o
qual os autovalores nao tem a parte real nula, entao o comportamento do sistema é
topologicamente equivalente ao comportamento local do sistema linear (2.20), isto é,
existe uma aplicagao continua, bijetora que associa uma vizinhanga de yy a um conjunto
aberto U contendo a origem, H : N.(yo) — U, que transforma o sistema nao linear
no sistema linear transformando trajetorias do sistema (2.26) em N.(yy) em trajetorias
do sistema (2.20) em um conjunto aberto U, e preserva a orientacao da trajetoria no
instante ¢, ou seja, H preserva a direcao do fluxo ao longo das trajetorias. O teorema

a seguir garante que essa propriedade ¢ valida.
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Teorema 2.6. (Teorema de Hartman-Grobman) Sejam E C R" um conjunto
aberto contendo a origem, f € (C'(E)) e seja ¢, uma solugio do sistema (2.26).
Suponha que f(0) =0 e que a matriz A = D f(0) nao tem autovalores com parte real
nula. Entao existe um homeomorfismo H de um conjunto aberto U contendo a origem
em um aberto V, também contendo a origem, tal que para cada vy € U, existe um

intervalo aberto Io C R contendo o zero, tal que para todo xqg € U et € Iy
H o () = e H(z),

isto €, H transforma trajetorias de (2.26) proximas a origem em trajetorias de (2.20)

Proximas 4 origem e preserva a parametriza¢ao por t.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [4].
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As equagoes diferenciais impulsivas (EDI) sao usadas para descrever processos de
evolucao que sofrem variagoes de estado cuja duragao é tao curta que podem ser con-
sideradas instantaneas. Para fazer tal descricao deve-se valer das equagoes diferenciais
para descrever os estagios continuos do processo e de uma condi¢ao para descrever as
descontinuidades de primeira espécie da solu¢ao ou de suas derivadas no instante de
impulso.

O modelo de Kruger-Thiemer de dois ambientes para distribuicao de drogas no
corpo humano, é um exemplo de aplicagao deste tipo de equagao diferencial, ver [5].
Suponha que a droga, administrada oralmente, é primeiro dissolvida no ambiente gas-
trointestinal. A droga é entao absorvida em um ambiente amorfo constituido de sangue,
musculos, tecidos, etc., chamado de volume aparente de distribuicao, e é finalmente eli-
minada do sistema pelos rins. Suponha que z(t) e y(t) sdo as quantidades de drogas no
instante ¢ no ambiente gastrointestinal e no volume aparente de distribui¢ao, respecti-

vamente, e sejam k; e ko taxas constantes. As equagdes que representam esse processo

{ x,/ = —h (3.1)

y = —koy+ k1.

Sa0:

Defina um tratamento tal que nos instantes
O<ti<ta<---<tn<T
a droga é prescrita em quantidades
09, 01,09, - -+ , O, respectivamente.

Desse modo, tem-se as seguintes condigoes acrescidas a (3.1):

y(th) = y(t;), i=1,2,-- N (3.2)

Para se obter o efeito terapéutico esperado, é preciso que a quantidade de droga
no volume aparente de distribuicao nunca fique abaixo de um nivel minimo durante o

tempo de tratamento.

95
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No modelo de Kruger-Thiemer os instantes de impulso sao pré-fixados, o que signi-
fica que o sistema impulsivo nao é auténomo, ainda que a equacao diferencial associada
seja autonoma.

Para representar um sistema impulsivo, para o caso ordinario, deve-se considerar:

1) Uma equagao diferencial
v = [ty (3:3)

onde f: R, x Q — R" é uma funcao que satisfaz alguma condicao de unicidade

para PVI e Q é um aberto do R" e R, ¢é o conjunto dos ntimeros reais positivos;
2) conjuntos M(t), N(t) C Q,t € R, e
3) fungoes A(t) : M(t) — N(t), t € R,.

Seja y(t) = y(t,to,yo) uma solugao de (3.3) comecando em (tp,79). O processo de
evolucao de um problema impulsivo se dé da seguinte forma:

O ponto P = (t,y(t)) comega o movimento em Py, = (¢, yo) ¢ move-se ao longo da
curva {(t,y); t > to,y = y(t)} até um instante ¢; > ¢, em que o ponto P, encontra o
conjunto M(t). Em ¢ = t,, A(t) transfere o ponto P, = (f1,y(t1)) em Py = (t1, 1),
onde y = A(t;)y;. Entao o ponto P, continua a se mover ao longo da curva com
y(t) = y(t, t1,y), até P, encontrar M(t) no préximo instante t5 > t;. Entao, o ponto
Py, = (t2,y(t2)) ¢ transferido ao ponto Py = (t2,y5) € N(t2), onde y3 = A(t2)y(t2).
Como anteriormente, o ponto P, continua a se mover com y(t) = y(t,ta,y3 ) como
solugao de (3.3) comegando em (t5, 74 ). E assim sucessivamente.

O sistema impulsivo descrito acima é dado por:

y = f(t.y)
{ y(t) € M(t) = y(tT) = A(t)y(t) (34)

A curva descrita por P, é chamada curva integral e a fungao que define essa curva
¢ a solugao do sistema impulsivo (3.4).

A solucao de um sistema diferencial impulsivo pode ser:

a) uma fungao continua, se a curva integral {(¢,y); t > to, y = y(to)} ndo encontrar
o conjunto M (t) ou se atingir M (t) em pontos fixos do operador A(t);

b) uma fung¢ao continua por partes com um namero finito de descontinuidades de
primeira espécie se a curva encontrar M (¢) em um numero finito de pontos que

nao sao pontos fixos do operador A(t);

¢) uma fungao continua com uma quantidade enumeravel de descontinuidades de
primeira espécie se a curva encontrar M (t) em uma quantidade enumeravel de

pontos que nao sao pontos fixos de A(t).
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Definicao 3.1. Os instantes t = t;, nos quais as curvas integrais de um sistema im-
pulsivo (3.4) atingem o conjunto M(t) sao denominados momentos de impulso do

sistema.

Para as equagoes diferenciais ordinarias do tipo y' = f(¢, y), uma solu¢ao, se existir,
em algum intervalo I C R, pertence ao espaco C(I;R"), que é o espago das fungdes
continuas definidas em I, com imagem em R". J4 para as equacgoes diferenciais im-
pulsivas, uma solugao definida em um intervalo I, pertence ao espaco PC(I,R") que
é o espaco das fungoes ¢ seccionalmente continuas com descontinuidades de primeira
espécie em uma quantidade, no méaximo, enumeravel de instantes ¢, logo existem os
limites laterais a esquerda e a direita, isto é, existem mlgg o(x) e mli_g{ ¢(x), para todo

t € I, sendo continua a direita (ou & esquerda) em ¢ € I.

3.1 Sistemas com impulsos em tempos fixados

Alguns sistemas impulsivos podem ter os impulsos em tempos pré-fixados, ou seja,
os momentos de impulsos sao conhecidos. Neste tipo de sistema, o conjunto M (t)
representa uma sequéncia de planos t = t, onde {t;} — oo quando k — oo, com
M(ty) = N(tx) = Q. A sequéncia de operadores sera A(ty) = A(k) : Q — Q tal que
y+— A(t)y = y + Ix(y), onde I : © — Q. Um sistema diferencial impulsivo simples

com os momentos de impulsos fixados é descrito por:

{ (8 = F(ty(0), t £ te k=1,2,...

Ay(t) = Ii(y), t = t, (3.5)

onde Ay(t) =yt ) —y(ty) e y(t)) = lim y(t). Entao, qualquer solugao de (3.5) satisfaz:
t—st;!

i) y(t) = f(t,y(t)), t € (tgtesa], k=1,2,....
i) Ay(te) = Ie(y(tr))-

Pode-se supor que a solucdo seja continua a esquerda em ty, isto &, y(tx) = y(t, ).
Observe que o comportamento das solugoes é influenciado pelos efeito impulsivos, como

mostram os exemplos a seguir.
Exemplo 3.1. Considere o sistema impulsivo:

Yy =0,t#k k=1,2,...

Considerando-se apenas a equagao diferencial ordinaria com condi¢ao inicial y(0) =

¢, as solugoes sao fungoes constantes e, portanto, continuas para qualquer valor de t.
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Aplicando a condi¢ao de impulso, tem-se que a solugao y(t) do sistema, satisfazendo

y(0) = 1, por exemplo, esta definida apenas para 0 < t < 1. Esta solu¢ao nao estéa

1
definida em t = 1, ja4 que a funcao I;(y) = . nao estd definida para y(t) = 1

(veja figura 3.1), e neste caso, vale y(t) = 1, para t € [0, 1), aqui considere a solugao
continua a direita.

Y

Figura 3.1: Solugao do sistema (3.6) com condi¢ao inicial y(0) = 1

Por outro lado, considerando a condigao inicial y(0) = 2, a solucao de (3.6) sofrera
apenas um efeito impulsivo quando ¢t = 1, ja que para t = 2, y(t) nao esta definida.
Logo, a solugao do sistema (3.6) com condigao inicial y(0) = 2 esté definida apenas no
intervalo [0, 2).Veja a figura 3.2.

yA

34

2¢———O

Y

Figura 3.2: Solugao do sistema (3.6) com condigao inicial y(0) = 2.

Exemplo 3.2. Considere a equacao diferencial impulsiva

k
y/:1—|—y27t7££,k:1,2,...

e (3.7)
Ay=—1,1t= Zﬂ
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X2

Figura 3.3: Solucdo de 3 = 1+y* com condicdo inicial y(0) = 0 e sem efeito impulsivo.

A solugao da equagao diferencial ordinaria sem impulso, de (3.7), com condi¢ao

7r ). Ver figura

inicial y(0) = 0, ¢ y(t) = tgt que ¢é continua e crescente para todo t € [0, 5

3.3.

Considerando a condigao de impulso, a solu¢ao com a condigao inicial y(0) = 0 esta

k k k41
definida para todo t > 0 e é dada pela fungao y(t) = tg (t — %)7 te {Zﬂ’ ( z )F)

que é periodica com periodo 1°¢ continua em [0, Z)’ mais geralmente, y(¢) é continua

krm k+1m
_— k=12 ....
[t A1)

XA

0 0.79 2 2.36 ™

Figura 3.4: Solugao do sistema (3.7) com condigao inicial y(0) = 0.

3.2 Sistemas com impulsos em tempos variaveis

Considere a sequéncia de superficies {Sy} dada por Si : t = 7(y), k = 1,2,... tal

que Tx(y) < Tr1(y) € klim Tk(y) = 00. Defina o seguinte sistema:
—00
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Ay(r) = I(y), t = mly), k=1,2,... (38)

Em geral, os problemas envolvendo este tipo de sistema sao mais dificeis do que os

{ywzfmw¢¢m@

que envolvem os sistemas do tipo de (3.5). Note que os momentos de impulso para o
sistema (3.8) dependem das solugoes, pois ¢, = 7 (y(tx)), para cada k. O que implica
que para condicoes iniciais diferentes, tem-se diferentes pontos de descontinuidade.
Diferente das equagoes diferenciais ordinarias, para um sistema impulsivo é possivel
que o grafico das solucoes distintas de um mesmo sistema se cruzem em um ou mais

pontos, como seré observado no exemplo 3.3.

Definigao 3.2. Se x(t) e y(t) sao solugioes de (3.8) e se, a partir de algum to, tem-se
x(t) = y(t), ou seja, a partir de um instante to, x(t), e y(t) passam a se comportar

como uma unica solucao, diz-se que existe, a partir do instante ty, uma confluéncia.

Definigao 3.3. Se uma solugao y(t) do sistema (3.8) atinge uma superficie Sy mais

de uma vez, diz-se que ocorre, neste caso, um fenémeno de pulso.

Exemplo 3.3. Considere o sistema impulsivo

' =0,t#7(x),t >0
Ax = 2*(sgnz) —x, t = 7(z), k= 0,1,2, ...

onde 7 (z) = z + 6k, para |z| < 3, descreve a superficie Sy, : t = 7(x). Assim [(z) =

1*(sgnx) — v e A(x) = 2*(sgnz).

As solugbes do sistema, com condigao inicial z(ty) = xg, onde |z| > 3 nao sofrem
efeitos impulsivos ja que nao encontram nenhuma das superficies S;,. Considerando as

solugoes onde |zy| < 3, tem-se os seguintes casos:

2 _ 1 e x? <z, portanto, Az < 0, o que significa

e Se 0 < xg<1,note que Az ==z
que os saltos sdo sempre no sentido negativo. Logo, x(t) sofre infinitos efeitos

impulsivos, porém , ndo ha mudanca de sinal e tlim x(t) = 0.
—00

e Se —1 < x5 < 0 tem-se Az = —2% —z e x? < —x, segue que Az > 0. Logo,
x(t) sofre infinitos efeitos impulsivos, porém, neste caso x(t) encontra apenas a

superficie S1, ocorrendo entdo um fendémeno pulso. Além disso, lim x(t) = 0.
t—o0

e Sel < |zg| < 3, afungao x(t) sofre um namero finito de impulsos. Considerando
o caso em que 1 < g < 3, (0 caso em que —3 < xy < —1 é simétrico) tem-se

2 _ 1z > 0, portanto, todos os saltos sdo no sentido positivo. Por

que Ax = x
exemplo, se a trajetoria se inicia no ponto (0, 2%), a solucado z(t) toca a superficie
So exatamente trés vezes. No ponto (2,4) passa a se comportar como a solugao
do sistema cuja trajetoria se inicia no ponto (0,4), ocorrendo, a partir dai, uma

confluéncia para t > 2.



Sistemas auténomos com impulso

61

As solugbes que se iniciam nos pontos (0,0),(0,1) e (0, —1) atingem as superficies Sj
nos pontos fixos do operador A = z’sgnx e, portanto, nao sofrem nenhum efeito

impulsivo. O comportamento das solu¢oes descritas acima é representado na figura
3.5.

X(t) 4

11894 &

1/2
------------------------------------ &gt

Figura 3.5: Representacao grafica de algumas solugoes do sistema no exemplo 3.3.

3.3 Sistemas auténomos com impulso

Considere os conjuntos M(t), N(t) e o operador A(t), independentes de ¢, com
A(t)=A: M — N definido por Ay = y+ I(y), onde I : 2 — Q. O sistema diferencial
impulsivo

/
= M

Ay=1I(y),ye M

¢ denominado sistema auténomo com impulso. Observe que a ideia de sistema
autonomo é similar a definicao usada para as EDO’s, ja que aqui, os momentos de
impulso nao dependem do tempo t.

Quando qualquer solucao y(t) = y(t,0,yo) atinge o conjunto M em qualquer ins-
tante ¢, o operador A transfere o ponto y(t) € M para o ponto y(t*) = y(t) + I(y(t)) €
N. Desde que o sistema (3.9) seja autdénomo, o movimento do ponto y(t) serd conside-
rado em €2, ao longo das trajetorias do sistema (3.9).

O exemplo a seguir mostra algumas possibilidades interessantes.

Exemplo 3.4. Se z = (1, 2,), considere o sistema diferencial impulsivo no R? dado
por:
'Tl = —131,

Trh=—axe, a> 0,0 & M, (3.10)



62 Equacoes diferenciais impulsivas

onde os conjuntos M, N C R? sdo definidos por M = {x € R? : 52% + x5 = 8}, N =
{r € R*: 27 + x5 = 4} e A associa a cada ponto 2 € M um ponto y € N, y = (y1,92)
que esté sobre o raio formado pelo ponto z e a origem em R?.

Observe que os autovalores associados a matriz A do sistema

{ x: - (3.11)

Ty = —Qly

—_

sao A\; = —1 e Ay = —« e para qualquer valor de « o ponto (0,0) é o tnico ponto de
equilibrio do sistema (3.11). Entao, a solu¢ao geral de (3.11) é dada, de acordo com o

valor de «, por:

. . Cbl(t) _ 1 —t 0 —at
(i) o(t) = <¢2(t)> —61<0>6 + B <1>e se a # 1 e nesse caso, o

ponto de equilibrio ¢ um noé estavel e as solugoes tém as orbitas representadas
pela figura (2.2), observe que se 0 < a < 1, tem-se A\; < Ay < 0 e o plano de fase

é como na figura (2.2), onde E; é o eixo x1 e Fy é 0 eixo xy;

. _ $1(t) _ 1 —t 0 —t _ L1
(i) e o(t) = <gb2(t)> = Bl(o>e +Bg<1)e , se « = 1. A orbita das

solugbes, neste caso, ¢ representado pela figura (2.11).

Para fazer a analise do comportamento das solugoes do sistema impulsivo (3.10),
devido a simetria do problema, basta considerar o primeiro quadrante, ou seja, r; >

0 e x5 > 0. Seguem os seguintes casos:

(1) Se 0 < o < 1, tem-se as seguintes situagoes:

(i) Se a condicdo inicial ¢(to) = (21, z2) satisfaz 5z,? + x5 < 8 entdo a solucdo

é livre de efeitos impulsivos e tende a zero quando t — oo, veja a figura 3.6.

(i) Considere agora ¢(ty) = (21, x,) satisfazendo 527 + 23 > 8. Entdo, tem-se

as seguintes situacoes:

Caso (a): Se 0 < x; < 1, entdo a solu¢ao que passa por (1, xs) sofre um tnico
impulso e tende ao ponto de equilibrio quando ¢ — co. As 6rbitas desta
solugao estao representadas na figura 3.7.

Caso (b): Considerando a condicdo inicial (x1,22) = (1,v/3) entdo a solucéo geral

do sistema (3.10) sem impulso é dada por

[ &) ) e’
)

Logo zy = \/gxl_a e a solugao ¢(t) tende ao ponto de equilibrio do
sistema ao longo da curva x, = \/§x1—a quando t — oo, sem sofrer
nenhum efeito impulsivo, ja que (1, \/5) ¢ um ponto fixo do operador

A. O comportamento desta solucao é representado na figura 3.8.



Sistemas auténomos com impulso 63

X.

X.

Figura 3.6: Orbita da solucdo do sistema (3.10) com condicdo inicial {(z1,x5); 527 +
2
x5 < 8}

X

Figura 3.7: Orbita da solugdo do sistema (3.10) com condicdo inicial {(z1,x5); 523 +
$§28e0§x1§1}.

e

Figura 3.8: Orbita da solucéo do sistema (3.10) com condigio inicial (1, z5) = (1,v/3),

com 5z3 + 35 > 8.
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8
Caso(c): Sel <z < \/; e 0 < 25 < V3, a solucdo com condicao inicial (21, 22)

sofre infinitos impulsos e tende a (1,v/3) quando t — oo, a 6rbita da

solucao, neste caso, esta representada na figura 3.9.

(1,1.73),

Figura 3.9: Orbita da solugdo do sistema (3.10) com condicdo inicial {(z1,79);1 <

8
x1<\/;eogx2<\/§}.

Caso (d): Tomando z; > 5 e x3 = 0, a solugdo que comega em (z1,x3) sofre
infinitos impulsos e a partir de um instante se torna periédica. No caso
em que a condi¢ao inicial é (2,0) a componente x5 é nula para todo ¢ e
o grafico de z; é dado pela figura 3.10.

X1Ak

2 ¢

1,26

Figura 3.10: Gréfico da fungao z(t) = 2e~".

1

8
de xy por T, entao \/; =2 T = -

2

1 )
O periodo dessa solucao é dado por 3 In \/; . De fato, denote o periodo
8 T
—_ = - = = 2
3 e e

0| ot
I
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/5.4 1 5
2 5? = el = \/g aplicando In obtém-se T" = 5 In \/; A orbita da

solucao, neste caso é representada na figura 3.11.

4

Figura 3.11: Orbita da solugdo do sistema (3.10), com condigdo inicial {(zy,2s); 2 >
8

g, Ty = 0}

X2

(x1:%)) *

(2) Se a > 1, tem-se:

(i) Como no caso anterior, se a condicdo inicial (z,,z,) satisfaz 522 + 22 < 8
entao a solugao passando por (z1,xs) nao sofre impulsos e tende & origem

quando t — oo, veja a figura 3.12.

A
X2

N,

Figura 3.12: Orbita da solucdo do sistema (3.10), com condigdo inicial { (1, zs); 522 +
2
x5 < 8}

(ii) Considere o caso 522 4+ x5 > 8, neste caso, tem-se, de acordo com a condi¢ao

inicial, as seguinte situagoes:
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Caso (a): Se a condigao inicial (z1,3) = (1,v/3) a solugdo nao sofre impulso e
tende a origem quando ¢ — oo ao longo curva xy = \/gx‘f‘, ja que (1, \/5)
é um ponto fixo do operador A. A oérbita da solugao é representada pela
figura 3.13.

Figura 3.13: Orbita da solucdo do sistema (3.10), com condi¢do inicial (x1,7,) =
(1,V3) e 5o 4+ 22 > 8.

Caso (b): Se a condiciio inicial (11, ) satisfaz 2o > v/3z%, a solugdo encontra

a superficie M uma tnica vez e tende ao ponto de equilibrio quando

t — 00, o comportamento da solugao é dado pela figura 3.14.

X1

Figura 3.14: Orbita da solugdo do sistema (3.10), com condi¢do inicial {(z1,29); 72 >

Viai}

Caso(c): Se xy < v/3z$, a solucio que comega em (1, 22) sofre infinitos impulsos.
Observe que a solugao que se inicia em (1, x2) com xg < \/gx‘f é atraida

pela orbita da solug¢ao periodica descrita no item d) do caso anterior.
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Essa é uma propriedade importante no estudo qualitativo das equagoes

diferenciais. A orbita dessa solugao esta representada na figura 3.15.

4

X2

X1

Figura 3.15: Solucdo do sistema (3.10), com condiciio inicial {(z1,z2); 22 < V/325}.

8
Caso (d) Toda solu¢ao com condigao inicial (x1, z5) tal que \/g <r1<2emy=

1 5
0 é periddica com periodo 5 In \/; . Neste caso, a orbita é representada

pela figura 3.11.

(3) Se @ =1 o comportamento da solu¢do muda apenas quando a condigao inicial é
dada por {(z1,x5); 22 < V3x1, 522 + 22 > 8}, onde a solucdo se torna periddica
e se move ao longo da curva xo = cx;. A figura 3.16 representa a Orbita dessa

solugao.

Figura 3.16: Orbita da solugdo do sistema (3.10), com condigao inicial {(zy,z3); 79 <
V3, 52?22 > 8}

Para valores de (z1,z5) fora da regido mencionada acima, a solu¢ao do sistema
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tende ao ponto de equilibrio quando ¢ — oc.

3.4 [Existéncia e continuacao

Nesta se¢ao, os resultados classicos sobre existéncia e continuacao de solucoes para
equagoes diferenciais com impulso sao apresentados segundo o trabalho dos autores
Lakshmikantan, Bainov e Simeonov (|6]). H4, atualmente, muitos outros resultados que
fornecem condig¢oes que garantem a existéncia de solugao local e global para equagoes
diferenciais com impulso, ver [7]. Alguns desses resultados utilizam uma certa funcao
de Lyapunov que é seccionalmente continua para garantir a existéncia global.

Sejam €2 C R"™ um conjunto aberto e D = R, x . Suponha que para cada
k=0,1,2,..., 7, € C[Q,(0,00)], T(y) < Trs1(y) € kli_rg(}m(y) = oo para y € (). Para
facilitar a notagao, defina 75(y) = 0 e note que S : t = 7(y) sdo as superficies.

Considere o problema de valor inicial para sistemas diferenciais impulsivos dado

por:
t
Ay = Ii(y), t = m(y); (3.12)

onde f: D —R"e [, : Q — R".

Definigao 3.4. Uma funcao y : (to,to + @) — R", ty > 0, a > 0, ¢ dita solugao de
(3.12) se:

(i) y(tg) = yo € (t,y(t)) € D para t € [to, o + @),

(ii) y(t) € continuamente diferencidvel e satisfaz y'(t) = f(t,y) parat € [to,to+ ) e

(iii) se t € (to,to + ) e t = 1(y(t)), entao y(t*) = y(t) + L(y(t)), e assuma que
nestes t’s y(t) € continua a esquerda e s # 7;(y(s)) para qualquer j, t < s < §+t,
para algum o > 0.

Observe que em vez da condic@o inicial usual y(ty) = o, é imposta a condic¢ao
limitante y(tJ) = yo que, em geral, é natural para sistemas como o (3.12) desde que
(to,yo) seja tal que tog = 7,(yo) para algum k. Se, ao contrario, tem-se to # 7x(yo)
para algum k, deve-se entender a condicdo inicial y(tJ) = yo no sentido usual, ou seja,
y(to) = Yo.

Diferente dos sistemas diferenciais ordinarios, o sistema (3.12) pode nao ter solugao
mesmo que f seja continua (ou continuamente diferenciavel) ja que a tunica solugao
y(t) do problema ' = f(t,y), y(to) = yo, pode estar inteiramente sobre a superficie

Sk, como mostra o exemplo que segue.
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Exemplo 3.5. Considere o sistema impulsivo

=1, ¢t t>0
e 7 Tle), £ 2 (3.13)
Ax =z° sgnz —x, t = 1p(x), k=0,1,2,...

onde 7 (x) = x + 6k, para |z| < 3.

Considerando a condigao inicial z(1) = 1, como a solugao da equagao diferencial é
x(t) = t e com essa condigdo inicial tem-se Az = 1 — 1 = 0, portanto a solugao do
sistema sem impulso deve estar inteiramente sobre a superficie Sy, 0 que nao é possivel.
Portanto, nao existe solu¢ao do sistema (3.13) com condicdo inicial z(1) = 1. Veja a
figura 3.17.

Figura 3.17: Solugao do sistema (3.13).

Para evitar a situagao em que a solucao permanece em uma dada superficie Sy e
para estabelecer uma teoria geral de existéncia para o sistema (3.12) é preciso algumas
condigoes extras sobre 7, e f além de continuidade. Como consequéncia disso tem-se

o seguinte resultado.
Teorema 3.1. Assuma que:
(i) f: D —R" € continua em t # 1(y), k =1,2,..., € para cada (t,y) € D emiste
uma fungao € integravel tal que
[f (s, )] < €(s); (3.14)

(i1) se para qualquer k, t; = 1(y1) entao existe um § > 0 tal que

t 7 1(y) (3.15)

para qualquer 0 <t —1t; < e |y —yi| <9,

entdo , para cada (to,yo) € D existe uma solugao y : [to,to + ) — R"™ do problema de

valor inicial (3.12), para algum o > 0.
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Demonstracao. Assuma que as solugoes do problema impulsivo sao continuas a es-
querda, logo em t; pode ou nao ser um instante de impulso.

Se tp nao é um instante de impulso, ou seja, se tg # 7 (yo) para todo k, a existéncia
da solucao local segue do teorema de existéncia e unicidade das solugoes para um PVI
para o caso ordinario (2.3). Se tp ¢ um instante de impulso, isto &, ¢ty = 7(yo) para

algum k, considera-se o PVI para o caso ordinario:

{ yl:f(tvy)

Y1) = 4o, (3.16)

Segue, das hipoteses (3.14) e (3.15) que existe uma solugao local de (3.16), pois ¢ty =
Tk(yo) implica a existéncia de § > 0 tal que ¢t # 74(y), para todo (¢,y) satisfazendo
0 <t—ty < del|y—uyol <9, ou seja, a solugdo nao encontra a mesma superficie
Sy durante um intervalo de tempo suficientemente pequeno (0 < t —ty < §). Como
7;(y) < 7(y) para j < i, segue que t # 7;(y) para todo j # k e t suficientemente
proximo de ty. Assim, tem-se a solugao local do sistema. O

Observagao 3.1. Supondo 7(y) fungoes diferenciaveis, note 7(y) = t ¢ o mesmo que
Tk(y) —t = 0. Definindo F(t,y) = m(y) —t = 0, para k fixado, e se 7(yo) = to, temos
F(to,y0) = 0 e se 7,,(yo) # 0, temos F,(tg,yo) # 0. Pelo teorema das fungdes implicitas

existe uma vizinhanca de ty e uma funcao v, definida em I C R contendo ¢, tal que

F
Y(to) = yo, F(t,v(t)) =0e~(t) = Ft para t € I. Mas isso contraria a hipotese (3.15).
Yy

Impondo algumas condigoes sobre as funcoes 75, tem-se um outro resultado sobre
a existéncia de uma solucao local.

Teorema 3.2. Suponha que
(i) f: D — R" € continua,
(i) 7. : Q2 — (0,00), k=1,2,..., sao diferencidveis,
(i17) se ty = 1,(y1) para algum (t1,y1) € D e k > 1, entao existe um 6 > 0 tal que

O7i(y) _
gy WAL E=120 (3.17)

para (t,y) € D tal que |y — 1| <0 e 0 <t —t; <.

Entao, para cada (to,yo) € D, existe uma solugao y : [to,to + @) — R™ do sistema

(3.12) para algum o > 0.

Demonstragao. Se ty # 7x(yo) para todo k, segue o resultado como no teorema 3.1.
Se, por outro lado, ty = 7(yo) para algum k > 1 e y(t) é uma solu¢ao de y' =
f(t,y) e y(ty) = yo, considere o(t) =t — 7,(y(t)). Entao, o(ty) =0 e

ot =1- L ey,
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Pela condigao (3.17), o'(t) # 0 em uma vizinhanga a direita de ¢, suficientemente
pequena. Entdo, o(t) é estritamente crescente ou decrescente nessa vizinhanga, além
disso, t # 1(y(t)) para t € (to,to + 0) para algum 6 > 0. Como na prova do teorema
3.1, segue que t # 7,(y(t)), para j # k et > t; suficientemente proximo a t,. Logo,
y(t) é uma solucao local do problema (3.12). ]

Considerando o problema de valor inicial (3.12), é importante observar que:

(i) se to # m(yo) para todo k entdo a solucao de (3.12) é entendida no sentido

classico;

(i) se to = 7k(vo), entdo a solugao y(t) de (3.12) é estendida em algum sentido,

dependendo da suavidade de f.

Observe ainda que uma solucao y(t) = y(t,to,yo) de (3.12) em algum intervalo
[to,to + «) que sofre impulsos nos pontos t;, ty < t; < to+ a, t; < t; parai < j, é
descrita como segue:

y(t,to, v0), to <t < ty,
y(tathyi’—)’ tl <t S tQa
y(tat'L?y;r)? tl <t S tiJrl

onde y;" = y; + I1(y;) e y; = y(t). Consequentemente, mesmo quando to # 73 (yo), &
possivel que para algum 4, (¢;,y;") esteja sobre uma superficie S;. Neste caso, a solugao
y(t, o, yo) no intervalo t; < t < t;,, consiste em y(t,;,y;") que ¢ uma solugao de (3.12)
em t; <t <t;11 no sentido estendido.

Quanto a continuagao das solugoes de (3.12) a direita, assim como no caso classico,
dada uma solugao y(t) de (3.12) definida em [to,tp + «) com « > 0, diz-se que uma
solugao z(t) de (3.12) definida em [tg,to + ) ¢ uma continuagao propria a direita de
y(t) se B> aey(t) =x(t) parat € [ty, Lo+ ). O intervalo [ty, to + «) é dito intervalo
maximal de existéncia de y(t), se y(t) esta definida em [ty, tp + ) e ndo tem nenhuma
continuagao propria a direita.

Quanto a continuagao das solugoes de (3.12), é importante observar que as mesmas
conclusoes validas para o caso classico sao asseguradas aqui. Isto é, para uma solucao
y(t) do sistema (3.12) com intervalo maximal de existéncia [tg, o+ ), se a < oo, entao
y(t) se aproxima da fronteira de 2 ou |y(t)| se torna ilimitado quando t — (to+ ).

Tem-se entao, o seguinte teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada em [6].
Teorema 3.3. Sejam 2 = R",

(i) f: D — R" continua e
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(i) I, € CIQ,R"], 7, € C[Q, (0,00)], para todo k > 1.

Entao, para qualquer solugao y(t) do sistema (3.12) com um intervalo finito [to, )

como seu intervalo mazimal de existéncia, tem-se

lim t)| =00
i [y(0)] = oo,
desde que uma das trés condigoes sequintes seja satisfeita:

(a) para qualquer k > 1, t; = 7(y1) implica a existéncia de um 6 > 0 tal que t # T (y)
para todo (t,y) com 0 <t —1t; <d e|y—1| <9,

(b) para todo k > 1, t; = 7,(y1) implica que t1 # 7;(y1 + Ix(y1)) para todo j > 1,

(c) T € C’l[Q,(O,oo)], para todo k > 1, ety = 7,(y1) implica t1 = 7(y1 + L(y1))
para algum 7 > 1 e
o7 (yy)
dy

’ f(tlvxf) 7£ 17
onde y" = y1 + Ir(y1).

Desde que a existéncia local seja garantida, pode-se assegurar a existéncia global

das solugoes do sistema (3.12) através do teorema:

Teorema 3.4. Assuma as hipdteses do teorema 3.2. Suponha, além disso, que nao hd

fenomeno pulso em (3.12) e

fty)l < gt lyl), (t,y) € Ry xR, (3.19)
ly+ Lu(y)| < lyl, y € R, (3.20)

onde g € C[Ry x Ry, R.], g(t,u) € nao decrescente em u, para cada t € Ry. Seja

r(t) = r(t, to, uo) a solugao mazimal de
u' = g(t,u), u(ty) =ug >0 (3.21)

no intervalo [ty, 00). Entao, o maior intervalo de existéncia de qualquer solugao y(t, to, yo)
de (3.12) tal que |yo| < ug € [to, 00).

Demonstragao. Considere y(t) = y(t, to, yo) uma solucao de (3.12) com |yo| < uy que
existe em [tg, #), 5 < oo, onde [ nao pode ser estendido. Seja m(t) = |y(t)|, to <t < 3,
como T,(y) — oo quando k — oo e nado existe fendmeno pulso para (3.12), segue
que y(t) encontra apenas um numero finito de superficies S; em ¢ty < ¢ < . Sejam
t, i

= 1,2,...,p, os momentos nos quais y(t) toca essas superficies, entao, usando
(3.19) e (3.20), obtém-se as seguintes desigualdades:

D_m(t) < g(t,m(t)), t # i
m(t) < m(t;) (3.22)
m(to) S Uug-

De fato,
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(i) sem(t) =0 para t € (to, ), t # t;, entao D_m(t) = 0 < g(t, m(t)) pois a imagem
de g esta contida em R, ;

(ii) se existe s € (tg, ) com m(s) = 0, s # t;, entdao como m(t) = |y(t)| ¢ continua
nos intervalos (¢;,t;+1), i = 1,...,p, segue que D_m(s) =0 < g(s,m(s));
(iii) se m(t) # 0, para todo t € (to,[3), t # t;, entdo entao D_m(t) = ——=

logo |D_m(t)| = |y'(t)| e, portanto D_m(t) < |D_m(t)| = |y'(t)|, mas |y/'(t)| =
[f(Ey(0)] < g(t, [y@)]) = g(t, m(2)).
E valido que:

m(t) = |y(t)| < r(t), to <t < B, (3.23)
pois, como r(t) = lim+ u(t,e), uniformemente, em [tg, ], onde u(t,e) é qualquer
e—0
solugao de
u'=g(t,u) +e ulto) =uo+¢,¢>0, (3.24)

segue que para provar (3.23), basta mostrar que m(t) < u(t,¢), to < t < . Suponha
que isso nao ocorre, isso significa que existe um t* tal que t; < t* < t;, 1, para algum
i, 1 <i <p—1,satisfazendo m(t*) > u(t*,e) e m(t) < u(t,e), to <t < t;. Segue de
(3.22) que m(t]") < u(t;, €) logo, existe um " tal que t; < t° < *, que satisfaz

m(t°) = u(t,e) e m(t) < ult,e), t; <t <t
Defina H(t) = m(t) — u(t,e), t € [t;,t°), entdao H(t") = 0, H(t) < 0e H'(1°) =
D_m(t°) —u/(t°, ¢) > 0. Dai segue que D_m(t") > u/(t,¢) e
gt u(t,€)) +e = (", e) < D_m(t’) < g(t",m(t")) = g(", [y(t")])

o que significa que g(t°,u(t’,€)) + e < g(t°, m(t")). Mas como g é ndo decrescente,
tem-se uma contradi¢ao. Entao, (3.23) esta garantido.

Observe que y(t) satisfaz a equagao integral

—y0+/fsy ))ds + Z =1,2,...,p.

to<t; <t
Além disso, para qualquer s; < sy com t, < s1, s; < [3, observe que ¢, ¢ o ultimo

instante de impulso, segue de (3.19), (3.23) e a monotonicidade de g que

52

y(s2)—u(s1)] < / (O de < / 9(€. [y(©))de < / " g (€))dE = r(sa)—r(s1).
1 1 N (3.25)

Desde que lirrﬁl r(t) = r(f), tomando o limite quando ¢;,t; — 5~ e usando o critério
t—B~
de convergéncia de Cauchy, segue de (3.25) que linﬁl y(t) existe. Defina y(3,to,y0) =
t—B-
liné y(t) e considere o sistema (3.12) com y(3) = y(B, to, yo). Pelo teorema 3.3, tem-se
t—B-

que y(f, to, yo) pode ser continuada além de 3, contradizendo a suposigao de que 5 nao
pode ser estendido. Entao, toda solugao y(t) de (3.12) com |yo| < up existe em [tg, 00),

0 que prova o teorema. O]
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Pode-se provar existéncia global das solugoes do sistema (3.12) sob as hipoteses
do teorema 3.3, enfraquecendo consideravelmente as condi¢oes do teorema 3.4, como

segue.

Teorema 3.5. Assuma que as hipdteses do teorema 3.3 sao vdlidas e suponha que para
(tu y) < R-ﬁ- X Rn;

ly, f(&y)ly = lim %Hy +he [y =yl < gt ) (3.26)
v+ Le(y)] < lyl, y € R, (3.27)

onde g € C[Ry xRy R] e r(t) =r(t,to,y0) € a solu¢ao mazximal de (3.21) definida no

intervalo [to,00). Entio a conclusao do teorema 3.4 permanece verdadeira.

Demonstragao. Sejam y(t) = y(t,1t0,yo) uma solugao de (3.12) tal que |yo| < wug e
[to, B), B < oo o intervalo maximal de existéncia. Tome m(t) = |y(t)| para t, <t < .

Entao, segue de (3.26) e (3.27) as seguintes desigualdades

Dm(t) < g(t,m(t)), t # 7i(y(1)),
m(tT) <m(t), t = m(y(t)), (3.28)
m(ty) < u,

onde Dm(t) representa a derivada a direita de m(t). Segue disso que
m(t) < r(t), to < t < B. (3.29)

Ja que, neste caso, pode haver um numero infinito de impulsos para y(t) no intervalo
to <t < [, a demonstragao de (3.29) sera feita através de uma prova indireta. Para
isso, considere o PVI:

u = G(t,u), t #ty,
uw(tl) = ulty), t = ty, (3.30)
u(to) = up,
onde G(t,u) = g(t,p(t,u)), p(t,u) = max{m(t),u} e tx sdo momentos de impulso para
y(t) em to <t < f. Seu(t) =u

que

(t,to,up) € qualquer solugao de (3.30), basta mostrar

m(t) < u(t) paraty <t <p (3.31)

Suponha que nao ocorre (3.31), isso significa que existe um ¢, < t < [ tal que
m(t) > u(t). Considere t* = inf{t;ty <t < e m(t) > u(t)}, tem-se m(t) < u(t) para
to <t <t'em(t') <u(t"), ja que m(t) é continua a esquerda e u(t) continua. Seguem

duas possibilidades:

(i) Set* # 7 (y(t")), para todo k > 1, trata-se do caso usual, ou seja, m(t*) = u(t").
Logo, existe um t° > t* tal que

m(t°) > u(t?) e D m(t°) > /(). (3.32)
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(ii) Se t* = 7 (y(t*)) para algum k > 1, segue que
m(t*) <m(t*) < u(t*) = u(t*).
Consequentemente, é possivel encontrar um t° > ¢* que satisfaz as relacdes (3.32).
Basta considerar H(t) = m(t) — u(t), entdo H(t°) > 0e H'(t") = D™m(t°) —

u'(t%) > 0, isto &, DTm(t°) > u/(ty). Logo, ja que para t = t° p(t,u) = m(t"),

segue

9", m(t")) = D 'm(t") > u'(t") = G(t*,u(t’)) = g(t°, m(t")),

o que é uma contradigdo. Entao, a desigualdade (3.31) é verdadeira o que implica
que u(t) também é uma solugao de (3.21). Ja que u(t) < r(t) para to < t < 0,

a desigualdade (3.29) ¢ verdadeira nao podendo ocorrer lir% ly(t)] = oco. Entao,
t— B~

pelo teorema 3.3, o maior intervalo de existéncia de y(t) é [ty,00), 0 que completa a
prova. [

3.4.1 Unicidade de solucao

Nesta segao serd mostrada a unicidade da solugao de um PVI impulsivo. Para isso,
é preciso enunciar o lema a seguir, que trata de desigualdades diferenciais que sao tteis

quando o objetivo é comparar duas solugoes de um sistema impulsivo.

Lema 3.1. Assuma m(t) € PC'[R,,R] ¢ continua a esquerda em t,. Suponha, além

disso, que

(i) g € [Ry xR, R], ¢y : R — R nao decrescente em u e, para cada k =1,2,. ..,

{ D m(t) < g(t,m(t)), t # t, m(to) < ug
m(ty) < Yr(m(ty));

(i1) r(t) € a solugao mazimal definida em [ty,0) de

u' = g(t,u), t #tg, u(to) = ug
u(ty) = r(u(ty)), tx >to >0,

onde g € C[R; x R, R].
Entao m(t) < r(t), t € [ty,00).

A demonstracao deste lema sera omitida neste trabalho, mas podera ser encontrada
em [6].

Considere o PVI para o sistema diferencial impulsivo (3.12), para garantir a unici-
dade serao admitidas condig¢oes sobre a funcao f e sobre a unicidade de solugao de um
certo PVI ordinario.
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Teorema 3.6. Suponha f € C[Ry,R"], g € (Clto, to+a]x]0,2b], Ry) e, para (t,y), (t,z) €
ROu

[f(ty) = F{t )] < gt [y — ), (3.33)
onde Ry = {(t,y) : to <t <to+aely—1yl| <0b}. Suponha, além disso, que para
qualquer t* com to < t* <ty+a, o PVI

u'=g(t,u), u(t*)=0, (3.34)

tem uma unica solugcao u(t) = 0 em [t*,ty + a|. Entao, o problema (3.12) possui no

mdzximo uma solu¢ao sobre [to, to + al.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradigao, que existem duas solugoes distintas y(t) e z(t)
do problema (3.12) em [to, to + a]. Defina m(t) = |y(t) — x(t)], t € [to,to+a] e Q=
{t;t >ty e m(t) > 0}. Logo, Q2 # 0.

Se t* = inf Q, entao m(t) = 0, para todo t € [ty,t") e m(t*) = 0, pois y(t) e x(t)
sdo continuas a esquerda. Logo, y(t*) = x(t*).

Se t* # 7, (y(t*)) para todo k > 1 entao tem-se t* # 7,(x(t")), pois y(t*) = x(t*).
Se existir k£ > 1 tal que t* = 7 (y(t")) entao t* # 7 (x(t*)). Entdo m(t*) = 0 e também
m(ty) = 0, ja que y(t}) = L(y(t")) = L(x(t")) = x(t}) se t* for um instante de
impulso.

Usando (3.33) segue que

D_m(t) < [f(t,y) — f(t.2)| < g(t, |y — z|) = g(t, m(1)),
para t € [tg,to + a). Pelo lema 3.1, existe § > 0 tal que
m(t) =r(t), t*<t<t+0, (3.35)

onde r(t) = r(t,t*,0) ¢ uma solu¢ao maximal de (3.34). Por hipotese tal solugao é
nula, isto é, r(t) = 0. Segue de (3.35) que m(t) = 0, para todo t € [ty,ty + J) o que
¢ uma contradigao ja que t* é o infimo do conjunto 2. Logo, x(t) = y(t) para todo
t € [to, to + al. O

Da prova do teorema 3.6, segue como consequéncia o seguinte corolario.
Corolario 3.1. A unicidade das solugoes do PVI
v =fty), ylto) =

para todo (tg,yo) tmplica a unicidade das solugoes do problema 3.6.
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3.5 Aplicacao: modelo presa-predador impulsivo

Nesta secao sera apresentado um modelo impulsivo do tipo presa-predador. Atra-
vés de resolucao deste exemplo é possivel perceber que as solugoes consideradas sao
possiveis de sucesso através da manipulagao das dificuldades numéricas que surgem
quando sao acrescidas as condigoes de impulso. O principal objetivo deste modelo é
a conservagao biolégica de ambas as espécies que compoem o sistema no qual uma
espécie de peixes é capturada para consumo humano, além disso, este é o tinico recurso
de alimento da espécie de predadores. Por este motivo, busca-se estabelecer uma es-
tratégia de cotas estavel para a pesca, de forma a preservar ambas as espécies, presa e
predador.

Chame de N(t) e H(t) as densidades de presas e predadores, respectivamente, em
um instante t. Assuma que as presas sao capturadas quando a densidade da sua
populagao alcanca um limite Y, a uma propor¢ao p dessa populagao, tal que p € (0,1).

O modelo descrito é dado pelo sistema:

N'(t) = rN (1) (1 - %) —aN(H)H(t)
H'(t) = abN($)H(t) — dH (t)

para N(t) #Y, (3.36)

AN(t) = N(t7) = N(t7) = —pN(t)
AHt)=H({t")—H({t)=0

onde r é a taxa de crescimento da populagao de presas, K é a capacidade ambiental de

para N(t) =Y. (3.37)

suporte, aH (t) é a taxa per capita de predagao, que é convertida em biomassa predadora
a uma taxa de conversao b, e d é a taxa de mortalidade da espécie predadora.

Note que, para o caso sem impulso, os pontos de equilibrio do sistema (3.36) sao

0,0), (K,0) e (%2(1 _ m%))

O teorema 2.6 garante que o comportamento das solugoes do sistema (3.36) (que
é nao-linear) préximo ao ponto de equilibrio (N, H) é equivalente ao comportamento
da solugao do sistema linearizado em uma vizinhanga V (N, H) desse ponto. Portanto,
serd analisado o comportamento da solucao do sistema linearizado que pode ser obtido
através da matriz jacobiana correspondente ao sistema (3.36), denote Fy(N,H) =
rN(1—N/K)—aNH e Fo5(N,H) = abNH — dH, assim:

OF,  — OF o - N ) i

a_N(NvH) 8_H(N’H) r<1_2f>_aH —aN
Jov,my = =

or, — _  0Fy,, _ _ _ _

(9_N<N’H) 8_H<N’H> abH abN — d

(3.38)
Se é considerada o ponto (N, H) = (0,0), tem-se a matriz jacobiana dada por:

r 0
Joo = ( 0 —d )
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entao, o polindmio caracteristico é dado por P )(A) = (1 — A)(—d — A) e as raizes sao
dadas por A\ = r e Ay = —d. Portanto, neste caso, o comportamento da solucao em

uma vizinhanga do ponto (0, 0) é representado pela figura 2.4, para o caso sem impulso.
Se (N, H) = (K,0), tem-se que

-r —aK
T =1"o wKr_d

entdo P ) (A) = (=1 — A)(abK —d — X). E segue que \; = —re Xy = abK —d e

tem-se as seguintes situagoes:

(i) se abK > d tem-se \y > 0, e entdo, a o6rbita da solugao é representada na figura
2.4;

(ii) se abK = dentao Ay = 0. Logo, a solugao se comporta como a fungao exponencial;

(iii) se abK < d, entao Ag < 0. Neste caso, o ponto de equilibrio ¢ um no estavel e a

orbita da solucao é representada pela figura 2.2.

o d d
Por fim, se (N, H) = (—, r (1 — bK))’ entdo a matriz jacobiana é dada por
a

dr d

abK b

d
h— —
r( aK) 0

—dr 2

. o o D () 2 _ T '
Assim, o polinémio caracteristico de J é Py g)(A) = A~ + s K)\ +dr g assim
d?r? d*r —dr
= 4 —4dr e \ = + VA /2.
A a’h? K? - abK he (abK \/_)/

Segue que:

1. SGA>O, )\1, A ERe

dr dr
Al:(_CLb_K— A>/2<Oe>\2:(—ab—K+\/Z)/2

logo Ay > 0 ou Ay < 0. Segue que:

(i) se Ay <0 e Ay > 0 entao o ponto de equilibrio ¢ um ponto de sela e a o6rbita

da solucao esté representada na figura 2.4;
(ii) se Ay <0 e Ay <0, entdo o ponto de equilibrio é um noé estavel.
2. se A < 0 entao A\, Ay sao numeros complexos conjugados, cuja parte real é

um nimero menor do que zero. Logo a orbita da solugao é uma espiral e é

representada pelas figuras 2.8 e 2.9.
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Nocasoemquer=1, K =1, a=2, b=1ed =1, a matriz J é dada por

entdo, o polindmio caracteristico ¢ P(\) = A\? + = —

1
2 92
7 1 V7 1 V7

A= ~1 e = —5 + 72 e\ = 5~ 72 Portanto, a 6rbita da solugao é a espiral

Logo, se P(A) = 0 tem-se

representada na figura 2.8.
Neste caso, o sistema ordinério, presa-predador, oscila para o equilibrio, ou seja, héa

coexisténcia entre as espécies.

-
Note que A # 0, pois se A = 0 tem-se um tnico autovalor A = — , ao calcular

. abK
o(s) autovetor(es) associado(s) a A obtém-se:
d
0 _Z
b (%) 0
(A=X)v=0= —
y_ A dr v2 0
(o-3%)
Logo,
— =V = 0
d dr
T(b— CL_K>U1 —|-ab—K1)2 = 0.
Entao, tem-se v = 0 e 7(b — d/aK) = 0 o que implica r = 0, que ¢é absurdo, ou
b = d/aK, entdao neste caso A = —r, gerando um tunico autovetor e tem-se a figura
2.4.1.

Quando o sistema é sujeito a captura das presas, a dindmica da sua solu¢ao muda
significativamente conforme o valor do limite Y.

Considere, a principio, que H = 0. Neste caso, a evolugao do sistema sem impulso,
se da de acordo com a equacao logistica, apresentada no exemplo 2.1. Aplicando a
condicao de impulso, e considerando a condicao inicial proxima ao ponto de equilibrio,

segue que:
1. se 0 <Y < K, tem-se:

(i) considerando 0 < Ny < Y, a solugao ¢é periddica e é representada pela figura
3.18.
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yA

LSS

o

Figura 3.18: Solugao do sistema (3.36) com impulso, considerando H = 0 com condi¢ao
inicial No= K eO0< Ny <Y ecom(0<Y < K.

(ii) se Y < Ny < K a orbita da solugao é idéntica a da equagao logistica, ou

seja, nao ha efeitos impulsivos.
2. Se Y > K, considere as seguintes situagoes:

(i) se K < Ny <Y asolucao é livre de efeitos impulsivos e o seu comportamento

se da de acordo com a equacao logistica.

(ii) se Ny > Y a solucao sofre um tnico impulso e passa a se comportar como
a solucao da equacao logistica. A oOrbita, neste caso, é representada pela
figura 3.19.

N(t) :‘N

K \/

v

Figura 3.19: Solugao do sistema (3.36) com impulso, considerando H = 0 com condigao
inicial Ngo = K e Ny > Y, com Y > K.

Se, por outro lado, H # 0, considere o ponto de equilibrio

- d r d d
(N7H): <%75(1_ab[()>7 COIHE%Y,
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que é o caso para o qual é possivel a coexisténcia entre as espécies, se N #Y é sempre
possivel obter uma vizinhanca V (N, H) que nio encontra a reta N = Y e pelo teorema
de Hartman-Grobman, o comportamento da solu¢ao proximo ao ponto de equilibrio
(N, H) & equivalente ao comportamento da solucdo do problema sem impulso nessa
vizinhanga, ou seja, a solu¢ao nao sofrerd impulsos e o comportamento ¢ similar ao
descrito pela figura 2.8. Note que existe uma vizinhanca V (N, H) suficientemente
pequena deste ponto de equilibrio tal que V(No, Hy) N{(N,H); N =Y e H # 0} = 0.



Conclusao

Os efeitos impulsivos podem interferir no comportamento assintético das solugoes
de um PVI, podendo mudar consideravelmente a natureza destas solucoes, como foi

possivel constatar nos exemplos apresentados neste trabalho.

Observa-se pela aplicacao descrita na se¢ao 3.5, no caso de auséncia de predadores,
que a acao impulsiva contribuiu para a existéncia de solugao periddica (ver figura 3.18).
Essa informagao é relevante no estudo de modelos de dindmica populacional (assim
como problemas de economia), pois héa informagao sobre existéncia de ciclos. Por
outro lado, o problema sem efeito de impulso nunca apresentaria solucoes periddicas
(ver exemplo 2.1 no capitulo 2). Isto também pode ser observado no exemplo 3.4,
capitulo 3.

Um outro ponto interessante, ilustrado ainda na aplicacao, é que o comportamento
assintético do problema sem impulso foi preservado mesmo com o acréscimo da acao
impulsiva (figura 3.19), ou seja, o equilibrio N(t) = K permanece estavel, com condi¢ao
inicial Ny satisfazendo K <Y < Ny. O mesmo pode ser observado no exemplo 3.2 no

capitulo 3.

Analisando o exemplo 3.3, no capitulo 3, nota-se que a a¢ao impulsiva promoveu a
propriedade de estabilidade para a solucao de equilibrio x = 0 do problema, enquanto

que o mesmo problema sem impulso nao apresenta tal propriedade.

Conclui-se destas anéalises que o efeito impulsivo, em muitas situagoes, melhora
o acomportamento das solugoes, isto é, contribui para o aparecimento de solugoes
estaveis, assim como de solugoes eriddicas, além de modelar de forma mais realistica

um dado fenémeno natural (biolégico, fisico, econdémico, médico, etc).
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