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RESUMO

Realizamos neste trabalho uma exposi¢ao geral da Teoria do Movimento Browniano, desde
suas primeiras observagdes, feitas no dmbito da Biologia, até sua completa descri¢do segundo
as leis da Mecanica Estatistica, formulacio esta efetuada por Einstein em 1905. Com base
nestes principios fisicos analisamos a Teoria do Movimento Browniano de Einstein como
sendo um processo estocdstico, o que permite sua generalizacdo para um processo de Lévy.

Fazemos uma exposicao da Teoria de Lévy, e aplicamo-la em seguida na andlise de dados
provenientes do indice IBOVESPA. Comparamos os resultados com as distribui¢cdes empirica

e a modelada via distribui¢do gaussiana, demonstrando efetivamente que a série financeira
analisada apresenta um comportamento nao-gaussiano.

Palavras-Chave:
Movimento Browniano, Processos Estocasticos ndo-Gaussianos
Areas do Conhecimento:

Mecanica Estatistica, Teoria dos Processos Estocasticos



ABSTRACT

We review in this work the foundations of the Theory of Brownian Motion, from the first
observations made in Biology to its complete description according to the laws of Statistical
Mechanics performed by Einstein in 1905. Afterwards we discuss the Einstein’s Theory of
Brownian Motion as a stochastic process, since this connection allows its generalization to a
Lévy process.

After a brief review of Lévy Theory we analyze IBOVESPA data within this framework. We

compare the outcomes with the empirical and gaussian distributions, showing effectively that
the analyzed financial series behaves exactly as a non-gaussian stochastic process.

Keywords:
Brownian Motion, non-Gaussian Processes

Research Fields :

Statistical Mechanics, Theory of Stochastic Processes



INTRODUCAO

O Movimento Browniano surgiu no ambito da Biologia como fruto da observacao do
movimento intermitente de particulas orgénicas e inorganicas em suspensdo em liquidos. Foi
Albert Einstein [8] quem primeiramente analisou este fendmeno do ponto de vista fisico, e
nos legou a Teoria do Movimento Browniano tal qual conhecemos. A principal caracteristica
desta teoria se deve a solucdo obtida para a densidade de distribui¢do de particulas dispersas
no liquido, cuja forma matematica segue uma funcdo de densidade de probabilidade gaussiana.

A Teoria do Movimento Browniano tornou-se entdo a mais utilizada para a
modelagem de fendmenos que envolvem um processo de difusdo. Com isso, tornou-se sélida
base para a andlise de muitos fendmenos nos mais diversos ramos do conhecimento, dentre os
quais a Biologia, a Quimica, e até mesmo Finangas, sem contar, € claro, a Fisica.

Na édrea de Financas a Teoria do Movimento Browniano encontrou uma grande
aplicacdo através da famosa teoria de Black & Scholes ([17] — [22] — [31] — [35]). Estes dois
pesquisadores assumiram que a dinamica de precos de um determinado ativo segue um
Movimento Browniano, e obtiveram a partir desta proposicdo uma equagio estocdstica cuja
solucdo permite a precificagdo de um objeto financeiro denominado opg¢do (para uma
introducdo elementar, ver [1]). Esta teoria alcangou um estrondoso sucesso nos anos 70 e 80,
tendo tornado-se uma das principais ferramentas de anélise de investimentos desde entdo.

Porém, com os avassaladores avangos da tecnologia de informacdo, principalmente na
ultima década, as medicdes da evolugdo temporal de pregos atingiu uma alta resolugdo, o que
significa dizer que se é possivel obter dados da variacdo do preco de um ativo financeiro a
cada minuto, por exemplo. Com isso, a complexidade do sistema aumentou
significativamente devido a grande profusdo de dados, o que permitiu efetuar andlises mais
precisas quanto a real dinamica de precos do mercado. Em funcdo disso, pode-se hoje
perguntar: a dinamica de precos do mercado segue realmente um Movimento Browniano?

A andlise detalhada das distribui¢des de probabilidade empiricas de dados do mercado
financeiro mostrou que a distribui¢do gaussiana ndo € a mais adequada para a modelagem dos
chamados “‘eventos raros”, ou seja, eventos cuja probabilidade de ocorréncia, apesar de ser
muito pequena, é ndo nula. Para tais eventos, a probabilidade de ocorréncia, segundo uma
distribuicdo gaussiana, € nula. Com isso, vemos uma discrepancia entre a distribuicao
empirica e a distribuicao tedrica, que assume a proposi¢do de Black & Scholes, a de que a
dinamica de precos de um dado ativo segue um Movimento Browniano.

Esta inconsisténcia entre o empirico e o tedrico levou muitos pesquisadores na década
passada, principalmente fisicos e matematicos, a questionar o uso do Movimento Browniano
como modelo de dindmica de precos ([3] — [24]). Pesquisaram, entdo, qual seria a melhor
alternativa para tentar reconciliar a observacdo com a teoria. Encontraram uma possivel
resposta em uma teoria formulada por um brilhante matemaético francés da década de 20: a
teoria de Paul Lévy ([13] — [21] — [23] - [29]).

A Teoria de Lévy apresenta uma formula para a densidade de distribuicdo de uma
variavel aleatoria estdvel e infinitamente divisivel que depende de dois parametros basicos: o
expoente de estabilidade, o (0<Oc < 2), e 0 expoente de assimetria, O (—IS o< 1). Estes

dois parametros dao origem a uma familia infinita de fun¢des densidade de probabilidade,
dentre as quais figura a densidade de probabilidade gaussiana, cujo expoente de estabilidade €
o =2. Com isso, pode-se dizer que a Teoria de Lévy generaliza a Teoria do Movimento
Browniano, ja que esta ultima € um caso particular da primeira.



i

A aplicagdo da Teoria de Lévy para a andlise do comportamento temporal de séries
financeiras tem dado muito bons resultados nos ultimos anos [24].

O presente trabalho tem como principal objetivo trazer a tona estas questdes e analisar
a Teoria do Movimento Browniano, discutindo os conceitos subjacentes e indicando os pontos
a partir dos quais uma teoria mais geral é necessaria. Discutimos a Teoria de Lévy do ponto
de vista matematico, e aplicamos a mesma para analisar o comportamento de séries
financeiras do mercado brasileiro. Analisamos a distribui¢do de probabilidades associada aos
dados do indice financeiro denominado IBOVESPA, usando principalmente algoritmos
escritos em MATLAB para calcular seu expoente de estabilidade. Com isso, comparamos as
curvas empirica e a tedrica, calculada segundo a expressdo de uma funcdo densidade de
probabilidade de Lévy.

A presente dissertacdo de mestrado estd estruturada da seguinte maneira:

No Capitulo I discutimos fundamentalmente a Teoria da Probabilidade, que € a base
sobre a qual toda a teoria do Movimento Browniano e a de Lévy sdo construidas.

No Capitulo II discutimos a Teoria dos Processos Estocdsticos, onde analisamos a
estrutura temporal de diversas varidveis aleatorias.

No Capitulo III introduzimos a Teoria de Lévy, onde também discutimos a questao do
expoente de estabilidade, o ponto-chave para se diferenciar as solucdes possiveis enquanto
funcdes de distribui¢cao de probabilidade.

No Capitulo IV apresentamos a Teoria do Movimento Browniano conforme discutida
por Einstein em seu famoso artigo de 1905.

No Capitulo V discutimos a Teoria do Movimento Browniano como sendo parte da
Teoria dos Processos Estocdésticos.

No Capitulo VI introduzimos a Teoria de Black & Scholes como sendo uma aplicacao
da Teoria do Movimento Browniano a 4rea de Financas.

Finalmente, no Capitulo VII efetuamos as aplicagcdes da teoria discutida para dados do
indice IBOVESPA.



CAPITULO I

A TEORIA DA PROBABILIDADE

I.1 A Teoria da Probabilidade em Espacos Finitos

I.1.1 Conceitos Iniciais

Para introduzirmos as idéias bésicas da Teoria da Probabilidade vamos recorrer aos
seus primoérdios na Idade Média ([12], [9], [32], [33]). Remontemos aos campos de batalha,
onde os soldados medievais, nos intervalos entre combates, tinham como principal
passatempo o jogo de dados. Jogavam da seguinte maneira: apds langar dois dados, somava-se
os pontos obtidos em suas faces voltadas para cima. Venceria o jogo quem adivinhasse qual
seria o resultado ap6s um dado nimero de jogadas. Apds intimeras jogadas, em anos e anos de
observagdes os soldados perceberam que, dentre todos os pontos possiveis, 0 nimero 7 era o
que mais freqiientemente ocorria. Além disso, a observa¢do mostrara que o nimero 6, apesar
de ocorrer em menor freqiiéncia que o nimero 7, ocorria com maior freqiiéncia em relacio ao
nimero 5. Assim, através da observacdo os soldados perceberam que, mesmo ser poder
predizer com certeza qual seria o resultado do jogo, sabiam que teriam mais chances de
ganhar caso apostassem nos nimeros que mais freqgiientemente ocorriam.

Vamos analisar agora as observacdes dos soldados em termos mais matemadticos. Os
pontos possiveis de se obter sdo dados pelo conjunto discreto

Q={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. L1

Denotemos os resultados possiveis de cada lancamento de dados como o par ordenado
(', ), onde na primeira posi¢do colocaremos o resultado obtido do primeiro dado e na segunda
posicao colocaremos o resultado obtido do segundo. Com isso, os resultados possiveis sao:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3.,2) (3.,3) (3.4) (3.5) (3,6)
4,1) 4,2) 4,3) (4,4) 4.5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5.4) (5.5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6.,4) (6.5) (6,6)

Tabela I.1 — Resultados possiveis de se obter apds o lancamento de dois dados

A partir da tabela 1.1 podemos verificar as ocorréncias dos pontos possiveis do conjunto
L.1:



Pontos | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ocorréncias | 1

Tabela I.2 — Ocorréncias dos pontos possiveis

Com isso, confirmam-se as observacdes dos soldados medievais: o nimero 7 € o que
ocorre com maior freqiiéncia, com 6 ocorréncias dentre as 36 possiveis. O nimero 6 ocorre
mais freqlientemente que o 5, conforme se observa da tabela (o niimero 6 ocorre cinco vezes,
ao passo que o 5 ocorre apenas quatro). Deste modo, tem maior chance de acertar quem
apostar nos nimeros 6, 7 e 8, pois sdo eles que ocorrem com maior fregiiéncia.

Deste simples e histérico exemplo observamos que € de fato possivel avaliarmos quais
sa0, dentro de um conjunto de resultados possiveis, quais terdo maior chance de ocorrer. E é
neste contexto que surge a idéia de probabilidade. Antes de discutirmos seu significado,
introduzamos alguns conceitos iniciais motivados pelo exemplo acima:

o Experimento : E o fendmeno que serd objeto de uma anélise matematica, devendo ser
repetido intimeras vezes em idénticas condig¢des;

o Espaco Amostral : E o conjunto ndo-vazio de todos os resultados possiveis a serem
obtidos de um experimento; denotaremo-lo pela letra Q. Os elementoswe Q sdo
denominados pontos amostrais.

o Evento : E o conjunto de todos os resultados que disponham de alguma semelhanca
entre si; sao portanto subconjuntos do espago amostral.

Como exemplos de experimentos podemos citar o movimento de particulas em um
gds, o movimento de subida e descida de a¢des no mercado financeiro, a turbuléncia de um
fluido, o cruzamento de genes, entre muitos outros. O espago amostral pode ser qualquer
conjunto, até mesmo o dos ndmeros reais; no entanto, nesta se¢do trataremos apenas de
conjuntos finitos, como o I.1. . J4 como exemplo de evento podemos tomar os resultados da
tabela 1.2.: 14 encontramos o evento de ocorréncia de nimeros pares, impares, maiores que
seis, etc. Para formarmos um evento basta apenas estabelecer sua lei de formag¢do, como por
exemplo o conjunto dos resultados pares.

Com estes conceitos em mente podemos agora introduzir o conceito de probabilidade.
Devemos salientar que hd outras defini¢des possiveis, mas nos restringiremos aqui a mais
usual. Tomemos como fundamento nosso exemplo: vimos que os resultados que ocorriam
com maior freqiiéncia eram os numeros 6, 7 e 8; ou seja, podemos dizer, intuitivamente, que
estes sdo os mais provdveis de ocorrer. Podemos apresentar inimeros exemplos onde a maior
freqiiéncia de ocorréncia de um dado evento estd intimamente relacionada com a idéia de este
ser o mais provdvel. Esta conexdo da idéia de probabilidade com a de freqii€éncia, no caso
relativa ao espaco amostral € a base de toda a teoria em espagos finitos. Entao, em face de tais
colocagdes, introduzimos o seguinte conceito:

£ Medida de Probabilidade : E a medida associada 2 freqiiéncia relativa de um evento
A a seu espaco amostral discreto  ; denotando-se a probabilidade do evento A como P[A],

segue-se que

_#(4)

_ , 12
#(Q)

P[A]:



onde #(®) denota a cardinalidade do respectivo conjunto.

A identificacdo da probabilidade de um evento A com sua freqii€ncia relativa tem
como premissa bdsica o fato experimental de que para um valor muito grande de # () o raio
#(A) /#(Q) tende a ser constante.

Voltando ao exemplo histérico, vemos que, em termos de probabilidades a tabela 1.2
realmente demonstra que o evento {7} € o mais provavel de ocorrer. Com isso, podemos
concluir que a Teoria da Probabilidade € a realizacio matematica do processo de medi¢cdao
experimental.

I.1.2 Propriedades das Medidas de Probabilidade

Vamos explorar um pouco mais a nocdo de evento apresentada anteriormente. Da
Teoria de Conjuntos segue-se que, se A, B <  entdo

AUBCQ, I.3a
AnBCO. 1.3b
A =0\ACO. L.3c

ou seja, as operacdes de unido, interseccdo e diferenca entre eventos resulta também em um
evento. No caso do exemplo histérico, consideremos o evento A ={2,4,6,8,10,12} dos

resultados pares e o evento B ={3,5,7,9,11}dos resultados impares. Das operacdes acima
segue-se que

AUB=Q, L.4a
ANB=0J, 1.4b
A°=B. L4c

isto €, o conjunto & também € um evento. Com isso podemos definir

H Evento Complementar : Se A é um evento, entio A° € o evento que ocorre se e
somente se 0 evento A ndo ocorrer;

£ Evento Impossivel : & € o evento que ndo pode ocorrer;

< Eventos mutuamente Exclusivos : Se A,Bc Q tal que AnB=C dizemos que A

e B sdo eventos mutuamente exclusivos, ou seja, a ocorréncia de um impede a ocorréncia do
outro.

Conforme o exposto acima, unides, intersec¢des, complementares € o conjunto vazio
também sdo eventos. Com estes conjuntos esgotamos todas as possibilidades de eventos
possiveis para um dado espago amostral discreto; podemos formar uma classe com estes, que
consistiria a classe dos eventos de Q. Esta classe recebe um nome especial, sigma-dlgebra,
definida como



I. 1. Definicdo : Seja Q um conjunto ndo-vazio. Uma o - édlgebra é uma classe F de
subconjuntos de  com as seguintes propriedades:

i de F;

S Se Ae I, entio A e F;

Y Se A, A,,... é uma seqiiéncia de conjuntos em ‘F. entdo U A também estd em F.

n=1

Com este conceito podemos enunciar a seguinte propriedade, valida para espagos
amostrais finitos:

1.2. Proposicdo [15] : Seja Q um conjunto finito ndo-vazio e P (Q) a classe formada por
todos os seus subconjuntos (que denominaremos de ‘power set’ ). Neste caso

F=P Q).

Uma sub-sigma-dlgebra é uma sigma-dlgebra Gtal que G < F.

Uma vez estabelecida esta propriedade, vamos analisar no que segue as probabilidades
associadas a uma O - dlgebra finita. Da definicdo de probabilidade, equagdo 1.2., vemos que
esta é uma funcio definida sobre P (), cujo contradominio é um conjunto X < & . Tal

subconjunto € encontrado através da seguinte propriedade: como para qualquer evento A vale
arelacdo < Ac Q, concluimos que X ¢é limitado, pois € valida a relagao

B AcQ— P[D)< P[AIS P[Q]. L5

Da equagdo 1.2 seguem imediatamente as seguintes propriedades:

PIQ]=1; L6
P[2]=0; 17

de onde concluimos que
P:P(Q) —[0]]. L8

Pela relacdo acima vemos portanto que a sigma-algebra associada ao espaco amostral
de um dado experimento consiste no dominio da medida de probabilidade. E € por este fator
que as sigma-adlgebras desempenham um papel tdo fundamental na teoria.

Para obtermos o valor da fun¢do P sobre unides e intersec¢Oes entre elementos

pertencentes a O - dlgebra P (Q) podemos recorrer as relagdes 1.7 e 1.8 da seguinte maneira:
a partir das relacoes

QuUI=Q, I.9a

QN =0, 1.9b



obtemos

PIQUZI =1, 1.10a

PIQND]=0. L10b

As relagdes acima sugerem que

PIQU D] =P[Q]+ P[D]. PIQND]=PQ]- P[D]. L1l

Com isso, motivados pela definicdo acima podemos definir a probabilidade da unido
de dois eventos em termos da medida 1.2 da seguinte forma:

L.3. Definicdo : Sejam A e B eventos mutuamente exclusivos; entdo, a probabilidade da
unido destes eventos € igual a soma das probabilidades dos eventos individuais:

P[AU B]= P[A]+ P[B]. I.12

A equagdo acima € estendida facilmente para a medida de probabilidade (I.2) através
da relacao

#(AUB) 113

P[AUB]= 4(@)

para quaisquer eventos A, BcC Q talque ANB=.

A equacdo .12 € essencial para que possamos enquadrar a Teoria da Probabilidade em
espacos finitos no escopo da Teoria da Medida, o que resultard em um ganho formidéavel do
ponto de vista matematico. Isso porque a Teoria da Medida tem bases 16gicas extremamente
bem fundamentadas, o que ndo acontecia com a Teoria da Probabilidade até o advento do
trabalho de eminentes matematicos do século passado. Na realidade, muitos dos grandes
matematicos anteriores ao século XVIII ndo creditavam a Teoria da Probabilidade como uma
disciplina da Matemadtica, e sim como uma teoria a margem da mesma. A construcdo da
Teoria da Probabilidade como uma Teoria da Medida, conforme ilustraremos na se¢do (1.2),
representa a formalizacdo necessdria para sua inclusdo no escopo das teorias matematicas
mais fundamentais para a descri¢do dos fendmenos naturais.

A equacdo (I.12) nos permite determinar imediatamente todas as operacdes basicas da

medida de probabilidade sobre P (Q) : ([4], [5], [15])

L.4. Proposicao [4] — [S] - [15] : Para os eventos discriminados abaixo, todos pertencentes a
P (Q), valem as propriedades

I. Se {A,};. for uma seqiiéncia de eventos mutuamente exclusivos (i. e., para

k #1 segue-se que A, N A, =) é vdlida a seguinte relacdo:
AUa|-E ria
k=1 k=1

L. PlAc|=1-PlAT;



II1. Se ANB# O, entdo

P[AU B]= P[A]+ P[B]-P[ANB];

IV. Para quaisquer eventos {4, };_, vale

P[gAk}sgP[Ak].

Para ilustrar as propriedades acima consideremos o exemplo histérico. Tomemos dois
eventos quaisquer, como, por exemplo, o evento A ={2,4,6,8,10,12} dos resultados pares e o

evento B ={7,8,9,10,11,12} dos resultados com valor acima de 7. As probabilidades associadas
a estes eventos sdo, de acordo com a equacao (1.2), iguais a

6
P[A]=P[B]=— L14
[A]l= P[B] T

Tomemos agora 0s complementares desses eventos,
A° ={3579,11}eB° ={2,3,4,5,6}. Suas probabilidades de ocorréncia sdo dadas
respectivamente por

P[Ac]:P[Bc]:l’i_l_ L15

Aplicando-se a propriedade II. ao resultado (I.14) obtemos o mesmo valor que o
obtido em (I.15).
Calculemos agora as probabilidades associadas a unido e a intersec¢ao de eventos em

P (Q). Pela equacdo (1.2) as probabilidades associadas a unido dos eventos A e B,
AUB={24,6,7809,0,11,12}, e associadas a sua intersec¢do, AN B ={8,10,12}, sdo dadas
por

P[AuB]:% L16a

P[AmB]:%. 1.16b

Aplicando-se a propriedade III. obtemos, a partir de (I.14) e (I.16b) o mesmo valor
que obtido em (I.16a) .

Notemos que ainda falta a equacido que relaciona a probabilidade da interseccdo entre
dois eventos; para melhor discutirmo-la com maior clareza faz-se necesséria a introducdo de
alguns conceitos adicionais como probabilidade condicional e independéncia, que serdo
objetos da subsecao I. .

Com os conceitos discutidos até entdo podemos concluir varios fatos de capital
importancia. Vimos que, para analisarmos um experimento em termos probabilisticos, €
fundamental termos trés elementos:



< um espaco amostral, que nos did os possiveis resultados de um dado experimento
aleatorio;
£ uma sigma-dlgebra, que nos fornece todas as relagdes possiveis entre os eventos do

espaco amostral,

< e uma medida de probabilidade, que nos indica a probabilidade de ocorréncia de
qualquer evento da sigma-algebra.

Com estes trés elementos temos um sistema fechado, pois podemos assim calcular as
probabilidades de fodos os eventos de € visto que estamos considerando sua sigma-algebra
associada. Este fato somente é possivel se introduzirmos a medida de probabilidade P dotada
da propriedade advinda da Defini¢do 1.3 (conseqiientemente traduzida pela equagdo (I1.13)).
Assim, vemos que a estrutura matemdtica mais elementar para se construir um modelo

probabilistico sobre um espago finito consiste em uma tripla (Q, P (Q), P), introduzida pela
seguinte

L.5. Definicao : Seja Q um espaco amostral finito e P (Q) sua sigma-dlgebra associada.
Sendo a funcao

P:P (Q)—[0,1]
uma medida de probabilidade dotada da propriedade
PlA U B]= P[A]+ P|B],
denominamos a tripla (Q, P (Q),P) de espaco de probabilidade finito.

Sera a partir da Defini¢ao 1.5 que lancaremos as bases da Teoria Axiomadtica na secao
L.2.

I.1.3 Variaveis Aleatorias e Funcoes de Distribuicao

Apés a estruturacdo matemdtica apresentada na subsecdo anterior, retornemos ao
exemplo histérico da subsecdo I.1.1., a fim de elucidar alguns conceitos adicionais. Tomamos
como eventos os resultados obtidos a partir da soma dos pontos presentes nas faces superiores
de dois dados langados, cujos valores possiveis foram coligidos na tabela I.1.. Considerando
os dados desta tabela, verificamos que a cada dois pares ordenados simétricos corresponde um
mesmo numero, que € exatamente igual a soma das coordenadas de cada par.
Matematicamente esta relacdo se traduz como

X[, »]=x+y, L17

ou seja, o conjunto dos resultados Kx ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} dos eventos é gerado pela
funcdo X definida acima. Em outras palavras, a informagdo sobre o resultado obtido decorre
da funcdo (I.17). Analisando sob este prisma, surge a seguinte questdo: dado o resultado, €
possivel inferirmos matematicamente os eventos que lhe dao origem?



Para respondermos esta questdo, vamos analisar o mapeamento inverso de (I.17):
tomando-se

X 'x)={(a,b)e Q:2<a+b<x} L13

vemos que X ' < P (Q), ou seja, 0 mapeamento inverso de X preserva a estrutura de

sigma-dlgebra do espago de probabilidades (Q, P (Q), P). Com isso, podemos, a partir do
espaco de resultados e da funcdo (I.18), reconstruir o espaco dos eventos do jogo de dados.
Esta importante propriedade nos leva a introduzir a seguinte

1.6. Definicdo : Seja (Q,P (), P) um espaco de probabilidades finito. Uma varidvel
aleatoria simples é uma fungao

X:Q—— R, 1.19
tal que A, ={we Q: X () = x}e P (Q) paratodo xe R, .

A fun¢do mais simples que pode ser considerada como varidvel aleatéria € a funcdo
indicadora y ,, que tem como forma

lLoe A

ZA((D):{O,(OE A.

Entdo, para o caso de uma fun¢do discreta que toma apenas alguns poucos valores,
X(w,)=x,

segue-se que podemos representd-la em termos de funcdes indicadoras; para isto, dividamos
0 espago amostral Q em uma parti¢do {A,}", de subconjuntos disjuntos, de tal modo que

Deste modo, podemos construir uma varidvel aleatéria como se fosse um vetor
expandido em uma base {y, }

X(@)=x, X, +X, 0 +ot Xy X, -

No caso especifico X (@, ) = x, , a expansdo acima somente € possivel se escolhermos
a particdo A, = {a)k }.

O termo varidvel aleatéria pode as vezes dar margem a confusdes, uma vez que estas
ndo sdo varidveis, mas simplesmente funcdes a valores reais. Ademais, estas nido sao
aleatdrias, visto que seu dominio de definicdo € um espaco amostral, e ndo um espago gerado
pela fun¢do de conjuntos P[®]. Apesar destes fatores, preservou-se o termo varidvel aleatdria
para designar fun¢des como as da Definicao I.6.



A introducgdo do conceito de varidveis aleatérias representa um grande ganho do ponto

de vista matemdtico, uma vez que a estrutura de espaco de medida € invariante sob tais
funcdes. Para completarmos ainda mais a abrangéncia do conceito de varidveis aleatorias,
podemos nos perguntar se € possivel criarmos um espago de medida induzido pela aplicacdo
da varidvel aleatdria sobre o espaco de probabilidades discreto. A resposta € afirmativa, pois,
conforme ja fora exposto na Proposicdo 1.2, a sigma-dlgebra associada ao espaco dos

resultados R_, é simplesmente seu ‘power set” P (R ,). Lembrando-se que o espaco de
resultados € gerado pela varidvel aleatdria X, podemos entdo fazer a seguinte associagao:

1.7 Definicio : Seja X uma variavel aleatéria sobre (Q, P (), P); a sigma-dlgebra gerada
por X, 6[X], é aclasse de todos os conjuntos {we Q: X (w)e A}, onde Ae R,.

Assim, a sigma-dlgebra ‘P (ﬂ{x) ¢, na realidade, igual a o[ X].

Resta-nos agora saber qual seria a medida associada a esta sigma-algebra. Esta medida
deve manter as mesmas propriedades da medida de probabilidade, pois assim garantiriamos a

preservagdo da estrutura do espaco de probabilidades. A medida a ser considerada deve ter
entdo como dominios

p: Ry —— [0.1]. 1.20
Deste modo, a medida em questdo seria uma funcdo a valores reais, € ndo uma funcao

de conjuntos. Esta caracteristica representa uma grande simplificacdo estrutural. Para
encontrarmos sua forma explicita, consideremos as relacoes

X" R, —>P(Q) e P: P (Q)>[01],
de onde se segue imediatamente a seguinte composicao:
PoX': R, ——][0,1]. 1.21

Com isso, a fun¢do definida acima possui o dominio e o contradominio requeridos em
(1.20). Para encontrarmos a expressdo desta nova fungdo, basta usarmos o conjunto

A, ={we Q: X(w)=x}, onde X é a varidvel aleatéria definida em (1.17) e xe R :
p(x)=Plwe Q: X(w)=x]. 1.22

E evidente que a funcdo real acima, somada em todos os valores de x, assume 1 como
resultado:

Y pv) =Y PIX (@) =x]

xeR, xeR,

= P{ Ut () = x}}

xeR,

=1,
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pois U{X (w) =x}=Q. Portanto, podemos concluir que as fun¢des (1.22) preservam a
xeR,

estrutura das medidas de probabilidades, uma vez que a soma destas fun¢des sobre todos os
valores do espago dos resultados € igual a 1. Introduzamos entao a seguinte

I. 8. Definicdo : Seja (Q,P (), P) um espago de probabilidades finito e X uma varidvel
aleatoria definida sobre este; a funcdo a valores reais

p(x)=Plwe Q: X (w)=x]

¢ denominada fungdo densidade de probabilidade discreta. O conjunto {p(x,),..., p(xy)}
consiste na distribuicdo de probabilidades de Q , e satisfaz

Y p(x)=1.

A partir do conceito de varidveis aleatdrias e de densidades de probabilidade podemos
entdo concluir que a relacao

(Q,P (Q),P) —> (RrP(R,).p) 123

¢ valida em espacos finitos. A vantagem deste mapeamento é que, em sendo as fungdes de
densidade de probabilidade definidas em um subconjunto dos reais, é sempre possivel
estabelecermos uma férmula simples para as mesmas. Veremos em secdes e capitulos
posteriores a imensa utilidade e importancia das fun¢des densidade de probabilidade.

I1.1.4 Probabilidade Condicional e Independéncia

Na secdo anterior discutimos as  propriedades fundamentais da medida de
probabilidade em espacos finitos, decorrentes do axioma I.3. Enunciamos tal axioma em
funcdo de duas propriedades da teoria de conjuntos relacionadas ao espago amostral e ao
evento impossivel (1.9a) e (1.9b ), que levou ao resultado I.11. Note-se que a relagdo

P[Q N ] = P[Q]- P[] 1.24

¢ sugerida em fungdo do fato de Q e J serem obviamente mutuamente exclusivos. A
pergunta que surge em face disso é: qual seria a relagdo entre dois eventos que ndo sdo
mutuamente exclusivos?

Para respondermos a esta pergunta vamos analisar detalhadamente o conceito de
interseccdo de eventos. Para tanto, vamos recorrer a um exemplo. Suponhamos que, dentro

de uma empresa Q com #(Q) funciondrios hajam #(A) diretores e #(B) profissionais

formados em Fisica. E evidente que, se houver diretores formados em fisica, estardo eles
enquadrados em AN B; portanto, se houver uma escolha ao acaso de um funciondrio da

empresa existe uma probabilidade ndo-nula P[A N B]deste ser um diretor e formado em
Fisica.
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Analisemos entdo os eventos de modo a calcularmos esta probabilidade. Dividindo-se
o processo de escolha em duas etapas, onde a primeira se refere a escolha propriamente dita e
a segunda a verificagdo do resultado, e estabelecendo-se as combinacdes possiveis, chegamos
a seguinte tabela:

Etapas
Escolher a pessoa ao acaso Verificar se é formado em Fisica
we B
we A
(Diretor)
wé¢ B
Eventos
we B
¢ A
(Nao ¢é um Diretor)
wé¢ B

Tabela 1.3 — Possibilidades de escolha ao acaso dos funciondrios da empresa

Por esta tabela podemos observar que, se A ocorrer, entdo hd #(A N B) possibilidades
de escolha em #(A) possiveis; por outro lado, se A ndo ocorrer observamos que nao ha

nenhuma possibilidade deste funciondrio escolhido ser diretor, muito menos entdo ser um
diretor formado em Fisica. Com isso, verificamos que o evento ‘escolha de um diretor
formado em Fisica’ depende, ou, de outra maneira, esta condicionado a ocorréncia do evento
‘escolha de um diretor’. Entdo, podemos concluir que, neste caso, tais eventos apresentam
uma relagdo de dependéncia entre si, implicando que a ocorréncia de um evento possibilita a
ocorréncia do outro.

Antes de definir mais formalmente estes eventos dependentes, calculemos a
probabilidade de ocorréncia do evento A dado que o evento B ocorreu. Como vimos, se A
ocorreu, entdo a probabilidade que B ocorra é

#(ANB)
#(A)

ou entao

Pl[ANB]
P[A]

Com isso, introduzimos a seguinte
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I. 9. Definicao : Seja Aum evento com P[A]>0; Entdo a probabilidade condicional de um
evento B dado que A ocorreu (ou probabilidade de B dado A) é dada pela equacdo

PlAnB] 125

P[B1A]= PIA]

A probabilidade condicional 1.17 satisfaz todas as propriedades de uma medida de
probabilidade ([2], [4], [S], [9], [12], [15], [32]):

I. 10. Teorema : Sido validas as seguintes relacoes:

L PlA1A]=1;
1L Pl@iA]l=0;
III. Pl[AuBIC]=PlAIC])+P[BIC]-Pl[ANBIC]
IV. Para os eventos {4, };_, c Q vale

P{[rjAk}:P[Al].P[A2 1A, ] PlA, 14, mAZ]...p[An |"ﬁAk]

k=1

Observemos que na definicdo de probabilidade condicional mencionamos um exemplo
onde um evento A precedia um outro evento B, guardando este dltimo uma relacdo de
dependéncia com o primeiro. Vimos que, neste caso, tais eventos sio mutuamente exclusivos.
No entanto, hd inlimeros casos onde dois eventos, que nao sdo mutuamente exclusivos,
apresentam independéncia entre si, i. e. , a ocorréncia de um ndo afeta o resultado do outro.
Para ilustrarmos melhor este conceito vamos recorrer a um exemplo: suponhamos que um
dado jogo € constituido por duas etapas simultineas, onde a primeira etapa consiste na
retirada de uma carta e a segunda consiste no lancamento de um dado. Seria vencedor o
jogador que conseguisse retirar uma carta vermelha e obter a face com cinco pontos no dado.
A pergunta que colocamos é: qual a probabilidade de ganho deste jogador?

Para analisarmos este jogo, consideremos que £, seja o espaco amostral dos

resultados possiveis do evento ‘retirar uma carta’ e £2,seja o espaco amostral do evento

‘lancar um dado’. Podemos considerar que £, o espaco amostral do jogo em questdo, seja o
produto cartesiano £, X€,, uma vez que tal jogo € resultado de duas etapas simultdneas. A

partir disso, consideremos A o evento ‘carta vermelha’ (com qualquer pontuacdo obtida no
dado) e B o evento ‘cinco pontos’ (independentemente da cor da carta), com cardinalidades
#(A)=156 e #(B)=52. Usando o fato que # () =312, obtemos

1 1
P[A]=—, P[B]=—. 1.26a
[A] 5 [B] P

A partir do resultado #(A N B) =26, segue-se que

P[AmB]zi. 1.26b
12
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Usando-se a formula .17, vemos que
1
P[BI A]=g, 1.26¢

o que nos indica o seguinte resultado:
P[B1A]= P[B] e P[AnB]=P[A] P[B]. 127

Vamos analisar melhor a informacdo contida na equacdo 1.19. Pelo exemplo posto,
podemos observar que a ocorréncia de A ndo interfere na ocorréncia de B; com, isso, O
conceito de probabilidade condicional, pelos cdlculos acima, se reduz simplesmente ao de
probabilidade usual. Isso significa que se dois eventos forem independentes, a informacao
‘evento A ocorreu’ ndo altera o resultado da informagao ‘evento B ocorreu’.

O resultado acima € importantissimo dentro do escopo da Teoria da Probabilidade, e
consistird na base de toda a discussdao que faremos a respeito da Teoria do Movimento
Browniano. Antes de definirmos entdo este conceito tdo importante, vamos provar o resultado
.19 para um caso mais geral.

Consideremos, como no exemplo acima, que um experimento seja constituido por
duas etapas, onde o espaco amostral de cada etapa é representado por Q, e Q,. Neste caso,

Q=0 ,xQ,e #(Q)=#(Q, }#(Q,). Seja A um dado evento caracterizado por um conjunto
A, cQ,de resultados (no exemplo acima, A,era simplesmente o conjunto das cartas
vermelhas) e B outro evento caracterizado por um conjunto A, — Q, de resultados (pelo
mesmo exemplo, A, era o conjunto ‘cinco pontos’); com isso, A={(x,y):xe A,,ye Q,}e
B={(x,y):xe Q,,ye A,}. As cardinalidades associadas a estes eventos sdo,
respectivamente, dadas por #(A) :#(Al)#(Qz) e #(B) :#(Ql)#(A2). A intersec¢do dos
eventos A e B ¢é dada por ANnB={(x,y):xe A,yeA,}, com cardinalidade
#(ANB) =#(A, J#(4,).

Com os resultados acima, podemos calcular a probabilidade condicional P[B I A]a
partir da equacgao 1.17:

#(ANB)
#(A)

#(4 #(4,)

#(A)

P[BIA]=

__ 1 #(a) #(B)
#(4) #(Q) #(@,)

= P[B].

Com isso, provamos que o resultado 1.19 € valido para casos mais gerais. Podemos
entdo introduzir a seguinte
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I. 11. Definicao : Dois eventos sdo estocasticamente independentes se
P[B1 A]= P|B] 1.28

ou seja, a informacdo relativa a ocorréncia do evento A ndo interfere no resultado da

N

informacdo relativa a ocorréncia do evento B. Ademais,
1.29
P[AnB]= P[A]- P[B)].

A propriedade 1.21 pode ser estendida para um nimero arbitrario de eventos, conforme
demonstra a proposicao a seguir ([2], [4], [5], [9], [12], [15], [32]) :

I. 12. Proposicao : Os eventos {Ak }Z=1 c Q sao denominados mutuamente independentes se
valerem as seguintes relacoes:

Pla,nA,|=PlalPlA, ], i,je K

Pla, nA, N A, |=PlaJPlA, [P[A, ], i, j.ke K

onde K ={1,2,---,n}.

Até o momento em nossa discussdo acerca de probabilidade condicional e
independéncia ndo mencionamos o uso de sigma-algebras. Tampouco estendemos tal conceito
para varidveis aleatdrias. Faria sentido falarmos de sigma-dlgebras e varidveis aleatOrias
independentes? A resposta é positiva para a primeira questdo: como sigma-algebras sao
compostas de eventos, e como ja sabemos determinar se dois eventos sdo independentes, faz
sentido entdo considerar que duas sigma-dlgebras sejam independentes se eventos de uma
sejam independentes em relacdo a eventos da outra; em outras palavras,

L13. Definiciio : Sejam G e # sub-sigma-dlgebras de F . Dizemos que G e H sio
independentes se

P[AnB]=P[AlP[B] VYAeG ,BeHH

Um exemplo instrutivo de se considerar é o caso de varidveis aleatorias definidas
sobre um par cartesiano. Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias sobre  ; consideremos agora

o espaco amostral Q° e o seguinte conjunto:
AXB={(X,Y): X e A,Ye B}.

Pela defini¢do acima vemos que o produto cartesiano AX B consiste simplesmente no
seguinte evento:
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{(x,v)e AxB}={X € A}n{r e B},

1.30
ou seja, para que X e Y sejam independentes basta que
P[(X,Y)e AXB]=P[{X € A}n{Y € B}]
= P[X € A]P[Y € B]. 131

Para a segunda questdo também € afirmativa a resposta: como podemos gerar sigma-
dlgebras a partir da acdo de varidveis aleatdrias, torna-se facil pela defini¢do acima decidir se
tais sigma-dlgebras geradas sdo independentes; assim, vale a seguinte

1.14. Definicao : Dizemos que duas varidveis aleatorias X e Y sdo independentes se as sigma-
dlgebras geradas o[ X ] e o[Y] sd@o independentes.

Nas secOes que seguem discutiremos mais detalhadamente as importantes implicagdes
que os conceitos de probabilidade condicional e independéncia trazem a Teoria da
Probabilidade. Serd com base no conceito de probabilidade condicional, por exemplo, que
construiremos os importantes conceitos da Teoria dos Processos Estocasticos, como Processos
de Markov e Martingales, fundamentais para uma completa discussio do Movimento

Browniano e suas conseqiientes generalizagdes.

I.1.5 Valor Esperado e Variancia de uma Variavel Aleatoria

Nas subse¢des que se sucederam até o momento, vimos que a base de qualquer teoria
probabilistica consiste em um espaco de probabilidades (Q, P (), P). Toda a estrutura de

eventos de um dado experimento se encontra no bojo de sua sigma-algebra associada P (Q);
em outras palavras, podemos dizer que toda a informagdo respectiva a um dado experimento
estd contida em sua sigma-algebra. Podemos entao categorizar um dado sistema simplesmente
em se conhecendo sua sigma-algebra.

Para termos uma idéia da abrangéncia deste conceito, consideremos um exemplo bem
conhecido: um censo demografico. Neste, os pesquisadores colhem indmeras informacdes
relevantes para um melhor conhecimento da populagdo de uma nacgdo: idade, sexo, grau de
escolaridade, atividade profissional, renda familiar, entre outras. Com todos estes dados,
compomos o perfil de toda uma populacdo. Pensando em termos de conjuntos fica féacil
identificarmos uma sigma-algebra associada ao experimento ‘censo demografico> ¥ = {Toda
a populacdo (Q), J,{conjunto dos jovens (J)},{conjunto dos homens (H)}, {conjunto das

mulheres (M)},...,{conjunto dos homens jovens (H nJ )}, {conjunto das mulheres jovens
(M N J)},...}. Por este exemplo notamos realmente que todas as informagdes relacionadas a

uma dada populagdo estdo em sua sigma-algebra.

No entanto, ainda nos falta algo para complementar estas informacdes. Temos
subconjuntos das populacdes, mas ainda ndo dispomos de um elemento que represente a
populacdo como um todo. Tal elemento nos permitiria, por exemplo, comparar dois conjuntos
de dados diferentes. Para melhor esclarecermos este ponto, tomemos o seguinte exemplo:
suponhamos que o governo suico tenha encomendado uma pesquisa que vise determinar
alguns indices de desenvolvimento, como renda per capita. Isso significa que o governo
deseja obter um numero que melhor represente a renda da populacdo total do pais. Assim, um
nimero representaria a populagdo como um todo, que €, neste caso, simplesmente obtido
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dividindo-se a renda total arrecadada em um dado exercicio fiscal pelo nimero total da
populacdo. Um outro ndmero que também poderia quantificar a renda de uma populagdo seria
sua renda média, ou seja, uma quantia que é intermedidria em relacdo aos maiores e menores
valores de renda desta populacdo. Para calcularmos o valor desta renda média basta
simplesmente tomarmos todas as rendas individuais, somé-las e finalmente dividi-las pelo
numero total de rendas consideradas. Assim, se r; € o valor da renda do i-ésimo habitante, e N

€ o nimero de habitantes, entdo a renda média serd dada por

N

r= r..

1
N5 I

Deste modo, em sendo a renda média um nimero, podemos fazer comparacdes entre
diferentes conjuntos de dados; assim, se $7000 for a renda média da Suica e $6500 for a da
Alemanha, vemos que, proporcionalmente, um sui¢o ganha mais que um alemo. E claro que,
dentro deste exemplo, ndo podemos afirmar que todo suico ganha melhor que todo alemao;
sem ddvida podem haver alemies que ganhem muito mais que alguns suicos, e pode até
acontecer que a renda total alema seja maior que a Suiga (como alids o €). No entanto, o que a
média reflete é a proporcdo entre a renda total e a populacdo, por isso é que na Suica em
média (ou seja, proporcionalmente) se ganha mais do que na Alemanha.

Pela discuss@ao acima notamos que a média aritmética € um bom critério para
compararmos conjuntos de dados. Consideremos agora tais médias dentro do contexto da
Teoria da Probabilidade. Sendo o espaco amostral Q ={populacdo suica}, introduzamos a
varidvel aleatdria

X(wk)zrk’

onde m, representa um habitante da Suica e r, representa sua renda. E notével que podem

haver pessoas obtendo rendas iguais; suponhamos que hajam m < n rendas que se repitam.
Portanto, sendo n, (k={1,2,....,m}) o nimero de vezes que a renda r, comparece na andlise,

segue-se que o valor médio da renda serda dado pela equacio

1 m

EX =—
N k=1

n.r, .

No contexto da Teoria da Probabilidade em espacos finitos, sabemos que a razdo
n, / N representa a probabilidade de que a renda de uma pessoa escolhida ao acaso seja igual

a r,; com isso, rescrevendo-se a equacdo acima em termos de probabilidades obtemos a
seguinte

I. 15. Definicdo : Seja (Q, P (Q), P) um espaco de probabilidades finito e X uma varidvel
aleatoria sobre Q. O valor esperado de X é definido por

EX =) X(o)Pl{w}].

weQ

A equacdo acima pode ainda ser rescrita observando-se o seguinte fato: como o espaco
amostral Q ¢ finito, a varidvel aleatéria X pode assumir apenas alguns poucos valores,
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{x,,x,,..,x,}; particionando-se Q nos subconjuntos { X(@,)=x,}, {X(®,)=x,},...,

{X(w,)=x,} segue-se que

EX =) X(w)Pl{w}]

weQ

-} Y x@Plo}]

k=1 we{X=x; )

=Y x.p(x). 132

Uma vez estabelecido o conceito de valores esperados, discutamos algumas de suas
propriedades ([2], [4], [S], [9], [12], [15], [32]) :

I.16. Teorema : Sejam X e Y duas varidveis aleatorias independentes e @ um nuimero real.
Entdo vale:

I E[X+Y]|=EX+EY;
II. ElaX]=0aEX ;
II1. E[XY]|=EX -EY. 1.33

Em nossa discussao anterior foi-se colocado que o valor esperado de uma varidvel
aleatoria representaria o conjunto formado por todos os seus valores numéricos possiveis; no
entanto, podemos nos perguntar: quao boa é esta representacio? Em outras palavras, em
quanto os valores da varidvel aleatoria se desviam do seu valor médio? Poderiamos pensar em
termos da soma dos desvios individuais X (@)—EX ; no entanto, tais desvios poderiam ser
simétricos e assim cancelarem-se uns aos outros. Isto €, poderiamos ter um desvio total igual a
zero mesmo que a varidvel aleatoria apresentasse uma oscilacdo em torno de seu valor

esperado. Poderiamos eliminar este fato se tomarmos |X (w)—EX

; NO entanto, a expressao

do desvio seria nao-diferencidvel, portanto impraticidvel. O melhor a se fazer entdo seria tomar
os quadrados de cada termo e soméd-los, para assim obtermos um valor para o desvio da
varidvel aleatéria em termos de seu valor médio. Com isso, introduzimos entdo a seguinte

I. 16 Definicio : Seja (Q, P (), P) um espaco de probabilidades finito € X uma varidvel
aleatdria sobre Q. A varidncia de X é definida como sendo a seguinte expressao:

varX =) {X(0)-EX}’ P[{w}].

WeQ
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Ou seja,

var X :i(xk —- EX)’ p(x,),

k=1

ou ainda
var X = E[X —-EX .
Desenvolvendo-se o lado direito da equagdo acima obtemos a equacao
var X =EX> - (EX ), 1.34

muito mais util do ponto de vista operacional.
A variancia possui propriedades semelhantes as dos valores esperados ([2], [4], [5],
[91, [12], [15], [32]) :

I.17. Teorema : Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias independentes € & um ndmero real.
Entdo vale:

I. var[X + Y] =var[X ]+ var[Y];
II. var[eX | = var[ X ].

Pela definicdo de varidncia, podemos introduzir um conceito mais geral, o de
covaridncia. Consideremos uma certa varidvel aleatéria Y, com valor esperado EY ;
definamos agora a seguinte expressao:

cov(X.Y)= E[(X - EX\v ~EY)];

¢ facil observar que, se X e Y forem independentes, cov(X Y ): 0; portanto, a covariancia

serve como um indicador de independéncia de duas varidveis aleatérias. Ademais, também é
facil mostrar que

cov(X,X)zvarX .

I.1.6 O Passeio Aleatorio

Vimos no inicio deste capitulo que a teoria da probabilidade nasceu atrelada aos jogos
de azar. Tanto isso € verdade que os primeiros problemas que envolviam o conceito de
probabilidade tinham como fonte as possibilidades de resultados de jogos de dados, de
moedas, de cartas, e assim por diante. As correspondéncias entre Pascal e Fermat,
consideradas como a génese da teoria da probabilidade como parte da matematica continham
varios problemas associados a estes mesmos jogos. Nesta subse¢do nos centraremos em um
jogo que, de tdo simples, ndo mereceria, a principio, atencao; entretanto, suas conseqiiéncias
sdo tdo abrangentes, que encontraremos indimeros exemplos em outros campos do
conhecimento de seu uso. Isso porque o jogo que consideraremos, o jogo de moedas, tem

como estrutura basica um conceito de aplicacdo universal: o passeio aleatorio. Este conceito €
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tao importante que € através dele que se deriva o principal teorema da teoria da probabilidade:
o teorema central do limite.

Consideremos um jogo que consista no langcamento de uma moeda trés vezes.
Suponhamos que a tdnica do jogo seja a seguinte: a cada cara obtida, ganha-se $1, ao passo
que a cada coroa obtida nao se ganha nada. Qual seriam entdo as probabilidades de ganhos
neste jogo, a cada passo?

Iniciemos nossa andlise fazendo algumas consideragdes iniciais. Chamaremos cada
lancamento realizado de ‘passo’. Denominemos o resultado ‘cara’ como H e o resultado
‘coroa’como 7T . Assim, no primeiro passo, podemos obter ou H , ou 7 ; no segundo passo, o
resultado associado ao lancamento da moeda também é H ou 7, mas, em termos de
resultado acumulado, obteriamos HH , HT, TH ou TT, dependendo do resultado do
primeiro passo. Os eventos acumulados consistem, portanto, de seqiiéncias dos resultados
anteriores; assim, mais natural entdo representd-los como sendo n-uplas do tipo (H JT,-- H ),
e assim por diante. Portanto, o espaco amostral associado a cada lancamento de moeda €
Q={H,T}, ao passo que o espaco amostral associado ao resultado acumulado no n-ésimo

passo € dado pelo produto cartesiano Q" = X Q.

Os resultados obtidos a cada passo podem ser representados por meio de um diagrama
muito util, denominado drvore binomial:

HHH
HH
H HHT
HTH
HT
) HTT
THH
TH
THT
. TTH
TTT
| |
0 ] 2 3

Figura 1.1 — Representacdo grafica dos resultados do lancamento de uma moeda trés vezes

De acordo com estas duas situagdes distintas, teremos também dois tipos diferentes de
ganhos. O primeiro tipo se relaciona ao ganho obtido a cada passo; ja o segundo, se relaciona
ao ganho acumulado até um determinado passo. Em relacdo a primeira situacdo, como a cada
passo ou o jogador ganha $1 ou ndo ganha nada, podemos representar este ganho por meio da

varidvel aleatéria X, : Q — R _,

X (H)=+1, Xx,()=0,
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onde k indica o passo. J4 para a segunda situagdo, o resultado acumulado consiste no nimero
de caras obtidas até o n-ésimo passo, que por sua vez ¢ dado pela soma do nimero de caras

obtidas a cada passo k <n; portanto, se S, : Q" — K ¢ a varidvel aleatéria que nos fornece
este nimero, esta assume a forma

S, ((0)2 Xk(wk)’ L35

k=1

onde 0 = (0,,@,, -, 0,).
Uma vez estabelecidas as varidveis aleatdrias que consistem na base de nosso jogo,

passemos ao cédlculo da probabilidade de ocorréncia de cada resultado. Consideremos que a
probabilidade de se obter uma cara a cada passo seja igual a

L
PlX, (@)=+1]=p, 36
onde 0< p <1, e que a probabilidade de obtermos coroa seja igual a

Plx, (@)=0]=4, 1.36b

onde naturalmente ¢g=1-p. Com estes resultados em mao, podemos deduzir as

probabilidades para cada resultado acumulado. Vimos na subsecdo I.1.4. como calcular a
probabilidade de varidveis aleatérias definidas sobre um produto cartesiano; utilizemos este
conceito entdo para calcularmos as probabilidades associadas a este jogo. Definamos
inicialmente a nova variavel

Z,:Q" >R
(wl""’a)n)'_)(Xl(w1)""’Xn(a)n));

por esta definicdo torna-se claro que cada n-upla co=(co1,co2,~--,con) fica univocamente

determinada por Z, (w). Portanto,
P[(wl’wZ’.“’wn )]=P[(Xl(a)l )’ XZ(wZ)’.“’Xn(wn))]

= PlX, (@ )0 iX, (@, )0 niX, (@)}, 137

onde usamos a defini¢do (I.30). Os eventos em interseccao no lado direito da ultima igualdade
acima sao independentes entre si, uma vez que o resultado do lancamento da moeda em um
passo ndo influi na obten¢do da informacgdo do resultado do passo seguinte. Devemos notar
que somente o resultado acumulado depende dos resultados anteriores. Com isso, a equagao
(I.37) torna-se

Pl @,..0,)=PIX, ()P, @,)] - PlX, (@,)]. 138

Tomemos, como exemplo, os pontos amostrais (H JH ) e (T,H ) em Qz; suas

probabilidades de ocorréncia sdo iguais a P[(H JH )] =p’e P[(T, H )] = pq , respectivamente.
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Com este aparato desenvolvido até aqui estamos aptos a calcular a probabilidade de
ocorréncia de um determinado valor para §,. Consideremos, por exemplo, que um jogador

queira saber qual a probabilidade de se ganhar $x apdés n passos, ou seja,
P[we Q":S"(w)= K]. Notemos que um dado ponto amostral we Q" pode levar a idénticos
valores para §, ; assim, por exemplo, S3(H,H,T) ¢ igual a S3(H,T,H) ea S3(T,H,H),
uma vez que a soma das varidveis aleatorias X, correspondentes a cada ponto amostral
o, € Q € igual a 2. Portanto, devemos considerar estes valores iguais no computo de cada
probabilidade. Supondo-se que na n-upla o = (wl,w2,~--,wn) hajam «k caras, existem
n!/K!(n —x ) n-uplas we Q" diferentes que resultario no mesmo valor para S , » deste modo,
como a probabilidade de ocorréncia de cada n-upla w = (wl,w2,~--,wn) ¢ igual a p*q"™",
segue-se que a probabilidade de ganharmos $ k' caras em n jogadas serd igual a

P[we Q" :S"(w)zK]z[Z]qu"_K. 1.39

De acordo com a defini¢ao 1.8, a expressao acima corresponde a fun¢do densidade de
probabilidade de um passeio aleatério determinado pela varidavel S, ; denominamos esta por

Jungdo densidade de probabilidade de Bernoulli.
Calculemos agora a valor esperado e a variancia deste processo. De acordo com a
defini¢do I.15, o valor esperado de S, serd igual a

= an (a))P[a)e Q" :S"(CO)=K]

weQ"

:iOKP[a)e Q": 8" (w)=x]

ey e T

=np, 140

onde efetuamos algumas manipulacdes triviais com 0s somatorios.

A variancia de um passeio aleatério pode ser determinada por meio das equagdes
(I.32) e (1.40), resultando em

var§, =npq. [.41

Resta-nos agora obter o valor da probabilidade de ocorréncia de uma cara, p.
Experimentalmente, ao realizarmos uma série de n langcamentos de uma moeda, observamos
que quanto maior for o valor de n mais préoximo de 0.5 serd o valor de p. Este fato
experimental motivou Bernoulli a desenvolver o primeiro teorema de limite, o ‘teorema
dureo’ (que posteriormente viria a ser chamado por Poisson de Lei dos Grandes Niimeros),
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que valida teoricamente o valor p =0.5. Voltaremos a este tema na subsecdo [.2.6., onde

trataremos deste assunto mais pormenorizadamente.
Por meio da equacdo (1.39) podemos finalmente responder a questdo colocada no
inicio desta subsecdo, assumindo-se entdo p =0.5: um jogador que entre neste jogo de

moedas terd uma probabilidade de 0.125 de ganhar $3, uma probabilidade 0.375 de ganhar
$2, uma probabilidade 0.375 de ganhar $1 e uma probabilidade 0.125 de ndo ganhar nada.

O passeio aleatério considerado até agora nao admite valores negativos em sua
formulacdo. Para tornarmo-lo mais completo, analisemos sua versdo simétrica; como
anteriormente, consideremos que o experimento-base consista em um jogo de moedas, com as
seguintes regras: para cada cara obtida, ganha-se $1; s6 que, desta vez, para cada coroa obtida,
perde-se $1. Perguntamos, entdo: quais sdo as probabilidades de perdas e de ganhos deste
jogo ao final do terceiro langcamento?

Os espacos amostrais sao idénticos em relacdo ao jogo anterior. Em termos de
variaveis aleatdrias, consideraremos

X, (H)=+1, X, (T)=-1, 142
sendo a soma destas varidveis no n-ésimo passo igual a varidvel aleatéria S, : Q" — R
Sn(a)):ZXk(a)k)’ 143
k=1

onde @ = (a)1 NORRIENON ). Para fins de simplicidade, podemos separar a varidvel aleatéria S .
em termos de suas partes positiva e negativa,

Xin(w):ixik(wk), L44a
k=1
onde
+lL,w, =H -l =T
X+ — s Wi a, X_ — s Wi s
)= h 2 e Lasb

E facil observar que as varidveis X *, € X ~.sdo independentes; ademais, apresentam
a mesma distribui¢cdo, a de Bernoulli. O ganho obtido no n-ésimo passo € dado pela soma

S, (@)=X"(0)+X (@) 1.45

Se em n lancamentos obtivermos k caras, teremos n—k coroas; com isso, S,
assume a expressao

S, =2k—n. 1.46

n

Suponhamos que ao final do n-ésimo passo tenhamos obtido $&; calculemos agora
probabilidade de se conseguir este valor, Pla)e Q" :S" (a)):d Usando a equacao (1.46), é
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facil deduzir que o nimero de caras € igual a (n+§)/ 2 e o numero de coroas € igual a

(n—&)/2; como as varidveis aleatérias X *» e X, apresentam a mesma distribuicio,
obtemos sua forma usando-se a expressao (1.39):

_ no\ mE oat
pX+n=”+5 =PX*,,=” 3 =|n+é& 2q 7,
2 2 2

Portanto, a probabilidade de se obter um ganho (ou perda) de $& € igual a

nté  n-g

n
Ploc Q" 5" (@)=x]|=|n+&E p 2 g2 . 147
2

O passeio aleatério acima foi aplicado a um simples jogo de azar; entretanto, suas
implicacdes em outros ramos do conhecimento sdo profundas. Em Fisica, por exemplo,
podemos interpretar as varidveis aleatorias (1.42) como sendo deslocamentos unitarios de uma
particula em um liquido; sua soma, equagdo (I.43), representaria o deslocamento parcial
decorridos n passos. Este modelo discreto € a base do Movimento Browniano!

No caso de Financgas, cada passo (I1.42) pode representar um movimento de baixa ou de
alta ac@o; com isso, a modelagem de precos também pode resultar de um passeio aleatério!

No préximo capitulo voltaremos a abordar com maior detalhe os conceitos do passeio
aleatério de modo a introduzir um importante conceito: o de processos estocdsticos.
Discutiremos, também, um outro importante limite do passeio aleatdrio: o limite de Poisson.

I.2 A Teoria Axiomatica da Probabilidade

I.2.1 O Espaco de Probabilidade

Na secdo anterior vimos que para caracterizarmos completamente um dado
experimento necessitamos de trés elementos: um espaco amostral, uma sigma-dlgebra e uma
medida de probabilidade. Para espacos arbitrarios a defini¢do destes elementos é andloga a
introduzida na se¢do anterior:

1.18. Definicao : Seja  um conjunto nio-vazio, o qual denotaremos de espaco amostral.
Uma sigma-dlgebra é uma classe F de subconjuntos (os eventos) de Q que satisfazem as
seguintes propriedades:

I Q.0 F
II. Se Ae F,entdo A€ F;

111. Se {A1 A, ,} ¢ uma seqiiéncia de eventos em F, entdo
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O A e'F.
n=l

A dupla (Q,F) denomina-se espagco mensurdvel.

No caso de Q ser finito, a defini¢do acima coincide com o power set deste espaco
amostral finito, conforme ja discutido na proposicao 1.2.

Uma vez introduzido o conceito de sigma-algebra em um espago amostral abstrato,
definamos agora a medida de probabilidade sobre este espago:

1.19. Definiciio : Seja (Q,F ) um espaco mensurdvel. Uma medida de probabilidade sobre
este espaco € uma fungdo

P:F ——[01],

de tal modo que

II. Se {Al A, ,} e F ¢ uma seqiiéncia de eventos mutuamente exclusivos, entdo

P[QAJ:;P[AH].

A defini¢do 1.19 se reduz ao caso finito simplesmente tomando-se no item ii acima a
seqiiéncia {A,, A, ,...,A, ...} com A,_ #QD e A,_, =& . Com isso obtemos novamente o item

I. da Proposic¢do 1.4.

k>n

1.20 Defini¢do : Seja Q um espaco amostral ndo-vazio, # uma sigma-dlgebra em Q e P

uma medida sobre (Q,F). A tripla (Q,F, P) é denominada espaco de probabilidade.

As propriedades fundamentais das medidas de probabilidade sdo andlogas as da
Proposicao 1.4., com excecdo das duas ultimas abaixo ([2], [4], [5], [9], [12], [15], [32])) :

L.21. Proposiciio : A medida P sobre um espaco mensurdvel (Q,F) satisfaz as seguintes
propriedades:

L Se A,Be F, entio
P[AuB]= P[A]+ P[B]-P[ANB];

II. Se {A,,A,...} € F, entdo

P{OAVL}ZZP[A"];

n=1
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I11. Se A,Be F e AcC B, entio
P[B]= P[A]+P[B/A], ou
PlA]< P[B].

IVv. (Continuidade por baixo) Se {A1 A, ...} é uma seqiiéncia de eventos em F tal
que A, C A, -+, entdo

P{O An} =1lim P[A, ].
el n—oo

V. (Continuidade por cima) Se {A1 A, ,...} é uma seqiiéncia de eventos em F tal

i

O primeiro exemplo de um espaco de probabilidade abstrato que poderiamos
considerar € o caso da reta real, pois € o conjunto mais importante em termos de aplicacoes
praticas. Mas, antes de prosseguirmos com este caso, necessitamos de ferramental adicional
para tal digressdo. O teorema abaixo é fundamental para a discussdao que se segue ([2], [4],

[51, 91, [12], [15], [32]) :

I.22. Teorema : Seja G qualquer classe ndo-vazia de eventos de Q. Entdo existe uma e

que A, D A, D, entdo

DX

An} =1lim P[A, ].

1

somente uma sigma-dlgebra F de Q que satisfaca

L F 2G;
IL. Se Hfor qualquer sigma-dlgebra em Q tal que H o G, entdo H o F

Neste caso, F €& a menor sigma-dlgebra em Q que contém todos os eventos de G.

Dizemos que F é a sigma-algebra gerada por G e denotamo-la por o [g]

O teorema acima nos diz que podemos gerar sigma-algebras a partir de uma dada classe
de eventos de um espaco amostral. Entdo, para extrapolarmos este teorema para o caso da reta

real, basta considerarmos entio Q=% e escolhermos uma classe de eventos de K.

conveniente. Observemos que a partir da definicio da reta real, K = (—oo,+o0), todo conjunto
da forma

I(x)=(—00,x], —o0<x<o

pertence 2 R ; assim, considerando-se a classe I de todos os intervalos da forma I(x) acima,
podemos observar que
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R.Del.

Com isso, o primeiro requisito para se construir uma sigma-algebra € satisfeito. Isso
nos indica que a classe dos intervalos semi-abertos I definida acima pode ser a classe

desejada para entdo usarmos o Teorema 1. 22. De fato, com estes elementos podemos provar o
seguinte [15]:

I.23 Teorema : Seja I a classe composta por todos os intervalos semi-abertos da reta real
(—o0,x] com —oo< x<oo; entdo, pelo Teorema [.22 existe uma minima sigma-algebra que

contém a classe [ ,

B[R] =c[R]

Com isso, introduzimos a seguinte

1.24. Definicao : A sigma-dlgebra deduzida no Teorema 1.23 é denominada sigma-dlgebra de
Borel. Os eventos pertencentes 2 ‘B [ R ] recebem o nome de eventos de Borel ou borelianos.

Uma vez introduzida a sigma-dlgebra de Borel, analisemos agora os eventos
borelianos. Sendo (—oo,ale B[R], segue-se que também que (a,) =(-,a]‘e B[R ];
portanto, sendo (—oo,b] € (a,co] borelianos, segue-se que sua interseccao

(a,b]=(a,o) N (—,b] 1.48

z

também é um boreliano. Com isso, (a,b]e B [K] Intervalos semi-fechados a direita

também sdo borelianos, pois [a,b) = (a,b]‘. Entdo, a partir da relagao
[a,b]=(a,b]V[a,b), 1.49
concluimos que [a,b]e B [R.]. Da relacio

(a,b)=[a.b]", 150

conclufmos também que (a,b)e B[R ].
Consideremos agora o evento unitario

{a}:ﬁ(a—l,a+l} L1

n n

como a intersec¢ao de intervalos abertos, que sdao borelianos, resulta em um evento boreliano,

concluimos que também pontos (eventos unitirios) sdo borelianos. Com isso, {a}e B[R ].
Por intermédio desta propriedade observamos também que todos os conjuntos que contém um
numero finito de elementos também sdo borelianos: se A={a,,a,.....,a,}, entdo
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1.52

a=Ule, )

ademais, a propriedade acima pode ser estendida para um qualquer evento com um ndmero
contdvel de elementos: entdo, se A={a,,a,,...} segue-se que

1.53

1=Ule}

€ um evento boreliano. Com isso, concluimos que o conjunto dos nimeros racionais, Q € seu

complemento, o conjunto dos niimeros irracionais I sédo também borelianos.

Pela discussao acima notamos claramente que a sigma-algebra de Borel é a mais
importante de todas, pois engloba todos os eventos que encontramos mais freqiientemente:
intervalos abertos, semi-abertos, fechados, semi-fechados, 0s ndmeros racionais, irracionais
e assim por diante. Observemos que também o caso finito, objeto de nossa primeira se¢ao,
pertence a sigma-adlgebra de Borel. No entanto, a sigma-dlgebra de Borel ndo engloba fodos os

eventos de R ; ou seja, B[R ]cP [R]e B[R]+ P[R]. Exemplos de eventos que nio

sa0 borelianos s@o os conjuntos de Cantor, que ndo discutiremos aqui.

I.2.2 Variaveis Aleatorias — Func¢oes de Distribuicao

Em nossa discussdo anterior acerca de varidveis aleatérias em espagos finitos, vimos
que sua principal caracteristica era a de preservar o espago de probabilidade. Para
generalizarmos este conceito para um espago abstrato, devemos contemplar esta importante

propriedade. Para tanto, tomaremos como espago alvo o espaco mensurdvel (R, B[R ]), que

€, como vimos, a generalizacdo do espaco finito de resultados mencionados na secdo 1.1. Tal
generalizagao resulta no conceito de funcoes mensurdveis em espacos de medida:

1.26. Defini¢io : Seja (Q,F , P) um espago de probabilidade e X : Q—— R uma fungio

real. X é uma varidvel aleatdria se for mensurdvel em relagdo a F, ou seja, se satisfizer

X' (I)cHF
onde I é a classe definida no Teorema 1.23.

A Definicao 1.26 admite outras formas, a saber ([2], [4], [5], [15]):

1.27. Proposicao : As afirmacdes seguintes sao equivalentes:

I. X é mensuravel;
1L X [(~e0, x1]e F;

IIL. X[(x,0)]e F;
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IV. X[x,0)]e F.

O préximo teorema nos proporciona as condi¢des necessdrias e suficientes para a
mensurabilidade de uma funcao:

1.28. Teorema : Seja (Q,F ,P) um espaco de probabilidade e X : Q—— R . Entdo X é

mensurdvel se e somente se X ' (B)e F para cada evento boreliano, ou seja
X'(B)cF.

As varidveis aleatérias apresentam inumeras propriedades operacionais
importantes([2], [4], [5], [15]):

1.29. Proposicdo : Sejam X e Y :Q—— R varidveis aleatérias e @ um ntiimero real. Entdo
as seguintes expressoes sdo também varidveis aleatorias:

I. oX ;
1
1I. — para X #0;
X
1L VX para X 20;
IV. X+Y;
V. XoY.

Conforme vimos na subsecdo I.1.3, podemos sempre aproximar varidveis aleatdrias
simples por fun¢des indicadoras, analogamente ao que ocorre com vetores expandidos em
uma dada base. Sabemos de varios ramos da Andlise Matemdtica que € conveniente
estabelecermos também representagdes em termos de bases para fungdes continuas, pois, em
muitos casos, a expressdo de tal funcdo é complexa a ponto de ndo nos permitir manipuld-las
de uma forma adequada. Por isso, é importante que estabelecamos também a expansao de
variaveis aleatdrias continuas em termos de funcdes mais elementares. A primeira pergunta
que nos surge é: combinando-se varidveis aleatérias obtemos uma varidvel aleatéria? E o
inverso, também ¢ vélido? Para um numero finito de varidveis aleatérias vimos, pela
proposi¢do 1.29., que sua soma resulta também em uma varidvel aleatéria. E no caso de um
quantidade enumerdvel de varidveis?

Para respondermos esta questio, consideremos uma dada seqiiéncia {X n(co)}:’:l de
varidveis aleatérias. Fixemos um ponto amostral @ qualquer em € ; tomemos agora as
imagens X (@) e X, (@) deste ponto, onde m” é um dado niimero natural. Tracemos agora
uma bola B, (w) ao redor de X (), de modo que esta contenha também o ponto X " (w)
(vide Figura 1.1). Escolhamos agora um niimero natural m’ tal que m” >m’;se X,.(®) nio

estiver contida na bola de raio £” escolhamos uma nova bola de raio £”, centrada em X (@),
que contenha X . (®). Procedamos deste modo sucessivamente.
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Figura 1.2 — Diagrama para anélise de convergéncia de variaveis aleatorias.

Se, ap6s inimeras escolhas, encontrarmos um nimero natural m de tal modo que para
qualquer n > m exista uma bola de raio €, com € infinitesimal, que contenha o ponto X, (w),

vemos que X n(w) possui um valor numérico muito préximo do de X(w); em outras
palavras, dizemos que X n(w) converge para X (@) no ponto @ fixado. Notemos que a

convergéncia neste ponto depende de forma crucial da escolha do raio € da bola, o que
influencia, conseqiientemente, o valor de m .

Discutimos acima o conceito de convergéncia em um dado ponto; resta-nos estender
este conceito para todos os pontos do espaco amostral . Construamos de modo andlogo para
todos os valores de we Q, as bolas B, (w) correspondentes. Notemos que, dentre a classe de

conjuntos definida pelas bolas, hd duas possibilidades: ou hd uma bola de raio fixo € que
englobe todas as outras, ou cada seqiiéncia definida por @ possui uma bola distinta dentro da
qual se da a convergéncia. No primeiro caso, ha tdo somente um ndmero natural m a partir do
qual ocorre a convergéncia; ou seja, para todo n > m . Nesta situacdo, m serd determinado tao
somente em funcdo do raio da bola €. J4 no segundo caso, como hd diferentes bolas que
determinam a convergéncia de cada seqiiéncia, m serd definido também em funcdo de cada
valor de @.

Temos ai definidos, portanto, dois modos de convergéncia diferentes, definidos da
seguinte maneira:

I. 30. Definicdo : Seja {x ; (co)}::1 :Q — R uma seqiiéncia de varidveis aleatérias. Dizemos
que X, converge uniformemente a um dado valor X se, para cada € >0 real e para cada

we Q existir um inteiro positivo m = m(g) tal que

X, (@)-X)<e, paran>m.
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I. 31. Definicdo : Seja {X ; (co)}:=1 :Q — R uma seqiiéncia de varidveis aleatérias. Dizemos
que X, converge a um dado valor X se, para cada € >0 real e para cada we Q existir um

inteiro positivo m = m(e, ) tal que
X, (@)-X)<e, paran>m.

Neste caso, dizemos que X é o limite da seqiiéncia {X . (oo)}:’:1 , € 0 representamos por
lim X, (w)=X(w)
n—oo

paratodo we Q.
Uma vez estabelecida esta definicdo, podemos agora responder a questdo colocada
anteriormente por meio do seguinte ([2], [4], [S], [15])

I. 32. Teorema : Seja X,, X,,... uma seqiiéncia limitada de varidveis aleatdrias para cada
we Q. Entdo,

I. sup X, e inf X, sdo varidveis aleatorias;
II. limsup X, e liminf X sdo varidveis aleatdrias;
II1. Se lim X K (w)=X(w) para todo we Q, entdo X também € uma varidvel
n—so0
aleatoria.

Uma vez discutidas as propriedades das varidveis aleatdrias continuas, voltemos nossa
discussdo a generalizacdo do conceito de fungdes de distribuicdo. Na subse¢do 1.1.3 vimos
que a definicdo de uma funcdo densidade de probabilidade ¢é igual a expressao
p(x) = P[co X (w) = x]; entretanto, no caso continuo, ndo podemos empregar esta definicao,

pois
Plo: X (@)=x]=0

para todo xe R, conforme podemos facilmente verificar. Para podermos investigar a

expressdo matemdtica adequada das func¢des densidade de probabilidade para o caso continuo,
suponhamos que X seja uma varidvel aleatéria real definida sobre um espaco de

probabilidade arbitrario (Q,F, P ). De acordo com a proposicio 127, X [(—o0, x1]e F ;
portanto,

x! [(—oo, x]]: {oe Q: X(w)< x}.

Deste modo, a composicao Po X - [(— oo, x]] ¢ uma funcdo a valores reais em x; €

através desta que iremos generalizar o conceito de densidade de probabilidade para o caso
continuo, conforme veremos. Introduzamos entdo a seguinte
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1. 33. Definicdo : Seja (Q, F, P) um espaco de probabilidades e X uma varidvel aleatéria
X:Q—— R; afuncio F: R —[0,1], definida por

F(x)=Po X [(= 0. x]].
€ chamada de funcdo de distribuicdo da varidvel aleatoria X .

Pela definicdo acima inferimos imediatamente as seguintes propriedades das fungdes
de distribui¢do ([2], [4]):
I. 34. Teorema : Seja F(x) a funcio densidade de probabilidade de uma dada varidvel

aleatéria X ; entdo F serd uma fun¢io nio-decrescente em & e continua pela direita em toda
a parte. Ademais, satisfaz as seguintes propriedades:

lim F(x)=0,
lim F(x)=1.

X—>+o0

Vejamos agora como poderemos introduzir o conceito de fung¢do densidade de
probabilidade no caso continuo. Como P[X =x]=0 para todo x, consideremos entdo de
forma alternativa a probabilidade de ocorréncia de um dado ponto em uma vizinhanga
(x—e,x+£] de x, onde € € um ndmero real infinitesimal. Usando-se a relacao

(x—&,x+€]=(—o0, x+€]N (0, x—€],
e a propriedade das fungdes inversas
X Hx-e,x+ell=X oo, x+en X (=00, x—£]}",
segue-se que
Plx " {x-e.x+el]=Plx {0, x+ A X {00, x— ] |
= P[X (= oo, x + e[}]+ P|X " {(= o0, x — €] ]
Pl st eloli—e.o))
=F(x+e)-F(x-¢).
Portanto,
Plx—e<X <x+e]=F(x+e)-F(x—¢).

Nesta dedug@o usamos a propriedade III. da proposi¢do 1.4, além da defini¢do 1.33.;
expandindo-se o lado direito da expressdo acima ao redor de €, obtemos
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Plx-e<X Sx+8]=28iF(x),
dx

a menos de termos de ordem 0(83 )

A equacdo assim obtida expressa a probabilidade de ocorréncia de um determinado
valor dentro de um intervalo infinitesimal, o que nos d4 imediatamente a idéia de densidade;
portanto, podemos associar a densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria como
sendo a derivada primeira de sua func¢do de distribuicao:

I. 35. Definiciio : Seja F(x) a funcdo densidade de probabilidade de uma dada varidvel
aleatéria X ; definimos a fungdo densidade de probabilidade de X como sendo

f(x):=%F(x).

Portanto,

F(o)= [ Xz,

e, pelo teorema 1.34.,

[ rtan=1,

conforme esperamos de uma fun¢do densidade de probabilidade.
Seguem abaixo algumas funcdes densidade de probabilidade importantes do ponto de
vista de aplicagdes:

e Distribuicao Unitaria :
1
flx)= , a<x<b;
b—a
£ Distribuiciao de Poisson :
f(x):l'e_’l/l_x, A>0 e xeAN;
x!

< Distribuiciao de Cauchy :

1 .
f(x)—m, xe R
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£ Distribuiciao Gama :

I.2.3 Momentos

Passemos agora a generalizacdo do conceito de momentos para um espago de
probabilidades arbitrdrio. Partamos, para tanto, do conceito desenvolvido para o caso finito.
Introduzimos na subsecdo I.1.5 a expressdo do valor esperado para uma varidvel aleatdria

finita {X (@, ) = x, }, k <m, como sendo igual a
EX =Y x,p(x,),
k=1

onde p(a)k ) denota a probabilidade de ocorréncia de cada x, . Como p(a)k )= P[X (w ' )=x ' ],

e P é uma medida de probabilidade, a equacdo acima nos sugere que, para um caso geral, o
somatério acima deva ser substituido por uma integral. De imediato, podemos imaginar que
esta integral deva ser de Stieltjes, em relacio a medida P. Para uma dada func¢do F, a
integral de Stieltjes satisfaz dois preceitos bdsicos que aproveitaremos aqui em nossa
generalizagao:

J.[u’b] dF = F(b)—F(a);

fo0y ZtodF = F®)=F(a). fa.p]l<[a 5]

Definiremos entdo, com base nesta analogia, uma integral que satisfaca os seguintes
preceitos:

EW:L

LXMW:PMI

Estabelecidas entdo estas propriedades bdsicas, podemos investigar 0s casos mais
complexos. Consideremos inicialmente o caso de uma varidavel aleatéria simples,

X(@)=) x,7, @).

n=1

Entao,
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Portanto, se A, = e x (co)= X, }, recuperamos a expressdo do valor esperado para uma
varidvel aleatdria discreta.

Consideremos agora uma varidvel aleatéria arbitraria ndo-negativa X , que ndo possa
se expressa por meio de varidveis aleatérias simples; introduzamos agora o conjunto
Z2={®:Q - R: ® simples e P(w)< X(w), Yoe Q}. Notemos que o conjunto Z contém
todas as funcgdes simples que aproximam X por baixo. Portanto, dentre estas funcdes, ha
certamente uma que melhor aproxima X . Portanto, nada mais natural que definirmos a
integral de X como sendo a integral da varidvel aleatéria simples que mais se aproxima
desta; portanto, ajuntando-se as defini¢des dadas acima, podemos definir integrais em um
espaco de probabilidades da seguinte maneira:

1.36. Definicio : Seja (Q, F, P) um espaco de probabilidades e X uma varidvel aleatéria

X : Q—— R, ndo-negativa. Considerando-se o conjunto
Z={®:Q— R: ® simplese ®(w)< X (), Voe Q},
definimos a integral de X como sendo a expressao

IXszsupf@dP.
Q Z 9

Uma vez introduzida a expressdo da integral de uma varidvel aleatéria, podemos
retomar o conceito de valor esperado de uma varidvel aleatéria sobre um espaco de
probabilidades arbitrario. A definicdo acima de integral aplica-se somente a varidveis
aleatérias ndo-negativas; portanto, de modo a generalizarmos por completo o conceito,
precisamos introduzir as integrais definidas para as varidveis que apresentem valores
negativos. Para tanto, consideremos uma varidvel aleatéria X arbitrdria, podendo assumir
tanto valores negativos quanto positivos. Separemos agora X em suas partes positiva e
negativa:

X " (0)=max{X (@)0}, X (0)=max{-X(®)0}.

X (@), apesar de representar a parte negativa de X , é uma varidvel positiva, pela definicdo.

Portanto, podemos calcular sua integral por meio da defini¢ao 1.36.. Para recuperarmos o fato
de esta ser a integral da parte negativa de uma varidvel aleatdria, basta multiplicarmos a
integral obtida por (—1). O resultado da integral da varidvel aleatéria X é, com isso, igual a

deP=jX+dP—jX-dP,
Q Q Q
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onde cada integral do lado direito da equacdo acima estd definida de acordo com 1.36..
Entretanto, a expressdo acima somente fard sentido se ambas as integrais ndo forem infinitas
ao mesmo tempo. Portanto, com esta observagdo, podemos introduzir entao o valor esperado
de uma varidvel aleatdria arbitrdria através da seguinte

I. 37. Definicdo : Seja (Q, F, P) um espaco de probabilidades e X uma varidvel aleatéria

X : Q—— R. Definimos o valor esperado da partes positiva e negativa de X como sendo
EX*=[X"dP, EX =[XdP,
Q Q
onde X *(@w)=max{X(®)0} e X (@)= max{- X (@).0}. O valor esperado de X sers dado
pela expressao
EX=EX"—-EX~
se e somente se no minimo um dos termos do lado direito da equacdo acima for finito.

O valor esperado de uma varidvel aleatdria satisfaz as seguintes propriedades triviais
(I21, [41, [51, [91, [12], [15], [32]):

I. 38. Proposicao :

L. Seja X uma varidvel aleatéria. Supondo ser EX finito e k¥ um ndmero real,
entdo
Elxx]=xX ;
IL. Sejam X e Y varidveis aleatdrias. Supondo-se que EX e EY sdo finitos, entdo
vale

E[X +Y]|=EX +EY ;

II1. Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias independentes. Entao,
E[XY]|=EX -EY ;
IV. Sejam X e Y varidveis aleatdrias tais que X =Y sobre Q. Entdo
EX > EY;
V. Seja X uma varidvel aleatéria. Entdo EX € finito se e somente se E|X | for
finito.
VL Suponhamos que X seja limitada. Entdo EX ¢ finito.

A definic@o do valor esperado de uma varidvel aleatéria, conforme introduzida acima,
traz um inconveniente: a complexidade de se lidar com as integrais definidas em relagdo a
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medidas arbitrarias. E muito mais comodo, indubitavelmente, trabalharmos com integrais de
Riemann ou de Stieltjes. E possivel, conforme veremos, expressar o valor esperado de uma
dada varidvel aleatéria em termos de uma integral de Stieltjes. A chave desta identificagcao
reside no conceito das func¢des de distribuicdo, que sdo fungdes a valores reais que expressam
a estrutura probabilistica de um dado modelo.

Consideremos, para efetuamos a identificacdo mencionada, uma varidvel aleatéria
limitada: Z = g(X ), se a< X <b,e Z=0, caso contrdrio. g é uma func¢do a valores reais.

Pela proposi¢ao 1.37. V., sabemos que EZ ¢é finito. Particionemos o intervalo (a,b] em n
. b—a . . . .
subintervalos I, =a+k——; sejam m,e M, os limites minimo e méaximo de g(X) para
n

cada intervalo /, . Entdo, se x,_; < X <x, paraum dado @, segue-se que
m, < g(X )S M, .
Integrando-se a expressdo acima em relagdo a P no intervalo I, , obtemos, usando-se
J-QZAdP:P[A]’
mkP[xk_l <X< xk]SJ X, g(x)< MkP[xk_1 <X< xk].
Q

Na subsecdo anterior vimos que P[)ck_1 <X< xk]= F (xk )-F ()ck_1 ); portanto, da expressdo
acima obtemos imediatamente a relacao

L mdF(e)-Flx )} | 2nex)< YoM AF )= F )

onde usamos o fato que, em sendo (a,b]:HI , (ou seja, a unido disjunta de todos os
k

conjuntos [, ), vale ¥, =Z X, - Portanto,
k

s, <EZLS,,
onde s, :imk {F(xk )—F(xk_1 )} e S, :Zn:Mk{F(xk )—F(xk_l )}. O momento da varidvel
k k

aleatéria Z ¢ igual aEZ =I x(a’h]g(X) pois, pela definicdo de Z, esta € nula fora do
Q

intervalo (a, b]. Por um raciocinio andlogo, é facil de ver que

5, <Y (e F (v )-Flr, <SS, .

Denominando-se G, :an g(xk XF (xk )-F (xk_l )}, segue-se das duas desigualdades
k

que
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|Gn _EZ| S Sn _Sn k4

G, - EZ|< i(Mk —m W (x, )~ Flx, )}

Como

}}_}mwig(xk ){F(xk )_F(xk—l )}:_ngF,

limmax{M, —m, ,k =1,---,n}=0,

n—o0

obtemos entao
b
EZ= f gdF .

A expressdo acima pode ser facilmente generalizada para todo o conjunto dos reais
através do seguinte ([2], [4], [10]):

1.39. Teorema : Seja X uma varidvel aleatéria tendo como fung¢ao de distribuicao F , e seja

g: R >R continuaem R . Entdo Eg(X) é finita se e somente se fng ¢ absolutamente

—oo

convergente; neste caso,
Eg(X)= | gdF .

Por meio do teorema 1.39. obtemos entdo a expressdo do valor esperado de uma
variavel aleatéria em termos de uma integral de Stieltjes. Podemos simplificar ainda mais esta
expressao em uma integral de Riemann, usando-se para tanto a funcdo densidade de
probabilidade. Esta simplificacdo € permitida gragas ao seguinte ([2], [4], [10]):

I. 40. Teorema : Suponhamos que f:%&. %[O,oo) seja Borel-mensurdvel. A varidvel
aleatéria X terd f como fun¢do densidade de probabilidade se e somente se

F(x)= [ FEME. xeR.

E facil mostrar que o valor esperado de X ¢é igual a
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EX = TxdF.

Para finalizar esta subse¢@o, consideremos agora a generalizacdo do conceito de
variancia de uma varidvel aleatéria. Vimos pela definicdo 1.16. que a varidncia de uma
variavel aleatdria € dada pela expressao

var X :Z(xk —EX)’ p(x,).
k=1

A generalizacdo desta expressdo é imediata para um espaco de probabilidades
arbitrdrio; basta substituirmos o somatdrio por uma integral, obtendo-se assim a expressao

var X :j (X —EX)>dP
Q

ou
var X = E[X —EX .
Se EX *for finito, entdo
var X = EX* - [EX].

A covariancia pode ser definida do mesmo modo que fizemos para o caso de espagos
finitos:

cov(X,Y)=E[(X -EX XY —EY).

Podemos definir momentos de ordem superior, que desempenham um importante
papel na teoria estatistica:

EXP:jXPdP.
Q

E através destes momentos de ordem superior que definimos, por exemplo, as medidas
de assimetria e curtose de uma dada distribui¢do. Apesar de sua importancia capital na anélise
estatistica, ndo as discutiremos neste trabalho.

I.2.4 Convergéncia de Seqiiéncias de Variaveis Aleatorias

Retomemos agora a discussdo iniciada na subsecdo 1.2.2. a respeito da convergéncia
de séries de varidveis aleatérias. Vimos que uma dada seqiiéncia de varidveis aleatdrias pode
convergir ou em toda a parte, ou uniformemente; entretanto, encontramos varios exemplos
nido somente dentro da teoria da probabilidade, mas também na teoria da medida em geral,
onde nem sempre a convergéncia ocorre em todos 0s pontos.
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Consideremos, portanto, que uma dada seqiiéncia de varidveis aleatérias, {X , (a))}:’=1 ,

convirja para uma varidvel aleatéria X, exceto em determinados pontos amostrais;
denominemos por A o conjunto de tais pontos. Se a probabilidade de ocorréncia do evento A

for nula, garantimos que a convergéncia desta seqiiéncia ocorre com certeza em A‘, mesmo
apesar desta falhar em A. Este é o caso, portanto, de um modo de convergéncia fraco, mas
que desempenha um papel importante no escopo da teoria da probabilidade, conforme
veremos.

Em toda esta subsegdo consideraremos que tanto uma seqiiéncia {X (a))}:zl, quanto
X estdo definidas sobre um espaco de probabilidade (Q, F, P). Isto posto, introduzimos
nossa primeira
I. 41. Definicdo : Seja {X (oo)}:’:1 uma seqiiéncia de varidveis aleatérias. Dizemos que X,
converge quase que certamente a um dado valor X , denominada por X, —=— X , se existe

um evento Ae F tal que P[A]=0 e
X,>X em A°, n—>oo.

Os modos de convergéncia tratados nas definicoes 1.30. e 1.31. empregam diretamente
as propriedades das seqiiéncias de varidveis aleatérias e da varidvel-limite X , sem fazer
men¢do a probabilidade de ocorréncia destes. Para que seja vdlida a convergéncia da

seqiiéncia, € necessdrio que a probabilidade de que |X ) (w)-Xx (w} < € seja ndo-nula para todo
€ >0, o que nos define um novo modo; portanto,
I. 42. Definicdo : Seja {X (oo)}:’:1 uma seqiiéncia de varidveis aleatérias. Dizemos que X,

converge em probabilidade a X , denotado por X, —"— X se, para cada € >0 real valer a
seguinte relacdo

Plx,-X|>e]-0, n—o.

Suponhamos agora que seqiiéncia de varidveis aleatérias {X (oo)}n=1 e X possuam o0s

g primeiros momentos finitos, € que cada componente X, tenha F, e X tenha F como

funcdo de distribui¢do. Estes elementos formam as seqiiéncias {EX n‘i’(a))}j=l e {F, (x)}:;l;

como tais, € interessante investigar suas propriedades de convergéncia, uma vez que sao
funcdes a valores reais. Uma vez analisadas tais propriedades, estudaremos suas conexdes
com os modos definidos anteriormente. Introduzamos primeiramente as definicdes
propriamente ditas:

I. 43. Definiciio : Seja {X ; (co)}:=1 uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias, cujas respectivas
funcdes de distribuicdo estdo agrupadas na seqiiéncia {Fn (x)}:;1 . Dizemos que X, converge

em distribui¢do a X , denotado por X, —2— X , se
F,(x)> F(x), n—e,

onde x € um ponto de continuidade de F' .
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I. 44. Definicio : Seja {X n(a))}w_l uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias, com 0s ¢
=
primeiros momentos finitos. Dizemos que X, converge no g-ésimo momento a X , denotado

por X, ——> X, se
EX,-X|" >0, n-oe.

Dizemos que X, converge na média a X , tomando-se ¢ =1, e que X, converge na
média quadrdtica a X , tomando-se g =2 e denotamos estes casos especiais de convergéncia

m.s.

por X, —— X e X —=— X , respectivamente.

Estes sdo, portanto, os modos de convergéncia mais importantes que podemos
estabelecer para uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias. Tais modos guardam uma restrita
relac@o entre si, 0 que nos propiciard importantes ferramentas para futuros desenvolvimentos.
O teoremas seguintes nos mostram as relagcdes existentes entre estes diferentes modos; em

todos estes estamos considerando que {X n(a))}:;l € uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias,
bem como X, com os ¢ primeiros momentos finitos. Sdo vdlidas as seguintes afirmacgdes

(121, (41, [5], [10D) :
I.47. Teorema: Se X — X entdo X, —— X .

I. 46. Teorema : Se X, —“—> X ou X, —L> X ,entdo X, —— X .

I. 48. Teorema : Se X, —— X ,entdo X, —2—> X .

O inverso do teorema 1.48 ndo é valido exceto no caso de X ser constante em Q ([2],

[4], 5], [10])
I. 49. Teorema : Se X, —2—> X, onde X (w)=x para qualquer we Q, xe R, entio

X, —t>k.

H4 outro teorema, por sinal muito importante, que trata das condi¢des necessdrias e
suficientes para que uma dada seqiiéncia convirja em distribuicao ([2], [4], [5], [10]) :

I. 50. Teorema : Seja {X , (w)}"_, uma seqiiéncia de varidveis aleatérias. Entdo X ,——X

n=1

se € somente se
Ef(X,)— Ef(X)
para toda funcio f : R — R continua e limitada em X _.

No diagrama abaixo resumimos as relacdes existentes entre os diversos modos de
convergéncia assegurados pelos teoremas acima:
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Converge em £

v
Quase Certamente

No g- ési M
0 - ésimo —» Em Probabilidade
Momento

v
Em Distribui¢ao

Figura 1.3 — Relagdes existentes entre os diversos modos de convergéncia.

Estes sdo, portanto, os principais modos de convergéncia encontrados na teoria da
probabilidade. Tais modos desempenhardo um papel fundamental nos capitulos que seguem,
principalmente na elaboracdo dos conceitos que levarao aos processos de Lévy e da integral
estocéstica de Ito.

Com este teorema, concluimos nossa discussao acerca dos modos de convergéncia de
seqiiéncias de varidveis aleatorias.

I.2.5 Funcoes Caracteristicas

Depois de introduzidos os elementos mais importantes da teoria da probabilidade,
podemos agora retomar o passeio aleatério desenvolvido na subsecao I.1.6.. Discutimos nesta
que o passeio aleatorio constitui um modelo chave em toda a teoria da probabilidade, sendo
até mesmo a base do Movimento Browniano e do Modelo de Black & Scholes, conforme
veremos. O principio fundamental do passeio aleatorio consiste na introducdo de uma varidvel
aleatéria S, que € a soma de passos simples de magnitude 1 ou —1. Isto significa dizer que

estamos decompondo um dado experimento em porcdes mais simples, mais facilmente
analisdveis. Portanto, a légica por trds deste raciocinio é extremamente util, pois nos permite
representar um dado modelo complexo em termos de partes mais simples.

Nesta subsecdo estenderemos o principio-base do passeio aleatério para um caso geral:
ou seja, analisaremos como uma dada varidvel aleatdria pode ser decomposta em partes mais
simples. Isso compreende uma andlise de como as fun¢des de distribuicdo, momentos, etc, se
comportam.

Observemos que em um passeio aleatério dois fatores estdo implicitos: primeiramente,
as varidveis que assumem valor *1 sdo independentes entre si; e, segundo, apresentam a
mesma distribuicdo. Estes dois fatores sdo essenciais na andlise que pretendemos fazer;
portanto, formalizemo-lo na seguinte
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I. 51. Definicdo : Seja {X, (oo)}:lv=1 uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias independentes entre

si e que apresentem a mesma distribuicdo. Dizemos que tal seqiiéncia é independente e
identicamente distribuida, iid.

Consideraremos por toda esta subsecdo que as fungdes de distribuicio de {X , (a))}iv=1 ,

N
n=l"*

definidas sobre um espago de probabilidades (Q, F, P), sdo dadas pela seqiiéncia {Fn (x)

Também fixamos a varidvel aleatéria S, : Q" — & como sendo a soma destas varidveis,
dada por

S, (w):ixk (,), 1.54

onde @ = (a)l,a)z,--~,a)N) ew, e, ne {1,2,...,N}.
Por toda esta subsecdo investigaremos a decomposi¢do (I.54), onde a seqiiéncia
{x ; (co)}:'=1 € iid. Antes de analisarmos as propriedades de convergéncia de S, verifiquemos

as relagdes existentes entre F), (x), sua funcdo de distribuicdo, e {Fn (x)}:’:l. Consideremos,

por questdes de simplicidade, S = X, + X, ; € possivel demonstrar neste caso que

F@)= [dF, (6 )F (v-x,).

Vemos entdo que a expressio de F(x) em termos das fungdes de distribuicio de X , €
X, assume uma forma complexa, consistindo assim em uma dificuldade operacional. Esta

dificuldade torna-se ainda maior em escolhendo-se N >2. O uso de fun¢des de distribui¢ao
para a andlise da convergéncia de somas de varidveis iid mostra-se portanto inconveniente
devido a esta complexidade. Precisamos desenvolver entdo uma nova ferramenta que nos
permita analisar a convergéncia destas somas sem o uso direto das funcdes de distribuicdo.

Em outras palavras, precisamos encontrar uma funcdo ¢de tal modo que, se ¢ estiver

associadaa S, e {(bn }' aseqiiéncia {X ) (co)}N=l , a expressdo matematica de ¢ seja simples,

n=1 n
e que a convergéncia de {9, }ivzl em ¢ implique F, (x)— F(x).
Para construirmos esta nova ferramenta utilizemos o teorema [.49., que nos diz que

X, —2— X se e somente se Ef(Xn )— Ef(X) para toda funcdo f:%R — R continua e
limitada em 2% . Tomando-se como base a varidvel-soma S=X,+X, segue-se
imediatamente que, em escolhendo-se f(S)=e¢® e f(X,)=e*, i=12, obtemos
Ef(S)=Ee®**: = Ee* Ee™ = Ef(X,)Ef(X,), uma vez que X, e X, sdo independentes. A
escolha f(S)=e® nio somente atende ao teorema I.50 como também torna a simples a

relac@o entre a varidvel-soma e suas componentes. Serd esta fung¢ao que, a menos de algumas
alteracdes em seu argumento, adotaremos em nossa andlise que segue.
Introduzamos entdo a seguinte
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I. 52. Definicao : Seja X uma varidvel aleatéria com funcao de distribuicdo F . Definimos a
Jfungdo caracteristica de X como sendo a funcdo a valores reais

¢ )= Ee™

Como uma conseqiiéncia do teorema 1.50, temos o seguinte resultado ([2], [4], [10]):
I. 53. Teorema : Sejam {x . (a))}:’:l e varidveis aleatdrias independentes dotadas de funcdes

caracteristicas {9 (& ). Se

X 25X,

n

entao

9,6)—0().

Apresentamos abaixo a expressdo das fungdes caracteristicas dos principais tipos de
varidveis aleatdrias:

£ Distribuicao Uniforme :
e —1

06)=— :

e Distribuicdo de Bernoulli :
06)=pe +(1-p

< Distribuicao Unitaria :

9(&)=expliéx]
£ Distribuiciao de Poisson :

o(&)=explale® —1))

< Distribuiciao de Cauchy :

0(€)=expliot - ]
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£ Distribuiciao Gama :

o0=[1-i5]

Antes de discutirmos a questdo da convergéncia de funcdes caracteristicas,
introduzamos algumas de suas importantes propriedades que serdo uteis mais a frente em
nossa discussdo. A primeira delas, e a mais importante para nossas consideracdes iniciais, estd
diz respeito diretamente as somas de varidveis aleatorias ([2], [4], [10]) :

I. 54. Teorema : Sejam {X . (a))};v:1 e varidveis aleatdrias independentes dotadas de funcdes

caracteristicas {¢n (5 )}nN:1 . Sendo S, a soma destas varidveis, dotada de v, (€) como fungio
caracteristica, € vélida a seguinte relagao:

A propriedade acima decorre imediatamente do teorema 1.50, e consiste no principal
fator atrativo para o uso de fungdes caracteristicas para a andlise de convergéncia de somas de
variaveis aleatorias independentes. Do teorema acima também depreendemos um importante
coroldrio ([2], [4], [10]) :

I. 55. Corolario : Se a seqiiéncia {X n(a))};v:1 for iid, dotada de funcdes caracteristicas

{o (5 )};V:l, entdo a funglo caracteristica Y, (¢) dasoma S v serd por sua vez igual a

v,y (€)=06)".

Pelo teorema 1.54. e o coroldrio 1.55. percebemos claramente a grande simplicidade
trazida pelas funcdes caracteristicas a teoria da probabilidade. Além desta vantagem, as
funcdes caracteristicas, conforme podemos facilmente provar, sdo continuas, ao passo que as
funcoes de distribui¢des podem ter um nimero finito de pontos de descontinuidade.

As fungOes caracteristicas também sdo muito tuteis no computo dos momentos de
variaveis aleatérias ([2], [4], [10]) :

I. 56. Proposiciio : Sendo X uma varidvel aleat6ria com fungio caracteristica ¢(£) e tendo
o momento EX " finito, vale

AT,

EX" =(=i) .
& ",

Nestas condicdes, ¢(£) é também representivel sob a forma

¢(5)=i%i"!§"EX" +g(€),

k=0

onde & " g(é)— 0 quando & —0.
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E plenamente possivel invertermos a equacdo que define uma fungio caracteristica em
L.53. ([2], [4], [10]) :

I. 57. Teorema : Seja X uma varidvel aleatéria com funcdo caracteristica ¢(£) e fungio de
distribuicdo F' ; definamos inicialmente

Fe)= 5P (-)+ P,

onde x€ R . Entdo, para quaisquer nimeros reais x e y vale

- - ) 1 < e—iyé _ e—ixé
F(X)—F(y)=01t1_1}lg£ T‘P(é)dé :

Esta equacdo é chamada de formula de inversao.

Decorre imediatamente deste teorema um importante resultado ([2], [4], [10]) :

I. 58. Teorema : Sejam X e Y varidveis aleatérias com a mesma funcdo caracteristica.
Entdo X e Y também apresentardo a mesma funcdo de distribui¢do. De modo inverso, se X
e Y tem a mesma funcdo de distribuicdo, entdo também apresentam a mesma func¢do
caracteristica.

A partir destas propriedades, podemos finalmente discutir as propriedades de
convergéncia das funcdes caracteristicas, através dos seguintes teoremas ([2], [4], [10]) :

I. 59. Teorema : Seja {x ; (60)},1:':1 uma seqii€ncia de varidveis aleatérias dotadas de fungdes
N

caracteristicas {9, (€ )}n:y Se ¢ (£) converge para um dado limite ¢(£) para cada E€ R, e
supondo-se que ¢ seja continua no ponto 0, entdo ¢ é uma fungdo caracteristica, e

X, —2->X.

Por meio dos teoremas 1.53 e 1.59 podemos provar o importantissimo resultado ([2],
[4], [10]) :
I. 60. Teorema : Seja {X . (co)}:lvz1 uma seqii€éncia de varidveis aleatérias dotadas de fungdes

caracteristicas {¢n (é )}nN:1 . Entdo,

Se € somente se

9,()—0().

O teorema L[.60 consiste no resultado mais importante da teoria das fungdes
caracteristicas. Conforme nos mostra o teorema [.58, vemos que funcdes caracteristicas e
funcdes de distribuicdo sdo absolutamente intercambidveis entre si no que tange as
propriedades de convergéncia de varidveis aleatérias. E extremamente vantajoso o uso das
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funcdes caracteristicas em vez das de distribui¢@o, por ser sua forma, conforme vimos, muito
mais simples do ponto de vista operacional em se tratando somas de varidveis aleatOrias
independentes. Com estes resultados em maos, podemos analisar o teorema mais importante
da teoria da probabilidade: o teorema central do limite.

I.2.6 Teoremas de Limite

O passeio aleatério, conforme discutimos na subsecdo 1.1.6., foi estudado pela
primeira vez por James Bernoulli que, analisando o cldssico problema das probabilidades de
ganhos em jogos de moedas, inferiu, através de seu ‘teorema dureo’, que a probabilidade de
obtencdo de k caras em n jogadas se aproxima de 0.5 para um valor grande de n . Em termos
matematicos, considerando-se a varidvel aleatéria 1.35, o teorema aureo de Bernoulli nos diz
que

lim P iSN—l <e|=1,
Noe ||N 2

para todo £ >0. Em termos da notacdo empregada para a convergéncia em probabilidade, o
teorema dureo de Bernoulli se torna

LSN AN L.55
N 2

Este teorema, cujo nome se popularizou nos anais probabilisticos como Lei dos
Grandes Niimeros apos o trabalho de Simeon Denis Poisson, valida, do ponto de vista tedrico,
o conhecido resultado experimental: em lancando-se um grande nimero de vezes uma moeda
a freqiiéncia relativa de ocorréncia de uma cara € igual a 0.5.

Antes de prosseguirmos adiante facamos algumas consideracdes para o restante da

subsecdo. Assumiremos uma seqiiéncia {X ; (60)}:;1 de varidveis aleatorias iid definidas sobre
um espaco de probabilidade (2, F, P), e dotadas de uma funcdo de distribuicdio F e fungio

caracteristica ¢. A variavel aleatéria S, : Q" — & consiste na soma das varidveis X ,

Sy (a)):ZXk(wk)’

N
k=

—_

onde = (a)l,a)z,---,a)N) e W €, ne {1,2,...,N}. A funcido caracteristica de §, € dada

porg, .
Feitas estas consideracdes, analisemos uma versdo mais abrangente da Lei dos
Grandes Numeros, que engloba o teorema dureo de Bernoulli como caso particular.

Investigaremos as propriedades de convergéncia da varidvel aleatéria S, /N, conforme
consta no proprio teorema dureo. A fungdo caracteristica de S, /N € igual a ¢, E/N),
conforme podemos facilmente demonstrar. Ja a funcio caracteristica de cada parcela X, /N

de S, /N ¢é dada por ¢(E/N), cuja forma aproximada pode ser estimada por meio da
proposicao 1.56,
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N

¢(£]=1+%{u+%},

onde consideramos p=EX" e §,, — 0 quando N — . Pelo coroldrio .55, sabemos que
ou[ = =0 £
"IN N
. N
ic
SN
portanto,

lim ¢, (%]z e 1.56

N —oo

A funcdo caracteristica de S, /N converge entdo para a func¢io caracteristica de uma

varidvel aleatéria constante X (@)=, we Q. Por meio do teorema 1.59, a relacio (1.56)
implica em

1
—9 % s
NN u

0 que, por sua vez, implica na relacao

1
NSNL)‘U,

onde usamos o teorema 1.49. O teorema dureo de Bernoulli, dado pela equagdo 1.55., consiste
no caso particular da lei acima quando as varidveis aleatérias {X ) (a))}flv:l assumem a forma
X, (H)=+1, X,(T)=0.

Demonstramos, na discussdo acima, o importante ([2], [4], [9], [10], [32], [33])

N

I. 61. Teorema (Lei Fraca dos Grandes Nimeros) : Seja {X ) (o)}

n=1

uma seqiiéncia de
varidveis aleatdrias iid com valor esperado igual a ¢ . Sendo

SN(a)):]il,Xk(wk)’

onde a)=(a)l,a)2,--~,a)N) ew, e, ne {1,2,...,N},évélidaarelagﬁo

1
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Ap6s introduzido a lei fraca dos grandes nimeros conforme fizera Bernoulli (a
demonstracdo que empregamos nao fora a original adotada por ele), um passo importante que
foi dado na teoria dos limites de probabilidades foi dado por Abraham de Moivre.
Posteriormente, como complemento ao teorema desenvolvido por de Moivre, Pierre-Simon de
Laplace consolidou o teorema que ficou historicamente conhecido por teorema de de Moivre-
Laplace. Demonstraremos aqui este importante teorema, de modo a nos fornecer um
importante insight na introducao posterior do teorema central do limite.

Consideremos, para tanto, a funcdo densidade de probabilidade de um passeio
aleatério (1.39)

Ploc o ;sn(w)zx]z[z]pan—K |

Estudemos o comportamento desta funcdo quando tomamos o limite continuo desta
expressdo, n — oo ; para tanto, usemos a aproximagao de Stirling

n+lo
nl~27n Ae "
que nos permite investigar o comportamento dos fatoriais para valores cada vez maiores de n .

Inserindo-se a aproximagdo de Stirling na funcdo densidade de probabilidade de Bernoulli,
obtemos

Os dois ultimos termos do lado direito da equacdo acima sdo iguais a 1 quando
kK =np . Reescrevendo-se a equacao (I.57) em termos da varidvel

0, =K—np,

obtemos

2r(np +6, Nng -6, np nq

P[s. (@)=x]= { n )}% [ 14 ‘l«]ﬂm [ - ‘l«]ﬂqﬂsk | 158

Tomemos os logaritmos dos dois ultimos termos do lado direito da equagdo (1.58),
expandamo-la em uma série de Taylor, e agrupemos as poténcias de 0, :

np+0, ng—0, 2 3
log 1+6—’< 1—6—K :5’< l+l —6K2 %—% 4o L59
np nq 2n{p gq 6n” | p q

Assumindo-se
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3

)
lim—-=0, 1.60

K—o0 n

segue-se que a expansao (I.59) resulta na expressao

np+8, ng—0, 2
1+ 5_K — 5_K ~ exp 6K . 161
np nq 2npq

Por outro lado, em considerando-se a equacdo que define O, dividida por n em
ambos os lados,

5] K

K _
____p’
n n

vemos que |5K /n| — 0 pelo teorema dureo de Bernoulli. Deste modo, o denominador do

.. » ) ) _1 5
primeiro termo da equacio (1.58) fornece, assintoticamente, (27npq) % . Portanto, a expressao
(1.58) torna-se assintoticamente igual a

1 16.°
PlS w)=x|~ -———x 5. 1.62
5.60)-x)- - exp{ znpq}

x,=hé_, h= ! 1.63
\Nnpq
obtemos, no limite n — o e em assumindo-se a condi¢do (1.54), a seguinte expressao
h I >
P[Sn (CO)=K‘]~ exp{——xK }
\/E 2 L.64

O lado direito da equacdo (1.64) corresponde, a menos da constante 4, a uma funcao
densidade de probabilidade gaussiana. Assim, vemos que, no limite n — oo um passeio
aleatdrio converte-se em um processo gaussiano!

Consideremos agora o limite obtido acima em termos de fun¢des de distribuicdo. Em
termos de um passeio aleatorio,

Pls, (w)sd:iop[sn ()=n]

~ hf (x, )+ Af (x,)+---hf (x,.), L65

onde
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Fa)= \/;_nexp{—%xz}.

O produto hf (xn) corresponde 2 drea do retingulo de lado & sob a curva y= f(x)
entre os pontos x, —h/2 e x, +h/2; podemos entdo escrever para h pequeno
X, +h/2
)~ [ fade=Flr,,,)-Fl,,.). L66

xX,—h/2

Reescrevendo-se a equacdo (1.65) usando a prescricdo (I.66) nos leva ao seguinte
resultado:

Pls, <x]~F(x,)- F(x,),
onde 7 — 0. Tomando-se x, — —co e usando-se o teorema 1.34, obtemos finalmente
Pls, <x]~F(x.). 167
O valor x, = h(x — Np) comparece como limite superior na integral do lado direito de

(1.66); podemos absorver esta expressao no argumento da medida de probabilidade no lado
esquerdo de (1.66):

PIS, <x_npq +an~ F(xK),

o que fornece

p[Sn " SxK]~F(xK). 168
npq

Provamos assim o importante teorema de limite denominado ([2], [4], [9], [10], [32],

[33D):

I. 62. Teorema (de Moivre-Laplace) : Seja {X . (a))};v:1 um passeio aleatorio e

5,@)=Y X, (®,).

k=1

onde a)=(a)l,a)2,--~,a)N) ew, e, ne {.,2,...,N}. Seja & uma varidvel tal que

x—Np
g=I=L,

W/Nq’

se & satisfizer a relacdo hE” — 0 para N — oo, entdo
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S (®)- Np 1§ e
Pl "< |~ — 2 dx.
~ Npg : V27 _J;

Podemos estender imediatamente o teorema de de Moivre-Laplace para o caso de uma
seqiiencia de varidveis aleatorias iid, conforme procedemos na extensido do teorema dureo de
Bernoulli para a Lei Fraca dos Grandes Numeros. Para tanto, montemos a seqiiéncia de
varidveis aleatérias que convergirdo a um dado limite. Tomemos como ponto de partida a
varidvel aleatéria que comparece no argumento da medida de probabilidade (1.68).
Observemos que, em sendo a soma S, composta pelas varidveis aleatdrias (1.34), seus valores
esperados e variincias sdo dados por EX, = pe var X, = pg respectivamente; portanto, a

varidvel que comparece no argumento de (1.68) ¢ igual a

S, —nEX

vnvar X ’

onde X representa qualquer uma das varidveis X, . A varidvel aleatoria (1.69) serd a base da

1.69

nossa generalizacdo. Definamos portanto

X, - EX

AN var X ’

N 2 PN . sz . s . .. L pp e
onde agora {X (a))}n=1 ¢ uma seqiiéncia de varidveis aleatodrias iid. E facil demonstrar que as

W, = 1.70

varidveis W, sdo iid também; portanto, se ¢(E) é a funcdo caracteristica de X . » a funcdo
caracteristica de W, serd dada por ¢(E)e™, onde u=EX . Ji a fungdo caracteristica

oy (&)da varidvel aleatéria

%@Fgm@d

serd entdo igual a ¢(&)" e™<, conforme o coroldrio 1.55. Expandindo-se esta funcio

caracteristica de acordo com a proposi¢ao 1.56, obtemos

= {1 - %{1 +8, }}e—"#5 }N ,

onde 6, -0 quando N — . Tomando-se o limite, observamos que

1,2

lim 9, (€)=e > .

Portanto, o teorema de de Moivre-Laplace é também valido para uma soma de
varidveis aleatorias iid quaisquer. Demonstramos assim o teorema mais importante da teoria
da probabilidade, o teorema do limite central ([2], [4], [9], [10], [32], [33]):
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N

I. 63. Teorema do Limite Central : Seja {X (o)}

n=l

uma seqii€ncia de varidveis aleatdrias
iid. Para cada ndimero real & € vdlida a seguinte relag@o:

. " X, - NEX |t ? _%ﬁd
— = -~ e X, 1.71
VN var X N2

onde EX =EX, e varX =var X, Vke N
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CAPITULO II

A TEORIA DOS PROCESSOS ESTOCASTICOS

II.1 Conceitos Iniciais

No capitulo anterior discutimos um modelo extremamente importante dentro da Teoria
da Probabilidade, o modelo binomial. Vimos que a partir dele obtemos em seu limite continuo
a distribuicdo normal, distribui¢do esta que forma a base da modelagem estatistica de sistemas
fisicos. O modelo binomial €, em particular, muito rico para elucidar determinados conceitos
matematicos que, no caso continuo, seriam de dificil inducdo. A Teoria dos Processos
Estocésticos, conforme introduziremos neste capitulo, possui iniimeros conceitos que
podemos induzir a partir de idéias simples de um modelo binomial. Assim como iniciamos a
discussdo da Teoria da Probabilidade no Capitulo I a partir de um exemplo, procederemos
neste da mesma forma, através da discussao de um modelo muito usado na pratica: o modelo
binomial da dindmica de precos de acoes ([6], [22], [31]).

Consideremos que um dado investidor possua acdes cujo pregco inicial seja Spy.
Suponhamos que tal investidor deseje investir em um mercado onde no periodo seguinte o
preco de suas agdes ou cresca por um fator # ou decres¢a por um fator d. Assim, a evolugdo
dos precos destas acdes a cada periodo segue uma 4rvore binomial:

u’s, ° u’$,
us, )
°© u-d
° I/ldSO O . SO
7 ud’s,
S
’ uds,, u’ds,
ds, >
4%s, ud’S,
o d’S,
1 1
0 1 2 3

Fig. II.1 — Modelo Binomial para a Dindmica de Precos

Notemos que neste modelo binomial ndo temos ainda definido um espaco amostral de
fundo, mas tdo-somente os valores das acdes a cada periodo de tempo. E facil definirmos um
espaco amostral para este modelo: observemos que, como a cada passo o valor da acdo ou
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sobe, ou desce, podemos simplesmente associar um movimento de alta como a obtengdo de
uma ‘cara’ em um jogo de moedas, € um movimento de baixa como a obtencdo de uma
‘coroa’ em um jogo de moedas. Ou seja, o fator aleatério que determina os movimentos de
alta ou de baixa seria representado por um jogo de moedas. Com isso, o espaco amostral seria
dado por

Q={HHH,HHT,HTH ,THH ,HTT ,THT ,TTH,TTT} II.1

onde consideramos um jogo com apenas trés lances. A sigma-algebra associada a este espago
amostral é simplesmente dada por A=P(Q).

Definamos agora a varidvel aleatéria X : Q —— R _da seguinte forma:

X[HH...H,TT...T]zu’"a’”S0 1.2
—_—
onde fica claro que

(Q.A—— R.BIRD 1.3

Por meio das equacdes (II.1 — 3) determinamos, assim, todas as informacdes
concernentes 2 dindmica de precos da drvore representada pela figura IL1. E a partir destas
informacdes que iremos inferir os primeiros importantes conceitos da Teoria dos Processos
Estocadsticos.

Para tanto, facamos uma andlise detalhada da estrutura de eventos deste modelo
binomial. No primeiro passo a informagdo resultante poderia ser tdo-somente ‘cara’ ou
‘coroa’; ja na segunda, poderiamos ter ‘duas caras’, ‘cara na primeira jogada e coroa na
segunda’, ‘coroa na primeira jogada e cara na segunda’ ou ‘duas coroas’. A partir destes
eventos € ficil notar que ‘cara’e ‘cara na primeira jogada e coroa na segunda’ fariam parte do
evento ‘cara na primeira jogada’; e assim sucessivamente. Com isso, para o jogo de trés
lancamentos introduzamos os seguintes eventos:

A, ={HHH,HHT,HTH,HTT} = { H na primeira jogada}
A, ={TTT,TTH,THT ,THH } = {T na primeira jogada}
A,,, ={HHH,HHT} = {HH nas duas primeiras jogadas}
A, ={HTH,HTT} = {HT nas duas primeiras jogadas}
A, ={THH ,THT} = {TH nas duas primeiras jogadas}
1.4

A, ={TTT,TTH } = {TT nas duas primeiras jogadas }

A partir da estrutura de eventos acima, as sigma-algebras subjacentes sdao dadas por:

A=12.0},
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A,=10,Q,A, . A, },

ﬂ2={Q"(2’14H’14T’14HH’14HT’14TH’14TT’14HH UATH’AHH UATT’

Apr D Agy s Ayr A, Ay s Ayr s Ay s Az
4= IL.5

A estrutura acima nos permite separar os eventos de forma a contemplar todos os
passos deste modelo binomial. Por exemplo, se soubermos que o resultado apds o lancamento

de trés moedas pertence a Az, € que, dentre os eventos possiveis o resultado se encontra em
Ay , sabemos no mdximo que o primeiro langamento resultou em uma ‘cara’. Assim, a sigma-
dlgebra A; nos fornece a informacdo do experimento até a primeira jogada. Da mesma
maneira, a sigma-dlgebra 42 nos fornece a informacao até a segunda jogada e A3 nos fornece

a informagao total. A sigma-dlgebra Ay, ou sigma-élgebra trivial ndo nos fornece informagéao

alguma.

Com isso, vemos que a informagdo concernente a este jogo de moedas pode ser
fragmentada em informacdes associadas aos passos imediatamente anteriores. Em outras
palavras, a sigma-dlgebra do ultimo passo em si pode ser decomposta em sub-sigma-algebras
referente aos passos imediatamente anteriores. Assim, para sabermos os resultados possiveis
associados a um determinado passo basta simplesmente nos referirmos a sigma-algebra
associada a este passo.

Retornando ao movimento de acdes objeto de nossa discussao, sabemos da figura II.1
que a cada passo da drvore corresponde uma varidvel aleatéria, e em fungdo das sub-sigma-
algebras discutidas acima, vemos que € possivel introduzir varidveis aleatérias também
associadas a cada passo. Para isso, basta introduzirmos mais um indice na expressdo da

varidvel aleatoria, que representard o passo; portanto, se X, for a varidvel aleatoria associada
ao t-ésimo passo, segue-se entdo que

X,:QxT >R, 11.6

onde T ={0,1,2,3} e R ', corresponde ao espago dos resultados no passo t. Os valores de X,
sao facilmente calculados passo a passo: para o ultimo vale a seguinte expressao

Xt(wlwz"'w,):l/lmdnso, II.6a

onde w, € {H,T} (com k<t)e m=#(H), n=#(T) tal que m+n=t. Para o peniltimo
passo vale

X, (a)1a)2 "'wf): X, (wlwz "'a)z—1)

_u"dr's, 1L.6b

onde novamente®, € {H,T},com k<t—1 e m'=#(H), n' =#(T) talque m' +n' =1-1.

Para o 1 —s - ésimo passo € vélida a equagao
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Xf—s (a)la)z @ -5 ...a)t ): Xt—s (a)la)z ...a)f—s)

t

—u"d"s, 1L.6¢

onde mais uma vezw, € {H,T}, com k<t—s e m'=#(H), n’=#T) tal que
m'+n’ =t—s.

A partir das equacdes (I1.6) e (I.6 a — c¢), obtemos todos os valores dos processos
estocdsticos X, para um passo arbitrdrio ¢, vdlido para um ndmero de jogadas qualquer.

Ainda a partir destas equacdes € ficil de observar que a sigma-dlgebra gerada por X, O'[X . ],
€ dada por

slx =4 1.7

onde A4, é, conforme vimos acima, a sigma-dlgebra associada ao t-ésimo passo. Assim,
podemos considerar que a varidvel aleatéria X, carrega a informacio associada a cada passo.
Formalizando-se esta afirmacao obtemos a seguinte

IL.1. Definicio : Seja X uma varidvel aleatéria sobre (Q,4); dizemos que um evento A C Q
€ determinado pela varidvel aleatéria X se, em sabendo-se somente o valor de X (),

podemos decidir se @we A ou ndo. Isto é para todo xeR ou X '(x)e A ou

{X B (x)}mAz@. A classe dos eventos de €2 determinados por X é uma sigma-dlgebra,
denotada sigma-dlgebra gerada por X , e representada por o[ X].

Uma vez abordado este importante tema acerca da informacao propiciada por varidveis
aleatdrias, passemos a discussdo de uma questdo muito importante quando se pretende
abordar sistemas fisicos: o tempo. Pela estrutura do exemplo que consideramos até aqui,
somos tentados a tomar o parametro que denominamos de passo como sendo o tempo. Isso é
plenamente justificdvel, pois afinal cada passo representa um instante onde o preco de cada
acdo ou aumenta ou diminui. No entanto, para realmente podermos tomar estas varidveis
aleatérias também como funcdo do tempo, faz-se necessdria a introdugcdo de algum
ordenamento para estas novas varidveis transmitam a no¢do de evolucdo temporal. De fato,
conforme veremos em seqiiéncia, € possivel ordenarmos uma seqiiéncia de varidveis
aleatdrias e conferirmos a estas a idéia de evolucdo temporal.

Com isso, ao introduzir um novo parametro e interpretd-lo como o tempo, podemos
efetivamente analisar os sistemas fisicos, introduzindo o conceito de aleatoriedade no
processo de evolugdo temporal dos sistemas dinamicos e estudad-los assim do ponto de vista
da teoria da Probabilidade. Isso representa um grande avanco conceitual, a ponto de a teoria
dos Processos Estocdsticos se tornar fundamental como instrumento de andlise da teoria da
Complexidade, do Caos, e assim por diante.

Introduzamos primeiramente, antes de abordarmos mais detalhadamente a estrutura
temporal das fun¢des X,, o primeiro importante conceito que nos ocorre a luz de nossa

discussao até o momento:
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IL.2. Definicao : Seja T um conjunto e (Z,K) um espaco de probabilidade mensurdvel. Um
processo estocdstico indexado por T consiste em uma familia de varidveis aleatdrias
{Xt,te T}, tal que

X, :QXT — &
O espaco (Z ,K) é denominado espago de estados.

A definicdo acima € a mais abrangente possivel, pois se relaciona a espagos de estados
gerais e conjuntos indexadores 7 arbitrarios. Para interpretarmos o conjunto indexador T
como o tempo, faz-se necessdria a introducdo do ordenamento que discutimos um pouco
acima. Facamos, para tanto, uma andlise das sigma-algebras IL.5; vimos que cada sigma-

dlgebra A, representa uma informagdo associada até o passo . Deste modo, a informagdo do
passo seguinte engloba a informacdo do passo anterior, o que resulta na relagdo geral 4, <

A,,;. Portanto, as sigma-algebras indexadas pelo conjunto 7 ={0,1,2,3} apresentam uma
relacdo de ordem entre si, e € exatamente tal relacdo que corresponde ao desejado
ordenamento mencionado acima. Assim, sabemos que a varidvel aleatéria X, precede X,
pois a informacdo que X, carrega engloba a informacdo que X, por sua vez carrega.

Portanto, é exatamente em funcdo desta seqii€ncia de sub-sigma-dlgebras é que o desejado
ordenamento se faz presente no contexto da teoria dos Processos Estocdsticos. Isso, porque
podemos dizer que a sigma-algebra A; é a classe de todos os eventos que representam

situagoes passadas ou presentes no instante t.
Assumiremos em toda a nossa discussdo que o conjunto indexador 7 serd igual a um
conjunto discreto ou a [0, o) representando assim o parametro temporal. Tomaremos também

em nossa discussdo que =R ou Z=R "eque K=B[R].
O ordenamento introduzido estd formalizado através da seguinte

IL.3. Definicdo : Uma filtracdo sobre um espago mensurdvel (,4), consiste em uma
seqiiéncia crescente {4, },,, de sub-sigma-dlgebras de 4. Em outras palavras, para cada ¢
temos uma sub-sigma-dlgebra 4 tal que A; ¢ A; para s< t. Um espaco mensuravel ( Q,4)

equipado com uma filtragdo {4, } ., é denominado espaco filtrado.

Uma filtragdo que decorre imediatamente da definicdo acima € a denominada filtragcdo
natural, dada por

2, =olx, :s<1] IL.8

Antes de introduzirmos o préximo conceito facamos um pequeno resumo do que foi
discutido até aqui. Construimos o conceito de filtracdes a partir de um exemplo discreto, o
modelo binomial da dindmica de precos. Pela drvore binomial, pudemos visualizar como cada
classe de eventos poderia ser construida a cada passo. Estas sigma-dlgebras eram geradas
pelos processos X, , sendo, portanto, mensurdveis em relacdo a estes. A mensurabilidade de

7z

uma familia de fun¢des indexadas por um pardmetro ¢ sobre uma filtracdo é um critério
importante para qualificar esta como um processo estocastico, uma vez que assim podemos
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interpretar tal parametro como o tempo. Desta forma, introduzimos um conceito que sera
muito importante para as discussdes que seguem:

I1.4. Defini¢do : Um processo estocdstico X sobre (Q,4) é chamado de adaptado a filtracdo

{A,} .., se X, for mensurével para cada t € [0, o).

E evidente que qualquer processo estocdstico X é adaptado a sua filtragdo natural e
também é facil de notar que {.4°;) o € a filtracdo minima para a qual X € adaptado.

Os conceitos de filtracdo e de adaptacdo consistem, portanto, nos dois conceitos que
permitem, como vimos, a inclusdo do fator tempo dentro da teoria dos Processos Estocésticos.
Vamos exemplificar agora como os processos X,(®) evoluem em nosso exemplo da

dindmica binomial de precos. Tomemos na Figura IL.1, por exemplo, o resultado u’dS,;
notemos que o prego da acdo, de acordo com a figura, pode evoluir a partir do instante 0 de
trés formas diferentes (vide Figura I1.2): ascensdo — ascensdo — queda (linha grossa), ascensao
— queda — ascensdo (linha tracejada fina) ou entdo queda — ascensdo — ascensdo (linha
tracejada grossa). Cada uma destas linhas representa uma trajetoria possivel para denotar a
evolucdo do preco da acdo. Notemos que nos trés casos o ponto amostral pode ser tomado
como constante: na primeira trajetéria o ponto amostral @, = HHT corresponde exatamente,
de acordo com as equacgdes (I.6 a — ¢), aos valores intermedidrios do preco da acdo para se
atingir o resultado u’dS,: uS,e u’S,. Do mesmo modo os pontos amostrais @, = HTH e

o, =THH correspondem exatamente aos resultados intermedidrios para a formacdo do preco

u’dsS,: uS, e udS, no casode @, = HTH , e dS, e duS, no caso de @, =THH .

Vemos pelo exemplo acima que, no caso especifico do modelo binomial, para
chegarmos a um dado resultado no instante ¢ podemos percorrer algumas diferentes
trajetorias, cada uma com uma certa probabilidade associada. Cada trajetéria € determinada
em fixando-se um dado ponto amostral e em fazendo-se o parametro temporal variar. A figura
abaixo ilustra claramente este fato:

o, = HHT
. T e o u 2‘1:;0
“¢' --------------------------------
“‘,‘¢"‘ _________________
®, = HT;—)I\O
03 - o zdSO

Figura I1.2 — Possiveis evolu¢des temporais para se obter o preco U ds 0
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Com isso, as trés trajetérias possiveis associadas ao resultado u’dS, sdo
representadas pelo conjunto X, ((ok):{Xt(a)k) : X3(a)k)=u2dSO,t S3}, onde ke {l,2,3} e
{o,.0,,0,}={HHT ,HTH ,THH}.

Portanto, de acordo com o exemplo apresentado acima, vemos que, em fixando-se os

pontos amostrais® =® obtemos todas as trajetérias possiveis para se alcancar um dado
resultado no tempo a partir de um instante inicial. Deste modo, o processo

X.(@):T—> R 1.9

¢ uma func¢do ordindria cuja varidvel € o tempo.
Poderiamos também, ao invés de fixar os pontos amostrais @, fixar o parametro
temporal ¢ ; com isso, em tomando-se =T = constante vemos que

X.(9:Q—>R" .10

0 que demonstra o fato de as fungbes X (®) serem simplesmente varidveis aleatdrias

ordindrias. Retomamos assim o conceito de varidvel aleatéria desvinculada do fator tempo,
conforme vimos na teoria da Probabilidade.

7z

A luz do exposto acima, é conveniente introduzirmos a seguinte defini¢do, que
oportunamente serd de grande valia:

II. 5 Definiciio : Um processo estocdstico X que toma valores em (R, B [R_]) é denominado
continuo quase em toda a parte se o mapeamento f+> X, for continuo para quase todo
we Q.

Para finalizar nosso exemplo de processo estocdstico discreto, observemos agora sua
distribuicao de probabilidades. Por ser um passeio aleatério, segue-se que a probabilidade de
ocorréncia do valor X, /S, =u’d"™ é dada pela equagio

2 P II.11
W;(S):[S]ﬂ'q . a

Com isso, a distribui¢do de probabilidades associada ao modelo binomial da dindmica
de precos € dada por

X[ m n—-m L
P{—S” d }an(k)- IL11b
Sy k=0

Os dois primeiros momentos do processo

X
7= X m g II.12a

0

sao dados pelas equagdes
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E[lnz]= E[ln(u"’d”’m )]

:npln%+nlnd IL.12b

2
Var[ln Z ] = npq[(ln %H . I.12¢

Veremos, na secdo seguinte, que o Teorema de De Moivre-Laplace também se aplica
neste caso, bastando para tanto assumir algumas simples condi¢des.
O passeio aleatério tipico, conforme vimos no capitulo anterior, também é um

exemplo de processo estocdstico: tomando-se o processo iid {X t,te?\[ }, tal que

X, (w)e {-11}, Voe Q, segue-se que as somas parciais

S, =) X, .13

13
s=1

consistem em um processo estocdstico seguindo uma distribui¢do de Bernoulli:

t 1 1
—(t+&) —(t=¢)
Pls, =&]=| t+& |p> T (1-p)? .14

2
onde as probabilidades p e /-p sdo dadas pelas equagdes
Plx, =-1]=1-p e PlX,=1]=p IL15

Com isso, caracterizamos completamente o processo do passeio aleatério. Este processo
consiste no mais importante exemplo de processo estocastico discreto, pois € a partir deste
que, através dos teoremas de limite, obtemos dois dos principais processos presentes nas
aplicacdes da Fisica: os processos de Wiener e os de Poisson, temas de nossa proxima se¢ao.

I1.2 Processos de Poisson e Processos de Wiener

Na secdo anterior analisamos o passeio aleatério como um processo estocdstico. Um
fator importante de analisarmos no presente momento é o limite continuo do processo do
passeio aleatério discutido na sec¢do anterior. Consideremos que a duracdo de cada passo da
arvore binomial seja &, o que indica que o tempo total transcorrido apds n passos seja t =nh .
Com isso, as equacdes (II.15 a — ¢) se escrevem como

t
EDHZ]:Z” IL16a

!
varlln Z]= -0 IL16b
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onde definimos

2
u ) u 1I.17
=pln—+Ind, c~ = In| —
p=pmn pq{ [dﬂ

O limite continuo serd obtido quando tomarmos n — o ou equivalentemente 7 — 0.
Nosso problema consiste em encontrar valores para p, u e d de tal forma que os dois primeiros
momentos de log Z sejam finitos em tomando-se o limite mencionado. Tais escolhas nos

permitem obter dois limites distintos: o de Poisson e o de Gauss.
¥ O Limite de Poisson ([6], [31])

O limite de Poisson consiste em assumir que a probabilidade de cada passo estd
relacionada com a sua duragdo i de acordo com a equacio p = Ah. Cabe-nos agora escolher

os valores de u e de d de acordo com nossa discussdo acima. Escolhamos portanto

Com isso
= atnu—g+om 118
62 2
= AMnu)’ +O(h) IL.18b

Para uma distribui¢io de Poisson vale u =0, e, portanto, pelas equacdes acima
obtemos

(Inu) —lnu+%=0

de onde calculamos

U =exp l-l_- l—é I.19
2 V4 A

Para obtermos o limite de Poisson, basta procedermos como fizemos no capitulo I:
reescrevendo a equagdo (II.11a) como

Lol YL (i k 11.20
0, =L () (1 nﬂ(l_p)mﬂ(l H

e substituindo-se os valores n=t/h ¢ p=Ah obtemos, apés tomarmos o limite 7 —0, a
seguinte expressao:
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oml .21

No limite & — 0 obtemos, portanto, uma distribui¢cao de Poisson. Assim,
X=mhnu+n—-m)lnd

€ um processo estocdstico de Poisson com distribui¢ao

sl 07

k=0
¥ O Limite Gaussiano ([6], [31])

Nos casos anteriores, consideramos arbitrarios os valores de u e de d, sujeitos a uma
Unica restri¢ao, a de que d < u < 1. Consideremos agora um modelo binomial simétrico, ou
seja, um modelo onde os movimentos ascendentes e descendentes difiram por um mesmo
fator:

x+ Ax

x—Ax
Figura I1.3 : Tlustracdo de um Passeio Aleatorio Simétrico

Somente modelos binomiais aditivos (i. e., aqueles cujo termo no instante 7+1 difere do
termo no instante ¢ apenas por um fator adicionado ou subtraido) satisfazem a propriedade
indicada na figura. No caso do modelo binomial discutido neste capitulo vemos que em se
tomando seu logaritmo natural este passa a ser aditivo, e portanto através da escolha
conveniente dos fatores u e d podemos entao obter um modelo simétrico. Como

InZ,,,=InZ +lnu ou InZ,  =InZ +Ind

n+l n+l
segue-se que, se Inu=—Ind,
InZ,_ ,=InZ, +Inu ou InZ,  =InZ —Inu

Pelas consideragdes acima vemos que, em tomando-se

1 11.23

obtemos entdo um modelo binomial simétrico. Para obtermos um processo cuja distribui¢ao
seja gaussiana, usaremos este modelo como base. Facamos entdo as seguintes escolhas para u,
dep:

11.24
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2 o
Com isso, substituindo-se as equacgdes (I1.24) em (II.17) obtemos
ElnZ =t

var[lnZ]= (0> — u’h) 11.25

Das equacdes acima, podemos observar que os dois primeiros momentos deste
processo sdo finitos no limite 7 —0:

limEInZ = ut

h—0

. _ 2
}g(}var[an]—O' t. 11.26

Para aplicarmos o Teorema de De Moivre-Laplace, faz-se necessdrio primeiramente
que calculemos os seguintes parametros :

X = (k —np)h

-l (mz-Em2) 1.27a

q/varlanl

=———InZ,
/—[mr nZ IL.27b

a partir dos quais obtemos

lnﬁ(an—Ean)3

limAx? =1im
h—0 k h—0 Var[ln Z]2
11.28

=0.

Com isso, verificam-se as condi¢des do teorema de De Moivre-Laplace, o que nos
leva a seguinte conclusdo:

. [Imz-pr 15 [

limP| ———<{ |=—— |exp| — |;

t—so0 { G\/; :| /277: _v[o |: 2 i| 1129
ou seja, 0 processo

ot

X
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apresenta como func¢ao de distribuicdo uma gaussiana com valor esperado O e variancia 1.
Por meio da equacdo (I.30) observamos que € possivel representar um processo com

distribuicdo gaussiana com valor esperado pur e varidncia igual a o °¢ através da equagio
Yt :‘ut+xa\/;’ 1131

onde y ~ N(0,]). A equacdo acima nos permite ainda uma certa liberdade em termos de
mudarmos sua expressdo sem no entanto alterar sua distribuicdo e momentos. Serd através
desta propriedade que construiremos o processo que posteriormente identificaremos com o
movimento Browniano.

I1.3 Martingales ([16], [18], [19], [27], [31])

Introduzimos na sec¢io anterior um conceito extremamente importante, que consistird
em um dos pontos fundamentais de toda nossa discussdo seguinte acerca dos Processos
Estocdsticos: o conceito de informagdo e sua relagdo com o tempo. Vimos que, pela definicao
de filtracdo, o conteido informacional associado a cada instante estd inserido na sigma-
algebra associada ao instante imediatamente posterior; com isso deu-se o ordenamento no
tempo das informacdes carregadas pelos processos estocdsticos. Com isso, vemos que 0s
processos estocdsticos sdo, ao longo do tempo, dependentes entre si: isto €, a informagao
associada a um instante especifico depende da informagdo associada ao instante
imediatamente anterior.

Vamos analisar um pouco mais detalhadamente a questdo da dependéncia entre
processos. Suponhamos que, em um dado instante f, seja obtido um elemento @ em um
experimento aleatério com estrutura de arvore binomial. Nao sabemos exatamente o valor
exato de @, mas temos alguma informacgdo a seu respeito, como, por exemplo, que o resultado
do primeiro langamento foi uma coroa. Como nao temos a informacao total, ndao € possivel
calcular o valor exato de X,(w), mas tdo-somente uma estimativa sua. Esta estimativa

depende da informacdo parcial que temos a respeito de @, e portanto depende da sigma-
algebra dos eventos anteriores a t . Em funcao destas caracteristicas, deduzimos entdao que tal
estimativa é dada pelo valor esperado condicional de X, em relacdo a uma dada sigma-

algebra associada ao tempo 7 <r—1.
Para ilustrarmos o cdlculo desta estimativa utilizemos o exemplo dado no inicio desta

se¢do, o da drvore binomial de pregos. Iniciemos por E[ X, 14y ]; para tanto, usemos a

propriedade de média parcial sobre os eventos de Ay:

jE[Xll Apldp = ledP I1.32a
Q Q

O lado direito da equagao (II.32a) € igual a

jE[Xll ApldP =PIQ]E[X,| A (w)

=E[X,] A (@), VYoeQ

ao passo que o lado esquerdo resulta em
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ledP = puS, +qdS,
Q

I1.32b
Portanto,
E[X,! Ao)(@) =(pu+qd)s, . I1.33a
Um cdlculo similar nos leva aos seguintes resultados:
E[X,| A1) (@) =(pu+qd)X, (@) 1.33b
E[X,1 A3 (@) =(pu+qd)X, (@) I.33c

A partir das equagdes (I1.33 a — c), concluimos que € valida a seguinte expressao:
E[XH—I | ’qr](a)):(pu_i_qd)xz(w) I1.34

Pela equacdo acima, vemos que a estimativa do valor de um processo estocdstico em um
instante 7, em considerando-se seu passado imediato t—1, é proporcional a seu valor
associado a este passado imediato. Com isso, podemos verificar as seguintes conseqiiéncias:

L. Se (pu+qd)X,(w)<1, entdo a estimativaE [ X, 1.4, ] (@) tende a decrescer com

0 tempo;

t+1

ii. Se (pu+qd)X (®)=1, entio a estimativaE[ X, |14 ](w) nio fende nem a

crescer, ném a decrescer com o tempo.

t+1

Pelas relacdes acima, vemos que muito da informagdo do valor esperado condicional
possui as mesmas caracteristicas do processo subjacentes; assim, como sabemos ja a priori 0s
valores de p e de ¢, e de u e de d, torna-se simples a tarefa de visualizarmos as tendéncias dos
valores estimados futuros. Introduzamos entdo a seguinte defini¢do, que generaliza as idéias
discutidas acima:

IL.6. Definicio : Seja (2,4, P) um espago de probabilidades e {4, } ., uma filtragdo
associada a este espago. O processo estocdstico {X, }_ sobre (Q,4, P) adaptado a {4, } .,

¢ denominado de martingale se satisfizer as seguintes condicdes:

L. EX, 6 <oo
ii. E[X,| A,]= X, paras<t;

O processo estocdstico {X . }QO € denominado supermartingale (submartingale) se satisfizer a
primeira condi¢do acima juntamente com E[X,| A4 ] > X para s<t (respectivamente
E[X,14]< X)).

Assim, se um processo estocdstico € um martingale, seu valor esperado condicional
ndo tenderd nem a ascender, nem a decrescer. Importantes processos estocdsticos sao
martingales, como por exemplo [32],
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i. Passeio Aleatério : Seja { X,,te Ny} um processo estocdstico iid tal que

EX, =0 paratodo te AL . O passeio aleatério

v =Y x,. red
n=l

¢ um martingale.

ii. Processos Gaussianos : Seja { X,,te N;} um processo gaussiano tal que
EX,=0¢e Elele. Entdo X € um martingale.

11.4 Processos de Markov ([16], [18], [19], [27], [31])

Em nossa discussdo anterior acerca dos martingales, vimos uma maneira de como os
conceitos de passado, presente e futuro podem ser correlacionados. Usamos como base o fato
de a estimativa do processo no instante ¢ depender da informacdo disponivel até o momento
imediatamente anterior; assim, o conteido informacional levado em consideracdao para o
calculo dos valores esperados condicionais refletia todo o passado anterior a0 momento ¢ .
No entanto, hd sistemas na natureza nos quais ndo € necessario conhecermos todo o seu
passado para podermos fazer predi¢cdes sobre seu futuro; o préoprio exemplo da arvore
binomial ilustra este fato, conforme nos indica a figura II.3. Nesta figura, observamos que
para obtermos o valor esperado condicional de X, € necessdrio somente que conhecamos a

estrutura de eventos do passo imediatamente anterior; com isso, basta sabermos os valores do
processo no instante imediatamente anterior para sabermos qual é seu conteudo
informacional. Conforme veremos, ha inimeros exemplos de relevancia fisica que apresentam
esta caracteristica; veremos também que a memdria de um sistema fisico estd diretamente
relacionada com este conceito.

Fig. I1.3 — Diagrama que ilustra a dependéncia entre dois passos na arvore binomial
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Diante do exposto, introduzamos este novo conceito através da seguinte

IL.7. Definicio : Seja (2,4, P) um espago de probabilidades e {4, } ., uma filtragdo

associada 2 este espago. O processo estocdstico {X, }_, sobre (Q,4, P) adaptado 2 {4, } .,
€ denominado de Processo de Markov se satisfizer a Propriedade de Markov:

P[x,eBla]=P[Xx,, eBlo[X]] 11.35

t+l1 t+1

onde Be B[R ]. Podemos também escrever a equacdo (I1.35) da seguinte forma:
P[Xm €B,.,|X €B, X € Bl]:P[Xt+1 € Bz+l|Xt € Bz]

onde os eventos B sdo borelianos.

A propriedade de Markov possui outras formas equivalentes, conforme demonstra a
seguinte

I1.8. Proposicao : As relacdes seguintes sdo equivalentes a propriedade de Markov:

i Para toda fungdo ¢: R —— R, mensurdvel em um conjunto de Borel, tal que
E|¢(Xx

. 1 < oo, segue-se que

E [¢(Xt+l )l’qt] = E [‘P(XH—I )lG[Xt]]
(concordancia de valores esperados de fungdes reais arbitrarias)
ii. Para todo £ € R tal que E exp[ﬁX " ]< oo, segue-se que
E[explex ., ]14,] = E [expléx ., lo[X, ]]
(concordancia de transformadas de Laplace)
iii. ~ Paratodo £ e R segue-se que
E[explieX )14, ] = E[expliéX,, Jlo[x,]]
(concordancia de funcdes caracteristicas)

Estas propriedades equivalentes a propriedade de Markov nos permitem provar em
diversas situagdes que determinados processos sdo markovianos. Vamos provar formalmente
que o modelo da dindmica de precos € um processo de Markov. Para tanto, usaremos a
propriedade i. da Proposicao II.7. Definamos a varidvel aleatdria

zZ=""11 11.36
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onde consideramos que 7 ¢é um dado tempo fixo. Tomando-se um ponto amostral qualquer
como sendo da forma w =w,0, ---®,, onde ®, =H ou ®, =T, segue-se da relagcdo (I1.36)

que Z(w)=u se @, =H ouque Z (w)=d se ®.,, =T . Notemos que o Z independe do
valor de @, ; portanto, como a informagdo contida no instante 7 ndo interfere no resultado de
Z , concluimos que Z ¢é independente de A, . Introduzamos agora uma fung¢io arbitrariag ;

portanto, calculando-se o valor esperado condicional de ¢(X _,, ) em relacio a 4, obtemos

T+1

X

T

E[¢<xm)m,]=E[¢(ﬁx,]lﬂ,1

=E[¢(zx. ) A,]
=pouX )+ qo(dX. );

Lembrando-se que G[X ,]c A,, obtemos, condicionando-se ambos os membros da equagio

acima a G[X ,] a seguinte expressao:
ELE[o(x..) A, Nlolx, 1] = pElp(ux  Jolx ]+ aElp(ax olx, ]

= pouX . )+ qo(dx ).

O processo X, € mensurdvel em relacdo aG[X . ], e, portanto, pela propriedade de torre (ver
[16], [18], [19], [27], [31]), obtemos no lado direito da equagdo acima

E[E[o(x.,) A ]1lolx,]] = Elp(x .. )olx, ]

Portanto,

E[o(x..)1 4] =Ep(x.. Jolx,],

o que significa dizer que o modelo binomial da dindmica de precos € um processo de Markov.
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CAPITULO III

A TEORIA DE LEVY

1.1 Introducao

Dentre todos os tipos de varidveis aleatdrias discutidas até o momento, destacam-se
indubitavelmente as varidveis aleatdrias gaussianas, cujas propriedades especiais tornam-nas
as varidveis mais adequadas para se tratar inimeros problemas, ndo s6 os de ordem
matemadtica, mas também os provenientes da Fisica, Economia ([3], [24]), e de muitos outros
ramos do conhecimento. No entanto, para muitos efeitos préticos, as distribui¢cdes gaussianas
se demonstraram insuficientes para uma descricdo mais exata de muitos fendmenos fisicos,
uma vez que estas, conforme veremos posteriormente, nao contemplam os eventos raros. Isto
€, hda muitos fendmenos cuja probabilidade de ocorréncia, se calculada levando-se em
consideragdo uma distribuicdo gaussiana, assumird valor zero, ao passo que Os Mmesmos
fendmenos empiricamente poderdo apresentar uma probabilidade de ocorréncia diferente de
zero. A figura abaixo nos permite ilustrar este fato:

035

0.3

0.25

0.2

PIL]

0.15

0.1

0.05

Fig. II1.1 - Densidade de probabilidade com ‘caudas grossas’.

Nesta figura, podemos observar que a densidade acima apresenta um decaimento mais
lento na regido dos eventos raros x>>1; ademais, estes eventos contribuem para que
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variancia da distribuicdo apresente um alto valor; com isso, de modo a podermos descrever

z

tais situagdes, € necessdrio desenvolvermos uma teoria na qual possamos analisar
distribui¢des com grandes varidncias ou até mesmo com varidncias infinitas. E exatamente
este o proposito da chamada teoria de Lévy ([13], [21], [23], [29]), tema central deste
capitulo.

I11.2 Distribuicoes Infinitamente Divisiveis — Conceitos Iniciais

Antes de lancarmos os alicerces para a constru¢c@o da teoria de Lévy, analisemos mais
detidamente algumas interessantes propriedades das varidveis aleatorias gaussianas.

. . ., . s . N . . s
Consideremos para tanto um conjunto de varidveis aleatérias {X ‘ }k=1 distribuidas de acordo

comalei X, ~N (u e ) Em termos de funcdes caracteristicas, expressamos o fato de tais
varidveis aleatdrias serem gaussianas por meio da seguinte equagao

¢, (&) =eXp[iuk5—%a,féjz] 1.1

A soma destas varidveis aleatdrias resulta na fungdo caracteristica

o(&) =eXp[iué‘ —%6252}, 1.2
onde
N N
u=Y u, e o*=Yo;. 1.3
k=1 k=1

Em termos de funcdes de distribuicdo, a mesma soma acima se escreve como
F(x)=F(x,)*F(x, )= F(x, ), L4

onde F(x) e F (xk ) sdo as funcdes de distribuicdo de X e de X, , respectivamente. Portanto,

a soma de N varidveis aleatérias gaussianas independentes resulta em uma varidvel aleatdria
também gaussiana. Dizemos, por este fato, que a distribuicdo gaussiana é fechada sob
convolugoes.

A propriedade de fechamento sob convolucdes nos permite uma liberdade muito
grande para escolhermos os valores de ¢ e de 0 que comparecem em (III.2). Suponhamos,

por exemplo, que U, =, =---=f e que 0, =0, =---=G ; a funcio caracteristica (II1.2)
torna-se
AT N _>e
() =eXp[tNu§ -50¢ } 15
ou

PE) =9 ()" 116
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De modo inverso,

6(E)=0(E)"". L7

Assim, tanto a N-ésima poténcia quanto a N-ésima raiz de uma func¢do caracteristica de
uma distribuicdo gaussiana resulta igualmente em uma funcdo caracteristica de uma
distribuicao gaussiana. Isto é, podemos criar copias da distribuicdo original simplesmente em
tomando-se poténcias ou raizes de sua funcdo caracteristica. Este procedimento nos permite,
por exemplo, criar seqiiéncias de varidveis aleatdrias cujas propriedades de suas componentes
se assemelhem as de sua soma.

Passemos entdo a criar uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias através da radiciacao de
uma funcdo caracteristica gaussiana; para tanto, introduzamos o conjunto de varidveis

aleatérias independentes {X L };1:,:1 e suas fungdes caracteristicas @, () associadas
0, (&)= Ee™, I8

Definamos agora a varidvel aleatéria X (com momentos i e o) de tal modo que
sua funcio caracteristica ¢(&) se relacione as funcdes ¢, (&) por

9. £)=0()". 1.9

L~y . . . . [N . N ~
E ficil de ver que os dois primeiros momentos dos termos da seqiiéncia {X L }k:l sao
dados por

wo=plk e o/=0’lk. 110
Assim, podemos escrever a varidvel aleatoria X como sendo a soma
X=X +X,++X,, ML.11

onde cada componente da seqiiéncia possui momentos dados por (III.10). Do mesmo modo,
e A . .z . z M ~ s e
se uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias {Yl }1:1 apresentar como fungdes caracteristicas

X, (&) relacionadas a ¢(&) por meio de uma equagio andloga a (II.9), segue-se também que
X=Y+Y,+-+Y,. r.12

Das equacdes (III.11) e (II.12), podemos concluir que, independentemente da
seqiiéncia de varidveis aleatdrias escolhida que satisfaca a prescri¢ao (II1.9), sempre a soma
de suas componentes resultard na mesma varidvel aleatéria X. Ou seja: podemos decompor
uma varidvel aleatoria gaussiana em infinitas seqiiéncias de varidveis aleatorias também
gaussianas, e seu valor numérico a cada ponto amostral serd dado pela soma dos termos
destas seqiiéncias calculadas neste mesmo ponto. Esta propriedade das varidveis aleatdrias
gaussianas € denominada por divisibilidade infinita.

A propriedade de divisibilidade infinita das varidveis aleatérias gaussianas nos
demonstra que, de um modo geral, as partes (isto é, as componentes de uma dada seqiiéncia),
se assemelham ao fodo (isto €, sua soma). Este € o principio que consiste a base da geometria
fractal: o todo e as partes se assemelham a menos de um fator de escala. Conforme veremos, é
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este principio que generaliza o conceito do movimento Browniano, e, portanto, a base
probabilistica de toda a Fisica.

Diante destes fatos, somos levados a nos indagar: hd mais familias de varidveis
aleatdrias que apresentam a propriedade de divisibilidade infinita? Em caso afirmativo, qual
seria sua representacdo geral? Para respondermos estas perguntas inicialmente introduzamos a
seguinte ([13], [21], [23], [29])

II1.1. Definicao : Uma varidvel aleatéria X é denominada por infinitamente divisivel se for
para todo

mn }ISmSn

possivel sua decomposicio em uma soma de varidveis aleatérias iid. {X
valor ne A

X=X, +X,++X, ++X .
Em termos de funcdes caracteristicas a propriedade acima se escreve como

¢, E)=0(&)"".

Como exemplos de funcdes infinitamente divisiveis podemos enumerar as seguintes
funcgdes caracteristicas:

% Distribuicao Unitaria :

¢(€)=expli&x]
6, (z;>=exp[i§x}

¥ Distribuicao de Poisson :

o(&)=exp[rle* —1))
o o] 2]

¥ Distribuicao de Cauchy :

0(€)=explio€ — B|x]
¢, ()= eXp[igi —gPﬂ

% Distribuicao Gama :

o0=1-i5]
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m(&){l_ia—a/n

Por meio dos exemplos acima, podemos observar que algumas das distribui¢des mais
comuns na Teoria da Probabilidade sdo infinitamente divisiveis. Este fato reforca a
necessidade de uma representacdo mais geral para uma funcdo caracteristica infinitamente
divisivel que contenha todas as equacdes acima como casos particulares. Tal representacdao
poderia contemplar, a principio, os pontos nos quais as distribui¢des gaussianas falham,
como, por exemplo, no caso dos eventos raros. Veremos, mais adiante, que tais fungdes
caracteristicas consistirdo em um dos dois principais sustentdculos da teoria que nos permitira
solucionar este e alguns outros problemas decorrentes das distribui¢cdes gaussianas.

Passemos agora a discuss@ao de algumas propriedades elementares das varidveis
aleatdrias infinitamente divisiveis ([13], [21], [23], [29]). Enunciaremos alguns teoremas e,
nos casos mais fundamentais, discutiremos alguns argumentos usados em suas
demonstragoes.

III. 2. Teorema : A fungdo caracteristica de uma varidvel aleatdria infinitamente divisivel
nunca assume valor zero.

A reciproca do teorema acima nao é verdadeira: ha fungdes caracteristicas que jamais
se anulam, no entanto nao sao infinitamente divisiveis.

III. 3. Teorema : A soma de um ndamero finito de variaveis aleatérias infinitamente divisiveis
também € infinitamente divisivel.

Esta propriedade decorre imediatamente da defini¢do III.1. Em decorréncia deste
teorema podemos provar o seguinte

III. 4. Corolario : Se ¢(£) é uma funcdo caracteristica infinitamente divisivel, entdo |¢(§]

também o é.

Apés estes teoremas elementares, passemos a discussdo das propriedades de
convergéncia de seqiiéncias de varidveis aleatdrias infinitamente divisiveis. A primeira e mais
elementar questdo que podemos nos colocar é a seguinte: o limite de uma seqiiéncia de
varidveis aleatérias infinitamente divisiveis resulta em uma outra varidvel aleatdria
infinitamente divisivel? Para respondermos esta questdo, consideremos uma seqiiéncia

x,, }1 amens NE N, de varidveis aleatérias infinitamente divisiveis com fungdes

caracteristicas ¢, (5 ) Introduzamos agora a expressao
X® =Yy x%u, 11113
=1

e suponhamos que a seqiiéncia X *’ convirja a um dado limite X para todo we Q. De
acordo com o teorema (I.32), item III, o limite X €& uma varidvel aleatéria. A relacao

X(@)=lim X (w) T 14

traduz-se, em termos de funcdes caracteristicas, como
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9(€)=1im¢™ (£), .15

uma vez que fungdes caracteristicas sdo exponenciais, € portanto vale o conhecido resultado
x=limx, = e* =lime™ . Em (IIL15), ¢©(£) e ¢() sdo as funcdes caracteristicas

associadas a X * e X respectivamente. Da definicdio III.1 segue-se que

limg® (€)=Timlp ', )", IIL.16
e, portanto, de (II.15) e (IIL.16),
0(&)=Timlp . )" .17
Definindo-se
9,,(€)=1lim¢*,. (). .18

segue-se de (III.17) e (IIL.18) que

o€)=lo, )", 119

z

ou seja, a varidvel aleatéria X ¢ infinitamente divisivel. Com isso, podemos enunciar o
seguinte ([13], [21], [23], [29])

III. 5. Teorema : A varidvel aleatéria cujo valor € igual ao limite de uma seqii€éncia de
varidveis aleatdrias infinitamente divisiveis € infinitamente divisivel.

Com o auxilio do teorema III.5 podemos explorar melhor a equagdo fundamental das
funcdes caracteristicas infinitamente divisiveis. Para tanto, usemos a conhecida representagcao
para logaritmos naturais

Inx = limnlx"" —1], II1.20
que pode ser obtida por uma simples expansdo em série de Taylor do termo
X" = exp[(l/ n)ln x]. Inserindo-se uma fung¢ado caracteristica na equacao (II1.20) obteremos
como resultado a seguinte expressao:
In¢(€)=1limnlp(E) " -1| .21

Se ¢(£) for infinitamente divisivel, segue-se que
Ing(§)=limnlp, )-1]. 111.22

Definamos agora

v, (€)=nlp,(€)-1]; 1123
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vemos a partir desta que

¢,(E)=e"® 11.24

¢ uma fungdo caracteristica de Poisson de pardmetro A =n e, portanto, infinitamente
divisivel. Com isso, o teorema III.5 mostra que o limite (II.22) € valido, pois ambos os
membros desta equagao sao fungdes caracteristicas infinitamente divisiveis.

A representacio (IIL22) é vélida pois ¢(£) é infinitamente divisivel; no entanto,

obteriamos maior generalidade se pudéssemos escolher fungdes arbitrdrias X, (&) em sua

expressdo. Tal generalidade € permitida, conforme podemos demonstrar no seguinte teorema
[23]:

III. 6. Teorema : Seja {)(n} uma seqiiéncia de fungdes caracteristicas. Para que uma dada

func¢do caracteristica ¢(§) seja infinitamente divisivel € necessdrio e suficiente que exista o
limite continuo

y(§)=timnly, €)-1] .25

onde, neste caso,

#(E)=e"?. 111.26

A equacdo (II1.25) nos permite ainda obter uma representacdo semelhante, conforme
podemos observar através do seguinte [23]

IIL 7. Lema : Seja y(&) uma dada fungio caracteristica e A uma constante positiva. Entio,

0(&)=explAlx(€)-1]}
€ uma funcdo caracteristica infinitamente divisivel.

A expressdo acima nos fornece a primeira representacdo geral para uma funcio
caracteristica infinitamente divisivel, e esta se dd em termos de uma fun¢do de Poisson. Uma

combinag@o dos resultados obtidos no teorema III. 6 € no lema III. 7. origina o importante
[23]

I1I. 8. Teorema de De Finetti : Sejam {)(n (ﬁ )} e {/'Ln} seqiiencias de fungdes caracteristicas e

de niimeros positivos, respectivamente. Para que uma dada fun¢do caracteristica ¢(§):= e®

seja infinitamente divisivel, € necessdrio e suficiente que
w(€)=1imA, [, (E)-1]. 1M1.27

O teorema de De Finetti traz uma importantissima implicagdo para a discussao que se
segue. Para deduzirmo-la, consideremos inicialmente a representacdo das fungdes ¥, (&) em

termos de suas fungdes de distribui¢do associadas G, (x):
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2,6)=[e*dG, (x). 111.28
Deste modo,

nlx, ©)-1]=n[le* -1]dG, (). 111.29

Feito isso, dividamos o intervalo —eo < x < oo na particao
—Q=x,<Xx <-<x, , <X, =0,

onde tomaremos posteriormente o limite & — oo; com isso, discretizando-se a integral
(II1.29) obtemos as somas de Darboux

[l ~1HG, (1)= im nY explicy,~1)G, ()~ G, (v )

= lim Z B, expliéx, —1), 11.30
=1

onde definimos
ﬁln = n[Gn (‘xl )_ Gn (‘xl—l )]'

De (II1.25), (II1.26), (II1.29) e (I11.30) segue-se que
Ing()=1im )" B, expliéx, ~1). 131
=1

Com isso provamos um teorema que consiste na base de toda a nossa discussdo acerca
da representacdo geral de uma fungdo caracteristica infinitamente divisivel ([13], [21], [23],
[29]) :

III. 9. Teorema : O limite de uma seqiiéncia de produtos finitos de fun¢des caracteristicas de
Poisson € infinitamente divisivel. De modo reciproco, toda funcdo infinitamente divisivel é o
limite de uma seqii€ncia de produtos finitos de func¢des caracteristicas de Poisson.

Nas duas proximas sec¢Oes aplicaremos os conceitos desenvolvidos até aqui para
perseguirmos as representacdo mais geral para uma func@o caracteristica infinitamente
divisivel.

I1L.3 A Representaciao Canonica de Kolmogorov

Uma vez obtidos estes teoremas fundamentais, passemos agora a obtengdo da
representacdo geral de uma funcdo caracteristica infinitamente divisivel. Consideremos,

inicialmente, uma seqiiéncia de funcdes caracteristicas da forma ¢, E)=e" ©), onde

v, €)=2,[p,€)-1]. 11132
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As fungdes acima se relacionam com uma funcdo caracteristica infinitamente divisivel de
acordo com o teorema de De Finetti:

y(€)=limy, (¢). 1133
Suponhamos agora que as fungdes de distribuic@o associadas as func¢des (II1.32) sejam dadas

pela seqiiéncia F, (x), e que seus dois primeiros momentos sejam finitos, cujos valores sdo
dados por

u, =—iy’(0), I1.34a
2 ”
o, =-y"(0). 1I1.34b
Em considerando-se o limite (II[.33) como sendo continuo, é razodvel supormos que
os dois primeiros momentos (IIl.34a e b) também convirjam para os limites 4 e o>. Para
analisarmos esta convergéncia, reescrevamos (II.32) da seguinte forma:

y,E)=in,é+x,€)

I1.35
onde vemos que as relagdes (I11.34a e b) sdo satisfeitas se impusermos os vinculos
2(0)=0, 1I1.36a
x'0)=0.

[1.36b

Com essas relacdes em maos, passemos agora ao célculo dos termos individuais que
comparecem na equagdo (II1.35). Usando a representacao

6, )= [ ar, (x

e as equagoes (III. 34a) e (I11.35), obtemos

11.37

u, ==iy’(0)
=2, | xdF, (x). 111.38
Ja o segundo momento € calculado diretamente a partir das equacdes (II1.34b) e
(IIL.35):
o, =-y"(0)
=-2"(0)
=2, [ x*dF, (x). 11139

.~ . . . . . 2 .
A condigdo de o, ser finita implica que as medidas A, x“dF, (x) sejam, por sua vez,
também finitas; ademais, a existéncia do limite continuo
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2"€)=1imx; () 11140

implica que estas mesmas medidas também convirjam para um dado limite. Para melhor
analisarmos estas questdes, definamos as seguintes medidas de Riemann-Lebesgue

G,(x)=x,4, [2*dF,(2). IL41
onde as constantes kK, normalizam estas medidas de modo que tenhamos G, (+00)=1:
o -1
K = {,ln Izzan (z)} . ML42
As funcgdes )(Z(ﬁ) se expressam, em termos das medidas G, (x) , da seguinte forma:
” 17 .
2/€)=-— Jexplicx] 4G, (x); IL.43

dividindo-se a equagdo acima por x (0), vemos que

v (€)= Ef) ; TI1.44
X

sdo as fungdes caracteristicas associadas as medidas G, (x),

7,€)= [expli&] dG,(x), 145

—oo

que, a luz da equagao (I11.40), convergem para o limite
Y€)= ICXP[@] dG(x). 1.46

Com isso, concluimos que as medidas G, (x) satisfazem a equacdo

G(x)=lim G, (x). 1L.47

A partir do limite (II1.40) e da equagdo (IIL.46), a funcdo x”(&) assume a forma

o

276)=—[expli&x] aK (x), 11148

—oo

onde definimos a medida



K(x)=y"(0) G(x). 11149

Integrando-se (II1.48) duas vezes, encontramos

1(€)= [ expliechix(x)+ g+ 5. .50

onde as constantes & e B sdo obtidas a partir do uso dos vinculos (III.36a e b):

=

a=-i Lk (), IL51a
S X
Tl

ﬁ = —J- —sz(X)
Jx IL51b

Deste modo, encontramos finalmente ([13], [21])

1(€)= [ fewpliga] - ige -1} dk (). .52
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A convergéncia do termo ¥, (£) e da expressdo (II1.35) nos garantem a convergéncia

do termo iy, & paraum limite iu& com y real.

Analisemos agora o comportamento do integrando de (II.52) para medidas
concentradas na origem. Devemos verificar o seguinte: como distribui¢des normais sao casos
particulares de distribui¢des infinitamente divisiveis, espera-se que a representacdo (II1.52) se
reduza a expressdo de uma funcdo caracteristica normal para medidas concentradas na

origem. Portanto, neste caso, a equacio (I11.52) deve fornecer um termo — %o °£”:

xiz{exp[igx]—izjx—l}zxiz{mgx—%gzxz —égw .

co—ibx—1}
_ 1 _l 2 2_i 3.3
_xz{ 2!€x 3!€x+ }
1., s
:_55 x50, 153

De (1I1.49) e (IIL.52),

26)=-3€* [ax ()

—— &K (o)
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=——&%c7. I11.54

Vemos, portanto, que a representacdo de )((5 ) para uma medida concentrada na
origem e a adi¢éo do termo iué resulta exatamente na expressdo de uma fungio caracteristica
gaussiana. Confirmamos, assim, a efici€ncia da representacdo (1I1.52).

Com essas consideragdes feitas até aqui, podemos enunciar o seguinte ([13], [21],
[23], [29])

III. 10. Teorema — A Representacao Canonica de Kolmogorov : Seja K uma medida ndo
decrescente, limitada, com K(—o)=0 e o uma constante positiva. Entdo, para que ¢(£)

seja uma fungdo caracteristica infinitamente divisivel de variancia finita é necessdrio e
suficiente que esta seja representavel sob a forma

ng(E)=iat + [ explied- g1} ek, mss

—oo

onde o integrando de (III.55) na origem € calculado por continuidade, resultando em

xiz{exp[igx]_igx—l}( = —%5 2 I11.56

x=0

Ademais, esta representacao € Unica.

I11.4 As Representacoes Canonicas de Lévy-Khinchine e de Lévy

A representacdo candnica de Kolmogorov, teorema III.10, nos propiciou a forma mais
geral para uma fungdo caracteristica infinitamente divisivel dotada de variancia infinita. A
pergunta mais natural que poderiamos fazer no momento seria: € concebivel uma
generalizacdo da representacdo candnica de Kolmogorov para o caso de distribuicdes com
variancia infinita? E, em caso de resposta afirmativa, seriam tais distribuicdes com variancia
infinita relevantes dentro do contexto da teoria da Probabilidade?

A resposta a primeira questdo € afirmativa: de fato hd uma representacdo para
distribuicdes dotadas de variancia infinita, conforme nos prova o seguinte teorema ([13], [21],
[23], [29]) :

III. 11. Teorema — A Representacio Candnica de Lévy-Khinchine : Seja G uma medida
nio decrescente, limitada, com G(—o0)=0 e B uma constante positiva. Entdo, para que ¢(£)

seja uma func¢do caracteristica infinitamente divisivel € necessdrio e suficiente que esta seja
representavel sob a forma

Ing(§)=ipE + T{exp[iéx]—l— ’ﬁ;z

}”XZ 4G (). 1157
1+

2
X

onde o integrando de (II.57) na origem € calculado por continuidade, resultando em
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1
:——'52. I11.58

{[CXPB&]_ - 115; } : ;Cz } 2!

Ademais, esta representacao € Unica.

x=0

A representacdo de Lévy-Khinchine ainda pode ser estendida para o caso de medidas
que sejam descontinuas na origem. Consideremos, pois, as medidas

X 2
M@)= [ o a6(k), <o 111,59
e X
T 1+ x7
N(z)=-] 5dGk). x>0 I11.59b
o’ =G(+0)-G(-0), I1.59¢

que sdo claramente ndo-decrescentes nos intervalos (—o0,0) e (0,00), respectivamente.
Ademais, tais medidas satisfazem claramente M (—oo)= N(c0)=0. Para todo & >0, segue-se

que as integrais

[ x2an () 11160

j x2dN(x) ML61
0

sao finitas. De posse destes elementos, podemos enunciar o seguinte ([13], [21], [23], [29])
I1I. 12. Teorema — A Representaciao Canodnica de Lévy : Sejam M e N medidas tais que:

% M(x)e N (x) sdo ndo-decrescentes nos intervalos (—o0,0) e (0,00);
H M(—o0)=N(e0)=0;
¥ As integrais

0 €

szdM(x) e szdN(x)

—£ 0
sao finitas para todo € >0.

Entdo, para que a funcdo caracteristica ¢(§ ) seja infinitamente divisivel, é necessario e

suficiente que seja representavel na forma
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ino(€)=i1€ - %-& + [{owied-1- 2} am(r)

1+ x

1+ x

+I{exp[i§x]—1— "‘3’62} NG, TG

onde a constante ¢° é dada por
o’ =G[H+0)-G(-0)
e Y € uma constante real e positiva. Ademais, a representacio acima € tnica.

A representacdo de Lévy € a mais geral dentre todas as representagdes possiveis para
as fungdes caracteristicas infinitamente divisiveis. E imediato verificar que a representacio
(II1.62) se reduz a (II1.57) se a medida G for continua na origem. Também € facil identificar a
representacdo de Lévy-Khinchine com a de Kolmogorov no caso de variancias finitas.
Consideremos que (III.57) seja uma fungdo caracteristica com variancia finita. Entdo, as
integrais

o

T (1+x2)dG(x) e J- xdG(x)

—oo

sdo finitas. Definindo-se entido

K(z)= j (l +x7 ) dG(x)

B=vy+ T xdG(x)

obtemos a representacao de Kolmogorov (II.55). A reciproca € verdadeira, em admitindo-se a
representacdo de Kolmogorov e tomando-se

G(o)= | ——dK(»).
o 1+x
As demais condi¢des do teorema de Lévy-Khinchine seguem do fato de a funcdo
caracteristica em questao ser representavel pelo teorema de Kolmogorov (II1.55).
Para ilustrar a aplicabilidade dos conceitos até entdo desenvolvidos, observemos a
tabela abaixo, que nos fornece alguns exemplos de como podemos escrever as funcdes
caracteristicas mais conhecidas em termos das trés representagcdes analisadas:
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Funciio Representacao
Caracteristica Kolmogorov Lévy-Khinchine Lévy
Expressao o K(x) B G(x) Y| o [Mkx)] N()
exp(i&x) £ 0 £ 0 Elo] o 0
exp| iué —lazéj ?
2 uo| ole(x) | 4 o ’e(x) Hflo| O 0
exp|re® —1] A | Ae(x-1) % %S(x—l) % 0 o |Ae(x-1)
eXP(—9|5|) - - 0 [gjtan‘1 x+g 0 0 _i _i
T 2 X X

Tabela III.1 : Representagdes Candnicas das principais fungdes caracteristicas (adaptado de [Lukdcs]).

Pela tabela acima vemos que a funcao caracteristica de Cauchy néo € representavel por
Kolmogorov, exatamente pelo fato de possuir o segundo momento infinito.

A representacdo de Lévy, por sua maior generalidade, constitui o sustentdculo da
teoria das distribui¢des infinitamente divisiveis. O préximo tépico a ser discutido, o que
concerne a noc¢do de distribuicdes estdveis, consistird, juntamente com a teoria acima exposta,
no maior trunfo da moderna teoria da Probabilidade e Processos Estocdsticos para uma
melhor descri¢do dos fendmenos naturais.

I1L.5 Distribuicoes Estaveis

Em conexdo com a propriedade de divisibilidade infinita das varidveis aleatérias
gaussianas, hd uma outra propriedade das mesmas que nos chama a aten¢do. Como vimos, a
soma de uma ou duas varidveis aleatérias gaussianas resulta em uma varidvel aleatdria
também gaussiana. Podemos generalizar ainda mais este conceito; para tanto notemos que

X=X+X,+-+X, I1.63
€ um caso particular da equacdo mais geral

Y=0X +0,X,+--+0, X, 1.64

onde ¢, , k=1,---, N, sdo numeros reais.
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Tal varidvel aleatoria € também gaussiana, conforme podemos facilmente demonstrar.
Em termos de funcdes de distribui¢do, a relacdo acima se escreve como

F(y)=Flo,x, )% Flot,x, )% Flay x,, ). 11165

Com isso, a relacdo mais geral possivel para uma soma de varidveis aleatdrias
gaussianas é

F(y)=Flax, + B,)*Fla,x, + B,)x*Flayx, +By),  TIL66

onde o, e B,, k=1,---,N, sdo niimeros reais.

Da mesma maneira que a propriedade de divisibilidade infinita, a propriedade acima,
que denominaremos de estabilidade, nos mostra que as mesmas propriedades valem tanto
para os termos da seqiiéncia de varidveis aleatérias gaussianas quanto para sua soma,
indicando que, neste caso, as partes guardam uma relagdo intrinseca com o todo. Entdo,
somos levados novamente a perguntar: ha outras classes de varidveis aleatérias que
apresentem tal propriedade? A resposta € afirmativa, € mostraremos que as leis estaveis nos
levam a classe mais geral de processos que podem surgir na teoria da probabilidade: os
processos de Lévy.

Vamos agora formalizar o conceito de estabilidade através da seguinte ([13], [21],
[23], [29])

III. 13. Definicio : A funcio de distribuicio F(x) é denominada estdvel se para toda
constante &, >0, 8,,com k =1,2 existam constantes & >0 e f3 tais que a igualdade

F(Otlx+ﬁ1)*F(OC2x+ﬁ2)=F(O(x+ﬁ)
seja valida.

Em termos de funcdes caracteristicas, a relacdo acima pode ser escrita como

¢(§ ) = ¢[a£l ]@’[(f—z )eXp(iné) 1IL67

onde =B -, —fB,. Para um nimero arbitrario de constantes k,, k =1,2,---,n, podemos
deduzir da equagdo acima a seguinte expressao:

¢(§): ¢[ Kil M%] ..{%]exp(mg). 11168

Escolhendo-se todas as constantes k', como sendo iguais a 1, segue-se de (II1.68) que

0(&)=0(8& Jexpl(ié). 11169

Tal expressao nos sugere que uma distribuicdo estavel € infinitamente divisivel; de
fato, em definindo-se
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9(¢)= {(p[% ]eXp[— %}} : 1170

demonstramos de maneira simplificada o seguinte ([13], [21], [23], [29])
I11. 14. Teorema : Toda fungdo caracteristica estdvel € infinitamente divisivel.

Do mesmo modo que buscamos na sec¢do anterior a representacdo mais geral para uma
distribuicao infinitamente divisivel, passemos a investigacao da representacao mais geral para
uma lei estavel. De acordo com o teorema III.14., toda lei estavel € infinitamente divisivel;
com isso, podemos representar a funcdo caracteristica de uma lei estidvel por meio da
expressio (IIL.62). Cabe-nos agora a tarefa de descobrir as medidas M (x) e N (x) de tal modo

que sua funcdo caracteristica satisfaca a relacdo (II1.67). De (I11.62) e (III. 67) obtemos

ln(l)[é]: ln¢[£]+ ln¢[£]+ ivE
K K, K,

| {exp[iéx]—l—%}dmxlx)

1

. 1{expﬁm—1—%}dw<m>

=iy,E-——&" + H C't’; }dM(sz)
++]Z{exp[i ljifz }dN(sz)+ iné

&+ Jewpliesl- 1= Jaw (o

Devido a unicidade da representacdo (II1.62), segue-se que

GZ[L_L_L]ZO 11.72a

iox }dN(Kx). 71
1+x°

M (k)= M (,x)+ M (k,x), x<0; I11.72b

N(kx)=N(x,x)+ N(x,x), x>0, 1.72¢
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Determinemos agora as expressoes de M (x) e N (x) por meio das expressdes (IIL72).
E suficiente determinar apenas uma destas, pois ambos os casos sdo similares. Tomemos, por
exemplo, N(x). Por recorréncia, obtemos de (II.72) a seguinte expressao:

N ()= N (i, x)+ N (i, )+ + N(x, x), 11173
onde k, sdo constantes positivas. Escolhendo-se o caso particular k, =1, segue-se de (I11.73)
N(kx)=nN(x), 11174
onde k¥ =k(n). A medida N (x) satisfaz portanto a equacio
NG )e)=¢ N(). .75

onde { é um numero real e positivo. Podemos calcular, a partir da equagio acima, a derivada
de N(x) em relacio a2 x, fornecendo

4 % N(x)=x . N(x(&)x). 11.76

d (xx)

Dividindo-se (II.76) por N(x) e realizando alguns calculos simples chega-se a
equagao diferencial
N'(x) 1 d

NG K~ (o) a (m)N(;oc). 11.77

Tomando-se x =1, e, em definindo-se

N () =—a, 11.78
N ()
obtemos
dN—(K) =—0 dx I11.79
N(x) K '
cuja solugdo é
N(k)=-Ak", 111.80

onde A € uma constante positiva.
O resultado N (oo)=0 nos mostra que a constante ¢ também deve ser positiva.
Procedendo de forma absolutamente andloga, encontramos para M a seguinte expressao:

M(x)=—7. I1.81



87

Por meio do teorema II1.12, vemos que as restricoes

0

f x2dM (x)< oo, j- x2dN(x)< oo

—&

implicam que as constantes & e [ devem assumir valores no intervalo (0,2]. Ademais,

podemos relaciona-las empregando as equacdes (IIL.72b, c¢), (II1.80) e (II.81), o que resulta
na relacdo

. 111.82
Kk* kb

Pela equagdo acima vemos facilmente que a=f3.

Vamos agora obter a expressdo da funcdo caracteristica de uma lei estavel usando para
tanto as medidas obtidas acima, (III.80) e (III.81). Dividamos estes cdlculos em duas partes
(uma vez que a solugdo para 0 < <1 € idéntica a solugdo para 1< <2):

2 ooa=1:

Calculemos a primeira integral em (II1.62) em substituindo-se a medida (II1.81) em
sua expressao:

+oo

j{exp[igx]_l_ iex }d_’; _ j{“’—@“l}dx

o I+x7) x 0 X

+oo

+ij{senéjx— & }ﬁ

2 2
2o 1+x° ) x

. . |senx 1
:—%g—lgmg +15+j0{ )}dx.

2 x(l +x°
I11.83

Para a segunda integral em (II1.62) obtemos, apds substituicdo da equagdao (I11.80), a
seguinte expressao:

+oo

[ensl-ieid-1+

+0

I dx T }

lsen x 1
—1 — dx .
g I

I11.84

Introduzindo-se as constantes

5= +v)%, 1185
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v-A4
p= L+v’ 11.86
segue-se que, para todo Ee R _,
Ing(&)=iyt - 5|€j|{l+lﬁ = 1n|éj|} 111.87
¥ O<ax<l:
De (I11.62), (IT1.80) e (II1.81) obtemos
: 7 : dx
Ing(§)=irg+v [{expliéx]- 1}| &
i , dx
+/l.|-{exp[léjx] 1} T
0 I1.88
Fazendo-se a mudanga de varidveis § =¢&x, segue-se que
. <) T . d
Ing(E)=ir +¢ vj{exp[—u:]—l}gm
+A I{exp[zé’] I}CM }
. o iroc /2 —inoe /2
= l'yg +5 (V€ + Ae )I(a), 111.89
onde definimos
— [Hoxol_; dg
1(@)= [{expl-ig]-1} 2 = 111.90
0
Introduzindo-se os termos
o
B= —I(Ot)(/'L+V)cosT, .91
v-24
o0=—-—, 11.92
A+V

e solucionando-se a integral (II1.90) pelo teorema de Cauchy, obtemos, finalmente,

ng(§) =i - Bg|"* {1+15 |§| m} 111.93
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Com os elementos apresentados acima, podemos enunciar o seguinte

III. 15. Teorema - A Representacdo de uma Lei Estavel : Para que uma dada distribui¢io
F(x) seja estdvel, é necessdrio e suficiente que o logaritmo de sua funcdo caracteristica seja
representavel por

1n¢(é‘)=i7§—ﬁ|5|a{l+i5|§—|¢(5,a)}, 11194

onde a funcio ®(&, ) é definida por

o
tan 7 , sea#l
¢, a)= ) 111.95
—1n|§|, se a =1
T
O parametro o, denominado expoente de estabilidade, satisfaz o vinculo

0<a<2, 111.96

(ver discussdo correspondente a dedugdo da relagdo (II1.82)). Ja o pardmetro ¢ , denominado
pardmetro de assimetria, por sua vez, satisfaz o vinculo

—-1<6<1.
(ver ([13], [21], [23], [29])).

Denominamos um processo estocdstico dotado de uma funcdo caracteristica igual a
(II1.94) por processo estocdstico de Lévy. Sua distribuicdo associada recebe o nome de
distribuicdo de Lévy.

A representacdo I11.94 € a mais geral possivel para uma distribui¢do estavel. Podemos
demonstrar facilmente que o caso onde =2 e 8 =1/2 corresponde exatamente a expressao
de uma fungdo caracteristica gaussiana. Vemos, com isso, que uma distribuicdo de Lévy, ao
englobar duas importantes distribuicdes, a de Cauchy e a de Gauss, generaliza o proprio
conceito de distribui¢do normal.

Podemos assim concluir face a discussao acima que os processos de Lévy generalizam
o conceito de Movimento Browniano! Analisaremos as implicacdes desta importante
descoberta no capitulo VII, ao investigarmos a estrutura probabilistica de uma série de dados
financeiros.
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CAPITULO IV

O MOVIMENTO BROWNIANO

IV.1 Introducao

O primeiro cientista a demonstrar a existéncia deste fenOmeno ndo somente para
corpusculos organicos, mas também para particulas inorganicas foi o botanista inglés Robert
Brown [25]. Brown analisou ao microscépio o comportamento de graos de pdlen de diferentes
plantas dispersas em agua, e observou que estas se comportavam como inimeras particulas
dotadas de um movimento irregular e ininterrupto.

Fig. IV.1 : Movimento intermitente de um grao de pélen (ponto cheio) observado ao microscopio

Brown repetiu o experimento com outros corpusculos organicos, € observou que o
mesmo fendomeno ocorria. Concluiu inicialmente que tal movimento, conforme outros
bidlogos ja haviam suposto anteriormente, era devido a uma ‘forca vital’, presente em todos
0s compostos organicos. Com isso, Brown imaginou ter encontrado nestes corpusculos a
‘molécula primitiva’ dos organismos vivos.

Brown repetiu o experimento com vdarios tipos de particulas inorganicas, e, em
observando-se que o mesmo fendmeno ocorria, concluiu que toda a matéria era composta por
tais moléculas primitivas. Este trabalho foi publicado em 1828, e deste entdo tal movimento
aleatorio recebeu o nome de Movimento Browniano.

O grande mérito de Brown foi ter demonstrado que o fendmeno em questdao ndo era
devido a natureza orginica da substincia dispersada, refutando assim os argumentos
‘vitalistas’. Com isso, o movimento Browniano deixou de ser um fendmeno puramente
‘bioldgico’ para ser um fendmeno fisico, necessitando, assim, de um tratamento matematico
mais acurado.

Ap6s Brown, outros pesquisadores estudaram o movimento Browniano visando uma
explicacdo mais plausivel para sua causa. Em 1858, Regnault propds que o movimento era
devido ao aquecimento irregular causado pela luz incidente. Posteriormente, Exner, em 1867,
descobriu que o movimento se torna mais rapido com particulas menores, e também através
de exposicao a raios calorificos e luminosos. Um pouco mais tarde, em 1870, Jevons sugeriu
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que o movimento se deve a forgas elétricas existentes entre as particulas em suspensao. Tal
idéia ndo encontrou sustenta¢do, sendo refutada no mesmo ano por Dancer, que demonstrou
que tais forcas nao influenciam o movimento em si.

O primeiro passo rumo a uma teoria mais precisa do movimento Browniano foi dado
em 1877, quando Delsaux formulou a hip6tese de que a origem deste movimento intermitente
era devida as colisdes entre as particulas dispersadas e as moléculas do liquido dispersante.

Posteriormente, as investigacdes de Gouy levaram a importantes conclusdes que
suportaram os resultados obtidos anos depois por Einstein. Gouy descobriu que o movimento
¢ tdo mais intermitente quanto maior for a viscosidade do liquido dispersante; também
descobriu que movimentos moleculares de origem térmica influenciavam o movimento das
particulas dispersadas. Mostrou também que nem as mudangas da iluminag¢do, nem campos
magnéticos fortes influenciavam o movimento Browniano.

A teoria completa do movimento Browniano foi obtida por Einstein em uma série de
importantes artigos escritos a partir de 1905 [8]. Em seu primeiro artigo, visando estudar o
movimento de pequenas particulas de dimensao visivel dispersas em liquidos, Einstein obteve
pela primeira vez o coeficiente de difusdao em termos de outras varidveis macroscopicas, como
a viscosidade e a temperatura absoluta do liquido dispersante. Obteve também a famosa
expressao que caracteriza um movimento Browniano, demonstrando que a distribui¢cdo do
numero de particulas suspensas em um ponto x do espaco em um instante temporal # €
gaussiana. Neste mesmo trabalho Einstein deduziu uma férmula para o cdlculo das dimensdes
moleculares.

Com isso, Einstein lancou as bases de uma das teorias mais bem sucedidas para a
modelagem de sistemas naturais. O movimento Browniano pode ser aplicado a qualquer
sistema dotado de movimentos aleatdrios cuja distribuicdo de probabilidades seja gaussiana.
A aplicabilidade desta teoria é enorme: podemos analisar desde o estudo de particulas
dispersas em um liquido até a precificacdo de uma opcao no mercado financeiro.

V.2 A Teoria de Einstein do Movimento Browniano

Iv.2.1 A Teoria da Difusao

O primeiro grande fendmeno que discutiremos como base para a teoria do movimento
Browniano denomina-se difusdo. Para analisarmos este fendmeno consideremos um gas
monoatdmico encerrado em um recipiente com vV moléculas por unidade de volume, em
estado de equilibrio (fig. IV.2)

Fig. IV.2 : Gas encerrado em uma cimara

Suponhamos que, em um dado instante, um orificio de area A € aberto, permitindo
assim a passagem deste gis para uma outra camara:
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Fig. IV.3 : O processo de difusdo

O transporte das moléculas do gds de uma cimara para outra cria um fluxo molecular
que atua no sentido de restaurar a situacdo de equilibrio do sistema. Isso pois, como as
moléculas do gds se encontram em movimento intermitente, colisdes entre estas e com as
paredes do recipiente impelem-nas a executar um movimento em todas as direcdes. Este
processo de transporte criado pela diferenca de distribuicdes do gds nas duas camaras é
denominado de processo de difusdo. Notemos que, nesta situagdo de nao-equilibrio, a
distribuicdo de moléculas do gds v é funcio da coordenada espacial, e, portanto v =v(x).

Procedamos agora a obtencdo da expressdo da densidade de fluxo & das particulas
transportadas do gds. Para tanto, observemos a seguinte figura:
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Fig. IV.4 : O fluxo molecular em um processo de difusdo

Suponhamos que fosse possivel rotularmos um certo nimero de moléculas do gas;
suponhamos também que sua distribui¢do seja de vV moléculas por unidade de volume. O
fluxo molecular pode ser entendido como sendo a quantidade de moléculas que atravessa uma
dada faixa de area A, espessura Ax, em um dado instante de tempo Ar; no entanto, sem
perda de generalidade, podemos considerar A=1 e Ar=1, a fins de simplificarmos a
expressdo. O fluxo molecular serd tdo maior quanto maior for a quantidade de moléculas e
menor for a espessura Ax, conforme vemos facilmente pela fig.IV.4. Com isso, obtemos para
o fluxo molecular a seguinte expressao:

o=-D2v(x), IV.1
ox

onde D é uma constante de proporcionalidade que se denomina coeficiente de difusdo. Se
dv /dx >0, entdo o movimento de moléculas se dd no sentido de maior concentra¢io; no
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entanto, como o fluxo real se move no sentido de menor concentragdo, colocamos o sinal
negativo de modo a tornarmos a constante D positiva, e, conseqiientemente, o fluxo ®. A
expressao (IV.1) serd denominada por Lei de Fick se a distribui¢do de moléculas do gas for
também fun¢do do tempo.

A partir agora do conceito de fluxo molecular € possivel determinar a equacdo
diferencial que rege o processo de difusdo. Consideremos entao que v(x, t) seja a distribuicdo
média de moléculas por unidade de volume, situadas na posicdo x ao instante ¢. Suponhamos
que, no exato instante #, fotografdssemos a superficie A pela qual o gis escoa (fig.IV.5), e
escolhéssemos uma faixa de espessura dx para observarmos a difusao de suas moléculas:
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dx

Fig. IV.5 : Processo de transporte no gas em termos dos fluxos moleculares

Nesta faixa encontram-se v(x,t)Adx moléculas. Notemos que qualquer aumento nesta
quantidade de moléculas serd devido ao fluxo incidente de moléculas pela superficie
delimitada por x; conseqiientemente, serdo emitidas pela superficie delimitada por x+ dx
uma quantidade tal de moléculas que serd igual ao fluxo transmitido. Com isso, a varia¢ao
temporal do nimero total de moléculas compreendido entre as superficies delimitadas por xe
x+dx serdigual a

%{v(x, Adx}= AD(x)- AD(x+ dx). Iv.2

Expandindo-se o lado esquerdo de (IV.2), obtemos

9

0
1)=—2(x). V.3
atv(.xt) o (x)

Pela lei de Fick, equacdo (IV.1), obtemos finalmente a equacdo de difusdo

9 ) =D v(x) V.4
o x> o

O exemplo usado acima pode ser ainda estendido a situacdes mais complexas.
Consideremos, por exemplo, que na camara 2 estivesse contido um gas diferente do da
camara 1. Suponhamos que ambos estivessem inicialmente isolados, e que, de algum modo,
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pudéssemos rotular as moléculas de ambos os gases. Apds termos removido a separagio,
veriamos que as moléculas de ambos os gases se difundiriam em sentidos opostos, visando
ocupar todo o volume disponivel. Apds certo tempo estariam os gases totalmente misturados.
O processo de difusdo seria, neste caso, idéntico a difusdo de um gés em uma camara vazia;
com isso, vemos que a teoria, € conseqiientemente as equacdes desenvolvidas, se aplicam aos
casos mais gerais.

Iv.2.2 O Conceito de Pressao Osmotica

As experiéncias conduzidas ao longo dos dltimos cinco séculos que culminaram nos
trabalhos de Robert Brown tiveram sempre como foco principal o movimento de corpusculos
em suspensao aquosa. Independentemente da investigacao realizada (por exemplo, 0s esporos
de bactérias, como nas pesquisas de Spallanzani, ou graos de pdlen, como nas pesquisas de
Brown), sempre as causas daquele movimento intermitente foram questionadas. Inicialmente,
conforme j4 mencionamos na introducdo a este capitulo, acreditava-se que 0 movimento era
devido a uma forca vital presente nos corpusculos organicos. No entanto, conforme
demonstrado empiricamente por Brown, particulas inorginicas também realizavam aquele
movimento intermitente quando em suspensdo. Com isso, a causa do movimento destes
corpusculos deixou de pertencer exclusivamente ao campo da Biologia e ingressou
definitivamente no campo da investigagcao da Fisica.

Nesta secdo discutiremos os principios fisicos fundamentais que regem o movimento
de particulas suspensas em um dado liquido. Esta discussdo, associada ao conceito de difusao
apresentado na secdo anterior, consistird na base fundamental para a construcio da teoria do
movimento Browniano.

Consideremos pois um liquido de volume total V' no qual dispersaremos uma certa
quantidade de material s6lido composto por graos, por exemplo. Se o dispersado for soldvel
no liquido dispersante, observaremos a formacdo de uma solucdo homogénea (consideramos
aqui que a quantidade de soluto € suficiente apenas para saturar a solugdo). Caso contrério,
veremos que os graos dispersos ficardo suspensos neste liquido, em um movimento aleatério
intermitente. No primeiro caso, sabemos que as moléculas do soluto se dissolvem totalmente
no solvente, ao passo que, no segundo caso, as moléculas continuam em um estado de
agregacdo tal que a estrutura formada (o corpuisculo) se mantém intacta.

Para melhor investigarmos estas duas situa¢des, suponhamos que em ambos 0s casos 0
material dispersado esteja envolto no interior de uma membrana semipermedvel de volume v,
que permite a livre passagem do dispersante mas ndo das moléculas ou dos corpusculos. No
caso de uma solucdo ndo-idnica, a existéncia desta membrana internamente a solugdo
promove o fendmeno da osmose: haverd um movimento do liquido de fora para dentro da
membrana, visando diluir ainda mais o soluto encerrado. Neste caso, uma pressdo osmaotica
serd exercida sobre a membrana, sendo dada pela equagdo de Van’t Hoff [8]

nRT
p= , IV.5

()

onde n é o numero de moles do soluto e T € a temperatura absoluta da solugao.

No caso de corpusculos suspensos, podemos imaginar que também haja uma pressao a
ser exercida sobre a membrana semipermeavel, pois o liquido, do ponto de vista empirico,
também flui para o interior da membrana. No caso anterior, a lei de Vant Hoff pode ser
obtida experimentalmente; no caso presente, teremos de utilizar argumentos da Mecanica
Estatistica para justificarmos a existéncia desta pressao ‘osmotica’.
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Consideremos, portanto, que hajam n corpuisculos encerrados no volume v de liquido
contido na membrana semipermedvel; também consideremos que o volume total dos
corpusculos seja desprezivel se comparado com o volume v de liquido. Assumamos também
que o espaco de fase deste sistema seja completamente caracterizado pelas varidveis
(ql,---,qm; Dis s Py, ). A funcdo de particdo associada a este sistema serd entdo dada pela

expressao [8] (ver também [28] e [34])
€
Z = |exps———¢dqgdp , IV.6
J p{ kBT} >

onde utilizamos as notacdes abreviadas dq=dq,---dq, e dp=dp,---dp, . A densidade de

pontos do espago de fase no ensemble candnico considerado € entdo dada pela expressao

m

_n £ v.7
’ ’t - - (- :
plg. p.1) ZeXP{ kBT}

Com esta expressdo para a densidade, calculamos facilmente a probabilidade de que
um dado ponto do espaco de fase se encontre nos intervalos A, +dA,, onde A, representa

qualquer uma das coordenadas de fase do sistema:

_az
“,

dw IV.8

Uma vez estabelecidos estes conceitos associados ao sistema em questdo, passemos a
sua andlise. Separemos na expressdo (IV.6) os termos associados as posicdes dos n
corpusculos das varidveis restantes; assim poderemos verificar como a fun¢do de particao (e,
conseqiientemente, a entropia e a fungao de energia livre do sistema) varia em relagdo a v.
Para tanto, sejam (xk s Vi 2 ), k=1,---,n as coordenadas dos centros de massa dos

corpusculos suspensos. Consideremos que os corpusculos estejam contidos nos elementos de
volume infinitesimais (dxk ,dy, . dz, ) Com isso, a funcdo de parti¢do (IV.6) escreve-se como

£

dz = exp{ T }dqdp

Iv.9

B
=dJdv, ---dv, .

onde definimos os volumes infinitesimais dv, =dx,dy,dz,. Se as fungbes J forem

independentes tanto das coordenadas do sistema em questdo, quanto do volume v, vemos que
a funcdo de particdio acima guarda com o volume ¥ wuma simples relacdo de
proporcionalidade.

Provemos agora que a funcdo Jé independente das coordenadas de posicdo dos
centros de massa das particulas suspensas e do volume de liquido encerrado v ; para tanto,
consideremos que o sistema em si tenha, de um certo modo, sido deslocado de sua situagcdo
inicial (por exemplo, por uma agitacio da membrana). Com isso, 0 novo sistema terad
(x,'( Ve 2 ) como as coordenadas do centro de massa das particulas suspensas. Deste modo, a

funcdo de particdo deste novo sistema serd dada por
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dZ’=dJdv;---dv’. IV.10

Como os volumes infinitesimais permanecem os mesmos, segue-se que dv, = dv,: , €,
portanto, de (IV.9) e (IV.10),

dz dJ
Em termos das medidas de probabilidade (IV.8),
aw _d

Da equacdo acima podemos facilmente obter o resultado desejado. Se o liquido for
homogéneo e ndo exercer forcas sobre as particulas, entdo qualquer novo sistema criado a
partir do sistema inicial por uma alteracdo apenas das coordenadas espaciais dos corpusculos
ndo implica em uma alteracdo das distribui¢des dos mesmos. Com isso, a probabilidade de
encontrarmos as particulas em uma dada configuracdo espacial serd idéntica em ambos os
sistemas. Entdo, de (IV.12) segue-se que

J=J V.13
Portanto, a expressao final da fungdo de particao passa a ser dada por
Z=Jv", Iv.14

ao passo que a entropia e a energia livre de Helmholz do sistema tem como expressao

E
S=?+kB{an+nlnv} V.15
F=—k,T{InJ +nInv}. IV.16
A partir da equagdo

oF
P=—7» Iv.17

v

obtemos finalmente a relacio
p=k,T n
BT, V.18
N

Portanto, argumentos da Mecanica Estatistica nos asseguram a existéncia de uma
pressdo osmdtica para o caso de particulas suspensas em um dado liquido. Assim, vemos que
o comportamento tanto de moléculas dissolvidas quanto de particulas em suspensao € idéntico
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quando em um estado de grande dilui¢do (ou seja, o volume total das particulas € infimo se
comparado ao volume do liquido). Ademais, podemos também concluir que a diferenca entre
as particulas do soluto dissolvidas e corpusculos em suspensdo reside somente em suas
dimensdes.

Iv.2.3 O Movimento de Particulas suspensas em um Liquido

Uma vez discutidos os dois importantes conceitos de difusdo e press@ao osmotica,
passemos agora a andlise detalhada do movimento de particulas suspensas em um liquido.

Consideremos, como ponto de partida, um cilindro Z de sec¢@o transversal unitdria
preenchido por certo um liquido; no instante =0 colocamos uma certa massa de uma dada
substancia granulada em uma regido imagindria X :

T 0o
oe Ui
V4 ‘o o
e e :

X

Fig. IV.6 : Processo de Difusdo em um Liquido

Imediatamente apdés termos colocado a substancia no liquido verificaremos o
desencadear de um processo de difusdo, pois a pequena massa das particulas e a viscosidade
do liquido fardo com que estas fiquem suspensas e, portanto, propensas a colisdes. As
pressodes exercidas pelo liquido em ambos os lados da regido X geram uma pressdo osmotica
que contribui no sentido de intensificar as colisdes entre as particulas suspensas, e estas assim
tenderdo a percorrer espagos cada vez maiores, impulsionadas pelas colisdes com as demais
particulas que encontrarem pelo caminho. Este movimento se expande em todas as dire¢des,
visando uma ocupacdo maior do volume do liquido disponivel, até que o mesmo esteja
homogeneamente preenchido pelas particulas em suspensdo. Apds esta fase final, observamos
que as particulas passardo a executar um movimento intermitente e irregular.

No processo de difusdo descrito acima observamos que sdao duas as forgas exercidas
sobre as particulas suspensas: a forca gerada pela pressdo osmética e a forca de resisténcia
imposta pelo liquido ao movimento das particulas. Considerando-se, por fins de simplicidade,
que o processo de difusdo ocorra apenas no sentido do eixo das abscissas, observaremos que
tais forcas se dispdem em sentidos contrdrios, cancelando-se, portanto, mutuamente. Com
isso, o sistema ‘liquido + particulas suspensas’ se encontra em equilibrio dindmico, o que nos
permite a utilizacdo, neste caso, das grandezas termodindmicas desenvolvidas na secdo
anterior.

Analisemos agora as equacdes que regem este processo fisico. Consideremos que a
substancia dispersada, em func¢@o do processo de difusdo, sofra um deslocamento arbitrario
Ox :
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Ox

Fig. IV.7 : Deslocamento da Substancia dispersada para fins de calculo

Como o sistema se encontra em equilibrio dindmico, a energia livre permanece
constante em se considerando tal deslocamento arbitrario Ox ; com isso,

OF =0E—-TdS =0. V.19

Seja K a forca atuante sobre cada particula e v a densidade de particulas suspensas
por unidade de volume no estado de equilibrio dinamico. A variacdo de energia por particula
em termos do deslocamento Ox é dada por [8]

IV.20a
— Kox,
ao passo que a variacao infinitesimal da energia da massa da substancia dispersa € dada por

Deste modo, obtemos [8]

OF = —J. Kvoxdx . V.20

Consideramos o sinal negativo na equacdo (IV.20 a) pelo fato de a forca exercida
sobre as particulas ser resistente a0 movimento.
A partir da equacdo (IV.15) obtemos para a variagdo da entropia

n
5S=k355v- IV.21a

O termo

s IV.21b
()]

representa o nimero de particulas suspensas encerradas no volume Ov ; este termo é idéntico
a expressao

IV.21c
J-vd5x.

Com isso,
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38 =k, [vdéx
06x
= kB JV gdx

av
=—ky Jg&dﬁa V.21

Substituindo-se (IV.20) e (IV.21) em (IV.19), obtemos finalmente [8]

Kv—kBTa—v:O. V.22
ox

A equacgdo (IV.22) rege portanto o processo de difusdo das particulas suspensas no
liquido no estado de equilibrio dinamico. A forca K representa a resisténcia imposta pelo
liquido ao movimento de cada particula, que, no caso de particulas esféricas de raio a, € dada
pela lei de Stokes

K =—6manu, V.23

onde 7 € o coeficiente de viscosidade do liquido e u € a velocidade de cada particula.

Como o processo de difusdo desempenha um papel fundamental na andlise do
movimento das particulas suspensas, podemos, a partir da equacdo (IV.22), obter uma
expressdo para o cdlculo do coeficiente de difusdo D. Para tanto, substituamos a expressao
(IV.23) em (IV.22):

6manuv =—k,T v ,
ox
o que fornece
L V.24
6man ox '

O lado esquerdo da equag@o acima fornece o nimero de particulas que atravessam a
superficie unitdria por unidade de tempo; com isso, a grandeza vu representa um fluxo de
particulas. Como tal fluxo € devido a difusdo, segue-se que este deve ser igual ao fluxo
difusional da lei de Fick:

o, =-p V.25

ox

Com isto, obtemos a partir de (IV.24) e (IV.25) a expressao final para o coeficiente de
difusdo de uma substancia suspensa em um liquido ([8], [28], [34])

k,T

D= .
6mna

V.26
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A expressdao obtida para o coeficiente de difusdo, equagao (IV.26), contém as
informacdes necessdrias para podermos explicar as causas do movimento intermitente das
particulas suspensas. Conforme vimos, s@o as colisdes existentes entre as particulas suspensas
que permitem o processo de difusdo; tais colisdes serdo tdo mais freqiientes quanto maior for
a temperatura da substancia dispersada, pois as particulas em si dispordo de uma maior
energia cinética. Com isso, o processo de difusdo serd facilitado, o que implica em um maior
valor para o coeficiente de difusdo. Portanto, empiricamente, o coeficiente de difusdo de um
sistema deve ser diretamente proporcional a temperatura absoluta da substancia dispersada,
fato este comprovado teoricamente pela equacdo (IV.26).

Um outro fator que interfere diretamente no processo de difusdo se refere a resisténcia
oferecida pelo liquido ao movimento das particulas. Quanto menor for o coeficiente de
viscosidade do liquido dispersante, menor serd esta resisténcia, €, conseqiientemente, mais
freqiientes serdo as colisdes entre as particulas. Deste modo, serd facilitado o processo de
difusdo, que implica em um maior valor para o coeficiente de difusdo. Podemos assim dizer
que, do ponto de vista empirico, o coeficiente de difusdao € inversamente proporcional a
viscosidade do liquido, fato este novamente comprovado teoricamente pela equacgdo (IV.26).

Por ultimo, sabemos que particulas menores se difundirdo mais rapidamente, pois
necessitam de uma menor quantidade de energia para serem colocadas em movimento. Com
isso, também se confirma a relacdo de proporcionalidade inversa entre o coeficiente de
difusdo e o raio das particulas suspensas conforme consta na relagcdo (IV.26).

Podemos ver, face ao resultado obtido pela equacdo (IV.26), que o modelo acima
exposto fornece justificativas plausiveis a muitos dos fendmenos que ocorrem no processo de
dispersdo de particulas em um liquido. Em face da discussd@o acima, podemos entdo inferir
que a causa principal do processo de difusdo de tais particulas consiste nas colisdes existentes
entre estas. Devemos notar, entretanto, que tanto o deslocamento efetuado por uma particula
entre duas colisdes consecutivas quanto a direcdo que esta segue depende do ‘arranjo’
instantaneo das particulas que estiverem a sua frente. Observemos a figura IV.8:

Fig. IV.8 : ‘Arranjos’ de particula s diferentes

Suponhamos que, em um dado instante #, a particula 7 colidisse com a particula 1; se a
particula 2 sofresse uma colisdo anterior de tal modo que ndo fosse projetada em dire¢do a
particula 7, observariamos a configuracdo (a), ou seja, a particula 7, apds colidir com a
particula 1, colidiria em seguida com a particula 3. Caso contrério, a particula 7 se encontraria
com a particula 2 conforme a configuracdao (b), ou seja, seguiria uma outra direcdo, e,
conseqiientemente, ndo colidiria com a particula 3 logo em seguida. Como as situacdes (a) e
(b) acima representam arranjos diferentes, vemos que ndo € possivel, a priori, predizermos
qual seria a posicao da particula 7 em um dado instante posterior a ¢, pois desconhecemos o
arranjo futuro das particulas ao redor de 7. Tanto poderia ocorrer o arranjo (a), quanto o
arranjo (b), ou mesmo muitissimos outros, imprevisiveis, pois nosso sistema em consideragao
tem infinitos graus de liberdade. Podemos concluir entdo, pelas figuras acima, que o



102

deslocamento futuro de uma dada particula € independente de seu deslocamento
imediatamente anterior.

Com isso, podemos dizer que as colisdes entre as particulas ocorrem aleatoriamente,
e, em funcdo disso, somente podemos inferir a probabilidade de uma dada particula se situar
em uma posicao x em um dado instante 7.

Para calcularmos esta probabilidade, consideremos novamente um cilindro Z contendo
um liquido onde, no instante ¢=0, depositamos uma certa quantidade da substincia
dispersada em uma certa regido X (figura IV.9a):

b
(a) ¥ (D) ¥
— —
o EENT
el
H d
dx dx

Fig. IV.9 : Em (a), a substincia dispersada se encontra encerrada em uma regido X no instante r/=0; em
(b) vemos seu estado apds transcorrido um intervalo de tempo T

Ap6s transcorrido um certo intervalo de tempo 7, cada particula suspensa sofrera,
devido ao processo de difusdo, um acréscimo x diferente em suas coordenadas espaciais; tais
acréscimos poderdo tanto ser positivos quanto negativos (Fig. IV.9b). Por esta mesma figura
podemos facilmente observar que somente as particulas que sofrem acréscimo cuja magnitude
se encontra no intervalo x+dx ocupardo as duas faixas de espessura dx. Sendo f (x,t)dx a

probabilidade de a posi¢do de uma dada particula ter magnitude entre x e x+dx no instante
t, segue-se que o numero de particulas que se encontram neste intervalo é dado pela
expressao

dn = nf (x,t)dx, Iv.27

onde f(-x,1)=f(x,7). Em termos da densidade de particulas por unidade de volume, a
expressao acima se escreve como

dn=v(x,t)dx, V.28

0 que nos fornece

V(x,t)znf(x,t), V.29

A expressio da funcdo f(x,7) pode ser obtida em solucionando-se a equacdo de
difusdo deste processo, dada pela expressdo (IV.4), e em usando-se a relacdo (IV.29):

9 rx)=D2" (1)
5 f W i)=D 5 flat). IV.30
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Para solucionarmos esta equacdo, tomemos a transformada de Fourier da funcdo

fx1),

f(x,t)=ﬁje”“¢(k,t)dk, V.31

e a substituamos na equagao (IV.30), resultando na expressao
J 2 V.32
a—¢(x,t):—1)k o(x,1), :
t

cuja solugdo € dada por
¢(x’ t)= Ce ¥ Iv.33

Com isso,

C i ikx—Dk*t
x,t)=——|e dk
fx.r) %l

2
O explo V.34
V2Dt 4Dt

Usando-se a equacdo (IV.27) obtemos, finalmente, a expressao

flx,t)= ! ex _x2

Assim, o nimero de particulas por unidade de volume que, entre os instantes =0 e
t =t sofreram um acréscimo de magnitude entre x € x+dx em suas coordenadas de posi¢ao
¢ dado pela equagao

n x’
vix,t)= JanDr exp{— 4Dt} . V.36

Com isso, a lei de probabilidade que rege o movimento de particulas dispersadas em
um liquido € gaussiana. Isso somente € possivel gracas ao fato de, conforme a discussio que
se seguiu a figura V.8, os eventos deslocamento entre os instantes 0O e t, e deslocamento entre
os instantes t e At , serem mutuamente exclusivos.

Uma vez determinada a lei de probabilidade que rege o fendmeno estudado, podemos
calcular sua média e desvio médio quadratico. O valor médio de x é dado pela expressao

iR V.37

<x> = fo(x, tYx,

—oo

o qual, pela equacdo (IV.35), fornece
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(%) =0. V.38
O desvio quadratico médio, dado pela equagao

<x2>=Ix2f(x,t}ix, V.39

apresenta, a partir da equacdo (IV.35), o valor

o= %)
2Dt . V.40

Com base nas expressdes acima, a covariancia de x(r) e de x(s), 0< s <t , é dada por

cov(x(t ), x(s )) = <x(t )x(s )> , V.4l
o que fornece

(elo)els) = (2(6)lx(0) = x(s)+ x(s))
= (x(s)x(e)—x )])+< > V.42
como x(s) e x(r)—x(s) sdo independentes, segue-se de (IV.38), que
(5 )x()—x(5)) = (e )x(0)-x(5) =o0. V.43
Portanto, usando-se a expressio (IV.40), obtemos
cov(x(r), x(s))=2Ds. Iv.44
De modo geral, ([28], [34])

cov(x(r), x(s)) = 2D min(s, ) V.45

A partir da expressdo do desvio quadratico médio podemos obter uma expressao mais
detalhada para o cdlculo do valor teérico do niimero de Avogadro. Para tanto, substituamos a
expressao (IV.26) em (IV.40), obtendo assim

k,T
o= t, Iv.46
3mna
ou
1 RT
N=— r. v.47

o’ 3mna
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A relag@o acima fecha de forma triunfal a teoria desenvolvida até aqui. Veremos, na
secdo seguinte, as importantissimas implicagdes que esta teoria, desenvolvida por Einstein,
trouxe ao campo da Fisica.

Iv.24 O Movimento Browniano

De posse de toda a teoria desenvolvida na secdo anterior, podemos lancar entdo a
seguinte

IV.1 Defini¢do : Denominamos por Movimento Browniano o movimento intermitente de
particulas suspensas em um liquido estaciondrio, causado pelas sucessivas colisdes
experimentadas por tais particulas umas com as outras. A probabilidade de encontramos uma
particula entre x e x+dx, entre os instantes t =0 e ¢t =¢, € dada por

X2
) V.48

1
V4nDt { 4Dt

onde D € o coeficiente de difusdo do processo, dado pela equacao

fle,r)=

V.49

b kT
6mna’

onde 1 é o coeficiente de viscosidade do liquido, a o raio das particulas, e 7 a temperatura
absoluta do sistema. O valor médio da coordenada espacial de uma particula em um instante
qualquer € dado por

IV.
<x> ~0. 50
ao passo que o desvio médio quadratico experimentado por esta particula € igual a

o =~2Drt. IV.51
Nestas condi¢des, o nimero de Avogadro tem como equagao

1 RT
o’ 3mna

V.52

Os deslocamentos efetuados por uma particula sdo independentes entre si, constituindo
portanto em eventos mutuamente exclusivos.

A teoria desenvolvida na secdo anterior, cujo resultado em suma apresentamos acima,
foi lancada em um artigo de Einstein em 1905, intitulado “Uber die von der
molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung in ruhenden Fliissigkeiten
suspendierten Teilchen”, e publicado na famosa revista ‘Annalen der Physik’. Inicialmente
Einstein ndo considerou que sua teoria explicasse 0 movimento Browniano (ap6s o artigo de
1827 de Brown), conforme sua prépria mengdo no artigo supracitado: “E possivel que os
movimentos a serem discutidos aqui sejam idénticos ao denominado ‘Movimento
Browniano’; no entanto, a informac¢do a mim disponivel é tdo imprecisa que nao posso efetuar



106

qualquer julgamento a respeito”. Ap0s sua publicacdo, Einstein fora informado através dos
trabalhos de Sidentopf e de Gouy que sua teoria descrevia realmente o movimento Browniano
conforme primeiramente descrito por Robert Brown.

Em seu artigo, além de fornecer uma explica¢do plausivel para a existéncia daquele
movimento intermitente de particulas, Einstein lancou duas equacdes fundamentais que
seriam cruciais para a verificacdo da validade experimental de sua teoria: a equagdo (IV.49),
que fornece uma férmula para o cdlculo do coeficiente de difusdo do sistema, e a equagao
(IV.51), que fornece o deslocamento quadratico médio das particulas. Juntas, estas equacdes
permitiam a obtenc@o de uma terceira, a (IV.52), que permite o cédlculo tedrico da constante
de Avogadro. O fisico Seddig promoveu a primeira prova experimental de que a teoria de
Einstein do movimento Browniano estava correta; logo em seguida, Jean Perrin ndo somente
demonstrou a plena concordancia da teoria de Einstein com os experimentos, mas também
obteve experimentalmente o valor do nimero de Avogadro usando a equagao (IV.52). Gragas
a estas medidas e conseqiiente obtencio do valor do niimero de Avogadro, Jean Perrin obteve,
em 1926, o prémio Nobel de Fisica.

Os trabalhos de Einstein e Perrin forneceram pela primeira vez evidéncias acerca da
natureza molecular da matéria. Também, gracas a equacdo (IV.52), Einstein pode, pela
primeira vez, mensurar as dimensdes moleculares. Assim, a teoria do Movimento Browniano,
conforme desenvolvida por Einstein, constituiu a tultima grande contribui¢io da Fisica
Classica para a elucidagdo dos fendmenos microscopicos da matéria antes do advento da
Mecanica Quantica.

IV.3 A Teoria de Langevin

Posteriormente aos trabalhos de Einstein, o fisico francés Paul Langevin lancou uma
teoria na qual obteve o mesmo resultado que Einstein ([28], [34]). O fator que diferencia a

teoria de Langevin da de Einstein é a introducdo de uma forga aleatéria estaciondria F(¢t) que
seria responsdvel pelas colisdes entre as particulas suspensas. Sendo m a massa de cada
particula de dotada de movimento Browniano, e x(r) sua velocidade, a equacio do
movimento serd dada por

2
m L x(0)=~6mna L )+ F (). V.52
dt dt

Pelo fato de F(r) ser estaciondria, podemos supor que

(F())=0. V.53

Multiplicando-se ambos os lados da equagdo (IV.45) por x(t), e usando-se a
expressao

L 0= LT V.54

segue-se que



m % [x(t)x(t)]= mx(e) — 6wnax(e)i(t)+ x(t)F (¢).

Tomando-se os valores médios de ambos os lados de (IV.55), obtemos
i S OO =m0 ) - 6mna(a)0) +

onde usamos a relagdo (IV.53). Pela Teoria Cinética dos Gases sabemos que

%m<x(t)2>=%kBT,

o que resulta, portanto, na equagao

(00 == i),

m
cuja solugdo é

k,T
+—’
67na

<x(t)5c(t)> =Ce™”

onde definimos ¥y = 67na/ m. Usando-se a condicao inicial

(x(0)x(0)) =0,

obtemos

Empregando-se a relacdo

e a condicdo inicial

obtemos a equacdo diferencial

cuja solugdo € igual a

(x()F (1)),

IV.55

V.56

Iv.57

IV.58

V.59

V.60

Iv.61

Iv.62

Iv.63

V.64
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3nna IV.65
A solucdo acima da equacdo de Langevin possui dois limites especificos:
% Limite t<<y™':
Neste caso, a solucdo é dada por
k,T
<x(t)2> =5t IV.66
m
% Limite t>>y':
A solucdo (IV.65) assumird a forma
k,T
<x(t)2 > L] L V.67
3mna

com isso, devido ao fato de estarmos analisando um processo difusivo e, portanto, valer a

relacdo
o= (<07
=2Dr

segue, da equacao (IV.67), a expressao

oo kT
3nna’

IV.68

ou seja, resultado idéntico ao obtido pela teoria de Einstein.
Deste modo, a teoria de Langevin da difusdo apresenta resultados idénticos ao da
teoria de Einstein no limite ¢ >>7y .
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CAPITULO V

A TEORIA MATEMATICA DO MOVIMENTO

BROWNIANO
V.1 O Movimento Browniano como um Processo Estocastico
V.1.1 O Passeio Aleatorio e o Movimento Browniano

Apoés termos investigado o fendmeno fisico do movimento Browniano através da
Termodinamica, analisaremos, neste capitulo, suas propriedades matemdticas fundamentais
([21, (4], [5], [61, [7], [11], [16], [18], [19], [25], [27] e [31]). Isso pois, conforme vimos, ha
uma estrutura probabilistica por trds do conceito, devida a natureza aleatéria das colisdes
existentes entre as particulas suspensas no liquido. Conforme veremos, muitas das varidveis
associadas aos processos fisicos poderdo ser traduzidas em termos puramente matematicos, o
que muito enriquece a Teoria do Movimento Browniano.

Para iniciarmos a descri¢io matematica do movimento Browniano deveremos introduzir
primeiramente o espaco de probabilidade sobre o qual construiremos a teoria. Iniciemos pelo
caso mais simples, o de um Movimento Browniano a tempos discretos ([16], [19], [27] e,
principalmente, [31]).

No capitulo anterior vimos que a fun¢do densidade de probabilidade associada a um
Movimento Browniano € escrita em termos da varidvel que representa o deslocamento sofrido
pela particula, além do tempo gasto para efetud-lo; diante disso podemos, entdo, considerar o
deslocamento da particula como a varidvel aleatdria associada ao Movimento Browniano. De
acordo também com o que discutimos no capitulo anterior, os deslocamentos sofridos pelas
particulas ocorriam ao longo do eixo das abscissas; assim, em termos desta varidvel aleatoria,
a evolucdo temporal do Movimento Browniano poderia tomar a seguinte forma, em um
instante arbitrério:

o o

o| © o oo 0o o 00
o [o]

O ooooo ) Oooo
[} ® ° ° °
o ) ° (o] o o

o °o°
fe. o
00 o Jo0° °o°°°

Fig. V.1 : Deslocamento de uma particula arbitraria em solu¢io aquosa
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No esquema acima consideramos, por simplificacdo grafica, o movimento no sentido
crescente; no entanto, em nossas consideragdes matemadticas o sentido do movimento €
arbitrario, podendo ser tanto para a direita quanto para a esquerda.

Pela situag@o anterior verificamos que o movimento Browniano pode ser representado,
no caso de tempos discretos, em termos de um passeio aleatério. Para simplificar, podemos
considerar cada passo na figura como sendo de comprimento fixo; com isso, representemo-los
por meio do passeio aleatorio

lLo=H V.1
Xk(a))z{_lw:T.

Considerando-se que a probabilidade de obtermos uma cara € igual a probabilidade de
obtermos uma coroa, € facil verificarmos as seguintes condi¢des:

EXk :O, V.2a

2
EX,? =1: V.2b
EX, X, =EX EX,, k#I. V.2c

A ultima destas nos demonstra que estas varidveis aleatérias sdo independentes.
O deslocamento total da particula em relacdo a origem € entdo dado, a cada instante,
pela soma das varidveis (V.1):

anixk, n>1. V.3

k-1

Esta varidvel aleatéria apresenta as seguintes propriedades:

EB, =0; V.4a
EB,’ =k; V.4b
EB, B, =minik, [}, k #1; V.dc

assim, comparando os resultados acima com as expressoes (IV.38), (IV.40) e (IV.45), vemos
que a varidvel aleatéria B, apresenta, a menos de um fator constante, as mesmas

propriedades de um movimento Browniano. Ademais, os deslocamentos
X, =B, —-B,,, V.5

sdo independentes entre si, conforme é féacil de ver. Para um deslocamento arbitrario, a
variancia do processo € dada por

Var[Bk —B,]:k—l,
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onde k >[. Esta expressdo também esta de conformidade com a teoria exposta no capitulo
anterior, mais precisamente com a expressao (IV.40).

Resta-nos obter a funcdo densidade de probabilidade desta varidvel aleatéria para
verificarmos finalmente a correlagdo de um passeio aleatério € o movimento Browniano. Para
fins de facilitar o célculo, re-escalonemos a varidvel aleatéria B, de modo que esta apresente

variancia unitaria:

B, ———B,.

N
Com isso, a funcdo caracteristica associada desta varidvel aleatdria serd dada por

0. )=E CXP{% B, } : V.6

Ap6s algumas manipulagdes triviais obtemos, usando-se as relagdes (V.4a — c), a seguinte
expressao:

1 2

0. (5)={5 CXP[cfx]%eXp[—&]}”x : V.7

onde definimos x =k ~"'? para fins de simplificacfo.
Calculemos agora o limite do logaritmo da expressdo acima para x — 0:

limlng, &)= lim xiz ln{% expléx]+ % exp|- 5)6]}

2 . V.8

entao,
152
limg, §)=e*" V.9

ou seja, as funcdes caracteristicas deste passeio aleatdrio convergem para uma func¢do
caracteristica gaussiana. Pelo teorema 1.59, a relacdo (V.9) implica em (1/\/; )Bn —2>B
onde B ~ N(0,1).

Portanto, o passeio aleatério definido pelas varidveis (V.3), tendo como propriedades
as expressoes (V.4a — c), assume, no limite k — oo, a forma de um movimento Browniano.
Denominaremos este caso por Movimento Browniano discreto a Tempos discretos ou
simplesmente caso discreto.

De acordo com o exposto no capitulo II, todo passeio aleatério apresenta tanto as
propriedades de martingale quanto de Processo de Markov; demonstramos estas propriedades

para o caso de um processo multiplicativo, ou seja, cuja forma é S, =S,u™d"™ . No entanto,
para passarmos ao caso aditivo, como na discussdo presente, basta tomarmos o logaritmo da
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variavel aleatéria multiplicativa. Com isso, concluimos que o movimento Browniano discreto,
a tempos discretos, € um martingale e um Processo de Markov.

V.1.2 O Movimento Browniano Continuo a Tempos Discretos

Uma vez discutido o caso do passeio aleatério, passemos a um modelo semicontinuo,
com tempos discretos e espaco amostral arbitrario([16], [19], [27], [31]). De modo anédlogo ao
passeio aleatério, definiremos varidveis com propriedades semelhantes; isto €, definiremos
processos andlogos ao deslocamento da particula, X, , € a0 movimento Browniano B, . Para

tanto, consideremos uma seqiiéncia {X L (a))}fzo de varidveis aleatdrias gaussianas continuas

definidas sobre um espaco de probabilidade (Q,A4, P) que satisfacam as seguintes
propriedades

EX, =0; V.9a

2
EX,” =1, V.%9b
EX, X, =EX EX,, k#I. V.9c

A partir destas varidveis, definimos 0s processos estocdsticos

B,=Y X,, nxl.

k-1

V.10

Pelas expressdes acima, € facil verificar que estes processos estocdsticos satisfazem as
seguintes relagdes:

EB, =0; V.1lla
EB =k: V.11b
EB, B, =minik, 1}, k #1. V.1lc

ou seja, idénticas ao caso do passeio aleatério. Também segue-se que, em funcdo das
varidveis X, serem gaussianas, o processo B, também serd normalmente distribuido.

Portanto, o processo B, serd um movimento Browniano continuo a tempos discretos, ou

simplesmente caso semicontinuo.

No caso anterior, vimos que o movimento Browniano discreto a tempos discretos é
tanto um martingale quanto um Processo de Markov. Para demonstrarmos que para o caso
semicontinuo € valido o mesmo principio, precisaremos inicialmente construir uma filtracao
sobre a estrutura de sigma-algebra deste movimento Browniano; para tanto, usemos a filtracao
natural associada a esse processo:

/q()o = {@, .Q},
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2, :=G[Xm :mSn].

Calculemos agora o valor esperado E[B,, 1A, ] associado ao movimento
Browniano semicontinuo:

E[B_ 14 1=E[X,, +B, 14,1

n+l

EX ., +B

n+l n

=B

ne

Com isso, vemos que a definicdo acima do movimento Browniano € também um
martingale; resta-nos, a fins de concluir a discussdo, provar que o mesmo € um Processo de
Markov. Para tanto, definamos primeiramente

fE)=E¢(x,, +&);

empreguemos agora a proposicao IL.8, item i.:

E[¢(Bn+1)| /qn] = E[¢(Xn+l +Bn)| /qn]

= f(B,).

0 que demonstra o fato de o modelo Browniano semicontinuo também ser um Processo de
Markov.

V.1.3 A Definicao Geral do Movimento Browniano — Processos de
Wiener

ApO6s termos introduzido os dois casos mais simples, passemos agora a defini¢do mais
geral do Movimento Browniano. O caso discreto, tanto a tempos discretos quanto a tempos
continuos, apresentam estruturas idénticas no que se refere as propriedades dos processos
estocésticos-base, conforme podemos facilmente verificar por meio das equagdes (V.2.a—c) e
(V.9.a — ¢), e das equacdes (V.4.a—c) e (V.11l.a — ¢). O movimento Browniano continuo a
tempos continuos também deve, portanto, possuir a mesma estrutura ([16], [19], [27], [31]):
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V. 1. Definicio : Seja (,4, P) um espago de probabilidades e T = [O, o0); entdo, 0 Processo
estocdéstico

B, (0):QxT—— R

é denominado Movimento Browniano se

ii. B, éuma funcio continua de f;

iii. Para 0=1, <t, <---<t, os deslocamentos

sao independentes:
P[ﬁ W ea }} T, 4}
k=1 k=1

iv. Para 0<s <1, odeslocamento B, — B, € distribuido normalmente

Ploe Q:B,(0)- B, (0)e A]l=

1 I exp{— i}dx .
J2r(r—s) % f—s
v. A média e a variancia sdo dadas por:
EB, =0,
Var[Bt —B_Y]zt—s ,
onde 0<s<t.

A demonstracdo formal que o processo acima existe é dada através do Teorema da
extensdo de Kolmogorov (ver [2], [15] e [16] para maiores detalhes), que ndo comentaremos
aqui. Na definicdo acima consideramos, sem perda de generalidade, as constantes que
comparecem no capitulo anterior como sendo unitdrias.

Com a defini¢do acima associamos definitivamente o fendmeno fisico do movimento
Browniano a teoria matematica dos Processos Estocésticos. Este suporte matemaético a teoria
nos permitird estendé-la a casos bem mais abrangentes, e serd exatamente esta identificacdao
que nos possibilitard, no capitulo VII, generalizar o conceito de Movimento Browniano.

Conforme vimos nos casos anteriores, o movimento Browniano também é um
martingale e um Processo de Markov. No caso presente, também podemos afirmar este fato:
({161, [191, [27], [31D):
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V.2. Teorema : O Movimento Browniano, conforme a Definicio V.1, é também um
martingale.

V.3. Teorema : O Movimento Browniano, conforme a Defini¢ao V.1, é também um Processo
de Markov.

A definicdo V.1 estabelece as restricoes que um dado processo deve satisfazer de
modo que este seja um movimento Browniano. Tal defini¢do nos permite ‘criar’ novos
processos que tenham as caracteristicas de um movimento Browniano. Consideremos, por
exemplo, o item v. da defini¢cdo V.1; como o lado direito da equacdo da variancia apresenta
um termo dependente do tempo, e de natureza ndo-aleatéria, podemos representar o
deslocamento B, — B, em fung¢do de um termo aleatério, ¢ , e a diferenca t — s :

B —B =CAi-s. V.12

Deste modo, tomando-se a varidncia da expressdo acima veremos que a varidvel
aleatéria ¢ deverd satisfazer EC* =1, de modo que o item v. da definicdo V.1 seja obedecido.
Se tomarmos a varidvel { como sendo gaussiana, e tendo valor esperado igual a zero, entdo a
distribui¢do de probabilidades de B, — B, também serd gaussiana. Com isso, construimos, a
priori, um movimento Browniano, tendo simplesmente adotado algumas regras impostas pela
definicdo V.1.

Podemos estender ainda mais a equacdo (V.12) de modo a contemplar processos
dotados de valores esperados ndo-nulos. Basta, para tanto, adicionar um termo HtA¢ no lado
direito da expressdo (V.12). Este termo, conforme discutimos na secdo IL.2, surge da propria
defini¢do da varidvel aleatéria associada a uma arvore binomial, e € necessdria sua presenca
de modo que este processo discreto convirja a um movimento Browniano no limite infinito.

Com base no discutido acima, introduzamos entao a seguinte [31]

V.4. Definiciio : Seja {¢ } uma seqiiéncia de varidveis aleatérias gaussianas que satisfacam

E{ =0,
EC? =1;
Entdo, o processo estocastico
X,.n = X, +pA+$ At V.13

denominado Processo de Wiener, ¢ um movimento Browniano com valor esperado UA? e
variancia Ar.

Os processos de Wiener, conforme definidos acima, constituem a base sobre a qual
construiremos toda a teoria dos processos estocdsticos nas discussdes que se seguem.
Também veremos que, a titulo de simula¢des computacionais, os processos de Wiener sao
facilmente implementaveis, trazendo resultados muito satisfatdrios.

Vamos explorar um pouco mais as propriedades matematicas dos processos de
Wiener. Tomando-se Ar tendendo a zero, verificamos que tais processos sdo fungdes
continuas do tempo,
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lim X

At—0

=X, V.14

t+At

conforme a definicdo de movimento Browniano exige. Entretanto, tais processos sdo nao-
diferencidveis em todos os pontos:

. AX _ -1/2
lim == 1+ GAr

V.15

A expressao (V.15) nos remonta a uma equagao diferencial ordindria. Uma pergunta
pertinente que podemos colocar a esta altura em nossa discussdo é: existem equagOes
diferenciais para processos estocdsticos? A resposta € afirmativa, a qual introduziremos na
proxima se¢ao.

V.2 A Integral de Ito

Ja discutimos, até o presente momento, derivadas de processos estocdsticos. Sempre as
tomamos em relacdo a parametros nao-probabilisticos, como, por exemplo, em relacdo ao
tempo. Entretanto, expressoes como

d V.16
df = X, dX,, :
If dth[ z]dx

onde X, € um processo estocastico qualquer, ainda ndo foram discutidas; nestas, hd uma
derivagdo explicita em relacdo ao processo X, . Para podermos efetuar a operacao (V.16), é

necessdrio primeiramente introduzirmos o conceito de integral cujo volume de integracao seja
um processo estocdstico. Para facilitar nossa discuss@o, escrevamos a parte estocdstica da
equacgdo (V.13) como

W, =W +JAr. V.17

Agora, antes de introduzirmos a idéia de integral estocdstica, rememoremos o calculo
integral usual. Consideremos uma funcio continua a valores reais F (x), definida sobre um

intervalo (xO , x). Dividindo-se este ultimo em 7 intervalos de comprimento Ax = (x - X, )/ n,e
introduzindo-se as diferencas

AF(x,)=F(x, + Ax)-F(x,), V.18

segue-se que a integral de Stieltjes do dF(x) é dada pelo somatério [6]

n—oo

de(z)zlimiAF(xk ). V.19

Xo
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No caso de um processo estocdstico, dispomos de todos os ingredientes acima: o
processo continuo W,, um intervalo temporal (to,t), particionado em n subintervalos de

[

comprimento Af = (¢ — t, )/ n, e um conjunto de deslocamentos

AW, =W, ., W, . V.20

Tk

Usaremos na definicdo da integral estocdstica o modo de convergéncia no p-ésimo
momento, que se revelou ser o mais conveniente. De acordo com a discuss@ao promovida na

subsecdo 1.2.4. do capitulo I, dizemos que uma seqiiéncia {X ) (a))}:;o converge a um limite
X no p-ésimo momento [6] se

E|Xn _X|p %O no hmlte n— oo V21
Para expressarmos este modo em forma de limite introduzimos o conceito de p-limite:

EX,-X|">0 = plimX, =X. V.22

n—oo

Em particular, para nossas discussdes, € suficiente tomarmos p=2, uma vez que sao oS
dois primeiros momentos que definem uma distribui¢do gaussiana. Com isso, surge o conceito
de limite médio quadrdtico,

EX,-X|">0 = mslimX,=X. V.23

n—co

Por meio destes conceitos podemos finalmente introduzir a expressdo da integral
estocdstica, analogamente ao que fizemos em (V.19) [6] :

V. 5. Definicao : Seja W, um processo continuo definido por

Wz+Az :Wz +C\/E;

a integral estocdstica de It6 € definida pela expressao

j.dW_Y =ms lim i AW, . V.24
fo "7 k=0

Uma vez definida a expressdo geral para uma integral estocdstica, analisemos algumas
de suas propriedades. Isto é, passemos ao cdlculo de expressdes do tipo

j D(s)aW, . V.25

onde ®(s) é uma fungdo continua de 7. O caso mais elementar ocorre quando ®(s)=«, onde
k € uma constante real; com isso, a partir da defini¢do V.5, obtemos
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JK‘dWS kW, -w,), V.26

Ty

como era de se esperar. Deste modo, se tomarmos o processo estocastico (V.13) como a
diferencial

dX, = udt+dw,, V.27
sua integral serd dada pela expressao
X, =X, +ul—1,)+W, =W, V.28

ou seja, compativel com uma integral de Stieltjes.
As proximas expressOes a serem analisadas sdo as que concernem poténcias do

processo W,; comecemos com o caso mais simples: ®(s)= W . Da defini¢do V.5 obtemos

t

[w,aw, =ms1im )" W, AW, ; V.29
" n—veo 4=
usando-se a identidade
_ 1 2 2 2
W, AW, —5 W, -W. AW, |, V.30
segue-se que
Y waw, == w2 w1y awp
k kAU T Wo I 75 k- V.31
k=1 2 2 k=1

Resta-nos calcular o dltimo termo do lado direito de (V.31). Para tanto, observemos a
seguinte expressao:

E{Z AW,f} =11y V.32
k=1

este resultado nao se altera se tomarmos o limite n — oo ; com isso, o limite do valor esperado
de AW/ € igual a diferenca do instante final e o inicial. Podemos entdo suspeitar que o limite

2
lim E{Z (AawW? - Ar, )}
n—oo ==
se anule; de fato, expandindo-se o valor esperado acima, obtemos

2
E{Z (aw? - Ar, )} =Y Eaw} + Y E[Aw2aw? |- 2Y A EW? + Y Ar A
k=1 k,l

k=1 k>l k.l

V.33
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considerando-se as relagdes [6]

i. EAW, =3E[aw? [,
ii. E[AW2AW? |= EAW2EAW?, V.34

segue-se que

2
E{ (Aw? - Ar, )} =2) Ar?. V.35
k=1 k=1
Tomando-se o limite da equac@o acima, obtemos

2
lim E[Z (AW - Az, )} =1lim Y Ar,
n—soo -0 &

k=1

=0.
V.36
Deste modo,
mslim Y AW? =1-1,, V.37
n—oo el
0 que, a partir das expressoes (V.29) e (V.31), fornece,
’ 1[..» 1 1

ty

O resultado (V.38) difere do esperado para uma integral de Stieltjes devido ao termo
1/ 2(t—t0); tal termo € justificdvel devido ao fato de |dW,| ser de ordem O (\/; ) quase

sempre, € por isso termos de segunda ordem ndo se anulam em AW, quando tomamos o
limite médio quadrético.

Antes de procedermos ao cdlculo da integral da funcdo <I>(s)=WS", facamos uma
pausa oportuna para discutirmos o seguinte ponto: pela defini¢do (V.17), considerando-se At
infinitesimal, vemos que dw? é igual, a menos de um fator aleatério, a dr; com isso,

. L . . . - . 2

podemos supor que uma integral estocdstica cujo volume de integracdo seja dW ° possa ser
reduzida a uma integral ordindria integrada em relagdo a r. Para melhor avaliarmos esta
situagdo, consideremos a integral

j D(s W 2, V.39

onde CID(S) € uma func¢ao continua de ¢, dotada de propriedades que abordaremos em seguida.
Da defini¢do V.5 segue-se que
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t

[@(s)iw, =ms limiCDkAW,f;
=1

V.40

Ty

o fato de que o termo quadritico AW,” ser proporcional a Af, nos sugere que o limite

2
1me E|:Zq)k (AWk2 — Az, ):| V.41

k=1

seja nulo. De fato, analogamente ao limite discutido anteriormente, obtemos

k>l

2
E[Zd)k (Aw? - Ar, )} = E{Z @ (aw? —Ar, ) +2Y @, @, (aW? - Ar, NaW? - Ar, )}
k=1 k=1

V.42
Se a funcdo ®(s) satisfizer as propriedades
i. ®(s) é estatisticamente independente de W, —W, para s <t, e
i. JACI)(S)2 ds < oo , V.43
entdo, da equacdo (V.42) obteremos as expressoes
E[Zcbi (Aw? - Ar, )2} =2 E®lAr7, V.44
k=1 k=t
e
E[Z D, (AW —Ar, AW - At )} =0. V.45
k>l
Esta funciio ®(s) recebe o nome de funcdo de ndo-antecipagdo.
Com isso,
n 2
lim E{Z @, (AW - Ar, )} = lim Y Eo}Ar;
n—o = tp —>oo P’
=0 V.46
0 que resulta em
mslim ) ® AW/} =1lim) @, A, . V.47
n—oo el n—oo =

Portanto,
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[o(shw? = [@(s)s.

V.48
o que implica em
dw? =dt. V.49

Vemos, pela discussdo acima, que a integral sobre dW > de uma funcio de nio-
antecipacio ®(s) se reduz a uma integral de Riemann. Podemos nos perguntar o que ocorre

quando tomamos poténcias de ordem superior de dW ; tomemos, entdo, como exemplo, 0o
calculo da seguinte integral:

[o(s)w,. V.50

0
onde ®(s) é uma funcdo de ndo-antecipacdo. Pelas definicdes e propriedades analisadas
anteriormente, a integral acima se escreve como
! n
[@(s)aw. =mslim )" & Ar, AW, .
k=1

n—oo
Ty

Um exame minucioso da equagdo acima nos demonstra que seu lado direito se anula

ao tomarmos o limite médio quadrético; de fato,

2
lim E[Zd)kAtkAWk } = lim E{ZcbﬁArfAW; + 2ZCI>kCI>,AWkAW,AtkAt,}
k=1 k=1

n—yoo n—oco
k>l

n—o0

n
=lim )" E®}Ar}
k=1
=0.
Com isso, vemos que poténcias superiores de dW se anulam:

dwW>" =0. V.51

A identidade acima nos permite calcular facilmente a integral de ®(s)=W.; da
expressao

jWXn AW = f d[WS””]—jWS ], V.52

fo fo Ty

calculamos
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dw, =, +aw, T -w;
=nW " dW, + @ W 2dw?. V.53

Portanto, o resultado final da integral (V.52) € dado por

t n _L n+l _ yy7 n+ I’l 1) n— V.54
Jw. dWS_n+1[W’ -wek 2(n+1); IW B

Com esses conceitos, concluimos nossa discuss@o sobre as integrais estocdsticas. Estas
consistirdo em uma poderosa ferramenta na discussao das equacdes diferenciais estocdsticas.

V.3 Equacoes Diferenciais Estocasticas

Retomemos a discussdo iniciada na se¢do V.1. Nosso ensejo ao introduzir o conceito de
integral estocdstica era o de resolver uma equagao do tipo (V.16) [6]; com o ferramental
desenvolvido na secdo anterior, estamos aptos a solucionar ndo somente equacgdes deste tipo,
mas também equacdes de ordens superiores. Consideremos, pois, um processo estocdstico
diferencidvel da forma

X, =X[tw]; V.55

efetuando-se uma expansao em série de Taylor, obtemos

oxX, 9°X, 0X 9’X
X, = o ——*~dt’ +---+—’th+l LdW  +-. V.56
ot 2 ot oW, 2 W,
A prescricao (V.51) nos fornece
0X 9°X )¢
X, =|— +l - |dt +—-dW,. V.57
ot 2 9w, ow,

Com isso, obtivemos a equagao estocdstica mais geral possivel, uma vez que termos
de ordem superior se anulam devido a identidade (V.51). A equacdo (V.57) pode ser reescrita,
para um caso geral, como

dX, =&, X, )dt+ &, X, )aw,. V.58

Assumiremos que &E(f, X . Je ¢, X ,) sejam continuas em (7, x) e sejam continuas em
x no sentido de Lipschitz, isto é

£, )-8, y) < Lx=y| e [Ce.x)-C (e y) <

V.59
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para quaisquer valores de ¢, x e y. Com isso, considerando-se as condi¢des iniciais (to,xo ), a
solucdo da equagdo diferencial estocdstica (V.58) serd dada pelo processo estocdstico

.1,

Xt=x0+Jl.§(s,XS)ds+j.C(s,Xs)iWs. V.60

fo Ty

Pela forma do processo acima observamos que, se conhecermos a trajetéria do
movimento Browniano até o instante ¢, poderemos determinar a evoluc¢do temporal de X, .

Em outras palavras, o processo {X ,}ZZIO ¢ adaptado a filtracdo gerada pelo movimento

Browniano.

Antes de darmos prosseguimento as possiveis solucdes de interesse para a equacao
(V.60), é importante que a estendamos para o caso de funcdes estocdsticas da forma
f=rflx . ]. Usando-se a forma diferencial (V.58), obtemos

daf[x, 1= fIx, +dx, ]- fx,]

= T, 2

-

= 0 e, £ X W, Jax, + X Jaw?

pois os termos cruzados dtdW e os de ordem superior em dW se anulam. O resultado final
destas manipulagdes € a féormula

TP D X TR e DX KX, D,

Se a func¢do estocdstica f apresentar dependéncia explicita do tempo, f = f [t, X, ], a
equagao acima assume a forma

XL T X)) PTG e TG,
V.61

a qual denominamos formula ou Lema de Ito [6]. A férmula de Itd € assim uma generalizagao
imediata da equacgdo (V.57) para uma funcdo estocdstica continua.

Desenvolvemos, assim, todo um ferramental para solucionarmos equacdes diferenciais
estocdsticas. Analisaremos, a titulo de desenvolvimentos posteriores, os dois casos mais
imediatos decorrentes da equacgdo (V.60): o processo de Wiener € o movimento Browniano
geométrico.
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V.3.1 O Processo de Wiener

Retomemos a equacio (V.60). As expressdes mais elementares que as fungdes &E(f, X t) e

¢ (t, X, ) podem assumir ocorrem quando estas sdo fun¢des constantes. Tomando-se

En,Xx,)=n,

C(I,X,)=1, V.62

e assumindo-se a condi¢do inicial X, =x,, obtemos como solu¢do da equagdo (V.60) a

expressao
Xt :x0+:u(t_t0)+|wt_Wzo J’ V.63

ou seja, um processo de Wiener. Se u =0, o processo acima coincide com um movimento

Browniano sem o termo de arrasto.

Podemos solucionar a equacdo (V.60) sujeita as condi¢des (V.62) de uma forma
ligeiramente diferente. Para tanto, basta identificarmos a equacao (V.57) com (V.58) e usar as
funcdes (V.62). Obtemos assim as equagdes diferenciais

X, 19°X,
Y +5 W2 =H V.64a
c
oxX,
W V.64b

A segunda equagdo em (V.64) nos mostra que sua segunda derivada € nula; com isso, a
primeira equagdo acima se torna igual a

-y, V.65
ot H

Solucionando-se ambas as equagdes, obtemos resultado idéntico a (V.63).
V.3.2 O Movimento Browniano Geométrico

O segundo caso mais elementar que as funcdes &(r, X t) e £, X ,) podem assumir ocorre

quando estas sdo proporcionais ao proprio processo X, :
. X,)=pX,,
£ X,)=0X,. V.66

Identificando-se novamente as equagdes (V.57) e (V.58), e substituindo-se nestas as
expressoes (V.66), obtemos as seguintes equacdes diferenciais:
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X, 109°X,
o 2w’ =H V.67a
€
ox, =0X
aW - t* V67b

Perfazendo-se a separacdo de varidveis X, = ¢(t))((Wt) e substituindo-a na equagao
(V.67b), obtemos a solucao para )((Wt ):

xW,)=x exploW, }, V.68
onde x € uma constante. A derivada segunda desta expressao resulta em

9° V.69
awxz =o’y:

portanto, substituindo este resultado na equacdo (V.67a), e reagrupando os termos, obtemos a

equagao diferencial
d¢ _ 1,
Z_[“_EG )@ V.70

¢(t)=lexp{(ﬂ—%02}}a vl

onde A € uma constante. Usando-se a condicdo inicial X ., = X, obtemos como solug@o final

cuja solucdo € dada por

das equagdes (V.67a —b):

Xt =X eXp{G(Wt _Wto )+ [ALI’ _%62 }t_to )} . V.72

O processo (V.72) é denominado movimento Browniano geométrico. Tal processo
estocéstico desempenhard um importante papel em nossa discussdo acerca da teoria de Black
& Scholes.
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CAPITULO VI

APLICACOES DO MOVIMENTO BROWNIANO: A
TEORIA DE BLACK & SCHOLES

VI.1 Introducao

Desenvolvemos nos capitulos anteriores todo o fundamento do movimento Browniano,
desde seu aspecto puramente fisico, nas teorias de Einstein e Langevin, até seus aspectos
matematicos mais profundos, como na teoria de It6. Ao longo do tempo, desde as primeiras
especulacdes envolvendo fendmenos bioldgicos até os tempos atuais, 0 movimento
Browniano tem demonstrado ser uma das principais pe¢as do jogo matemético da natureza.
Na drea de financas ([1], [17], [22], [30]), por exemplo, as aplicacbes do movimento
Browniano tém sido tdo extensas a ponto de revolucionar os conceitos de investimentos
conhecidos até entdo. O mercado tornou-se tdo complexo que, para uma boa compreensdo de
seu comportamento, o uso de ferramentas matemdticas avangadas, como a teoria dos
Processos Estocasticos, tornou-se inevitdvel. Para entendermos o porqué da crescente
complexidade que o mercado financeiro estd atingindo, precisamos introduzir inicialmente
alguns importantes conceitos da teoria financeira.

Basicamente, investir ([22], [30]) significa alocar uma certa quantidade de recursos de
modo a obtermos beneficios futuros. Isto €, ao alocarmos, por exemplo, um certo montante de
dinheiro em uma dada aplicac¢do financeira, esperamos que, dentro de um certo periodo de
tempo, este montante aumente com a operacdo financeira efetuada. Em outras palavras,
esperamos que o retorno do investimento [22] seja maior que o montante inicial aplicado. No
entanto, apesar de existirem investimentos onde o ganho é certo (como, por exemplo, a
caderneta de poupanca), hd outros onde ha uma possibilidade de perda ([22], [30]). Isto
significa que, ao final de um determinado periodo, o montante aplicado pode ser perdido. Este
€ o caso, por exemplo, do investimento em agdes (que discutiremos mais adiante), que
permitem lucros altos e também perdas altas. E exatamente essa possibilidade de perda que
denominamos de risco. Mais exatamente ainda, podemos quantificar o risco como sendo igual
a probabilidade de fracasso de um dado investimento [30].

Os conceitos de risco e retorno de um investimento sdo os dois principios bésicos de
toda a teoria financeira. Podemos dizer que o lema de qualquer profissional de mercado é:
maximizar seu retorno € minimizar os riscos envolvidos. O controle do risco, alids, tem sido
uma das principais tendéncias da teoria financeira moderna. Isso porque os mercados t€m, nas
ultimas décadas, apresentado um grau de risco cada vez maior. Mas, por que este fendmeno
do crescimento dos riscos financeiros ocorre?

Retrocedamos um pouco no tempo [1]. Em 1944, foi firmado o acordo de Bretton
Woods, onde fora criado o Fundo Monetério Internacional (FMI), e fora estipulada a politica
internacional monetdria de cambio fixo para o pds-guerra. De acordo com esta politica, as
principais moedas do mundo passavam a ter paridade fixa ao délar, ao passo que este teria
paridade fixa com o ouro. Este sistema de cambio fixo dava ao mercado uma certa rigidez em
suas transacdes. No entanto, em dezembro de 1971, os Estados Unidos, devido a fortes
pressdes internacionais, solicitaram uma revisdo deste acordo, culminando com o acordo
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firmado no Smithsonian Institute, em Washington. Neste acordo internacional foram
estabelecidas novas regras em relacdo a paridade das moedas em relacdo ao dolar, o que
conferiu uma maior liberdade o sistema de cambio internacional. Com isso, grandes
mudancas na paridade das moedas ocorreram, o que acarretou, por sua vez, fortes oscilacdes
nas taxas de juros.

Aliado a este cendrio internacional acrescentam-se as duas crises mundiais de petréleo
das décadas de 70 e 80, o que contribuiram ainda mais para um ambiente internacional
instavel, propicio a maiores riscos.

Portanto, em face desta conjuntura econdmica instavel, os bancos passaram a ser mais
exigidos no sentido de oferecerem instrumentos financeiros que conferissem a seus clientes
maior prote¢do em seus investimentos. Com isso, o mercado de derivativos tomou impulso,
promovendo aos investidores um maior nimero de possibilidades de investimentos.

Podemos entdo explicar a crescente complexidade dos mercados através da crescente
exposicao destes ao risco. Tal exposicio demandou ndo somente a criacdo de meios mais
eficientes de investimento, como também um controle maior sobre os riscos de tais
instrumentos. Como o conceito de risco estd associado a fatores aleatdrios (vide a crise do
petréleo), o uso de ferramentas da teoria da Probabilidade passou a ser fundamental para
quantificd-lo. Ademais, devido ao fato dos valores dos instrumentos financeiros (sejam eles
acoes, derivativos, etc.) variarem de forma aleatéria com o tempo (em fung¢do da conjuntura
macroecondmica global), tais grandezas passaram a ser modeladas via processos estocasticos,
o que demandou no crescente emprego de técnicas matemadticas avangadas para a andlise dos
dados financeiros.

Uma vez esclarecidos os fatores que promovem a aproximacdo da Matemadtica com a
Teoria das Financas, podemos passar a discussd@o dos principais instrumentos financeiros em
uso. Iniciaremos com a explanacdo de alguns elementos bdsicos da teoria financeira,
fundamentais para podermos aplicar consistentemente as técnicas matematicas adequadas.

VI.2 Financas — Conceitos Basicos

VI.2.1 Taxas de Juros

O conceito de juros ([22], [30]) estd tao presente em nossa vida didria, que, mesmo
intuitivamente, o prevemos quando planejamos nossa economia doméstica. Levamos em
conta os juros quando efetuamos uma compra a prazo, quando tomamos dinheiro emprestado
ou mesmo quando investimos nosso dinheiro na caderneta de poupanca. Poderiamos listar
tantas outras operacdes financeiras usuais onde o conceito de juros apareceria normalmente.
Com isso, vemos que os juros consistem em um dos conceitos mais importantes da Teoria de
Financas. Mas, do ponto de vista técnico, o que sao 0s juros?

Antes de conceituarmos de forma mais técnica o conceito de juros, vamos analisar
com um pouco mais de detalhe os trés exemplos dados acima. Notemos primeiramente que
nas trés operagdes mencionadas estd implicito o conceito de tempo futuro: quando compramos
a prazo, pretendemos dividir o preco da mercadoria em parcelas a serem pagas no futuro,
quando tomamos dinheiro emprestado temos a intencdo de empregd-lo no presente e o
devolvermos no futuro, e quando investimos em caderneta de poupanca temos a intencdo de
resgatar um capital maior no futuro. Por conseguinte, o conceito de juros estd intimamente
relacionado ao tempo necessdrio para efetuarmos uma dada operacdo financeira. Em segundo
lugar, € facil observar que, no primeiro caso, os juros associados correspondem ao valor
adicional ao preco que pagamos da mercadoria; no segundo, correspondem ao valor adicional
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ao montante de dinheiro emprestado; e, no terceiro, correspondem ao valor adicional ganho
pelo rendimento da caderneta de poupanga. Portanto, nos trés exemplos, 0os juros consistem
em um valor adicional ao valor inicial investido ou a ser pago.

Com o discutido acima podemos agora introduzir a expressdo matemadtica que define o
conceito de juros. Para tanto, tomemos o primeiro exemplo dado acima; as generalizagdes
posteriores serdo evidentes. O preco a vista consiste, no tempo presente, o valor inicial no
ambito da discussdo acima, o qual denominaremos de valor presente, P ; o preco a prazo, a
ser pago no futuro, consiste no valor futuro, F ; e, os juros, consistem no valor adicional ao
valor presente, denominado pela letra J . Portanto, a relacdo entre estas trés varidveis € dada
por

F=P+J. VLI

E facil verificar que os conceitos de valor presente e valor futuro, bem como a férmula
(VL1), se aplicam perfeitamente aos dois outros exemplos mencionados.

Uma vez tendo estabelecido melhor as varidveis que compdem os juros, podemos
agora analisar as razdes de sua existéncia. Para tanto, recorramos a um dos exemplos acima.
Consideremos um comerciante que seja proprietdrio de uma livraria. Como as vendas podem
ser feitas tanto a vista quanto a prazo, seu faturamento serd composto pelos montantes de
vendas a vista, e pelas parcelas de vendas a prazo que vencem no més. Considerando-se as
todas as parcelas de vendas a prazo que vencerdo nos meses seguintes, suponhamos que os
valores faturados em um dado més seja:

Vendas a Vista : 10.490,90
Parcelas de Compras a Prazo
5.945,00
recebidas no més :
SUBTOTAL : 16.435,90
Parcelas de Compfa.s a Prazo a ser recebida nos 18.500,90
proximos meses :
TOTAL GERAL: 34.936,80

Tabela. VI.1 : Faturamento do més e previsto para o exemplo da livraria.

Neste exemplo, vemos que no més o faturamento do comerciante serd de $ 16.435,90;
entretanto, caso todas as vendas fossem a vista, faturaria $ 34.936,80, ou seja, 47% a mais!
Com isso, o comerciante deixa de dispor $18.500,90 neste més; ou seja, parte de seu capital
fica imobilizado, ndo podendo, por exemplo, investi-lo na compra de novos livros, na
contratacdo de novos funciondrios ou mesmo investi-lo no mercado financeiro. Nao devemos
nos esquecer que, em funcdo da inflacdo, das variacdes da taxa do dolar, etc, o valor do
montante a ser recebido pode se desvalorizar no futuro, acarretando em reducdo das margens
de lucro e até mesmo em prejuizos. Eliminar as vendas a prazo ndo seria interessante, uma
vez que estas representam parte consideravel das vendas de livros. Como solucionar entdo o
problema?

E neste contexto que entram os juros. Como o comerciante ficard com parte do capital
imobilizado para financiar as compras dos clientes, o custo desta imobilizacdo € repassado
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aos clientes através da adi¢do de valores aos precos de venda a prazo dos livros. Sdo estes os
valores adicionais que entendemos sob a forma de juros.

Com isso, os juros consistem na remuneracdo a ser paga pelo uso do capital. O
cliente da livraria, ao financiar seus livros a prazo, paga com os juros pelo uso do capital
imobilizado do comerciante. No caso da pessoa que solicita um empréstimo, esta paga em
forma de juros pelo uso do capital da financiadora. No caso da caderneta de poupanca, o
banco remunera o investidor com os juros decorrentes da aplicacdo'.

Retornemos agora a expressdo matemdtica dos juros. Podemos expressar os juros em
sua forma percentual; para tanto, basta dividirmos a equacgado (VI.1) por P:

F J

— 1 +—

P P
=l+r, VI.2

onde definimos a faxa de juros:
s VI3
P
Portanto:

F=P(+r). V1.4

A equacdo (V1.4) demonstra entdo qual serd o valor futuro de um investimento em um
dado periodo. Esta equacdo representa um regime de capitalizacdo discreta, pois estamos
considerando periodos bem distintos. Podemos generalizar a equacdo acima para os casos
onde os precos dos ativos variam continuamente; esta expressao facilitard consideravelmente
os cdlculos futuros. Consideremos que o valor do ativo seja uma fun¢do continua do tempo,
X (), cujo valor inicial é igual a P= X (to); para facilitar, assumamos a taxa de juros (VI.3)

como sendo constante. Tomando-se um intervalo de tempo Ar, podemos representar a
equacgdo (VIL.3) como sendo igual a

X(t) X

- X(@E+Ar)-X() AXx VL5

Tomando-se o limite Az — 0, obtemos uma equacio diferencial cuja solucdo é dada
por

X(t)=Pe". V1.6

Denominamos este regime de capitalizacdo como sendo continuo. Neste regime de
capitalizagdo podemos introduzir fatores que permitem uma andlise de sistemas mais
complexos. Por exemplo, podemos considerar um modelo onde a taxa de juros ndo € mais
constante, mas sim uma funcdo do tempo, e assim por diante.

! Neste caso, poderiamos nos perguntar qual seria entdo o ganho das institui¢des financeiras em captar recursos
de terceiros e premid-los em forma de juros. O ganho se consegue através da aplicacdo de grandes volumes de
recursos de capitais de terceiros em ativos que remuneram a uma taxa de juros maior que a taxa paga pelo
rendimento da caderneta de poupanca.
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VI.2.2 Arbitragem e a Hipotese do Mercado Eficiente

Para podermos operar em um mercado financeiro, é fundamental que disponhamos do
maior nimero de informacdes possiveis a respeito dele. E absolutamente essencial a um
operador de mercado que acompanhe de perto as variacdes dos indices financeiros (taxa do
dolar, indices de bolsas de valores, etc) de modo que possa tomar as decisdes mais eficientes.
Na Era da Informadtica podemos obter estas informa¢des de maneira mais facil que em épocas
anteriores, pois os intervalos de tempo entre a ocorréncia de um dado fendmeno no mercado e
sua repercussao € infimo, sendo praticamente instantaneo.

O fluxo instantaneo de informagdes nos permite verificar distor¢des entre mercados
diferentes; para compreendermos melhor este tépico, utilizemo-nos de um exemplo.
Suponhamos que um astuto operador de mercado obtenha informacdes simultaneas nas bolsas
de valores de Sao Paulo e do Rio de Janeiro. Assumamos que o preco do café na bolsa de Sao
Paulo seja de $15,00 a saca, ao passo que a mesma saca tenha $13,00 como prego na bolsa do
Rio. Neste caso, se o operador comprar café no Rio e vender em Sao Paulo, obterd um lucro
certo de $2,00 por saca. Ou seja: o operador obteve um lucro simplesmente por haver uma
distorcdo de precos entre dois mercados diferentes. E este fendmeno que denominamos por
arbitragem. Notemos que, caso a informacdo desta distor¢do de precos fosse conhecida pelo
mercado, as operacdes de compra e de venda de café entre as bolsas de Sao Paulo e do Rio
levariam o preco do café a um equilibrio. Portanto, um sistema de informacdes eficiente leva
A quase inexisténcia de oportunidades de arbitragem®.

Um outro fator que reforca a necessidade de um sistema de informagdes eficiente se
relaciona a constante alteracdo dos precos. Conforme vimos anteriormente, diversos fatores
macroecondmicos levam a variagdes constantes em indices financeiros, como valor de acdes,
precos de mercadorias, taxas de cambio, etc. Quanto maiores forem as informacdes sobre o
histérico passado dos precos de um ativo, maior serd nossa capacidade de podermos prever
seu comportamento futuro. Podemos caracterizar entdo um mercado como sendo eficiente
caso assumamos duas hipéteses basicas:

¥ Os mercados respondem imediatamente a qualquer nova informagdo a respeito de um
ativo;

¥ O historico passado reflete-se inteiramente no preco presente de um ativo.

As duas colocagdes acima consistem na Hipotese do Mercado Eficiente. A primeira
reflete o fato, como vimos, da quase inexisténcia de oportunidades de arbitragem; a segunda
reflete o fato de a dindmica dos pregos de um ativo ser aleatéria.

Exploraremos a hipétese do mercado eficiente quando introduzirmos a Teoria de
Black & Scholes.

? No caso discutido na se¢do anterior, o da caderneta de poupanca, vimos um caso tipico de arbitragem: a
instituicdo financeira usa-se de seu alto volume de capital para arbitrar com as taxas de juros. Neste caso &
possivel a arbitragem porque altos volumes negociados em agdes de riscos levam a possibilidades de retorno
maiores que o que se pode obter com o investimentos de pequenos recursos, como € o caso de pequenos
investidores.
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V1.3 O Conceito de Derivativos

Em nossa introdu¢do a esse capitulo mencionamos a ascensdo do mercado de
derivativos ([1], [17], [22]) como sendo uma op¢do aos investidores de modo a poderem
operar em conjunturas incertas com uma maior margem de seguranga. Mas, o que é um
derivativo?

Para ilustrarmos melhor este conceito, consideremos um exemplo. Suponhamos que
um industrial da 4drea alimenticia esteja planejando suas vendas futuras. Seu ramo de atuagdo €
o de produtos derivados de carne bovina. De modo a se precaver da instabilidade do preco da
arroba do boi, o industrial decide fazer o seguinte contrato: comprar hoje a quantia necessaria
de bois para a fabricacdo dos insumos e recebé-los daqui a seis meses, € pagar na data de
recebimento dos bois. O preco da arroba € estipulado hoje entre as partes; tal preco € fixo,
mesmo que o preco da arroba do boi no mercado oscile. Este contrato estipulado é o que
denominamos contrato de derivativo ([1], [17], [22]) : o valor do contrato deriva do valor da
commodity (no caso, arrobas de boi) negociada. Com isso, os derivativos sao instrumentos
financeiros referenciados sobre outros ativos — sejam eles commodities, taxas, ou um outro
indice financeiro.

Voltando ao exemplo mencionado, analisemos quais foram as vantagens para ambas
as partes do contrato. Para o industrial foi interessante porque ele conseguiu fixar o preco
futuro das arrobas de boi; com isso, caso no futuro seu preco aumente, ele ndo perderd em
valor. No entanto, poderiamos perguntar: e se o pre¢o da arroba caisse? O produtor perderia?
A resposta é: ndo, pois em seu produto os precos da matéria-prima estdo embutidos. Este
industrial, ao fazer esta operacao, € classificado no mercado como sendo um hedger, ou seja,
um investidor cauteloso, que se utiliza do mercado para se proteger dos riscos inerentes as
transacoes. E de fato, se protegeu, conforme vimos.

Quanto ao pecuarista que cria os bois, este também lucrou com o contrato, uma vez
que, além de garantir sua venda, o fez com o preco ja fixado. Assim, se o preco do mercado
cair, ele ja garantiu o seu preco de venda; no entanto, se 0 preco subir, 0 pecuarista ndo saira
no prejuizo, pois ja embutiu seus custos e sua margem de lucro ao negociar o preco com o
industrial. Por este contrato podemos também considerar o pecuarista como sendo um hedger.

Deste modo, o mercado de derivativos passou a ser uma excelente op¢ao de
investimento no mercado financeiro, pois permitiu aos investidores a op¢dao do hedge, ou de
usar o mercado para nao incorrer riscos. No entanto, o0 mercado de derivativos também d4 a
op¢do aqueles que desejem obter ganhos altos; ou seja, permite o que ¢ chamado no mercado
financeiro de especulacdo: o especulador usa o mercado para obter lucros maiores. E claro
que, nesta modalidade de investidor, os riscos incorridos sdo muito mais altos que para um
hedger ou um outro investidor mais cauteloso.

Em termos de derivativos, 0s contratos mais comuns Sa0 0S contratos a termo (como o
dado no exemplo acima), os contratos futuros, os swaps e opcdes. E claro que cada um destes
derivativos apresenta algumas variantes, mas a classificacdo €, em linhas gerais, esta
apresentada aqui.
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V1.4 Opcoes

Vi4.1 Definicoes

Depois de termos introduzido o conceito de derivativos, passemos a discussdo de um
dos principais tipos de derivativos: as opg¢des ([1], [17], [22]). Novamente, a fim de
ilustrarmos o conceito de opg¢des, tomaremos como base um exemplo. Consideremos o caso
de uma empresa aérea que deseja renovar sua frota de aeronaves. O comprador desta
companhia entdo entra em contato com uma empresa manufatureira de aeronaves, de modo a
firmarem um contrato. Devido as oscilagdes do mercado de aviacdo civil, a companhia aérea
adquirird dez aeronaves dentro de um ano e meio por um valor de US$ 200 milhdes. No
entanto, ao invés de haver uma obrigacao formal de aquisicdo das aeronaves, a empresa aérea
poderd ou efetuar esta aquisi¢ao ou simplesmente podera desistir dela. A empresa aérea terad
um ano para pronunciar-se acerca de sua decisdo. Caso esta seja favordvel, as aeronaves serdao
entregues seis meses apos o pronunciamento da empresa aérea.

A empresa aérea paga, na data de hoje, US$ 5 mi pelo direito de aquisicdo das
aeronaves; o valor de US$ 200 mi serd pago caso a empresa exer¢a o contrato no final de um
ano, ou seja, adquira efetivamente as aeronaves. E estes valores sdo fixados no ato da
celebracdo do contrato.

Analisemos agora as vantagens deste contrato. Vamos trabalhar com dois cendrios
possiveis em um ano a partir da data acordada:

1 — O preco das aeronaves no mercado subiu para US$ 210 mi;
2 — O preco das aeronaves no mercado caiu para US$ 190 mi.

No primeiro cendrio € mais vantajoso que a empresa aérea exerca o contrato e adquira
as aeronaves por US$ 200 mi; isso pois, somado a esse valor o montante ja pago de US$ 5 mi,
o valor total pago pela empresa aérea sera de US$ 205 mi. Com isso, esta empresa tera
realizado uma economia de US$ 5 mi, pois tera adquirido as aeronaves por um valor inferior
ao do mercado.

No segundo cendrio € mais vantajoso que a empresa aérea nao exerca o contrato, pois
assim poderia adquirir as aeronaves do mercado por US$ 190 mi e assim ter desembolsado
US$ 195 mi. Deste modo, esta empresa aérea também estaria economizando 0os mesmos
US$ 5 mi nesta outra transacéo.

O contrato mencionado acima constitui 0 que denominamos de op¢do. As opcdes sao
instrumentos financeiros muito atrativos, pois desobrigam o comprador a exercer a opg¢ao.
Isso traz uma flexibilidade que os outros contratos de derivativos ndo apresentam. Em nosso
exemplo, a companhia aérea, caso realizasse um contrato a termo, conforme vimos na se¢ao
anterior, seria obrigada a adquirir as aeronaves na data de vencimento do contrato; com isso,
se o preco de mercado fosse maior que o preco estipulado, entdo o contrato seria lucrativo
para a empresa aérea. No entanto, se o prego fosse menor, a empresa teria desvantagens com o
contrato, pois estaria adquirindo aeronaves por um preco superior ao do mercado. Por isso
vemos que as op¢des sdo auténticas solu¢des para transagdes em um cendrio macroecondmico
instavel, pois sdo instrumentos financeiros que dispdem de uma flexibilidade maior que a de
outros tipos de contratos.

Bem, e no caso do fabricante de aeronaves? Quais sdo suas vantagens ao firmar uma
op¢ao? A vantagem principal consiste na possibilidade de uma venda futura com prego



134

definido. No caso de a empresa aérea nao exercer a op¢ao, a fabricante de aeronaves nao tera
perdas, uma vez que esta ja recebera um valor determinado pela venda desta opgao.

Com todo o cendrio discutido acima podemos conceituar as opg¢des da seguinte
maneira ([1], [17], [22]) :

VL. 2. Definicio : Op¢gdes sio instrumentos financeiros pelos quais o adquirente tem o direito,
mas ndo a obrigacdo, de comprar ou vender um ativo real ou financeiro por um preco
prefixado dentro de um prazo predeterminado. Existem dois tipos de opcoes:

¥ Opcgdo de Compra (Call Option) : O adquirente tem o direito (mas ndo a obrigacdo)
de comprar;

¥ Opcgdo de Venda (Put Option) : O adquirente tem o direito (mas ndo a obrigacdo) de
vender.

Os agentes participantes no mercado de opg¢des sdo os seguintes:

% Titular da Opcdo : E o agente que compra a op¢do. Este tem o direito (mas ndo a
obrigagdo) de comprar a opgdo (no caso de uma call), ou de vender a op¢do (no caso
de uma put).

% Lancador da Opcdo : E o agente que vende a opcdo. Este tem a obrigacdo de vender
(no caso de uma call), ou de comprar (no caso de uma put), se o titular exercer a
opgdo.

O ativo ou instrumento financeiro que o langador se obriga a vender (no caso de uma
call), ou comprar (no caso de uma put) denomina-se objeto.

O preco que o titular paga ao langador para ter o direito de comprar (no caso de uma
call), ou o direito de vender (no caso de uma pur) recebe o nome de prémio. Este valor, pago
no ato da aquisi¢cdo da opg¢do, ndo retorna ao titular caso este, em data futura, decida ndo
exercer a op¢ao.

A data de expiracdo da opg¢do recebe o nome de vencimento. O preco a ser pago pelo
titular caso exercga seu direito de compra (no caso de uma call), ou de venda (no caso de uma
put) recebe o nome de preco de exercicio. O preco de exercicio é fixado no ato da aquisi¢ao
da opcao pelo titular.

Se o titular puder exercer a opcao somente ro vencimento, dizemos que esta € uma
op¢do européia; no caso de o titular poder exercer a opcdo até o vencimento, dizemos que
esta € uma opgdo americana.

No exemplo introduzido acima, a opcao negociada € uma call, e a empresa aérea € a
titular da opgdo; a fabricante € a lancadora da opg¢do. O objeto da opgdo consiste nas
aeronaves negociadas. O prémio pago foi a quantia de US$ 5 mi, o vencimento da opgéo é 1
ano a contar da data da celebracdo do contato, e o preco de exercicio da opgao € US$ 200 mi.
A opc¢ao considerada é do tipo europeu.

Em nossa discussao ficaram surgiram dois valores sem maiores detalhamentos: o valor
do preco de exercicio e o valor do prémio. Em sendo o preco de exercicio o valor que as
aeronaves assumirdo no vencimento, como podemos hoje avaliar um preco futuro? E como se
chegou a um prémio de US$ 5 mi? Como podemos calcular o valor a ser pago por uma
op¢ao? Sao as estas duas questdes que abordaremos na proxima secao.
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V14.2 Precificando Opc¢oes

Um tema que desafiou os financistas desde o inicio das operacdes no mercado de
derivativos se refere exatamente a precificacdo das op¢oes ([1], [6], [17], [22], [31], [35]) —
ou seja, qual o prego justo a ser pago por uma opcao? Estamos mencionando um preco a ser
pago hoje, mas que deve ser referenciado em termos do preco futuro da opcdo, conforme
vimos. A dificuldade reside, portanto, na obten¢do de um valor futuro — o preco futuro do
ativo-objeto. Intimeros eventos macro € microecondmicos podem ocorrer no tempo
transcorrido entre a data de hoje e a data de maturacdo da opcao que afetardo decisivamente o
valor do preco do ativo. Alguns destes eventos podem ser previsiveis; outros, entretanto,
sequer podemos imaginar: atentados terroristas, crises politicas, intempéries da Natureza, e
assim por diante. Estes eventos imprevisiveis indubitavelmente impactam os mercados
globais como um todo, podendo até, em um caso extremo, levar empresas e bolsas de valores
a bancarrota.

Diante destas dificuldades, como poderemos, entdo, estimar valores de precos futuros
em cendrios tdo incertos? Primeiramente, em desconsiderando-se estes eventos imprevisiveis,
podemos assumir que o comportamento futuro de uma dada varidvel espelha seu
comportamento passado; em segundo lugar, em considerando-se as informacdes do mercado,
podemos delinear um cendrio macroecondmico no curto prazo de modo a verificarmos certas
tendéncias no mercado. Estes dois fatores, em conjunto, nos permitem efetuar uma andlise
geral que podem levar a resultados muito satisfatérios. Tao melhor serdo estes resultados
quanto melhor for o0 modelo matemdtico usado na andlise dos dados histdricos e a avaliagdo
dos especialistas financeiros dos cendrios macroecondmicos em questao.

Deste modo, para podermos obter resultados mais acurados, € fundamental
desenvolvermos um modelo matematico adequado para analisarmos as variagdes dos
parametros financeiros ao longo do tempo. Daremos o nome genérico de pardmetro
financeiro a todas as varidveis financeiras que tenham alteragdes em seus valores ao longo do
tempo: sdo elas os precos das acdes, a cotacdo do dodlar, os valores de indices financeiros®
como IBOVESPA* ¢ Dow J ones, e assim por diante. Portanto, a anélise de tais parametros se
resume a anélise da evolugcdo temporal das varidveis que as representam.

A evolucdo temporal destes parametros estd sujeita a inimeros fatores conjunturais da
economia que, apesar de previsiveis, ndo podemos adotar como certos. Por exemplo: em
situagdes onde ha a fuga de capitais do mercado, € previsivel que o governo adote como
medida corretiva o aumento das taxas de juros para a economia; entretanto, ndo podemos
dizer com certeza que esta € a medida que serd efetivamente adotada. Ademais, mesmo que o
aumento da taxa de juros seja iminente, somente podemos estimar quanto serd este aumento e
quando este se dard. Este é apenas um exemplo dentre tantos fatores que podemos levantar
como sendo responsdveis pela alta ou pela baixa dos parametros financeiros. Como tais
fatores ndo podem ser descritos ao longo do tempo com exatidao, podemos classifica-los

Segundo Julio Brandt, repérter do InvestShop.com, (para maiores detalhes, consultar o site

http:/fwww.bertolo.pro.br/MatFin/HTML/Ibovespa.htm), “O indice de uma bolsa de valores serve para dar
parametros de variac@o de valores ao mercado, ou seja, serve para que o investidor possa saber se, naquela bolsa,
os papéis estdao valorizando ou desvalorizando”.
* Segundo 0 mesmo autor (consultar o site da nota anterior), o IBOVESPA é um indice composto pelas 55 acdes
mais negociadas na BOVESPA (Bolsa de Valores de Sao Paulo), e “(...) sua carteira é formada pelas acdes que,
em conjunto, representam 80% do volume negociado nos 12 meses anteriores a formacdo da carteira. Além
disso, a acdo precisa apresentar participacdo, em volume, de pelo menos 0,1% e tem que ter tido 80% de
presenca nos pregoes do mesmo periodo”. Enio Fernando, da corretora carioca Futuro, diz que “O IBOVESPA
serve para dar pardmetros ao mercado do como estd sendo a negociacdo em um determinado dia. Por ser o
principal indice da BOVESPA, é usado por todo o mercado como base para as tomadas de decisoes”.




136

entdo como agentes aleatorios que interferem na evolugcdo temporal dos parametros
financeiros. Deste modo, concluimos que, diante do exposto, os parametros financeiros se
comportam como processos estocdsticos, pois sua evolucdo temporal estd submetida a
agentes aleatdrios.

Portanto, podemos dizer que a eficiéncia do método matematico de andlise dos dados
histéricos relativos aos parametros financeiros reside na escolha correta do processo
estocdstico para modelar seu comportamento futuro. Iniciaremos esta discussdo na préxima
subsecdo escolhendo o processo estocdstico mais simples: o Passeio Aleatério. Antes,
entretanto, € necessario observarmos mais alguns importantes pontos relativos a precificagao
de opcdes.

Verifiquemos de forma qualitativa como se perfaz a valorizacdo de uma opg¢ao na data
de vencimento ([6], [17], [22], [31], [35]). Consideremos uma call referenciada em um dado
ativo cujo prego atual seja igual a K. Suponhamos que, na data de vencimento da opg¢ao, o
valor do ativo seja igual a §. Caso K > S, a opcdo deixa de ser interessante, pois é mais
vantajoso comprar o ativo diretamente do mercado, por um preco menor; portanto, a op¢ao
ndo teria valor algum, ou seja, seu valor € igual a zero. Se ocorrer S > K , o titular exercera a
op¢ao, pois assim adquirird o ativo por um prego inferior ao do mercado, e podera negocia-lo
a um preco superior. Portanto, neste caso, o lucro do titular desta call seria igual a S—K .
Assim, a call vale, nesta data, S —K . A expressdao matematica destes eventos assume a forma
simples

C=max{0,S-K}. VL7

Para o caso de uma put, a anélise € reversa: no caso de K > §, o titular da pur vende o
ativo por um prego superior ao do mercado, percebendo entdo um lucro de K —S ; portanto,
este exerce a put, e seu valor serd igual ao lucro obtido: K —S§.Jano caso de S > K, o titular
nao exercera a op¢ao, pois preferird vender o ativo no mercado por um preco maior. Portanto,
o valor da put serd igual a zero, neste caso. Com isso, obtemos uma equag¢do andloga a (VL.7):

P=max{0,K - S}. VL8

Pelo o discutido acima, podemos observar que, na data de vencimento, hd trés
possibilidades de valor para a diferenca entre o preco de exercicio, S, e o preco atual K . Cada
uma destas possibilidades recebe um termo de mercado:



137

Classificacao

Dentro do Dinheiro
In the money

No Dinheiro
At the money

Fora do Dinheiro
Out of the money

Tabela. VI.2 : Terminologia empregada no mercado para se descrever as relacdes entre os precos atual e de
exercicio.

Na terminologia de mercado usada no Brasil, dizemos que a op¢do ‘virou po’ quando
ela estd fora do dinheiro. A regido proxima a regido ‘no dinheiro’ é denominada de ‘linha
d’dgua’, pois esta € uma regido de alto risco.

V4.3 O Modelo Binomial de Precificacao de Opcoes

Uma vez discutidas algumas caracteristicas gerais das opcdes, iniciaremos nesta
subsecdo a andlise de como podemos efetuar sua precificacdo. Discutimos na se¢do anterior
que podemos estudar a evolu¢do temporal de pardmetros financeiros através do uso de
processos estocdsticos. O processo mais simples que podemos adotar € o Passeio Aleatorio,
que € discreto no tempo e no seu espaco de probabilidades. Apds adquirirmos um melhor
insight sobre a precificagdo via este modelo discreto, poderemos passar aos casos mais
complexos, utilizando-se de processos estocasticos continuos.

O Modelo Binomial foi utilizado pela primeira vez por William Sharpe, da
Universidade de Stanford, tendo depois sido desenvolvido por John C. Cox, do MIT, e Mark
Rubinstein, da Universidade de Berkeley ([1], [6], [17], [22], [31], [35]). Neste modelo &
assumido que a dindmica dos precos de um certo ativo X € representada por um Passeio
Aleatério. No momento presente, t =0, o valor do preco do ativo € igual a S,; no periodo

seguinte, ¢ =1este valor pode tanto valorizar a uS,, com probabilidade p, ou desvalorizar a
dS, com probabilidade 1—p . Assumimos que os fatores u e d obedecam a relacdo

u>d >0.Em termos de uma arvore binomial de um passo apenas, o preco assumira entao os
valores
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us,

ds,

Fig. VI.1 : Dinamica de precos do ativo X em um periodo.
Suponhamos agora que exista uma op¢do de compra sobre este ativo, cujo preco de
exercicio seja igual a K. Como a opg¢ao deriva do ativo X , sua evolu¢do temporal também

apresentard uma estrutura de Passeio Aleatdrio. Utilizando a equagdo (VI.7), a drvore
binomial assume a seguinte forma para o preco da call :

C, =max{0,uS, - K}

C, =max{0,dS, - K}

Fig. VL2 : Dindmica de precos da call em um periodo.

Para encontrarmos o valor da call, C, podemos utilizar uma técnica muito difundida
em Fisica: a aproximacgdo de fun¢des. Esta técnica consiste na aproximacao sucessiva de uma
dada funcio desconhecida f(¢) em termos de combinagdes do tipo o, g,(t)+a,g, )+
onde g,(r).g,(t).... sdo fungdes conhecidas. Em nosso caso presente, C(f) é a funcio
desconhecida; cabe-nos encontrar as fungdes cujo comportamento se aproximem de C(r).
Adotemos a combinagio mais simples, ou seja, da forma ag(r)+ B8, onde 8 é uma constante;
podemos tomar, sem perda de generalidade, g(f) como sendo a funcdo que representa o
comportamento do préprio ativo-objeto da call, ou seja, X . Portanto, C(r) e ag(r)+
apresentardo evolugdes temporais semelhantes. Cabe-nos agora encontrar o valor de 5. Em

Financas, hd um tipo de ativo, denominado ativo livre de risco, que desempenhara o papel do
pardmetro [ . Basicamente, um ativo livre de risco é um instrumento financeiro que remunera

o investimento realizado a uma taxa de juros r. Com isto, ao investir $1 em ativos deste tipo,
o investidor receberd ap6s um periodo o valor $ (1+r) (ver equagio (V1.4)). Este ativo é livre
de risco porque seu retorno é certo. Portanto a soma og(r)+ 3, onde B representa um ativo
livre de risco, apresenta, evolucio temporal idéntica 2 de C(t).

Para comprovarmos a afirmac¢do acima, elaboremos uma carteira’ de ativos de acordo
com a seguinte estratégia:

> Investir em uma carteira significa investir em um conjunto de ativos financeiros escolhidos de modo a fornecer
a melhor relacdo retorno do investimento X risco de perdas.
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Eventoem =0 Resultadoem 7 =1

ou , no caso de uma alta;

I. Investir $ a no ativo X ; .
od , no caso de uma baixa;

I Investir $ B em ativos livres de risco; (1+r)B

A evolucdo temporal desta carteira € representdvel, conforme o esquema acima, via
uma 4rvore binomial:

oau+(1+r)B
a+p

od +(1+r)B

N 1

Fig. VL.3 : Dindmica de precos da carteira replicante (ver texto).

Portanto, a evolugao temporal da carteira € idéntica a da call, com a vantagem de todas
as varidveis serem conhecidas. Notemos que, em ajustando-se os pardmetros o ¢ f ,

podemos replicar qualquer outra carteira regida por um Passeio Aleatério; com isso, podemos
entdo ajusta-los de modo que as seguintes expressoes

au+(1+r)B=C,,e
od +(1+r)B=C,, V19

sejam verdadeiras. Resolvendo-se este sistema de equagdes, obtemos os seguintes valores
para os montantes & € f3:

_ Cu _Cd
== "4 VL10
g=tCa—dC, VL11
(1+r)u—d)

Com estes dados, a soma do montante investido hoje serd igual a

1 [1+r—-d u—1-r
oa+p= C, + C,¢-
B { A R — d} VL12
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E fundamental que inexistam possibilidades de arbitragem no mercado em questio
para efetuarmos as identificacdes (V1.9). Isso porque, caso haja arbitragem, sempre serd
possivel comprar ativos onde estes estdo em melhor preco para vendé-los em mercados onde
o preco € maior. Com isso, as identificagcdes feitas perdem o sentido. Portanto, em nossa
discussao, consideraremos um mercado eficiente, sem oportunidades de arbitragem. Neste
caso, podemos mostrar que u >1+r>d .

Definamos agora a varidvel

_1+r-d VIL.13
q. —u—d .

Fazendo-se a identificagdo C =+ 3, segue-se de (VI.12) a seguinte expressio:

1
C:_{qcu +(1_Q)Cd } VL14
1+7

A equacdo (VI.14) representa entdo o preco a ser pago pela call em um modelo

binomial de um periodo. A generalizacdo para mais de um periodo € imediata; em
observando-se a arvore de dois periodos,

Cu Cuu
C Cud
Cd Cdu
Cud
0 1 2

Fig. V1.4 : Dinamica da call em dois periodos.

¢ facil verificar que cada novo né representa uma arvore de um periodo. Portanto, pela
equacdo (VL.14), em ¢ =1 temos os seguintes valores para a call:

1
Cu = _{qcuu + (1 - q)Cud }
1+r

1
C, :_{qcud +(1_‘Z)Cdd}- VI.15
1+r

A generalizacdo das equagdes acima € imediata para os periodos seguintes.
Facamos agora algumas observagdes acerca da varidvel ¢ definida em (VI.13).
Devido a relacdo u >1+4+r>d , segue-se que 0 < g <1; portanto, podemos encarar ¢ como

sendo uma medida de probabilidade. Em termos desta medida de probabilidade, o lado
esquerdo da equacdo (VI.14) representa, a menos de um fator de proporcionalidade, o valor
esperado de C em relagdo a medida g. Como C é um processo estocdstico, representemo-1o
pela seguinte expressao:
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c=C ().

onde @ € um ponto amostral de um passeio aleatério. Efetuando-se as identificacoes

CI(H):Cu’ CI(T):Cd’
C2 (HH): Cuu ’ C2 (HT): Cud ’ C2 (TH): Cdu € C2 (TT): Cdd ’
VIL.16
obtemos, via equacdes (VI. 14) e (VL. 15),
1
C=—1aC(H)+(-g)C (7)), VL17a
e
1
¢ (H)=1+—r{qC2 (HH)+(1-q)C,(HT)} VI.17b
1
C\(1)= o C. 1)+ (- g)C, (T} VLITe
Definindo-se o valor esperado em relacdo a medida ¢,
cht = qCH—l (wl )+ (1 - Q)CH—I (wz )’ VI.18
segue-se que as equacdes (VI.17a —c) podem ser expressas pela formula geral
C = LE C
t_1+l" q T+l VI.19

Denominamos a medida de probabilidade g por medida livre de risco, pois esta é

independente das probabilidades de subida ou descida do valor do ativo.

Vamos ilustrar o presente modelo de Cox-Rubinstein através de um exemplo.
Consideremos uma opc¢do de compra de café, cujo vencimento seja em dois meses.
Suponhamos que o valor de duzentos quilos de café seja igual a $300, e seu preco de
exercicio seja $290. A volatilidade € igual a 0,25, e a taxa de juros anual é igual a 10%.
Escolhendo-se os pardmetros u e d por meio das equacdes (I1.24), segue-se que

u=10748,
d =0,9304,
1+r=1,0083,

onde a taxa de juros anual € convertida para uma taxa mensal em dividindo-a por 12. A
probabilidade livre de risco € entdo igual a

q=0,5396.
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A arvore binomial do pre¢o do ativo, e a do valor da call, sdo

S C

$346,58 $34.85 $56,58
$300,00 $300,00 $21,09 $10,00
$5,35
$279,11 $259,68 $0,00
0 1 2 0 1 2

Fig. VL5 : Arvores binomiais do preco do ativo e do valor da call.

Portanto, o valor da call é $21,09.
O modelo de Cox-Rubinstein, conforme apresentado aqui, consiste na base sobre a

qual edificaremos o mais importante modelo de precificacdao adotado hoje: o modelo de Black
& Scholes.

VL5 A Teoria de Black & Scholes

VI.5.1 A Equaciao de Black & Scholes

Conforme mencionamos na secdo anterior, a eficiéncia do método matematico de
andlise dos dados historicos relativos aos paradmetros financeiros reside na escolha correta do
processo estocdstico para modelar seu comportamento futuro. Apresentamos na subsecao
anterior o modelo discreto de Cox-Rubinstein, baseado na escolha de um Passeio Aleatdrio
como representante da dindmica temporal dos precos. O préximo processo estocdstico que
escolheremos é o Movimento Browniano, que, conforme vimos, € o mais empregado na
modelagem da evolucdo dindmica de séries temporais. O modelo de Cox-Rubinstein,
conforme discutido na secdo anterior, nos servird como uma preciosa fonte de insights para o
desenvolvimento da teoria de Black & Scholes ([6], [17], [22], [31], [35)).

No capitulo anterior, discutimos as propriedades matematicas gerais de um movimento
Browniano. Estudamos o caso geral de um processo de Ito, representado pela equacao (V.58),

dX, =&, X, )dt+¢ (., X, )aw, , V.58

onde W, é um Movimento Browniano e £(t, X,), {(t, X,) sdo funcBes estocdsticas. A

equacdo acima apresenta um caso particular ji conhecido em Financas. Para obtermo-lo,
observemos que, caso § (t, X, ): 0, a equagao (V.58) resulta em

dx, =&, X, )dt . VI1.20
Se ﬁ(t, X, ): uX,, aequacdo (VI.20) teria como solugdo

X, =Pe", VI21

t
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onde P = X,. Notemos que a solucdo (VI.21) é idéntica a (VI.6) no caso de U ser uma taxa

de juros; notemos também que, a cada $1 investido a taxa i, obteremos $e* como retorno
no tempo ¢ =1. Portanto, neste presente caso, X, € um ativo livre de risco, conforme vimos

anteriormente, pois seu retorno € garantido. Deste modo, vemos que um caso particular de um
processo de Itd pode modelar um instrumento financeiro por nés ja conhecido: o ativo livre de
risco ou bonus. Com isso, para introduzirmos efeitos aleatérios na teoria financeira, é
fundamental que o termo § (t,X ,) seja ndo-nulo na equagdo (V.58). No capitulo anterior
discutimos um processo estocdstico que apresentava §(t, X, )= ux , e ¢ (t, X, )#0 : o
Movimento Browniano Geométrico (secio V.3.2). E este processo estocdstico que tomaremos
como base para modelar nossa dindmica de precos do ativo-objeto X, . Portanto, a equacio

obedecida pelo ativo-objeto é entao
dX, = puX,dt+oX,dWw,. VI.22

Uma vez estabelecida a equacdo que rege a dinamica dos precos do ativo-objeto,
passemos a andlise de uma call referenciada sobre ele. Como a op¢ao deriva seu valor do
preco do ativo-objeto, devemos considerar que esta € uma func¢io do processo estocdstico X,

c=C(X,1). V1.23

A equagdo satisfeita por este processo estocastico € dada pelo lema de 1t6 (V.61):

dclx,]= {aa—f+c’[x,]ux, +%C”[Xt]62Xf }dt+C’[X, lox .aw. .
VI.24

Vamos utilizar neste ponto de nossa discussdo algumas técnicas usadas para o
desenvolvimento do modelo de Cox-Rubinstein. Vimos que o uso de uma carteira replicante
foi fundamental para obtermos a equacao (VI.14), e todas as outras subseqiientes. O cerne da
estratégia da carteira replicante reside no fato de compormos uma carteira com um montante

do ativo-objeto X, e um montante de ativos livres de risco ou bdnus, ajustados de forma a

proporcionar valores iguais, a cada passo, entre o preco da call e o valor total da carteira. No
caso continuo, adotaremos a mesma estratégia; isto €, comporemos uma carteira Z, de tal

modo que

C, =Z

t t

a cada instante #. Adotando-se esta estratégia, a equacao (VI.24) assumird uma forma muito
mais fécil de se trabalhar.
Assumamos entdo que a carteira Z, seja composta por uma quantidade ¢ do ativo X,

e por uma quantidade 8 de um bdnus B, que remunera a uma taxa r:
Zt :aX,+ﬁBt. VI1.25

A equagdo diferencial satisfeita por Z, € entdo igual a
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dZ, = odX, + BdB.. V1.26

A equagdo diferencial satisfeita por um bonus é (VI1.6), ao passo que a satisfeita pelo ativo
X, € (VL22). Substituindo-se tais equagdes em (V1.26), obtemos entdo

dZ, =a(uX, +oX ,dW, )+ rBB,dt
= (X, + BB, )t + 00X ,dW, V127

Igualando-se as equagdes (VI.24) e (VIL.27), obtemos

{aa_c-l_C,[XtWt + 1 C”[Xtbzxtz}dt+c,[xtbxtdwt = ((XHXt +rIBBt )dt+aGXtth
4

2
VI.28
Escolhendo-se
a=C[x]. VI.29
a equacao (VL.25) nos fornece
g-llc_x 91 V130
B, | ' X,
Substituindo-se as expressoes (VI.29) e (VI.30) em (VIL.28), segue-se que
aC
d +lcfczxf =rC,-rX,C/,
oo 2
ou
oC oC 0°C
L+rX, f+162Xt2—2’:rCt. V131
ot X, 2 oX

t t

A expressdo (VI.31) é a famosa equacdo de Black & Scholes, cujas implicacdes no
escopo da teoria financeira sdo profundas. Esta equagdo estabelece que, em um mercado
eficiente e perfeito, a funcdo estocdstica que representa o preco da opgdo é governada pela
equacdo diferencial estocdstica (VI.31). Se, de modo inverso, fixarmos C, como a fun¢do que

governa a dindmica dos precos da opcao, e escolhermo-la de modo que nao satisfaga a
equacdo de Black & Scholes, entdo haverd oportunidades de arbitragem no mercado para
estes instrumentos financeiros. Isto porque o principio fundamental no qual se baseia a
equacdo de Black & Scholes reside na Hip6tese do Mercado Eficiente.

Na deducdo da equacdo de Black & Scholes, assumimos algumas condi¢des de
mercado para que esta representa de forma mais adequada os parametros financeiros;
entretanto, ha algumas outras condi¢des que, embora importantes, foram omitidas. Entretanto,
de forma geral, as condicdes necessdrias para que as solugdes da equacio de Black & Scholes
representem a dinamica de precos de derivativos s@o dadas na seguinte
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VI1.3. Proposicao ([6], [17], [22], [31], [35]) : Consideremos um mercado sem oportunidades
de arbitragem, onde, a uma taxa livre de risco r, um dado ativo seja negociado cujo prego, a
cada instante, seja representado por um Movimento Browniano Geométrico X, . A
volatilidade associada a este ativo € o, e assumimos que ndo hd custos de transagdo, e que o
ativo ndo paga dividendos durante o periodo de validade da opg¢do. Tais ativos podem ser
negociados continuamente, em qualquer quantidade. Diante destas condi¢des, o preco de uma
opcdo sobre o ativo X, é dado pela funcdo estocastica f (r, X t) que satisfaca a equacao de

Black & Scholes:

2
ai+;~Xtai+lczxfa—f:rf. V132
ot oX 2 X ?

t t

-

E importante ressaltar um aspecto fundamental associado a equag¢do de Black &
Scholes: ela descreve a dinamica de qualquer derivativo cujo preco dependa somente dos

valores do ativo X, e do tempo t. Para verificarmos este ponto, basta introduzirmos as

condig¢des de contorno que propiciardo as solucdes da equacao (VI1.32). Na préxima subsecao,
verificaremos algumas solucdes da equacdo de Black & Scholes, principalmente a solugdo
desta para uma opcao de compra européia.

VIL.5.2 A Soluciao da Equacao de Black & Scholes para uma Opcao
Européia

Sabemos da teoria das equagdes diferenciais que as condig¢des iniciais e de contorno
sdo os fatores que concedem as solugdes das equagdes sua forma final e a tornam unica.
Portanto, ao estabelecermos estas condigdes, estaremos fixando o tipo de derivativo descrito

pela equacdo de Black & Scholes. Como exemplo, suponhamos que f (¢, X ,) descreva um

derivativo que satisfaca a equacdo de Black & Scholes sob as condi¢des de contorno
f (T, X, ): X ;. A solugdo deste problema € dada pela funcdo f (t, X, ): X,, 0 que demonstra

o fato de a dindmica do préprio ativo ser também governada pela equacdo de Black &
Scholes.
Um outro exemplo que podemos dar se refere a um bonus: tomando-se a condi¢io de

contorno f (T, X . )=e"", a solugdo da equacio de Black & Scholes nos serd dada pela fungio
f,x t):e”, que representa um bonus. Portanto, vemos que as solu¢des da equacdo de

Black & Scholes determinam a prépria natureza financeira do ativo representado.
Consideremos agora a solucao da equagdo de Black & Scholes para um tipo de opcao
extremamente importante: opgoes européias [35]. Suponhamos que C, [X t] represente 0

preco de uma call européia com preco de exercicio K e data de vencimento 7 . No
vencimento, o valor da call sera igual, conforme vimos na subsecdo VI.4.2, a equagdo (VL.7):

C,[x,]=max{0, X, - K}. VL33
No caso de X =0, sabemos que a call ndo tem valor; portanto,
¢.loJ=0. V134

E ficil observar também que
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Clx,]ow, se X, >o. VI35

Uma vez estabelecidas as condi¢des de contorno, passaremos agora a andlise da
equacdo (VIL.32). Conhecemos as solugdes de uma equacdo de difusdo, conforme
desenvolvemos no Capitulo IV; entretanto, a equagao de Black & Scholes nao se apresenta
sob a forma de uma equacdo de difusdo. Entretanto, em escolhendo-se adequadamente os
parametros que comparecem na equacdo (VI.32), podemos facilmente reduzi-la a uma
equacgdo de difusdo. O primeiro passo consiste em se eliminar os termos proporcionais a X e
a X7’ em (VI.32). Como os expoentes de X e de X *coincidem com a ordem das derivadas
parciais as quais estdo multiplicados, podemos representar X através do ansatz

X, =oet, VI1.36

onde @ € uma constante de proporcionalidade. De fato, em substituindo-se (VI.34) nos
termos X 9/0X e X>9>/aX’, segue-se que

9 _9
oX o9&’

x2 9> 9° 9

X2 9 &’
Com isso, a equagdo (VI.32) para a call C, serdigual a

3 5° % =rC,.

oC, ( 1 2jact 1 _,0°C,
+ (o}

ot )

Dividindo-se ambos os membros da equagio acima por ¢ * / 2, obtemos

2 K 2 t?
o’ ot o& o9& VIL.37
onde 1<:2r/c72 .O fator multiplicativo na derivada temporal acima pode ser eliminado

através de uma mudanca de varidveis para o tempo. Seja T esta nova varidvel, relacionada a ¢
por meio da expressdo t = Bt+7, sendo B e Y constantes. Portanto,

J9_19d
& Bor’

o que nos sugere a identificacdo B =—0" / 2. Como o parametro ¥ tem dimensdo de tempo,
escolhamos ¥y =T, para fins de simplifica¢do. Deste modo, obtemos

l=—%GZT+T. VIL38

Portanto, por meio das relagcdes (VI.36) e (V1.38), obtemos
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—0<><§<00, 720. VI.39

Analisemos agora como a call C, se comporta em termos das novas varidveis (VL.36) e
(VL.38). A condicao de contorno (V1.32) torna-se

C, [X = max{O ot ™) K}
ou
C,lx ]=k maX{O, et —1},
em escolhendo-se & = K. Como ¢t =T corresponde a 7 =0, definamos
¢(E,0)= max{(), et — l};
com isso, podemos escrever a funcio estocastica C, como
C, =K¢(&,7). V140

A equagdo (VI.37), em termos destas novas varidveis, serd entdo igual a

W _ ()P0, 20 _

> 38 3 K9 . VL41

Esta expressdo € semelhante a uma equagdo de difusdo, excetuando-se os termos linear
na funcdo ¢ e sua primeira derivada. Podemos converté-la em uma equagao de difusdo, por

meio de uma mudanca de varidveis; introduzamos, para tanto, a relacao

0. 7)=vy(.7)x(.7); V1.42

substituindo-se a relacdo (VI.42) em (VL.41), segue-se que

{ax ax} _%81// L0V K, %a

<x-1>g—gw+<K-ng_gx-W.

ot 9&’ & d9&
V143
Supondo-se que a fun¢io y(&,7) satisfaca uma equacdo de difusdo
— T
%(5 7)= 852 x(€.7), V144

encontramos entio a forma da funcio w(£,7) por meio da solugdo da equagio

{ ?;rlj 351// +(x —1)——Kl//}%+{2aa—§+(’< l)p}a)é . VLAS
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Para que a combinacdo linear acima seja linearmente independente, segue-se que oS
coeficientes acima devem se anular; por conseguinte,

oy
2— -1 =0, V1.4
Y + (e 1)y 6
€
oy dy oy
-+ +(x-1)——xy =0. ,
70 tae (x )ag Ky V147

A primeira equacdo pode ser solucionada por meio da separagdo de varidveis
v(£,7)=6(¢)3(r), resultando na seguinte solugdo para 6(E):

1
0(&)= Ae_z(m)é , V1.48

onde A é uma constante. Substituindo-se W(£,7)=0(E)(r), com a expressdo (VI.48), em
(VL47), obtemos, para 19(1'),

9(c)= v VL49

onde v também é uma constante. Portanto, a funcdo ¢(&,7), solucio da equacio de Black &
Scholes (V1.41), pode ser expressa em termos de uma solucdo de uma equacdo de difusao
%(&,7) por meio da relaco

1 1
—(k-1)E—(k+1)°7
2 4 7((

0. 7)=e E.17). VL50

O produto Av, oriundo da multiplicagdo dos termos (V1.48) e (V1.49), foi tomado como
sendo igual a 1, sem perda de generalidade.
Retornemos agora a solucdo da equacdo de difusdo (V1.44). A condi¢cdo de contorno

¢(E,0)= max{(), et — 1}, juntamente com a expressao (VI.50), nos fornece

1 1
Loere Lo
%(5,0)=1f1f1ax{0,e'2 1 —e? 1 }; VI.51

a condicao (VI.34), por sua vez, se torna
20,7)=0. VL52

Uma vez colocadas as condi¢des iniciais, cabe-nos agora resolver a equacdo de difusdo
(V1.44), tendo como condicdo de contorno y(&,0)= Xo (£). No capitulo IV solucionamos a

equagdo de difusdao (IV.30) para um movimento Browniano utilizando como condi¢do de
contorno a expressao
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T rems=t:

o que demonstra a relagdo entre a funcdo densidade de probabilidade do movimento
Browniano e uma fung¢do delta de Dirac, pois

. 1 (x—x ?
S(X_XO):I’T(}\/HGXP{_TO)}

=lim fle—x,.1). VIL.53

Solucdes do tipo

2@ €-¢.7),

com ¢ fixo, satisfazem claramente a equacdo de difusdo, assim como combinagdes lineares
destes termos. Portanto, a funcao

2E9)= [1,0)rE ¢ oM VLS4

satisfaz a equacao de difusdo (VI1.44) sujeita a condi¢c@o de contorno (VI.51), pois, em usando-
se (VL.53),

%0(€)=lim x(€.7)

- [1@BE-0)g

EZO(&)'

Com estas relacdes, podemos finalmente encontrar a solucdo para x(&,7). Notemos
primeiramente que

1 1
2,&)= maX{O, eE(MK - eE(HK }

1 1 1
ot 6 -
=e? max{O,e2 —e? }

I I
She)e (=100
_e2 T 2 , para £ >0, VIL55

e sendo igual a zero, no caso { <0 . Substituindo-se entdo (VL.55) e a expressio de
fE=¢&,7) ((@V.35),com D=1e x=&—-{ ) em (VL.54), obtemos
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xE.17)= ! +fexp{ K+1)§}exp{ (525)2}61@

0

_ﬁfexp{%(pm}exp{_ (3 ;TC)Z }d@. VL56

Para solucionarmos estas integrais, facamos a mudanca de varidveis = (£ —&)/~4/27, 0 que

fornece —&/+/2T <N < +oo; portanto, a primeira integral acima fornece

+oo

1 1 Ly
I = E_J@ exp{z ( + 1)(\/51] + &)}e > dn

%(;m)g .

:em _Jmexp{z[lﬁlwn n ]}

1 1 >
—(x+1)s+—(x+1)°T
s eriPe

:eT J exp{—z[ —(k+12tn+= K+I)ZT}}d7]
-£/2t

SlerngeGerfe | . 2
:eT J- exp _E{n_\/;(’(—i_l)} dn
43 &2t

e%(m)g%(m)zf . _717
= j > dn. VL57

\N27
_%_\E(m)

Definindo-se

§ = VL58
d, =——+,|=-k+1),
1 /—27: 2( )

segue-se que a equagdo (VI.57) serd igual a

1 1 1 2
I, = —k+1)g+-—(k+1)7:Nd,), VL59
= e e+ e+ 1) V()

onde N(x) é a funcdo distribuicdo gaussiana

13
N A
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Notemos que a diferenca entre as duas integrais do lado direito de (VI.56) se refere ao
termo (k —1); portanto, em substituindo-se (k +1) por (k —1) em (VI.59), obtemos o valor da
segunda integral em (VI.56):

I, = ! exp{%(l{—l)ﬁ+i(x—1)2f}N(d2), VI.60

NGY

onde

_ 5 \ﬁ _ VI61
d,: \/E+ 2(1< 1).

Uma vez descoberta a forma final de )((5,1’), calculamos facilmente a forma final da
fun¢do estocastica C, [X t]; para tanto, substituindo-se (VI.59) e (VI.60) em (VI.56), por sua
vez (V1.56) em (VL.50), (VI.50) em (VL.40), e fazendo-se as identifica¢des

5:11{%), T=%GZ(T—t) e K=2—Z,

chega-se a solucao final

C.[x,1=X,N(d,)-Ke "N (d,), viez
onde
ln(X’ ]+(r+162j(T—t)
K 2
d, =
oNT —t
X, 1 2y
) _ln[K}+(r 50 )(T 1) VL63
? oNT —t .

Esta € a solucdo final da equagcdo de Black & Scholes para uma opcdo européia.
Vamos retomar nosso exemplo mencionado na subsec¢do onde discutimos o modelo de Cox-
Rubinstein. Neste, um contrato de duzentos quilos de café seria negociado, com vencimento
em dois meses, com precgo igual a $300, preco de exercicio igual a $290, a uma taxa de juros
de 10% ao ano, e volatilidade de 0,25. Obtemos os seguintes parametros em utilizando-se as
equagoes (VI.63):

d, =0,546496,
d, =0,444434,
o que fornece

N(d,)=0,70763,
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N(d,)=0,67163.
Portanto, o valor da call serd igual a
C =%$20,74,

ou seja, um valor préximo ao obtido pelo modelo de Cox-Rubinstein, onde C =$21,09 .

Comparagdes mais detalhadas dos modelos de Cox-Rubinstein e de Black & Scholes podem
ser encontradas na bibliografia especializada ([6], [17], [22], [31], [35]).
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CAPITULO VII

GENERALIZACOES DO MOVIMENTO BROWNIANO E
SUAS APLICACOES AS SERIES FINANCEIRAS

VIIL.1 Processos de Lévy

No capitulo anterior discutimos como podemos aplicar a Teoria dos Processos
Estocésticos na precificacdo de opgdes. Observamos a aplicacdo de um passeio aleatorio
como modelo base para a evolu¢do temporal dos precos do ativo-objeto, culminando no
modelo de Cox-Rubinstein; posteriormente, analisamos como modelo base para a dindmica de
precos um Movimento Browniano Geométrico, o que resultou no modelo de Black & Scholes.
A escolha do processo estocdstico determina, assim, todo o processo posterior de andlise.
Entretanto, poderiamos nos questionar: a dinamica de precos dos ativos se comportam
realmente como um Passeio Aleatério, ou como um Movimento Browniano Geométrico?
Podemos responder esta pergunta somente de forma empirica; portanto, é necessario
desenvolvermos métodos de andlise que nos permitam avaliar qudao bom € um processo
estocastico para se modelar um sistema dinamico [24].

No capitulo III discutimos a Teoria de Lévy, que consiste em uma classe de processos
estocdsticos mais abrangentes, contendo, inclusive, o movimento Browniano como um caso
particular. Dentre estes processos estocdsticos analisamos o0s processos estdveis,
caracterizados por um expoente de estabilidade, &, que englobam tanto os processos
gaussianos (@ =2 ) quanto processos de Cauchy (a =1). Por sua generalidade, podemos
supor que, caso a dindmica de precos ndo seja um Movimento Browniano Geométrico, seja
um processo estdvel com « # 2 . Portanto, tomaremos como base em nossa andlise da
dinamica de precos processos estaveis.

Retornemos entdo ao capitulo III. A funcdo caracteristica mais geral para um processo
estavel é dada pelo Teorema III.15,

1n¢(§)=iyg—ﬁ|§|“{1+i5é—|q>(§,a)}, VIL1

onde a funcio ®(&, ) ¢ definida por

o
tan 5 ose a+l
D&, 0)= , VIL2
—1n|§|, se a =1
T
Consideremos, para efeitos de andlise, que os processos estocdsticos em consideracao

apresentem distribuicio de probabilidades simétrica, o que nos traria 0 =0 ; também
consideraremos que o valor esperado de tais processos sejam iguais a zero, 0 que nos traria,
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por sua vez, ¥ =0 na equacdo (VIL1). Estas suposi¢des nado restringem a aplicabilidade dos
métodos a serem desenvolvidos, pois, conforme ja vimos, é sempre possivel escolhermos, a
partir de um processo estocdstico com d #0 e ¥ #0, um processo estocdstico equivalente

que apresente d =0 ¢ Y =0, sem perda de generalidade. Vimos, no capitulo I, que uma
funcdo caracteristica ¢(£) se relaciona 2 funcdo de distribuicio de uma varidvel aleatéria
através da equacgao

F x):$ Tq)(g)e—’f*‘dé : VIL3

portanto, em substituindo-se (VIL.1) em (VIL3), com 6 =0 e y =0, segue-se que

Lys(x)== fexp{ BE Jeos(Ex)é VIL4

que consiste em uma distribuicdo de Lévy. Portanto, as distribuicdes de probabilidade reais
dos precos de um dado ativo devem assumir a forma acima, cada uma caracterizada por seu
expoente de estabilidade e fator de escala proprios. Serdo, portanto, processos de Lévy.

A equacdo que define uma distribuicio de Lévy apresenta uma simetria muito
1mportante para nossos objetivos: a simetria de escala [24]. Consideremos que haja uma

varidvel X que se relacione com X através da relacio X =&X , onde € é um dado
parametro. A funcdo de distribui¢cdo para esta varidvel aleatéria serd dada por

Ly p(x)=Lq,(x)

_1 T expf- BE® Joos(e&x)dE .
T 0

Fazendo-se a mudanca de varidveis { =& , e perfazendo-se os célculos triviais,
segue-se que

h(
m(

:—Iexp{ ng“ Jeos(Eeh¢ . VILS

onde 7 := Be™*. Observamos, entdo, que, a menos do fator €', a funcdo de distribuicio

(VIL5) para uma varidvel €X € igual a de X, tendo sido alterado apenas o fator de escala.
Portanto, em dilatando-se os processos estocdsticos X obtemos processos estocdsticos de
mesma distribuicdo, porém com fatores de escala diferentes. Esta propriedade das
distribui¢des de Lévy recebe o nome de auto-similaridade. E através da propriedade de auto-
similaridade dos processos de Lévy que desenvolveremos o método para verificarmos se uma
dada distribuicao de probabilidades é normal ou nao.

Podemos obter infinitos processos através da dilatacio de um processo estocdstico.

Para nossos propésitos, introduzamos o parametro de dilatagio £ como sendo € =77"'%; com

isso, a func¢do de distribuicao (VIL5) assume a forma
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L, ;)= T;a TeXp{— B¢ * Jeos(Cx)d¢ . VIL6
0
Definindo-se
Los (x,r)ﬁzexp{— Bre® Jeos(ExME VIL7
segue-se a relagio
L,, (x,r)z%:T(f’l), F=1"%y. VILS
VIL.2 Calculo do Expoente de Estabilidade para Processos

Estocasticos Simulados

Uma vez introduzidos os processos estocdsticos de Lévy, investiguemos como
podemos obter empiricamente o expoente de estabilidade para um dado processo estocastico.
Calculemos, inicialmente, a probabilidade de ocorréncia do retorno do processo a origem,
P[X =O] [24]. Sabemos, de nossas discussdes anteriores, que a medida de probabilidade e
sua funcdo de distribui¢do se relacionam por meio da equagao

Plx <x]=F(x).

No caso de varidveis aleatdrias cuja distribuicdo de probabilidades € de Lévy, segue-se
que

Plx <x]=L,;(x,7). VIL9

Portanto, para varidveis de Lévy, segue-se que P[X =O]=LM (0,7), o que resulta na

expressao

_ g Tl/a) VIL10
Plx =0] B

onde usamos a equagdo (VIL.7). Deste modo, a probabilidade que, em um dado instante, o
valor do processo estocdstico seja igual a zero € funcdo do parametro de dilatagcdo 7 ;
reescrevendo-se P[X = 0] como p(t)= P[X = 0], obtemos uma fun¢do linear em tomando-se
os logaritmos de ambos os lados da equagao (VIL.10):

VIL11

)]

log p(f)z—llogrﬂog{ T
o wof
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Esta funcdo linear nos permite de forma imediata a obtencdo do expoente de
estabilidade e do fator de escala para uma dada série temporal. Para tanto, basta seguirmos os
seguintes passos [24]:

L Obter processos estocdsticos equivalentes ao original X, por meio da
dilatagio X, =77*X ;

IL Calcular a distribui¢do de probabilidades empiricas para cada um destes,
obtendo-se posteriormente os valores de p(7);

I1I. Tracar o gréfico log pxlog7;

V. Ajustar uma reta aos pontos deste grafico, calculando-se os coeficientes

angular e linear desta reta;

Sendo q(x)=a1x+a0 a equacgdo da reta ajustada aos pontos empiricos, segue-se, a
partir de (VIL.11), as seguintes expressoes:

1
o=——;
a,
r(l/a
log B =06{10g[ ( )}—ao}; VIL12
104

Verificaremos o emprego deste método através da andlise de dois processos
estocdsticos com expoente de estabilidade conhecidos: o Movimento Browniano e um
Processo de Cauchy.

VIL.2.1 Calculo do Expoente de Estabilidade para um Movimento
Browniano Simulado

Como primeira aplicacio do método consideremos um movimento Browniano.
Simulamos em MATLAB um movimento Browniano com valor esperado zero e variancia
igual a 1; empregamos, para tanto, o processo de Wiener

Xz :Xz—r +§\/;’

onde & é um niimero aleatério sacado de uma distribui¢io normal de média zero e varidncia
um. Usamos o gerador de niimeros aleatérios com distribuicio normal do MATLAB para
obter a série de nimeros {€}. Neste processo, escolhemos X o =0, T=1 e geramos uma série
de 25.000 pontos, onde entdo obtivemos o seguinte grafico:
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Fig. VIL.1 — Movimento Browniano simulado com T =1
Tomando-se os incrementos W, = X ,,, — X ,, obtemos os valores empiricos
u=10.002

o =1,003. VII.13

A distribui¢do de probabilidades do processo estocastico W, pode ser obtida por meio

do poligono de fregiiéncia dos dados empiricos'; entretanto, esta distribuicdo &, de certo modo,
grosseira, nao nos permitindo avaliar a probabilidade de retorno do processo a zero. Deste
modo, precisamos obter uma curva lisa, baseada em dados empiricos, que melhor represente a
distribuicdo de probabilidades deste Movimento Browniano; empregamos, para tanto, um
método estatistico ndo-paramétrico [14], para o qual desenvolvemos um programa em
MATLAB. Na figura VII.2 (A) comparamos o poligono de freqii€éncias dos dados empiricos
com sua distribuicdo suavizada. Comparamos também, na figura seguinte, VIL.2 (B), a
distribuicao tedrica, dada pela equacdo que define uma distribuicdo gaussiana (com os
parametros (VIL.13)), com a distribuicdo suavizada pelo método ndao-paramétrico. Por fim, na
figura VIL.2 (C), comparamos as trés curvas.

'O poligono de freqiiéncias corresponde a curva da distribui¢do de probabilidades de um dado experimento.
Como tal, serd uma curva grosseira e, conseqiientemente, nao-diferencidvel em diversos pontos. Para maiores
detalhes, ver as referéncias [14], [26] e [32] da bibliografia.
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Fig VIL.2 — Comparacdes entre (A) a distribui¢do suavizada com o poligono de freqiiéncias; (B) a distribuigdo
suavizada e a distribui¢do tedrica e (C), as trés curvas.

Verificamos em (A) que hd uma boa concordancia entre os pontos do poligono de
freqiiéncias e a distribui¢c@o suavizada. Em (B), vemos que ha uma leve discrepancia entre as
probabilidades proximas aos pontos zero nas distribui¢des tedrica e suavizada; entretanto,
conforme verificaremos, esta diferenca € pequena, ndo invalidando portanto nosso modelo
nao-paramétrico. Em (C) comparamos as trés curvas, de modo a observar as diferengas entre
os dois modelos empiricos e 0 modelo tedrico.

Uma vez introduzida a distribui¢do de probabilidades empirica, nosso préximo passo
consiste em encontrar 0os processos equivalentes a nosso movimento Browniano simulado. A

estratégia bdsica consiste no seguinte: tomamos, dentro da série original X,, os pontos
espacados pelo intervalo 7 , e tomamos seus incrementos; o movimento Browniano
correspondente terd variancia igual a 7. Na figura VIL.2, mostramos o grafico correspondente
ao movimento Browniano gerado por X, ao escolher 7 =2, e verificamos que este oscila

muito mais do que o movimento Browniano original. O desvio padrdao calculado para este
processo € igual a

o =1,408,

que € um valor préximo a V2= 1,414, o desvio original. Na figura VII.4 podemos observar

os graficos da distribuic@o tedrica, do poligono de freqiiéncias, e da distribuicdao suavizada
para este processo:
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Fig. VIL.3 — Movimento Browniano simulado com T = 2, obtido a partir da série original.
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Fig. VIL.4 — Comparacéo entre as distribui¢des tedrica, suavizada e poligono de freqiiéncias
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Procedemos como acima para obtermos outros processos estocdsticos equivalentes.
Uma vez obtidos os processos, calculamos os valores de p(t), e tracamos assim o grafico
log pxlog7 com a reta ajustada:

Fil) x delta t

-I:I.flIE
-0.45
0.4
-0.55

0.6

log P{)

-0.65

0.7

-0.75

08 I I I I I 1 Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

log deltat

Fig. VIL5 - Grafico log pxlog T para o cdlculo dos coeficientes angular e linear.

Ap0s o ajuste, calculamos os coeficientes angular e linear da reta ajustada; em empregando-se
a equagdo (VII.12), obtemos finalmente o expoente de estabilidade & ¢ o fator de escala, S :

o =2.003£0.002,

B =0.51410.005. VIL.14

O valor do expoente de estabilidade estd de pleno acordo com o previsto pela teoria,
o =2 ; verificaremos, na proxima subsecdo, se o0 modelo proposto também fornece valores
compativeis com a teoria para um processo simulado de Cauchy.

Para finalizarmos nossa analise do movimento Browniano simulado, desenhemos o
grafico da distribuicio de Lévy (VIL.4) associada com os parametros (VIL.14), e o
comparemos ao poligono de freqiiéncias da distribuicdo e sua distribui¢do tedrica, gaussiana:
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Fig. VIL.6 — Comparacdo entre os graficos de uma distribuicdo de Lévy (VIL.4), com pardmetros dados
por (VII.14), e o poligono de freqiiéncias do movimento Browniano simulado.

Pelo gréfico acima percebemos claramente que o modelo acima é confidvel, pois o
grafico da distribuicdo de Lévy, com os pardmetros & e [ calculados, se sobrepde de forma

precisa ao poligono de freqiiéncias empirico.

VIL.2.2 Calculo do Expoente de Estabilidade para um Processo de
Cauchy

Nosso objetivo agora é o de obter o expoente de estabilidade e o fator de escala para
um processo de Cauchy. Simulamos 5.000 pontos de uma série temporal com distribui¢do de
Cauchy empregando o gerador de nimeros aleatérios do Mathematica, e entdo elaboramos
seu poligono de freqii€ncias, sua distribui¢do suavizada, e as comparamos com a distribuicao
tedrica. As figuras VIL.7 (A), (B), e (C) ilustram estas comparagdes.
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Fig VIL.7 — Comparacdes entre (A) a distribui¢do suavizada com o poligono de freqiiéncias; (B) a distribuigcdo
suavizada e a distribuicdo tedrica e (C), as trés curvas.

Podemos observar por meio dos graficos acima que a concordancia entre os dados
empiricos e a teoria é grande, e podemos até mesmo dizer que é melhor que a concordancia
obtida no caso do Movimento Browniano. Notamos, entretanto, que os pontos se acumulam
nas caudas das distribui¢des, o que demonstra a tendéncia dos processos nao-gaussianos a
melhor descreverem os eventos raros.

Nosso préoximo passo consiste em calcular o expoente de estabilidade e o fator de
escala. Procedendo-se de modo andlogo ao caso do Movimento Browniano, tracamos na
figura VIL.8 o grifico log pxlog7 para a distribuicdo de Cauchy com a reta ajustada aos
pontos; usando-se as equagdes (VIL.12), obtemos os seguintes valores para o expoente de
estabilidade e o fator de escala de uma distribui¢do de Cauchy

o =0.9891+0.002,

B =1.013£0.004. VIL.15

Observemos que estes valores correspondem ao predito pela teoria. Substituindo tais
parametros na expressao (VIL.7) que define a distribui¢do de probabilidades de Lévy, obtemos
a figura VIL9:
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Fig VIL8 — Grifico log px1og T para o célculo dos coeficientes angular e linear.
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Fig. VIL.9 — Comparacio entre os graficos de uma distribuicdo de Lévy (VIL.4), com pardmetros dados
por (VIIL.14), e o poligono de freqiiéncias de um processo de Cauchy simulado.
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Novamente observamos a plena concordancia dos modelos empirico e tedrico, o que
valida o método adotado para se efetuar a andlise de processos estocdsticos cuja distribui¢do
ndo é conhecida a priori. E este ferramental que ilustramos nesta se¢io que empregaremos
para nos responder a questdo colocada no inicio deste capitulo: a dindmica de precos dos
ativos se comportam realmente como um Passeio Aleatério, ou como um Movimento
Browniano Geométrico? E o que investigaremos na préxima secio.

VIL3 Calculo do Expoente de Estabilidade para Séries Financeiras

Uma vez desenvolvidos os conceitos tedricos dos processos de Lévy, bem como os
algoritmos computacionais para andlise de dados, estamos aptos a investigar o expoente de
estabilidade para séries financeiras. Utilizamos como dados a pontuacdo de fechamento do
Indice IBOVESPA? entre os dias 15 de fevereiro de 1996 e 24 de abril de 1999. Os dados
correspondem a medidas efetuadas a cada 15 segundos, perfazendo uma base de dados com
um total de 14.684 observacdes. Sendo X, um ponto qualquer desta série temporal,

definiremos uma familia {Z . (Ar)} de processos estocdsticos definidos por

z, (At)zlog%, VIL16

t

onde At corresponde a um dado intervalo de tempo. Escolhemos a familia de processos
(VIL.16) como sendo o logaritmo natural do quociente entre duas observagdes pelo fato de ser
esta uma boa alternativa ao uso de fatores de deflagdo ou de desconto.

Definida entdo a familia de processos-base, vamos empregar o método desenvolvido
na subsecdo anterior para o cdlculo do expoente de estabilidade. A partir da série de dados,
tracamos o gréfico dos logaritmos de P(0) contra ¢ (Figura VIL10), que nos forneceu os

seguintes valores:
o =1.68%£0.01,

B =0.036510.0004 . VIIL.17

Vemos, portanto, que a distribuicdo ndo € gaussiana, visto que & # 2. Com base nos
dados experimentais, tracamos, para Af =1, a curva da funcdo densidade de probabilidade
suavizada, e a comparamos com a curva tedrica da funcdo densidade de probabilidade de
Lévy para os valores (VII.17); incluimos também nesta comparacdo a funcdo densidade de
probabilidade normal para esta série de dados, em usando-se os valores empiricos
1 =0.0030893 e 0 =0.14603 (Figura VIL.11):

2 Para maiores detalhes sobre o indice IBOVESPA, consultar a pagina 135, notas 3 e 4.
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Fig VIL.10 — Gréfico log pX1og T para o célculo dos coeficientes angular e linear.
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Fig VII.11 - Comparagdes entre as fun¢des densidade de probabilidade empirica, de Lévy e gaussiana.
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A comparacdo efetuada na Figura VIL.11 nos demonstra claramente a ndo-normalidade
da distribui¢do empirica de probabilidades do IBOVESPA. Observamos a grande divergéncia

que ocorre nos picos da densidade gaussiana em relacdo a densidade empirica e a de Lévy:
204
[ ]
202 {; o5 o Densidade de
{; & Probabilidade
2t . s Suavizada
o
1898} . o . Densidade de
o Probabilidade  de
1.96 o Lévy
[ ] [ ]
104l o E— Densidade de
) Probabilidade
1921 . . Gaussiana
o
191 L L L o L 1
-0.05 0 0.05 0.1 015

Fig VII.12 — Comparag¢des entre os picos das densidades apresentadas na Figura VII.11

Para uma regidao abaixo do pico, a aproximagao da densidade empirica por uma de

Lévy também apresentou melhores resultados:

Para as caudas verificamos a grande divergéncia da densidade gaussiana para a

empirica e a de Lévy:
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02F
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015 Gaussiana
01¢
i-.'
005t %{}%
|:| 1 1 1 1 1 1 1 1 1
nz2 0.245 0.3 0.35 0.4 045 048 055 0B 0.65

Fig VII.14 — Comparagdes entre as caudas das densidades apresentadas na Figura VIL.11
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Portanto, conforme discutimos no capitulo III e neste, as distribui¢des gaussianas nao
descrevem com boa aproximacgdo os eventos raros. A densidade de Lévy tem um decaimento
muito mais préximo ao da densidade empirica; estes sé passardo a divergir significativamente
para os valores de Z mais altos:

0.035

0.03 - .

0.025 * .

0.02 -

o

0015

0.01 r

0.005

0.73 0.74 0.5 0.76 077 0.78

Fig. VII.14 — Comparagdes entre as caudas das densidades empirica e de Lévy

E notéria a melhor aproximacdo propiciada pela densidade de Lévy com parimetros
(VILL17) do que a propiciada pela densidade gaussiana. Podemos concluir entdo que a
densidade de probabilidade da carteira de acdoes que compdem o indice IBOVESPA ¢é de Lévy
com expoente de estabilidade igual a 1.68.
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CONCLUSOES

O tema fundamental deste trabalho se concentrou na Teoria do Movimento Browniano,
tanto em sua formulacdo proveniente das leis da Fisica (Capitulo IV), quanto em sua
formulacdo matemadtica (Capitulo V). Discutimos uma aplicacdo direta da Teoria do
Movimento Browniano para a resolugdo do problema da precificacdo de opcdes (Capitulo VI),
o que culminou na Teoria de Black & Scholes.

Analisamos a generalizagdo do Movimento Browniano (Capitulo III) ao abordar a
Teoria de Lévy, onde introduzimos os conceitos essenciais para a andlise dos dados do
IBOVESPA (Capitulo VII).

Para efetuar a andlise de dados desenvolvemos um programa em MATLAB que
calcula o expoente de estabilidade de uma dada série temporal. Partimos da expressdo tedrica
de uma distribui¢do de Lévy, dada pela equacdo (VIL4), e pela propriedade de simetria de
escala (VIL.8); esta tltima permite calcular a probabilidade de retorno nulo para qualquer série
temporal caracterizada por um parametro de simetria T (equacdo VII.10). Com esta expressao
em maos, empregamos a prescricao descrita na pagina 156, baseada no artigo [24].

Uma dificuldade enfrentada logo de inicio relacionou-se com a obtencdo de uma curva
‘lisa’ para a distribui¢do empirica de probabilidades das séries analisadas. Adotamos um
procedimento nao-paramétrico desenvolvido em [14].

Uma vez desenvolvido o algoritmo, testamo-lo para duas séries com expoentes de
estabilidade conhecidos: uma série temporal com distribui¢ao normal e outra com distribui¢do
de Cauchy. Simulamos, entdo, duas séries de dados com estas distribui¢des, onde usamos os
geradores de numeros aleatérios do MATLAB e do Mathematica. No caso da distribui¢dao
gaussiana, geramos uma série cujo expoente de estabilidade — calculado por meio do
programa que desenvolvemos — forneceu o valor o =2.003+£0.002, estando de acordo com o
valor tedrico a =2 caracteristico desta distribuicdo. Do mesmo modo, o expoente de
estabilidade calculado para a série com distribuicdo de Cauchy apresentou valor de
o =0.98910.002, estando também de acordo com o valor tedérico & =1 esperado para este
tipo de distribuicdo. Em ambas situacdes, obtivemos a curva de Lévy tedrica para os
expoentes determinados empiricamente, € comparamos todas as distribui¢des — empirica
(poligono de freqiiéncias suavizado), tedrica (Gauss e Cauchy, respectivamente) e a de Lévy
(com o expoente calculado computacionalmente). Os graficos comparativos encontram-se nas
figuras VIL.6 e VIL9.

Analisamos o expoente de estabilidade destas duas distribuicdes com & conhecido
para exatamente testar o algoritmo desenvolvido. Tendo obtido resultados satisfatdrios,
passamos ao calculo do expoente de estabilidade da série IBOVESPA.

O valor obtido para o expoente de estabilidade da série analisada, o =1,68 +0,01,
mostra que a mesma ndo apresenta uma estrutura temporal como Movimento Browniano, o
que invalidaria a precificacio de um ativo que tomasse esta série como base segundo a
féormula de Black & Scholes, equacdo VI.62. A andlise grafica das funcdes densidade de
probabilidade — empirica, gaussiana para a média e desvio padrdo calculados, e a curva
tedrica de Lévy para os pardmetros o ¢ 8 encontrados (figura VII.11) — mostra que a fungio
densidade de probabilidade gaussiana ndo se ajusta sobremaneira a densidade empirica,
confirmando a constatacdo de que a série IBOVESPA apresenta um comportamento nao-
gaussiano.
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A andlise gréfica realizada na figura VIL.11 e pelas figuras VIL.12 e VIL13 —
comparacdo dos picos e das caudas, respectivamente, das funcdes densidade de probabilidade
empirica, gaussiana e a curva tedrica de Lévy — demonstram claramente que o modelo mais
adequado para a descri¢do da dindmica de precos da série IBOVESPA € um processo de Lévy

dotado de expoente de estabilidadeox =1,68 £ 0,01.
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APENDICE

APLICACOES DA TEORIA DE LEVY A PRECIFICACAO DE
OPCOES

Vimos na secdo anterior que a densidade de probabilidade de uma série financeira nao
¢ gaussiana, o que compromete os modelos desenvolvidos até entdo que assumem um
processo gaussiano como processo estocdstico base para a modelagem da dinamica dos
parametros financeiros. Faz-se necessdria, portanto, uma nova abordagem da teoria financeira,
em especial da teoria de Black & Scholes, uma vez que esta fundamenta-se totalmente em
termos de um movimento Browniano.

A investigacao de modelos que permitem uma estatistica ndo-gaussiana € uma vasta
area ainda em aberto, drea esta em que fisicos e matemdticos tem contribuido imensamente
para os avangos da teoria financeira ([3], [20]). Discutiremos abaixo um modelo proposto por
Bouchaud e Sornette [3]como alternativa a teoria de Black & Scholes, que permite o uso de
um processo de Lévy para descrever a dinamica de precos de um ativo financeiro. A aplicagao
destes conceitos para o mercado brasileiro, conforme fizemos na se¢@o anterior, serd estudada
em um trabalho posterior; nos limitaremos, nesta dissertagao, a somente discutir os principios
por trds deste modelo generalizado.

Consideremos o patriménio de um banco formado por uma dada call C (exercicio T,
preco de exercicio K ), e seu ativo-objeto, cujo preco a cada instante ¢ € dado pelo processo
estocdstico X, . Suponhamos que realizacdo do processo estocdstico X, seja dada pelo

conjunto de ndmeros reais {x(t)}, e que o banco possua uma quantidade ¢(x,¢) do ativo-

objeto. A variacdo total do patrimdonio AW do banco neste contexto serd dada entdo pelas
seguintes contribuigdes:

" ovalordacallem T, C(xO,K,T);

% a provavel perda, igual a —(x(T)-K) no caso de x(T')> K , e igual a zero, caso
contrario;

¥ a perda ou o ganho obtido devido a variacdo dos precos do ativo dentro do periodo em
consideracgdo.

A segunda contribuicdo acima, dada pela provavel perda, decorre do fato de o banco
ter de emitir em 7 uma acdo no caso de x(7')> K . A terceira contribui¢io decorre do fato de

o preco do ativo variar no intervalo considerado, o que impacta o valor de seu patrimdnio;
entdo, a contribuicao do valor dos ativos no patrimdnio do banco serd dado por

f ( )ax
ox,t)—dr. Al
! ot
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Portanto, a variacdo do patrimdnio do banco no intervalo de tempo 0<t<T em
termos da variacdo dos precos dos ativos, representada pela realizacdo do processo estocdstico
{x . }, serd dada por

T

AW =C(x,,K,T)-{x(T)- K}O(x(T)- K)+ f¢(x, t)% dt, A2

0

onde O(x(T')- K) é uma funcdo de Heaviside.
Se tomarmos o valor esperado de AW como sendo igual a zero, estaremos

estabelecendo a condi¢ao onde nem o banco nem o investidor estejam ganhando; ou seja, esta
€ a condicao do jogo justo. Neste caso, obtemos da equacgdo (A.2) a seguinte expressao:

C(xo,K,T)—E{{x(T)—K}@(x(T)—K)}+T(D(x,t)E[%}dt:0. A

. N ox . . .
Consideremos que as inclinacdes > sejam independentes para diferentes valores de ¢,
4

. ox e , - :
ou seja, E > =(0; nesta situacdo simplificada, onde hé a transicao do valor do preco do ativo
t

de x, em =0, para x(T) em t=T, suponhamos que a probabilidade de transicdo deste

evento seja igual a P[x, T|x0 ,0]; portanto, da equacdo (A.3), segue-se que

Clx,.K,T)= T(x'—K)P[x', T|x, ,O]dx'. A4
K

A equacgdo (A.4) expressa o valor da op¢do na data de vencimento ¢ =7 , em termos de
uma distribuicdo de probabilidades arbitraria P ; e é esta arbitrariedade que empregaremos
para desenvolver a generalizacdo da equacdo de Black & Scholes para uma distribuicao de
Lévy. Podemos mostrar que a equagao (A.4) conduz a uma solucio da equacdo de Black &
Scholes no caso de P ser igual a uma distribui¢do log-normal. No caso de uma distribuicao
de Lévy do estilo

1 X—Xx
Plx,T|x,.,0|= —L, el A5
[)C |X ] (ZT)%X ﬁ{(ZT)/I ]

onde Z € a generalizacdo do conceito de volatilidade. O termo (ZT)%‘ desempenha o mesmo

1 . . ~ . .
papel que o termo (DT)A no caso de um movimento Browniano. A fun¢io acima decai para
o valor

L,,€)~ "é‘i’f ), A6

no limite & — oo . k(cr, B) é uma constante cujo valor depende de o e . O limite acima

pode ser representado pela condi¢do x—x, >> (ZT)%C, o que implica no fato de a diferenca



177

entre o preco atual e inicial ser muito superior a flutuacdo de mercado, medida pelo fator

1 . . ~
(ZT)A‘. Obtemos entdo, neste limite, a expressao

Clx,, K, T)= xle. Bt O’[j z Tg—f AT

Resta-nos agora investigar a forma final do preco da op¢ao em funcdo dos valores de
o e f. O caso mais relevante se relaciona a valores de & entre 1 e 2, conforme verificamos

em nossa andlise empirica do indice IBOVESPA. A equacdo (A.7) resulta entdo em

k(e BT 1

(-1

Vemos assim que € plenamente possivel precificar opcdes por meio de um processo de
Lévy, obtendo-se um equivalente da equacdo de Black & Scholes. A maior dificuldade na
utilizacdo de processos ndo-gaussianos reside no fato de as solucdes ndo serem analiticas,
devendo-se assumir determinadas condi¢des no limite da funcdo de distribui¢do para se obter
o resultado.

Analisaremos em futuro trabalho as implicagdes da equacdo (A.8) na precificacdo de
opg¢oes do mercado brasileiro, conforme fizemos com o indice IBOVESPA. Nosso intuito em
acrescentar esta exposi¢do aqui foi de ilustrar como seria possivel a introducdo de processos
de Lévy na precificacio de opcoes.

C(x,.K,T)= A.8
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