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O lar é o lugar onde,

quando vocé precisa ir la, eles tém que te receber.
Infelizmente, também é o lugar em que, quando vocé entra,
nao querem deixar vocé sair.

(Stephen King, [1])






RESUMO

Reticulados circulantes sdo aqueles que admitem uma matriz circulante como matriz ge-
radora, isto é, que admitem como base um vetor real e suas n — 1 rotacées uma coorde-
nada a direita. Neste trabalho, apresentamos determinadas condi¢des sob as quais a ex-
pressdo da norma de um vetor arbitrario de um reticulado circulante é substancialmente
simplificada, e entéo investigamos alguns reticulados obtidos dentro dessas condigdes.
A principal contribuicao deste trabalho € exibir sistemas de equagdes ndo-lineares cujas

solucbes dao origem a reticulados tao densos quanto D,, em dimensdes impares.

Palavras-chave: Reticulados, Formas quadraticas, Matrizes circulantes, Sistemas nao-
lineares, Problema do vetor minimo.






ABSTRACT

Circulant lattices are those having a circulant matrix as generator matrix, that is, having
as basis a real vector along with its n — 1 circular shifts. In this paper, we present certain
conditions under which the norm expression of an arbitrary vector of a circulant lattice is
substantially simplified, and then investigate some of the lattices obtained under these
conditions. The main contribution of this work is to exhibit nonlinear systems whose

solutions yield lattices as dense as D,, in odd dimensions.

Keywords: Lattices, Quadratic forms, Circulant matrices, Nonlinear Systems, Shortest
vector problems.
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1 Introducao

Reticulados sao subgrupos aditivos discretos de R", cujos elementos sao combinagoes
lineares de vetores linearmente independentes e coeficientes inteiros. Na pratica, trata-se
de um conjunto de pontos no espago distribuidos de acordo com um padrao determinado
pela base. As propriedades de um reticulado estdo associadas a diversas areas, como o
processamento de sinais [2, 3, 4] e a criptografia [5, 6, 7).

Para o processamento de sinais geralmente sao cobicados os reticulados com alta densi-
dade de empacotamento, isto é, aqueles em que, descrevendo esferas ao redor de seus pontos
de modo que seus raios sejam os maiores possiveis dentro da condi¢ao de que duas esferas
quaisquer devem se intersectar em no maximo um ponto, tem-se o interior dessas esferas
ocupando grande parte do espago todo, proporcionalmente. O reticulado ideal para esse
proposito é conhecido apenas em algumas dimensoes, e entao, para resolver esse problema,
procuramos diversificar os métodos de geragao de reticulados. Dependendo do tipo de canal
para a transmissao de sinais, outras propriedades sdo procuradas, como alta diversidade [4],

poucos vetores minimos [8] ou muitos vetores minimos [4].

A relacao com criptografia é intuitivamente esperada, devido a estrutura algébrica dos
reticulados e sua relagdo com programacao inteira [9, 10]. O problema do vetor minimo, por
exemplo, pode ser entendido como um problema de otimizagao com restrigoes [11], NP-dificil
em geral [12, 13]. Criptossistemas baseados em reticulados tém se mostrado mais resistentes
a ataques quanticos do que criptossistemas mais usuais como RSA ou Diffie-Helman, o que
faz dos reticulados um importante objeto de estudo para a criptografia pds-quantica.

Geralmente procuramos algoritmos [14, 15, 16, 17] ou construgoes convenientes de reti-
culados de modo a simplificar o cdlculo dos pardmetros associados ao reticulado [18, 4]. A
finalidade deste trabalho é apresentar uma nova classe de reticulados: os reticulados circu-
lantes, obtidos através de matrizes circulantes. A vantagem desse tipo de reticulado é que
matrizes circulantes sdo determinadas por um unico vetor. Estudamos diferentes hipéteses
sobre esse vetor de modo a simplificar a norma de um vetor arbitrario do reticulado circulante
correspondente. Em seguida, dentro dessas hipoteses, buscamos maximizar a densidade de
centro e o kissing number (nimero de vetores minimos) do reticulado. Essa tarefa pode
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22 Introducao

ser traduzida em um sistema de equagoes nao-lineares com restrigoes, isto ¢, um problema
de otimizagao nao-linear, o que pode ser explorado computacionalmente nesse sentido em
trabalhos futuros. Interessantemente, algumas classes conhecidas de reticulados podem ser
representadas por reticulados circulantes.

No Capitulo 2, definimos conceitos basicos da teoria de reticulados e exemplos classicos
de construcgoes de reticulados.

No Capitulo 3, discutimos resultados a respeito de matrizes circulantes e seu determi-
nante.

No Capitulo 4, apresentamos os reticulados circulantes de maneira geral, e em seguida

investigamos alguns casos em particular.



2 Reticulados

2.1 Definicoes basicas

Considere um conjunto de vetores linearmente independente em R™. Suas combinagoes
lineares com coeficientes reais dao origem a subespacos lineares de R™. Se sdo n vetores, em
particular, entdo o resultado é que geramos o proprio espaco R™. De qualquer forma, como
os coeficientes sao reais, o conjunto obtido é evidentemente conexo. Agora, o que aconteceria
se tomassemos coeficientes inteiros? O resultado é um conjunto discreto de vetores chamado
de reticulado. Intuitivamente, pode ser entendido como um conjunto de pontos no espago
espalhados de acordo com algum padrao (determinado pela base).

Definicao 2.1. Um conjunto A C R" é denominado reticulado de posto m se existe um
conjunto B = {by,--- ,b,,} C R"™ de vetores linearmente independentes, chamado de base
de A, tal que
m
i=1
Geralmente, sao estudados os reticulados de posto completo, isto é, o caso m = n, ja que
sao esses reticulados que tém maior aplicagao pratica. Desse modo, se nao for especificado o

Figura 2.1: Reticulados gerados pelas bases {(1,0),(0,1)} e {(1,0), (3, @)} Fonte: Elabo-
rado pelo autor.

23



24 Reticulados

posto de um reticulado daqui em diante, assume-se que se trata de um reticulado de posto
completo. E interessante também observar que um reticulado de posto m pode ser visto
como um reticulado de posto completo em R™. Por exemplo, um reticulado em R? de posto
2 estd contido no plano determinado pelos vetores da base. Logo, se comporta como um
reticulado de posto completo em R2. Isso pode ser observado mais formalmente através da
Definigao 2.8.

Evidentemente, se A C R™ é um reticulado, entdo (A, +) é um grupo.

A matriz G real m x n, cuja i-ésima linha é o vetor b;, é denominada matriz geradora
do reticulado A C R™ de base {b;}1<;<m. Desse modo, escrevemos

A={G"x":x ez} =G "

ou entao

A={xG:xe€Z"} =7"G.

E claro que, implicitamente, estamos dizendo que por x € Z" denotamos um vetor 1 x n.
A matriz geradora de um reticulado nao é tnica; ou alternativamente, a base de um
reticulado nao é tnica. De fato, é sabido que duas bases diferentes geram o mesmo reticulado
se, e somente se, uma ¢é obtida da outra através de uma multiplicagdo por uma matriz n X n
unimodular, isto é, uma matriz com entradas inteiras e determinante =+1.
Vejamos algumas classes de reticulados bastante conhecidas.

Exemplo 2.2. O conjunto Z" é um reticulado, denominado reticulado ortogonal. Ele pode
ser gerado, por exemplo, através da matriz identidade. Consequentemente, como se trata
de uma matriz unimodular, entdo qualquer outra matriz n x n unimodular é capaz de gerar
Z", ja que é produto dela mesma com a matriz identidade.

Exemplo 2.3. O conjunto A, = {(z1, -+ ,2n41) € Z": Y0 2, = 0} é um reticulado
de posto n em R""!. Uma base {b;}1<;<, pode ser descrita por b; = e; — e;,; para cada

ie{1,2,---,n}.

Exemplo 2.4. O conjunto D,, = {(z1,--- ,z,) € Z": >, x; = 0 (mod 2)} é um reticulado,
denominado reticulado Checkerboard.

2.2 Empacotamentos reticulados

Chamamos de empacotamento esférico uma configuracao de esferas de mesmo raio em
R", onde cada par de esferas se intersecta em no maximo um ponto. A proporcao do espaco
ocupado pelo interior dessas esferas em relagao ao espago todo, chamada de densidade de
empacotamento e geralmente denotada por A, é um parametro associado a problemas da
Teoria da Informacao. Pode ser obtida, por exemplo, através do limite da proporcao do
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espago ocupado pelas esferas em uma regiao limitada, como uma bola centrada no origem,
quando o raio tende ao infinito.

Shannon demonstra em [19] que cédigos corretores de erros eficientes diminuem tanto
quanto se queira a probabilidade de erro para transmissoes de dados abaixo da capacidade
do canal. Em particular, a prova do teorema implica que canais com ruido gaussiano branco
(AWGN) estao associados a empacotamentos esféricos densos. Para ilustrar essa associagao,
suponha que sinais sao representados como pontos em um conjunto limitado L C R", como
uma esfera centrada na origem. Suponha também que queremos transmitir para um receptor
um conjunto finito S de sinais sobre um canal ruidoso. Cada sinal x € S ¢é recebido como
um ponto y € R", onde em geral tem-se x # y, uma vez que se trata de um canal ruidoso.
Em um modelo de ruido simples, podemos assumir que ||x — y|| < 1 sempre é verdadeiro
para algum 7 > 0 suficientemente pequeno. O receptor decodifica y pelo mais préximo
vetor x € S. Isto é, ao receber y, sabe-se que a mensagem emitida foi x através desse
critério. Deve-se ter certeza de que B(xy,n) N B(x2,m7) = 0 para qualquer par de sinais
X1,X2 € S, j4 que caso contrario, uma mensagem recebida como y € B(x1,7n) N B(x3,7n)
poderia eventualmente ser decodificada como x; ou como X, resultando assim em uma
ambiguidade. Evidentemente, deseja-se uma taxa de informacao alta, isto é, maximizar o
numero de pontos de S. Equivalentemente, queremos o maior nimero de esferas de raio n
possivel em L. Quando o raio de L tende ao infinito, obtemos o problema de encontrar um
empacotamento esférico denso.

Se os centros das esferas de um empacotamento esférico sdo precisamente os pontos de
um reticulado em R”, entdo trata-se de um empacotamento reticulado. E conveniente pois
o conjunto dos centros das esferas passa a ter estrutura de grupo em relagdao a adigao. O
Teorema de Minkowski-Hlawka [20] garante a existéncia de reticulados de dimensao n com
densidade de empacotamento A satisfazendo

a

(n)

on—1 ’

A>

onde (¢ denota a fun¢do zeta de Riemann. Uma cota inferior ligeiramente melhorada foi
obtida por Ball em 1992 [21]:

A>(n— 1);(]_‘3.

Queremos entao reticulados com densidade de empacotamento maior possivel. Em algumas
dimensoes, sabe-se qual o empacotamento reticulado mais denso. Em dimensao 1, trata-se

de um problema trivial: basta considerar o reticulado 7Z, com esferas de raio % centradas

em seus pontos. Em dimensao 2, o reticulado com maior densidade de empacotamento é o

reticulado hezagonal, de base {(1,0), (3, ?)} [20], ilustrado na Figura 2.1. Para a dimensao

3, apesar de Kepler conjecturar um resultado, nao se tinha prova até 1998, quando Thomas
Hales apresentou um trabalho envolvendo variados célculos computacionais. Provou-se de
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Figura 2.2: Regides fundamentais dos reticulados gerados pelas bases {(1,0),(0,1)}
e {(1,0), (3, ?)} Fonte: elaborado pelo autor.
fato que a maior densidade possivel para a dimensao é de \/Lfs ~ (.74, como conjecturava
Kepler. Uma prova mais detalhada foi publicada em 2005 [22].

Nem sempre a melhor configuracoes de esferas pode ser descrita por um empacotamento
reticulado. Todavia, empacotamentos reticulados, devido a sua estrutura algébrica, pos-
suem parametros como a densidade de empacotamento muito bem definidos por expressoes

matematicas. Veremos isso com mais detalhes, a seguir.
Definicao 2.5. Seja A C R™ um reticulado de base {b;}1<;<,. O paralelepipedo
{ Z@Zbl 07, S [O, 1) Vi € {1, 2, ,n}}
i=1
é denominado regiao fundamental (ou paralelepipedo fundamental) de A.

E claro que a regido fundamental de um reticulado A néo é unica, ja que mais de uma
base para ele é possivel, como ja observamos. No entanto, o volume da regiao fundamental
de A, denotado por vol(A), é sempre o mesmo, independentemente da base. Isto é, ele esta
bem definido. De fato, se G e G’ sdo matrizes geradoras de A, entdo existe uma matriz
integral invertivel U de determinante +1 tal que G = G'U. Dali,

|det(G)| = |det(G'U)| = |det(G")].

Agora, precisamos do raio de uma esfera de um empacotamento reticulado para deter-
minar o volume das esferas que o determinam.

Definicao 2.6. Seja A C R™ um reticulado. Chamamos de norma minima de A o parametro
. : 2.
|A| ;== min {||v]|*: v € A\{0}}.
Os vetores de norma minima de A sdo chamados de vetores minimos de A:

S(A) = {v € A: [|v]]? = |AJ}.
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Assim, em um reticulado A, o raio das esferas do empacotamento reticulado determinado
por A deve ser

j& que queremos o maior raio tal que as esferas de intersectam em no maximo um ponto.

Podemos agora dar uma definigdo precisa da densidade de empacotamento A(A) de um
empacotamento determinado por um reticulado A de matriz geradora G. Se V,, é o volume
de uma esfera unitaria em R", entao

volume de uma esfera do empacotamento

A(A) =
(*) volume da regiao fundamental

volume de uma esfera do empacotamento

volume da regiao fundamental
Vo.p"
vol(A)

=
/~
N[
E
~—
3

|det(G)|

Como V,, é fixo para cada n, entao o parametro relevante que queremos maximizar é
A(A)
Vi

Definigao 2.7. Seja A C R™ um reticulado. Definimos a densidade de centro de A por

Camy (4

V. |det(G)]

Definigao 2.8. Dois reticulados A e 2 de matrizes geradoras G e G/, respectivamente, sao
ditos semelhantes se existem uma matriz ortogonal real B, uma matriz integral invertivel U,

e um numero real o > 0, tais que

G' = aUGB.

Denotamos nesse caso A ~ Q.

Em termos praticos, dois reticulados sao semelhantes se um pode ser obtido do outro por
meio de uma rotagao, reflexdo ou mudanca de escala. A importancia disso é que reticulados
semelhantes preservam propriedades como a densidade de centro, ja que o padrao sob o qual

os vetores se espalham é essencialmente o mesmo.

Proposigao 2.9. Sejam A,Q C R" reticulados tais que A ~ . Entao §(A) = 6(2).
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Demonstragdo. Sejam G e G' matrizes geradoras de A e €, respectivamente. Como A ~ €,
sejam « > 0, U uma matriz integral com determinante +1 e B uma matriz ortogonal, tais
que G = aUGB. Entao

vol(Q) = |det(G")]
= |det(aUGB)|
= |det(ald,) det(U) det(G) det(B)]
= a"|det(G)|
= a"vol(A).

Além disso, ¢ claro da defini¢do de norma minima que || = a?|A|. Com efeito,

Q] = min [|xG&'|?
x€Zm\ {0}

= min }||x(ozUGB)||2

x€Z™\{0

= min o*|xUGB|?
x€Z™\ {0}

=a® min ||xG|?
x€Z™\ {0}

= o?|A|.

Assim,

Vejamos um exemplo.

Proposigao 2.10. O reticulado Ay é semelhante ao reticulado A C R? de base {(1,0), (%, @)},
chamado de reticulado hexagonal.
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Demonstracio. O reticulado Ay C R? de posto 2 estd contido no plano x +y + 2z = 0. Tal
1,0): u € R}, e possui vetor normal (1,1,1),

plano intersecta o plano z = 0 na reta {u(
que faz um angulo # com o vetor (1, —1,0) tal que

1
cos(f) = —.
V3
J‘ . 4 ° .
|/ . o °
N
. ° . 3 .
o . . . .
4 . ' e .
-2 ‘ ° . o o\ o 72
e . . .
o¢ ] . ° YA
o oo o R "
2 \ y
4 ° ° \ y
. 7-2
4’ L] ’.
N
-4

Figura 2.3: Reticulado As. Fonte: elaborado pelo autor

Entao, para rotacionar A, de modo a posiciona-lo no plano z = 0, precisamos rotacionar
1,0) pelo angulo 6. Isso é equivalente a fazer o mesmo ao redor
Y

o conjunto ao redor de (1, —1, a
L —-1.0), o que ndo altera 6 e facilita os célculos. A saber [23], a matriz

de seu versor (ﬁ, — 75
de rotagao ao redor de um vetor da forma (u, us,u3) por um angulo 6 é dada por

cos(6) + u3(1 — cos(h)) urug(l — cos(0)) — uzsen(d) wuiug(l — cos(6)) + ugsen(d)
cos(6) 4+ u3(1 — cos(f)) ugug(1 — cos(f)) — uisen(d)
cos(6) + u(1 — cos(h))

ujuz(1l — cos(9)) + ussen(d)
ugus (1l — cos(0)) + uisen(d)
(2.1)

R =
urus(l — cos(0)) — ugsen(d)
Observe que essa matriz é ortogonal, ja que sua transposta é a matriz de rotacao ao redor
de (uq,ug, u3) pelo angulo —0, isto é, trata-se do processo reverso de rotagao. De fato, basta
notar que as fungoes cosseno e seno sao par e impar, respectivamente. Entao, pondo v = —6,
cos(8) + u3(1 — cos(h)) uruz(1 — cos(6)) + ussen(d) wujusz(l — cos(f)) — ugsen(h)
RT = [ wqua(1 — cos()) — ugsen(d) cos(6) + u3(1 — cos(8)) ugusz (1 — cos(6)) + uisen(h)
ujug(1l — cos(f)) + ugsen(d) wugug(l — cos(f)) — uisen(d) cos(6) + u3(1 — cos(h))
cos(y) + u2(1 — cos(y)) uiug(l — cos(7y)) — ussen(y) wujus(l — cos(y)) + ugsen(y)
= [ uru2(1 — cos(y)) + ugsen(y) cos(7y) + u3(1 — cos(v)) ugusz (1l — cos(vy)) — ursen(y)
ujug(l — cos(y)) — ugsen(y) waus(1l — cos(vy)) + uisen(7y) cos(y) + u3(1 — cos(v))




30 Reticulados

No nosso caso, obtemos

R=>|v3-3 V3+3 —2V3

23 23 23

(@)

) <\/§+3 V3 -3 2\/3)

V3=3 V343 —2V3
—2v/3 =23 2V3

Verifica-se com efeito que RRT = RTR = 1d,,.

1 (\/§+3 V3 -3 2\/3)
RT =~ -

Figura 2.4: Reticulado Z3GR”. Fonte: elaborado pelo autor.

Verifiquemos agora que, de fato, o reticulado determinado por GR” est4 contido no plano
z = 0. Se G denota a matriz geradora de A,, entao

1 -1 0Y, V3+3 V3-3 —2V3
XGRT = (l’l To .Tg) ( 0 1 1) — (\/3 3 \/g—i—?) 2\/§)
-1 0 1 23 2v/3 23

1 2 —2 0

= (v1 @2 $3)2(\/§1 V3 +1 O)
-V3—-1 —V3+1 0

1( 211 + (V3 — 1)y — (V3 + 1as )

3 —2x1 + (V3 + Dag + —(v3 — 1)as
0

para todo x = (z1, x9, x3) € Z3.
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Precisamos de mais algumas manipulagoes sobre o reticulado. Queremos rotacionar
Z3GRT ao redor de (0,0,1) pelo angulo v = 7/4. Dividimos também o reticulado pelo
escalar /2, para simplificar os célculos.

61
°
]
°
° °
[ ] 4+ °
°
° °
° °
°
° ° °
° 2 ° L4
°
° ° °
° °
° °
Ld ° bt .
4 2 o 2 o,y
° °
° [}
° ° °
° °
° -2+ °
°
° ° °
° °
° °
°
o -4f °
° °
°
o
°
6k

Figura 2.5: Representacio gréifica de Z3GRT no plano z = 0. Fonte: Elaborado pelo autor.

Utilizando a equagdo (2.1), a rotagdo é obtida ao multiplicar o conjunto pela esquerda

pela matriz ortogonal
V2

vzo_¥2 o
%
RO_ 5 5 01,
0 0 1
ou pela direita por RE. Temos agora
_ V2 V2
Loprrr— L (i1 vaa1 o)z & ¢
NG NG 2
-V3-1 =v3+1.0/\ 0 0 1

1 2 0 0
-1 —v/3 0

Agora basta modificar a matriz geradora com uma matriz integral invertivel conveniente.
Considere entao

100
U=(110
111
Entao
| L0O0y, (2 0 0
EUGRTRgzl 0]5(-1 V3 0
111 -1 =3 0
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0 0
3

50
0 O

ON= =
w

Assim, como o produto de matrizes ortogonais é ortogonal, entdo temos B = RTRY
ortogonal. Pondo também o = %, tem-se portanto que

Ot\)‘& o

0
0] =aUGB,
0

ON= =

o que conclui a demonstracao. O

Dessa forma, se A, é visto como um reticulado de posto completo em R?, ele é essenci-
almente o reticulado hexagonal.

Sao conhecidos os reticulados mais densos nas dimensoes 1 —8 e 24, enquanto nas demais
dimensoes, ainda se trata de um problema em aberto. As classes conhecidas A,, e D, sao
relativamente densas em dimensoes baixas, atingindo a melhor densidade até dimensao 5,
mas se distanciam do ideal quanto maior for n, como se pode observar na Figura 2.6. Para
a dimensdo 8, por exemplo, o reticulado Ey = D = Dg U ((%, e ,%) + Dg), construido a
partir de duas translagoes de Dg, é mais apropriado [20]. Os reticulados mais densos para
as dimensoes 6 e 7 sao construidos a partir de Ej:

Er ={(z1, - ,x3) € Eg: a7 = a3}

Eﬁz{(xh"' ,.',Ug) EESZ I6:x7:x8}_

Em [24, 20] é possivel consultar mais informagoes a respeito dos empacotamentos reticu-
lados (e néo reticulados) mais densos para cada dimensdo. Exibimos uma versao resumida
nas Tabelas 2.1, e 2.2, para dimensao n < 30.

’ n \ Densidade de centro para reticulados \ Reticulado correspondente ‘

1/5=05 A~ A ~T
2 ﬁ ~ (.28868 Ay ~ A,

Tabela 2.1: Maior densidade de centro conhecida para reticulados para n < 3
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’ n \ Densidade de centro para reticulados \ Reticulado correspondente ‘
4 | §=0125 Ay~ Dy
1
) @ ~ (.08839 As ~ Dy
7 | 15 = 0.0625 A7 ~ E;
8 %6 = 0.0625 Ag ~ Es
1 ~
9 @ ~ 0.04419 Ay
10 Ti/g ~ 0.03608 A1
11 e 0.03208 Ky,
12 2—17 ~ 0.03704 Ky
1 ~
13 Ti/g ~ 0.03208 K3
14 v ~ 0.03608 A1
15 57 0.04419 A1
16 | -5 = 0.0625 Ase
17 %6 = 0.0625 A7
I ~
18 @ ~ 0.07217 Aig
19 ok 0.08839 Aqg
20| £ =0125 Ao
1 ~
21 @ ~ 0.17678 Aoy
22 7~ 0.28868 Aoy
23 % =0.5 Ao3
24 |1 Aoy
26 % ~ 0.57735 Aag, Tos
20 Vil 0.57735 Bs;
28 % ~ 0.66667 Bog
29 | L ~0.57735 Boyg
v
30 ?}T ~ 0.65838 Q30

Tabela 2.2: Maior densidade de centro conhecida para reticulados para 4 < n < 30

O problema de se encontrar reticulados densos é que |A| nem sempre é facil de se calcular.
Na verdade, trata-se de um problema NP-dificil, em geral [12, 13]. No entanto, existem algo-
ritmos para se computar o vetor minimo (e norma minima) de reticulados de determinadas
classes, como A,,, D,, seus duais e o reticulado de Leech Ay [20, 14, 15, 16, 17].
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10!
107!
1073
)
10~°

1077

= melhor ¢ provado para reticulados
o melhor 0 conhecido para reticulados
6(Dy)
T 5(An)
— S(Zm)

Figura 2.6: Densidade de centro de classes conhecidas em comparacao com as melhores
encontradas. Fonte: elaborado pelo autor.

2.3 Kissing number

O problema do kissing number consiste em determinar, dada uma esfera de dimensao
n, o namero maximo de outras esferas de mesmo raio da primeira que podem “toca-la”
simultaneamente, cada uma intersectando qualquer outra em no méaximo um ponto. Em
um empacotamento reticulado, o nimero de intersecgoes que uma esfera tem com outras é

Unico.

Defini¢ao 2.11. Seja A C R™ um reticulado. Chamamos de kissing number (ou nimero de

contato) de A, o nimero

Dessa forma, para cada n, queremos encontrar k,, := max{x(A): A C R" é um reticulado}.
Nao necessariamente k, se trata da configuracdo com mais esferas em geral, e sim apenas
dentre as configuragoes que podem ser descritas por reticulados. Por exemplo, é sabido [25]
que kg < 272, mas hd empacotamentos esféricos nao-reticulados de dimensao 9 contendo
esferas que tocam um ntimero maior de esferas, como o empacotamento Py, [20], que em
particular possui esferas que tocam 306 outras.
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Denotaremos o melhor kissing number para reticulados conhecido até o presente momento
por k¥, enquanto k/, denotara o maior kissing number para empacotamentos nao-reticulados.
Uma estratégia para o problema do kissing number € estreitar as cotas inferior e superior para
k!, por exemplo. Sabe-se até o momento [26, 27] que 20-2041n(1+o(L) < i/ < 90-2075n(1+o(1) ()
valor numérico para essa cota pode ser computado através de algoritmos como em [28]. Apre-
sentamos na Figura 2.7 as melhores cotas encontradas, recentemente [29], em comparacao
com classes de reticulados conhecidas.

Nas dimensoes 1 — 4, 8 e 24, é conhecido o maior kissing number entre empacotamentos
reticulados e nao-reticulados. E importante notar que o problema do kissing number nao
¢é equivalente ao problema da densidade de empacotamento, haja vista que Ds é o reticu-
lado mais denso para a dimensao 5, mas o kissing number ideal para essa dimensao ainda é
desconhecido, estando entre 40 e 44. Na verdade, é intuitivo que se possa tomar um reticu-
lado denso qualquer, e modificar ligeiramente os vetores da base de modo a obter um novo

reticulado: denso e com baixo kissing number. Isso pode ser visto com mais detalhes em
130].

10°

10°
10*
K 103
102

10

| | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

n

— cota superior de k],
cota inferior de !,
— K
K(Dy)
T K(An)
— R(Z")

Figura 2.7: Cota inferior para o kissing number de reticulados circulantes obtidos do Teorema
4.19 se ry = 2%. Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.4 Reticulados bem-arredondados

Dentre os reticulados comprovadamente mais densos em suas respectivas dimensoes, ha
uma propriedade em comum. Todos eles satisfazem o fato de que seus vetores minimos geram
o espaco em que estao contidos. Dizemos que reticulados que cumprem essa propriedade sao
bem-arredondados. Essa classe de reticulados tem chamado atengao, também por sua relagao
com a Conjectura de Minkowski [31] e pelo problema do kissing number [32].

A partir daqui utilizaremos a notagdo x para um vetor arbitrario de um reticulado, ao
invés de x, para que nao haja confusao entre vetores de um reticulado e vetores de coeficientes
x que multiplicam a matriz geradora.

Definicao 2.12. Um reticulado A C R” é dito bem-arredondado se S(A) gera R™.

Observacao 2.13. O bem-arredondamento é uma propriedade preservada com relagao a
semelhanca.

Exemplo 2.14. Sejam A o reticulado de base {(1,0),(0,1)} e z = x1(1,0) + 22(0,1) € A
arbitrario. Entao

l[|* = = + =3,

que assume valor nao-nulo minimo quando x; = £1 e x5 = 0, ou quando x; = 0 e x5 = *+1.
Entao

S(A> = {(1? 0>> (_17 0)7 (07 1)’ (Oa _1)}'

Dessa forma, como {(1,0),(0,1)} C S(A) é uma base de R?  conclui-se que A é bem-
arredondado.

E claro que, como o problema do kissing number exemplifica, o niimero de vetores mi-
nimos de um reticulado de dimensao n é limitado. Para n = 2, em particular, o niimero de
vetores minimos nao deve passar de seis. Agora, é razoavel se perguntar se é possivel um
reticulado com seis vetores minimos, mas que nao seja semelhante ao reticulado hexagonal,

por exemplo.
Teorema 2.15 ([33]). Seja A C R?* um reticulado de posto completo. Entdo

1. |S(N)] € {2,4,6};

2. A € bem-arredondado se, e somente se, |S(A)| € {4,6};

3. N é semelhante ao reticulado hexagonal se, e somente se, |S(A)| = 6.
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Demonstragio. Seja x € S(A). Entao é claro que —z € S(A). Sabemos que se dois vetores
minimos distintos sao linearmente dependentes, entao sao opostos, ja que possuem mesma
norma. Assim, S(A) tem um numero par de elementos, e contem dois vetores linearmente
independentes se, e somente se, [S(A)| > 4. Vejamos agora que S(A) ndo pode ter mais de
seis elementos.

Suponha que o angulo # entre dois vetores minimos distintos x e y de A seja tal que
0 < 3. Pela lei dos cossenos,

lz = ylI* = [l=]1* = 2l [yl cos(8) + lyll* < ll=[I* = llz ]l + N>
Como x e y sdo vetores minimos (e portanto de mesma norma), segue que
lz = yl1* < [l=]|?,

o que é absurdo, pois x —y # 0 e x € S(A). Portanto, o 4ngulo entre dois vetores minimos

distintos deve ser maior ou igual a 7. Como os vetores minimos estao compreendidos em
uma mesma circunferéncia, entao
27 ST
[S(A)] 3

donde segue que |S(A)| < 6.
Portanto, |S(A)| € {2,4,6}, e A é bem-arredondado se, e somente se, |S(A)| € {4,6}.
Agora mostremos que se |S(A)| = 6, entdao S(A) é semelhante ao reticulado hexagonal.

Ora, se |S(A)| = 6, ordene os vetores minimos 1, -- ,x¢ de A de forma que, se 6y, -, 0
sdo seus respectivos dngulos com o vetor (1,0), entdo #; < #y < --- < . Dessa forma, o
angulo entre r; e zj,1 ¢ precisamente %, Vj € {1,2,---,5}. De fato, se §(z;, x;41) denota o

angulo entre x; e 2,1, e se 0(xy, Tr11) > § para algum k € {1,2,3,4,5}, entdo

5 5

2 =Y 0(xj, wj1) = 0(zh, Tpgr) + Y 0(xj, 2541) < 5 + 5% = 2,
Jj=1 j=1
Gk

o que ¢é absurdo.
Basta entao rotacionar A e multiplicar a base por um escalar conveniente, de modo que
(1,0) seja um vetor minimo. Obtém-se dessa forma o reticulado hexagonal. O

Observagao 2.16. Existem infinitas classes de reticulados de posto completo em R? com
quatro vetores minimos. Ou seja, |S(A)| = 4 ndo implica necessariamente em A ~ Z2. De
fato, seja A um reticulado de quatro vetores minimos. Dado z € S(A), tem-se —z € S(A), e
esse vetores formam um angulo de 7 entre si. Agora, um outro vetor y € S(A)\{z, —z} deve

fazer angulos com x e —x maiores que Z. Mas existe uma infinidade de pontos na circun-
3

feréncia centrada em 0 de raio |A| satisfazendo essa condigao. Cada solucao corresponde a
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uma classe de reticulados com quatro vetores minimos. Essa configuragao esta representada
na Figura 2.8. Em outras palavras, os vetores minimos de um reticulado em R? com quatro
vetores minimos podem descrever infinitas classes de retangulos.

arco de possiveis Yy
posicoes de y /—.\ .

Figura 2.8: Configuragoes de reticulados com quatro vetores minimos, onde
S(A) = {x,—x,y,—y}. Fonte: Elaborado pelo autor.

2.5 O homomorfismo canonico

Vimos que, para gerar um reticulado, basta que se exiba uma base. Poderiamos gerar
bases arbitrarias até que se obtenha um reticulado com boas propriedades, mas evidente-
mente nao é uma estratégia razoavel. Calcular parametros como a densidade de centro nao
é uma tarefa simples dada uma base arbitraria, ainda mais quando existe uma infinidade
de classes de reticulados. Queremos entdo uma maneira consistente de gerar reticulados. E
possivel alcancar isso através de algoritmos que geram ponto a ponto de um reticulado, como
a Construgao A, que o faz através de codigos bindrios [20]. Outra maneira é obter bases —
ou equivalentemente, matrizes reais invertiveis — através de estruturas algébricas. A acao do
homomorfismo candénico sobre uma base integral de um corpo de niimeros algébrico ¢ capaz
de gerar bases interessantes [4]. Vejamos isso com detalhes.

Definigdo 2.17. Sejam K e K’ corpos contendo Q. Dizemos que um homomorfismo ¢ :
K — K’ é um Q-homomorfismo se p(a) = a, Va € Q. Se K' = C, entdo chamamos ¢ de
imersao ou mergulho de K em C.

Dada uma extensao algébrica de Q da forma K = Q(a), onde a € C é evidentemente
algébrico sobre QQ, vejamos quais sdo exatamente as imersoes de K sobre C.
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Sejam aq,ag, -+ ,a, € C as raizes do polindomio minimal de « sobre QQ, denotado por
ming(«), onde oo = ;. Entao cada elemento § € K arbitrario é da forma

/8 = Z bjaja
j=1

onde b; € Q,Vj € {1,2,--- ,n}.
Entao, dado uma imersao o de K sobre C arbitraria, tem-se por definicao que

o(8) = X byoa.

Assim, qualquer imersao de K pode ser diretamente determinada por o(«). Entdo os n
Q-homomomorfismos determinados por

oj(a) = q;

para cada j € {1,2,...,n}, sdo imersoes de K. Na verdade, sdo as unicas imersoes, ja que
toda imersao deve levar o em uma raiz de a.. De fato, se ¢ = ming(«), entao

Denotamos o nimero de imersoes o; tais que oj(a) € R por rq, e o nimero de imersoes
com o; ¢ R por 2ry, ja que cada imersdo dessa forma sempre acompanha outra (seu con-
jugado). E usual ordenar as imersoes o; de K de modo que oj(a) € Rparal < j <re
Ojir, =0j parar; +1 <5 <y + 1.

Definigao 2.18. Seja K = Q(«) uma extensao algébrica de grau n. Chamamos o isomor-
fismo ok : K — R" definido por

U]K(ﬁ) = (Ul(ﬁ)a 0 (6)’ %Uﬁ-l-l(ﬁ)? ng-i-l(ﬁ)a T amgrﬁ-rz (5)7 %0}14_,»2 (B))a

para todo 8 € K, de homomorfismo canonico.

Agora, precisamos aplicar o homomorfismo canénico sobre um subconjunto conveniente
de K de modo a obter n vetores linearmente independentes. Esse subconjunto pode ser, por

exemplo, uma Z-base de um ideal ndo-nulo Z C Ok, onde Ok ¢ o anel dos inteiros algébricos

de K.

Proposigao 2.19 ([18]). Sejam K = Q(«) uma extensao algébrica de grau n e T um ideal
nao-nulo de Ox. Entio ox(Z) é um reticulado, com

vol(ox(Z)) =277 det (o;(wi))| N(D),

1<jk<n

onde {wk h1<k<n € uma Z-base de I.
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Exemplo 2.20. Seja K = Q(v/—3). Sabe-se que {1, ”7‘2/?3} ¢ uma Z-base de Ok [18]. Os
Q-homomorfismos sao determinados por o;(v/—3) = v/—3 e 02(v/—3) = —v/—3. Nesse caso,
r1 =0ery =1. Temos ox = (Roy,Soq). Calculando ok sobre a Z-base, obtemos a base

{(1,0), (5, @)}, isto é, o reticulado hexagonal.

A dificuldade desse método de geracao de reticulados é a escolha do elemento primitivo a
e encontrar uma Z-base de Z. Ha varia¢oes para o método, como o homomorfismo canonico
torcido [34], que consiste em aplicar o homomorfismo canénico sobre um ideal, mas dilatando
cada coordenada por um escalar especifico. Em [33], é apresentada a construc¢ao de infinitas
extensoes algébricas K de grau 2 tais que o anel dos inteiros algébricos contém um ideal Z
tal que |S(ox(Z))| = 4, o que corrobora para a Observacao 2.16.



3 Matrizes Circulantes

Este capitulo trata dos resultados fundamentais a respeito de matrizes circulantes, que
podem ser encontrados principalmente em [35]. Destacamos o cdlculo do determinante de
uma matriz circulante, e sua diagonalizacdo pela matriz de Fourier. Tratar de matrizes
circulantes requer alguns resultados a respeito de permutacoes, os quais também exibidos, e
que podem ser encontrados em [36].

3.1 Permutacoes

Seja I, = {1,2,--- ,n}. Uma funcdo o : I, — I, bijetiva é denominada permutacio. O
conjunto de permutacoes sobre I,, é denotado por S, e tem estrutura de grupo com respeito
a composicao de fungoes.

Seja o € S,,. Podemos denotar

(1 2 o
7= \o1) o2 -+ o))"
A notacao admite qualquer ordem entre as colunas.
A matriz de permutagio de o é definida como

€o(1)
P, = eU‘(Z)
€o(n)
Dessa forma,
3 To(1)
P =
A

Logo, se A = (a;;) ¢ uma matriz n x r, entdo P, A = (as(j)x), isto é, P,A é A com suas
linhas permutadas por o.

41
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E natural também observar que

(.2?1 o - Z’n)Pg = (1’071(1) ngl(g) tee l’gfl(n)).

Logo, se A = (a;x) é uma matriz r x n, entdao AP, = (a;,-1()), isto é, AP, é A com suas

colunas permutadas por o~ *.

Podemos nos perguntar no que resulta um produto entre duas matrizes de permutacao.
Proposicao 3.1. Sejam o,7 € S,,. Entio P,P, = P,,.
Demonstragcio. Computar P, P, é computar o produto interno entre as linhas de P, e as

colunas de P.. Sabemos que a j-ésima linha de P, ¢, por defini¢do, e,(;). Agora, pondo
Id,, = (a;x), note que P, = Id,Pr = (a;.—1(y)). Mas

1 sej=r71"1k)
Wi 1 (f) = )
ar k) 0 caso contrario

Entao a k-ésima coluna de P, é da forma eZ,l(k).
Assim, estamos interessados em calcular ((eq(;),€--1(x))). Tem-se
1 seo(y)=7"1k)
€s(5), €r-1 = , .
< @ (k)> {0 caso contrario

{1 se (to)(j) =k

0 caso contrario
Portanto, P,P, = P,,. ]

Da demonstragao da Proposicio 3.1 também tiramos que P! = P,-1. Consequentemente,
P'P, =P, P, =P,;,-1 = Pg=1d,,isto é, PL = P,1 = P,..

Vejamos agora uma classe importante de permutagoes.

Definicao 3.2. Seja 0 € S,,. Se existem xy,---,x, € I, distintos tais que o(z1) = o,
o(xe) = x3, -+, o(v,1) = @, 0(x,) = 21 € 0(j) = j V) € L\{x1,---,2,}, entdo o é
denominado r-ciclo e é denotado por (z; --- x,). Dizemos que r é o comprimento de o.

1 ) € S4 nao é um r-ciclo, qualquer que seja r, pois (1) = 3 e

Exemplo 3.3. 0 = (é 5
0(3) =1, mas 0(2) # 2. No entanto, podemos escrever o como uma composigao de 2-ciclos:

o=(13)(24). (3.1)
Assim,
0010 1 00 0y,/0 010
100 0|~ F=Fesea=ReoPun =051 of|1 000
0100 0100/ \00O01
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A fatoragdo de o em ciclos como em 3.1 evidentemente nao é unica, ja que
oc=(1234)(1234).
No entanto, veremos que a fatoragdo por ciclos disjuntos é, sim, tnica.

Defini¢ao 3.4. Sejam o € S, um r-ciclo e 7 € S, um s-ciclo. Dizemos que o e 7 sao
permutagoes disjuntas se Va € I,,, tem-se o(a) = a ou 7(a) = a.

Exemplo 3.5. As permutagoes (1 3) e (2 4) como em 3.1 sdo disjuntas. Observe que
comutam, isto é,

(13)(24) = (2 4)(1 3).

Proposigao 3.6 ([36]). Sejam o,7 € S, dois ciclos disjuntos. Entio ot = T0.

Demonstragio. Ponha o = (x; 3 -+ @) e 7 = (y1 Y2 -+ Vs), € seja x; € {xy, -+, 2, }.
Entao 7(z;) = z;, uma vez que o, 7 sdo disjuntos e o(x;) € {z1,--- ,z,}. Assim, (o7)(x;) =
o(xz;). Agora, (ro)(x;) = o(x;) pois o(z;) € {z1,---,z,}. Portanto, o7 = 70 em
{z1, -+ ,z.}. A demonstracao é analoga para {y1, - ,¥ys}- ]

Proposicao 3.7 ([36]). Seja o € S,\{id}. Entao o é um produto de ciclos disjuntos de
comprimentos > 2. A fatoragdo € unica a menos da ordem dos fatores.

Demonstra¢io. Como o # id, entdo dz; € I, tal que o(z1) # 1. Como o é uma fungao sobre

I, um conjunto finto, entdao Ir; € {2,3,--- ,n} tal que xy,0(x1),0%(xy) -+ 0™ (x1) sdo
distintos e 0" (1) € {x1,0(x1),0%(x1) -+ 0" (x1)}. Dai, 0™ (x;) = x; pois caso contrario,
digamos, 0™ (x1) = 07 (z;) para algum j € {1,2,--- ,7; — 1}, terfamos entao o™ (z;) = x1,

o que é absurdo pela construcao de r;. Portanto, temos

Ol {a1,0(21)02(@1) om1 -1 @)y = (@1 0(21) -+ 0" (@),

Ponha oy = U‘{x1,a(m1),02($1)“-,0*1_1(1‘1)}'
Se ¢ fixa todos os elementos de

In\{xlv 0'(1,‘1), 0-2<I1) e 70?171(3”1)}7

isto €, se o restrita a esse conjunto ¢ a identidade, entao o = oy e conclui-se a demonstragao.

Se esse ndo é o caso, entdo seja xo € I,\{z1,0(x1),0%(z1) -+ 0" (z1)} tal que o(z2) # 2.
Repetindo o processo feito anteriormente, Iry € {2,3,--- ,n} tal que
(o0 (22) 02 (@a) 072V @)} = (T2 0 () -+ 0" (23)),

um 7o-ciclo o qual denotaremos por oy. Se o restrita a

[ﬂ\{xla O'(xl)a 02(:61) e 70’T171($1)7 L2, U($2)7 02(562) T ?amil(x?)}



44 Matrizes Circulantes

¢ a funcao identidade, entao conclui-se a demonstragao: o = o109 = 0207. Se esse nao € o
caso, continuamos o processo.

E claro que eventualmente esse processo termina, uma vez que I,, é finito. Obtemos dessa
forma o = 0109 --- 0y, onde 01,09, -+ , 0, sdo ciclos disjuntos de comprimentos > 2. O que
significa que resta demonstrar a unicidade da fatoracao.

Suponha que 0 = 77y - - - 75, onde T, Ty, - -+ , T s80 ciclos disjuntos de comprimento > 2.
Como (71 ---7s)(x1) = o(x1) # x1, entdo 35 € {1,2,---,s} tal que 7;(z1) # x1. Porém,
como Ty, Ty, -+ , Ts S20 ciclos disjuntos, entao (1) = 1 para todo k # j. Entao

o(x1) = (1 7) (@) = (7571 TjoaTygn -+ 7s) (1) = 75(21).

Podemos supor sem perda de generalidade que 7; = 7 justamente porque 71,72, -+, Ts
comutam. Mostraremos que 71 = 07y.

Como 71 é uma bijecao e 7 (x1) = o(z1), entdao 7 (o(z1)) # o(xy1), ja que o(z1) # 1.
Dai, como 71,7, -+ , 75 sao disjuntos, entao 7x(o(x1)) = o(z1) para todo k > 2. Assim,

o*(x1) = o(o(21)) = (1 7) (o (21)) = Ta(o(21)).
De maneira andloga se obtém o*(z1) = 7 (0% !(x;)), para todo k¥ > 1. Em particular,

(0" (x1)) = 0™ (x1) = z; Portanto, 7, = (21 o(x1) -+ 0™ (z1)) = 1. Prossegue-se de
maneira analogo com x5 ao invés de x5 para concluir que 7 = 09, e assim por diante. O

3.2 Matrizes circulantes

Seja v = (¢1,-++ ,¢,) € C". Uma matriz da forma
1 C - Cn
o, — Ch C1 -+ Cp-1
Co 3
é denominada circulante de ordem n. Também podemos denotar Cy = circ (c1,- -, ¢,). Os

elementos de cada linha de C sao os mesmos da linha anterior, mas movidos uma posi¢ao
para a direita. Dessa forma, uma matriz circulante é determinada por um tnico vetor v.

E facil verificar que circ (ay,- - - ,an) + circ (by, -+ ,by) = circ(ay + by, -+ ,an + by) €
acirc (¢, -+, ¢,) = cire (aeq, - - -, acy,) para todo escalar a. Portanto, as matrizes circulantes
de ordem n formam um subespaco linear do espaco das matrizes de ordem n.

Nosso principal objetivo agora é encontrar os autovalores de C, = circ (¢q, - ,¢,). Para
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isso, considere a matriz de permutagao

010 - 0
0 1 0
IT =circ(0,1,0,---,0)=|: + =+ . |,
000 -1
100 --- 0
associada ao ciclo 0 = (12 --- n). Assim, se M é uma matriz de ordem n, entdo a primeira

linha de IIM é a segunda de M; a segunda linha de IIM é a terceira de M, e assim por
diante. Dessa forma,

circ (1,9, -+, ¢y) = circ (¢, 0, -+ ,0) + circ (0,¢9, -+ ,0) + - - +circ (0,0, -+, ¢y)
= ¢y cire(1,0,---,0) + cocire (0,1,--+ ,0) 4+ -+ - + ¢, circ (0,0,--- | 1)
=l +oll+ -+ ¢, I}
= pv(1D),

onde py(z) = > 2", denominado polinémio representante de circ (ci,--- ,¢,).
k=1
Acabamos de demonstrar a
Proposicao 3.8 ([35]). C ¢ circulante se, e somente se, Iv = (cy,- -+, ¢p) tal que C' = py(I1).

Uma consequéncia disso é que duas matrizes circulantes de mesma ordem comutam.

Corolario 1 ([35]). Sejam A, B matrizes circulantes de ordem n. Entdo AB = BA.

Demonstra¢io. Ponha A = circ (ay,ag, -+ ,a,) e B = circ (by, by, -+ ,b,). Seva = (ag, -, a,)
e vp = (b1, -+ ,b,), entdo A = py, (II) e B = p,,(II). Entdao AB = p,, ()py, (II) =
Po, (I)py, (II) = BA. O

A seguir apresentamos mais uma caracterizacao para matrizes circulantes, fornecida no-
vamente por II.

Proposicao 3.9 ([35]). Uma matriz C' € circulante se, e somente se, C1I = IIC'.

Demonstragio. Ponha C' = (¢;)). Entao ICIH™' = P,CP;' = B,CP,-1 = (Co(j)otr))-
Evidentemente podemos dizer que C' = (c;) é circulante se, e somente se, C,(j)ok) =
¢jk- Assim, C é circulante se, e somente se, IICII™' = C, o que conclui a demonstragao

multiplicando a equacao por II. O

A Proposicao 3.9 quer dizer que matrizes circulantes sao aquelas em que tanto “empurrar”
as linhas uma posicao para baixo quanto as colunas uma posicao para a esquerda surte o
mesmo efeito.

Além disso, temos como consequéncia imediata o seguinte resultado.
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Corolario 2 ([35]). C' é circulante se, e somente se, C* ¢ circulante.

Demonstragcao. Da Proposicao 3.9, C' é circulante se, e somente se, CIl = IIC, isto é,
[I-1C* = *C* = (CN)* = (IIO)* = C*II* = C’*H’l, ou seja, C*II = TIC™. O

Denotaremos a raiz n-ésima da unidade e = cos(2) + sen (2) por (,, como usual.
Tome agora Q = diag (1,(,,¢%, -+ ,¢" ), e considere a matriz de Fourier de grau n

definida como F' = (¢2*/\/n); k=01, n—1, isto &,

1 1 1 1 e 1
L G G G Gt
1 1 2 C4 CG . <—2 n—1)
F = % 1 2 CS Cg C3 n—1)
e (o e Cén—li(n—n
Trata-se de uma matriz de Vandermonde para o vetor (1,¢,, (2, -+, 1). E sabido que
F~' = F*. Como F ¢é simétrica, entdo F~! = F.
Observe que a j-ésima linha de F é da forma n=2(CU10 ¢U=D1 ... ¢G=D(-1)) Logo,

a j-ésima linha de FQ ¢ da forma (n=2(CY7¢"))ocpen_1 = (n72(¢I))o<pen—1. Além disso,
como =t = F e (" = cos(¥2T) — sen(2m’r) = cos(=211) + SGD(M) = (,™ seja qual
for m € Z, entao a k-ésima coluna de F~' é da forma (n~ 2Cn U o<r<n_1. Portanto, o
(4, k)-ésimo elemento da matriz FQF ™! é

lnl lnl

7Z<]'r (k—1)r ZC]’H_I

~J1 sej=k—1(modn)
10 sej#k—1(modn)

Assim, FQF~1 = TI. Dai, circ(ci, o, ,¢,) = po(Il) = po (FQFY) = Fp, (Q)F~. Por-
tanto, toda matriz circulante é diagonalizada pela matriz de Fourier F'.

Teorema 3.10 ([35]). Seja C' = circ (cy, -+ - , ¢,) uma matriz circulante. Entio C = FDF™,
onde
1 1 1 1 e 1
1 G " G G
1 1 2 4 CG . €2 n—1)
vn n n & ¢n-
i Cn 1 <2 n—1) Cg(nfl) . C'r(lnfl')(nfl)

Z (diag (1, Cpy -+, G,
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Como os autovalores de uma matriz diagonalizavel sao os elementos que compdem a
diagonal, entao temos a seguinte consequéncia.

Coroléario 3 ([35]). Seja C' = circ(cy, - - - , ¢,) uma matriz circulante. Entéo seus autovalores

sao da forma
n

)\j = Z Ckgyj;(k_l)a

k=1

para j € {0,1,--- ,n—1}.

Trata-se de um resultado importante, ja que o determinante de uma matriz é o produto
de seus autovalores.
O proximo teorema fornece uma espécie de reciproca do Teorema 3.10.

Teorema 3.11 ([35]). Seja A = diag(dy, - ,d,). Entdo C = FAF~! € circulante.

Demonstracao. Pelo conhecido Teorema Fundamental de Interpolacao Polinomial, existe um

tinico polindmio de grau < n—1 que interpola { (¢!, d;) }1<j<n. Escreva tal polindmio como

q(z) = by +boz + -+ by2"

Entao basta observar pelo Teorema 3.10 que circ (by, - -+ ,b,) = FAF™! j& que os elementos

da diagonal de D = > by(diag(1, G, -+, (0 1)) ! sdo da forma ¢(¢Z ™) = d;j para 1 < j <
k=1

n, isto é, D = A. n

Isso significa que conseguimos uma terceira caracterizagdo para matrizes circulantes.

Corolario 4 ([35]). Uma matriz C' é circulante se, e somente se, existe uma matriz diagonal
D tal que C = FDF~! onde F ¢ a matriz de Fourier.

Uma consequéncia das caracterizagoes descritas pela Proposicdo 3.8 e pelo Corolario 4
é que matrizes circulantes cumprem algumas propriedades. A seguir demonstramos essas
propriedades usando a ultima caracterizacao.

Teorema 3.12 ([35]). Sejam r € N, A e B matrizes circulantes de ordem n, e ag,--- ,

escalares. Entdo AT, A*, oy A+ auB, AB e Z apAF sio circulantes. Se A admite inversa,
k=0
entdo A™' € circulante. Além disso, AB = BA.

Demonstracio. Sejam D; e D, matrizes diagonais tais que A = FDF~!' e B = FD,F L.
Entdo AB = (FD,F~')(FDyF~') = F(D;Dy)F~'. Produtos entre matrizes diagonais sao
matrizes diagonais, e portanto AB é circulante. O caso particular B = A demonstra que



48 Matrizes Circulantes

poténcias de matrizes circulantes sdo circulantes. A saber, para todo inteiro &k > 0, tem-

T
se A* = (FDyF~1)F = FDFF~1. Entao Y a,A" é circulante como combinacdo linear de
k=0
matrizes circulantes.

J& sabemos que A e B comutam pelo Corolario 1. A saber, utilizando o Corolério 4,
AB = (FD\F Y (FDyF')=FD\DyF ' = FDyD,F~ ' = (FD,F Y\ (FD,F~') = BA.

Sabemos também que A* é circulante pelo Corolario 2. A saber, como F* = F~! entao
A* = (FDF~ ) = (F~Y)*(FD)* = FD*F~L.

Consequentemente, AT = A* é circulante.

Ja vimos que combinagoes lineares de matrizes circulantes sdo circulantes. Mas vamos
exibir a; A + ao B como no Coroldrio 4. Temos ay A+ aa B = a1 (FD1F~1) + ao(FDyF71) =
FlaiD)F™' + FlayDy)F™! = F(ayDiF7' 4+ ap Dy F7Y) = F(ay Dy + asDy)F7L, isto é,
trata-se de fato de uma matriz circulante.

Se A é nao-singular, entao A~! = (FDF ') = (FY)"Y(FD)™' = FD'F~'. A
matriz D! ¢ diagonal. A saber, se D = diag (dy,--- ,d,), entdo D' = diag (d;',--- ,d; ).
Portanto, A=! é circulante. n
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Neste capitulo, propomos uma maneira consistente de se obter bases de reticulados. Esse
método envolve definir uma classe de reticulados, os reticulados circulantes, isto é, aqueles
que aditem uma base geradora circulante. Essa caracterizacao tem algumas consequéncias
relevantes, como o célculo facilitado do determinante, e consequentemente da densidade
de centro. Mostramos que, dentro de determinadas hipdteses sobre o vetor que determina
a matriz geradora circulante, é possivel simplificar substancialmente o calculo da norma
minima. Dentro ainda dessas hipoteses, conseguimos construir reticulados densos.

Trata-se de um método original de geracao de reticulados, desde que se tenha o de-
vido cuidado, evidentemente, de ilustrar os trabalhos anteriores que propuseram abordagens
semelhantes, e aqueles que precederam a ideia original. O reticulado A,,, por exemplo, noto-
riamente admite uma matriz geradora circulante, ainda que nao conhegamos trabalhos que
abordem essa particularidade até entao. Uma classe mais abrangente de reticulados, aqueles
que sao preservados pelo operador de rotagao, mas para entradas inteiras, foram abordados
por exemplo em [37]. Reticulados gerados via polindmios possuem matrizes circulantes e
foram propostos até a dimensao 3 em [38], encontrando inclusive condigdes sobre os coefici-
entes do polindmio para que a melhor densidade de centro fosse atingida. O método enfrenta
um problema a partir da dimensao 4, a qual foi explorada em [39] pelos mesmos autores da
presente dissertacao, que é o fato de que nao se consegue de maneira geral a norma de um
vetor arbitrario do reticulado em funcao dos coeficientes do polinémio, ja que o coeficiente b
é separado em duas “parcelas”. A soluc¢ao para isso pode ser, por exemplo, inserir a hipotese
de que uma dessas parcelas é nula, o que significa restringir os coeficientes do polinémio, e
consequentemente suas raizes, a uma condi¢ao. Isso torna a definicao de “reticulados via
polinémios” pouco suscetivel a generalizagoes, e portanto passamos a tratar o polinémio nao
mais como elemento determinante do reticulado, mas como uma ferramenta: o polinémio
cujas raizes sdo os numeros reais que geram uma matriz circulante, e com coeficientes que
aparecem nos calculos de determinante e norma.

Agora, podemos generalizar a defini¢ao e estudar essas “parcelas” mencionadas, que nada
mais sdo que uma forma quadratica especifica aplicada ao vetor u que determina a matriz

49
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circulante. O resultado desse estudo ¢ justamente o presente capitulo. Essa forma quadra-
tica aparece, curiosamente, em varios momentos de nosso estudo. Buscamos entao condigoes
sobre ela, quando aplicada a u, de modo a simplificar a expressao da norma. Isso significa
resolver sistemas nao-lineares, o que pode ser abordado de maneira computacional. Além
disso, observando computacionalmente alguns casos particulares, observamos que uma hi-
potese conveniente aumentaria o niimero de vetores minimos, e exploramos essa hipdtese.
Vimos que ela possui interpretagoes geométricas e acarreta em resultados relevantes a res-
peito da densidade de centro.

Reiteramos que as defini¢oes e resultados a seguir, a menos da definicao do operador de
rotacao de vetores, sao originais.

4.1 Generalizacao

Seja n > 2 e defina o operador rot : R® — R" por
r0t<$lax27 e 7xn—17xn) = (3:7173:17 Loyt 7xn—l)-

Isto é, o operador rot é aquele que “arrasta” as coordenadas de um vetor uma posi¢ao para
a direita. Evidentemente, rot” = id em R", ou seja, o grupo (rot) munido da composicao de
funcgoes é ciclico de ordem n.

Dizemos que um reticulado A C R™ é circulante se ele admite uma base da forma

{u,rot(u),--- ,rot" *(u)}

para algum u = (py, pa, -+, pn) € R". O vetor u determina uma matriz circulante G, da
forma
Pr P2 - Pn
Pn P1 Pn—1
Gu = . . . .
P2 p3 0 M

Assim, reticulados circulantes sao aqueles que admitem uma matriz geradora circulante.

Definig¢ao 4.1. Dado n > 2, sejam py, p2,- -+ ,pn € Reu= (p1,p2, -+, pn). Se det Gy # 0,
entao definimos o reticulado circulante determinado por u por

Ay = Z% rot' '(u) : x; € Z
i=1

Refor¢gamos que um tnico vetor u é suficiente para definir um reticulado circulante. Natu-
ralmente, queremos condigoes sobre esse vetor de modo a maximizar 6(Ay) e k(Ay). Para isso,
n
precisamos simplificar a expressao da norma de um vetor arbitrario x = Z rirot ™t (u) € Ay.
i=1
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Vejamos alguns exemplos. Sejam a,b € R os coeficientes que multiplicam os termos "1
n

et 2 de f(t) =D _(t — p;) € Rlz]. Pelas formulas de Viete [40],

i=1

—a = Zpi
i=1
b= Z PiPyj

1<j

Uma consequéncia disso é que
Jul|>=>"p7 = a* — 2b. (4.1)
i=1

Dessa forma, se n = 4, entao por verificacao direta tem-se que

2

n .
> zirot™ ! (u)
i=1

5
=(a*—2b)> a7
i=1

+ 2(p1p2 + p2ps + psps + p1pa) (X172 + Toxs + T3T4 + T124)
+ 4(p1p3 + popa)(T123 + To24).

Por outro lado, se n = 5, verifica-se que

2 5

=(a® — 2b) Zx?

i=1
+ 2(p1p2 + p2p3 + p3pa + paps + p1ps)(T1272 + 223 + 324 + T4X5 + T125)
+ 2(p1p3 + papa + p3ps + p1pa + p2ps) (173 + Taxg + 375 + X124 + T2T5).

n .
Z zirot' 1 (u)
i=1

Observa-se um padrao sobre os indices p; e x; nas verificacoes acima. Isso é porque os
termos obtidos nada mais sdo do que produtos internos entre o vetor u (ou x = (1, -+ ,z,))
e rotagoes dele mesmo. Por exemplo, para n = 4,

(u,rot(w)) = p1p2 + p2ps + papa + p1pa-

Alternativamente, se 1 <14 < j < 4 entao p;p; ¢ um termo da soma p1pa + p2p3 + p3ps + p1pa
se j =i+1(mod4),isto é, j—i = 1 ouj—i = 3. Em outras palavras, p; arbitrario multiplica
p; se j € obtido a partir de ¢ saltando-se uma posicao médulo 4, ou equivalentemente, se o
i-ésimo vértice ¢ conectado ao j-ésimo vértice por uma aresta no grafo circulante C4(1).
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Figura 4.1: C5(1) e C5(2). Fonte: Elaborado pelo autor.

Defina entao, dado r > 0, a forma quadratica

P(r)x =) xx;

i,j€In
1<j
j—i=r

para todo x = (z1,--- ,x,) € R". Mostremos que essa definigdo de fato estd relacionada
com o produto interno de um vetor e sua r-ésima rotagao.

Lema 4.2. Sejamn >2 ex = (x1, -+ ,x,). Se 0 <i<j<n-—1, entio
(rot’(x),rot? (%)) = Pu(j —i)x + Py(n — (j — 1)) x.
Demonstracao. Temos

(rot’(x),rot? (x)) = (x,r0ot’ ~*(x))

= <($1, Loy« 7%), (%—(j—i—l), Tp—(j—i=2)y """ yTny, L1, " 7$n—(j—z‘))>

= T1Tp—(j—i)+1 T T2Tn—(j—i)42 + T Tjilp + Tjip1T1 + -+ + Tnlp—(j—i) -

Pp(n—(j—i)x Pn(j—i)x
m
Podemos melhorar a expressao definindo, para cada r € {1,2,--- ,n — 1},
Pulr)x =Y z;.
i<j
j—ie{r,n—r}

Assim,

2P, (j —i)x, sej—i=

Pn(j—i)X—I—Pn(n—(j—i))x:{73 G i) sej_is

IS o3
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Observe que, como feito anteriormente, podemos associar b = >, p;p; ao grafo completo

Ca(1,2,+,[3]) = Kn
G/

N
X

Figura 4.2: C5(1,2). Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, podemos inferir a seguinte relacao entre b e a forma quadratica P,,.

Proposicao 4.3. Sejam pr, -+ ,pn € R, u = (p1,--,pn) € f(t) =D _(t—p;). Sebéo
i=1
coeficiente que multiplica t"~% em f(t), entdo

b=S P.(r)u. (4.2)

Demonstracao. Ora, pelas Formulas de Viete,

b= Z PiPj

i,j€In
1<J

n—1
=2 2 pib;
r=1i,j€l,
1<J
j—i=r

n—1
=> P,(r)u
r=1
n—1
= TnPn(%) u+ Z P,(r)u
r=1
'r;é%
Assim, se n é par,

b:Pn<g)u+(Pn(l)u—l—Pn(2)u+---+Pn(Z—1>u+Pn<Z+1)u—|—--'+Pn(n—1)u>

n—2 parcelas
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Pn<g>u+ [Pn(l)u+7>n(2)u+---+7>n(” —1) u]

Pn(r)u

Il
[

—
ISTEA|
[N

I
R}

(1) u.

ﬁ
Il
—

Por outro lado, se n é impar,

b=P,(l)u+P,(2)u+---+PFP,(n—1)u

n—1 parcelas

= Pu(u+P(2u+--+7P, (n—1>u

2

]

Teorema 4.4. Dado n > 2, sejam p1,--+ ,pp € R e u = (p1,--+, pn) tais que det G,, # 0.

Entdo, para todo © =) zrot' ™t (u) € Ay,
i=1

Iz]1? = (a® — 20) Z$ 42 Z P )x+7n(473n(g) Po(®)x >

onde a,b € R sdo os coeficientes que multiplicam os termos t"~' e t"% de f(t) = > (t— p;),

LH(-1)"

€Ty = —5

Demonstragdo. Seja v =Y _ x;rot’ ' (u) € Ay arbitrério.
i=1

l[|* = (z,2)

I
M:

x;rot’ ™ 1 Zx TOot! ™~ 1 >

Il
i

7

I
NE

<xzrot’ o ijrot] Y >

.
Il
—
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Il
WE
M:

(zirot' ! (u), zjrot’ ! (u))

N
Il
—_

7j=1

I
.M:
M=

@
I
—

<
I

z;z;(rot'" " (u), rot’ ! (u))
=1

z2(rot"H(u), rot" * (u)) + Zn:l zn:l 22 (ot (u), rot’ ! (1))

Il

i=1 j=
JFi
n ) n—1 ) )
— Z o7 ||rot" " (u)||* + Z inx](rotl_l(u), rot’~*(u))
i=1 r=1 i,j€l,
[i—j|=r

= [|u? zn:xf + 7,2 inxj(roti_l(u), rot’ ! (u)) + 2 nz—: Z T; arj(roti_l(u), rot’~(u))

i=1 i,j€Iln r=1ijely,
i<j T#Y i<j
j—i:ﬂ Jj—i=r
(4 R b2 (Pun) 2 TP,
i=1 i,jE€Ly r= 11]6]n
1<j T#G 1<j
j— sz j—i=r

= (a® —2b) "2} + 7, 4P (%) umej—l—QZ Pu(r)u Yz

=1 1,J€In 1,J€Ip
1<j T’#n i<j
]—1:5 j—i:T

n—1

= (a® — 2b) Zx + AP (2)uPr(2)x+2 ) Pa(r)uP,(r)x.
i=1 r=1
r#EY

Agora, observe que, se r # %, entdo

P.ryu=PF,(r)x+ P,(n—r)x=P,(n—(n—r))x+ P,(n—r)x =

Dai, se n é par,

I
—

n

Pn(n —r1r)x.

23 Pa(r) uPa(r) x =2(Pa(1) u Pa(1) X + Po(2) u Pa(2) X + - + Pulf — DuPo(§ — 1)x+

\3
Il

3
RN
W[3—=

+Po(B+ DuPo(B+ D)x+ -+ Paln — 1) uPo(n —1)x)

=2(Pa(1) uPy(1)x + Po(n = 1) u Py — 1) x+
+Pn(2)uPy(2) X + Pp(n — 2) u Py(n — 2) x+

o+ Po(F—DuPy(3 —D)x+Pu(3 +D)uPa(d +

-1

=2 Pr(r)u(Pp(r)x + Py(n — 1) x)
1

|3

T

1) x)
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Por outro lado, se n é impar,

1
2 ) Pa(r)uPy(r)x =2(Py(1)uPy(1) X + Pu(2) uPp(2) X + -+ + Pp(n — 1) u Py(n — 1) x)

3
|

r=1
r#Y
=2(Pu(1) uP(1) X + Pu(n — uPy(n — 1)x+
+ Pu(2) uPy(2) x + Pp(n —2)uPpy(n — 2)x+
o PP P (1) x + Pa(U5 4 D u P74 1) x)
nT—l
=2 Pu(r)u(Pp(r)x+ Py(n—r)x)
r=1
5
=2 Z Pn(r)uP,(r)x
r=1
Como
{n— 1J _ {”2 se n é impar
2 "T’Q se n é par
entao
n—1 L%J
2 Pa(r)uP,(r)x=2 > Pu(r)uP,(r)x.
:;é r=1
Assim,

n 1251
lz||? = (a* — 2b) fo + 7dPn(5) uPu(5) x + 2 Z Pu(r)uP,(r)x.
1

=1 r=

4.2 Reticulados circulantes tipo (1, 1)

Nossa primeira estratégia serd zerar todos os termos P,(r)u, exceto no maximo por
um g € {1,2,---,|5]}. Dessa forma, teremos a norma de um vetor arbitrario xG, € Ay
em funcao dos coeficientes de f e de x. Isso significa resolver o sistema P,(1)u = --- =
Pu(ro—1)u=Py(ro+1)u=---=Py(|5])u=0. Nem sempre ¢é simples obter uma solugao
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algébrica. Em dimensoes altas, é de se esperar que, do ponto de vista computacional, seja
mais simples encontrar solu¢des numéricas para o sistema.

O sistema ¢ equivalente a (u,rot"(u)) = 0 para cadar € {1,2,--- ,ro—1,7o+1,--- , [5]}.
Geometricamente, portanto, queremos um vetor u ortogonal em relagao as suas rotagoes,
exceto no maximo pela ry-ésima rotagao.

Corolario 5. Dado n > 2, sejam py, -+ ,p, € Reu = (p1, -+, pn) tais que det G, # 0.

Se Pu(l)u = -+ = Pyu(ro — 1)u = Pu(ro + 1)u = --- = Pu(|5])u = 0 para algum
ro € {1,2,--+, | %]} entdo, para todo x = > z;rot’ ' (u) € Ay,
i=1

) (a® — 2Db) zjlmf +4bPy(r0)x, sen éparery =4
)" = 0
(a*> = 2b) Y x7 +2bP,(ro) x, caso contrario
i=1

n
onde a,b € R sdo os coeficientes que multiplicam os termos 2" ' e 2" 2 de f(z) = Y _(z—p).

=1

Demonstracao. Teorema 4.4 e Proposicao 4.3. O]

Definicao 4.5. Chamaremos um reticulado A, que satisfaz as hipéteses do teorema interior
de reticulado circulante tipo (1,71).

Exemplo 4.6. Ponha n = 4. Se p; = —pj3, entdo Py(1)u = 0. Logo,

4 4
z||> = (a® = 2b) Y a? + 4bP,(2) x = (a® — 2b) > _ a7 + 4b(2123 + T224).

i=1 i=1

. , . . 2mi
Recordamos que ¢, denota a raiz n-ésima da unidade e’»" = cos(2) + sen (7).

n

Teorema 4.7. Dado n > 2, sejam p1,--+ ,pn € R eu= (p1,--+,pn). Se Py(1)

u = =
Pu(ro—1)u=Py(ro+1)u="---=P,([5])u=0 para algum ro € {1,2,--- ,[ 5]}, entao

anl

—a H (a2 —2b+ b(C,ZOj + Cg*oj)), se n € impar
Tt

2 . .
det Gy = { +a? (a2 —2b+ b(C;OJ + C;””)), sen éparery € par

j=1

n—2
+ava? — 4b f[ <a2 —2b+ b(CZ;Oj + Cn_mj)), sen € par ery € impar
j=1
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Demonstragcio. Como G, ¢ circulante, segue do Corolario 3 que seus autovalores sao da
forma \; = py + paCl A VI =01, 0 — 1.

Suponha primeiramente que n é impar.

Sabe-se que o determinante de uma matriz é o produto de seus autovalores, isto é,

n—1

det G4 = H (Pl + P2CZ 4+t pnCT(Ln—l)j)

J=0

n—1
=(p14+p2t-+pa) [[(p1 +p2C +-+ puC 1)
j=1
n—1

= —a [[ (o1 + poG + -+ pal™).
j=1

Agora,



Reticulados circulantes tipo (1,19)

59

n—1
[L(p1+ paGl 4 +puG )
j=1

3
-

—
2

3
|

<
Il
[E Y

N ‘

<
Il
—

Observe que cada termo do produto acima ¢ da forma

n—1

(o1 + paC) 4 - 4 pall D7) (1 4 oG+ -+ pay ).

<ﬁ+~ﬂm+mmu@+gwwmmm@+g%+~+n«?n{mﬂ+@Tﬁ.

Logo, como P,(l)u="---=P,(ro — )u="P,(ro + 1)u="--- =P,(%5)u =0, tem-se

det Gy = —a [ (4% — 26+ Pu(ro)u (G + ;7))

2

= =

3

—

E— ﬁ (a2 —2b+ b(g;ﬂj + C;mj))'
j=1

Por outro lado, suponha n par.

n—1

det Gu = [ (o1 + p2G) + P3G/ + - + puC ™)

J=0

= (p1+ -+ pn)(pr+ p2Gi + p3+ -+ pn1 + puGid)

1
(o1 + 2G4+

n

n
2

Jj=1
i
n—1 ) ]
= —alpr = pa+ps =+ pu—1 = pu) [T (01 + p2G + -+ puC9).
=1
#3

Se 1 é par, mostremos que p;—pa+- - -+pn_1—pn = £a. Por um lado, se pa+ps+- -

entao p1—pat- - +pp_1+pn = p1+ps+- - -+pp—1 = —a. Por outro lado, se pa+ps+

como

(P2 + pat -+ pn)(=a) = (p2+ pa+ -
— (pa+ pat---

= (oot pr+ -

+pa)l(p2+ pat o4 pa) + (o1 +ps +
+pu)* D pip;

t,j€In
7 par
j impar

o)+ Y Pulr)u
1<r<3
r impar

Pn Ca(mn_ D )

- tpu £

co o pne)]
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= (p2+ pat -+ pa)’,

entdo —a = py + ps + -+ + pn. Observe que nos calculos acima utilizamos o fato de que
se n ¢ par, entdo n — r tem a mesma paridade de r, para todo r € {1,2,---,5}. Assim,
cada termo da soma P, (r) u tem indices de mesma paridade quando r é par, e de paridade
diferente se r é impar.

Agora, —a = p1+---+pp, eentao p1+ps+---+pp_1 = 0. Dal, py—po+---+pp_1—pn =
—(p2tpst - +pn)=a

Assim, se ry é par,

n—1
det Gy = %a? T (p1 + paG) + -+ + pall™7)
j=1
i3
n_q

2
= +a” H (p1 + P2+ - + png,g”*”ﬂ)(pl 4+ paCd A pngz(nfl)])

j=1
n—2
2 A - A ‘
= +a® T] (o1 + p2C) + -+ 4+ puC ) (o1 4 p2G7 + -+ + paC, 7).
j=1
Novamente, cada termo do produto acima ¢ da forma
(P4 +2) + Pa(Du(C+G7) + P2 u(CF + Y+ + Pa(2)u < 5, ngj).

Logo, como P,(l)u=---=P,(ro—1)u="Py(ro+1)u=---=P,(5)u =0, tem-se

»

n—

det Gy = +a? (a2 —2b+ Pyu(ro)u (C;Oj + C;TOj)>

o,
I ::]m‘
[ V) —-

3

= +a? ﬁ (a® = 26+ (¢ + ¢;™7)).

j=1
Agora, se ry é impar, mostremos que p; — pa + -+ + pp_1 — pp = VvV a? — 4b.

(pr=p2tps— -+ a1 —pu)  =[(pr+ps+ -+ pus) = (p2+pat o+ o))
=(p1+ps -t puma)? (o2 pat o+ )
—2p1+pst A poa)(ptpat o+ )
= (Pl + P+ pn) + 2D pip 2D pips =2 pip;
1,j€In 4,7€1n 1,j€1n

,j impares ,j pares i par
i i#j j fmpar
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=(@®=2b) +2[ b= pip; | =2 pip;

1,j€In 1,j€In
i par i par
j impar j impar
2
=a’ =4 pip;
1,7€In
1 par
j impar
=a®>—4 Y Pu(r)u
1<r<3
r impar
2
=a® — 4P, (ro) u
=a? — 4b.

Assim, se rg é impar,
n—2
det Gy = tava® —4b [] (a2 —2b+ P, (ro)u (g;oj + CTL*W'))
j=1

= +ava® — 4b 1‘[ (a® = 26+ b(G7 +¢,7)).
j=1

4.2.1 O caso ry # 3

Investiguemos primeiramente o caso em que ||z[|* é da forma (a®—2b) > z7 +2bP,(ro) X,
i=1
isto ¢, quando P,(1)u = -+ = Pp(ro —1)u = Py(ro + 1)u = --- = P,(|5])u = 0 para

algum rg € {1,2,---, L%‘lj }. Em outras palavras, A, é um reticulado circulante tipo (1, rg),
com ry # 5. No entanto, um cuidado deve ser tomado. Algumas solucoes para o sistema
podem implicar em det G, = 0. Por exemplo, se em particular n é par com ry impar e
a? = 4b, entdo pelo Teorema 4.7, o determinante é nulo. O préximo teorema apresenta uma
condicao suficiente para que se tenha det G # 0.

Teorema 4.8. Dado n > 2, sejam p1, -+ ,p, € R eu = (p1, -+ ,ppn) tais que Pp(l)u =
o =Pp(ro—1)u=Py(ro+H)u=---=P,(|5])u=0 para algum ry € {1,2,--- ,L”T_lj}
Se D € a forma quadrdtica em Z definida por

Dx = (a® = 2b) > a7 + 2bP,(ro) x,

=1

entao sao equivalentes:
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(i) det Gy #0;

(ii) D € positiva definida,

Além disso, se -~ & 27, a # 0 e a® > 4b, entdo D € positiva definida.

(TO 7n)

Demonstracao.

o ((i) = (i)

Se det Gy, # 0, entao {u,rot(u), -+ ,rot""!(u)} é um conjunto de vetores linearmente
independentes, e A, é o reticulado gerado por essa base. Suponha que D nao seja
positiva definida, isto é, que Ix € Z™\{0} tal que Dx < 0. Dessa forma, se © = xG, €
Ay, tem-se

Jall? = [[Gux"||? = Dx <0,

o que é absurdo. Portanto, D é positiva definida.

Por outro lado, suponha D positiva definida, e mostremos que det G, # 0, isto é, que
{u,rot(u), -+ ,rot" }(u)} é um conjunto de vetores linearmente independentes. De
fato, seja xr = xG um vetor gerado pelo conjunto, tal que x = 0.

Dx = |[xGul* = [|z]* = 0.

Como D é positiva definida, s6 pode ser que x = 0. Portanto, {u,rot(u),--- ,rot" ! (u)}
¢ um conjunto de vetores linearmente independentes.

(-2~ & 27, a*> > 4b, a #0 = D & positiva definida)

(ro,n)

Observe que, para todo x = (z1,- -+ ,2,) € Z",

Dx = (a® — 2b) >_ a7 + 2bP,(ro) x

i=1

=(a®—2b)) a7 +2b) _ xz;
i=1

NI
1<J
j—i€{ro,n—7ro}
2 2
a 5 a®—4b 9

—ZZ($i+$j) T > (zi— ;)

i-jeln i-jeln

1<j 1<J

j—i€{ro,n—ro} j—i€{ro,n—ro}

Observe que, se —~ & 27, entdo x # 0 = (z; + x;)*> > 1 para algum par

(’Fo,n)

(1,7) €e{(i,j) € Iy x I,: i <j, j—i€{ro,n—1o}}
Com efeito, observe que Vi € N, 3!j € I, tal que 7 = j. Defina

o:N—= I,
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1=
esejax = (r1, - ,x,) # 0. Sem perda de generalidade, suponha que x; # 0, uma vez
que, caso contrario, basta rotacionar x um nimero suficiente de vezes.
Suponha que (z;+z;)* = 0 para todo par (i, j) € {(i,j) € [2: i < j, j—i € {ro,n—70}}.

Em particular,

L1 = —Tp(l4ro) = Lo(142r9) = " = “Ly(1+(ko—1)ro)>
onde ky = min{k € Z* : 1 + kro = 1}.
Dai, kg é par, pois caso contrario, x1 = —xy.

Por outro lado, s € {k € Z% 1 1+ krg =1}, ¢

70,M)

- _ - n T n
1+k07"0:1:>k07”0:():>n\k07"0:> ’ko 0 :>7‘k0
(T07 n) (T07 n) (TOJ n)
Consequentemente, ky = ﬁ Portanto, (TO—”n) € 27.
Assim, se 2 ¢ 27 com a? > 4be a # 0, entdo
2
a
Dx>—>0
=

Dai, D é positiva e definida.

[]

Dessa forma, contanto que escolhamos ry conveniente, temos A, definido se 0 # a? > 4b.
Veremos que a situacido 0 # a® = 4b, em particular, é bastante conveniente.
2 entdo a®> = 4b <= a® —2b =
20 < |[u* =2P.(r0)u < (u,u) = 2(u,rot™(u)) <= rot™(u) € {veR": (v,u) =
llul?} N Ay, tendo em vista as equagdes (4.1) e (4.2). Em outras palavras, u—rot™ (u) é um

Dentro da hipotese do Teorema 4.8, como ry #

vetor do reticulado A, pertencente ao semi-espaco de dimensao n — 1 dos vetores tao proxi-
mos da origem quanto de u. De fato, temos ||u —rot™(u)||> = (u —rot™(u), u —rot™(u)) =
(rot™(u), rot™(u)) = [rot™(u)|* = ||u|*>. Geometricamente, portanto, o tridngulo deter-
minado por 0,u e rot™(u) é isésceles. Dai, se u é em particular um vetor minimo, entao
u — rot™(u) também o é, além das préprias rotacoes de u. E de se esperar que |S(Ay)
aumente, nesse caso.

Definigdo 4.9. Sejamn > 2er € {1,2,---,|2]}. Defina a forma quadratica Q" : Z" — Z
por

fo‘)x = Z x3 + Po(r) x.
i—1
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Teorema 4.10. Dado n > 2, sejam py,--- , pp € R tais que P,(1)u=---=7P, (7"0— Hu=
Pu(ro+1u=-- —P(L )u=0 para algumroe{l 2, [ 2} talque oy & 2L
Entao, se 0 # a® = 4b, tem-se
2
a

|Au‘ = 9

e
S(hw)] = #{x € Z\{0}: Qx = 1},

Demonstracio. Como a?> = 4b, entdo a? — 2b = 2b = % Pelo Teorema 4.8, Vx =
(xla e 7xn) € Zn}

2

Dx = C;(fo +73n(7“0)x> >0,
i—1

. Vé 2
onde vale a igualdade se, e somente se, x = 0. Dai, se x # 0, como % > 0, tem-se

(”X_Zx + Pu(ro)x >0,

i=1
isto é,

fog)x => a7+ Pa(ro)x > 1,
i=1
pois x1, -+ ,x, € Z.
Agora, observe que

X = (xla"' 7xn) = (1707 70) - Qn)x_ Zx12+7)n(r0)x: L.
i=1
Portanto, {Dx: x € Z™\{0}} ¢é limitado inferiormente por “—22, a0 mesmo tempo que
D(1,0,---,0) = “2—2 Portanto,

2

|Ay| := min{Dx: x € Z"\{0}} = %7

[S(Au)] =#D"({|Aul})

)

:#{x € Z"\{0}: Dx = 22}
=#{x € Z"\{0}: Qjy)x = 1}.
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Gragas ao Teorema 4.10, fixado n > 2, podemos mais facilmente calcular |S(A,)| atra-
vés de um software. Em dimensoes baixas, ndo temos dificuldade em encontrar solugoes
algébricas para o sistema nao-linear P,(l)u=--- = P,(rp —1)u=P,(ro+)u=--- =
Pn(l5])u = 0. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.11. Sejam p1,- - ,ps € Reu=(p1, -+ ,p5). Se pr = p3 = ps =0 pr # —ps,
entao

ot [i00-00

Demonstra¢io. Como p; = p3 = py = 0, entao Ps(1) u = p1p2+ paps+ pspa+ paps+pips = 0.
Além disso, pelas Férmulas de Viete, a = —(p2 + ps5) # 0. Além disso, pelo Teorema 4.7,

det Gy = —a(a® = 20+ (G + ¢%)) (a® = 26+ b(Gs + G 1))
Logo, se a? = 4b, tem-se

det Gy = —ab*(Z + G2 +2) (G + G ' +2)

5
_ _%(g§+gz+2)(§5+§51+2)
ad
ST
Assim, de 0 # a? = 4b, tem-se que A, é um reticulado tal que, dado x € A, arbitrario,
tem-se .
|z||* = (a® — 2b) Zx? + 26, (2) x.
i=1

Com o auxilio de um software, observa-se facilmente que:
1S(Ay)| = #{x € Z°\{0}: Q¥x = 1} = 40 = (D).

Em outras palavras, A, possui o mesmo nimero de vetores minimos que Ds. Agora,

()

2
W)= "aerar

5
16(2@)
T d
16
-
1

T 8V2
— 5(Ds).
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No exemplo anterior, obtemos A, com a melhor densidade de centro possivel para a
dimensdo 5. Vale notar que se p; = p3 = py = 0, entdo a®? = 4b <= py = ps. Logo, Ay
como no exemplo anterior é uma dilatagao de Ay, onde v = (0,1,0,0, 1).

De maneira geral, é possivel mostrar o

Exemplo 4.12. Sejam p1,--- ,p5 € Reu = (p1,---,ps5) tais que Ps(r)u = 0 exceto para
um r =rg € {1,2}. Entao

0(Ay) =6(D
0+#a>=4b = () (Ds)
K(Au) = £(Ds)
Demonstra¢io. Vimos no exemplo anterior que a? = 4b implica em
5
a

detG = ——.
¢ 16

Logo, se a # 0, tem-se det G, # 0.

Além disso, novamente, calcula-se facilmente com um software que

1S(Au)] = #{x € Z°\{0}: QP'x = 1}
= #{x € Z\{0}: QVx = 1}
— 40
= KJ(D5).

Isso significa que nao importa qual o ry € {1,2} escolhido, S(A,) sempre tera precisamente
40 elementos distintos.

Além disso, de 0 # a? = 4b tem-se |Ay| = £ Daf,

()

2

W)= era

5
16<;/\“;;>
|a?|
16
=57
1

NG
= §(Ds).

Notavelmente, algo semelhante pode-se dizer a respeito de n = 7.
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Exemplo 4.13. Sejam py,--- ,pr € Rewu = (p1,---,ps5) tais que Pz(r)u = 0 exceto para
um r =g € {1,2,3}. Entao

0(Au) = (D7)

a = Ay
Prest = {MA) <(Dr)

Demonstracio. Um simples calculo em um software verifica que, se a? = 4b, tem-se

a’

detG = ——
et G vk

Logo, se a # 0, tem-se det G, # 0.
Além disso, calcula-se facilmente com um software que

S(h)] = #{x € Z7\{0}: Q% = 1}
= #{x € Z"\{0}: QF"x = 1}
= #{x e Z'\{0}: Q)"x = 1}
=84
= r(D7).
Novamente, ndo importa qual o g € {1,2,3} escolhido, S(A,) sempre terd precisamente 84

elementos distintos.
Além disso, se 0 # a? = 4b, tem-se |Ay| = % Dai,

\/IA_u)7

0(Ay) i = W

O

A condicdo 0 # a? = 4b parece conveniente nos casos em que ||z||* = (a? — 2b) Yz} +
i=1
20P, (ro)x No entanto, reforgamos que a escolha de ry é delicada. Dentro da condicao

0 # a® = 4b, a suposigio & 27 é necessdria para que det G, # 0.

(rn
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Proposicao 4.14. Dado n > 2, sejam p1, -+ ,pn € R eu = (p1,-++ ,pn). Se Pp(l)u =
o =Pulro—u=Pu(ro+1)u=---=P,(|2])u=0 para algum ro € {1,2,--- , |5},

e 0 # a? = 4b, entdo
n

det Gy #0 <— & 27
(7’0, n)
Demonstracio. Suponha que (r:n) € 27, isto é, que Jec € 27Z tal que n = ¢(rg,n). Entdao n é
par. Além disso, (Tgon) ¢é impar, pois caso contrario, teriamos (rg,n) = (rg,n) ((TZ—On), ﬁ), e

entao ( 0. I ) =1 (absurdo).

(ro,n)? (ro,m)
par
Como c é par, podemos considerar a entrada

X = (xla"' 7‘rn):(170707'” 70 7_]-70707'” 707"' ) 170707"' 70 7_170707"' 70)

(ro,n) coordenadas (rg,n) coordenadas (ro,n) coordenadas (rg,n) coordenadas

¢ blocos de (rg,n) coordenadas

Dar um salto de ry coordenadas significa dar um salto de (T’;—On) blocos de (79, n) coordenadas.
T0

Dessa forma, como
(TO 7")

é impar, entao P, (ro) x = —c. Nesse caso,
Dx = c(a® — 2b) + 2b(—c) = c(a® — 4b) = 0,

e portanto D nao é positiva definida.
A volta é imediata do Teorema 4.8.

]

Em particular, se n é par, entao nao podemos escolher o impar. De fato, o maximo divisor

comum entre um nimero par e um nimero impar é impar. Entao, pondo n = 2¢ H p;, tem-
iel
se (rg,n) = Hpi’gi, onde J C I. Entdo g7 = 2o [ pi" € 2Z.
ieJ i€l
Em alguns casos, nunca ¢é possivel uma escolha de 7, a saber, para qualquer poténcia de

2.

Proposicao 4.15. Seja n > 2. Entdo n é uma poténcia de 2 se, e somente se, Hry €
{1,2,--, [25*]} tal que oy € 2L.

r0,M)

Demonstrag¢io. Se n nao é uma poténcia de 2, entao ponha n = 2*] pi", onde p; sdo primos
fmpares e o; € Z%. Dessa forma, n > 2°"! donde 2* < 5. Assim, se 19 = 2%, entdo
v =11pi" & 2Z.

(ro,n)
Por outro lado se n é uma poténcia de 2, entao, nao importa qual ry escolhido, tem-se

—— € 2. [l

(TO’n)
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Agora, assumindo que escolhemos rq apropriado, o que podemos dizer sobre |S(Ay)|? Se
estamos interessados no problema do kissing number, entdo precisamos de condigdes para
maximizar |S(A,)|. Por exemplo, se n = 6 e assumirmos py = 0, p; = p3 € py = —pg,
obtemos Ps(1) u = Ps(3) u = 0. No entanto, observa-se que

#{x € Z\{0}: QPx = 1} = 24.

Nesse caso, portanto, se 0 # a® = 4b, temos |S(Ay)| = 24 < k(Ag) < k(Ds).
Isso significa que talvez possamos refinar ainda mais a escolha de ry, dentro desse propo-
sito.

n

Lema 4.16. Sejam r,n € N, com r < n. Entao, Vm € I, existem q € {0,1,--- Ty T 1}
ese{l,2,---,(r,n)} tais que M = qr + s.

Demonstrag¢ao. Divida m por (r,n).
m = qo(r,n) + So
com 0 < s < (r,n).

« (CASO 1: 5o > 0)

Observe que

m = qo(r,n) + So = qo(r,n) +5p. (4.3)

Mas
<(r, n)> :{k,‘(r, n):k=12---, (T”n)}
—{k(r,n): k=0,1,2,--- ,(r"n)—l}.

Mostremos que <(r, n)> = {k?: k=0,1,--- ,ﬁ — 1}. De fato, defina

v ()~ 2,

k(r,n)— kr

onde k € {0,1,-+, 2= — 1},
1) dessa forma estd bem definida. De fato, sejam kq, ko € {O, 1,--- ,ﬁ — 1} tais

que ki(r,n) = ks(r,n). Suponha sem perda de generalidade que ki > ko. Assim,
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n| (k1—ko)(r,n). Mas 0 < ky—ky < Gy~ Listoé,0 < (k1—ko)(r,n) <n—(r,n) < n.

n)
Dai, ky = ko, e portanto k17 = koT.

Trata-se também de uma funcao injetiva. Para mostrar isso, suponha que dk €

{1,2,--- ,(T”n) — 1} tal que k(r,n) € ker(y)). Entdo kr = 0, donde n | kr. Dali,
k—=. Como ﬁ e (Trn)

|
ns <k < (s (absurdo). Portanto, ker(y)) = {0}.

sdo relativamente primos, entdo = | k, e portanto
(r,n) ’

Observe além disso que {k?: k=0,1,---,->2 1} C <(T, n)> De fato, como (r,n) |

(rn)

r,entdo ¢ € Z tal que r = ¢(r,n). Como (r,n) <r <n,entdo 1 < ¢ < =2

(r,n)
dado kT € {k‘?: k=01 55— 1}, arbitrario, tem-se kr = k ¢(r,n) € <(r, n)>
’ N——

)

Como 1 é injetiva, os dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade, e portanto da
inclusao obtemos <(7", n)> = {k’?: k=0,1,--- ,(L — 1},

—1. Assim,

T,n)

Voltando em (4.3), seja q; € {0, 1, (T”n) — 1} tal que qo(r,n) = ¢ r. Temos

Mm=qT+3=aqr+ So.

Basta entao tomar ¢ = q; e s = 5.

« (CASO 2: 55 =0)

Nesse caso, m = qo(r,n) = (g0 — 1)(r,n) + (r,n), e entdo

m= (QO - 1)W+(T, n)
()

Seja ¢ € {O, 1,000, A — 1} tal que (go — 1)(r,n) = ¢, r. Entdo

7 (rn)

m:q1;+(r,n) =qr+ (r,n).

Basta tomar entdo ¢ = ¢q; e s = (r,n).
Exemplo 4.17. Paran =14 er =4, tem-se 12 =6 -4 + 2.

Teorema 4.18. Sejan > 3. Ser € {1,2,--,["%51]}, entdo Q™ ~ ng)n).
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Demonstracio. Observe que Vi € N, 3lj € I, tal que 1 = j. Recordamos a definicao
o:N—=1I,.
1]
Dessa forma, (i) = 1. Usaremos esse fato ao longo da demonstragao.
Seja x = (x1,- -+ ,x,) € Z" arbitrario e ponha k = (r,n) e
Yy = <$17 Loy, Tk, xcp(l-‘y-r)) xcp(2+7")7 T 71‘50(’6-1—1“)7 e 7x<p(l+(%—1)r)7 T 7x<p(k+(%—1)r) )
—_———
k coordenadas k coordenadas k coordenadas
Os indices em y percorrem todo o conjunto {1,2,--- n}, isto é,
{1,2,--~ Kk T+r 24, k4, 14+ (%—1>r,-~- ,k+(’];‘—1)7"} = Zn.
De fato, temos
1 B _
U (o) + {1+ %)) = 2., (4.4)
q=0

pois a primeira inclusao é trivial, enquanto a segunda segue do Lema 4.3.
Afirmacao: Q,(Cn)y =Qx.
Com efeito, temos

Q,g")y =3 2+ BT+ F BT
=1

T Zp(14r)Tp(142r) T+ To(ltr) Top(k+2r)

T Lot (B2 o (E-1r) T T Lo (R Lo (R-1))
T G (Royr) T TR g (g

isto é,

k

Oy =Y a2+ > To(iran Tp(isn)
=1

i=1| aBe{0,1,,2-1}
a<f
67046{17%71}

Entao Q,(gn)y = Q{"x se, e somente se,

D To(tanTe(+pn) | = Pa(r)x.
1 a766{0717 7271}
a<fp
B_O‘E{L%_l}

k

J
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Nenhum par de indices na equacao acima se repete. De fato, mostremos que o indice da
k—ésima coordenada seguinte e o indice da k-ésima coordenada anterior de uma coordenada
fixa arbitraria de y nao coincidem. Ora, se a coordenada fixa em questao estd no primeiro
bloco de k coordenadas, isto €, se ela ¢ da forma z; com 1 < j < k, entdao queremos
mostrar que ¢(j + 1) # ¢(j + (3 — 1)r). Se tivéssemos a igualdade, entao (3} —2) = 0,

T

isto é, n | 7(} —2). Daif, 3 | (% —2), e portanto, 7 | ¥

2 > 0. Agora, se a coordenada fixada de y for do ultimo bloco,

— 2, 0 que é absurdo, ja que

n
k§r<§eportantog—

isto ¢, da forma x com 1 < j < k, entdo queremos j # ¢(j + (¢ — 2)r). Se

JH(E—1)r
tivéssemos igualdade, erﬁtég )concluiriamos novamente que 7 | ¢ — 2 (absurdo). Por tltimo,
se a coordenada fixada nao pertence ao primeiro nem ultimo bloco, entdao a escreva como
Ty(j+ar), Para algum a € {0,1,---, % — 1} e algum j € {1,2,--- ,k}. Nesse caso, queremos
o(j+(a=1)r) # p(j+(a+1)r). Se tivéssemos igualdade, entdo j + (o — 1)r = j + (a+ 1)r,
donde n | 2r. Mas 0 < 2r < n, e portanto chegamos a um absurdo. Portanto, ao se

multiplicar uma coordenada com a préxima k—ésima e a k-ésima anterior, obtém-se dois
pares de indices distintos. Entao nenhum par obtido dessa forma se repete. Ponha entao

A = {(go(j+ozr),<p(j+5’r‘)) € Ix1I,:a,8 € {0,1,-.. ,;;—1}, a<f, f-ac {1,;;—1}},

k

A=A

7j=1

B = {(7'7.]> €L, x1Iy:i <j7 .]_ZE {T’,TL—T}},
temos que Qén)y = Q™x se, e somente se,
szxt = lel’J
(s,t)eA (4,5)eB

Mostremos que A = B.

Seja (¢(j + ar), o(j + Br)) € A.

Suponha primeiramente que ¢(j + 8r) > p(j + ar), e sejam s,t € I, tais que j + ar =3
e j+ fr =1. Dessa forma, p(j + ar) =se ¢(j+ 0r) =t, isto é, (s,t) € A. Se f—a =1,

entiot —s =t—s=rf—a=r,dondet —s=r, uma vez que r,t —s € {1,--- ,n — 1}.
Logo, (s,t) € B. Agora,se f—a=2—1,entdol —s=t—s=rf—a=rf—1="2—r=
—r=n—r,dondet—s=n—r,umavezquet—sn—reci{l,--- ,n—1}

Se por outro lado ¢(j + fr) < ¢(j + ar), pelo mesmo processo se conclui que s — t €

{r,n—r}.
Portanto, A C B. Como os dois conjuntos possuem ambos n elementos, entao A = B.

Assim, sza:t = Z x;rj, e portanto,
(s,t)eA (i,5)eB

Qy = Qx.
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Observe que

onde
€

€2

€
Co(1+r)
€p(2+4r)

Co(k+r)

e

n

P(1+(E-1)r)

okt (1))

Pelo observado em (4.4), temos que da matriz o se obtém a matriz identidade Id,, trocando
as linhas (ou as colunas) um numero suficiente de vezes, o que significa que o é uma matriz
de permutagao e |det o| = detId,, = 1 # 0.

Portanto, Q,(gn) ~ Q™ o que conclui a demonstracao. n

A matriz o tem posto n, e portanto a transformacao linear associada a ¢ é injetiva. Uma
consequéncia imediata disso é que

#HxeZ: QUx =1} =#{x € Z: Q) x =1}.

Ora, de fato, cada solugao x de Qf{j)x = 1 determina unicamente uma solucao de QE:O)M)

uma vez que o € GL,(Z). Entdo #{x € Z: QWx =1} < #{x € Z: Q" x = 1}. Vale a

(Tom’)
outra desigualdade, pelo mesmo argumento, bastando considerar o1,

x =1,

Consequentemente, sabemos mais sobre a escolha de ry, como queriamos. Se n ¢ primo
fmpar, entdao nao importa qual ro € {1,2,--- , | %3]} escolhamos, o ntmero de solugdes para
My =16 _n_
a forma @Q,/x =1 é o mesmo, e oy =1 & 27.
Se n nao for primo, nao temos essa garantia, e a escolha de ry volta a ser delicada. Por
exemplo, analisando apenas as entradas x = (x1,- -+, x,) onde |z;| < 1, mostra-se facilmente

utilizando um software que
#{x e 7% QVx =1} > 144 = r(Dy),

mas
#{xcZ’: QVx =1} > 36.
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Parece ser mais vantajoso sempre escolher rq tal que (n,ry) = 1, por esse motivo.
Observe que, se n é par, entao (rg,n) = 1 nao possui solugdo par ro € {1,2,---, [%J},
a0 Passo que n par com ry impar sempre implica em a? > 4b, pois caso contrario, det Gy, = 0.

Teorema 4.19. Dado n > 3, sejam p1,- -, p, € R tais que Pp,(l)u=---=P,(ro—1)u=
Pu(ro+L)u=-- =P, (|2])u =0 para algum ro € {1,2,---,[25*]} tal que oy & 2.
Entao

0#a®=4b = [S(Ay)| > 2n< L 1).
(TO’ n)
Demonstra¢io. Ponha k = (rg,n). Pelos teoremas 4.10 e 4.18,
[S(Au)| = #{x € Z": Qx = 1} = #{x € Z": Q{"x = 1}.
Defina o conjunto

80:{(170707"' 70)7<1707”' 707_170707”' 70)7(1707'“ 707_1707”' 7071707"' 70)7}
—_————

k coordenadas k coordenadas k coordenadas

Observe que, em um vetor de n coordenadas, cabem 7 blocos de k coordenadas. Logo, ¢ um
nimero impar de blocos, uma vez que 7 ¢ 27Z. Defina entao

S:SO\{(]-;O; ,0,_1,07... 7() ’17()’ 70)}
—_———

k coordenadas k coordenadas k coordenadas

% blocos de k coordenadas

n__

 — 1 vetores diferentes, e

Dessa forma, S possui
Sc{xez":Q"x=1}.

Além disso, como o operador rot preserva a norma euclidiana, entdao para cada vetor v € §
tem-se

{#roti(v): i € {0,1,--- ,n—1}} c {x € Z": QMx =1}

Entao
U {£rot’(v): i € {0,1,--- ,;n—1}} C {x € Z": Q"Mx =1}

veS
Como cada rotagao gera um vetor diferente, a para cada rotacao ha dois vetores (opostos)
associados, tem-se #{+rot’(v): i € {0,1,--- ;n — 1}} = 2n. Como

Vi # vy = {drot'(vy):i € {0,1,--- ,n—1}} N {Erot’(ve): i € {0,1,--- ,n—1}} = @,

para quaisquer vi,ve € 8, e como S possui 7 — 1 elementos, entao

2n(2 — 1) < [S(AL).
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A cota inferior no Teorema 4.19 é maximizada ao minimizar (ry,n). Dessa forma, para
n impar toma-se ro = 1, enquanto que para n par, como ry nao pode ser impar, toma-se
ro = 2%, onde « é a poténcia de 2 na decomposi¢ao prima de n. Apresentamos na Figura
4.3 melhores cotas inferiores para cada n.

10°

10°
10

K 103

102

10

Lol b b el il

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
n

— cota superior de !,

cota inferior de &/,
_ K

K(Dn)
- K(An)
— K(Z")
- e cota inferior de k(A,) para n impar, A, tipo (1,2%) e 0 # a* = 4b
e cota inferior de k(A,) para n par, A, tipo (1,2%) e 0 # a? = 4b

Figura 4.3: Cota inferior para o kissing number de reticulados circulantes obtidos do Teorema
4.19 se ro = 2%. Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que para n impar, obtemos kissing numbers tao bons quanto os de D,. Além
disso, ao contrario do que o gréafico sugere, a cota inferior do kissing number de A, quando
n € 2Z\AZ, nao se aproxima do kissing number de A,,, uma vez que x(4,) —2n(5 —1) = 3n.
A ilusao ocorre pois o grafico tem seu eixo vertical na escala logaritmica.

Exemplo 4.20. Dadon > 3, sejam py,--+ ,p, € Reu = (py1, -, pn). Podemos desenvolver
cddigos em softwares que encontram solugées numeéricas para o sistema

P.(l)u=P,2u=---=Py(ro—1)u=Py(ro+)u=---=P,(5)u=0
0+#a%=4b ’
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onde rg € {1,2,---,[%5%]} com " & 27.

(T()vn)
Por exemplo, paran =9 e ry = 1, é solucao para o sistema:

p1 = 4.472360011072218

p2 = —29.666398854489902
ps = 9.939990273411874

ps = 133.7818721947125

ps = 132.97835421952914
pe = —1.5431563254234053
pr = 20.775902895645668
ps = 5.027880683129741

po = —3.54770969331386

Sabemos de antemao pelo Teorema 4.8 que det Gy, # 0, pois 0 # a® = 4b e ﬁ =9 ¢ 27.
E de fato,
det Gy = 3.20647 - 10".

Além disso, pelo Teorema 4.10, |A,| = "2—2 = w = 37051.6, e portanto

()

2
o) = |det G|

= 0.0220071
= §(Dy).

Agora, pelo Teorema 4.19, x(A,) > 144. Utilizando um software, podemos verificar que de
fato k(Ay) = #{x € Z": QVx =1} = 144,

Observacgao 1. Nas condigoes do exemplo anterior, nao encontramos solugoes reais para o
sistema quando 7o = 3. Porém, isso nao significa que toda solugao de P,(1)u = P,(2)u =
Pn(4)u = 0 implica em b < 0. Por exemplo, para

p1 = —2.26102
ps = —6.84173
p3 = —1.50927
ps = T.67675

ps = —6.23603
ps = —0.760659

pr = —3.02887
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ps = —7.40918
py = —0.431692

obtém-se P,(1)u = P,(2)u = P,(4)u = 0 e b = 107.928 > 0. Além disso, det G, =
—1.16334 - 10 # 0 e a® < 4b. Isso mostra também que a condigio oy €22, 0 # a® > 4b,

Po(l)u = Py(2)u = -+ = Pu(ro —1)u = Pu(ro + H)u = --- = Py(l5])u = 0, nao ¢é

necessaria para que det G, # 0, apesar de suficiente.

A dificuldade do método que apresentamos até aqui é encontrar solugoes nao-nulas para

o sistema

PoHu=P,2u="---=Py(ro—LHu=Py(ro+1u=---=P,([2))u=0
a’ = 4b

onde ro € {1,2,---,[“5*]} com oy € 2L.

Trata-se de um problema de programacao. Quanto maior n, maior o nimero de equagoes
a serem anuladas, o que dificulta o processamento. Além disso, a otimizacao de sistemas
nao-lineares que envolvem igualdades nao é um problema facil de se resolver. Nesse sentido,
em dimensdes altas é certamente mais conveniente resolver

1]
(a® — 4b)* + (Pp(r)u)? < e,

r=1

r#£710

para € > 0 suficientemente pequeno. A questao é se as solugdes para esse sistema adaptado
respeitam as propriedades discutidas até aqui.
Ja temos informagoes a respeito do minimo dos reticulados circulantes tipo (1,79) tais

n
r0,M)

razoavel para o determinante.

¢ 27 e 0 # a® = 4b. Para o calculo da densidade de centro, s6 resta uma expressao

que ¢

Teorema 4.21. Dado n > 3, sejam p1,--+ ,pn €ER eu= (p1, -+ ,pn). Se Pp(Hlu=---=

Pu(ro—1)u="Py(ro+1)u="---=P,(|2])u=0 para algum ry € {1,2,--- , | %]} tal que
(m”n) & 27, e se a® = 4b, entdo
det Gu = iﬁ

Demonstracio. Pelo Teorema 4.7, como a? = 4b, tem-se

n—1
det Gy = —a [[ (@ — 26+ 5(C7 + 7))
j=1

n—1
2

= —ab"T JI(G + 6,77 +2)

j=1
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Como (2,n) = 1, entdo (> é uma n-ésima raiz primitiva da unidade, bem como ¢,. Entao

—
3
—

n—

TG + G +2) =

j=

(G + 67 +2)

H
.
i :M
»- —

3

2

— H CTOJ C 7"0]

Jj=1

n—1

2

H C?"o] C 7"0]

[y

I
| ——|
<.

= [T+ ¢

= (GGG H G+ )

= [T G (G +¢.7)

j=1
n—1
= (1+ CQTO])
7j=1
n—1
= (1 + CTOJ)
7j=1
Agora, note que (" =1 < n|ry <= (m”n) | (#’n)j —
n 2n_ .. ((ron)=Ln
{(To,n)’ (ro,n)’ ) (ro,n) } LOgO’
n—1 ' |
[T+ ¢y =2tem=t T @+
=1 1<j<n—1
420]7&1

Além disso, tem-se

II @-¢) [I a+&)f= I a-¢m)= I a-¢»).
1<j<n—1 1<j<n—1 1<j<n—1 1<j<n—1
' #1 ' #1 ' #1 ' #1
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Na tltima igualdade utilizamos o fato de que {27 (707 £ 1,1 < j <n—1} = {07 ("I £
1,1 <j<n-1}. E de fato, seja (> um elemento do primeiro conjunto. Entao n t 2j
pois, caso contrdrio, terfamos n | j e portanto (" = 1, o que ndo ocorre. Seja entdo
le{l,---,n—1} tal que 2j = I. Entdo (¥ = (7% = (™! e portanto vale a primeira
inclusdo. Para a segunda inclusio, basta observar que "/ = (2! onde [ = i se j é par, e
= "” se j ¢ impar. E licito tomar [ dessa forma. De fato, em primeiro lugar ”—” <n-—1

Ora, se tivéssemos 2 > n, entdo j > n (absurdo) Em segundo lugar, Cn " £ 1, j4 que,
caso Contrério terlamos n | ”” o, . Dai, dq € Z tal que j = ”(2%;07(20)’")).
Logo, (T 2 ] 7, 0 que € absurdo pois (77 75 1 Verlﬁca—se que [ = § também ¢ apropriado
(quando j é par), sem dificuldade.
Assim,
[I 0+¢7)=1,
1<j<n—1
09 41
e portanto,
ot Gy = — g =

Novamente, pelo

Suponha agora n par. Como por hipotes
Teorema 4.7 e como a? = 4b,

nT_Q . .
der Gy = 2 T (02 (G0 + 7))
j=1
n—2
= :|:a2bn772 H (C:;OJ' + C;TOJ' + 2)
j=1
+¢. 77+ 2).
Ponha k = (rg,n). Dessa forma, (" = :%k Além disso, como } ¢ 27Z, entao (,2) = 1.
Assim,
=y | 2
TLGo+ ¢ +2) = T (Gh+ Gl +2)

=1

3
|

<
Il
SIS

2rgJ 27‘0j

ST (B o)

I
||'::w‘
N =

3
|

»

<.
Il
—
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n—2

= [1(7 + 6™

7j=1

N ‘

n—2

— [ TIG +¢m)

v ‘

<.
Il
—_

= o H CTOJ C T’oy
<n2 +Cn Jj=1

lj CTOJ +§ TOﬂ

n—1

= (GG THE +6)
—— ———

it
-1 J

1n1

_ H CTOJ CT'OJ +< 7"0])

_] 1

(1467

2roj)
roJ
(Hwk)

(1+G).

T
L

3 <.
[
—_

3 .

[l

—_
7N
[
+
J\

3 <.
Il
—

N | — N | — DN | — N | —

<.
I
—

n—1

Mas vimos que H (14 ¢rod) 9(ro;m)—1 H (14 (7). Novamente,
J=1 1<j<n-—1
o7 #1

I[I a-¢») [I a+¢) = I a-¢&r)

1<j<n—1 1<j<n—1 1<j<n—1

G #1 G #1 G#1
H ( C2T£j
= 1—
k
1<j<n—1 "
Toj#l
T0J
- H L =Gk
1<j<n 1( " )
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- H (]‘ - C?goj)7
1<j<n—1
¢ #1

2roJ ) 07 .
onde usamos o fato de que {Cn/kk 2T £1,1<5< n—l} = {Cn’“k: ol £1,1<5< n—l},
o que pode ser mostrado completamente analogamente ao que foi feito anteriormente, por
dupla inclusdo, notando que ? {25 para todo j € {1,2,--- ,n — 1} com (") # 1, e que CZ/k

é uma *-ésima raiz primitiva da unidade.

k
Logo,
n—1
10+ ) = 2
j=1
e portanto
_ " (ro,n)—2 __ a”
det Gy = j:—zn_22 = j:72n_(m’n).
]
Corolario 6. Dado n > 3, sejam p1, -+ ,p, € Reu= (p1,--+,pn). Se Pp(llu=---=
Pulro —1)u = Py(ro+1)u =--- = Py(|%])u = 0 para algum ry € {1,2,---, [%7*]} tal
que 2 & 27, e se 0 # a® = 4b, entao
1
Ohw) = Sy
Demonstragio. Por hipdtese, vimos que |Ay| = % e det Gy = F 5= Logo,
()
2
d(Ay) =
() |det Gy
a|>"
_ 2n—(r0,n) (2\/5
jal”
2n7(r0,n)
pu— 27717—"_%
B 1
- 2(r0,n)+%
]

Observe que, em particular, se (rg,n) = 1 (o que 86 é possivel se n for impar), entao
d(Aw) = 0(D,,). Além disso, se n é par, entdo §(Ay) < 0(D,). A melhor densidade de centro

¢ obtida dessa forma quando r = 7y minimiza min {(r, n):re{l,2,--, %5}, o & 22},
isto é, quando 7o = 1 se n é impar e rg = 2% se n é par, onde « é a poténcia de 2 na

decomposi¢ao prima de n.
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10!
107!
1073
)
10~°

1077

melhor ¢ provado para reticulados
melhor 0 conhecido para reticulados
d(Dy,)
— d(Ay)
— S(Zm)
e §(A,) para n impar, Ay tipo (1,2%) e 0 # a® = 4b
d(Ay) para n par, Ay tipo (1,2%) e 0 # a® = 4b

[}

Figura 4.4: Densidade de centro de reticulados circulantes obtidos do Corolério 6 se rqg = 2.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Vale observar que, se n € 2Z\4Z, entao ro = 2 é a melhor escolha para maximizar §(A,)
dentro de nossas hipdteses, e consequentemente

1
25(n+ 1)z~ 2273

I(An) > 0(Ay) = = 4> (n+1) < 15>n.

Portanto, §(Ay) passa a ser maior que §(A,) a partir de n = 18, nesse caso.

4.2.2 O casory=73
Do Corolério 5, se n é par e Pp(l)u = Py(2)u = --- = P,(% —1)u = 0, entao |z[* é
n
da forma (a? — 2b) Zw? + 4bP,, (%) x. Novamente, gostariamos de uma condigao para que

i=1
det Gy # 0.

Teorema 4.22. Dado n > 2 par, sejam py1, -+ ,pn €E R eu = (p1, -+ ,pn). Se Py(l)u =
Pu2Qu=---=Py(% —1)u=0, entio a®> > 4b. Além disso, se D ¢ a forma quadrdtica em



Reticulados circulantes tipo (1,19) 83

Z definida por
Dx = (a® —2b) > a7 + 40P, (%) x,

=1

entao sao equivalentes:

(i) det Gy, # 0;

(ii) D € positiva definida;
(iii) 0 # a® > 4b.

Demonstragio. Observe que a*—4b = a?—2b—2b = pi+--+p2—2P, (%) u="> (p;—p;)* > 0.

ij€ln
1<)
j-i=t
Portanto, a? > 4b. Agora,
o ((i) = (i)
Anélogo a demonstragdo do Teorema 4.8.
o ((ii) = (iii))
Pelo Teorema 4.7, como Cn% =(n L —1, entao
a2 n n
+a? ] (a2—2b+b( 7?]—1-@_5])) se % é par
det Gu = 7=l n—2
+ayv/a? =4 [] (o =26+ b(¢? +¢a 2')) se % é impar
j=1
+a® [] (a® — 2b+ 2b(—1)) sen €47
+ava® —4b [] (a* — 2b+2b(—1)) se n € 2Z\AZ
j=1

Como a? > 4b, entdo det Gy # 0 se, e somente se, 0 # a? > 4b.

]

Buscamos novamente uma relagdo conveniente entre a? e b para maximizar |S(A,)| e
d(Au). Recordando do Lema 4.2 que (u, rot? (u)) = 2P, (%) u, se quisermos seguir a mesma
motivacao geométrica da secao anterior, entdo queremos a® — 2b = |lul|* = 2(u, rot%(u» =
4P, (%) u = 4b, isto é, a> = 6b. Nesse caso, se u ¢ minimo, u — rot%(u) também o é, bem
como qualquer rotacao de u. Vejamos um exemplo na pratica.
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Digamos que A, C R? u # 0 seja um vetor minimo e 2(u,rot(u)) = (u,u). A condigao
2(u,rot(u)) = (u,u) significa que rot(u) esta tdo préximo da origem quando de u. De
fato, [[u — rot(u)|* = (u — rot(u),u — rot(u)) = (u,u) + (rot(u),rot(u)) — 2(u,rot(u)) =
2(u,u) — 2(u,rot(u)) = (u,u) = ||ul|?> = ||rot(u)||*>. Consequentemente, o vetor u — rot(u)
também cumpre essa propriedade: [|u — (u —rot(u))||? = ||rot(u)||* = |[u — rot(u)||?>. Dessa
forma, os vetores rot(u) e u—rot(u) pertencem a interseccao entre a circunferéncia centrada

na origem com raio |[uf|, e & reta perpendicular a u que passa por %u.

\
__\rot(u)
e A
\ ~
/, \ \\
’ \
Y
1 \
1 \ ‘u
| ° \ 1
\ o
\ A
\ Vs
N L
AN L7y —
<o __-2"u—rot(u)

Figura 4.5: Construgao de rot(u). Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, se u é minimo, entdo rot(u) e u — rot(u) também o sdo. Portanto, temos
{u,rot(u), u —rot(u), —u, —rot(u),rot(u) —u} C S(Ay). Sabemos que o kissing number de

um reticulado em R? é no maximo 6, e consequentemente
{u,rot(u),u — rot(u), —u, —rot(u), rot(u) — u} = S(A,).

Esses vetores sao todos diferentes por construcao, ja que rot(u) e u — rot(u) nao podem ser

opostos por pertencerem a uma mesma reta que nao passa pela origem.

v rot(u)
rot(u) —u 777

/‘ \ N

1 \ N

1 \ »

‘u

: e\

\ O \ 1

R Vo
—u Vs
\\ .

Se---" \\ll - I.Ot(u)

—rot(u) '

Figura 4.6: Construcdo de vetores minimos se u é minimo e 2(u,rot(u)) = (u,u). Fonte:
Elaborado pelo autor.

Portanto, |S(Ay)| = 6. Pelo Teorema 2.15, construimos o reticulado hexagonal, desde

que haja de fato solu¢ao nao-nula para

2(u,rot(u)) = (u,u) (4.5)
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tal que u seja um vetor minimo. Veremos que isso de fato é possivel.

Definigdo 4.23. Sejamn > 2 er € {1,2,---,|2]}. Defina a forma quadratica R : Z" —
7, por

R"Wx =3 a? — P,(r) x.

i=1
Teorema 4.24. Dado n > 2 par, sejam pi,--- , pn € R tais que Pp(l)u=P,(2Ju="---=
Pu(3 —1)u=0. Entio, se 0# a®> = —2b ou 0 # a* = 6b, tem-se

2a%>  sea’= —2b
Au - 2 2 )
Al % se a® = 6b

#:{x € Z"\{0}: R(%n)x =1¢ sea®>=—2b
#xEZ"\{O}:Q%le se a® = 6b

Demonstragio. Se 0 # a®> = —20b, entdo a*> — 2b = —4b = 2a? e, pelo Teorema 4.22, Vx =
(-7317 o 7'7371) S Zn’

Dx = 2a2<2x? —Pu(3) X) > 0,
i=1

onde vale a igualdade se, e somente se, x = 0, ja que D é positiva definida. Dai, se x # 0,
como a? > 0, tem-se
n
R(%”)x = zjle +Pu(5)x >0,
1=
isto é,
(n) 2 n
Ry'x = 2:1951 +Pu(5)x>1,
=
pois xy, -+ ,x, € Z.
Agora, observe que

X = (z1, - ,2,) = (1,0,--- ,0) = R(gn)xzzx?_pn(%)xzy

i=1

Portanto, {Dx: x € Z"\{0}} ¢ limitado inferiormente por 2a?, ao mesmo tempo que
D(1,0,---,0) = 2a®. Portanto,

|Ay| == min{Dx: x € Z"\{0}} = 2a?,

[S(Au)] =#D""({|Aul})
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=#D""({2a"})
=#{x € Z"\{0}: Dx = 2a*}

:#{x € 2"\{0}: RYx = 1}.
ara a® = € analogo, com » " a0 1INVeS de n’.
Para a2 = 6b, é anélogo, Q(:) invés d R(2”> O

Aplicando o Teorema 4.24 para n = 2, nao ha sistema a ser resolvido, e portanto 0 #
a* = 6b implica diretamente que [[ul|* = a® — 2b = 2a® = |Ay], isto ¢, que u ¢ minimo.
Entéao, pelo que foi observado na Equagao (4.5) construimos o reticulado hexagonal desde
que haja uma solugao real ndo-nula para 2(u,rot(u)) = (u,u), ou equivalentemente, uma
solucdo real para 0 # a®> = 6b. Note que, para a equivaléncia, usamos a Proposicao 4.3:
6b 40 < 6Py(1)u#0 <= (u,rot(u)) #0 <= (u,u) #0 <= u # 0. Agora,
2(u,rot(u)) = (u,u) pode ser reescrito como 4p1py = p? + p3. Felizmente, essa equagao
possui infinitas solu¢bes reais nao-nulas. De fato, para cada p; fixado, ha duas solugoes
p2 = p1(2 £ v/3), representadas na Figura 4.7.

P24

Ra)'d
iy

Figura 4.7: Solugdes nao-nulas para 4p;ps = p? + p3. Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo 4.25. Considere u = (1,2 — \/3) Entao a®> = (1 + 2 — \/3)2 =12 — 63 =
6(2 — v/3) = 6b. Pelo Teorema 4.24, tem-se |Ay| = 24 = a® — 2b = 8 — 44/3. Agora, observe
que |[u —rot(u)]|? = [[(=1 + V3,1 — V/3)||> = 8 — 4v/3. Assim, +{u, rot(u),u — rot(u)} =
+{(1,2—/3),(2—+/3,1), (=1+v/3,1—-v/3)} C S(A,). Do Teorema 2.15 tem-se |S(Ay)| < 6,
e portanto

+{(1,2=v3),(2=V3,1), (-1 + V3,1 = V3)} = S(Ay)

[S(Au)| = 6.

E claro que poderfamos calcular |S(Ay)| através do préprio Teorema 4.24, verificando através
de um software que

1S(Aw)| = #{x € Z*\{0}: 2% + 22 + 2129 = 1} = 6.
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Portanto, trata-se de um reticulado semelhante ao hexagonal, representado pela Figura 4.8.

Figura 4.8: Reticulado A ,_ 3. Fonte: Elaborado pelo autor.

Na secao anterior, tinhamos a necessidade de que b > 0, pois trabalhamos sobre a hipdtese
a? = 4b. Agora, tendo em vista o Teorema 4.24, ndo temos mais esse obstdculo. A questdao
se torna, porém, se conseguimos novamente gerar reticulados com alta densidade de centro
e kissing number. Isso depende, evidentemente, de det G, e da quantidade de solu¢bes para
Q(%”)x =1le R(%")X =1em Z".

Teorema 4.26. Dado n > 2 par, sejam p1,--- , p, € R tais que Pp(l)u=P,(2)u="---=
Pu(3 —1)u=0. Entio, se 0# a® = —2b ou 0 # a* = 6b, tem-se S(Ay) > 3n.

Demonstracao. Basta observar que (1,0,---,0,—1,0,---,0) é solugao para Q(ﬂn)x =1, bem
—_—— 2

5 coordenadas

como suas 5 rotagoes e opostos, totalizando n solugoes. Também sao solugoes as 2n rotagoes
e opostos de (1,0,---,0). ]

Teorema 4.27. Dado n > 2 par, sejam p1, - ,pn €E R eu = (p1, - ,pn). Se Py(1)u =
= = Pn(% —1)u = 0 entdo det Gy = +a"371 se a®> = 6b, e det G, = +a"37 se
a? = —2b.

Demonstragao. Suponha primeiramente que n € 4Z. Entao § € 2Z, donde, pelo Teorema
4.7,

det Gy = xa® [ {(f —2b+b< 2’ +Cn‘2’)]

<
SIS

3

= 442 H {az —2b+ 26(_1)j]

=

[y
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Como n € 4Z, entao ”;2 ¢ 27, e portanto ha "7* ntimeros pares no intervalo [1, %5

1
Logo, se a?> = 6b, entdo

det Gy — +a2(2)" [] [2 4 (—1)1']

= +4"371,

e se a® = —2b,
nT72
det Gy = +a?(20)"% [ [— 24 (-1)3}
j=1
— tan ] [— 24 (-1)]}
j=1

= +q"37%.

Suponha agora que n € 2Z\47Z. Nesse caso, mais uma vez pelo Teorema 4.7,

=5 n .
det Gy = tava® —4b [ {aQ —2b+ b( 2+ €;2]>:|
j=1

n—2
N

= tava® —4b [] {az —2b+ 217(—1)]]
j=1

Como n € 2Z\47Z, entdo “52 ¢ 27, e portanto ha “72 ntimeros pares no intervalo [1, %
Logo, se a®> = 6b, entdo

n—2
n—2

v ‘

det Gy = +a(2b)27"2 [2 + (—1)3}

1+ ]

Il
—

j

= :I:a"3_7

“’.:1\

— 4q"3 T 3T
= +a"377,
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e se a®> = —2b,
n—2
1 n 2 2
det Gy = +a(3a?)z (2b) { ]}
j=1
1 nT_Q :
— a3t [T |~ 2+ (-1)]
j=1
R
= +4a"37.

Corolario 7. Dado n > 2 par, sejam py, - - - ,pne]Reu_(pl ). Se Pu(lu=--- =

10! \ \
Ogoglp
i 5O Boogopgob
IIDDDDDDDDDDDDD
1072 1
)
1072
-8 \ ! ! ! | |
10 5 10 15 20 25 30 35
n
" melhor 0 provado para reticulados
O melhor § conhecido para reticulados
5(Dy)
— 0(An)
0(Aw) para n par, Ay tipo (1,%) e 0 # a* € {—2b,6b}

Figura 4.9: Densidade de centro de reticulados circulantes obtidos do Corolario 7. Fonte:
Elaborado pelo autor.

Observe que, dessa forma, obtemos o reticulado hexagonal para n = 2, o melhor nessa
dimensao. A partir de n = 4, tem-se 6(A,) < 0(A4,), e consequentemente obtemos densidades
piores do que os da segdo anterior para n € 2Z\4Z. Dessa forma, como a Figura 4.9 sugere,
apesar do fato de que dentro de nossas hipoteses tem-se §(Ay) > d(Z"™), a diferenga nao é
substancial. A vantagem em relacdo ao caso 19 # § ¢ que agora construimos reticulados
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para quando n é uma poténcia de 2, o que antes nao era possivel por conta da condigao
¢ 27.

(ro, n)

4.3 Reticulados circulantes tipo (2, k)

Até aqui, utilizamos a estratégia de anular os pardmetros P,(r)u, mas podemos, natu-
ralmente, buscar outras estratégias. Por exemplo, supondo que existem solucoes reais para

PoDu=P,QQu="---=P,([%)u=Fk, e P,(% )u—Esenepar entao

o

Dx = (a* —2b) Zx + 23 Pu(r) uPn(r) x + 47, Pu(3) uPu() x
r=1
L3]

(a® — 2b) Zx +2kZP
(a® — 2b) Zx +2k Y wix,

1,J€In
1<j

14+(—1)"
==

Denominaremos um reticulado A, nessas condigoes de reticulado circulante tipo (2, k).

onde 7, :=

Dentro dessas hipoteses, tem-se

15
b=> Pu(r)u==%n-1).

r=1

Geometricamente, pelo Lema 4.2, a hipdtese é equivalente a
(u,rot"(u)) =k (4.6)

para todor € {1,2,--- ,[2]}. Equivalentemente, dividindo cada equacéo por |[u||?, obtemos
que o angulo entre u e qualquer rotacao de u é o mesmo.
Antes de prosseguir, notemos que, Vj € {1,2,--- ,n—1}, tem-se ¢ # 1, pois n { j. Entao

t"—1

aplicando o polindémio 1 +¢ + - +¢""1 = .~ sobre ¢J, tem-se que

n—1
m=1

seja qual for j € {1,2,--- ,n — 1}.
Agora, em particular, se n é impar,

n—1

det Gu = [ (p1 + poGl + -+ + p 1)

=0
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n—1
= (pr+ -t pa) [Tor + p2G 44 )
j=1
n—1

= —a [ (pr+ oG+ o) (o1 + a7 o o T

v ‘

.
Il
_

:_aﬁ (pl -+pi+Pn(1>u<<£+<;j>+---+Pn<”51>U(CFj+<"_Tj>)

H @t = 2b+ k(G + GV 4+ )

J=1
nl
:—aH (a> —2b—k

a?—2b#k
a#0

Por outro lado, se n é par, entao, observando os cédlculos feitos no Teorema 4.7,

donde det Gy # 0 <=

n n 2
<m+m@+m+~ﬁwwﬁw&ﬂ=4m—m+m+%4—%f

=a’>—4> Pu(r)u

1<r<%
r impar
=a*—nk
=a?-20—k
> 0.
Dessa forma, como (Z = (, 2 = —1,
n—1 )
det Gy = [[ (o1 + p2d + -+ + pl ™)
j=0

I
—

n
= (pr+--Fpa)pr = p2+ -+ pa1 = pa) [ (o1 + o2 + -+ 057 1)
j
j

I3 =

2

=+tava®—2b— H (o1 + PGl + -+ p0 V) (o1 + paG? + - 4 9, M)
7j=1

= *ava® —2b—k H( ot g P u (G + G o Pa(B)u (6 + 6 )

7j=1

= iamﬂ (P4 P2+ Pau(Gh+ G o+ Pa(B)u (68 +¢3))
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n—2
=
= +ava2—2b—k H (a2 —2b+ k(g{1 € g;{;j 4o C%(nfl)))
j=1
n—2

2
=+ava? - 2b—k [[ (a® — 20— k),
j=1

a’> —2b>k
a+#0

nossas hipoteses, tem-se a®> — 2b — k > 0, e portanto a® — 20 > k <= a®> — 2b # k.
Se a? — 2b = 2k # 0, entao

. E pertinente notar, no entanto, que dentro de

donde det Gy # 0 <= {

x#0 = Dx=2k(2x?+2xim]~) > 2k,

=1 ijely
i<j

e D(1,0,---,0) = 2k. Assim, [Ay| = 2k = a® — 2b. Como b = k5%, entdo, a® — 2b = 2k

se ¢ somente se a2 = k(n + 1). Nesse caso, tem-se também que |det G| = |a|k™T =

(k(n+1))2k" =k (n+1)2. Assim,
()

2

B O (2k)F
|det Gu| — 2nk3(n +1)3

5(Ay) =275 (n+1)72 = §(4,).

n
Além disso, a forma quadratica Z r3+ Z x;x; = 1 possui no minimo n(n+1) solugoes.
i=1 i,j€In
i<j
De fato, sdo solugoes os vetores (1,0,---,0,—1,0,--- ,0) e suas n—1 outras possiveis rotagoes

uma coordenada =—1
e o restante nulo

(totalizando n(n — 1) solugoes), bem como (1,0,---,0) e suas rotagoes e opostos (mais 2n
solugoes). Consequentemente, |S(Ay)| > n(n+1) = k(4,).

Teorema 4.28. Dado n > 2, sejam p1,-+- ,pn € R eu= (p1,-+-,pn) tais que P,(1)u =
=P (5 u=k eP,(%)u=1=%

a?—2b# k
a#0

Se n € impar, entao det Gy # 0 <— . Sen épar, entdo a®> —2b >k, e

a?—2b>k
a#0

Além disso, se a®—2b = 2k, entdo |det Gy| = k2 (n+1)2, |Ay| = 2k, |S(Ay)| > n(n+1) =
K(Ap) e 6(Ay) =272 (n+1)"2 = §(A,).

além disso, det Gy # 0 <— {

Tendo em vista a equagdo (4.6) discutida anteriormente, temos que a® — 20 = 2k é

equivalente a (u,u) = 2(u,rot"(u)) para todo r € {1,2,---,[ 5]}, isto é, os vetores rot"(u)

e u — rot"(u) estao tao préximos da origem quanto de u, como discutido na sec¢ao anterior.
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733(1) u=1
a? —2b=2
ed(Ay) = 4%/5. Além disso, é possivel calcular por meio de um software todas as solugoes de

Exemplo 4.29. Sen = 3, entdao u = (1,0, 1) é solugao para { . Entao |[A,| =2

n
fo + inmj = 1. A saber, sao 12 solucoes. Nesse caso, A, ~ As, pois Az é o reticulado
i=1 ijely

i<j
de maior densidade de centro para n = 3, e é Unico com essa propriedade, a menos de
semelhanca.

Se n = 5, entao

p1 = 0.3112182833461997
p2 = —0.16611209524121553
ps = 1.0259962143727757
ps = 0.5855997148416358
ps = 0.6927876254637826

P.(l)u=P,(2)u=1

oo . Nesse caso, 6(Ay) = §(As5).

é solucao para {

Observe que nao podemos fazer o mesmo para n par e P,(3)u = 0 apesar de obtermos
uma expressao simplificada para Dx. Com efeito, nesse caso, det G possui um fator nulo
se a? — 2b = 2k. De fato, como b = "?_2/@ entao se em particular n € 47, basta observar
utilizando os calculos no Teorema 4.7 que

(pr—=p2t = purtpa) =a” =4 Y Pu(r)u=a®—nk

1<r<%

r {mpar
=a’>—2(b+k)
=a® —2b—2k.

Logo, se a? —2b = 2k, tem-se det G, = 0. Agora, se por outro lado n € 2Z\47Z, entio o fator
(p1+ p2Cl + -+ plP=Y3) (py + poC? + -+ - + p,,™7D7) de det Gy, pode ser reescrito como

pf+...+pi+7>n(1)u(gg+gj)+...+7>n(;)u( §j+§;3j>
= pf + .. +pi +73’n(1)u(§£ +C}:j) + ... +Pn(% ~1u (Q(Lg—l)j +Cn—(’;—1)j>

=a’—2b+ k(Cqu + ng + -+ Cngil)j + Cﬁgﬂ)j 4ot Cr(zn_l)j . C§]>
—a2 -2+ /{Z(—l _ (_1)1)7

e portanto, se a®> — 2b = 2k, tem-se det G = 0.
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Semelhantemente supor P,(3)u = k também implica em det G, = 0. De fato, como
Cn = Cn = —1, entdo o fator (py + paCl+- - -+ p{" V) (py 4+ pa 7 4+ - -+ p; "V de det G,

pode ser reescrito como

p%+---+pi+73n(1>u<<z+<;j>+-~-+Pn<g>u(éﬁcﬁf')

— Pt PaDu (G G+ Pa3)u (6 )
= a® = 26+ k(G + G+ (I 4 (<1))
=a®> —2b+ k(=1 + (=1)).

Logo para j impar, obtém-se o fator a? —2b—2k. Consequentemente, para n par e P,(1) u =
= P,(%)u = k, ndo podemos supor a® — 2b = 2k.



5 Conclusao

A fim de simplificar a norma de um vetor arbitrario de um reticulado circulante determi-
nado por u, vimos que podemos construir reticulados tao densos quanto classes conhecidas
como D, e A,.

Podemos por exemplo simplificar a norma zerando todos os pardmetros P, (r) u, exceto
por no maximo r = rg, onde ﬁ é impar. Isso significa resolver um sistema de equagoes
nao-lineares. O significado geométrico, por sua vez, é encontrar u ortogonal a suas rotagoes,
exceto pela rg-ésima. Podemos adicionar a isso a hipdtese (u,u) = 2(u,rot™(u)), o que
significa geometricamente que a rg-ésima rotagao de u esta tao préxima da origem quanto
de u. Encontramos como consequéncia reticulados tao densos quanto D, para n impar, o
reticulado hexagonal para n = 2, e reticulados mais densos que A, para n € 2Z\4Z a partir
de n = 18.

Outra possibilidade que exploramos, a fim de simplificar a expressao da norma, foi exigir
que o produto interno entre u e qualquer rotagdao é sempre o mesmo. Isso significa que o
vetor u faz um mesmo angulo com qualquer rotacdo. Impondo (u,u) = 2(u,rot”(u)) para
todo r, encontramos dessa forma reticulados com a mesma densidade de A,,, para qualquer
dimensao.

A dificuldade de nosso método é encontrar solugoes para sistemas nao-lineares. Isto é,
trata-se de um problema de otimizagao, que é dificultado com o aumento de n. Uma pergunta
razoavel que se coloca é: quais outras hipdteses podemos impor sobre u de modo a gerar
outros reticulados eventualmente melhores? A vantagem é que o assunto pode ser explorado
computacionalmente. Nosso método fornece expressoes para o minimo e o determinante em
funcao dos parametros determinados por u, como a e b. Mas nada impede que se coloque
uma hipotese sobre u de modo que se calcule a norma minima e outros parametros através

de outros métodos, como algoritmos computacionais que existem na literatura.
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