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Resumo

Neste trabalho fazemos uma andlise da classe dos métodos estendidos de
passo um, que tem sido propostos na literatura, para a resolucao de equagoes
diferenciais que apresentam solugoes oscilatérias. Problemas desse tipo ocorrem
freqiientemente na pratica e, em geral, oferecem dificuldades para os codigos exis-
tentes. Para um melhor desempenho dos métodos, algumas propriedades de esta-
bilidade sdo exigidas. Os métodos estudados foram testados computacionalmente
em problemas de interesse pratico e os resultados comparados com outra classe

de métodos proposta para a resolu¢ao de problemas com solugoes oscilatorias.




Abstract

In this work we analyse the class of extended one-step methods, that has been
proposed in the literature, for the numerical integration of differential equations
which possess oscillating solutions. Problems of this type frequently occur in
practice and, in general, they offer some difficulties for the existing codes. For a
better performance of the methods, some stability properties are requested. The
studied methods are numerically tested on problems of practical interest and the
results compared with another class of methods proposed for the integration of

problems with oscillating solutions.
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Introducao

Ao tentar modelar um fen6meno ou experimento, principalmente problemas que
descrevem fenémenos fisicos, quimicos e biolégicos, nos deparamos freqiiente-
mente com as equagoes diferenciais ordinarias (EDQO). Estas equagdes, quando
associadas a uma condigdo inicial, constituem o que denominamos um problema
de valor inicial (PVI).

Em sua grande maioria, as modelagens que resultam num PVI, nido possuem
solucdo analitica explicitdvel. Sendo assim, recorremos as técnicas numéricas
para solucionar esses problemas, uma vez garantida a existéncia e unicidade da
solu¢do do PVI num certo intervalo. Essas técnicas numéricas, também chamadas
de métodos numeéricos, geram aproximacgoes em diferentes pontos do intervalo de
existéncia da solugao. Assim, as pesquisas nesta area sao voltadas para a busca
dc métodos numéricos quc geram aproximagocs com a precisao descjada, ¢ além
disso, com o menor esforgo computacional possivel.

A escolha de um método para resolver numericamente um PVI exige muitas
consideracoes. Em geral, escolhem-se os métodos de passo um, particularmente
os pertencentes a classe de Runge-Kutta', em virtude de serem auto-iniciaveis,
de sua precisao e do fato de serem faceis de programar. Entretanto, uma séria
desvantagem destes métodos é que exigem muitos célculos da fungdo para cada

passo.

ICarl C. T. Runge(1856-1927) Professor alemao de matematica aplicada na Universidade
de Géttingen, Runge elaborou esse método numeérico por volta de 1895 e M. W. Kutta ampliou-
o em 1901. Na matematica, Runge também deu contribuicao notavel no campo das equagoes
diofantinas. Na fisica, Runge é lembrado por seu trabalho sobre o efeito de Zeeman.

Martin W. Kutta(1867-1944) Também um matematico aplicado alemao, Kutta deu con-

tribuigao significativa no campo da aerodinimica.
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Introducao

Uma outra classe é a dos métodos lineares de passo multiplo, a qual nio tem
a caracteristica de ser auto-iniciavel mas, utiliza o célculo da fungao em passos
anteriores e calcula apenas uma nova fungao para cada passo, o que pode levar a
uma economia no tempo de execugao e a um menor esforgo computacional.

Entretanto, tanto a classe dos métodos de Runge-Kutta quanto a classe dos
métodos lineares de passo miltiplo, nao resolvem, em geral, com a precisao de-
sejada os PVI's que possuem solugoes oscilatérias. Consideraveis investigagoes
tém sido feitas na busca de propriedades e métodos mais adequados para estes
problemas. Brusa e Nigro [1] foram os pioneiros a usar uma propriedade chamada
phase-lag como uma ferramenta para analisar o comportamento de métodos para
a resolugao numérica de problemas com solucao oscilatéria. A partir dai, varios
métodos tém sido propostos para a solugdo de sistcmas de cquagdes diferencias de
primeira e segunda ordem, que apresentam solugdes oscilatérias. Entre os varios
artigos publicados, citamos Lambert [12], Van der Hower e Sommeijer [19], [20],
[21], Sideris e Simos [16], Calvo e outros [4].

O objetivo principal desse trabalho é fazer um estudo da estabilidade dos
chamados métodos estendidos de passo um, que trazem embutidos a sua cons-
trucao propriedades que asseguram um melhor desempenho, quando o problema
apresenta solugoes oscilatérias.

Os métodos estendidos, foram inicialmente propostos em [7| para a resolugao
de PVI do tipo stiff. Eles sao obtidos pelo acoplamento de métodos lineares de
passo multiplo e, apesar de serem implicitos e de passo um, utilizam informagoes
nos pontos imediatamente posteriores ao ponto de integragao.

Mais recentemente, em 1998, Chawla e Al-Zanaid [8], analisaram a estabili-
dade da classe dos métodos estendidos de passo um para a integracao numérica de
PVIde 12 ordem com solugoes oscilatérias e obtiveram métodos nao-dissipativos

de ordem 2 a 5, os quais apresentamos em detalhes nos Capitulos 1 e 2. Em [22]

e [17], foi mostrado que é possivel obter familias de métodos estendidos de passo-

um com ordens 6 ¢ 7, mas mostramos, no capitulo 2, quc ndo cxistern métodos
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Introducao

nao-dissipativos pertencentes a esta familia.

Em 1999, Chawla, Al-Zanaid e Al-Ghonaim [5], propuseram uma nova classe
de métodos estendidos de passo-um unicamente implicitos, aplicaveis diretamente
a PVD’s de segunda ordem que possuem solugdes oscilatérias. Eles buscavam
métodos que satisfizessem & propriedade da P-estabilidade [12], pois isso assegu-
raria uma melhor performance dos métodos quando aplicados em problemas os-
cilatérios. Os métodos unicamente implicitos possuem uma caracteristica seme-

lhante aos dos métodos estendidos ditos anteriormente. Eles exigem, além do

célculo do deslocamento, y,41 (parte implicita), o calculo da velocidade, y,,,

(parte explicita). Noés mostramos, no Capitulo 3, a obtencao desses métodos e
analisamos suas propriedades de estabilidade.

Uma outra classc de métodos proposta para a resolugao dec PVI's de scgunda
ordem com solugoes oscilatérias é a dos métodos de Runge-Kutta-Nystrom dia-
gonalmente implicitos (DIRKN). Van der Houwen e Sommeijer [21], em 1989,
construiram os métodos DIRKN P-estaveis de ordem 2 com 1, 2 e 3 estdgios. Em
1990, Sharp, Fine e Burrage [15], analisaram a estabilidade dos métodos DIRKN
de ordem 3 e 4 de 2 e 3 estagios, respectivamente. Eles chegaram & nao existéncia
de métodos DIRKN P-estaveis de ordem 3 e 2 estadgios mas, conseguiram uma
familia de métodos DIRKN P-estaveis de ordem 4 e 3 estagios. Entretanto a
obtencao desses métodos é bastante complexa. Apresentamos, no Capitulo 4,
apenas a construgao dos métodos de 1 e 2 estagios, pois nossa intencao é mostrar
a dificuldade de obter métodos DIRKN de ordem superior a 2, o que é uma
desvantagem em relagdo aos métodos estendidos unicamente implicitos.

Todos os métodos estudados foram implementados e testados em PVI’s os-
cilatérios encontrados na literatura. No capitulo 5, apresentamos os resulta-
dos numeéricos obtidos. Analisamos o erro absoluto, diferenca em médulo entre
solugao aproximada e exata, comparando os métodos entre si.

E para finalizar, apresentamos, no Capitulo 6, nossas consideracoes finais,

analisando o trabalho dc uma mancira mais ampla.

10

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Capitulo 1

Métodos Estendidos de Passo-um

1.1 Introducao

Estamos interessados na resolugao de um PVI de primeira ordem do tipo

vy = f(t,y)
y(t) = 7

que possui solugdes oscilatérias. Brusa e Nigro [1] foram os primeiros que conside-

(1.1)

raram aplicagoes dos métodos de Runge-Kutta (RK) para solucao de problemas
oscilatérios e introduziram a propriedade phase-lag como uma ferramenta para
analisar o comportamento dos métodos para esses problemas. Desde entao varias
classes de métodos de RK tem sido propostas, dentre as quais citamos o trabalho
de Van der Houwen e Sommeijer [19], Calvo e outros [4].

Mais recentemente, Chawla e Al-Zanaid (8], analisaram a estabilidade de
métodos estendidos de passo um, para problemas oscilatérios. Descrevemos a
seguir a forma classica usada para analisar a estabilidade dos métodos de passo-
um.

Seja a malha de pontos ¢, =ty + nh, n =0,1,2,..., onde h é o comprimento
do passo, y, = y(t,) sendo y(t,) a solugédo exata no ponto t, e y, a solugao

aproximada do PVI (1.1) e, f, = f(%a, Yn)-

11




1.1 Introdugao

Consideremos o método geral de passo-um para o problema (1.1) escrito na

forma:
Yng1 = yn+hd’f(yn+hyn:tnih) (1‘2)

Para estudarmos a estabilidade dos métodos numeéricos para PVI de primeira

ordem com solugées oscilatérias, tomamos a seguinte equacgao teste

Yy =iwy, weR, i =V-1, (1.3)

cuja solugao exata é y(t) = yoe™*, onde yo € R.
Quando um método de passo-um (1.2) é aplicado a equagao teste (1.3), pode-

INnos escrever

Yn1 = R(i)yn, v =wh. (1.4)

Vemos entao que yp4y cm (1.4) depende de uma fungao R(iv). Sobre cssa
funcao temos duas defini¢des relacionadas com a estabilidade que serao relevantes

para os estudos feitos nas segoes posteriores.

Definigao 1.1. Um método de passo-um (1.2) é chamado nao-dissipativo sc
|R(iv)| =1 para todo v > 0. (1.5)
Definigao 1.2. Um método de passo-um (1.2) tem erro de dispersao
é(v) :=v — arg(R(iv)) = v + O("*?), (1.6)
onde r é a ordem de dispersao, e ¢,(v) = cv” denota o phase-lag do método.

Para a classe dos métodos de Runge-Kutta os conceitos acima foram consi-
derados em [3].
Em seguida, definimos a classe dos métodos estendidos de passo um e anali-

samos sua estabilidade.




1.2 Analise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

1.2 Analise da Estabilidade dos Métodos Estendi-

dos de Passo-um

A classc dos métodos cstendidos de passo um de ordem m, para a integragao do

PVI (1.1), é definida por Chawla [7] da seguinte forma: para j=2, ..., m-1,

Jj-1

Voti = Bjotn + Bittnsr + h[vjofn + it farr + Z’ijfn+k],
k=2

fn+j = f(tn+j:5'rn+j)'!
m=1

Yn+1 = Yn+ h[aﬂfn + Oflfn+1 C Z O-'J'%n+j] =+ Tn(h]}

=2

onde T,(h) = O(h™*'). Um método descrito pelas equagdes (1.7) (omitindo

T.(h)) pode ser representado pela seguinte tabela:

TAB. I - Métodos Estendidos de Passo - Um

[8)) (03] Qg Oy —1
BZU ﬁ?l
630 ﬁS]

6m—1‘0 ,Sm—l,l Pm-1,0 TIm-1,1 Tm-1,2

Nosso objetivo é obter métodos estendidos de passo-um nao-dissipativos. Para
isso, precisamos fazer a andlise da estabilidade destes métodos, considerando a
definicdo 1.1.

Sendo assim, aplicando o método definido em (1.7) a equagao teste (1.3), nés

obtemos:




1.2 Anaélise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

j-1

Inti = BioYn + Bit¥nsr + h[vj0iwyn + ¥i1iWYn41 + Z Vik Wikl

k=2
g = =T, (1.8)

m-—1

Unt1 = UYn + hlaoiwy, + ariwynsr + Z a,-iwy'n_,_j].

i=2
Denotando, como em (1.4), wh = v e colocando em evidéncia os termos em

comum, temos:

-1
Yarsi = (Bo+ivv0)n + (Bt + i0%0)Unt1 + 2 Y VikTnis
k=2
S T
m-—1
Unt1 = (1 +wao)yn + wayynsr + v Z Yy
1=2
Para expressarmos o método (1.9) na forma (1.4), é conveniente usarmos uma

notacao matricial, definindo os seguintes vetores no R™~%:

Bi= (ﬂ?,iaﬁ&i:"’:ﬁm—l,i)ta Yi = (72,i$73,£s-°°17m—1,i)£a 1=0,1,

o e Y & t
Jn — (Yn+2=yn+31' . -1?n+m—l) .

Ainda, denotamos por I' € R™~%2 x R™~? a matriz estritamente triangular inferior

Tm-1,2 Tm-13 -+ Tm—-1,m-2 0

Podemnos escrever a primeira equagao em (1.9) como:

-1
ks — W ) VikTnir = (Bio + iv750)9n + (Bit + i0751)Ynt1

k=2

para 1=2,...,m-1.




1.2 Analise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

Agora, para cada j, temos:

=0
rm——

1
Yny2 — il’z YokSnpk = (P20 +ivy20)Yn + (B21 + iv721)Yn
k=2

=132Y 042

2
Vnea — W Z Y3k Y ntk (B30 + iv730)Yn + (B31 + 10731 )Ynt1
k=2

m—2
Yotm—1 — W 2 Ym-1kYntk (Bm-1,0 + i¥¥m-1,0)¥n + (Bm-1,1 + tWYm-1,1)¥Yn+1
k=2

= 7m—1.2yn+2 + 7m—1.3?n+3 G '}'m—l,m—2yn+m_1

Entao, as m — 2 primeiras equagoes em (1.9) podem ser escritas na seguinte

forma:

(I = ivT)g, = (Bo + iv30)ym + (B + w71y, (1.10)

onde I denota a matriz identidade.

Agora, denotando por o = (az,a3,...,0m-1)7 o vetor € R™ % e, usando
0 mesmo raciocinio como anteriormente, a segunda equagao em (1.9) pode ser
escrita como:

Yn+1 = (1 + ivao)yn + o Ynyr + z'v_Q:_Tj‘z_,,. (1.11)

Pelo fato do determinante da matriz (I — ivT') ser igual a 1, podemos afirmar
que sua inversa sempre existe, a qual denotamos por M, e entdo, substituindo ¥,,

definido por (1.10). em (1.11), obtemos:

Ynt+1 = R(1v)yn, (1.12)

R#v) = et
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1.2 Anaélise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

1+ iv[ag + QTM(&-I- iv‘y_g)]

D(iv) 1 — vy + o M(B1 +ivy)]. (1.13)

Podemos verificar que para m > 3, I'™~% = (0.2 Desse modo, a matriz M pode

ser escrita como uma série finita:

m-=3 20

M=) (wyl’+ Y (iw)yD’

3=0 J=m=2
N — —
=0

Substituindo (1.14) em (1.13), obtemos:

m-3
N(iv) = 1+ivfao+a"fo+ 3 (i) T By + aTTixo)],
1=0

(1.15)

m-=3

D(iv) = l—iv[a+a"Bi+ Y (iv) ("I By + o Ty)).

=0
Agora, podemos aplicar a definicao 1.1, que nos levara a condig¢oes para en-
contrarmos métodos estendidos nao-dissipativos.
Observemos que |R(w)| = 1, V v > 0 desde que N(iv) seja o complexo

conjugado de D(iv). Com isso, das equagdes (1.15), noés obtemos:

Teorema 1.1. Um método definido por (1.7) € ndo dissipativo se

ag—ar+a"(Bo—f1)=0

2Tri+l[&+ (—l}j&] +2T1-\J[,Y_U+ (_1)1',,“] =0, j

2 denotamos por 0 a matriz nula




1.2 Anaélise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

Desse modo, podemos escrever

N(iv) = p(v) +iq(v) e D(v) = p(v) - iq(v). (1.18)

Temos que N(iv) + D(iv) = 2p(v). Desse modo,

m-3
1+ivfoo+alBo+ Y (i) (aT T+ 3y + Tix)]
=0
m—3 . ) .
+ 1-ivfer+a i+ D (i) (2T T By + o T y)]
j=0
2+ iv[(ag — o) +a" (o - B1)

= 0 (pelo teorema 1.1)
-3

(iv)"* (@TT* By — B1) + 27T (70 — 11))]

3
24w Y (i) (T (B - B1) + 2T (y0 — 71))

m-3

2+ 3 #2542 (T (B — B1) + TV (30 — 1))
7=0
8

2+ 3 (=1)7+1 22 (@TT%4 (By — B1) +aTT% (10 — 1)) = 2 p(v)

ou seja,

1< . : . :
p(v) =143 ) ()W T (G- i) +al¥ (- )} (L19)

=0

, - . -3
onde s é o maior inteiro em IT)'

Por outro lado, temos que, N(iv) — D(iv) = 2ig(v). Além disso, usaremos a

condicdo de consisténcia [13] que para esses métodos é dada por

GQ+CI]+QT(@+Q)=1.




1.2 Anaélise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

Desse modo,

m—=3
1+iv[ao +a B+ Y (iv)*! (2T T By + o TI)]
7=0
m-3 . - f
S +QT5_1+ Z(iy)J+I(QTFJ+l&+gT[‘JE]}
7=0

a'V[g*ofu +a1) +af (Bo+ )]

=1 (:;Jr('l.'Zﬂ'])
m-3
+ 3 (@) (@ T By + B1) + 2T Ty + 7))

j=0

m-3
w[l+ Y @ (@D (B + B1) + 2 Ty0 + 1))
j_U

L__l.l?) w[1+z 1)7+1,2+2( TI"”(B +ﬁl)+aT1"""1(‘¥o+71))] = 21iq(v)

ou seja,

av) = 37 |1+ S (-1 ETTH By + ) + 2T (0 + )| (121)

=0

Novamente, escrevendo R(iv) = ﬁ((—y% e usando (1.18) ,

p(v) r cos O(v) e

q(v) rsen 6(v)

p(v) +iq(v)  r(cosf(v) + isen 8(v)) ¥ (cosf(v) +isen 8(v))
p(v) —iq(v)  r(cosb(v) —isen 8(v)) = (cosb(v) +isen 6(v)) —
(cos8(v))? + isen 6(v) cos () + isen 6(v) cos B(v) — (sen 6(v))*
(cos 8(v))? + 1sen B(v) cos B(v) — isen (v) cos B(v) +(sen 6(v))? T

=0

((cos 8(v))* — (sen 6(v))*) + 2isen 8(v) cos 6(v)

cos 20(v) + i sen 20(v) = ¥ = 7V

sendo a(v) = 26(v).

AVA
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1.3 Uma Interpret. Geomét. para as Propried.: Phase-Lag e Nao-Dissip.

Pela equagao (1.22), temos:

= tanf(v) = 6(v) = arctan 3_[1

p(v)

q(v) rsenb(v)
p(v)  rcosé(v)

Podcmos assim, usar a defini¢ao 1.2 para os métodos cstendidos de passo-um

nao-dissipativos, obtendo o seguinte resultado:

Teorema 1.2. O erro de dispersio do método definido por (1.7) é dado por

¢(v) =v —arg(R(iv)) = v — o(v) = v — 2arctan M (1.24)

p(v)

1.3 Uma Interpretacao Geométrica para as Pro-

priedades: Phase-Lag e Nao-Dissipatividade

Considerando y(t,) e y, como vetores do plano complexo, tentaremos interpre-
tar, geometricamente, os dois conceitos definidos na segao 1.2. Comecando pela

propriedade phase-lag, temos que:

y(t,,) yneiwtn - yﬂe"w(lc+nhj -

iwlg twnh wwnh iy

Yoe € = Yot = Yo€

Yo(cos nv + 2 sen nv).

Pela equacao (1.12), temos que

Yn+1 = R(iv)yna = 0111 s
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1.3 Uma Interpret. Geomét. para as Propried.: Phase-Lag e Nao-Dissip.

Assim,

R(wv)yo
R(iv)y: = [R(i)]yo
R(iv)y: = [R(iw)yo
Yn [R(iv)]"yo. (1.26)

Usando a equagao (1.23), podemos reescrever a equagao (1.26) como:

ino(v) .

Yn = YoC

arg(y(ta)) — arg(yn) = yolarg(cos nv + isen nv) — arg(e™ )]

arg(cosnv +isennv) =nv e arg(e™™) =no(v),

e usando a defini¢do 1.2 concluimos que

arg(y(tn)) — arg(yn) = yo[nv —no(v)] =
nyolv — o(v)] = nyo[v — arg(R(iv))] =
nyoler* + O(v"+?)] = enyor™™ + O("12).

(1.28)

Isto é, o phase-lag ¢, do método é proporcional a diferenca angular entre o

vetor solugdo exata y(t,) e o vetor aproximacao yy.




1.3 Uma Interpret. Geomét. para as Propried.: Phase-Lag e Nao-Dissip.

Agora, tentamos mostrar uma idéia da propriedade de nao-dissipatividade.

Consideramos a definicao descrita a seguir.

Definicao 1.3. Denomina-se erro de amplificagio de um método de passo-um

que denotamos por a(v) o quantidade:

a(v) = 1— |R(iv)|. (1.29)

Fazendo a diferenca de amplitudes entre os vetores y(t,) € y,, temos que:

[y(ta)] = lyml = Iyo(cos n + isen nv)| — yoe™®)| =

|yo|{| cos nv + isen nv| — ‘ei““(”)|} =
lyol{1 — [[R(:v)]"|}

Isto &, o erro de amplificagao é proporcional a diferenga de amplitudes entre
o vetor solugao exata y(t,) e o vetor aproximagao yp,.

Estamos estudando métodos nao-dissipativos, por isso consideramos |R(iv)| =
1, ou seja, a diferenca de amplitude entre os dois vetores citados anteriormente é

Zero.




Capitulo 2

Métodos Estendidos de Passo-um

Nao-Dissipativos

2.1 Introdugao

Apresentamos, neste capitulo, a obtencao dos métodos estendidos de passo-um
nao-dissipativos de ordem dois a cinco. As condigoes de ordem para esses métodos
podem ser encontradas em Chawla [6] e [7]. Ainda, mostramos que nédo existem
métodos nao-dissipativos de ordem 6 e 7, a partir dos métodos estendidos de

ordem 6 e 7 propostos respectivamente em [22] e [17].

2.2 Meétodos de Ordem 2 (m=2)

O tnico método de passo-um e de segunda ordem é a regra trapezoidal classica

com ag = a = %, sendo assim, olhando-o como um método estendido, podemos
verificar se ele é nao-dissipativo, aplicando os coeficientes o e a; no teorema 1.1.

Vemos que a condigao (1.17) ndo ¢ aplicdvel, mas a condigao (1.16) ¢ tri-
vialmente satisfeita. Dessa maneira a regra trapezoidal classica é um método
nao-dissipativo para a integragao de problemas oscilatérios.

Nosso préximo passo é calcular o phase-lag da regra trapezoidal, para isso,
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2.2 Meétodos de Ordem 3 (m=3)

substituimos os coeficientes do método em (1.19) e (1.21), obtendo assim: p(v) =
1 e g(v) = jv. Substituindo p(v) e ¢(v) em (1.24) e expandindo ¢(v) em série de

Taylor em torno de v = 0, temos:
1
¢(v) = v — arctan2v = Evs + O(hY).

Portanto, o erro de dispersdo da regra trapezoidal cldssica tem ordem 2 e seu
phase-lag é dado por

1,

ﬁlf i

Colocando o método na forma da Tab. I, temos:

‘ﬁp(V) =

TAB. II - Regra Trapezoidal Nao-dissipativa

1/2 1/2

2.3 Métodos de Ordem 3 (m=3)

Nesse caso, existe uma familia a um parametro de métodos estendidos de passo-
um de 3% ordem. Tomando B, como o parametro livre, as condigdes de ordem

fornecem
1

12

: 1. "9 3 1
821 =1 — Bao, M0 =—3 + 5520, =5 + 5320

2
01—*—5, oy =

12’

Substituindo esses coeficientes na condicao (1.16), temos

5 2 1
w-a+a(fo-f)=5-5+ (‘E) (Bao — (1 — 420))

3 T B 1 s
AJ et _QE+E__12_212__6(1+520)—0

= B0 =-—1
Substituindo, agora, os coeficientes do método na condigao (1.17) j& con-

siderando 29 = —1, temos:
2T [Bo + (—1)°B1) + 2" T + (=1)°m]

= —11—20[4 +2]+ (—%) 1[-1+41]=0
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2.3 Meétodos de Ordem 4 (m=4)

Vemos que ¢é fécil verificar que as condigdes (1.16) e (1.17) sao ambas satis-
feitas desde que B9 = —1.
Mostramos na Tab. III, o método estendido de passo um nao-dissipativo de

ordem 3 unicamente determinado.

TAB. III - Método Nao-dissipativo de ordem 3

5/12 2/3 -1/12
-1 2 -] 1

Substituindo os valores acima na equagdo (1.19), encontramos que:

1 5
p(v) 1-— Y e
1
q(v) Y-

Agora, substituindo p(v) e q(v) em (1.24) e expandindo ¢(v) em série de Taylor,

temos:

o(v) = 7—;31/5 +0(V")

Com isso, obtemos o phase-lag do método que é dado por

1

ity 2.1
720" (2.1)

Bp(v

Notemos que embora o método tenha ordem algébrica 3, ele tem ordem de dis-

persao 4.

2.4 Métodos de Ordem 4 (m=4)

As condigoes de ordem para os métodos estendidos de passo-um de ordem 4 sao

_19 Ll g
LT =S\
@T = (1 + 2720, =8 + 2731 + 4732), é’r = (=2720,9 — 2751 — 4732),

%" = (720, =6 + 731 + 3732), 1 = (2920,71),




2.3 Meétodos de Ordem 4 (m=4)

0
= , onde

0

Y31 = 8 + 5720 — 8732

€ Y20, Y32 Sao parametros livres.

Substituindo os valores acima na condigdo (1.16), vemos que ela é satisfeita
somente para v32 = 0, enquanto que a condi¢ao (1.17) é satisfeita para 7 =0, e
para j = 1, usando o fato que 73, = 0.

Nesse caso, concluimos que existe uma familia de métodos estendidos de
passo-um de ordem 4 com 730 sendo um parametro livre.

Novamente, como feito para m = 3, substituindo os valores em (1.19) e (1.21),

obtemos:

p(v)
q(v)

Agora, por (1.24) encontramos, como anteriormente, que o phase-lag para
esses métodos é dado por

¢p(v) = ?%6”4‘ (2.2)

Vemos que o phase-lag para esses métodos é independente do parametro livre
v20. Chawla [6] mostrou que, uma '"melhor" escolha para esse parametro é
v20 = 2, pois esse valor simplifica o célculo da constante do erro. O método
estendido de passo um nao-dissipativo de ordem 4, com 7y = 2, esta exibido na

tabela seguinte.

TAB. IV - Método Nao-dissipativo de ordem 4

3/8 19/24 -5/24 1/24
5 -4 2 4
28 -27 12 18: 7D

AVA
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2.4 Meétodos de Ordem 5 (m=35)

2.5 Métodos de Ordem 5 (m=5)

As condigées de ordem para métodos estendidos de passo um de quinta ordem

Sa0:

o = 328 oJ— (11 53 19
1™ 360° = ~\ 30360’ 720/’

&T = (5,28 - 12’732,81 - 12742 il 36743)1
BiT = (—4, =27 + 12y, —80 + 12742 + 36713),

ET = (2,12—5732, 36—5742—1643), nT = (4,18—8y32, 48— 8742 —21743),

0 0 0
1
=] 9 0 0 |, onde 7= —E{2 — 106732 + 95743)

Ya2 Va3 O

€ 7a3, Y43 Sao parametros livres.

Aplicando o Teorema 1.1, vemos que para (1.16) ser satisfeita, devemos ter

Y43 = —%, (2.3)
enquanto que para a condicao (1.17), temos:
para j = 0 chegamos em (2.3);
para j=1, obtemos:

19943(3732 + 1) +1=0 (2.4)
e para j=2, temos que:

43732 = 0 (2:5)

Logo, como 443 = et

entao v32 = 0.
De (2.3) a (2.5) segue que existe um inico método estendido de passo um
nao-dissipativo de ordem 5 correspondente aos valores 43; = 0 e y43 = —1/19. O

método resultante esta mostrado na tabela seguinte.




2.5 Métodos de Ordem 6 (m=6)

TAB. V - Método Nao-dissipativo de ordem 5

251/720 323/360 -11/30 53/360 -19/720

5 -4 2 4
28 g 12 18 0
81 -80 685/19 909/19 3/19

Para esse método, por (1.19) e (1.21), obtemos

1

1
p(v)=1- Evz, q(v) = i (1 - %vz)

e, como anteriormente, nés achamos que o phase-lag para esse método ¢ dado por

| g

op(v) = 18007 (2.6)

Notemnos que embora a ordem algébrica do método é 5, ele tem ordem de
dispersao 6.

Até entao Chawla e Al-Zanaidi estudaram os métodos estendidos de passo-
um de ordem 3 a 5. Em 1998, Verissimo [22] construiu métodos de ordem 6, e
em 2000, Souza [17] obteve métodos de ordem 7. Com isso, podemos verificar se

nessas duas familias de métodos de ordem 6 e 7, existem métodos nao-dissipativos.

2.6 Meétodos de Ordem 6 (m=6)

Consideramos as seguintes condigoes de ordem para os métodos de sexta ordem,

encontradas em [22]:

Gp =

288" N = 1240 £ =\ 7240° 720" T 1440’ 160

95 1427 T_( 133 241 173 3 )

@T = (5,28 — 12732, Ba0, Bs0) ﬁ_lT = (—4, =27 + 12733, Ba1, Bs1),

Yo! = (2,12 — 5732, Y40, V50), 7T = (4,18 — 8732, 741, ¥51),




2.5 Meétodos de Ordem 6 (m=6)

0 0

Y32 0

— 1849645 —865745
173 Y43 0

' =

—24124482~32 —865+43 9644173v43 1_";’3
27 27 27

onde:

3(4743 — 385632 + 138443) 8(—477 + 241735 — 173v43)
173 p AR 9 ’

8(—1757 + 1446’)’33 - 519’}43) (—3807 + 1928432 — 1384’}?43)
) 351 = )
173 9
(6318 — 482033 + 1557743) (4505 — 24107, + 1557743)
173 y Y50 = 27 )
(8448 — 7712732 + 3287743) (8672 — 3856732 + 3287743)
173 y 51 = o7 )

€ 732, 743 sao parametros livres.

1340 =

By =

Y40 =

Y41 =

Como fizcmos para os métodos de ordens inferiores, substituimos csscs coc-
ficientes nas equagoes (1.16) e (1.17) e, com a ajuda do software Mathematica,

obtemos o seguinte resultado:

a0 —ay+a"(Bo— f1) = 9

: 9

a'T'{Bo+ (-1)°B) + &' T°lye + (-1)°m] = 5

54 + 173732743
60

a"T?[Bo+ (—1)'Ba] + &' T [yo + (-1)' 1] =
_ 9+ 173732743

o T(Bo + (=1)81) + 2T [0 + (=1)*1) = ——55

173732743
o T*Bo + (=1)°B1] + &' T30 + (—1)°n] = —o0
Vemos cntao, que independentemente dos pardmetros livres a primceira cquagao
j& nao satisfaz (1.16) e a segunda equagao também nio satisfaz (1.17), ou seja,

nao existem métodos estendidos nao-dissipativos de ordem 6.




2.6 Meétodos de Ordem 7 (m=7)

2.7 Meétodos de Ordem 7 (m=7)

As condigées de ordem para os métodos estendidos de ordem 7, encontradas em

[17], sdo:

& 19087 2713 oF ( 15487 586 6737 263 863 )
0 a =\|-

= 60480’ 1= 25520 20160’ 945’ 20160’ 2520’ 60480

BoT = (5,28 — 12732, Bao, Bso, Beo), BT = (=4, =27 + 1232, Ba1, Bs1, Be1)s

2" = (2,12 - 5732, 740, 50, 760), 1" = (4,18 = 8vs2, Y41, 751, %61),
(. -

43 0 0

— 184964737~ 865743 0
73

173 Y43

—2412+48273, 865743 964+173143 173
27 27 27

\ Y62 Yeé3 Ye4a —

onde:

2899059272, + 144(122101 + 101055743) — 3732(33434466 + 26038505743)
= 863(—144 + 773732) :

3(—4(131257 + 242532743) + 752(2887808 + 5207701743))
o= 863(—144 + 773732) ’
40422(—65 + 34873,)
164 = "863(—144 + 773732) |
554025 — 4500483, + 161688743)
6737 ’
2(5951106 — 3602577473, + 217429442, + 201038443 — 156263103752743)
263(—144 + 773732) '
114572304 — 6812521753, + 34788710472, + 69849216743 — 37495447273743)
Peo = 124272 — 667099732 ¢
_ —547288 + 45004873,
Par = 6737
11864340 — 7184824973, + 4348588872, + 5820768743 — 3124620632743
263(—144 + 773732) :

_ 12(289905927,%2 + 72{132463 + 80844“]&;3} - 3732(18905141 + 10415402743))
- 863(—144 + 773732) k
(6318 — 482033 + 1537743)

173 :

rmde ﬁ4o =

ﬁ50=“

T 24743 ’

Bs1 =

661

Y40 =

29




2.6 Meétodos de Ordem 7 (m=7)

(4505 — 2410732 + 1557743)
Y50 = )
27
i 328928 — 300032733 + 128003743
M= 6737 ’
33744062 — 2029538643, + 11596236872, + 18432432745 — 9894631973743
151488 — 81319673, .

83935668 + 23192473672, + 55297296743 — 3732(165015100 + 98946319743)
863(— 144 + 773732) ’

Y517

Tolis==

€ 732, Y43 Sa0 parametros livres.

Substituindo as condigdes de ordem acima na equagio (1.16), temos que:

_ —33264 + 73,(178563 + 23440007,3)

—3024 4 1623373, X

Do mesmo modo, substituindo nas equagdes (1.17), obtemos:

33264— 17856337 — 4688000733743
60483246632

585131081732 — 53222343 +2863225Y32743
30240-162330+32

43738—235443v32 +106444643 —5726450732743
—1209604-649320-y32

27413— 147482733 +532223v43 — 1266556733743 —858967572, 743

2520(— 144+ 773732)
—6737~32 (—79+42532)v4s
1680(—144+773732)

para 3 =10

para 3 =1

para 3 = 2

para 3 =3

para j =4

Temos que encontrar solugao para o sistema formado pelas seis equagoes acimna
apresentadas. Sendo assim, vemos que a equacdo para j = 4 é satisfeita para
v32 = 0, para v3; = 79/425, ou para v43 = 0. Fazcndo a anélisc para os trés
casos, fixando um deles, chegamos que o sistema nao-linear nao possui solugao.

Portanto, nao existem métodos estendidos nao-dissipativos de ordem 7.




2.8 Experimentos Numéricos

2.8 Experimentos Numéricos

Implementamos os métodos descritos anteriormente e testamos em alguns proble-
mas encontrados na literatura. Nesta se¢do, apresentamos os resultados numnéri-
cos obtidos em trés desses problemas, para os quais a solugao exata nao é conheci-
da, mas apenas o seu comportamento. Desta forma, para analisar os resultados
consideramos como solucdo "exata" , o resultado fornecido por um método de
ordem alta com um passo h bem pequeno. Nos referenciamos a cada método

estendido de passo um nao-dissipativo de ordem k por MENDk, k = 2, 3, 4, 5.

1) Péndulo Simples

Qualquer objeto pendurado em movimento pendular é chamado de péndulo
fisico. O péndulo simples é um caso cspeccial de péndulo fisico ¢ consistc cm
uma haste com uma massa atada em uma das extremidades. Para descrever
o movimento de um péndulo simples, desprezaremos qualquer forga exterior de
amortecimento agindo sobre o sistema (tal como a resisténcia do ar).

Uma massa m de peso W esta suspensa por uma haste de comprimento /.
Queremos determinar o angulo 6, medido a partir da linha vertical, como uma
func¢ao do tempo t (cousideramos § > 0 A direita de OP, e 8 < 0 & esquerda de
OP). Lembremos que um arco s de um circulo de raio ! esta relacionado com o

angulo central 6 através da férmula s = 1. Logo, a aceleragao angular é

Pela segunda lei de Newton, temos:

d*6
F=ma= mlﬁ.
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2.8 Experimentos Numéricos

Na figura I, vemos que a componente tangencial da forca devida ao peso W é

mgsen . Igualando as duas diferentes formulagées da forga tangencial, obtemos:

d*0 ¢
E-I-Tsenﬂ = 0. (2.7)

Pelo fato da presenca do sen 6, a equagao diferencial (2.7) é nao-linear.
Seja a equacao diferencial do péndulo simples (2.7). Quando fazemos z = e
y = ¢, essa equacao diferencial de segunda ordem pode ser escrita como o sistema

auténomo plano

xf

!

y

Tomemos g =10 e [ =10, e as condicdes iniciais: z(0) = 0.52, z'(0) = 0.0
com ¢ no intervalo [0, 50]. Consideramos a solu¢io "exata", dada pelo MEND5
com passo 0.0125. Mostramos o erro absoluto calculado em x no ponto t = 50 na

TAB L.

TAB. I - Erros Absolutos no calculo de x para t=50

h MEND2 MEND3 MEND4 MEND5
0.1 1.9(-2) 2.6(-6) 7.9(-7) 9.9(-8)
0.05 4.6(-3) 2.8(-7) 5.2(-8) 3.7(-9)

0.025 1.2(-3) 3.3(-8) 3.4(-9) 2.1(-10)

Podemos notar, pelos resultados dados na TAB.I que os métodos fornecem

precisao de acordo com a sua ordem algébrica.

Ilustramos na FIG 2 o grafico de x versus t obtido pelo MENDS5 com h=0.1,

juntamente com a solugao "exata" . Vemos que, apesar de tomarmos o passo
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2.8 Experimentos Numéricos

h=0.1, considerado nao tao pequeno, a aproximagao dada pelo método acompa-

nha a solugao exata, o que, confirma a estabilidade nao-dissipativa dos métodos.

ElG 2 piéndulo simples
Selugio "Exata”

Mends b= 0.1

]
-
-
-
-
-
.
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

LY

2) Equagao de Van Der Pol

Essa equagao descreve o fluxo de corrente  num oscilador triodo,

(2.8)
onde p é uma constante positiva. Experimentalmente, observa-se que o fluxo de
corrente é periédico. Este fluxo periédico sé6 pode ser explicado considerando-se

a equagao nao-linear. Se considerarmos a forma linearizada da Eq. (2.8), obtida
desprezando-se o termo z?9

@ temos

d*z dz

- —hp tz=0 (2.9)

Devido ao termo —,u‘;—f, a Eq. (2.9) nao tem solugoes periédicas. De fato, pos-

to que u > 0, todas as solugoes da Eq. (2.9) crescem com t crescente. Entretanto,
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2.8 Experimentos Numéricos

para a equacao nao-linear (2.8), se = se torna maior que um, entdo o coeficiente

—u(1 —2?%) de ‘:Tf se torna positivo, e este termo amortece a corrente. Assim, na

equacio nao linear (2.8), o termo "resisténcia"—pu(1 — 22)49 amplifica a corrente
1 (;’ nu dt

se ¢ < 1 e a amortece se ¢ > 1. Esta agdo alternante do termo resisténcia explica
como a equacao de Van Der Pol pode ter uma solugao periddica.
Sendo assim, podemos escrever a equagdo (2.8) como um sistema de equagoes

diferenciais de primeira ordem. Desse modo, obtemos:

Yy

(2.10)
y p(l-2)y—=

No6s resolvemos esse sistema de primeira ordem para o parametro g = 1 usando

condigdes iniciais: z(0) = 0, 2'(0) = —0.05, com t no intervalo [0,40]. Conside-

ramos também a solucao "exata', dada pelo MEND5 com passo 0.0125. Veja na

TAB II o erro absoluto calculado em x no ponto t = 40.

TAB. II - Erros Absolutos no calculo de x para t=40

h MEND?2 MEND3 MEND4 MEND5

0.1 7.3(-2) 9.3(-4) 2.3(-4) 4.4(-4)
1.9(-2) 4.6(-5) 4.7(-7) 3.2(-6)
4.7(-3) 1.9(-6) 1.7(-7) 2.0(-8)

E interessante notar que as solu¢oes usando MEND4 para h=0.1 e h=0.05 pos-
suem melhor precisao mas, quando diminuimos o tamanho do passo é o MENDS

que fornece resultados mais precisos.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



2.8 Experimentos Numéricos

Na FIG 3, ilustramos os resultados no grafico de x versus t obtido pela

MENDS5 com h=0.1, juntamente com a solu¢ao "exata'.

NDMS h=0.1

3) Um outro problema oscilatério nao linear como ilustracao é dado pela

equagao:

' 4+082' + 2z =72’z

Seja as condigoes iniciais: z(0) = 0.25, 2'(0) = 0.0 com ¢ no intervalo [0,12].

Consideramos a solu¢ao "exata", dada pelo MEND5 com passo 0.0125. A TAB

ITI mostra o erro absoluto calculado em x no ponto t = 12.

TAB. III - Erros Absolutos no céalculo de x para t=12

h MEND2 MEND3 MEND4 MEND5
0.1 5.9(-5) 5.2(-9) 6.8(-9) 4.8(-10)
5.3(-4) 7.5(-10) 4.4(-10) 5.7(-12)
3.7(-6) 1.8(-10) 3.8(-11) 5.0(-14)

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



2.8 Experimentos Numeéricos

Na FIG 4, o grafico de x versus t obtido pela MEND5 com h = 0.1, juntamente

com a solugao "exata' .

0.30 —

Vemos que o MEND?J resolve com mais precisao essa classe de problemas e,

a solugdo aproximada realmente acompanha a solugao exata.




Capitulo 3

Métodos Estendidos de Passo-um

Unicamente Implicitos

3.1 Introducao

Nesse capitulo analisamos uma nova classe de métodos estendidos de passo-
um, unicamente implicitos, proposta por Chawla e outros [5], para a integragiao
numérica de problemas de valor inicial (PVI) de segunda ordem, com solugées

ocilatérias da forma:
y"' = f(t,y), y(to) =m0, y'(to) =m. (3.1)

Consideramos a mesma malha de pontos como no capitulo 1, ¢, = to + nh,

n=0,1,2,..., onde h é o comprimento do passo, y, = y(t,), fo = f(tn,yn)-

Um método de passo-um para a resolucao de (3.1) é denominado unicamente-
implicito se para problemas nao-lineares somente o calculo do deslocamento, y,,41,

é implicito (I), enquanto o célculo da velocidade, y, ., é explicito (E).

Como exemplo, citamos o conhecido método devido a Newmark (ver em [9])




3.2 Métodos de Passo-um Unicamente Implicitos

i . h*
yﬂ + hyu + Z(fﬂ + fl’l+1)
(3.2)

h
(E) y:;+1 = y::+§(fn+fn+l)
o qual é de segunda ordem e P-estavel, uma propriedade de estabilidade para os
métodos aplicados a problemas com solugées oscilatérias do tipo (3.1).

Nas se¢oes seguintes, apresentamos a forma geral dos métodos estendidos de

passo-um unicamente implicitos e uma anélise de suas propriedades de estabili-

dade.

3.2 Meétodos de Passo-um Unicamente Implicitos

Para a integracao de problemas de valor inicial da forma (3.1), consideramos o

seguinte par de discretizagoes:

m—1

Unbl = Yn+ M :. + h? [bofn + by fagr + Z bj'fn+j] * t,,(h) (3-3)

=2

m=—1

Unt1 = Unth [Cﬂfn +cifopr + Z ijru+j] + t,(h) (3.4)

j=2

Para tornar os métodos em (3.3) e (3.4) de passo-um, nés introduzimos

para j = 2,...,m — 1, as aproximacoes adicionais:

gt

Ynti = @joyn + GrYnt1 + Bjo b yy, + ° [’onfn + Yj1fatr + Z’ijfwk] + 7n,j(h).
= (3.5)

Agora, nés apresentamos a classe de métodos estendidos de passo-um para a
integracao direta de (3.1), baseada nas aproximagées de (3.3) a (3.5). Um método

de ordem m é definido da seguinte maneira:




3.2.1 FEstabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

= ajoYn + Qj1Yns1 + Bjo b Y,
+ h? [‘r;‘ofn + Y1 fatr + 20) ’}’jkﬁ1+k] ;

fati = f(tntjsUntj), para j=2,...,m—1

Yutt = Yo+ iy + 52 [bofu + b fors + T75 bifass]

(3.6)
m-—1
' ! r
(E) Y1 = Y+ b |Cofa+crfars + ) cifaril
=2
onde o erro de truncamento local para yn41 € yhy, € O(R™*!).
Definimos estagio do método (3.6) a quantidade em y,4; de fnyj, se by =0
ou, a quantidade em y,4; de f,4; mais 1, se by # 0. Podemos notar que um
método unicamente implicito (3.6) de ordem m é, em geral, um método com

(m — 1) estagios.

3.2.1 Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

Para obter a propriedade de P-estabilidade de um método estendido de passo um

definido por (3.6), o aplicamos & equagao teste:

"

y'=-wly, weR (3.7)

Multiplicando a equagao (E) que define y; ., em (3.6), por h e denotando wh por

H. temos:
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= joYn + Q1Yn41 + Bjo h y!,
~ B [yioun + 1t + SIS vitine]

= Pllpss Tni) = — 0%y ; PaIR § =200 m—1

= UYn + h?f:; - H2 [boyﬂ + blyﬂ+1 + z;n:;l bjgﬂ+j:| )

m—1
hyl,,, = hyl, — H? [Cﬂyn + C1Ynt1 + Z Cﬂ}nﬁl :

=2
Colocando em evidéncia termos em comum na expressao de yn4;, obtemos:

i-1

Jnts + HDY  Aikdnar = (a0 — H*%jo)yn + (@it — H*¥j1)Yns1 + Bio h ¥l
k=2

Escrevendo essa expressao para 7 = 2,...,m — 1, temos:

Unt2+0 = (@20 — H*¥20)yn + (@21 — H*¥21)Yn41 + Bao h ¥,
Int3+ H*y300n42 = (@30 — H*y30)yn + (@31 — H*¥31)yn+1 + B30 h ¥,
Un+a + H*(va20n42 + 7430n+3) = (@40 — H*v40)yn + (@41 — H*Y41)Yn41 + Bao h Y,
(3.9)
Fntm—1 + H (Ym=1,2 n+2
+ .o+ Tm=1,m=2 Un4m-2) (am-1,0— ff27m_:,u)yn

+(Qm—1,1 = H27m—l,l)yn+l "+'13m—1,0 h .Efn

Para escrevermos (3.9) na forma matricial, adotaremos a mesma forma uti-

lizada no capitulo 1.2, introduzindo a notagao a seguir.

40




3.2.1 Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

Consideramos os vetores do R™~2 dados por:

& = (."32,3'?.‘33.1'1 e 1.Bm—l.l')ta Yi = (72,5173,5: v 1')’m—1,1')t1

ety . A : : t - i - - - t
a; = (02.n Q3 4y 0y 0'm—l.:) ) Y_n — (}’n+g,Y,1+3, sy yﬂ+n1—1) )

parai = 0,1, e denotamos por I' € R™~? x R™~? a matriz estritamente triangular

inferior:

7m—l‘2 ‘){m—l,S ‘]’m—i,m—? O

Entao, o conjunto de equagdes (3.9), na forma matricial, é dado por:

(I+ HT)3, = (a0 — H*Y0)yn + (&1 — H*¥1)Yn41 + fo b yn (3.10)

onde I denota a matriz identidade.

Seja também b = (b, b3,...,b;m_1)' € ¢ = (c2,¢3,...,cm-1)" vetores do

R™~2. Reescrevendo as equagoes para Yn41 € hy,,, de (3.8), obtemos:

Un+1 = (1 4+ wag)yn + tvayynsr + ’a"VQT&;_

(3.11)

!

h'yn+l hy:a — H? [ng,, + C1¥Yn41 + ET&] .

Claramente vemos que existe a inversa da matriz (I+H?*T), em (3.10), pois seu

determinante é igual a 1. Denotando por M = (I + H?I')~!, podemos explicitar




3.2.1 Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

¥, em (3.10), ou seja,
Vn = M(ag — quj)yn + M(a; — Hz'y_l)y,ﬂ_; + MpBo h Y s (3.12)

Substituindo agora (3.12) em (3.11), e colocando em evidéncia os termos em

comum, obtemos:

1+ H*{by + ¥'M(c1 — H*y1)Hynr = [1+ H*{bo + b'M(a0 — H*10)}]yn
+(1 — HY MBo)hy!,
hynis + H{' M(ey — H*n) + e1}ynsn = —H*{co + ' M(co — H*0) }yn

+(1 - Hzg‘M@)hy;.

Escrevendo estas duas equac¢oes na forma matricial, temos:

A(H)

1 + H‘Z{bl +Qfﬂf(&— Hz’)/_l)} 0 Yn+1
H*{¢M(ay — H?y1) + ¢1} 1 Ry, i1

1 — H*{by + b'M(ao — H*y0)} (1 — H?b'Mpo) Un
—H*{¢ M(ag — H*y0) + co} (1 — H?)'MPpy) hy!,

B(H)
Agora, supomos que Det(A(H)) # 0, ou seja, que 1 + H*{b; + b'M(a; —
H?y1)} # 0, definimos:
R(H) = (A(H))"'B(H). (3.14)
a qual é denominada matriz de amplificagdao do método.

Fornecemos, a seguir a definicao de P-estabilidade, segundo Meyer [14].

Definicao 3.1. Um método de passo-um é chamado P-estdvel se para todo H >
0 real, os dois autovalores (conjugados complezos) de R(H) estio no circulo

unitdrio no plano complezo.




3.2.1 Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

Considerando, entao, a propriedade da P-estabilidade, primeiramente, temos

que encontrar os autovalores da matriz >

11 Ti12

R= . (3.15)

21 T22

Sabemos que os autovalores da matriz R sao os valores de A que satisfazem

Det(R — AI) = 0. Mas,
Det(R— AI) = 0 =3 A\ — Tr(R)) + Det(R) = 0.

Temos entao que os autovalores da matriz R sao:

Tr(R) + \/(Tr(R))? — 4 Det(R)

A= 5

Como queremos que os A, sejam complexos conjugados, seja entao:

A=ta£bs ..

onde a = u”zﬁl eb= A Ud(Rg_(Trm))z e consideramos
4 Det(R) — (Tr(R))* > 0. (3.17)

Para cumprirmos todas as exigéncias da propriedade de P estabilidade, bus-

caremos uma condigao para que |A| = 1, ou seja: *

Tr(R) +i./4 Det(R) — (Tr(R))?
2

I\ = =1

’ : — =\ 2\ ?
(TT(R) +<\/4Det(R) T (R))) 2

2 2

=1 => (Det(R))? =1

(Tr(R))? + 4 Det(R) — (Tr(R))?\ ?
= : )

3para simplificar a notagao consideremos R(H) = R, Det(R) e Tr(R) o determinante e o

trago, respectivamente, da matriz R.
*|. | denota o médulo de um n2 complexo ou real




3.2.1 Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo-um

= Det(R) = 1. (3.18)
Usando a condigao (3.18) em (3.17), obtemos:
(Tr(R))* <4 = |Tr(R)|<2. (3.19)
Resumindo, o método de passo um estendido (3.6) é P-estavel, se as duas
condic¢oes sao satisfeitas:
Det(R(H))=1 e |Tr{R(H)}| <2, VH>0 (3.20)
Da primeira condigao em (3.20), temos:

1 = Det(R) = Det(A™"'B) = Det(A™")Det(B).

Ainda,

1

1 = Det(I) = D(et(A_lA) — Det(.»’l_l)Def(A) — Def(A_i) = Det(A)

(3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21), vemos que a primeira condigao em (3.20) é equi-

valente a:

Det(A(H)) = Det(B(H)). (3.23)

Denotando

C = Det(A)R, (3.24)

da segunda condi¢ao em (3.20), obtemos:

|Pr(R)| < 2=+ |Tr (

Tr(C)
‘Det(A)

c
Det(A) ‘ i
Tr(C)
— —2< por <2 (3.2

Considerando primeiramente o lado esquerdo da desigualdade em (3.25), temos:

Tr(C)

2 = Bald)

— —2Det(A) < Tr(C) = 0 < 2Det(A) + Tr(C).  (3.26)

Analisando agora, o lado direito da desigualdade em (3.25), temos:

Tr(C)

Det(4) < 2 => Tr(C) < 2Det(A) => 0 < 2Det(A) — Tr(C). (3.27)




3.2.2 Phase-Lag dos Métodos Estendidos de Passo-um

Por (3.26) e (3.27), a segunda condi¢ao em (3.20) é equivalente a seguinte

condigao sobre o polinémio de estabilidade:

pr(H) =2 Det(A(H))+ Tr(C(H)) >0, VH>O0. (3.28)

3.2.2 Phase-Lag dos Métodos Estendidos de Passo-um

Definigcao 3.2. Seja um método de passo-um (3.6) aplicado & equagao teste (3.7)

e escrito na forma (3.13). Temos que:
#(H) = H— 0 = kH™" + O(H™*?) (3.29)

€ o erro de dispersao, onde 8 é o argumento do autovalor da matriz R(H) e,

¢p = |k|H™ € definido como o phase-lag do método.

Representamos A = a £ bi em (3.16) na forma geométrica para encontrarmos

seu argumento. Para isso, consideremos:
a=r1r cosf e b=rsiné.
Assim, temos que
A =a+bi=r(cosd+sinb) = re*?,

onde r = |A| =1 e € é o argumento de .

Queremos obter # explicitamente. Desse modo:

a
coslf = — =a = 0 = arccosa.
r

Substituindo a dado por (3.16) em (3.30) e usando (3.24), temos:

Tr(R Tr( )
6 = arccos ré ) RO e ) => # = arccos il

2 2Det(A)
Substituindo # em (3.29), temos:

Tr(C)

p(H) = H — —
o(H) arccos 2Det(A)
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3.3 Métodos Estendidos de Passo-um de Ordem 3

Para construirmos um método de passo-um estendido de ordem 3, definido por
(3.6), tomaremos em (3.5), 7,2(h) = O(h?®). Para isso, precisamos primeiramente
expandir em série de Taylor y(z, + h), y(z, + 2h), y"(z, + h), ou seja:

f? "

2+ o)

(2h)'y(z)
2!

)
2!

Y(za+h) = y(zn)+hy'(z.) +

Y(zn +2h) = y(za) + 2ky (z,) + +O(R?)

yn('vﬂ +h) y”(xn) . hym(xn) P + 0(’33)'

Substituindo as expansées obtidas em (3.5), para m=3 e j=2, temos:

Tn,2(R) Y(xn + 2h) — azoy(zn) — an1y(zn + h) — ﬁzohy’(ﬂin)
- h? ['quy”(l"n) +y21y" (0 + h]]
2.,
(2.’1) Y (xn] 3 O(hB)

2!
: h2y" J ;
~asap(an) = aar ((y(en) + 1/ (an) + L7 4 O()) — Broh/ ()

y(zn) + th,‘(l'ﬂ) -+

B24/(iv)
—~h? [‘rzay”(a:n) + 721 (y”(:ru) +hy"(zn) + ‘T”T("T“) + O(h?’))]

(1 = az0 — a21)y(zn) + (2h — az1h — Baoh)y (25)
2h)2 g h?
+ (( 2!) - 22:! - f;2‘¥20 - h?'rgl ) y'(z,) + O(hs)
(1= ag — agp)y(z,) + (2 — Oy — 520)313;"(%)

4 o
+ (E - % — Y20 — 721) R*y" (z,) + O(h®).

Como queremos 7, 2(h) = O(h?), entao:

l—axp—a =0
2—ay —Pp=0

4 ) ; i,
Tl i b o Bl ) | =0

onde ayp e Y20 sao parametros livres.
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De forma analoga, para t,(h), t,(h) = O(h*), obtemos:

1
by=—3+b, (3.33)

1
Op =71 (3.34)
onde by é um parametro livre. Assim, existe uma familia a trés parametros, de
métodos estendidos de passo-um de 3¢ ordem e 2 estigios a qual denotamos por
-'U:?](Ozo? Y20, bo).
Para fazermos o estudo da estabilidade dos métodos de 32 ordem,
11{3[,2](020,'}'20,50), consideremos as matrizes A(H) e B(H) para m=3 em (3.13).

Desse modo, temos:

1 + (bl + bgﬂgl)Hz ! 52721H4 0
(e1 + coa91)H? — ey H! 1

1—(bs-Fb H? + byyeoH* 1 — byByoH?
B(H) (bo 20020) 2720 220 . (3.36)
—(co + c2a00) H? + coy20H* 1 — ¢3350H?

Para que esse método seja P-estével precisamos encontrar condigoes para que
Det(A(H)) seja igual a Det(B(H)). Sendo assim, substituindo os coeficientes
(3.32), (3.33) e (3.34), nas matrizes (3.35) e (3.36) e com ajuda do software

Mathematica ®, obtemos que:

13
720 = + % — 12b,. (3.37)

Consideremos, agora,

a = (g (% == b(]) . (338]

50s detalhes das contas feitas pelo software estao demonstrados no apéndice 1.
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Entao, em termos dos parametros « e by, temos que:

(=3 = 2a20 + 6(1 + a20)bo) H? (—1 4+ 3bo)(3 + a20 — 2720)
6 6

1+(é+a—bo)h’2+(—i—é+%+%’i’°—125§)fr‘.

Det(A(H)) =

Novamente, com a ajuda do software Mathematica, e utilizando (3.37) e (3.

obtemos que: ©

Tr(C(H)) — D zambo) H? + ( 720 Sibli—1 i 2—,-2.3)) HY

12
83 2«

= (3.40)

2+ 2(a —bo)H? + (

Substituindo (3.39) e (3.40) em (3.28), obtemos os polinémios de estabilidade: *

28 — 72bg — a90(—13 + 36bg) — 3720
36

5 1
H*+ (1% + ao (5 = ba) —bo) i,

4
H? + (% ta- bu) HY (3.41)

H? 4+ H*,

44+ [1 + Qg (% — 450) = 450] H?

11 11 5720 | 14
— ol ——-0 4bg(-1 - —|H
+ [ 9 + agg (36 0) + 4bo(—1 4+ v20) 4 J

4
4+ [1 + agg (5 - 450) - 450] H?

1
tas [—151 + 1020bo — 1728b3 + 4aze(—1 + 3bo)] H*

4+(1+4{\'—4bg)H2+( %+853£—4853) . (3.42)

60s detalhes das contas feitas pelo software estio demonstrados no apéndice 2.

Tver detalhes no apéndice 3.
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Por (3.28), as condigdes necessarias para P-estabilidade sio p*(H) > 0

N

V H > 0. Sendo assim, segue de (3.41) que:

= -

5 5
ﬁ+(}'—b020 == bogﬁ+a, (3.43)

e de (3.42) que:

151
—48b3 > 0 = a < ——— + 85by — 144b2. (3.44)

3 12

Consideremos, na equagao (3.42),
p3 =1+ 4a —4b

e, com a ajuda de (3.44), temos:

151
pr=1+4a—4b < 1+4(—15—2+85b0—144b§) — 4b,

576 1728

sl i 2+L (3.46)
“ oo 1728 '

Por outro lado, usando (3.43)

14 p 14
- _TS + 336by — 576b2 = —576 (bﬁ = @3’0 T )

5 20
g}§:1+4a—46021+4a—4(—+0) =1—-—

12 12

Por (3.46) e (3.47), nés obtemos:

2 e AL
Nl T - —
3 <P < —576 |:(bo 24) + 1728:[ - (3.48)

o qual mostra que, pJ (H), o coeficiente de H? em p*(H), é negativo. Se pf (H)
fosse positivo, poderfamos afirmar que p*(H) seria positivo, pois consideramos

em (3.44) que o coeficiente de H* é positivo. Como isso ndo ocorreu, faremos o
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estudo de p*(H) calculando o discriminante® da sua forma quadratica:

151 o = 85b
- = 2kl S 2 AR
D = (l+4a—4by)“ -4 ( TREL + 3 4850) 4
,  16a  16b 16 2352 1344
+12 0 2
; N b U kel R P i b
E;] +-3 3 +9,+h36 3 0+7680J

v e

+ . 2\ T\
(Pz -+ —3) + 7168 (bn = ﬂ) ; (3.49)

Como D nédo pode ser negativo, tomamos D=0, o que por (3.49), implica em

py = —2/3 e by = 7/24. Com esses valores, obtemos, de (3.45) que a = —1/8 e,

portanto, voltando as equagoes (3.41) e (3.42), obtemos:
p~(H)=H*,

Segue que p~(H) > 0,VH >0 e, p*(H) > 0 exceto para H* = 12.
Substituindo @ = —1/8 e by = 7/24 em (3.38), temos que azo = —3. Voltando

esses valores em (3.37) encontramos 7,0 = —1/6. Com esse resultado obtemos

| 9

um tnico método de passo-um estendido de 32 ordem, com 2 estégios "quase"

P-estavel, ;11&2](—3, —1/6,7/24), descrito como:

Un+2 = —3Yn +4Ynt1 —2 h y, + %i [—fo+ fasi]
()
Yn+1 = Yn + hy:-l‘ + %} [7fﬂ + 6.fﬂ+1 . ﬁ1+2:|

(3.50)

h x
(E) y:1+l == y:: + E [5fn  y an-H + _fn+‘2] 5

Agora, substituindo (3.39) e (3.40) em (3.31) e, usando o software Mathematica,

temos que o erro de dispersao do método obtido é dado por:'°

144 — 60H? + H*

S
AH) Arccos 144 + 12H? + HA

(3.51)

Expandindo ¢( H) em série de Taylor, obtemos o seu phase-lag, dado por ¢,(H) =
(1/720)H*.

80 discriminate D é o A usado na férmula de Bhaskara
9n

quase", porque para H? = 12 o método nao é P-estavel.

10 ver detalhes no apéndice 4.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18
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3.4 Métodos Estendidos de Passo-um de Ordem 4

Da mesma forma como para os métodos de ordem 3, vamos aqui buscar condig¢oes

para que T, 2(h) e 7, 3(h) sejam de ordem 4. Desse modo, temos:

agr=1-ax, P=1l4+ax, v=:+

ay T ax
3 y Y21 = + 6 3

_ 11 5 1 1
agy = 1-a3zp, Pso=2+az, 731 = E-f'gaso—?’]faoa Y32 = 5—5030+739= (3.53)

onde g, @39, € Y30 sa0 parametros livres.
Agora, tomando t,(h), t/,(h) = O(h®), obtemos:

9 11
= ——3b by = —— —
by 5 3bo , b2 12+3b0$ ba

19 3
Ci =5y = C3="57

e 24’ T 24

3"

onde by é¢ um parametro livre. Assim, existe uma familia de métodos de 4¢ ordem
L. ) " 3

e 3 estagios com 4 parametros livres que denotamos por 1W£ ](ago, Q30,730 bo)-

Para um método de 4¢ ordem, tomemos m = 4 em (3.13), obtendo assim as
matrizes:
(EH(H) U bll(H) blz(H)

A(H) = ’ B(H) =
an(H) 1 ba(H) ba(H)

onde

ay (H) 1+ (by + baags + bzazy) H? — (bayar + baya1 + b3yszaen) H* + byysay21 HS,
a1 (H) (c1 + covz1 + czast) H? — (cav21 + c3731 + c3v32021) H* + 3732721 HS,
bui(H) 1 — (bo + baarao + byarso) H? + (bavzo + bavao + bavazaae) H* — baysav20H,
bi2(H) 1 — (baazo + bsaso) H + (bsysafB20)H?,

ba1 (H) —(co + ca0vz0 + c3a30) H? + (2720 + €3730 + €3732020) H* — €3732720H°,

bao(H) 1 — (c2az0 + c3a30) H? + (c3732820) H*.




3.4 Meétodos Estendidos de Passo-um de Ordem 4

Segue que,

Det(A(H)) = 14 (b + bzazy + bsazi) H? — (b2y21 + bays1 + bayszaz1) H* + bsysay21 HC. (3.56)

Procuraremos, entao, condi¢oes para que Det(A(H)) = Det(B(H)). Utilizando

o auxilio do software Mathematica, encontramos que: !

(B20730 — B3o720) (c2bz — e3b2) + v32[b3(v20 + Y21) + B20(boca — baco) — eav20] = 0. (3.57)

" C
Encontramos, também, que: °

Tr(C(H)) = 2 + t,H? + t,H* + tcHS, (3.58)

—bo + by + ba(a21 — ag0) + ba(asy — aze) — c1 — ca(a21 + P20) — ca(az1 + Pao),
v32[b3(a20 — a21) + ca(az1 + B20)] + ba(y30 — Y31 + €1830) + b2(v20 — Y21 + €1520)
+ca(y21 — b1f20) + c3(y31 — b1830) + (P20a31 — Paoaz1)(bacs — bsez),

ts v32[b3(721 — Y20 — €1P20) + €3(b1B20 + v21)] + (Baoy21 — B20731) (b2c3 — baca).

Definimos, agora, os polinémios de estabilidade: °

p+ (H) =2 Det(A(H)) £ Tr(C(H)) = pt + pF H* + pt H* + pt H®, (3.59)

e com a ajuda das equagées (3.56) e (3.58), obtemos:

Po 0,
2 4,
P; 1,
T —bo + 3b1 + b2 (3az1 — az0) + b3(3aa1 — @30) — €1 — c2(@21 + P20) — c3(az1 + Pao)
Py —v32[ba(a20 + @21) + e3(az1 + B20)] — ba(y30 + 131 — €1830) — b2(720 + Y21 + €1820)
—c2(721 — b1B20) — €3(v31 — b1B30) — (B20031 — PBaoa21)(b2cs — bacz)
Ya2[ba(az0 — 3a21) + c3(az1 + B20)] + b3(130 — 3731 + €1830) + b2(7y20 — 3721 + €1820)
+ea(y21 — b1B20) + €a(y31 — b1B30) + (B2031 — Baoaz1)(baca — bsca)
v32[ba(720 + Y21 + €1820) + €3(y21 — b120)] + (B20@31 — B3oaz1)(bacs — bacz) ,

v32[b3(3721 — v20 — €1820) + €3(b1B20 — ¥21)] + (B307v21 — B20731) (b2cs — bacz) .

ver detalhes no apéndice 5.




3.4.1 Métodos P-estdveis de ordem 4 e 2 estagios

Antes de determinarmos os métodos P-estaveis de 42 ordem, substituimos

(3.52), (3.53), (3.54) e (3.55) na condigao (3.57) colocando-a, desse modo, em

termos dos parametros livres, ou seja:

I 13 7
E(l + 0.’20) (E = bg) + 732 (i = bg) =0 (360)

3.4.1 Meétodos P-estaveis de ordem 4 e 2 estagios

Por (3.6) os métodos de ordem 4 (m=4) terdao 2 estagios, se um dos dois casos
ocorrerem:

(i) b3 = 0, ou

(1) b =0e y3, = 0.

Faremos os estudos desse dois casos separadamente.

Caso (1)
De (3.54), temos que b = 5"—;- — bo. Logo, para by = 0, encontramos by = %,
que substituido em (3.60) nos fornece ayy = —1.

Substituindo, agora, estes valores de bs, by € g0 em (3.59), usando as condigoes

(3.52) a (3.55), obtemos:

AT 1 X
+(H fie ZHA e A e (=10 4 Tovg — s  H®
P (H) 3 + 5 + 576( + (a3 v30)H",

1 1
H? + Tl 5610 —Tazo + 247y30) H®.

Neste caso, para p &+ (H) > 0 devemos ter:

1 T 7
+ H
= () L 24~ = P i + A =
ke 5?6( fiaeD 150) 24 (12 Tk ’1’30) :

74 3

< Y30 = ﬁﬂ’su = E

Logo, os polinémios de estabilidade sao:

1 1 1
+ g Eoped 4 - —_ 2 4
o (H) =4 3H + 12H i p (H)=H*+ 12H.




3.4.1 Meétodos P-estaveis de ordem 4 e 2 estagios

Agora, podemos facilmente verificar que p*(H) > 0, V H > 0 e, entdo, segue
que existe uma familia de métodos P-estaveis de ordem 4 e 2 estagios com
um parametro livre, M’P](a;-,o) = Mf]( —1, a0, (7/24)aso — (5/12),7/24), descrita

COINO:

I}n+‘2 = —1Un + 2yr‘t+1 + hzfn+h

(1) 3 -
Yn+1 = Yn + hy, + %,(”n + 6 fnt1 — frt2),

?}n+3 = (30Yn + (1 = a3i})yn+l + (2 = c'f3(:')"l""‘lt :1
(E) +h2 [‘,E%(TO’:;[) = 1U)fn + i(lg + a30)fn+l = %(2 + QSO) ::+2j| 3
y::+l = y:; + %(gfn + lgfn+l s 5ﬁ1+2 ‘I‘ fn+3)‘

Podemos, entao, encontrar o phase-lag dos métodos do mesmo modo como em
(3.51). Dessa forma, obtemos que para todos os métodos desse caso, com o
parametro livre aszo, o phase-lag é ¢,(H) = (11/720)H*. Um método particular
interessante, pela sua simplicidade, é o obtido tomando-se azp = —2, dado pelas

equacgoes:

?}n+2 = —UYn + 2yt1+1 + hzfn+1$

(1) "
yn+l = yn + hy:, '+‘ %(?fﬂ '+' 6fr1+1 s fn+'2)1

(3.61)

3}114}-3 = _zyn + 3yn+l + h-z(-fn + 4fn+l)a

(E) . .
y:1+1 = ?j:, + %(gfn = 19fn+1 . 5fn+2 A fn+3)-

Caso (ii)

Com 73, = 0 e b, = 0 em (3.53) e (3.54) obtemos, respectivamente:

1 1 1 1
"1'32:5—5030+’I'30:U:>730=§030—§a

11 11
523—54‘360:0:}3)0:56

Substituindo 732 e by em (3.60), temos:

13
(1+0’20] (E——) =0 = ag = —1.

1
12




3.4.2 Meétodos P-estiveis de ordem 4 e 3 estagios

Agora, substituindo todos esses valores em (3.59), determinamos os polinémios

de estabilidade:

- 5630 Hs

1 1
pH(H) = 4+ (=104 Tazo — 3B30)H® + 5—(34 + 2a30 — 3B30) H* ooy

72 216

5030 56

1 1
p~(H) —— (1584 — T2a30 + 72B30) H? + —— (144 + 24B30) H* + =2 BE.

1728 1728
Novamente, para obtermos a P-estabilidade devemos considerar:

50
I’g=?17§;=0 = P =0.

Substituindo 330 em (3.53), encontramos azg = —2. Desse modo, voltando em
(3.62), temos os seguintes polinémios de estabilidade:
p+(H):4—}-H2+iH“ p‘(H)=Hz+LH4
3 36, ° 12,

Temos que p*(H) > 0, VH > 0. Sendo assim, existe um tinico método P-estavel

de 42 ordem e 2 estagios, denotado por Mf] = Mf](—l, —2,-1,11/36) e, descrito

COmo:

Un43 = —2Yn + 3Yns1 + A2 (— fr + 4fas1),
Yn+1 = Yn + hy;, + %(”fn + 15 fut1 — fasa),
(3.63)
(E) Jnt2 = —Yn + 2ns1 + A2 fora, ) )
Ynir = Yo+ 2(9fn + 19fns1 — Bfut2 + Faa).

Da mesma forma que calculamos para métodos anteriores, encontramos que o

phase-lag desse método é ¢,(H) = (1/45)H*.

3.4.2 Meétodos P-estaveis de ordem 4 e 3 estagios

Obter familias gerais de métodos P-estaveis de ordem 4 e 3 estdgios é um processo
complexo. Mas, podemos notar que a condi¢ao essencial a ser satisfeita é a
(3.60). Entdo, se partirmos desta condigdo, escolhendo valores para as variaveis

envolvidas, em busca de métodos com 3 estagios, encontraremos 2 casos:

55

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



3.4.2 Métodos P-estaveis de ordem 4 e 3 estégios

Caso (1) 73;2=0 e b(]=£

Tomando 3, = 0 e bp = 13 em (3.53) e (3.54), obtemos respectivamente:

_ (0’30—1) _ (26"‘0’30) _ 5 _ i _ 1
730——3 s Y31 = 6 ’61_16”32__4 e f3=—.

48
Para esse caso temos também pE = 0 e, considerando

a = dagg — Q30,

obtemos os seguintes polinémios de estabilidade:

}}+(H) 4 — m(48 = 12(3 =+ 5&20 — Q‘go))H = m(;} + 5(120 — 0(30)H

I _ 2__ 4
4 144(48 123+ a))H 3+ a)H

2T
2+—(a~1 H] —[48(0.*-{-7)}1']

144

2

I]r2 + 48(? + 50520 - 0‘30)H

B 48(7+Q)H‘

Escolhendo o = =7, p*(H) > 0,V H > 0 exceto para H? = 12, por
(3.64) temos azp = Sagg+ 7. Portanto, todos os métodos da familia MP](agg) =
;HPJ(QQU, S5ag0 + 7, (5/3) g0 +2,(13/48)), com o pardmetro ayg livre, sdo "quase"

P-estaveis. Esses métodos sdo descritos a seguir:

(

Unt2 = Q20Yn + (1 — @20)Yn41 + (1 + a20)hyy,

+h? [3(1 + az0) fu + (7 + a20) 1] ,
(1) { Uns3 = (8020 + 7)yn — (500 + 6)ynt1 + (5azo + 9)hy;,
+h% [(3a20 +2) fo + (3e2o + &) fara] s

L Un+1 = Yn + hfn + E(lsfn + 15fn+1 e Ofﬂ+2 + fn+3)a
(3.65)

(E) y:1+1 =Yp + %(gfn +19fa41 — 5fn+2 + Jzn+3)-

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



3.4.2 Métodos P-estdveis de ordem 4 e 3 estégios

Nesse caso, para qualquer ayg, temos que o phase-lag dos métodos é ¢,(H) =

(1/720)H*.

Caso (2) 7v32=0 e axp=-1

Substituindo y3; = 0 e asg, em (3.53) e (3.52) , obtemos:

(().'30— ].) (26+G30)

Y30 = 3 5 131 = 6 ,0‘21=2,520=U ’}’20=U e y=1

Levando esses parametros em (3.59), temos os seguintes polindmios de esta-

bilidade em funcao de asg, B30 € bo:

1
1)+(H] — 4 + ﬂ(_GQ + 192b{j + 30‘30(_9 —|" 32b0) = ﬁgg)Hz

1
-{-5(—84 + 312bo + 3azo(—1 + 4bg) + 10830 — 36boB30) H*

1
+

376

1 .
ﬂ(528 = 240'3{} -+ 24,530]}{2

1
+%(64(—2 + 9bg) + 8azo(—11 + 36by) + 16(—5 + 18bo)B30) H*

1
(13 B ) Ban E®

376

(13 — 48bo)B30 H®

Como na secao anterior, para que os polindmios sejam estritamentes positivos,
devemos ter:

1 13 13
P = iﬂ/ﬂso (ﬁ - Qbo) =0 = k= 8 ou P30 =0.

13

e . 3
12> obtemos o método "quase" P-estavel Mi ](—1) COmMOo um caso

Para by =
especial para a9 = —1 dos métodos obtidos no Caso (1).

Para 330 = 0, se substituirmos este valor em (3.53), encontramos azy = —2,
e obtemos os seguintes polinémios de estabilidade:

1 13 1
pt(H) =4 — —H* + | 4by— — | H* “(H)=H*+ —H".
pr(H) =4 - 3+ (4= 33) B p(H) = H + =
Para obtermos p*(H) > 0, assumimos que (4by — %) %) =5y % ~ 0.27083.

Desse modo, gostarfamos de encontrar condigdes para que as raizes de p*(H)




3.4.2 Meétodos P-estaveis de ordem 4 e 3 estégios

fossem complexas, sendo assim, tiraremos condigées sobre by exigindo que o dis-

criminante D de p*(H) seja menor que zero, ou seja:

i 13
) i)

13

157

Concluimos que os métodos da familia ﬂf.ffl(bo) = ﬂﬁal(—l,—l—l,bg) $ao

157

5=+ Descrevemos os métodos dessa familia a seguir:

P-estaveis para todo by >

4

In+2 = —Yn + 2Yn+1 + b foia,
Jn+3 = =2Yn + Y41 + K3 (= fa + 4fa1)
Ynt1 = Yn + byl + h? [Bofa + (2 — 3b0) fapr
+ (— 12 +3b0) fasz + (F — bo) fass]
(3.66)

(E) y::+l = U:; + ‘2% (gfn + ].gfn+l - 5fn+2 ‘l’ fn+3) .

Para esse caso, o phase-lag dos métodos é ¢,(H) = ((bo/2) — (47/360))H*, pos-

suindo um parametro livre, que sera determinado conforme o método.




Capitulo 4

Métodos de Runge-Kutta-Nystrom

Diagonalmente Implicitos

4.1 Introducao

Para a integracao de problemas de valor inicial com solugdes oscilatérias, uma
outra classe de métodos que tem sido investigada é a dos métodos de Runge-
Kutta-Nystrom (RKN):

8

fi = f(ta + cjh,yn + cjhy, + A Z dixl). d=Xnust

k=1

Yn+1 = UYn + hy:x + h? Z beJ

i=1

Ynir = Ynth) U

J=1

Em [10] foram obtidos métodos "quase" P-estaveis com s-estagios e ordem
2s baseados em pontos de Gauss. Entretando estes métodos sdao totalmente im-
plicitos. Podemos notar, olhando para o exemplo (3.2) que, ao contréario dos
métodos de Newmark [9], os métodos de RKN sdao duplamente implicitos uma

vez que tanto o calculo do deslocamento quanto o da velocidade sao implicitos.




4.2 Métodos DIRKN

Isso significa que se o método iterativo de Newton for usado para a solugao das
equagoes implicitas yn41 € Y4, 0 jacobiano sera duas vezes maior que no caso
de um método unicamente-implicito.

Devido & complexidade computacional desses métodos totalmente implicitos,
atencao tem sido dada aos métodos de Runge-Kutta-Nystrom diagonalmente im-
plicitos (DIRKN), onde aj; = 0 para k>j e a;; sao todos iguais. Van der Houwen
e Sommeijer [21], construiram métodos DIRKN P-estaveis de ordem 2 com 1, 2
e 3 estagios. Nos mostramos detalhes dessa obtencao apenas para os métodos
de 1 e 2 estagios pois, a idéia é que o leitor perceba que a obtengao de métodos
com numero de estagios e ordem superior a 2, é bastante complexa. Isso é o que

procuramos mostrar nas segoes seguintes.

4.2 Meétodos DIRKN

Trataremos aqui, dos métodos propostos para integracdo de um problema de valor
inicial do tipo

y" = f(t,y), y(0) =y, ¥(0)=uyp, (4.1)

cuja solugao é oscilatoéria.

Um método geral de RKN de m-estigios para a integragao do PVI (4.1) é

dado por:

m

Yoj = Wn+cihyp+h* D anf(ta+ cuh,Yor),
k=1

Ynt1 = Yn Tt hy:; i h? Z: bjf(tn 57 th: Yﬂj)?

j=1

U:,+1 = y:l + h Z E);f(fn + tha Y;lj)':

J=1

onde os parametros ajk, b;, b e ¢; sdo reais.




4.3 Estabilidade dos Métodos DIRKN

Definindo
A= (ﬂ’jk] & R e, b= (bj)$ b = (b;)a c= (CJ) € Rm! (43)

o método RKN pode ser representado pela matriz de Butcher:

c| A
bt
b’

Se tomarmos aj; todos iguais e aj = 0 para k > j, temos os métodos DIRKN .

4.3 Estabilidade dos Métodos DIRKIN

Para estudar a estabilidade dos métodos DIRKN, quando empregados para en-
contrar a solu¢do de um PVI da forma (4.1), aplicamos a forma geral (4.2) a

equagao teste (3.7), obtendo:

m

Yoj = yn+cihyl — (wh)? Z GaYury Davrdg J=L,.:5
k=1

m

Yol = Un+hyh— (wh)? > biYe;,

J=1

m
' ol h)2 Iy,
JilIyn-H = hyn - (L"h) E b_jyn_}'}
J=1
Considerando H? = (wh)?, os vetores e a matriz em (4.3) e os vetores do R™:

}.-t = (}';:ll:\}'l:lz': Gl -1}/;!“1)1 C= (1?1?' gt ’l)t’

n

podemos reescrever o método (4.4) como:

¥ N7! (yne + hylc),

Yn+tl = Yn+ hy:; . sztym

hy,,, = hy,,— H"Y,,

onde N = (I + H?A).




4.3 Estabilidade dos Métodos DIRKN

Substituindo Y;, da equagao (4.5) em (4.6) e (4.7) e, colocando em evidéncia

as pa.rtes em comuin, temos:

Yn+1

hyn i1

1—-H?'N-'le 1-H*®'N"!c

M(H) = ; (4.9)
—H?*'N-le 1 - H2"N-1c

Consideramos aqui o erro de dispersao para os métodos RKN da mesma forma

como para os métodos estendidos unicamente implicitos, dado pela definigao 3.2.

Desse modo, temos que:

Tr(M)
2v/Det(M)

Definicdo 4.1 (Erro de Truncamento Local). Para definirmos o erro de

¢(H) = H — arccos (4.10)

truncamento local do método de RKN para a equagio teste (3.7), precisamos

eliminar y!, de (4.8). Para isso, reescrevemos (4.8) como:

Yns1 = M11Yn + mi2hy), (4.11)

hyngr = Maryn + mashy,. (4.12)

Em seguida, trocamos n por n — 1 em (4.12), ou seja,
hy,, = Mma1Yn—1 + mazhy,_,.
Substituindo hy,, de (4.13) em (4.11), temos:
Yntl = M11Yn + M12M21Yn—1 + migmgg.’ay:‘_l.
Agora, fazemos n =n —1 em (4.11), o que nos dd:
Yn = M11Yn—1 + mi2hy, _,

Yn — M11Yn-1
mi2

=> hyp_, =




4.4 Construgao dos Métodos DIRKN P-estaveis de ordem 2

Substituindo hy, _, de (4.15) em (4.14), obtemos:

n—1

Yn —MnlYn-1
mia

Ynkl =  MnYn + Mi2MaYn—1 + M2y (

Yntt = (M1 + ma2)yn + (M1amag — maamyy)Yn-1

=> Yn41 — I'1(M)yn + Det(M)y,—, = 0.
Assim, se fizermosn =n+1 em (4.16), obtemos:
Ynt2 — ITr(M)yn41 + Det(M)y, =0 (4.17)

Portanto, o erro de truncamento local T(H) desse método linear de passo dois é

definido, substituindo a solugao ezata de (3.7) em (4.17). Desse modo, obtemos:
T(H) = ¥ — Tr(M)e'! + Det(M). (4.18)
Se o método de RKN tem ordem (algébrica) p entdo:
r(H) =0(H"4). (4.19)
Temos que (4.19) é somente uma condi¢do necessdria para que a ordem algébrica
seja p.

Para todos os estudos apresentados nesse capitulo, utilizamos a defini¢ao dos
métodos RKN, pois temos que os métodos DIRKN sdao um caso especial dos

métodos RKN.

4.4 Construcao dos Métodos DIRKINN P-estaveis
de ordem 2

Antes dos estudos realizados por Sharp [15] na obtengdo de métodos DIRKN de
terceira e quarta ordem, com 2 e 3 estagios, Van Der Houwen e Sommeijer [21],
construiram métodos DIRKN P-estaveis de segunda ordem com 1, 2, e 3 estagios,

0s quails apresentamos agora. Nesta secao, além de mostrarmos os resultados




4.4.1 Meétodos com 1 estagio

dessas investigagdes, gostariamos de deixar claro o quanto torna-se complexa a
construcao desses métodos se aumentarmos o nimero de estagios e desejarmos

ordem malis alta.

4.4.1 Meétodos com 1 estagio

Consideremos a familia de métodos DIRKN de segunda ordem com um parametro

livre, obtida por Van Der Houwen e Sommeijer [21], dada pela matriz de Butcher:

1

(4.20)

De (4.9), podemos obter a matriz M, e com a ajuda do software Mathematica,

encontramos que:'?

% — 1)H?
Tr(M) = 2+1(fam) e, Det(M)=1.

Vemos entao, que a ordem de dispersao desses métodos é 2, pois:
Tr(M)
2y/Det(M)

_ L 8N i
(24+2)H + O(HY),

o(H) H — arccos

e o phase-lag é dado por ¢,(H) = (—21—4 + %) H?, onde temos o parametro a livre,

ou seja, para cada método temos um phase-lag.
As condigoes para obtermos métodos P-estéveis sdo dadas por (3.20) e por-
tanto, a primeira delas ja é satisfeita, ou seja, Det(M) = 1. Falta, entdo, deter-

minarmos valores para a, tal que,
|Tr(M)| < 2

2+ (2a —1)H?

2
1+ aH? =

= =2

12yer detalhes no apéndice 6




4.4.2 Métodos com 2 estagios

Adicionando 2 em (4.21), temos:

2+ (2a — 1)H?

14+ aH? S

0<2+

Multiplicando (1 + ¢H?) em (4.22), obtemos:

0<2+42aH?+ (24 (2a —1)H?) < 4 + 4aH?

=> 0<4+ (4a—1)H? < 4 + 4aH?

1
=>4a—l20::>4azl=;>azZ

Obtemos assim, uma familia de métodos DIRKN de segunda ordem, 1 estégio

e, P-estaveis, representada pela matriz de Butcher:

4.4.2 Meétodos com 2 estagios

Consideramos a familia de métodos DIRKN com 2 estagios e trés parametros

livres:

a
a

0
0

(4.24)

Do mesmo modo como fizemos para os métodos com 1 estagio, com a ajuda
do software Mathematica, calculamos'® a matriz M (4.9), utilizando os valores
dados pela matriz (4.24). A partir dai calculamos:

2+ (4da — 1)H? + (2a* —a + a1 /2 + cra; ) H*
(14 aH?)?

Tr(M) =

13yer detalhes no apéndice 7




4.4.2 Métodos com 2 estagios

1+ 2aH? + (a* — a1/2 + c1a;)H?)
(1 + aH?)?

Agora, calculando o erro de dispersao desses métodos, obtemos:

Det(M) =

Tr(M)
2,/Det(M)

1 a  a 3 4
( 24+2+2)H + O(H")

$(H) = H — arccos

Queremos que a ordem de dispersdo desses métodos seja igual a 3, para isso,
consideramos:
1
a; = — —a.

12

Além disso, como estamos interessados em métodos P-estaveis, para a primeira
propriedade ser satisfeita, basta tomarmos ¢; = 1/2 para que Det(M) = 1 inde-
pendente de a.

Para termos a segunda propriedade da P-estabilidade satisfeita devemos en-

contrar valores para a tal que |Tr(M)| < 2, ou seja,

-2<Tr(M) <2

2+ (=1 +4a)H? + (5 + 24® — 2a)H* 5
1+ cH?)? S

= =2

Somando-se 2 em (4.25), temos:

2+ (=1+44a)H?* + (% + 2a® — 2a)H*

1+ aH?) =8

= 0<2+4+

Multiplicando (1 + aH?)? em (4.26), obtemos:

0<2(14+aH?*)?+2+4 (4a—1)H? + ({5 — 2a+ 2a*)H* < 4(1 + aH?)?
=> 0< 2(1+2aH?+a®H*) + 2+ (da — 1)H? + (& — 2a + 2a®) H* < 4(1 + 2aH? + a*H*)
1
= 0<4+ (8a—1)H? + (5~ 4a’)H* < 4+ 8aH* + 4a’H*
4 - =(H)

g(H)

Devemos encontrar valores de a tal que g(H) > 0. Tomando H? = 2, torna-

se mais facil o estudo pois, basta apenas obtermos a tal que as raizes z; e z, de
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g(z) sejam negativas. Desse modo, ao obtermos as quatro raizes da fun¢ao g(H),
teremos quatro raizes complexas.
Primeiramente, encontramos as raizes da fungio g(z), ou seja:

2(—3 4+ 24a + /-3 + 144a)
1 — 24a + 48a?

__2(3—24a + -3 + 144a)
e 1 — 24a + 48a? ’

>
“~1

que podem ser simplificadas na forma:

24
T 3—24a+ /-3 + 14da
k. 24
2T 34 24a+ 3+ 144a
Vemos que z; e z; tem descontinuidade quando a = (1/4) + (v6/12) e a =
(1/4) — (v/6/12), respectivamente.
Fazendo um estudo em busca de valores de a tal que z; < 0 e 2z, < 0,

encontramos que devemos tomar a > (1/4) + (v/6/12) e a > (1/4) — (v/6/12),

<1

respectivamente.
Sendo assim, tomando a > (1/4) + (v/6/12) temos que g(z) é concava para

cima e as raizes de g(H) sao todas complexas, ou seja,

1 6
0<g(H)<z(H) para G>Z+\1/_2_'

Portanto, encontramos uma familia de métodos DIRKN de segunda ordem,

2 estagios e P-estaveis, representada pela matriz de Butcher:

L o8
a>;;+12

1 1, V6
12 a a>4+12

0
0
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4.4.3 Meétodos com 3 estdgios

4.4.3 Meétodos com 3 estagios

Consideramos a familia de métodos com 3 estégios

c|a
a; a

as
0 0
0 0

Pela analise feita na secao anterior, podemos perceber que ao aumentarmos
um estégio na formula de um método DIRKN de segunda ordem os célculos para
a obtengao de métodos P-estaveis se tornam mais elaborados. Lembramos que
estamos apenas aumentando o nimero de estagios e ndo a ordem dos métodos.
Podemos entao imaginar o quao complexo sera para obtermos métodos com ordem
superior a 2. Nao é nosso objetivo a busca de métodos DIRKN P-estéveis, mas
sim mostrarmos a complexidade de obtencao desses métodos.

Assim, apenas fornecemos a familia de métodos DIRKN P-estéaveis de segunda
ordem e 3 estagios, cuja obten¢ao pode ser encontrada em [21], que é dada pela

matriz de Butcher:
a > 0.656...

aj a

LT L Ll Lo ]

a9 as
0 0
0 0

onde a; = % e a, = —a-+ —5-15 — az. O erro de dispersao desse método é
dado por ¢,(H) = —((1/40320) + a/240 — a?/8 + a®/2) HE.

Sharp, Fine e Burrage [15] investigaram a existéncia de métodos DIRKN P-
estaveis, com dois estagios e ordem 3 e trés estagios com ordem 4. No resultado
dessa investigacdo eles obtiveram que nao existem métodos DIRKN P-estéveis

com dois estiagios e ordem 3, mas conseguiram obter um método DIRKN

68
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4.4.3 Meétodos com 3 estdgios

P-estavel com trés estagios e ordem 4, dado pela seguinte matriz de Butcher:

2
9
(a+221)(a=-3) 2
56448 9
—2(67+a) —196(67+a)B 2
9(109+4+a)3(a—3)  9(109+a)®(a—3) 9
a?+50a—1727 —784(a—59) (81+a)(109+a)?
4(a—3)(67T+a) (a—3)B 4(67+a)p
3(a?+50a—1727) 131712 (109+a)*

4(a—3)(67+a) (a=3)3 4(67+a)B

onde a = 24?3]5, B =a?+218a+7177 e A = a®>+159a? — 5685a — 752723. O erro

de dispersdo para esse método ¢ dado por ¢,(H) = ((1/45) + (v/2473/10368)) H*.
Finalizamos este capitulo, enfatizando que a obtencao de métodos DIRKN

P-estaveis é bem mais dificil do que a dos métodos estendidos.




Capitulo 5

Resultados Numéricos

5.1 Introducao

Para completar nossos estudos, implementamos todos os métodos e mostramos,
nesse capitulo, alguns resultados numéricos, obtidos em problemas encontrados na
literatura, por exemplo em [2]. Para os problemas cuja solugao exata é conhecida,
analisamos o erro absoluto e comparamos os métodos entre si. Para os demais
problemas, os quais nao conhecemos a solu¢ao exata, mas sabemos sobre o seu
comportamento através de estudos apresentados na literatura, nés analisamos
também o "erro absoluto" , considerando como solugao "exata" para esses pro-
blemas, o resultado fornecido por um método de ordem alta com um passo h bem

pequeno.

5.2 Notacgoes para os Métodos

Nas tabelas de resultados, apresentamos o erro absoluto fornecido por cada méto-
do, para diferentes tamanhos do passo h. E importante registrarmos que em nos-

sas avalia¢oes consideramos o tamanho do passo h fixo durante todo o intervalo




5.2 Notagoes para os Métodos

de integragao. Representaremos os métodos nas tabelas de resultados por:

MENDKk, para k = 2, 3, 4 e 5: Os métodos estendidos de passo-um nao-
dissipativos de ordem k, dados pelas tabelas II, III, IV e V, encontradas
nas paginas 15, 16, 17 e 19, cujos phase-lag sao dados por ¢, = (1/12)1/?,

1/720)v*, (1/720)v*, (—11/4800)2%, respectivamente;
( I

ﬁf:[;zl: O método estendido unicamente implicito de passo-um P-estavel, com
2 estagios e ordem 3, ﬂ'f:gzl(—S, —1/6,7/24), fornecido pelas equagées (3.50),
cujo phase-lag é dado por ¢, = (1/720)H*;

.-HF](—Q): O método estendido unicamente implicito de passo-um P-estével,
com 2 estagios e ordem 4, 11/[12](—1, —2,—1,7/24), fornecido pelas equagoes

(3.61), cujo phase-lag é dado por ¢, = (11/720)H*;

M’F‘: O método estendido unicamente implicito de passo-um P-estavel,
com 2 estagios e ordem 4, M'P]( —1,—2,—1,11/36), fornecido pelas equagoes

(3.63), cujo phase-lag é dado por ¢, = (1/45)H*;

11{531(10): O método estendido unicamente implicito de passo-um P-estavel,
com 3 estagios e ordem 4, M£31(10,5?, 56/3,13/48), quando escolhemos
az =10 em (3.65) e, cujo phase-lag é ¢, = (1/720)H*;

ﬂ4(£3](55/144]: O método estendido unicamente implicito de passo-um

P-estével, com 3 estagios e ordem 4, M'F](—l, —2,-1,55/144), quando es-

colhemos by = 55/144 em (3.66) e, cujo phase-lag é ¢, = (29/480)H*;

DIRKN21: O método de Runge-Kutta diagonalmente implicito com 1 esta-

gio e ordem 2, tomando a = 1/2 em (4.23), cujo phase-lag é ¢, = (5/24)H?;

DIRKN22: O método de Runge-Kutta diagonalmente implicito com 2 es-
tagios e ordem 2, tomando ¢ = 1/2 em (4.27), cujo phase-lag é ¢, =

(61/720)H*;
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e DIRKN23: O método de Runge-Kutta diagonalmente implicito com 3 esta-
gios e ordem 6, tomando a = 2/3 e a3 = (1/12) —a em (4.29), cujo phase-lag
é ¢, = (56951/40320)H*;

e DIRKN43: O método de Runge-Kutta diagonalmente implicito com 3 esta-

gios e ordem 4, representado pela matriz de Butcher (4.30), cujo phase-lag

é ¢p = ((1/45) + (V/2473/10368)) H*;

5.3 Problemas e Resultados

Todos os PVI’s descritos a seguir, sao de segunda ordem e possuem solugdes
oscilatérias. Antes de aplicarmos os métodos estendidos nao-dissipativos, apre-
sentados no capitulo 2, primeiramente transformamos o problema de segunda
ordem num sistema de duas equacgoes diferenciais de primeira ordem. Os demais
métodos sao aplicados diretamente nos PVI’s de segunda ordem. Os problemas

1 a 6 sdo todos lineares, enquanto que os problemas 7 e 8 sao nao-lineares.

PROBLEMA 1

Esse PVI é a equacgao teste (3.7), usada para analisar a estabilidade, com

w = 5.0. Transformando-a num sistema de primeira ordem, temos:

yf ==z y(O) =1, Z(U) =0,
2 = 25y 0 <t<40,

cuja solugao exata é y(t) = cos 5t. Segue na TAB.P1 os resultados obtidos:!*

L0go a frente, tentamos explicar graficamente com os resultados dados pelo MENDZ2, o

porque de estarmos expressando por ***** na TAB.P1.




5.3 Problemas e Resultados

TAB.P1 - Erros Absolutos no calculo de y para t = 40

h MEND2 MEND3  MEND4 MENDS5
0.1 HHRRK 1.50(-2)  1.50(-2) 2.68(-5)
0.05 HEREE 9.44(-4)  9.44(-4) 4.22(-

7)
0.025  241(-1)  5.92(-5)  5.92(-5) 6.61(-9)

h  DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKNA43
0.1  **x  893(1)  1.74(-1)  2.80(-1)
0.05 1.38(0)  5.41(-2)  2.19(-3)  1.80(-2)
0.025 6.26(-1)  4.13(-3)  6.75(-4)  1.14(-3)

h MB ME—2y MP O MPlao) MPl(s5/144)

0.1 1.50(-2) 1L70(-1) 2.51(-1) 1.50(-2)  7.12(-1)
0.05 9.44(-4) 1.04(-2) 1.51(-2) 9.44(-4)  4.15(-2)
0.025 5.92(-5) 6.51(-4) 9.46(-4) 5.92(-5)  2.57(-4)

Ao analisarmos os resultados, temos que:

1. Na classe dos MEND o MEND3 e o MEND4, forneceram resultados iguais,

e suas ordens sao diferentes, mas possuem o mesmo phase-lag.

. Na classe dos DIRKN, temos que os métodos DIRKN21, DIRKN22 e
DIRKN23, sao de ordem 2, mas possuem ordens de dispersao diferentes.
Vemos que o método DIRKN23, para esse problema, nos fornece melhores
aproximacoes, e sua ordem de dispersao é também a maior, dentre os outros

métodos dessa classe.

. Agora, na classe dos ﬂf,[,f], acontece o contrario do ocorrido na classe dos
DIRKN. Todos os métodos possuem ordem de dispersao iguais, mas a ordem
e o n? de estagios sdo diferentes. Por isso, apesar de Méz] e MP](IO)
nos fornecer erros absolutos iguais, vale ressaltar que ﬁ/f:?] possul apenas 2

estagios, ou seja, o custo computacional com esse método é menor.
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4, Com o MENDS5 obtivemos uma 6tima precisao e sua ordem de dispersao

é superior a dos demais. Os métodos MEND3, MEND4, Mf] e MP](IO)

nos fornecem erros absolutos iguais e, eles possuem o mesmo phase-lag, ¢p.
Podemos concluir que se aplicarmos esses métodos nesse tipo de problemas,

o erro de dispersdao é mais relevante que o erro de truncamento local.

Como ilustragdo, mostramos no Gréfico 1 a solugdo exata y(t), representada
pela linha continua e as aproximagoes y,, em cada ponto t,, representadas por
pontos coloridos, obtidas utilizando o método MEND2, para h = 0.1, h = 0.05 e
h = 0.025 e t no intervalo [0,40].

1.00 —

Grifico 1
<O h=0.1
XE h =0.05
O h = 0.025
————  Solucio Exala

Nés percebemos que o erro absoluto nem sempre é eficiente para analisarmos
o comportamento dos métodos pois, se olharmos no Grafico 1 apenas para os
pontos de t=40, temos que, o ponto azul estd bem mais perto da solugao exata
do que os pontos vermelho e verde, de onde poderiamos tirar conclusées erradas.
Portanto, cada vez que diminuimos o passo h, cada vez mais a solugao numeérica

se aproximara da solucao exata.

Apresentamos a seguir sete problemas. Os problemas 2 a 6 siao modificagées
da equacao teste (3.7) com comportamento variado das solugoes e, os problemas

7 e 8 sao nao-lineares.
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PROBLEMA 2

Seja

y'=-25y+5¢t, y(0)=5, ¢'(0)=-24/5, 0<t<50.

Transformando (5.2) para um sistema, obtemos:

y=z
2! = =25y + 5t

cuja solucao exata é y(t) = 5cos 5t — sen 5t + % Segue na TAB.P2 os resultados

y(0) =5, 2z(0)=—-24/5,
0<t < B0,

(5.3)

obtidos:

TAB.P2 - Erros Absolutos no calculo de y para t = 50
h MEND?2 MEND3
0.1 TEHEY 9.91(-2)

6.23(-3)

3.91(-4)

MEND4
9.91(-2)
6.23(-3)
3.91(-4)

MEND5
1.77(-4)
2.75(-6)
6.58(-9)

0.05
0.025

6.00(0)
1.59(0)

h  DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43
0.1 HHdoHN 5.16(0)  1.17(0)  1.84(0)
3.71(-1)  2.89(-2)  1.19(-1)
2.48(-2)  1.68(-3)  7.56(-3)

0.05
0.025

4.13(0)
4.01(0)

My

h MB M2 MP10) MP(55/144)

0.1  9.91(-2)
0.05 6.23(-3)
0.025 3.91(-4)

1.12(0)
6.86(-2)
4.30(-3)

1.66(0)

1.00(0)
6.25(-3)

9.91(-2)
6.23(-3)
3.91(-4)

4.52(0)
2.74(0)
1.70(-2)

Utilizamos a solugao exata e o resultado obtido por M’fj(l()) com h = 0.025,

para mostrarmos no Grafico 2 o comportamento da solu¢ao aproximada e exata.
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Grifico 2

o M4[3](10) com h = 0.025

Solugio Exata

Analisando os resultados, vemos que sao semelhantes aos resultados obtidos

no Problema 1, precisao menor. Queremos apenas ressaltar que:

1. O método MEND2, nao resolve bem esse tipo de problema, talvez por

possuir ordem algébrica e ordem phase-lag baixas.

. Gostariamos de comentar sobre a classe dos métodos DIRKN pois, percebe-
mos que com o passo h=0.1, o método também ndo resolve bem esse tipo
de problema, isto é, para obtermos um resultado com precisao elevada,
terfamos que diminuir bastante o tamanho do passo h, com isso, o custo

computacional aumentaria bastante.

PROBLEMA 3

Seja

y'=-y+[t| y(0)=1, #(0)=0, 0<t<80.

Transformando (5.4) para um sistema, obtemos:

g =2 y(0)=1, 2(0)=1,
2= —y+|t 0 <t< 80,
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cuja solugao exata é y(t) = cost + |t — sen t|. Mostramos a seguir na TAB.3 os

resultados obtidos:

TAB.P3 - Erros Absolutos no céalculo de y para ¢t = 80

h MEND2 MEND3  MEND4 MEND5

0.1 7.54(-2)  1.23(-5)  1.23(-5) 8.76(-10)
0.05  1.85(-2)  7.67(-7)  T7.67(-7) 1.36(-11)
0.025  4.61(-3)  4.79(-8)  4.79(-8) 2.13(-13)

h  DIRKN2l DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43
0.1  1.94(-1)  1.57(-3)  8.57(-4)  1.62(-4)
0.05 4.64(-2)  2.62(-4)  2.08(-4)  5.11(-5)
0.025 1.15(-2)  1.40(-4)  9.38(-5)  4.14(-4)

o MP MP—2) MP MPao) MP(s55/144)
0.1 1.23(-5) 1.36(-4) 1.98(-4) 1.23(-5)  5.38(-4)
0.05 7.67(-7) 8.48(-6) 1.24(-5) 7.67(-7)  3.36(-5)
0.025 4.79(-8) 5.30(-7) 7.72(-7) 4.79(-8)  2.08(-6)

Para termos a ilustracao completa do problema, plotamos a solugao exata

juntamente com o resultado obtido pelo MEND4 com h=0.025.

100.00 —

Grafico 3

Mend4 com h = 0.025

Solugdo Exata
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Ao analisarmos os resultados fornecidos na TAB.P3, vemos que:

1. O resultado fornecido pelo método DIRKN43, com h=0.05, é mais preciso
do que para h=0.025. Isso ocorreu porque, no ponto ¢ = 80, a solugdo esta
na curva do topo dessa oscilagao. Esse fenémeno aconteceu com o método

DIRKN43 mas, poderia ter ocorrido com qualquer um dos outros métodos.

. Esse problema apesar de ser oscilatério possui curvas suaves, enquanto os
problemas 1 e 2, nao. Isso leva-nos a refletir, pois até agora os métodos
MEND?2 e DIRKN21, nao apresentavam resultados que valessem ser usados,

e para esse problema, resolveu com precisao esperada.

PROBLEMA 4

Seja

' = —y—2t+1 y(0)=1, '(0) 0<t<80. (5.6)

Transformando (5.6) em um sistema, obtemos:

y ==z y(0)=1, =2(0)=0,
2 =—y—2et+1 g << 80,

(5.7)

cuja solugao exata é y(t) = cost — sen t —e~'+ 1. Segue na TAB.P4 os resultados

numeéricos:

TAB.P4 - Erros Absolutos no calculo de y para t = 80

h MEND2 MEND3  MEND4 MEND5
0.1 7.56(-2)  2.33(-5)  9.97(-6) 1.60(-7)
1.85(-2)  3.76(-6)  6.18(-7) 5.32(-9)
461(-3)  5.23(-7)  3.85(-8) 1.71(-10)
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h  DIRKN2l DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43
0.1  1.96(-1) 2.03(-3) 1.30(-3)  2.41(-4)
0.05 4.70(-2)  3.72(-4)  3.25(-4)  2.10(-5)
0.025 1.16(-2)  8.13(-5)  8.21(-5)  2.38(-6)

h MB  MP-2) MPI MPao) MP(55/144)
0.1 2.33(-5) 1.32(-4) 1.93(-4) 9.97(-6)  5.31(-4)
0.05 3.76(-6) 8.24(-6) 1.21(-
(_

5 6.18(-7)  3.31(-5)
0.025 5.23(-7) 5.15(-7) 7.54(-7) 3.85(-8)  2.04(-6)

Mostramos no Grafico 4 o comportamento da solu¢do numérica por MEND4

com passo h = 0.025 e a solucao exata.

Grafico 4
L ] Mend4 com h — 0.025
Solugio Exata

|

Fazendo uma analise dos resultados percebemos que:

1. Esse problema, apesar de ser uma alteracao pequena da equagao teste, ja
causa uma grande modificagao nos resultados numeéricos pois, o comporta-

mento da solu¢ao aproximada nos mostra que nao existe mais ligagao com

79
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os métodos de phase-lag comum. Por exemplo, os métodos MEND3 e ﬂféz]

e, MEND4 e ;\-I‘E:i}(l{]) estao dando os mesmos resultados. Lembramos que

analisamos a estabilidade para esses métodos usando a equacao teste.

. Aconteceu também que DIRKN43 esta resolvendo melhor com uma casa

decimal de precisao que o DIRKN23. Enquanto DIRKN22 e DIRKN23

fornecem resultados semelhantes.

. Para esse problema e os anteriores, com MEND2 obtivemos melhores pre-

cisoes do que com o método DIRKN21, ambos métodos de ordem 2.

PROBLEMA 5

Seja

y'=—dy+tet +tsendt y(0)=1, ' (0)=0, 0<t<100.
Transformando (5.8) para um sistema, obtemos:

y'==z y(0)=1, 2(0)=0,

(5.9)
2! = —4y +te~t +tsendt 0 <t <100,

cuja solugao exata é y(t) = — %{—?2— 180t —78¢! cos 2t +50€! cos 4t+54e! sen 2t +

75¢'t sen 4t). Segue na TAB.P5 os resultados numéricos:

TAB.P5 - Erros Absolutos no calculo de y para t = 80

h MEND2 MEND3  MEND4 MEND5
0.1 8.67(-1)  7.78(-3)  4.53(-3) 4.70(-5)
2.07(-1)  1.22(-3)  2.72(-4) 1.30(-5)

5.05(-2)  1.67(-4)  1.67(-5) 5.81(-6)




5.3 Problemas e Resultados

h  DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43
0.1  1.59(0)  7.22(-2)  4.91(-2)  1.02(-2)
0.05 4.28(-1)  1.34(-2)  1.19(-2)  6.67(-4)
0.025 1.01(-1)  3.07(-3)  2.96(-3)  3.95(-5)

h MP MP(-2) MP MPlo) MP(55/144)
0.1 7.78(-3) 5.12(-3) 1.07(-2) 4.53(-3) 4.12(-2)
0.05 1.22(-3) 3.20(-4) 6.60(-4) 2.72(-4)  2.53(-3)
0.025 1.67(-4) 2.00(-5) 4.08(-5) 1.64(-5) 1.55(-4)

Como ilustra¢ao dos resultados obtidos, segue no Gréfico 5 o comportamento

da solugao exata juntamente com a solu¢do aproximada por M;(10) com h=0.025.

Solugdo Exata

Grifico 5§
o MA[3)10) com h — 0.025

Consideramos aqui 0os mesmos comentérios feitos para o problema 4.




5.3 Problemas e Resultados

PROBLEMA 6

Tomando w nao constante, em (3.7), vemos que o PVI nao possui solucao

analitica.

Seja

y'=—(1+t)y y(0)=0, y'(0)=1, 0<t<60.

Transformando (5.10) para um sistema, obtemos:

y' =z
Z=—(1+1t)y

Expressamos o erro absoluto em TAB.P6, considerando, a solugao "exata' desse

y(0) =0, =z(0)=1,
0 <t <60.

problema o resultado fornecido pelo método M£3](10) no ponto t=40, com h=0.0001.

TAB.P6 - Erros Absolutos no calculo de y para t = 40
h MEND?2 MEND3 MEND4
0.1 1.62(-2)  2.35(-2)
0.05  6.22(0)  6.30(-4)  1.51(-3)

MEND5
1.19(-4)
5.02(-6)

0.025

Limge1)

1.18(-5)  9.47(-5)

1.79(-7)

h

DIRKN21

DIRKN22

DIRKN23 DIRKN43

0.1
0.05

* kKK K

EE 0

0.025  2.44(-1)

* % %k

2.30(-1)
8.75(-3)
2.17(-5)

7.57(-2)
5.26(-3)

2.44(-1)
2.65(-2)
1.75(-3)

h

M2 M-

2) MP]

MP10) MP(55/144)

0.025 1

0.1 1.62(-2)
0.05 6.30(-4)
18(-5)

1.99(-1)  2.41(-1)
1.58(-2)
1.00(-3)

2.29(-2)
1.46(-3)

2.15(-2)
1.445(-3)

9.25(-5)

Kk kkoxk

6.07(-2)
3.95(-3)

3 4 5
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5.3 Problemas e Resultados

[lustramos apenas o comportamento da solugdo numérica por MEND3 com

h = 0.025 no Grafico 6.

0.80

Grifico 6

—4&)— Mecnd3 com h = 0.025

O que temos a comentar desse problema é quase semelhante ao anterior. Ve-

mos apenas uma mudanca onde DIRKN23 apresenta precisoes melhores que

DIRKN43.
PROBLEMA 7

Para ilustrarmos o comportamento da solugao numérica quando aplicamos os
métodos num modelo ndo linear (isto é, um problema que nao ¢é da forma (3.7)),

seja

y'(0)=1, 0<t<40. (5.12)

Transformando (5.12) para um sistema, obtemos:

y(0)=0, 2(0)=1,
0 <t < 40.

(5.13)

Consideramos solu¢ao "exata" desse problema, o resultado dado pelo método
MENDS5 no ponto t=40, com h=0.0001. Segue na TAB.P7 os resultados numéri-

cos obtidos:
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5.3 Problemas e Resultados

TAB.P7 - Erros Absolutos no calculo de y para ¢t = 40

h MEND2 MEND3  MEND4 MEND5
0.1 421(-1)  7.29(-5)  9.36(-4) 1.15(-3)
3.74(-1)  1.17(-5)  2.07(-5) 3.56(-5)
3.62(-1)  7.41(-7)  1.03(-7) 1.12(-6)

h  DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43
0.1  1.57(-1) 2.37(-3)  5.21(-5)  5.46(-4)
0.05 3.99(-2)  1.22(-4)  3.71(-5)  5.17(-5)
0.025 1.00(-2)  3.46(-6)  2.06(-5)  3.49(-5)

h MP MP—2) MP MPao) MP(55/144)
0.1 150(-3) 6.77(-4) 6.31(-4) 1.42(-1)  3.76(-4)
0.05 5.65(-5) 2.45(-5) 2.95(-5) 5.75(-3)  5.65(-5)

0.025 2.14(-6) 8.93(-7) 1.39(-6) 1.90(-4)  3.90(-5)

[lustramos no Grafico 7 apenas, o comportamento da solu¢ao numérica dada

por MENDS com h = 0.025.

2.00 —
Griafico 7
L ] MendS com h = 0.025
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5.3 Problemas e Resultados

Analisando os resultados numéricos vemos que:

1. Dentro da classe MEND o método MENDS fornece resultados com precisao
mais baixa que o MEND3 e o MEND4. Vemos também que o MEND3 com

passo h=0.1 e 0.05 resolve melhor que os demais mas, para o passo h=0.025

MEND4 é melhor.

. O que observamos no item 1, também acontece na classe dos DIRKN. En-
quanto DIRKN23 e DIRKN43 resolvem melhor com passo h=0.1 e 0.05,
com passo h=0.025, DIRKN22 é melhor.

. Ja na classe dos ML o 11{53](55/144) resolve melhor que o M',ES](IO) mas,

M‘,{Q](—Q), é ainda melhor.

PROBLEMA 8

Apresentamos um outro problema nao-linear de segunda ordem:

y"”" = —0.2costy — 0.0975cost — 0.398sen 2t + 0.001 sen 4t — 0.0005 cos 5t
y(0)=0.1, 3'(0)=0.2, 0<¢t<120.

Transformando (5.14) para um sistema, obtemos:

y' =z, y0)=0, =z(0) =1, OV<ti<l20,
2/ = —0.2costy — 0.0975cost — 0.398sen 2t 4+ 0.001 sen 4t — 0.0005 cos 5¢

Para solugao "exata" desse problema, consideramos o resultado dado pelo
método ;‘W,E:i](lﬂ] no ponto t=120, sendo h=0.0001. Segue na TAB.P8 os resulta-

dos numéricos obtidos:




5.3 Problemas e Resultados

TAB.P8 - Erros Absolutos no calculo de y para ¢t = 120

h MEND2 MEND3  MEND4 MEND5
0.1 5.55(-3)  5.86(-5)  6.09(-5) 3.53(-6)
0.05  1.39(-3)  4.99(-6)  3.09(-6) 8.00(-8)
0.025  3.47(-4)  4.80(-7)  2.44(-7) 4.95(-10)

h  DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43
0.1  191(-3)  2.16(-3)  2.16(-3)  5.35(-6)
0.05 4.78(-4)  5.40(-4)  5.41(-4)  2.98(-6)
0.025" T.20(-4) ' 1.38(4)1 v 1.83(-4) ~ 3:16(:6)

h MP? MP(—2) MP MPao) MP(55/144)
0.1 5.87(-5) 5.73(-5) 5.49(-5) 6.46(-5)  4.21(-5)
0.05 4.99(-6) 3.66(-6) 3.51(-6) 3.99(-6)  2.68(-6)
0.025 4.80(-7) 2.30(-7) 2.20(-7) 247(-7)  L67(-7)

Ilustramos o comportamento da solugao dada por M3(55/144) com h = 0.025.

Grafico 8
—@— MA[3](55/144) com h = 0.025




6 Conclusao

Analisando os resultados obtidos, temos que:

1. O método MENDS5 predominou resolvendo com melhor precisao esse pro-

blema, independente do tamanho do passo h=0.1, 0.05 e 0.025.

. Os métodos DIRKN22 e o DIRKN23 nos fornecem resultados iguais e,
semelhantes aos obtidos pelo método DIRKN21. Entretanto nesta classe

a melhor precisao é obtida com o método DIRKN43.

. Vemos também que hd uma grande semelhanca nos resultados fornecidos

pela classe dos métodos M,[,f], juntamente com os resultados dados por

MEND3 e MENDA4.




Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertagao, consideramos a classe dos métodos estendidos de passo-um
proposta em Chawla e outros [8], e a classe dos métodos estendidos de passo-um
unicamente implicitos, proposta em [5], para a integragdo numeérica de proble-
mas de valor inicial de primeira e segunda ordem, respectivamente, que possuem
solucoes oscilatérias.

Para analisar o comportamento de um método para a resolu¢do numérica
destes problemas, algumas propriedades de estabilidade tém sido consideradas
na literatura, como as propriedades phase-lag e a nao-dissipatividade, as quais
introduzimos no capitulo 1.

Para obter métodos estendidos de passo-um nao-dissipativos, Chawla e Al-
Zanaid [8] consideraram duas condigdes sobre os coeficientes dos métodos, (1.16) e
(1.17), e forneceram métodos nao-dissipativos de ordem 2 a 5, o que apresentamos
em detalhes no capitulo 2. Além disso, mostramos que nao existem métodos
nao-dissipativos de ordens 6 e 7, aplicando as condigdes (1.16) e (1.17) sobre os
métodos estendidos obtidos em [22] e [17]. No final deste capitulo, fornecemos
alguns resultados numeéricos onde pudemos observar a eficiéncia dos métodos nao-
dissipativos obtidos na resolu¢ao de problemas com solugoes oscilatérias.

No capitulo 3, analisamos a estabilidade da classe dos métodos estendidos
unicamente implicitos, proposta em [5], apliciveis diretamente a problemas de

valor inicial de segunda ordem, do tipo (3.1), que possuem solugdes oscilatérias.

38
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6 Conclusao

Através das condig¢oes dadas por (3.20), mostramos que existe um unico método
de ordem 3, com dois estagios, "quase' P-estével e familias de métodos de ordem
4 com 2 e 3 estagios.

Uma outra classe de métodos proposta para a resolugao de problemas do tipo
(3.1) que possuem solugoes oscilatorias é a dos métodos DIRKN. No entanto,
procuramos mostrar no capitulo 4, que a obtenc¢ao destes métodos com ordem
phase-lag e/ou ordem algébrica maior que 2 é bastante complexa.

Para cada método obtido, calculamos o correspondente phase-lag e observa-
mos que a ordem de dispersao nem sempre coincide com a ordem algébrica do
método. Além disso, através dos resultados numéricos, apresentados no capitulo
5, constatamos que, em geral, a ordem de dispersao é mais relevante que a ordem
algébrica, na resolugao de problemas oscilatérios. Também observamos que para
a maioria dos problemas testados é o MENDS5, que possui ordem algébrica 5 e
ordem de dispersao 6, que fornece resultados mais precisos.

Ao compararmos a classe dos métodos estendidos de passo-um com a classe

dos métodos DIRKN, concluimos que:

v algebricamente, a obtencdo de métodos DIRKN P-estaveis com ordem de

dispersao maior que 2 é muito mais complicada do que a dos métodos es-

tendidos unicamente implicitos.

v' os métodos DIRKN, por sua vez, possuem uma estrutura mais facil de
ser implementada, permitindo-nos fazer um programa geral onde apenas
escolhemos o método que queremos utilizar, nos dados de entrada. J4, para
os métodos estendidos nao conseguimos o mesmo tipo de generalizagao,
isto é, para cada método temos um programa diferente. Além disso, cada
programa resolve sistemas de equagoes diferenciais de dimensao no méaximo

dois.

numericamente, observamos que, para a maioria dos problemas, os métodos

estendidos tém um comportamento melhor que os métodos DIRKN.
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6 Conclusao

Das observagoes feitas anteriormente consideramos os métodos estendidos
de passo-um adequados e promissores para a resolu¢ao numeérica de equacoes
diferenciais que possuem solugoes oscilatérias.

Finalizando esse trabalho, mostramos alguns caminhos de eventuais possibi-

lidades para continuidade das investigagoes dessa classe de métodos:

» Tentar obter classes de métodos estendidos de passo variavel, através da

estratégia usada para encontrar os métodos de Fehlberg [2]. Um exemplo é o

par embutido RKF45, que possui a vantagem de ter um custo computacional
baixo e, de ser encontrado em softwares matematicos como Mathematica,
Matlabe Maple. O c6digo RKF45 é muito usado na pratica por engenheiros

e fisicos, para resolucao de PVI com solugoes oscilatoérias.

Tentar generalizar a implementacdo para a classe dos métodos estendidos,

como fizemos nesse trabalho para a classe dos métodos DIRKN.

Mostrar uma outra forma para andlise de comparagao entre métodos aplica-
dos a PVI’s que possuem solugdes oscilatérias. Através do Problema 1, no
capitulo 5, vimos que utilizando o "erro absoluto', podemos tirar conclusoes

erradas sobre os métodos.

Mostrar se ha uma relagiao, dentro da classe dos métodos estendidos, entre

métodos A, L, e P-estéaveis.
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Apéndice

I Contas usando o software Mathematica

l APENDICE 1. Como obtivemos a equagéo ( 3.37)

[J Consideremos primeiramente as Matrizes A(H) e B(H):

1+ (bl+a21b2) H2 -b2H*L21 0
(cl+a2lc2) HE-c2H*L21 1

1- (b0+a20b2) H? + b2 H* L20 1 - b2 b20 H?
(-c0-a20c2) H2 + c2H* L20 1 -Db20c2H?




l Contas usando o software Mathematica

I APENDICE 1. Como obtivemos a equagao ( 3.37)

(J Consideremos primeiramente as Matrizes A(H) e B(H):




apendice.nb

(] Substituimos nas matrizes A(H) e B(H) os parimetros (3.32), (3.33) e (3.34):

[J Gostariamos de mostrar quem é o Determinante de A(H) e B(H):

[J Aqui temos que para que Determinante de A seja igual ao Determinante de B, quanto deve ser o
valor de L20

l APENDICE 2. Como obtivemos a equagao ( 3.40)

[J Para calcularmos o Trago de C(H), precisaremos da matriz R(H)=A4 !(H) B(H), pois
C(H) =Det (A) R. Desse modo:
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apendice.nb
e R A e i




apendice.nb

[J Enfim calcularemos o Trago da matriz C(H):

[J Se substituirmos a equagio 3.37

no TragoCH, obtemos:

r APENDICE 3. Como chegamos nas equagdes (3.41) e (3.42)

[J Substituindo ( 3.39), (3.40 ) em (3.28), e tomando L20 = (13 /3) + (a20/ 3) - 12 b0, obtemos os
polinémios de estabilidade:
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apendice.nb

I APENDICE 4. Como chegamos na equagao (3.51)

(] J4 sabemos os valores de b0 e a0, sendo assim declaramos:

(] Substituindo ( 3.39), (3.40) em (3.31), obtemos que o erro de dispersio é:

R
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apendice.nb

cm

l APENDICE 5.

[J Consideremos primeiramente as Matrizes A(H) e B(H):
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apendice.nb

[J Calculemos aqui os Det (A) e Det (B) de forma genérica, ou seja, sem substituir as condigoes de
ordem do método

[ Para calcularmos o Trago(CH) precisamos primeiramente da matriz R(H)= A4 ! (H) B(H), pois
CH =Det( A(H)) R(H)

O Agora sim encontramos o Trago(CH)

v
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apendice.nb

[J De forma genérica para m=4, encontramos também os 2 polindmios de estabilidade p (H) e p (H):

[ Consideremos agora as condigdes de ordem dos métodos estendidos de 4°ordem

AV
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apendice.nb

[J Como chegamos na equagio (3.57)
Calculamos o Det (A) e o Det (B) separadamente, considerando as condigdes de ordem acima, e
comparamos:

[J Para que Det (A) seja igual a Det (B), basta considerarmos iguais os coeficientes de H® .
Vamos entdo calcular de forma genérica, tomando a igualdade dos coeficientes de H®, do Det(A) e
Det(B) calculados sem a consideracao das condicdes de ordem do método.




apendice.nb

O ou seja, ao simplificarmos (b3 L21 L32) - ((b3 ¢2 - b2 ¢3) (b30 L20 - b20 L30)+(b20 b3 c0 - b0 b20
¢3-b3 L20 +¢3 L20) L32) =0, obtemos a equagio (3.57)

[J Para chegarmos na equagéo ( 3.60 ), apenas consideramos as condi¢des de ordem do método com
excecdo de L32,em (3.57)

| APENDICE 6.

[J Declaramos primeiramente os pariametros do método:
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apendice.nb

[J Aqui calculamos o Trago e o Determinante da matriz M

| APENDICE 7.

] Declaramos primeiramente os parimetros do método:
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apendice.nb

cm

[J Calculamos erro de dispersio do método

AN
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