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Resumo

Neste trabalho fazemos uma análise da classe dos métodos estendidos de

passo um, que tem sido propostos na literatura, para a resolução de equações

diferenciais que apresentam soluções oscilatórias. Problemas desse tipo ocorrem

frequentemente na prática e, em geral, oferecem dificuldades para os códigos exis­

tentes. Para um melhor desempenho dos métodos, algumas propriedades de esta­

bilidade são exigidas. Os métodos estudados foram testados computacionalmente

em problemas de interesse prático e os resultados comparados com outra classe

de métodos proposta para a resolução de problemas com soluções oscilatórias.
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A bstract

In this work we analyse the class of extended one­step methods, that has been

proposed in the literature, for the numerical integration of differential equations

which possess oscillating solutions. Problems of this type frequently occur in

practice and, in general, they offer some difficulties for the existing codes. For a

better performance of the methods, some stability properties are requested. The

studied methods are numerically tested on problems of practical interest and the

results compared with another class of methods proposed for the integration of

problems with oscillating solutions.
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Introdução

Ao tentar modelar um fenômeno ou experimento, principalmente problemas que

descrevem fenômenos físicos, químicos e biológicos, nos deparamos frequente­

mente com as equações diferenciais ordinárias (EDO). Estas equações, quando
associadas a uma condição inicial, constituem o que denominamos um problema

de valor inicial (PVT).

Em sua grande maioria, as modelagens que resultam num PVI, não possuem

solução analítica explicitável. Sendo assim, recorremos às técnicas numéricas

para solucionar esses problemas, uma vez garantida a existência e unicidade da

solução do PVI num certo intervalo. Essas técnicas numéricas, também chamadas

de métodos numéricos, geram aproximações em diferentes pontos do intervalo de

existência da solução. Assim, as pesquisas nesta área são voltadas para a busca

de métodos numéricos que geram aproximações com a precisão descjada, e além

disso, com o menor esforço computacional possível.

À escolha de um método para resolver numericamente um PVI exige muitas

considerações. Em geral, escolhem­se os métodos de passo um, particularmente

os pertencentes à classe de Runge­Kutta', em virtude de serem auto­iniciáveis,

de sua precisão e do fato de serem fáceis de programar. Entretanto, uma séria

desvantagem destes métodos é que exigem muitos cálculos da função para cada

passo.

ICarl C. T. Runge(1856­1927) Professor alemão de matemática aplicada na Universidade
de Gôttingen, Runge elaborou esse método numérico por volta de 1895 e M. W. Kutta ampliou­

o em 1901. Na matemática, Runge também deu contribuição notável no campo das equações

diofantinas. Na física, Runge é lembrado por seu trabalho sobre o efeito de Zeeman.

Martin W. Kutta(1867­1944) Também um matemático aplicado alemão, Kutta deu con­

tribuição significativa no campo da aerodinâmica.
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Introdução

Uma outra classe é a dos métodos lineares de passo múltiplo, à qual não tem

a característica de ser auto­iniciável mas, utiliza o cálculo da função em passos
anteriores e calcula apenas uma nova função para cada passo, o que pode levar a

uma economia no tempo de execução e à um menor esforço computacional.

Entretanto, tanto a classe dos métodos de Runge­Kutta quanto a classe dos

métodos lineares de passo múltiplo, não resolvem, em geral, com a precisão de­

sejada os PVI's que possuem soluções oscilatórias. Consideráveis investigações

têm sido feitas na busca de propriedades e métodos mais adequados para estes

problemas. Brusa e Nigro [1] foram os pioneiros a usar uma propriedade chamada

phase­lag como uma ferramenta para analisar o comportamento de métodos para

a resolução numérica de problemas com solução oscilatória. À partir daí, vários

métodos têm sido propostos para a solução de sistemas de equações diferencias de

primeira e segunda ordem, que apresentam soluções oscilatórias. Entre os vários

artigos publicados, citamos Lambert [12], Van der Hower e Sommeijer [19], [20],

[21], Sideris e Simos [16], Calvo e outros [4].
O objetivo principal desse trabalho é fazer um estudo da estabilidade dos

chamados métodos estendidos de passo um, que trazem embutidos à sua cons­

trução propriedades que asseguram um melhor desempenho, quando o problema

apresenta soluções oscilatórias.

Os métodos estendidos, foram inicialmente propostos em [7] para a resolução

de PVI do tipo stiff. Eles são obtidos pelo acoplamento de métodos lineares de

passo múltiplo e, apesar de serem implícitos e de passo um, utilizam informações
nos pontos imediatamente posteriores ao ponto de integração.

Mais recentemente, em 1998, Chawla e Al­Zanaid [8], analisaram a estabili­

dade da classe dos métodos estendidos de passo um para a integração numérica de

PVIde 1º ordem com soluções oscilatórias e obtiveram métodos não­dissipativos

de ordem 2 a 5, os quais apresentamos em detalhes nos Capítulos 1 e 2. Em [22]

e [17], foi mostrado que é possível obter famílias de métodos estendidos de passo­
um com ordens 6 c 7, mas mostramos, no capítulo 2, que não existem métodos
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Introdução

não­dissipativos pertencentes a esta família.

Em 1999, Chawla, Al­Zanaid e Al­Ghonaim [5], propuseram uma nova classe
de métodos estendidos de passo­um unicamente implícitos, aplicáveis diretamente
a PVI's de segunda ordem que possuem soluções oscilatórias. Eles buscavam

métodos que satisfizessem à propriedade da P­estabilidade [12], pois isso assegu­
raria uma melhor performance dos métodos quando aplicados em problemas os­

cilatórios. Os métodos unicamente implícitos possuem uma. característica seme­

lhante aos dos métodos estendidos ditos anteriormente. Eles exigem, além do

cálculo do deslocamento, yn4+1 (parte implícita), o cálculo da velocidade, y/4,
(parte explícita). Nós mostramos, no Capítulo 3, a obtenção desses métodos e

analisamos suas propriedades de estabilidade.

Uma outra classe de métodos proposta para a resolução de PVT's de segunda

ordem com soluções oscilatórias é a dos métodos de Runge­Kutta­Nystrom dia­

gonalmente implícitos (DIRKN). Van der Houwen e Sommeijer [21], em 1989,

construíram os métodos DIRKN P­estáveis de ordem 2 com 1, 2 e 3 estágios. Em

1990, Sharp, Fine e Burrage [15], analisaram a estabilidade dos métodos DIRKN

de ordem 3 e 4 de 2 e 3 estágios, respectivamente. Eles chegaram à não existência

de métodos DIRKN P­estáveis de ordem 3 e 2 estágios mas, conseguiram uma

família de métodos DIRKN P­estáveis de ordem 4 e 3 estágios. Entretanto à

obtenção desses métodos é bastante complexa. Apresentamos, no Capítulo 4,

apenas a construção dos métodos de 1 e 2 estágios, pois nossa intenção é mostrar

a dificuldade de obter métodos DIRKN de ordem superior a 2, o que é uma

desvantagem em relação aos métodos estendidos unicamente implícitos.

Todos os métodos estudados foram implementados e testados em PVI's os­

cilatórios encontrados na literatura. No capítulo 5, apresentamos os resulta­

dos numéricos obtidos. Analisamos o erro absoluto, diferença em módulo entre

solução aproximada e exata, comparando os métodos entre si.

E para finalizar, apresentamos, no Capítulo 6, nossas considerações finais,

analisando o trabalho de uma mancira mais ampla.
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Capítulo 1

Métodos Estendidos de Passo­um

1.1 Introdução

Estamos interessados na resolução de um PVI de primeira ordem do tipo

y = f(ty)

ylto) = On

que possui soluções oscilatórias. Brusa e Nigro [1] foram os primeiros que conside­

(1.1)

raram aplicações dos métodos de Runge­Kutta (RK) para solução de problemas

oscilatórios e introduziram a propriedade phase­lag como uma ferramenta para

analisar o comportamento dos métodos para esses problemas. Desde então várias

classes de métodos de RK tem sido propostas, dentre as quais citamos o trabalho

de Van der Houwen e Sommeijer [19], Calvo e outros [4].
Mais recentemente, Chawla e Al­Zanaid [8], analisaram a estabilidade de

métodos estendidos de passo um, para problemas oscilatórios.  Descrevemos à

seguir a forma clássica usada para analisar a estabilidade dos métodos de passo­
um.

Seja a malha de pontos t, = to +nh, n = 0,1,2,..., onde h é o comprimento

do passo, yn = y(t.) sendo y(t,) a solução exata no ponto t, e y, a solução
aproximada do PVI (1.1) e, fa = f(tn,Yn)­

11
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1.1 Introdução

Consideremos o método geral de passo­um para o problema (1.1) escrito na
forma:

Yn+1 = Yn + hos(yn+1s Un, tn; h) (1.2)

Para estudarmos a estabilidade dos métodos numéricos para PVI de primeira

ordem com soluções oscilatórias, tomamos a seguinte equação teste

Y' =twy, wER, i=/­l, (1.3)

cuja solução exata é y(t) = yoe"“!, onde 40 E R.
Quando um método de passo­um (1.2) é aplicado à equação teste (1.3), pode­

Inos escrever

Yn+1 = R(iv)yn, v =wh. (1.4)

Vemos cntão que yn4+,1 em (1.4) depende de uma função R(tv). Sobre essa

função temos duas definições relacionadas com a estabilidade que serão relevantes

para os estudos feitos nas seções posteriores.

Definição 1.1. Um método de passo­um (1.2) é chamado não­dissipativo se

|R(iv)| =1 para todo v > O. (1.5)

Definição 1.2. Um método de passo­um (1.2) tem erro de dispersão

Ód(v) := v — arg( R(iv)) = cv"! + O(v"*"?), (1.6)

onde r é a ordem de dispersão, e g5)(v) = cv” denota o phase­lag do método.

Para a classe dos métodos de Runge­Kutta os conceitos acima foram consi­

derados em [3].

Em seguida, definimos a classe dos métodos estendidos de passo um e anali­

samos sua estabilidade.
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1.2 Análise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

1.2 Análise da Estabilidade dos Métodos Estendi­

dos de Passo­um

A classe dos métodos estendidos de passo um de ordem m, para a integração do

PVI (1.1), é definida por Chawla [7] da seguinte forma: para j=2,...,m­l,

1­1

Snsi = Bioln + Bin: +hlyjiofa + Yi fori +) Vikinsel,
k=2

fn+j f(tn+i, Sn+3),
ml

Yn+1 Yn + hlaofn + o fara + > atrai) + Trn(h),
j=2

onde T,(h) = O(h"*+!). Um método descrito pelas equações (1.7) (omitindo

Tn(h)) pode ser representado pela seguinte tabela:

TAB. I ­ Métodos Estendidos de Passo ­ Um

ao a: a: ... ... ... Am­1

20 Ên Y2o Vai

30 Ê31 30 Val Y32

Êâm­1,0 Bm­1,1 Im­10 Im11 ÍmI1,2 «+  Vm­1,m­2

Nosso objetivo é obter métodos estendidos de passo­um não­dissipativos. Para

isso, precisamos fazer a análise da estabilidade destes métodos, considerando a

definição 1.1.

Sendo assim, aplicando o método definido em (1.7) à equação teste (1.3), nós
obtemos:
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1.2 Análise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

1­1

$n+i = Bjioyn+ Bnynti + hlyjoiwyn + Yaiwyna +)Vieiwsnil,
k=2

(1.8)
m—il

j=2

Denotando, como em (1.4), wWh = 1 e colocando em evidência os termos em

comum, temos:

1­1

$n+; = (Sjo+ivvio)yun + (81 +ivTi)Un+1 + ir > YVikÍna+k)
k=2

ml

Uni = (14 ivoao)ya+ivoynn +iv) ajfnij­
1=2

Para expressarmos o método (1.9) na forma (1.4), é conveniente usarmos uma
notação matricial, definindo os seguintes vetores no R"*?:

Bi = (Bai, Pai ... Am­1,5)', NVNn= (Vais Va, e... Im­1i)', 1= 0, 1,

tSn = (Ina: VATETRES Int+m­1)

Ainda, denotamos por [ E RM? x R"­? a matriz estritamente triangular inferior

Im­1,2 Im­13 + Imeime2 DO

Podemos escrever a primeira equação erm (1.9) como:
3­1

Fn+j = iv D Tikdnsk = (Bjo + ivTo)un + (Bji + iv )Una
k=2

para j=2,..., m­l.
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1.2. Análise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

Agora, para cada j, temos:

=0o
JONn—Õ*—

1

Inq2 — tw > tfeksníe = (C2o+ivi2o)un + (Bai + ivva1)Yyn+
k=2

=7s2$ 142
2

Sn$3 = tw > VakSn+k (8309 + ivY3o)yn + (Ba; + iva )Un4)
k=2

m—2

Inimo1 > Im—1,k$n4k (Bm­1,0 + UWYm­1,0)Un + (Om­=11 + ivTm­1,1)Un+a
k=2

= Tm­1,2$n4+2 + TIm—1,3$n43 + «T+ Im=1,m=2Ín+m­1

Então, as m — 2 primeiras equações em (1.9) podem ser escritas na seguinte
forma:

(I— ivT)9, = (Bo + ivTo)yn + (fa + ivII)Un+a, (1.10)

onde I denota a matriz identidade.

Agora, denotando por & = (02,03,...,am­1)” o vetor E RM? e, usando
o mesmo raciocínio como anteriormente, a segunda equação em (1.9) pode ser
escrita como:

UYn+1 = (1 + ivoao)yn + ivaryn+, + iva" $,. (1.11)

Pelo fato do determinante da matriz (] — twP) ser igual a 1, podemos afirmar

que sua inversa sempre existe, a qual denotamos por M, e então, substituindo $,,
definido por (1.10), em (1.11), obtemos:

UYn+1 = R(iv)yn, (1.12)

15
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1.2. Análise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

Ní(iv) 1 + iv[ao + a”M(Bo + ivgo)]
Dí(iv) 1 ­iv[n) + a M(8, +ivn)). (1.13)

Podemos verificar que para m > 3, [77º = 0.º Desse modo, a matriz M pode
ser escrita como uma série finita:

m­3 fe

M =X (i)V+ NX (iv
j=0 j=m>2

=Oo

Substituindo (1.14) em (1.13), obtemos:
m­3

N(iv) = 1+ivlao + 2 Bo+) (iv)i(aTi+!8o+aT'xo),
3=0

(1.15)
m­3

D(iv) 1­ iva + a" Ba +) (ivji(a TA + aT'n).
1=0

Agora, podemos aplicar a definição 1.1, que nos levará a condições para en­

contrarmos métodos estendidos não­dissipativos.

Observemos que |R(iv)| = 1, Vv > O desde que N(iv) seja o complexo

conjugado de D(iv). Com isso, das equações (1.15), nós obtemos:

Teorema 1.1. Um método definido por (1.7) é não dissipativo se

ao = a + AT(do­A)=0

aTTP[a +(—­1)'8] + aTo +(—1)n)=0, j=0,...,m—3.

2? denotamos por O a matriz nula
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1.2. Análise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

Desse modo, podemos escrever

N(iv) = p(v) +ia(v) e D(v)=p(v)­—ia(v).

Temos que N(iv) + D(iv) = 2p(v). Desse modo,
ms

1+ ivloo + a” Bo + SI) (QTTP 8 + a Tino)]
j=0

m3 a
« ++ 1­ iva +aBi+)(iv)P(ATHPA+ aTn)

j=0

2+ ivl(ao —­n)t+a"(Bo ­ E)
= o (pelo tteorema 1.1)

m­3

+ X (iv) iHI(QTTIVIÇA—A)+ a Ti(9o = 71D)]
J=0

m—3 |
: :

2+iw » (iv) (QTTit! (do — Al) + a T(—Y))
j=0

m­3

2+ 3 PAir(aTrit(do­ By) + Milo 7)
=

1.1JE 7) 2+ Sl1)iPAETT(Bo — 81) + a Tº(n — v)) = 2 p(v)
1=0

ou seja,

py) =141338PAPAÇA A) +al (nn) (119)2 o
, o . —­3onde s é o maior inteiro em m=2)

Por outro lado, temos que, N(iv) — D(iv) = 2ig(v). Além disso, usaremos a

condição de consistência [13] que para esses métodos é dada por

ao +am+a(Go+A)=

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.2 Análise da Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

Desse modo,

mo3

1+ iv[&o + aT Bo + 3 (iv)iP(OTTIVO + a Tigo))
g=0

m>3
OD . .­ ­ ivo +78 + SO (it (ATTIHB, + TTiZ)])

j=0

iv[(ao + o) + a (Bo +)
=1 (por(1.20))

m—3

+ X (i)iP(QTTiH(B+ A) + aT+)
3=0

m>3 .
. e .iv[1 + > jI+I1 + (ATT! (Bo +81) + ATi +)

J=0

ivl1 + 9 (1)(QTTiP(B+ 8) +a MATA] = 2ia(»)
j=0

ou seja,

q(v) = ­ 1 +)1)aTTit2(8o + 1) + a TP (6 +1)) (1.21)
1=0

Novamente, escrevendo R(iv)= Dus e usando (1.18),
p(v) = rcosd(v)

q(r) = rsen(v) (1.22)

p(v) + tq(v) ­ r(cos 9(v) + 1 sen O(v)) x (cos 96(v) +1sen O(v))
p(v) —iq(v) r(cosO(tv)—isend(v)) (cosd(v)t+isend(v)
(cos 9(1v))? + i sen 9(v) cos d(v) + à sen O(v)cos 0(v) — ( sen (4)
(cos 9(v))? + 1sen A(v) cos A(v) — 1sen A(v) cos A(v)+( sen 9(v))?

E

=0

((cos 9(1))º — (sen O(1))º) + 21 sen A(v) cos A(v)

cos 20(v) + i sen 20(v) = e) — eot)i,

= 280(v).
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1.3 Uma Interpret. Geomét. para as Propried.: Phase­Lag e Não­Dissip.

Pela equação (1.22), temos:

a(u)= tan 0(v) —> O(v) = arctan D(1)'
q(v) rsenºó(v)
P(v)  rcoso(v)

Podemos assim, usar a definição 1.2 para os métodos cstendidos de passo­um

não­dissipativos, obtendo o seguinte resultado:

Teorema 1.2. O erro de dispersão do método definido por (1.7) é dado por

=1/—ar w)) =v— o(v)= v — arctan 2)é(v) = g(R(iv)) =v — o(v) 2 arct (7) (1.24)

1.3 Uma Interpretação Geométrica para as Pro­

priedades: Phase­Lag e Nao­Dissipatividade

Considerando y(tn) e yn como vetores do plano complexo, tentaremos interpre­

tar, geometricamente, os dois conceitos definidos na seção 1.2. Começando pela

propriedade phase­lag, temos que:

ylta) = yoetr = yet otrh) =
tuwlo eiterh twnh inv

Yot = Yyol = Yolê

yYo(cos nv + à sen nv).

Pela equação (1.12), temos que

Yn+1 = R(iv)yn, n=0,1,...

19
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1.3 Uma Interpret. Geomét. para as Propried.: Phase­Lag e Não­Dissip.

Assim,

R(iv)yo

R(iv)y,1 = [R(iv)]*yo

R(iv)y, = [R(iv)]ºyo

Yn = [R(iv)]"yo. (1.26)

Usando a equação (1.23), podemos reescrever a equação (1.26) como:

ino(v) :Yn = Yol

arg(y(ta)) — arg(yn) = yolarg(cos nu + i sen nu) — arg(e“""M)]

arg(cosnv +isennv)=nv e arg(e"*M)) = no(v),

e usando a definição 1.2 concluímos que

arg(y(tn)) — arg(yn) = yolnv—no(v)] =

= nyolv — o(v)) = nyolv — arg(R(iv))) =

nyolev"+! + O(v" Fº] = enyor"”+! + O(vr+Pº).
(1.28)

Isto é, o phase­lag dp, do método é proporcional à diferença angular entre o
vetor solução exata y(tn) e o vetor aproximação yn.
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1.3 Uma Interpret. Geomét. para as Propried.: Phase­Lag e Não­Dissip.

Agora, tentamos mostrar uma idéia da propriedade de não­dissipatividade.
Consideramos a definição descrita a seguir.

Definição 1.3. Denomina­se erro de amplificação de um método de passo­um
que denotamos por a(v) a quantidade:

a(v) = 1 — |R(iv)|. (1.29)

Fazendo a diferença de amplitudes entre os vetores y(tn) e yn, temos que:

Ivo) = lvl = yo(cosnv+isen nu)| — lyoei"(| =
= |yolf|cosnv + isennv| — JetrrM|) =

vol(1 — |[R(iv)]"])

Isto é, o erro de amplificação é proporcional à diferença de amplitudes entre

o vetor solução exata y(tn) e o vetor aproximação yn.

Estamos estudando métodos não­dissipativos, por isso consideramos |R(iv)| =

1, ou seja, a diferença de amplitude entre os dois vetores citados anteriormente é

zero.
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Capítulo 2

Métodos Estendidos de Passo­um

Naão­Dissipativos

2.1 Introdução

Apresentamos, neste capítulo, a obtenção dos métodos estendidos de passo­um

não­dissipativos de ordem dois a cinco. Às condições de ordem para esses métodos

podem ser encontradas em Chawla [6] e [7]. Ainda, mostramos que não existem

métodos não­dissipativos de ordem 6 e 7, a partir dos métodos estendidos de

ordem 6 e 7 propostos respectivamente em [22] e [17].

2.2 Métodos de Ordem 2 (m=2)

O único método de passo­um e de segunda ordem é a regra trapezoidal clássica

com ao = aq = à, sendo assim, olhando­o como um método estendido, podemos
verificar se ele é não­dissipativo, aplicando os coeficientes ao e a, no teorema 1.1.

Vemos que a condição (1.17) não é aplicável, mas a condição (1.16) é tri­
vialmente satisfeita. Dessa maneira a regra trapezoidal clássica é um método

não­dissipativo para a integração de problemas oscilatórios.

Nosso próximo passo é calcular o phase­lag da regra trapezoidal, para isso,

22
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2.2 Métodos de Ordem 3 (m=3)

substituímos os coeficientes do método em (1.19) e (1.21), obtendo assim: p(v) =
1 e gq(v) = iv. Substituindo p(v) e q(v) em (1.24) e expandindo d(v) em série de
Taylor em torno de v = 0, temos:

Q(v) = v — arctan 2v = = + O(h*).
Portanto, o erro de dispersão da regra trapezoidal clássica tem ordem 2 e seu

phase­laug é dado por
1

dp(rv) = 2º
Colocando o método na forma da Tab. I, temos:

TAB. II ­ Regra Trapezoidal Não­dissipativa

1/2 1/2

2.3 Métodos de Ordem 3 (m=3)

Nesse caso, existe uma família a um parâmetro de métodos estendidos de passo­

um de 3º ordem. Tomando 629 como o parâmetro livre, as condições de ordem
fornecem

5 2 a =Fo TT nTZ 27
1.1 3 1

8a = 1 — Bao, Yao = ­) + 2P20, vn = E + 220
Substituindo esses coeficientes na condição (1.16), temos

5note Me Goi3) (920 — (1 620)
A) B20 2 2Ê2o 1

—= 2H 12 212 Teto)=O
=>Bag = —1

Substituindo, agora, os coeficientes do método na condição (1.17) já con­
siderando 829 = —1, temos:

aT'[8o+ (—1)ºA1) + aPº[9o+ (—­1)ºn)
1 120! + 2) + (—õ) 1­1+1]=0

23
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2.3 Métodos de Ordem 4 (m=4)

Vemos que é fácil verificar que as condições (1.16) e (1.17) são ambas satis­
feitas desde que 29 = —1.

Mostramos na Tab. III, o método estendido de passo um não­dissipativo de
ordem 3 unicamente determinado.

TAB. III ­ Método Não­dissipativo de ordem 3

5/12 2/3 ­1/12
­1 2 ­1 1

Substituindo os valores acima na equação (1.19), encontramos que:

1,
1­2” e
1
—=V.
2

Agora, substituindo p(v) e q(v) em (1.24) e expandindo é(v) em série de Taylor,
temos:

d(v) = ar + O)
Com isso, obtemos o phase­lag do método que é dado por

1 adp(v) = 700” : (21)

Notemos que embora o método tenha ordem algébrica 3, ele tem ordem de dis­

persão 4.

2.4 Métodos de Ordem 4 (m=4)

As condições de ordem para os métodos estendidos de passo­um de ordem 4 são

­

e. Tt (3 1
TR nO E (21)

Bo” = (1 + 27%09,8 + 2731 + 4732), E = (—27%20,9 — 2731 — 4732),
no” = (720, 6 + 1731 + 3722), nº = (2720,731),
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2.3 Métodos de Ordem 4 (m=4)

00
TT = , onde

732 O
731 = 8 + 5720 — 8Y32

€ 720, 132 São parâmetros livres.

Substituindo os valores acima na condição (1.16), vemos que ela é satisfeita

somente para 732 = O, enquanto que a condição (1.17) é satisfeita para j = 0, e

para j = 1, usando o fato que 732 = O.

Nesse caso, concluímos que existe uma família de métodos estendidos de

passo­um de ordem 4 com 725 sendo um parâmetro livre.

Novamente, como feito para m = 3, substituindo os valores em (1.19) e (1.21),
obtemos:

P(v)

q(v)

Agora, por (1.24) encontramos, como anteriormente, que o phase­lag para

esses métodos é dado por

dp(v) =. (2.2)

Vemos que o phase­lag para esses métodos é independente do parâmetro livre

720: Chawla [6] mostrou que, uma "melhor" escolha para esse parâmetro é

420 = 2, pois esse valor simplifica o cálculo da constante do erro. O método

estendido de passo um não­dissipativo de ordem 4, com 7209 = 2, está exibido na

tabela seguinte.

TAB. IV ­ Método Não­dissipativo de ordem 4

3/8 19/24 ­5/24 1/24

5 ” 2 4

28 27 12 18 O
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2.4 Métodos de Ordem 5 (m=5)

2.5 Métodos de Ordem 5 (m=5)

As condições de ordem para métodos estendidos de passo um de quinta ordem
são:

a, 233 7 (1 538 19

! 360 & “| 30360 720/'

B1” =(—4, —27 + 12732, —80 + 12712 + 36713),

vo” = (2,12—­5732, 365742 16743), nº = (4,18—8732, 48—­8712­21743),
0 00

1
Tr = 7323 O O , onde 7412= Ti — 106732 + 95743)

712 Taz O

€ 732, 7143 São parâmetros livres.

Aplicando o Teorema 1.1, vemos que para (1.16) ser satisfeita, devemos ter

1

YVa3 = NT (2.3)

enquanto que para a condição (1.17), temos:

para j = O chegamos em (2.3);

para j=1, obtemos:

197135(3732 +1) +1=0 (2.4)

e para j=2, temos que:

7a3732 = O (2.5)

—lLogo, como 743 = Tg então 732 = O.

De (2.3) a (2.5) segue que existe um único método estendido de passo um
não­dissipativo de ordem 5 correspondente aos valores 732 = 0 e 713 = —1/19. O

método resultante está mostrado na tabela seguinte.
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2.5 Métodos de Ordem 6 (m=6)

TAB. V ­ Método Não­dissipativo de ordem 5

251/720 323/360 ­11/30 53/360 ­19/720
5 ­4 2 4

28 ­27 12 18

81 ­80 685/19 909/19

Para esse método, por (1.19) e (1.21), obtemos

" 1, ll 1,p(r)=1 TIE qa(v) = 2” (1­5)
e, como anteriormente, nós achamos que o phase­lag para esse método é dado por

dp(v) = E. (2.6)

Noternos que embora à ordem algébrica do método é 5, ele tem ordem de

dispersão 6.

Até então Chawla e Al­Zanaidi estudaram os métodos estendidos de passo­

um de ordem 3 a 5. Em 1998, Veríssimo [22] construiu métodos de ordem 6, e

em 2000, Souza [17] obteve métodos de ordem 7. Com isso, podemos verificar se

nessas duas famílias de métodos de ordem 6 e 7, existem métodos não­dissipativos.

2.6 Métodos de Ordem 6 (m=6)

Consideramos as seguintes condições de ordem para os métodos de sexta ordem,

encontradas em [22]:

95 1427 na 133 241 173 3 )o 288º 1 7440 É | 240º 720? 14407 160
BT = (5,28 — 12732, Dao, Oso), Pl = (—4, —27 + 127932,Dai, Ôs1),

vo” = (2, 12 — 5732, Yao, Yso), nº = (4, 18 — 8732, Ya1, 51),
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2.5 Métodos de Ordem 6 (m=6)

0 0

0 0

184964792 865740
173 Vas 0

—2412­+482739 865713  964+173748 173
27 27 27

r=

onde:

3(4743 — 3856732 + 13847413) — 8(—477 + 241732 — 17373)
173 ? 9 '

8(—1757 + 1446732 — 519713) (—3807 + 1928732 — 1384713)
, 351 = ,173 9

(6318 — 4820732 + 1557743) — (4505 — 2410732 + 1557743)

(8448 — 7712732 + 3287743) (8672 — 3856732 + 3287743)
ya =

173
2 Vs1 =

7 ,

€ 732, 743 São parâmetros livres.

Bro =

Bau =

Yao =

Como fizemos para os métodos de ordens inferiores, substituímos esses coc­

ficientes nas equações (1.16) e (1.17) e, com a ajuda do software Mathematica,

obtemos o seguinte resultado:

ao = an +a(Bo­A)=9
9aTT[do+ (­1)º&] + ATº9o+ (11) =>

' 54 + 1737397

= 2+1787527"

120

173aTT[8o+(­1)º81] +To+ (Nº NnJ= 55
Vemos então, que independentemente dos parâmetros livres a primeira cquação

a T [8 + (—1)º91] + & Tº[90 + (—1)ºm]

já não satisfaz (1.16) e a segunda equação também não satisfaz (1.17), ou seja,
não existem métodos estendidos não­dissipativos de ordem 6.
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2.6 Métodos de Ordem 7 (m=7)

2.7 Métodos de Ordem 7 (m=7)

As condições de ordem para os métodos estendidos de ordem 7, encontradas em
[17], são:

ao=
19087 o = 2713 of = 15487 586 6737 263 — 863
60480 1 2520! = 20160 945' 20160 2520' 60480

Bo" = (5,28 — 12732, Bao, so, Beo), BT =(—4,­27+ 12732,Bar, Bs1, Bea),
= (2,12 — 5732, 40, 750) Teo), nº = (4,18 — 8732, Y41) 751: 761),

Á 0 0 O o oO)
732 0 ) o o

—18+964732—­8657%413 " O

73

173 Yas

—2412+482732—865743 — OG4H+173%718 1783
27 27 27

Ye2 Ys3 ves ER o)
onde:

2899059272, + 144(122101 + 1010557413) — 3732 (33434466 + 260385057413)
863(— 144 + 773732) 'Y62 =

3(—4(131257 + 2425327413) + Y32(2887808 + 52077017%43))

40422(—65 + 348732)
863(—144+ 773732) '

534025— 450048732 + 161688713)
6737

2(5951106 — 36025774732 + 2174294472, + 2910384713 — 1562631037%32743)Pso=­
263(—144 + 773732) !

114572304— 681252175732 + 34788710472, + 6984921673 — 3T49544T2132743)
124272— 667099732

— —547288 + 450048732ba =
6737

11864340— 718482497329 + 4348588873, + 5820768713 — 31246206732743
12(2899059272, + 72(132463 + 80844713) — 3732(18905141 + 10415402743))

863(—144+ 773732) !

(6318 — 4820732 + 1557743)
173 '

Y63 =

Te =

onde Bao ==

Ê6o=

Ês1=

Ber =

Yão =

29
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2.6 Métodos de Ordem 7 (m=7)

(4505 — 2410732 + 1557743)
27 !

— 328928 — 300032732 + 1280037413
11 =

6737 !

33744062 — 202053864732 + 11596236872, + 18432432713 — 98946319732743
151488 — 81319673, !

83935668 + 23192473672, + 55297296743 — 3732(165015100 + 98946319743)
863(—144 + 773732) !

Y50o =

YVs1 =

Ye1 = —

€ 732, 713 São parâmetros livres.

Substituindo as condições de ordem acima na equação (1.16), temos que:

—33264 + 1732(178563 + 2344000743)
— 3024 + 16233732

”ao = an +a (BB) = 0

Do mesmo modo, substituindo nas equações (1.17), obtemos:

33264—1 T8563722 — 4688000732 7/43
6048— 32466722

5851 3108173979—5322237/149 +286322573207%43
30240 162330732

43738— 2354437320 +10644467/43 —=57264507320743
— 120960­+64932073s2

27413— 147482732 +532223743 — 1266556y327%as 858967572, 748
2520(—144+773782)

—6737ys2 (—79­+425782)as
1680(—144+773732)

para j=0

para j=1

para j =2

paraj =3
para j =4

Termos que encontrar solução para o sisterna formado pelas seis equações acima

apresentadas. Sendo assim, vemos que a equação para j = 4 é satisfeita para

732 = O, para 737 = 79/425, ou para 713 = O. Fazendo a análise para os três

casos, fixando um deles, chegamos que o sistema não­linear não possui solução.

Portanto, não existem métodos estendidos não­dissipativos de ordem 7.
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2.8 Experimentos Numéricos

2.8 Experimentos Numéricos

Implementamos os métodos descritos anteriormente e testamos em alguns proble­

1mas encontrados na literatura. Nesta seção, apresentamos os resultados nurnéri­

cos obtidos em três desses problemas, para os quais a solução exata não é conheci­

da, mas apenas o seu comportamento. Desta forma, para analisar os resultados

consideramos como solução ' 'exata" , o resultado fornecido por um método de

ordem alta com um passo h bem pequeno. Nos referenciamos a cada método

estendido de passo um não­dissipativo de ordem k por MENDk, k = 2,3,4,5.

1) Pêndulo Simples

Qualquer objeto pendurado em movimento pendular é chamado de pêndulo

físico. O pêndulo simples é um caso especial de pêndulo físico c consiste cm

uma haste com uma massa atada em uma das extremidades. Para descrever

o movimento de um pêndulo simples, desprezaremos qualquer força exterior de

amortecimento agindo sobre o sistema (tal como a resistência do ar).

Uma massa m de peso W está suspensa por uma haste de comprimento |.

Queremos determinar o ângulo 9, medido a partir da linha vertical, como uma

função do tempo t (consideramos 9 > 0 à direita de OP, e 9 < O à esquerda de

OP). Lembremos que um arco s de um círculo de raio ! está relacionado com o
ângulo central 6 através da fórmula s = [0. Logo, a aceleração angular é

Pela segunda lei de Newton, temos:

do
F=ma= ml

31
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2.8 Experimentos Numéricos

Na figura 1, vemos que a componente tangencial da força devida ao peso W é
mgsen 0. Igualando as duas diferentes formulações da força tangencial, obtemos:

dO

Pelo fato da presença do sen 9, a equação diferencial (2.7) é não­linear.
Seja a equação diferencial do pêndulo simples (2.7). Quando fazemos r = 9 e

y = 0, essa equação diferencial de segunda ordem pode ser escrita como o sistema
autônomo plano

,
Tr

1
y

Tomemos g=10 e [=10, e as condições iniciais: r(0) = 0.52, 2'(0) = 0.0
com t no intervalo [0, 50]. Consideramos a solução "exata", dada pelo MEND5

com passo 0.0125. Mostramos o erro absoluto calculado em x no ponto t = 50 na
TAB [.

TAB. I ­ Erros Absolutos no cálculo de x para t=50

h MEND? MEND3 MEND4 MEND5

0.1 1.9(­2) 2.6(­6) 7.9(­7) 9.9(­8)
0.05 4.6(­3) 2.8(­7) 5.2(­8) 3.7(­9)

0.025 1.2(­3) 3.3(­8) 3.4(­9) 2.1(­10)

Podemos notar, pelos resultados dados na TAB.I que os métodos fornecem

precisão de acordo com a sua ordem algébrica.

Ilustramos na FIG 2 o gráfico de x versus t obtido pelo MEND5 com h=0.1,

Juntamente com a solução "exata" , Vemos que, apesar de tomarmos o passo
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2.8 Experimentos Numéricos

h=0.1, considerado não tão pequeno, a aproximação dada pelo método acompa­

nha a solução exata, o que, confirma a estabilidade não­dissipativa dos métodos.

ElG 2 nêndulo simoles
Seleção "Exata"

O  Mesads5s LEEA

2) Equação de Van Der Pol

Essa equação descreve o fluxo de corrente x num oscilador tríodo,

Pr
Ta ­R(l1­zx)o+z=0 2.8

onde 4 é uma constante positiva. Experimentalmente, observa­se que o fluxo de

corrente é periódico. Este fluxo periódico só pode ser explicado considerando­se

a equação não­linear. Se considerarmos a forma linearizada da Eq. (2.8), obtida

desprezando­se o termo 1?E, temos

Px dz
de VT +r=0 (2.9)

Devido ao termo —uE a Eq. (2.9) não tem soluções periódicas. De fato, pos­
to que 11 > O, todas as soluções da Eq. (2.9) crescem com t crescente. Entretanto,
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2.8 Experimentos Numéricos

para a equação não­linear (2.8), se r se torna maior que um, então o coeficiente

—u(1— x?) de & se torna positivo, e este termo amortece a corrente. Assim, na
equação não linear (2.8), o termo "resistência"—u(1 — 1º) amplifica a corrente
ser <lea amortecesex > 1. Esta ação alternante do termo resistência explica

como a equação de Van Der Pol pode ter uma solução periódica.

Sendo assim, podemos escrever a equação (2.8) como um sistema de equações

diferenciais de primeira ordem. Desse modo, obtemos:

x = ó
(2.10)

,'y = pl­aº)y—c0

Nós resolvemos esse sistema de primeira ordem para o parâmetro 1 = 1 usando

condições iniciais: x(0) = O, 2'(0) = —0.05, com t no intervalo [0,40]. Conside­
ramos também a solução "exata!!, dada pelo MEND5 com passo 0.0125. Veja na

TAB II o erro absoluto calculado em x no ponto t = 40.

TAB. II ­ Erros Absolutos no cálculo de x para t=40

h MEND?2 MEND3 MEND4 MEND5

0.1 7.3(­2) 9.3(­4) 2.3(­4) 4,4(­4)
0.05 1.9(­2) 4.6(­5) 4.7(­7) 3.2(­6)

0.025 4.7(­3) 1.9(­6) 1.7(­7) 2.0(­8)

É interessante notar que as soluções usando MEND4 para h=0.1 e h=0.05 pos­

suern melhor precisão mas, quando diminuímos o tamanho do passo é o MEND5

que fornece resultados mais precisos.
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2.8 Experimentos Numéricos

Na FIG 3, ilustramos os resultados no gráfico de x versus t obtido pela

MENDS5 com h=0.1, juntamente com a solução "exata".

4.00—
cilado V.

"exata"

O  NOMS h=01

3) Um outro problema oscilatório não linear como ilustração é dado pela

equação:

x +0.87 +2r = x'x

Seja as condições iniciais: r(0) = 0.25, 2'(0) = 0.0 com t no intervalo [0, 12].

Consideramos a solução "exata", dada pelo MEND5 com passo 0.0125. A TAB

III mostra o erro absoluto calculado em x no ponto t = 12,

TAB. III ­ Erros Absolutos no cálculo de x para t=12

h MEND?2 MEND3 MEND4 MEND5

0.1 5.9(­5) 5.2(­9) 6.8(­9) 4.8(­10)

5.3(­4) 7.5(­10) 4,4(­10) 5.7(­12)

3.7(­6) 1.8(­10) 3.8(­11) 5.0(­14)
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2.8 Experimentos Numéricos

Na FIG 4, o gráfico de x versus t obtido pela MEND5 com h = 0.1, juntamente

com a solução "exata" .

0.30

—­

Vemos que o MENDS5 resolve com mais precisão essa. classe de problemas e,

a solução aproximada realmente acompanha a solução exata.
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Capítulo 3

Métodos Estendidos de Passo­um

Unicamente Implícitos

3.1. Introdução

Nesse capítulo analisamos uma nova classe de métodos estendidos de passo­

um, unicamente implícitos, proposta por Chawla e outros [5], para a integração

numérica de problemas de valor inicial (PVI) de segunda ordem, com soluções
ocilatórias da forma:

y"=f(ty) uylt)=nm vYíto)=m (3.1)

Consideramos a mesma malha de pontos como no capítulo 1, th = to + nh,

n =0,1,2,..., onde h é o comprimento do passo, yn = y(tn), fn = J(tn,yn).

Um método de passo­um para a resolução de (3.1) é denominado unicamente­

implícito se para problemas não­lineares somente o cálculo do deslocamento, yn41,

é implícito (I), enquanto o cálculo da velocidade, yn,4,, é explícito (E).

Como exemplo, citamos o conhecido método devido a Newmark (ver em [9)])
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3.2 Métodos de Passo­um Unicamente Implícitos

(1) = Um + ha + Tn + fara)
(3.2)

(E) Ynt1 = Y,+ 2 + fn41)
o qual é de segunda ordem e P­estável, uma propriedade de estabilidade para os

métodos aplicados a problemas com soluções oscilatórias do tipo (3.1).
Nas seções seguintes, apresentamos a forma geral dos métodos estendidos de

passo­um unicamente implícitos e uma análise de suas propriedades de estabili­

dade.

3.2 Métodos de Passo­um Unicamente Implícitos

Para a integração de problemas de valor inicial da forma (3.1), consideramos o

seguinte par de discretizações:

mlUInti = Ynt+hy, +h? for. + ba far + > bos +tn(h) (3.3)
j=2

m—il

j=2

Para tornar os métodos em (3.3) e (3.4) de passo­um, nós introduzimos

paraj = 2,...,m —1,as aproximações adicionais:

jlUYntj = AjoUn + Cjin+1 + Bjo h y, + h? ot, +aanfaa +) Vitae] + taj(h).
=

(3.5)

Agora, nós apresentamos a classe de métodos estendidos de passo­um para a

integração direta de (3.1), baseada nas aproximações de (3.3) a (3.5). Um método

de ordem m é definido da seguinte maneira:

38
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3.2.1. Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

(

Ín+j = Cjoyn + Aj1Un+1 + Bjo h yr,

+ hº [150 fa + YVji1Ín+o + il se fase] ;

Ín+; = f(tn+i5n+i), para j=2,...,m—1

UYn+1 = Yn + hy, + hº [9of, +bifini + DOTE bias )t

(3.6)
ml

(E) Yn41 =y, +h [ear + efa + y estos ,
j=2

onde o erro de truncamento local para yny41 e yn,11 é O(h"+!),
Definimos estágio do método (3.6) à quantidade em yn41 de Íntis se by = 0

ou, a quantidade em yn4+1 de fais mais 1, se by £ 0. Podemos notar que um
método unicamente implícito (3.6) de ordem m é, em geral, um método com

(m — 1) estágios.

3.2.1 Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

Para obter a propriedade de P­estabilidade de um método estendido de passo um

definido por (3.6), o aplicamos à equação teste:

y=—wWyY, wER. (3.7)

Multiplicando a equação (E) que define y/ , 1, em (3.6), por h e denotando wh porn+l

H, temos:
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3.2.1. Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

(

Int+j = Cjoyn + AnYn+1 + Bjo h yr,

A [750ya + Ti1Un+a + Ds Tátfnce| ,
6

Ín+j = F(tn+is Ini) = —wW nt , para j=2,...,m—1

[( Inti = In +hy, = E? [bom + bin + DT biínas| ,

mlhun = hy, — Hº? [eo + ein + Y cína :
j=2

Colocando em evidência termos em comum na expressão de (ny;, obtemos:

3­1

Int; + H?S  yjnlnio = (Ojo — Hºjo)un + (A — HºYja)Yn+1 + Bjo h yz.
k=2

Escrevendo essa expressão para j = 2,...,m — 1, temos:

Íns2+O0 = (a25 = Hº*r20)yn + (21 — Hºv21)Un+1 + Boo h yu,

in+a +H32h42 = (020 Hºy30)yn + (as: = Hº31)Un+1 + Pao h yl,

fn+a + H(Ys2fn+2 +Ya3n+3) = (40 HºYso)yn + (041 = HºVai)Un+a + Bao h ul,
:

(3.9)

Intm­1 + Hº*(ym­1,2 In+2
+. +Im­imo2 Ínim­2) = (Om­10— HºYm­1,0)Un

+(am­1,1 = HºIm­11)Yn+1 + Êm­1,0 h Un

Para escrevermos (3.9) na forma matricial, adotaremos a mesma forma uti­

lizada no capítulo 1.2, introduzindo a notação a seguir.

40

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17



3.2.1. Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

Consideramos os vetores do R"? dados por:

Li =(Lai) Pair... Bm­1,1)', Vi = (VaisN3ã o men)”,

— : '
At PERSA NR A tax>= (2,1) Aa,i,­ .. ;Am­1,i) , Jn = (Sn+2r nao : ss In+m­e1) ,

para 1 = 0,1, e denotamos por É E RM? xR"­? a matriz estritamente triangular
inferior:

Ym­1,2 Ym—1,3 + m­1,mo­2 0

Então, o conjunto de equações (3.9), na forma matricial, é dado por:

(T+ H*T)9, =(0o = H*9o)yn + (01 = H*n)ynn + Bo hyn, (3.10)

onde T denota a matriz identidade.

Seja também b = (ba,b3,...,bm­1)" E c=(02,03,..­,Cm­1)!* vetores do

R"­?, Reescrevendo as equações para yn+1 € hyr,,, de (3.8), obtemos:

YIn+y1íi = (1 + ivao)yn + WO1YNY1 + iva 9,
(3.11)

hynn hy, — Hº? [eovm + ciynt1 + SA :
Claramente vemos que existe a inversa da matriz (T+H?F), em (3.10), pois seu

determinante é igual a 1. Denotando por M = (I + H?*T)!, podemos explicitar
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3.2.1 Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

$, em (3.10), ou seja,

dn = M(0o— Hº*70)yn + M(ca— Hºn)Un + Mo h yn, (3.12)

Substituindo agora (3.12) em (3.11), e colocando em evidência os termos em

comurm, obtemos:

[1 + Hb +PM(04 = HH = [1+ 8º (bo + M(00 = E%)Hyn
+(1— Hb MBo)hy,

hynu + º(EM(04 = Hn)+alinn = —Hº(co+ cdM(0­ Hº4)
+(1— Hºc MBo)hy,.

Escrevendo estas duas equações na forma matricial, temos:

A(H)

Hº(eM(on=H*n)+a) 1 hyhn
(3.13)

| 1­Hºfbo+BM(00= H'%)) (1— HºBMBo) | | vm
— | =Hº(eM(00­ Ho) +co) (1 HM) || A]

e PP.
A

B(H)

Agora, supomos que Det(A(H)) £ 0, ou seja, que 1+ Hº(b, + 'M(a —
H*41)) £ O, definimos:

a qual é denominada matriz de amplificação do método.

Fornecemos, a seguir a definição de P­estabilidade, segundo Meyer [14].

Definição 3.1. Um método de passo­um é chamado P­estável se para todo H >

O real, os dois autovalores (conjugados complexos) de R(H) estão no círculo
unitário no plano complexo.
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3.2.1. Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

Considerando, então, a propriedade da P­estabilidade, primeiramente, temos

que encontrar os autovalores da matriz *?

ru T12
R =

. (3.15)
ra1 722

Sabemos que os autovalores da matriz R são os valores de À que satisfazem

Det(R— AI) = 0. Mas,

Det(R— XD) =0 => 2º — Tr(R)A + Det(R) =O.

Temos então que os autovalores da matriz R são:

2 = Tr(R) + V(Tr(R))º —4 Det(R)
2

.

Como queremos que os À/, sejam complexos conjugados, seja então:

A=ath,

onde a = TR) eb= Vº Dem Tre»! e consideramos
4 Det(R) — (Tr(R))º > O. (3.17)

Para cumprirmos todas as exigências da propriedade de P estabilidade, bus­

caremos uma condição para que |A| = 1, ou seja: *

Tr(R) +i/4 Det(R) — (Tr(R))?
2

pl = =1

=1 => (Det(R))! =1= (E+4 Det(R) — TO) 2 1
4

Spara simplificar a notação consideremos R(H) = R, Det(R) e Tr(R) o determinante e o
traço, respectivamente, da matriz R.

1). | denota o módulo de um nº complexo ou real
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3.2.1. Estabilidade dos Métodos Estendidos de Passo­um

= Det(R) =1. (3.18)

Usando a condição (3.18) em (3.17), obtemos:

(Tr(R))º'<4 => |Tr(R|<2. (3.19)

Resumindo, o método de passo um estendido (3.6) é P­estável, se as duas

condições são satisfeitas:

. Det(R(H))=1 e |[TríR(H))|<2, VH>O (3.20)

Da primeira condição em (3.20), temos:

1 = Det(R) = Det(A'B) = Det(A“*)Det(B).

Ainda,

1

1 = Det(I) = Det(A“'A) = Det(A)Det(A) —> Det(A!) = Dei(AÀ)' (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.21), vemos que a primeira condição em (3.20) é equi­
valente à:

Det(A(H)) = Det(B(H)). (3.23)

Denotando

C = Det(A)JR, (3.24)

da segunda condição em (3.20), obtemos:

Tr(C)
Det(A)ITr(R)| < 2 ==> Tr (pac) <2=> |<?

—>—2< o <2. (3.25)

Considerando primeiramente o lado esquerdo da desigualdade em (3.25), temos:

Tr(C)
2 < Da(a) =— —2Det(A) < Tr(C) => 0 <2Det(A) +Tr(C). — (3.26)
Analisando agora, o lado direito da desigualdade em (3.25), temos:

Tr(C)Deiça) * >> Tr(C) <2Det(A) => 0 <2Det(A) ­Tr(C). > (3:27)
44

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



3.2.2  Phase­Lag dos Métodos Estendidos de Passo­um

Por (3.26) e (3.27), a segunda condição em (3.20) é equivalente à seguinte
condição sobre o polinômio de estabilidade:

Pr(H) = 2 Det(A(H)) XTr(C(H))>0, VH>O. (3.28)

3.2.2 Phase­Lag dos Métodos Estendidos de Passo­um

Definição 3.2. Seja um método de passo­um (3.6) aplicado à equação teste (3.7)
e escrito na forma (3.13). Temos que:

d(H) = H — 0 = kH"P' 4 O(H"+º) (3.29)

é o erro de dispersão, onde 0 é o argumento do autovalor da matriz R(H) e,

dp = |k|H" é definido como o phase­lag do método.

Representamos À = a + bi em (3.16) na forma geométrica para encontrarmos

seu argumento. Para isso, consideremos:

a=r cosd e b=rsind.

Ássim, temos que

à = a E bi = r(cos9 + sin0) = re",

onde r = |A| = 1 e 0 é o argumento de A.

Queremos obter d explicitamente. Desse modo:

a

cos= — = a => A = arccosa.
r

Substituindo a dado por (3.16) em (3.30) e usando (3.24), temos:

Tr(R) Tr(peca) Tr(C)
= arccos 2 = arccos —————— => 6 = arccos2 2Det(A)

Substituindo 9 em (3.29), temos:

Tr(C)
$(H) = H — arccos 2Dei(A)'

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



3.3 Métodos Estendidos de Passo­um de Ordem 3

3.3 Métodos Estendidos de Passo­um de Ordem 3

Para construirmos um método de passo­um estendido de ordem 3, definido por

(3.6), tomaremos em (3.5), tn2(h) = O(h?). Para isso, precisamos primeiramente

expandir em série de Taylor y(tn +h), y(tn +2h), Y"(tn+h), ou seja:
2,Yen +h) = ylan)+hy(en)+ LER + ou)
(2h)ºY"(tn)

2!

hºy xa)
2!

Y(zn +2h) = y(en)+2hyY'(tn)+ + O(h?)

yY"(rn +h) Y"(xn) + hy"(xn) + + O(h?).

Substituindo as expansões obtidas em (3.5), para m=3 e j=2, temos:

Tn2(h) = y(xn+2h)— ascoy(tn) — ay(tn+h) — Baohy' (tn)

Chiyo) + O(n)
aov(sn)— az (pen)+ hy (an) + LE) 4 O(n3)) — Baohy (an)2!

y(tn) + 2hy'(tn) +

h24() n—h? [1209 (07) + vai (vao + hy""(gn) +Pie)+o()
(1— &20 — &a1)y(tTn) + (2h — 21h — Baoh)y' (Tn)

2h)? hº+ (EE = E 2 Pra ) an) + 008)
(1 — a29 — aa )u(tn) + (2— cs — Bao)hy' (Tn)

4 oa+ ( ­ a — 720 va) hºY" (tn) + O(h?).
Como queremos Tn,2(h) = O(h?), então:

1­—­ aÇ­a=0 a: = 1 — axo

2— an ba=0 Dao = 1 + ao

dm p= 11=0 21 = 3 + 2 — 7%,

onde ax, e 7205 são parâmetros livres.
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3.3 Métodos Estendidos de Passo­um de Ordem 3

t/(h) = O(hi), obtemos:De forma análoga, para tn(h), t,

5 1

1

12º
5 2

Co ==, at co== (3.34)

onde bo é um parâmetro livre. Assim, existe uma família a três parâmetros, de

métodos estendidos de passo­um de 3º ordem e 2 estágios a qual denotamos por
MY (020, YV20, bo).

Para fazermos o estudo da estabilidade dos métodos de 3º ordem,

ML (020, 720; do), consideremos as matrizes A(H) e B(H) para m=3 em (3.13).
Desse modo, temos:

1 + (bi + braga)H?º — baHº O
A(H) =

(er + caan)H? — con,Hº 1

1­(by+b Hº+ bavsoHº? 1— baBooH?
B(H) = (bo + br020) 2120 2Ê20

| (3.36)
—(co + crmao)H?º +cnoH*? 1 cofaH?

Para que esse método seja P­estável precisamos encontrar condições para que

Det(A(H)) seja igual a Det(B(H)). Sendo assim, substituindo os coeficientes

(3.32), (3.33) e (3.34), nas matrizes (3.35) e (3.36) e com ajuda do software

Mathematica *, obtemos que:

1“20 = = + 3 12h (3.37)

Consideremos, agora,

a = Axo (3 ­ ho) (3.38)

Sos detalhes das contas feitas pelo software estão demonstrados no apêndice 1.
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3.3 Métodos Estendidos de Passo­um de Ordem 3

Então, em termos dos parâmetros a e bo, temos que:

(—3 — 202209 + 6(1 + a20)bo) 72 — (—1 + 3bo)(3 + 220 — 2720)
6 6

17 a 41h1 2 2 41+ (3+0­) E +( 8 teta 1268) 1º. (3.39)

Det(A(H)) = 1­ Hº

Novamente, com a ajuda do software Mathematica, e utilizando (3.37) e (3.38),

obtemos que: *

7—2%h­ 2a20bo ) ne+ ( DO pp (14 2720) nº12

83 2a + 44bo
36 3 3

2020Tr(C(H)) = 2+( 3
2 +2(a — bo)H? + ( ­ 243) nº, (3.40)

Substituindo (3.39) e (3.40) em (3.28), obtemos os polinômios de estabilidade: ”

36
5 1Hº + (25 + os (3­%) o) Hº,

Hº + (& +a­ po) Hº, (3.41)

Pp (H) Hº + Hº,

44 + b + 20 É — ao) 4 Hº?
11 11 5+ > + 20 (& — bo) + 4bho(—1 + 720) —| Hº

4 + [1+ 0% ($­<%o) a Hº
+ [­151 + 102060 — 1728b3 + 4a20(—1 + 3bo)] Hº

36
151 b4+ (1440— 4b9)H? + (= ­ +4883) HÍ, (3.42)

Sos detalhes das contas feitas pelo software estão demonstrados no apêndice 2.
Tver detalhes no apêndice 3.
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3.3 Métodos Estendidos de Passo­um de Ordem 3

Por (3.28), as condições necessárias para P­estabilidade são pt(H) > O ,

V H>O0. Sendo assim, segue de (3.41) que:

5 5
— — bp > < —

:13 + bo>0 ==> b<wtoa (3.43)

e de (3.42) que:

151
— 48b5 > 0 ==> a < ——— + 85657 — 1442. (3.44)3 12

Consideremos, na equação (3.42),

pi =1+40­— 4h,

e, com a ajuda de (3.44), temos:

1pi =1+40—­4%h < 1+4 (45 + 85h — 1446) — 4bo
14­= + 336bo — 57668 = —576 (4 — Sp 4 E )576 º * 1728

TN 12 — LL ——— rso (» 1) t+ Tr (3.46)

Por outro lado, usando (3.43)

5p=1+40­4h>1+4a­4 (Sta
Por (3.46) e (3.47), nós obtemos:

24 1728

2 1­ < pt <—576 [(» ­ 21) +| ) (3.48)

o qual mostra que, pi (H), o coeficiente de H? em p!(H), é negativo. Se pi (H)
fosse positivo, poderíamos afirmar que p*+(H) seria positivo, pois consideramos
em (3.44) que o coeficiente de Hº é positivo. Como isso não ocorreu, faremos o
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3.3 Métodos Estendidos de Passo­um de Ordem 3

estudo de p*(H) calculando o discriminante* da sua forma quadrática:

D = (1440 4h)? + 488)
16% 166 16 2352 1344— (ora la  J6%o 16 2352 1344) p2(p2)' + 3 + E 6 3 o + 768%5

“.

L 2? , TN”
= (71 + i) + 768 (so ­ 21) : (3.49)

Como D não pode ser negativo, tomamos D=0, o que por (3.49), implica em

pi = —2/3 e ba = 7/24. Com esses valores, obtemos, de (3.45) que a = —1/8 e,
portanto, voltando às equações (3.41) e (3.42), obtemos:

pr(E)=N,

Segue que p7(H) > 0, VH > 0 e, p!'(H) > O exceto para H? = 12,
Substituindo a = —1/8 e ba = 7/24 em (3.38), temos que axo = —3. Voltando

esses valores em (3.37) encontramos 729 = —1/6. Com esse resultado obtemos
um único método de passo­um estendido de 3º ordem, com 2 estágios "quase" º

P­estável, MYP—3, —1/6,7/24), descrito como:
Unt2 = —­3yn + 4un41 — 2h y, + À [fa + fat]

(1)

Ynt1 = Yn + hyl, + É [77 + 6far1 — fria]
(3.50)

h >

(E) Yn41 = Ya + Pp [57 + 8fn+1 + faia :
Agora, substituindo (3.39) e (3.40) em (3.31) e, usando o software Mathematica,
temos que o erro de dispersão do método obtido é dado por:*º

144 — 60H? + Hº
144 + 12H? + Hº

Expandindo &(H) em série de Taylor, obtemos o seu phase­lag, dado por g1,(H) =

(1/7120) Hº.

d(H) = H — arccos (3.51)

89 discriminate Dé o À usado na fórmula de Bhaskara

9 "quase", porque para H? = 12 o método não é P­estável.
1º ver detalhes no apêndice 4.
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3.4 Métodos Estendidos de Passo­um de Ordem 4

3.4 Métodos Estendidos de Passo­um de Ordem 4

Da mesma forma como para os métodos de ordem 3, vamos aqui buscar condições

para que Tn,2(h) e r3(h) sejam de ordem 4. Desse modo, temos:

20

6 ,
N20 7

3 > M=7g + (3.52)
1

a: =1­ ao, Bfio=l1+axn, Tao =73+
e

11 5 11

a31 = 1­0a309, Pao=2+0309, T31= 3 tços0 2730, Y32 = 37 3030 +70 ; (3.53)

onde a&20, 30, E 730 São parâmetros livres.

Agora, tomando tn(h), t/,(h) = O(h*), obtemos:

9 11 7

19 5 1
QoQ=>= ==> eo = BZ57º24º TE (3.55)

onde bo é um parâmetro livre. Assim, existe uma família de métodos de 4º ordem

e 3 estágios com 4 parâmetros livres que denotamos por M,E 20, 030, 130, bo).
Para um método de 4º ordem, tomemos m = 4 em (3.13), obtendo assim as

matrizes:

1 + (b1 + ba021 + bas JH? — (bav2a1 + bat31 + bav32021)Hº + bay327/21Hº,
(c1 + c2021 + casas JH? — (co721 + c3731 + c3732021)Hº + cayaavaaHº,
1 — (bo + ba0x20 + banão)MH? + (bav20 + bav3o + bay32020)Hº* — bay327/20Hº,
1 — (b3020 + baa30)H* + (b37326820)HÔ,
—(co + c2020 + c3030)H? + (c2720 + 3730 + 3732020)Hº* — ca732720H*,
1 — (c2020 + c3030)H? + (c3732820)H*.
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3.4 Métodos Estendidos de Passo­um de Ordem 4

Segue que,

Det(A(H)) = 14+ (b1 +b2021 + baaa1)H? — (ba721 + baya1 + baya2a21)Hº + baya2y21Hº. (3.56)

Procuraremos, então, condições para que Det(A(H)) = Det(B(H)). Utilizando
o auxílio do software Mathematica, encontramos que: 11

(820730 — Baot20)(c2b3 — cab2a) + Y32[ba(720 + Y21) + Bao(boca — baco) — cano] = 0. — (3.57)

Encontramos, também, que:

te

9

Tr(C(H)) =2+tLH* +t.Hº +tgHº, (3.58)

—bo + b1 + ba(X21 — &20) + ba(a31 — a3o) — c1 — ca(a21 + Bro) — ca(as: + Dao),

732[b3(0&20o — a21) + ca(a21 + Bao)] + ba(v30o — 731 + c16830) + ba(T20 — 721 + 01620)

+ca(721 — b1820) + ca(731 — b1 630) + (Baoma3a1 — Paoaa1)(baca — baca),

v32[ba(721 — Y20 — c1820) + ca(b1B20 + Y21)] + (Baota1 — Baov3a1)(baca — baca).

Definimos, agora, os polinômios de estabilidade: º?

pE(H)=2 Det(A(H)) HTr(C(H)) =D +P2Hº +pa Hº+pEHº, (3.59)

e com a ajuda das equações (3.56) e (3.58), obtemos:

Po

PÉ

P2

pr

Pa

—bo + 3b1 + ba(3a21 — 20) + ba(3ag1 — a3o) — c1 — c2(021 + Pao) — ca(as1 + Bão),

—732[ba(X20 + &21) + ca(&21 + Bro)] — ba(7y30 + 131 — c1630) — ba(Y20 + 21 + c1620)

—c2 (721 — b1B820) — ea(731 — b1B30) — (B20031 — Paoa21)(baca — baca),

732[b3(020 — 3a21) + ca(a21 + Bao)] + ba(73o — 3731 + 010830) + ba(v20 — 37/21 + 01820)

+c2(721 — b1B20) + ca(931 — b1830) + (Br0031 — Bana21)(baca — baca),

ta2[ba(Y20 + Y21 + c1820) + ca(21 — b1B20)] + (Baoaa1 — Paoaa1)(baca — baco),

Ya2[b3(37%21 — Y20 — 016820) + ca(b1B20o — T21)] + (Baov21 — Baoya1)(baca — baca) .

ver detalhes no apêndice 5.
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3.4.1. Métodos P­estáveis de ordem 4 e 2 estágios

Antes de determinarmos os métodos P­estáveis de 4º ordem, substituimos

(3.52), (3.53), (3.54) e (3.55) na condição (3.57) colocando­a, desse modo, em

termos dos parâmetros livres, ou seja:
1 13 7

3.4.1 Métodos P­estáveis de ordem 4 e 2 estágios

Por (3.6) os métodos de ordem 4 (m=4) terão 2 estágios, se um dos dois casos
ocorrerem:

(1) ba = O, ou
(i1) ba = 0 e 7323 =O0.

Faremos os estudos desse dois casos separadamente.

Caso (1)

De (3.54), temos que ba = 27 — bo. Logo, para bz = O, encontramos by = do
que substituído em (3.60) nos fornece a25 = —1.

Substituindo, agora, estes valores de ba, bo e 209 em (3.59), usando as condições

(3.52) a (3.55), obtemos:
1 1 1— — =H? E o É | ol — 6

1 4 1
6

Neste caso, para p + (H) > O devemos ter:
1 1 5 7pÊ = F— (10 — Taz + 24730) = +— (& — 309 + neo) =O0

Hº+

576 24 12 24

7 5

So = 3400 = P
Logo, os polinômios de estabilidade são:

1

3

11
+ DAL 2, 271 ­ — 24 2 HA(E) =4­2H + ZH, p(H)=Hº+ ZH.
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3.4.1. Métodos P­estáveis de ordem 4 e 2 estágios

Agora, podemos facilmente verificar que p*(H) > 0, V H > O e, então, segue
que existe uma família de métodos P­estáveis de ordem 4 e 2 estágios com

um parâmetro livre, ME (030) = MP­—1, 0130, (7/24)309 — (5/12), 7/24), descrita
como:

Undt2a = —Un + 2Un+1 + hº fara,
(1)

2 .

UYn+1 = Yn + hy, + (7 fa + 6fn+1 — Ínt2),
Íni+3 = AsoUn + (1 — aso)yn4+1 + (2 + aso)hy,

(E) +h? [d1(7oso — 10)fa + (18 + &30) Ín+1 — (2 + 130) fria ,
Unt1 =y, + (9a +19 fa41 — 5fnro + Íris).

Podemos, então, encontrar o phase­lag dos métodos do mesmo modo como em

(3.51). Dessa forma, obtemos que para todos os métodos desse caso, com o

parâmetro livre 030, o phase­lag é é,(H) = (11/7120)Hº*. Um método particular
interessante, pela sua simplicidade, é o obtido tomando­se a3º = —2, dado pelas

equações:

(1)
Unt2 = —yn + 2Un+1 + hº fais

UYn+1 = Yn + hyl, + (7 fa +6 fai = Ínio),
(3.61)

Un+3 = —2UYn + 3UYny+1 + hº(—fa + 4fn+1),
(E)

­ .

Yn+1 = Un + (9a +19fn+1 — 5fn+2 + fn+3).

Caso (ii)

Com 732 = 0 e by = 0 em (3.53) e (3.54) obtemos, respectivamente:

1 1 1 1

Ns2 = 3773 30 +tIs0=0730=72 307,
11 11

Substituindo 732 e bo em (3.60), temos:

13 111
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3.4.2 Métodos P­estáveis de ordem 4 e 3 estágios

Agora, substituindo todos esses valores em (3.59), determinamos os polinômios
de estabilidade:

5030 6— H
1728

(3.62)
1 1 5630—— — 72 2 1 ——(144 4 ,= 61728 (1584 72030 + 726309)H* + rag (1? + 24639)Hº* + 17989

1 1= 4+>7(­10+ T7aso — 3630)H? + 7 (34+ 2030 — 3630)H*

Novamente, para obtermos a P­estabilidade devemos considerar:

+ 5030

Substituindo 39 em (3.53), encontramos a39 = —2. Desse modo, voltando em

(3.62), temos os seguintes polinômios de estabilidade:

1 5 1+ CAL lma ny ­ = 24 2(E) =4­ 284 =H, po (E)= 8º + ZH.
Temos que p*(H) > 0, VH > O. Sendo assim, existe um único método P­estável
de 4º ordem e 2 estágios, denotado por MI" = MP (—1, —2,—1,11/36) e, descrito
como:

Unt3 = —2UYn + 3UYn+1 + hº­ fa + 4fn+1),
(1)

2 ­

Yn+1 = Yn + hy, + (22 fa +15fi1 — Ínis),
(3.63)

(E)
Una2 = —Un + 2Un+1 + hº fai,

Un =y, + 2(9fa +19fa41 — 5fnao + fais).
Da mesma forma que calculamos para métodos anteriores, encontramos que o

phase­lag desse método é é,(H) = (1/45) Hº*.

3.4.2 Métodos P­estáveis de ordem 4 e 3 estágios

Obter famílias gerais de métodos P­estáveis de ordem 4 e 3 estágios é um processo

complexo. Mas, podemos notar que a condição essencial a ser satisfeita é a

(3.60). Então, se partirmos desta condição, escolhendo valores para as variáveis

envolvidas, em busca de métodos com 3 estágios, encontraremos 2 casos:

dO
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3.4.2. Métodos P­estáveis de ordem 4 e 3 estágios

Caso (1) 732=0 e bn=X

Tomando 732= 0 e ba= 2 em (3.53)e >» obtemos respectivamente:1Iso RS INHTFGT = = fas a8 e Ps ="
Para esse caso temos também pº = 0 e, considerando

a = 5A20 — 030,

obtemos os seguintes polinômios de estabilidade:

1

4 — — (48 — Hº—­— HºOs 12(3+0)) (3 +
22+ so ­|— [35 + nn

1
Pr(E) = +as—(7 + I220 — a30) Hº

2H“* + 20 +)
Escolhendo a = —7, p*(H) > 0, VH > 0 exceto para Hº?º = 12, por

(3.64) temos a23o = 5a20+7. Portanto, todos os métodos da família ML (020) =
MP (020, 5a2o + 7, (5/3)20 + 2, (13/48)), com o parâmetro a, livre, são "quase!"
P­estáveis. Esses métodos são descritos a seguir:

(

Ín+2 = A20Un + (1 — A209)Un+1 + (1 + coo)hy,

+h? [31 + 020)fa + (7 + a20) fn+ | ,
(1) | fnra = (5020 + T7)yn — (5020 + 6)yn+1 + (5020 + 9)hy,

+h? [(Saxo + 2) fa + (Saxo + 2) funil,
| Ynt+1 = Un + hyn + (13, + 15fn+1 = 5fa+2 + Ínis),

(3.65)

Yn+1 = Un + L(9fa + 19fn+1 — 5fn+2 + Ínis).

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



3.4.2 Métodos P­estáveis de ordem 4 e 3 estágios

Nesse caso, para qualquer 20, temos que o phase­lag dos métodos é d,(H) =

(1/720) Hº.

Caso (2) Y32 = 0 e Ao = —l

Substituindo 732 = O e 20, em (3.53) e (3.52) , obtemos:
a3zo — 1 26+a150 = ED, asi = CET), a =2, Bao = O 420 = O e v:1 =.

Levando esses parâmetros em (3.59), temos os seguintes polinômios de esta­

bilidade em função de 30, P3o e bo:

1

1

1

1

1

+oagç(St(­2 + 989) + Sazo(—11 + 36b9) + 16(—5 + 18b9)B30o)H*
1

Fasç(=13 + 48b0) B3o H*
Como na seção anterior, para que os polinômios sejam estritamentes positivos,

devemos ter:

1 13 13

1323: obtemos o método "quase" P­estável MPI(—1) como um casoPara bo =

especial para a2o = —1 dos métodos obtidos no Caso (1).

Para 39 = O, se substituirmos este valor em (3.53), encontramos a35 = —2,

e obtemos os seguintes polinômios de estabilidade:

1 13 1
+t(A)=4­­H 4b9= — |) Hº (H)=Hº +—H.

Para obtermos p* (H) > O, assumimos que (4h) — 43) > 0 => bo > É & 0.27083.
Desse modo, gostaríamos de encontrar condições para que as raízes de p*(H)
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3.4.2 Métodos P­estáveis de ordem 4 e 3 estágios

fossem complexas, sendo assim, tiraremos condições sobre bo exigindo que o dis­

criminante D de p+(H) seja menor que zero, ou seja:

1Nº 13

13

157

= bh > 576 ne 0.2725
Concluímos que os métodos da família ME (bo) = MPI(=1,­2,­1, 00) são

157s76+ Descrevemos os métodos dessa família a seguir:P­estáveis para todo b, >

(

Ínta = —Yn + 2Yn+1 + hº fnza,

na = —2Un + Syn+1 +hº(—fa +A4fn41)
UYnt+1 = Yn + hyl, + h? [bofn +(3— 3bo) fara

+ (—33 + 3bo) Ín+2 + (E — bo) Fats] ,
(3.66)

(E) Yn+1 = Yn + & (sf. +19f741 — 5fna2 + fais) .
Para esse caso, o phase­lag dos métodos é &65(H) = ((bo/2) — (47/360))Hº, pos­
suindo um parâmetro livre, que será determinado conforme o método.
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Capítulo 4

Métodos de Runge­Kutta­Nystrom

Diagonalmente Implícitos

4.1 Introdução

Para a integração de problemas de valor inicial com soluções oscilatórias, uma

outra classe de métodos que tem sido investigada é a dos métodos de Runge­

Kutta­Nystrôm (RKN):

k=1

UInti = Ynthy,+h? > bj; fi
1=1

Uni = YA +RNTDF
j=1

Em [10] foram obtidos métodos "quase" P­estáveis com s­estágios e ordem

25 baseados em pontos de Gauss. Entretando estes métodos são totalmente im­

plícitos. Podemos notar, olhando para o exemplo (3.2) que, ao contrário dos

métodos de Newmark [9], os métodos de RKN são duplamente implícitos uma

vez que tanto o cálculo do deslocamento quanto o da velocidade são implícitos.
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42 Métodos DIRKN

Isso significa que se o método iterativo de Newton for usado para a solução das

equações implícitas yn+1 € Ynr1, O jacobiano será duas vezes maior que no caso
de um método unicamente­implícito.

Devido à complexidade computacional desses métodos totalmente implícitos,

atenção tem sido dada aos métodos de Runge­Kutta­Nystrôm diagonalmente im­

plícitos (DIRKN), onde aj. = O para k>]j e aj; são todos iguais. Van der Houwen

e Sommeijer [21], construíram métodos DIRKN P­estáveis de ordem 2 com 1, 2

e 3 estágios. Nós mostramos detalhes dessa obtenção apenas para os métodos

de 1 e 2 estágios pois, a idéia é que o leitor perceba que a obtenção de métodos

com número de estágios e ordem superior a 2, é bastante complexa. Isso é o que

procuramos mostrar nas seções seguintes.

4.2 Métodos DIRKN

Trataremos aqui, dos métodos propostos para integração de um problema de valor

inicial do tipo

y"=fty), uy(0)=Yo, (4.1)

cuja solução é oscilatória.

Um método geral de RKN de m­estágios para a integração do PVI (4.1) é

dado por:

m

Ynj = yn+ cjhy, + hº? > ajk (tn + cxh, Ynx), para J = l, QT,
k=1

j=1

Ya = YU +hX Cf(tn+eoh,Yaj),
j=1

E Á ­ e

onde os parâmetros aj;, b;, bi; e c; são reais.
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4,3 Estabilidade dos Métodos DIRKN

Definindo

A = (aj) E RE*” e, b = (bj), = (8), c= (cj) E R”, (4.3)

o método RKN pode ser representado pela matriz de Butcher:

cj A

db!

vt

Se tomarmos a;; todos iguais e a;; = O para k > j, temos os métodos DIRKN .

4.3 Estabilidade dos Métodos DIRKN

Para estudar a estabilidade dos métodos DIRKN, quando empregados para en­

contrar a solução de um PVI da forma (4.1), aplicamos a forma geral (4.2) à

equação teste (3.7), obtendo:

Ynj = Ynt+echy,— (why SD ajuXnh, para j=1,...,m,
k=1

UYn+1

hynaa

Considerando H? = (wh)?, os vetores e a matriz em (4.3) e os vetores do R":

Yi = (nn Ya, Yam), e=(1,1,...,1)',

podemos reescrever o método (4.4) como:

Y. Nº (yne + hylo),

Uni = yn+hy,—= H*VY,,

hun = by EX,

onde N = (I + H?A).
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4.3 Estabilidade dos Métodos DIRKN

Substituindo Y,, da equação (4.5) em (4.6) e (4.7) e, colocando em evidência

as partes em comum, termos:

“to | = M(A)
hun hyn

1—­ HºVN e 1­ HºbN'c
M(H) = : (4.9)

— H?*W'N'e 1— H*V'N'c

Consideramos aqui o erro de dispersão para os métodos RKN da mesma forma

como para os métodos estendidos unicamente implícitos, dado pela definição 3.2.

Desse modo, temos que:

= — arccosTM)d(H) = H DEAD (4.10)

Definição 4.1 (Erro de Truncamento Local). Para definirmos o erro de

truncamento local do método de RKN para a equação teste (3.7), precisamos

eliminar y/, de (4.8). Para 18so, reescrevemos (4.8) como:Un

Yn+1 = MuYn + MI2hy, (4.11)

hyny1 = Moaiyn + Machyy,. (4.12)

Em seguida, trocamos n porn — 1 em (4.12), ou seja,

hyn = MaiYn­1 + Mazhy1.

Substituindo hy!, de (4.13) em (4.11), temos:

UYn+1 = MuIYn + Mi2IM2IYn=1 + Ma2Maghy,1.

Agora, fazemos n =n —1 em (4.11), o que nos dá:

Un = MuYn=1 + Ma2hy,,
Yn — Mauiyn—1=> hyn, = mis
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4.4 Construção dos Métodos DIRKN P­estáveis de ordem 2

Substituindo hyr, de (4.15) em (4.14), obtemos:

Yn — Tao)ma2Yn+1 = Muoyn+MoMaUn=1 + Mi2TN22 (
Uni = (muo+mo)Un+ (mma — mam )Yn=1

Assim, se fizermos n = n+1 em (4.16), obtemos:

Yn+2 — Tr(M)yn+1 + Det(M)yn =O0 (4.17)

Portanto, o erro de truncamento local T(H) desse método linear de passo dois é

definido, substituindo a solução exata de (3.7) em (4.17). Desse modo, obtemos:

1T(H) = e”? — Tr(M)e" + Det(M). (4.18)

Se o método de RKN tem ordem (algébrica) p então:

T(H) = O(H"*!?). (4.19)

Temos que (4.19) é somente uma condição necessária para que a ordem algébrica

seja p.

Para todos os estudos apresentados nesse capítulo, utilizamos a definição dos

métodos RKN, pois temos que os métodos DIRKN são um caso especial dos

métodos RKN.

4.4 Construção dos Métodos DIRKN P­estáveis

de ordem 2

Antes dos estudos realizados por Sharp [15] na obtenção de métodos DIRKN de

terceira e quarta ordem, com 2 e 3 estágios, Van Der Houwen e Sommeijer [21],

construiram métodos DIRKN P­estáveis de segunda ordem com 1, 2, e 3 estágios,

os quais apresentamos agora. Nesta seção, além de mostrarmos os resultados
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44.1 Métodos com 1 estágio

dessas investigações, gostaríamos de deixar claro o quanto torna­se complexa a

construção desses métodos se aumentarmos o número de estágios e desejarmos
ordem mais alta.

4.4.1 Métodos com 1 estágio

Consideremos a família de métodos DIRKN de segunda ordem com um parâmetro

livre, obtida por Van Der Houwen e Sommeijer [21], dada pela matriz de Butcher:

1
2

(4.20)

De (4.9), podemos obter a matriz M, e com a ajuda do software Mathematica,
encontramos que:!?

 2+(2:­1)H?Tr(M) 1a? e, Det(M)=1.

Vemos então, que a ordem de dispersão desses métodos é 2, pois:

Tr(M)
(HH) = H— arccos 2/Dei(MD)

ES a 3 4( nt) + O(H),
e o phase­lag é dado por &,(H) = (—& &) H?, onde temos o parâmetro a livre,
ou seja, para cada método temos um phase­lag.

As condições para obtermos métodos P­estáveis são dadas por (3.20) e por­
tanto, a primeira delas já é satisfeita, ou seja, Det(M) = 1. Falta, então, deter­

minarmos valores para a, tal que,

ITriM)| <2

2 + (2a — 1) H?
1+aH? <2=  —a<

!?ver detalhes no apêndice 6
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4.4.2 Métodos com 2 estágios

Adicionando 2 em (4.21), temos:

2 + (2a— 1) H?
1+aH?

0<2+ <4

Multiplicando (1+ a H?) em (4.22), obtemos:

0 <2+2aH?º+(2+(2a = 1)H?º) <4 +40 H?
= 0 <4 + (4a — JH? <4 + 40H?

= 41­1>0=4>1=>0>2
Obtemos assim, uma família de métodos DIRKN de segunda ordem, 1 estágio

e, P­estáveis, representada pela matriz de Butcher:

4.4.2 Métodos com 2 estágios

Consideramos a família de métodos DIRKN com 2 estágios e três parâmetros
livres:

a

a)

0

0

(4.24)

Do mesmo modo como fizemos para os métodos com 1 estágio, com a ajuda

do software Mathematica, calculamos'? a matriz M (4.9), utilizando os valores
dados pela matriz (4.24). A partir daí calculamos:

Tr(M)
Arad?

!3ver detalhes no apêndice 7
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4.4.2 Métodos com 2 estágios

1+2aH?º +(aº = a1/2+c0a))H)Det(M) =
(1+ aH?)?

Agora, calculando o erro de dispersão desses métodos, obtemos:

Tr(M)
2 /Det(M)

P(H) H — arccos

1 a aNA 2 2 HH Hº( 24 + 2 + 2 ) + O(H”)
Queremos que a ordem de dispersão desses métodos seja igual a 3, para isso,
consideramos:

1
ap=——­a

12

Além disso, como estamos interessados em métodos P­estáveis, para a primeira

propriedade ser satisfeita, basta tomarmos c, = 1/2 para que Det(M) = 1 inde­
pendente de a.

Para termos a segunda propriedade da P­estabilidade satisfeita devemos en­

contrar valores para a tal que |Tr(M)| < 2, ou seja,

—2 < Tr(M) <2

2+(—1 +40)H?º + (4 +20º — 2a)Hº
(1+aH?º)?

=> —2< <2 (4.25)

Somando­se 2 em (4.25), temos:

2 +(—1 +40)H?º + (7 + 20º — 2a)Hº
(1+ aH?)?

= 0<2+ <A4

Multiplicando (1 + aH?*)* em (4.26), obtemos:

0 <2(1+aH?*)º +2+ (4a 1)H? + (2 20+20º)Hº <4A(1+ 0H)?
= 0 <2(1+ 2aH?º +aºH*) + 2+ (46 = 1) H?º + (4 — 20 + 20º)Hº <4(1+ 20H? + HH)

=> 0 <4+ (8a — )Hº + (3 — 2a+40º)Hº < 44 8aH?* + 40ºHº*
9(H) (A)

Devemos encontrar valores de a tal que 9(H) > 0. Tomando H? = z, torna­
se mais fácil o estudo pois, basta apenas obtermos a tal que as raízes 27 e 22 de
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4.4.3 Métodos com 3 estágios

g(z) sejam negativas. Desse modo, ao obtermos as quatro raízes da função g(H),
teremos quatro raízes complexas.

Primeiramente, encontramos as raízes da função g(z), ou seja:

2(—3 + 24a + /=3 + Ia)
1 — 24a + 480?

2(3 — 24a + /—3 + 1a)
1 — 24a + 480? !

a =—

22=

que podem ser simplificadas na forma:

24

O 3 2a+/­3T 1a
s

24

—3 + 24a + V­3+ I144a =
Vemos que 2,7 e z2 tem descontinuidade quando a = (1/4) + (V6/12) ea =

(1/4) — (V6/12), respectivamente.
Fazendo um estudo em busca de valores de a tal que 1 < 0 e 22 < O,

encontramos que devemos tomar a > (1/4) + (V(6/12) e a > (1/4) — (Y/6/12),

22=

respectivamente.

Sendo assim, tomando a > (1/4) + (1/56/12) temos que g(z) é côncava para
cima e as raízes de g(H) são todas complexas, ou seja,

1 60O<a(H)<xx(H) para ax 14%.
Portanto, encontramos uma família de métodos DIRKN de segunda ordem,

2 estágios e P­estáveis, representada pela matriz de Butcher:

1. 1,6
127 2 a> 717

0

O
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4.4.3 Métodos com 3 estágios

4.4.3 Métodos com 3 estágios

Consideramos a família de métodos com 3 estágios

cla

cjAdp a

1
2 a. A3

0 O

0 O

Pela análise feita na seção anterior, podemos perceber que ao aumentarmos

um estágio na fórmula de um método DIRKN de segunda ordem os cálculos para

a obtenção de métodos P­estáveis se tornam mais elaborados. Lembramos que

estamos apenas aumentando o número de estágios e não a ordem dos métodos.

Podemos então imaginar o quão complexo será para obtermos métodos com ordem

superior a 2. Não é nosso objetivo a busca de métodos DIRKN P­estáveis, mas

sim mostrarmos a complexidade de obtenção desses métodos.

Assim, apenas fornecemos a família de métodos DIRKN P­estáveis de segunda

ordem e 3 estágios, cuja obtenção pode ser encontrada em [21], que é dada pela
matriz de Butcher:

a > 0.656...

az a

az as

0 0

0 0

o
le

o
f

no
e

—a + 4 — a3. O erro de dispersão desse método é
dado por d,(H) = —((1/40320) + a/240 — a? /8 + a /2) H*.

Sharp, Fine e Burrage [15] investigaram a existência de métodos DIRKN P­

estáveis, com dois estágios e ordem 3 e três estágios com ordem 4. No resultado

dessa investigação eles obtiveram que não existem métodos DIRKN P­estáveis

com dois estágios e ordem 3, mas conseguiram obter um método DIRKN
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4.4.3 Métodos com 3 estágios

P­estável com três estágios e ordem 4, dado pela seguinte matriz de Butcher:

2
9

(a+221)(a—3) 2
56448 9

—2(67+0)A —196(67+a)B 2

9(109+a)(a—3)
9

9(109+a0)(a—3) 9

a?+50a—1727 —T84(a—59) (81+a)(109+0a)?
4(a—3)(67+a) (a—3)B 4(67+0a)B

3(a?+500a— 1727) 131712 (109+0)*
4(a—3)(67+a) (a—3)B 4(67+0)B

onde a = 24737, 8 = a? +218a+7177 e à = A+159a0?— 56850 — 752723. O erro
de dispersão para esse método é dado por &,(H) = ((1/45) + (V2473/10368))Hº.

Finalizamos este capítulo, enfatizando que a obtenção de métodos DIRKN

P­estáveis é bem mais difícil do que a dos métodos estendidos.
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Capítulo 5

Resultados Numéricos

5.1. Introdução

Para completar nossos estudos, implementamos todos os métodos e mostramos,

nesse capítulo, alguns resultados numéricos, obtidos em problemas encontrados na

literatura, por exemplo em [2]. Para os problemas cuja solução exata é conhecida,

analisamos o erro absoluto e comparamos os métodos entre si. Para os demais

problemas, os quais não conhecemos a solução exata, mas sabemos sobre o seu

comportamento através de estudos apresentados na literatura, nós analisamos

também o "erro absoluto" , considerando como solução "exata" para esses pro­

blemas, o resultado fornecido por um método de ordem alta com um passo h bem

pequeno.

5.2 Notaçoõoes para os Métodos

Nas tabelas de resultados, apresentamos o erro absoluto fornecido por cada méto­

do, para diferentes tamanhos do passo h. É importante registrarmos que em nos­
sas avaliações consideramos o tamanho do passo h fixo durante todo o intervalo
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5.2 Notações para os Métodos

de integração. Representaremos os métodos nas tabelas de resultados por:

MENDKk, para k = 2, 3, 4e 5: Os métodos estendidos de passo­um não­

dissipativos de ordem k, dados pelas tabelas II, III, IV e V, encontradas

nas páginas 15, 16, 17 e 19, cujos phase­lag são dados por é, = (1/12)"?,
(1/720)1A4, (1/720)VA, (—11/4800)vS, respectivamente;

MVP: O método estendido unicamente implícito de passo­um P­estável, com
2 estágios e ordem 3, Mi(—3,—1/6,7/24), fornecido pelas equações (3.50),
cujo phase­lag é dado por df = (1/7120)Hº;

M.PI 2): O método estendido unicamente implícito de passo­um P­estável,
com 2 estágios e ordem 4, MP(—1, —2, —1,7/24), fornecido pelas equações
(3.61), cujo phase­lag é dado por é, = (11/720)H*;

MP: O método estendido unicamente implícito de passo­um P­estável,
com 2 estágios e ordem 4, Mi (1, —2, —1,11/36), fornecido pelas equações
(3.63), cujo phase­lag é dado por df = (1/45) H;

M,Pl10): O método estendido unicamente implícito de passo­um P­estável,
com 3 estágios e ordem 4, MFI(10,57,56/3,13/48), quando escolhemos
a20 =10 em (3.65) e, cujo phase­lag é df = (1/7120)H*;

MP(55/144): O método estendido unicamente implícito de passo­um
P­estável, com 3 estágios e ordem 4, MPI(—1, —2,—1,55/144), quando es­
colhemos boa = 55/144 em (3.66) e, cujo phase­lag é df, = (29/480)H*;

DIRKN21: O método de Runge­Kutta diagonalmente implícito com 1 está­

gio e ordem 2, tomando a = 1/2 em (4.23), cujo phase­lag é é, = (5/24) H?;

DIRKN22: O método de Runge­Kutta diagonalmente implícito com 2 es­

tágios e ordem 2, tomando a = 1/2 em (4.27), cujo phase­lag é df =
(61/720)Hº;
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5.3 Problemas e Resultados

e DIRKN23: O método de Runge­Kutta diagonalmente implícito com 3 está­

gios e order 6, tomando a = 2/3 e az = (1/12) —a em (4.29), cujo phase­lag

é dp = (56951/40320)H*;

e DIRKN43: O método de Runge­Kutta diagonalmente implícito com 3 está­

gios e ordem 4, representado pela matriz de Butcher (4.30), cujo phase­lag

é dp = ((1/45) + (V2473/10368))H*;

5.3 Problemas e Resultados

Todos os PVT's descritos a seguir, são de segunda ordem e possuem soluções

oscilatórias. Antes de aplicarmos os métodos estendidos não­dissipativos, apre­

sentados no capítulo 2, primeiramente transformamos o problema de segunda

ordem num sistema de duas equações diferenciais de primeira ordem. Os demais

métodos são aplicados diretamente nos PVT's de segunda ordem. Os problemas

1 a 6 são todos lineares, enquanto que os problemas 7 e 8 são não­lineares.

PROBLEMA 1

Esse PVI é a equação teste (3.7), usada para analisar a estabilidade, com

w = 5.0. Transformando­a num sistema de primeira ordem, temos:

Y=z y(0)=1, 2(0)=O,
7º =—25y 0<t<40,

cuja solução exata é y(t) = cos 5t. Segue na TAB.P1 os resultados obtidos:!*

tiLogo a frente, tentamos explicar graficamente com os resultados dados pelo MEND?2, o
porque de estarmos expressando por ***** na TAB.P1.
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5.3 Problemas e Resultados

TAB.P1 ­ Erros Absolutos no cálculo de y para t = 40

h MEND2? MEND3 —MENDA4 MEND5

0.1 AARREE 1.50(2) — 1.50(2) 2.68(­5)
0.05 AAA 9.44(­4) — 944(4) 4.22(­7)

0.025 241) 5.925)  5.92(5) 6.61(­9)

h DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43

01 8H O go301) 174(1) — 2.80()
0.05 1.38(0) 5412) 21903) 1.80()

0.025 6.261) 4133) 6754) 114(3)

h MP n3MPCD Me Moo MP(55/144)
0.1 1.50(2) 1701) 2511) 15002) 7120)

0.05 9.44(­4) 1.04(2) 151(2) 9.44(4) —415(2)

0.025 5.92(­5) 6.51(4) 9.46(4) 5.92(5) 257(4)

Ao analisarmos os resultados, temos que:

1. Na classe dos MEND o MEND3 e o MENDA, forneceram resultados iguais,

e suas ordens são diferentes, mas possuem o mesmo phase­lag.

. Na classe dos DIRKN, temos que os métodos DIRKN21, DIRKN22 e

DIRKN?23, são de ordem 2, mas possuem ordens de dispersão diferentes.

Vemos que o método DIRKN323, para esse problema, nos fornece melhores

aproximações, e sua ordem de dispersão é também a maior, dentre os outros

métodos dessa classe.

. Agora, na classe dos MÊ, acontece o contrário do ocorrido na classe dos
DIRKN. Todos os métodos possuem ordem de dispersão iguais, mas a ordem

eonº de estágios são diferentes. Por isso, apesar de MY! e ME (10)
nos fornecer erros absolutos iguais, vale ressaltar que MY possui apenas 2
estágios, ou seja, o custo computacional com esse método é menor.
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5.3 Problemas e Resultados

4. Com o MENDS5 obtivemos uma ótima precisão e sua ordem de dispersão

é superior à dos demais. Os métodos MEND3, MENDA, MY! e MP(10)
nos fornecem erros absolutos iguais e, eles possuem o mesmo phase­lag, dp.

Podemos concluir que se aplicarmos esses métodos nesse tipo de problemas,

o erro de dispersão é mais relevante que o erro de truncamento local.

Como ilustração, mostramos no Gráfico 1 a solução exata y(t), representada

pela linha contínua e as aproximações yn, em cada ponto t,, representadas por

pontos coloridos, obtidas utilizando o método MEND?, para h = 0.1,h = 0.05 e

h = 0.025 e t no intervalo [0,40].
1.00 —

Gráfico 1

*h=01

'* h=0.05

h =0.025

—— Solução Exata

Nós percebemos que o erro absoluto nem sempre é eficiente para analisarmos

o comportamento dos métodos pois, se olharmos no Gráfico 1 apenas para os

pontos de t=40, temos que, o ponto azul está bem mais perto da solução exata

do que os pontos vermelho e verde, de onde poderíamos tirar conclusões erradas.

Portanto, cada vez que diminuímos o passo h, cada vez mais a solução numérica

se aproximará da solução exata.

Apresentamos a seguir sete problemas. Os problemas 2 a 6 são modificações

da equação teste (3.7) com comportamento variado das soluções e, os problemas
7 e 8 são não­lineares.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



5.3 Problemas e Resultados

PROBLEMA 2

Seja

yY' = —25y+5t, y(0)=5, yY(0)=­24/5, 0O<t<50. (52)

Transformando (5.2) para um sistema, obtemos:

f V=z y(0)=5, z(0)=­—24/5,
(5.3)

2' = —25y + 5t 0<t<50,

cuja solução exata é y(t) = 5cos5t — sen 5t + é. Segue na TAB.P2 os resultados
obtidos:

TAB.P2 ­ Erros Absolutos no cálculo de y para t = 50

h MEND2 MEND3 —MEND4 MEND5

0.1 AA 9.91(­2) — 9.91(2) 1.77(­4)

6.00(0) 6.233)  6.23(3) 2.75(­6)

1.59(0) “391(4) 3.91(4) 6.58(­9)

h DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43

OI cerera 5.16(0) —117(0) 1.84(0)

0.05 41300) 3711) 2890) 1190)

0.025 = 401(0) 2482) 16803) 7.56(3)

h Mº MC) MP Moo MP(55/144)
0.1 9912) 1.12(0) 1.66(0) 9.91

(

(2) — 452(0)
0.05 6.23(­3) 6.86(­2) 1.00(0) 6.23(3) — 2.74(0)

0.025 3.91(4) 430(­3) 6.25(3) 3.91(4) — 1.70(2)

Utilizamos a solução exata e o resultado obtido por MFI(10) com h = 0.025,
para mostrarmos no Gráfico 2 o comportamento da solução aproximada e exata.
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5.3 Problemas e Resultados

Gráfico 2

O  M3]010) com h=0.025
Solução Exata

Analisando os resultados, vemos que são semelhantes aos resultados obtidos

no Problema 1, precisão menor. Queremos apenas ressaltar que:

1. O método MEND?2, não resolve bem esse tipo de problema, talvez por

possuir ordem algébrica e ordem phase­lag baixas.

. Gostaríamos de comentar sobre a classe dos métodos DIRKN pois, percebe­

mos que com o passo h==0.1, o método também não resolve bem esse tipo

de problema, isto é, para obtermos um resultado com precisão elevada,

teríamos que diminuir bastante o tamanho do passo h, com isso, o custo

computacional aumentaria bastante.

PROBLEMA 3

Seja

yY'=­—y+|tl y(0)=1, y(0)=0, O0O<t<s0.

Transformando (5.4) para um sistema, obtermos:

Y=z y(0)=1, z2(0)=O,

2'=—y+|t 0 <t<80,
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5.3 Problemas e Resultados

cuja solução exata é y(t) = cost + || — sen t|. Mostramos a seguir na TAB.3 os
resultados obtidos:

TAB.P3 ­ Erros Absolutos no cálculo de y para t = 80

h MEND2? MEND3  MENDA4 MEND5

01 7542) 12305) 1.23(5) 8.76(­10)
005 1852) 7677)  7.67(7) 1.36(­11)

0025 461(3) 4798) 4798) 2.13(­13)

h DIRKN2! DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43

01 1940) 1573) 8574) 1.624)

0.05 4642) 2624) 20844)  511(5)
0.025 115(2) 14004) 93805) 414(4)

h MP MC MP MPÇOO) MP55/144)
0.1 1.23(­5) 1.36(4) 1.984) 123(5)  5.38(4)

0.05 7.67(­7) 848(6) 1.24(5) 7677) —336(5)

0.025 4.79(­8) 5.307) 7.72(7) 4798) —2.08(­6)

Para termos a ilustração completa do problema, plotamos a solução exata

juntamente com o resultado obtido pelo MENDA4 com h=0.025.
100.00 —

Gráfico 3

Q&  Mcnd4 comh=0025

Solução Exata
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5.3 Problemas e Resultados

Ao analisarmos os resultados fornecidos na TAB.P3, vemos que:

1. O resultado fornecido pelo método DIRKN43, com h=0.05, é mais preciso

do que para h=0.025. Isso ocorreu porque, no ponto t = 80, a solução está

na curva do topo dessa oscilação. Esse fenômeno aconteceu com o método

DIRKN43 mas, poderia ter ocorrido com qualquer um dos outros métodos.

. Esse problema apesar de ser oscilatório possui curvas suaves, enquanto os

problemas 1 e 2, não. Isso leva­nos a refletir, pois até agora os métodos

MEND?2 e DIRKN21, não apresentavam resultados que valessem ser usados,

e para esse problema, resolveu com precisão esperada.

PROBLEMA 4

Seja

yY'"=—y­20*+1 y(0)= 0 <t<s0. (5.6)

Transformando (5.6) em um sistema, obtemos:

(5.7)
2 =—y—2e7*+1 0<t<<&0,

cuja solução exata é y(t) = cost — sen t —e "+1. Segue na TAB.P4 os resultados
numéricos:

TAB.P4 ­ Erros Absolutos no cálculo de y para t = 80

h MEND2? MEND3 —MEND4 MEND5

0.1 7.56(2) —233(5) —9.97(6) 1.60(­7)

1.85(2) — 3.766) — G618(7) 5.32(­9)

4.61(­3) — 5.237) —3.85(8) 1.71(­10)
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5.3 Problemas e Resultados

h DIRKN21! DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43

01 1964) 2033) 13003)  241(4)
0.05 4702) 3724) 3254) 210(5)
0.025 1162) 8135) 8215) 238(6)

h Mº MI) MP MP MP55/14)
0.1 233(­5) 1.32(4) 1.93(4) 9.97(6) —531(4)

0.05 3.76(­6) 824(6) 1.21(5) 6187) — 331(5)
0.025 5.23(­7) 5.157) 7.547) 385(8) — 2.04(6)

Mostramos no Gráfico 4 o comportamento da solução numérica por MENDA4

com passo h = 0.025 e a solução exata.

Gráfico 4

O&O  Mendá comh­0.025

Solução Exata

|

Fazendo uma análise dos resultados percebemos que:

1. Esse problema, apesar de ser uma alteração pequena da equação teste, já

causa uma grande modificação nos resultados numéricos pois, o comporta­

mento da solução aproximada nos mostra que não existe mais ligação com

79

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



5.3 Problemas e Resultados

os métodos de phase­lag comum. Por exemplo, os métodos MEND3 e MY!
e, MEND4 e MP(10) estão dando os mesmos resultados. Lembramos que
analisamos a estabilidade para esses métodos usando a equação teste.

. Aconteceu também que DIRKN43 está resolvendo melhor com uma casa

decimal de precisão que o DIRKN23. Enquanto DIRKN22 e DIRKN23

fornecem resultados semelhantes.

. Para esse problema e os anteriores, com MEND?2 obtivemos melhores pre­

cisões do que com o método DIRKN21, ambos métodos de ordem 2.

PROBLEMA 5

Seja

yY'"=—4y+te '+tsen4t 4y(0) 0 <t<100. (5.8)

Transformando (5.8) para um sistema, obtemos:

Y=z z(0) =O0, (5.9)
2! = —4y + te! + tsen 4t 0 <t<100,

cuja solução exata é y(t) = — E (—72—180t—78e! cos 2t +50€! cos 4t+54e! sen 2t +
75e!t sen 4t). Segue na TAB.P5 os resultados numéricos:

TAB.P5 ­ Erros Absolutos no cálculo de y para t = 80

h MEND2 MEND3 —MEND4 MEND5

0.1 8.671) 7783)  453(3) 4.70(­5)
207(­1) 1.223) —272(4) 1.30(­5)

5.05(­2) —167(4) 1.67(5) 5.81(­6)

FS
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



5.3 Problemas e Resultados

h DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43

01 1.590) 7222) 49(2) 1022)
0.05 42841) 1342) 1192)  667(4)

0.025 1.011) 3073) 296(3)  3.95(5)

h MP MI MS] MPa MP655/14)
0.1 7.783) 5.123) 107(2) 453(3) 412(2)

0.05 1.22(­3) 3.20(4) 6.60(4) 2724) 253(3)
0.025 1.67(­4) 2.00(5) 408(­5) 1.645) 1.55(4)

Como ilustração dos resultados obtidos, segue no Gráfico 5 o comportamento

da solução exata juntamente com a solução aproximada por M3$(10) com h==0.025.

Gráfico 5

O  MI6BIIO) com h­0.025

Solução Exata
)

Consideramos aqui os mesmos comentários feitos para o problema 4.
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5.3 Problemas e Resultados

PROBLEMA 6

Tomando w não constante, em (3.7), vemos que o PVI não possui solução
analítica.

Seja

yY"=­(1+t)y y(0)=0, y(0)= 0 <t<6O. (5.10)

Transformando (5.10) para um sistema, obtemos:

=z y(0)=0, z(0)=1,
(5.11)

2' = ­(1+t)y O <t< 60.
Expressamos o erro absoluto em TAB.P6, considerando, a solução "exata" desse

problema o resultado fornecido pelo método ME10) no ponto t=40, com h=0.0001.

TAB.P6 ­ Erros Absolutos no cálculo de y para t = 40

h MEND2 MEND3  MENDA4 MEND5

0.1 ADE 1.62(­2) — 235(2) 1.19(­4)

6.22(0) 6304)  151(3) 5.02(­6)

1711) 11805) 947() 1.79(­7)

h DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43

OI cerera *EEE O 230001) — 24401)
0.05 8EASO 7572) 8753) 2.65(2)

0.025 24401) 5.263) 2175) 175(3)

hn MP MPC) MP MP MP(55/14)
0.1 1.622) 1.991) 2411) 215(­2) FX

0.05 6.30(4) 1.58(2) 2.29(2) 1.445(3) — 6.07(2)
0.025 1.18(­5) 1.00(­3) 1.46(3) 9.25(5) 3.95(33)
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5.3 Problemas e Resultados

Ilustramos apenas o comportamento da solução numérica por MEND3 com

h = 0.025 no Gráfico 6.

0.80 —
Gráfico 6

—AM—  Mond3à com h= 0.025
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O que temos a comentar desse problema é quase semelhante ao anterior. Ve­

mos apenas uma mudança onde DIRKN23 apresenta precisões melhores que
DIRKN43.

PROBLEMA 7

Para ilustrarmos o comportamento da solução numérica quando aplicamos os

métodos num modelo não linear (isto é, um problema que não é da forma (3.7)),

seja

yY=­y y(0)=0, y(0)=1, O0O<t<40. (5.12)

Transformando (5.12) para um sistema, obtemos:

'=z 0)=0, 2(0)=1,,
|

y(0) (0) (5.13)
z=—y 0 <t<40.

Consideramos solução "exata" desse problema, o resultado dado pelo método

MENDS5 no ponto t=40, com h=0.0001. Segue na TAB.P7 os resultados numéri­

cos obtidos:
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5.3 Problemas e Resultados

TAB.P7 ­ Erros Absolutos no cálculo de y para t = 40

h MEND2º MEND3 —MENDA4 MEND5

0.1 421(­1) 7295) 9.36(4) 1.15(­3)

3.741) —117(5) 207(5) 3.56(­5)

3.62(­1) —74(7) 103(7) 1.12(­6)

h DIRKN21l DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43

01 1570) 2373) 5215) 546(4)

0.05 399.2) 1224) 3715) 517()

0.025 1.00(2) 34606) 2.065) 3.49(­5)

h MP MI) MPº MO MEIGS5/140)
01 1.50(3) 6.77(4) 631(4) 142(1) — 3.76(4)

0.05 5.65(­5) 2.45(5) 2955) 5.753) 5.655)

0.025 2.14(­6) 893(7) 1.39(­6) 1.90(4) — 3.90(5)

Ilustramos no Gráfico 7 apenas, o comportamento da solução numérica dada

por MEND5 com h = 0.025.
2.00 —

Gráfico 7

O  Mends com h=­0.025
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5.3 Problemas e Resultados

Analisando os resultados numéricos vemos que:

1. Dentro da classe MEND o método MEND5 fornece resultados com precisão

mais baixa que o MEND3 e o MENDA4. Vemos também que o MEND3 com

passo h=0.1 e 0.05 resolve melhor que os demais mas, para o passo h=0.025

MENDA4 é melhor.

. O que observamos no item 1, também acontece na classe dos DIRKN. En­

quanto DIRKN23 e DIRKN43 resolvem melhor com passo h=0.1 e 0.05,

com passo h=0.025, DIRKN22 é melhor.

. Já na classe dos Mi o MP(55/144) resolve melhor que o MB 10) mas,
ME(—2), é ainda melhor.

PROBLEMA 8

Apresentamos um outro problema não­linear de segunda ordem:

y" = —0.2 costy — 0.0975 cost — 0.398 sen 2t + 0.001 sen 4t — 0.0005 cos 5t

y(0)=0.1, yY(0)=0.2, O<t<120.
(5.14)

Transformando (5.14) para um sisterna, obtemos:

(5.15)
YW=7z, y(0)=0, z(0)=1, O<t<120,

z' = —0.2 cos ty — 0.0975 cost — 0.398 sen 2t + 0.001 sen 4t — 0.0005 cos 5t

Para solução "exata" desse problema, consideramos o resultado dado pelo

método MP! (10) no ponto t=120, sendo h=0.0001. Segue na TAB.P8 os resulta­
dos numéricos obtidos:
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5.3 Problemas e Resultados

TAB.P8 ­ Erros Absolutos no cálculo de y para t = 120

h MEND2 MEND3 —MEND4 MEND5

0.1 5.55(­3) —5.86(­5)  6.09(5) 3.53(­6)
1.39(­3) — 499(6)  3.09(­6) 8.00(­8)

3.47(­4) 4807) — 244(7) 4.95(­10)

h DIRKN21 DIRKN22 DIRKN23 DIRKN43

01 1913) 21603) 216(3)  5.35(6)
0.05 4784) 54004) 5414) 2.98(6)

0.025 1.20(4) 133(4) 133(4) 3.16(6)

h MP MP MP MPoO) MP55/144)
0.1 587(5) 5.735) 5.49(5) 646(5) 42105)

0.05 499(­6) 3.66(­6) 3.51(6) 3.99(6)  2.68(­6)
0.025 480(­7) 2.30(­7) 2.20(7) 247(7) 16707)

Ilustramos o comportamento da solução dada por M3(55/144) com h = 0.025.

Gráfico 8

—AO­­ Ma 3K5SS/144) com h=0.025

|
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6 Conclusão

Analisando os resultados obtidos, temos que:

1. O método MEND5 predominou resolvendo com melhor precisão esse pro­

blema, independente do tamanho do passo h=0.1, 0.05 e 0.025.

. Os métodos DIRKN22 e o DIRKN23 nos fornecem resultados iguais e,

semelhantes aos obtidos pelo método DIRKN21. Entretanto nesta classe

a melhor precisão é obtida com o método DIRKN43.

. Vemos também que há uma grande semelhança nos resultados fornecidos

pela classe dos métodos MY, juntamente com os resultados dados por
MEND3 e MENDA.
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Capítulo 6

Conclusão

Nesta dissertação, consideramos a classe dos métodos estendidos de passo­um

proposta em Chawla e outros [8], e a classe dos métodos estendidos de passo­um
unicamente implícitos, proposta em [5], para a integração numérica de proble­

mas de valor inicial de primeira e segunda ordem, respectivamente, que possuem

soluções oscilatórias.

Para analisar o comportamento de um método para a resolução numérica

destes problemas, algumas propriedades de estabilidade têm sido consideradas

na literatura, como as propriedades phase­lag e a não­dissipatividade, as quais

introduzimos no capítulo 1.

Para obter métodos estendidos de passo­um não­dissipativos, Chawla e Al­

Zanaid [8] consideraram duas condições sobre os coeficientes dos métodos, (1.16) e
(1.17), e forneceram métodos não­dissipativos de ordem 2 a 5, o que apresentamos

em detalhes no capítulo 2. Além disso, mostramos que não existem métodos

não­dissipativos de ordens 6 e 7, aplicando as condições (1.16) e (1.17) sobre os

métodos estendidos obtidos em [22] e [17]. No final deste capítulo, fornecemos

alguns resultados numéricos onde pudemos observar a eficiência dos métodos não­

dissipativos obtidos na resolução de problemas com soluções oscilatórias.

No capítulo 3, analisamos a estabilidade da classe dos métodos estendidos

unicamente implícitos, proposta em [5], aplicáveis diretamente a problemas de

valor inicial de segunda ordem, do tipo (3.1), que possuem soluções oscilatórias.
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6 Conclusão

Através das condições dadas por (3.20), mostramos que existe um único método

de ordem 3, com dois estágios, "quase!" P­estável e famílias de métodos de ordem

4 com 2 e 3 estágios.

Uma outra classe de métodos proposta para a resolução de problemas do tipo

(3.1) que possuem soluções oscilatórias é a dos métodos DIRKN. No entanto,

procuramos mostrar no capítulo 4, que a obtenção destes métodos com ordem

phase­lag e/ou ordem algébrica maior que 2 é bastante complexa.

Para cada método obtido, calculamos o correspondente phase­lag e observa­

mos que a ordem de dispersão nem sempre coincide com a ordem algébrica do

método. Além disso, através dos resultados numéricos, apresentados no capítulo

5, constatamos que, em geral, a ordem de dispersão é mais relevante que a ordem

algébrica, na resolução de problemas oscilatórios. Também observamos que para

a maioria dos problemas testados é o MENDS5, que possui ordem algébrica 5 e

ordem de dispersão 6, que fornece resultados mais precisos.

Ao compararmos a classe dos métodos estendidos de passo­um com a classe

dos métodos DIRKN, concluímos que:

Y algebricamente, a obtenção de métodos DIRKN P­estáveis com ordem de

dispersão maior que 2 é muito mais complicada do que a dos métodos es­

tendidos unicamente implícitos.

Y os métodos DIRKN, por sua vez, possuem uma estrutura mais fácil de

ser implementada, permitindo­nos fazer um programa geral onde apenas

escolhemos o método que queremos utilizar, nos dados de entrada. Já, para

os métodos estendidos não conseguimos o mesmo tipo de generalização,

isto é, para cada método temos um programa diferente. Além disso, cada

programa resolve sistemas de equações diferenciais de dimensão no máximo
dois.

numericamente, observamos que, para a maioria dos problemas, os métodos

estendidos têm um comportamento melhor que os métodos DIRKN.
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6 Conclusão

Das observações feitas anteriormente consideramos os métodos estendidos

de passo­um adequados e promissores para a resolução numérica de equações

diferenciais que possuem soluções oscilatórias.

Finalizando esse trabalho, mostramos alguns caminhos de eventuais possibi­

lidades para continuidade das investigações dessa classe de métodos:

» Tentar obter classes de métodos estendidos de passo variável, através da

estratégia usada para encontrar os métodos de Fehlberg [2]. Um exemploé o

par embutido RKF45, que possui a vantagem de ter um custo computacional

baixo e, de ser encontrado em softwares matemáticos como Mathematica,

Matlabe Maple. O código RKF45 é muito usado na prática por engenheiros

e físicos, para resolução de PVI com soluções oscilatórias.

Tentar generalizar a implementação para a classe dos métodos estendidos,

como fizemos nesse trabalho para a classe dos métodos DIRKN.

Mostrar uma outra forma para análise de comparação entre métodos aplica­

dos a PVI's que possuem soluções oscilatórias. Através do Problema 1, no

capítulo 5, vimos que utilizando o "erro absoluto", podemos tirar conclusões

erradas sobre os métodos.

Mostrar se há uma relação, dentro da classe dos métodos estendidos, entre

métodos À, L, e P­estáveis.
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Apêndice

| Contas usando o software Mathematica

| APÊNDICE 1. Como obtivemos a equação (3.37 )

[] Consideremos primeiramente as Matrizes A(H) e B(ED:

“As(2 (bl +.b2221) neDa!1211 EMatrixForm[A]
1+ (bl +a21b2) Hº­b2HºL121 O

(01 + a21c2) Hº­c2HiL21 1

1­ (bo +a20b2) Hº +b2HiL20/1­b2b20H?
(­c0 ­ a20 c2) H2º + c2Hº 120 .1­b20c2H?
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cm

| Contas usando o software Mathematica

| APÊNDICE 1. Como obtivemos a equação (3.37 )

O] Consideremos primeiramente as Matrizes A(H) e B(ED:

( 1+ (bl+a21b2) Hº­b2H!L21
(Cl+a21c2)H'­c

a20c2) H2+c2Hi120

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



cm

apendice.nb

[U Substituimos nas matrizes A(H) e B(ED os parâmetros (3.32), (3.33) e (3.34):

[O] Aqui temos que para que Determinante de À seja igual ao Determinante de B, quanto deve ser o
valor de L20

| APENDICE 2. Como obtivemos a equação ( 3.40 )

[O] Para calcularmos o Traço de C(H), precisaremos da matriz R(H)=4'(H) B(ED, pois
C(H) = Det (A) R. Desse modo:
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cm

apendice.nb

[ Enfim caleularemos o Traço da matriz C(H):

| APENDICE3. — Como chegamos nas equações (3.41) e (3.42)
[ Substituindo ( 3.39 );: (3.40) em (3.28), e tomando L20 =(13 / 3) + (a20/3) ­ 12 bO, obtemos os

polinômios de estabilidade:
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apendice.nb

cm

| APENDICE 4. Como chegamos na equação (3.51)

[] Já sabemos os valores de b0 e a0, sendo assim declaramos:
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apendice.nb

cm

| APENDICE 5.
[] Consideremos primeiramente as Matrizes A(ED e B(ED:

+ta3ilb3)HI+
a31c3) HW

Sesi

b1 + a21 bz
(Cl+ a21c2 +

a20.02­a3oc
" Sis o
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apendice.nb

O Calculemos aqui os Det (A) e Det (B) de forma genérica, ou seja, sem substituir as condições de
ordem do método

O] Para calcularmos o Traço(CH) precisamos primeiramente da matriz R(ED = 4! (E) B(ED, pois
CH = Det( AUD) ) R(ED
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apendice.nb

cm

[] De forma genérica para m=4, encontramos também os 2 polinômios de estabilidade pP (E) ep (E):
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apendice.nb

E] Como chegamos na equação (3.57)
Calculamos o Det(A) e o Det (B) separadamente, considerando as condições de ordem acima, e
comparamos:

O] Para que Det (A) seja igual a Det (B), basta considerarmos iguais os coeficientes de Hº.
Vamos então calcular de forma genérica, tomando a igualdade dos coeficientes de H, do Det(A) e
Det(B) calculados sem a consideração das condições de ordem do método.

C21L20+c3 (bOb30­L30+L:
b3 ((1+a20)a30 c2 ­b30 (co
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apendice.nb

D) ou seja, ao simplificarmos (b3L21 L32) ­ ((b3 c2 ­ b2 c3) (D30 120 ­ b20 L30)+(b20 b3 cO ­ b0 b20
c3 ­ b3 L20 + c3 L20) L32) =0, obtemos a equação (3.57)

[] Para chegarmos na equação ( 3.60 ) , apenas consideramos as condições de ordem do método com
exceção de L32, em (3.57)

| APENDICE 6.
[] Declaramos primeiramente os parâmetros do método:



apendice.nb

| APENDICE 7.
[O] Declaramos primeiramente os parâmetros do método:
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