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RESUMO 

ANÁLISE DINÂMICA DE VIGAS UTILIZANDO O ELEMENTO 

FINITO DE TIMOSHENKO COM REFINAMENTO P-ADAPTATIVO 

Este trabalho apresenta um processo p-adaptativo, baseado na versão paramétrica do 

método dos Elementos Finitos, aplicado na resolução do problema dinâmico de autovalor 

generalizado em vigas. O primeiro nível de aproximação da solução é obtido através do 

elemento fínito isoparamétrico de viga de Timoshenko de dois nós, utilizando funções de 

interpelação lineares. Para outros níveis de aproximação são realizados, sucessivos 

refinamentos hierárquicos acrescentando funções de segundo, terceiro e quarto graus, 

conforme as informações adquiridas na análise de erros a-posteriori. A distribuição seletiva de 

novos graus de liberdade hierárquicos nos elementos mais carentes de refinamento se processa 

em função da utilização de um indicador de erro. Para avaliar o erro global de uma solução 

considera-se um estimador de erro. Exemplos numéricos são usados para demonstrar a 

eficiência e alta taxa de convergência do processo p-adaptativo 

Palavras chave: Método dos Elementos Finitos, Refinamento p-adaptativo, Viga. 

cm i unesp 

ÁfA ataw w 
1 12 13 14 15 16 17 18 



ABSTRACT 

DYNAMIC ANALYSIS OF BEAMS USING THE TIMOSHENKO 

FINITE ELEMENT WITH P-ADAPTIVE REFINEMENT 

This work presents a p-adaptive process, based on the parametric version of the Finite 

Element Method, applied in the resolution of the generalized eigenvalue problem of beams. 

The first levei of approximation for the solution is obtained through the isoparametric linear 

two-node beam finite element, based on the Timoshenko theory. For other approximation 

leveis, successive refmements are used, increasing hierarchical shape flmctions of second, 

third and fourth degrees, according to the information acquired in the analysis of a-posteriori 

error. The selective distribution of new hierarchical degrees of ffeedom is processed in 

function of the use of an error indicator. To evaluate the global error of a solution is 

considered an error estimator. Numeric examples are used to demonstrate the effectiveness 

and convergence of the p-adaptive process. 

Keywords: Finite Element Method, p-adaptive refinement, Beam. 
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1 INTRODUÇÃO 

Pode-se dizer que as vigas foram um elemento de sustentação criado pelo homem, 

ainda que inconscientemente. Viga é uma estrutura linear que trabalha em posição horizontal 

ou inclinada, assentada em um ou mais apoios e que tem a função de suportar os 

carregamentos normais à sua direção. 

Pode-se dizer que o astrônomo italiano Galileo Galilei (1564-1642), iniciou a idade da 

razão em análise estrutural Kinney (1982). Aparentemente foi o primeiro a estudar a 

resistência dos sólidos dando origem a Mecânica dos Materiais. Em sua última publicação, 

Duas Novas Ciências (1638), discutia o problema da viga engastada carregada com seu peso 

próprio com peso adicional, este problema se conhece como o "Problema de Galileu", no qual 

sua análise obteve resultados incorretos e não foi resolvido de maneira apropriada até 1855. 

Robert Hooke (1635-1703) estudou a elasticidade dos materiais e formulou em 1660 a lei que 

todos conhecem e leva seu nome, a "Lei de Hooke", publicada em 1676. Como resultado de 

seus estudos, inventou a mola espiral que substituiu o pêndulo dos mecanismos dos relógios. 

Em 1680, Edme Mariotte (1654-1684) desenvolveu, independentemente, essa mesma lei e a 

aplicou às fibras de uma viga; observando que umas fibras se encurtavam e outras se 

esticavam, desenvolvendo o conceito de "linha neutra". O Problema de Galileo voltou a ser 

estudado por James Bernoulli (1654-1705), que supôs que uma secção plana de uma viga, 

permanece plana durante a flexão, mas não chegou a uma solução satisfatória porque não deu 

importância ao que hoje conhecemos como "linha neutra". Em 1717, Johann Bernoulli 

(1667-1748), irmão de James, enunciou o "Principio dos Deslocamentos Virtuais", que é o 

método que ainda hoje aplicamos na determinação das deflexões elásticas em estruturas; 

posteriormente, seu filho Daniel Bernoulli (1700-1782), estudou o problema da determinação 

da curva elástica de barras flexionadas, e inspirou seu amigo Leonhard Eüler (1707-1783), na 

determinação das curvas elásticas em vigas e colunas, contribuições que utilizamos até hoje. 

Após estes primeiros estudiosos vários pesquisadores. Charles Coulomb (1736-1806), 

Lamè (1795-1870), B.P.E. Clapeyron (1799-1864), Barré de Saint-Venant (1797-1886), 

Agustín Louis Cauchy (1789-1857), William John Macquom Rankine (1820-1872), 

Otto Christian Mohr (1835-1918), entre outros, desenvolveram ou aperfeiçoaram formulações 

aplicadas na análise estrutural, sobretudo no estudo de vigas. 

A viga é tratada como um modelo unidimensional, fazendo-se a hipótese que o 

comprimento é bem maior que as dimensões da seção transversal. Observa-se que a análise de 
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vigas é bastante comum em problemas de engenharia, tornando-se fundamental o estudo de 

sua formulação. Para esta finalidade, geralmente, consideram-se os modelos de viga de 

Euler-Bernoulli e de Timoshenko, A diferença básica entre estes modelos está relacionada ao 

fato que a formulação de Euler-Bernoulli não considera a deformação de cisalhamento 

presente nas seções transversais. Para incluir este efeito, deve-se considerar o modelo de 

Timoshenko. 

O incentivo em estudar os problemas de vigas de Timoshenko está na contribuição em 

melhorar a eficiência do Método dos Elementos Finitos na análise de vibrações livres. Nos 

últimos anos a modelagem e o controle de vibrações de estruturas flexíveis têm sido alvo de 

estudos por vários pesquisadores. Yang (1994), Aldraihem (1996) e Lima Jr. (1997). 

Para vigas esbeltas o elemento de viga de Timoshenko é incapaz de produzir 

resultados da teoria de vigas de Bemoulli Onate (1992). Assim à medida que o comprimento 

aumenta se produz o fenômeno de "sobrerigidez" numérica que curiosamente, vai cada vez 

tomando maior importância na solução, O elemento de viga de Timoshenko funciona bem, 

para viga onde a relação comprimento e altura são elevadas. 

Muitas vezes o método de elementos finitos demonstra ser uma técnica numérica 

muito utilizada para a solução de problemas em engenharia, no entanto um modelo impróprio 

de elementos finitos pode produzir erros significativos na solução. 

É muito difícil definir a data em que determinado avanço do conhecimento foi 

efetuado. No caso particular do Método dos Elementos Finitos, é referido por vários autores 

que a publicação mais antiga em que é utilizada a designação "elemento finito" é o artigo de 

Clough (1960). Anteriormente eram já conhecidas algumas técnicas que vieram a ser 

incorooradas no Método dos Elementos Finitos. sem ainda oossuir as Drincinais características i -'iii 

de hoje. Os grandes passos do desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos, que o 

conduziram ao formato que atualmente apresenta maior aceitação, foram dados na década de 

60 e início da de 70. Inicialmente os elementos finitos mais comuns eram os triangulares e os 

tetraédricos, passando-se mais tarde a dar preferência aos quadriláteros e aos hexaédricos. 

Ao contrário de outros métodos que eram utilizados no passado, o Método dos 

Elementos Finitos só tem utilidade prática se dispuser de um computador digital. Este 

requisito é devido à grande quantidade de cálculos que é necessário realizar, especificamente 

na resolução de grandes sistemas de equações lineares. Assim se compreende que o rápido 

desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos tenha praticamente coincidido com a 

utilização de computadores nos centros de pesquisa. Com a "proliferação" de 
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micro-computadores ocorrida no final da década de 80 e na década de 90, o Método dos 

Elementos Finitos chega finalmente às mãos dos projetistas de estruturas Azevedo (2003). 

Nota-se na breve história que sempre houve uma procura em melhorar o método para 

obter melhores resultados com um mínimo custo computacional. Atualmente estudam a 

convergência da solução em muitos problemas em engenharia utilizando processos de 

refinamento na análise por elementos finitos. 

No processo de refinamento convencional do Método dos Elementos Finitos, o qual é 

chamado de refinamento h, a malha de elementos é refinada através da diminuição sucessiva 

do tamanho h dos elementos. Neste processo, o número e o tipo de funções de interpelação 

sobre cada elemento mantêm-se fixos. Esta é a prática comum na análise por elementos 

finitos, que consiste em resolver um problema várias vezes. Normalmente, a utilização deste 

tipo de refinamento aumenta o custo da análise, bem como produz erros relacionados a 

arredondamentos associados às subdivisões demasiadamente refinadas dos elementos da 

malha. 

No segundo processo de refinamento, conhecido como refinamento/;, o número e a 

distribuição de elementos sobre a malha discretizada permanecem fixos. No entanto, o 

número e o grau das funções de interpolação, as quais devem ser polinômios completos de 

ordem /;, são aumentados progressivamente. 

O refinamento do tipo h tem sido extensivamente examinado na literatura matemática e 

utilizado, por muitos anos, nas aplicações em engenharia. Recentemente, muitas pesquisas 

têm sido realizadas para o desenvolvimento de processos de refinamento/; Babuska(1989), 

Leino(1994), Campion (1996), Liu(1998), Paschoalini (1999). Tem-se observado que a 

qualidade de aproximação da solução e o custo computacional são vantagens que a versão p 

de refinamento oferece em relação à versão h. 

O processo convencional de refinamento tipo p do Método dos Elementos Finitos se 

baseia na discretização do sistema em elementos, cuja ordem é dependente das funções de 

interpolação. Neste caso, se novas variáveis físicas devem ser introduzidas nos elementos, 

novas funções de interpolação devem ser obtidas no lugar das anteriores. Desta forma, embora 

o número de elementos da discretização original permaneça fixo, o número total de nós deve 

ser aumentado progressivamente. Geralmente, esta técnica produz dificuldades em razão da 

necessidade da geração de novas malhas de elementos. 

Para superar as dificuldades mencionadas anteriormente, nos últimos anos, têm-se 

estudado alguns procedimentos adaptativos de refinamento /;, baseados na formulação 
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paramétrica hierárquica do Método dos Elementos Finitos, proposta por Zienkiewicz (1971) e 

examinada por Peano (1976). Nestes procedimentos, a introdução de novas funções de 

interpolação de grau variável nos elementos se faz conservando inalteradas as funções de 

interpelação anteriores. Esta é a característica de importância fundamental em processos de 

refinamento hierárquico versão p do Método dos Elementos Finitos. As funções de 

interpolação que apresentam esta característica são chamadas de funções de interpolação 

hierárquicas e os elementos cujas variáveis físicas são interpoladas por estas funções são 

chamados de elementos hierárquicos. 

O objetivo deste trabalho é utilizar, no primeiro nível de aproximação da solução, o 

elemento fínito isoparamétrico de viga com dois nós formulado a partir da Teoria de Vigas de 

Timoshenko, apresentado na Figura 1.1. Sendo que em cada nó consideram-se três graus de 

liberdade, dois deslocamentos e uma rotação {uj,wi ), ), 0j e 6]. 

M'. 

ÀOi 
IV. 

/N 

—> 
U. 

vi; 
—> 
u. J 

Figura 1.1 Elemento finito isoparamétrico de dois nós 

Para outros níveis de aproximação serão realizados sucessivos refinamentos 

hierárquicos introduzido nos elementos funções de formas hierárquicas de segundo {m = 2), 

terceiro (//? = 3) e quarto {m = 4) graus, Figura 1.2, obtidas através do polinômio de Legendre, 

Zienkiewcz (1983). 

> 
vi^ 

—> 
u. 

»v. 

/S 

hm 
vi; 

—> 
"j 

Figura 1.2 Elemento finito isoparamétrico de dois nós com funções hierárquicas 

Com a utilização dessas funções de forma hierárquicas será possível estimar e 

controlar os erros provenientes da discretização da malha. 

O procedimento proposto neste trabalho e implementado no Método dos Elementos 

Finitos, tem capacidade de fazer uma estimativa de erro <3-posteriori, com base em 

informações obtidas em soluções anteriores. Trabalhando com elementos hierárquicos, é 
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possível definir estimadores de erro a-posteriori, que consistem de um estimador de erro 

global, que serve para avaliar a precisão global da solução e de um indicador de erro que tem 

a finalidade de indicar as regiões da malha para as quais é necessário fazer refinamentos, 

podendo assim estimar e controlar os erros provenientes da discretização da malha. 
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2 ELEMENTOS UNIDIMENSIONAIS DE CLASSE Q. ELEMENTOS 

LAGRANGEANOS 

2.1 Introdução 

Serão introduzidos os conceitos básicos do método de elementos fínitos utilizando 

elementos unidimensionais de dois nós. As funções de forma desses elementos são vistas 

como polinômios de primeiro grau. Evidentemente, a interpelação polinomial garante que o 

deslocamento axial é contínuo dentro do elemento e entre os elementos. Os elementos que 

satisfazem esses requisitos de continuidade se denominam de classe C0. Pode-se exigir que o 

elemento tenha derivada primeira contínua no deslocamento axial, neste caso denomina-se 

classe C,. Em geral um elemento é de classe Cm se o campo de deslocamento tem as m 

primeiras derivadas contínuas. Evidentemente podem existir elementos unidimensionais de 

classe C0 baseados em polinômios de diferentes graus. Serão estuda as técnicas gerais de 

obtenções das funções de forma desses elementos. 

Em um elemento unidimensional, a aproximação polinomial de uma variável u(x) 

pode ser escrita na forma geral: 

u{x) = a0 + a.x + a2x
2 +... (2.1) 

na qual a0, a,, ..., são constantes. 

Tomando um polinômio de primeiro grau, tem-se: 

u(x) = a0 +a,x (2.2) 

para calcular as duas constantes a0 e a, precisa-se de duas condições, o que necessariamente 

implica que o elemento associado ao desenvolvimento da Equação (2.2) deve ter dois nós 

(uma condição para cada nó). Deste modo para um elemento linear de comprimento l{e), com 

o nó 1 em x = x, e o nó 2 em x = x2, Figura 2.1, tem-se; 
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u{x[) -u] =a0 +a^xi 

u(x2) = u2 = a0 +alx2 

(2.3a) 

(2.3b) 

na qual w, e ii2, são os valores do deslocamentos axiais dos nós 1 e 2 respectivamente. 

Ajustando a0 e a, e substituindo na Equação (2.1), obtém-se: 

u(x) = N^(x)ui + N2(x)u2 (2.4) 

na qual 

(2.5) 

-V, 

A.Cv) NJx) 

-I ^ 

1 1 

V-v) /V2(.v) 

■ >-- 

1 177 

2 ► 

(«) (A) 

Figura 2.1 Definição do sistema de coordenadas naturais^. Geometria real (a) e 

normalizada do elemento (b). 

Evita-se ter que resolver um sistema de equações para obter as funções de forma do 

elemento unidimensional de classe Co fazendo uso das propriedades dos polinômios de 

Lagrange. Esses polinômios tomam um determinado valor em um ponto e zero em um 

conjunto de pontos prefixados Onate (1992). Normalizando este valor para a unidade e 

fazendo coincidir os pontos com a posição dos nós, as funções de forma coincidem 

precisamente com os polinômios de Lagrange, estes elementos se denominam Lagrangeanos. 

A função de forma do nó ido elemento Lagrangeano unidimensional de n nós é obtido 

diretamente pela Equação (2.6a). 
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N ^ = (x-x,)(x-x2)---(x-x,..1 )(x-xM)---(x-xn) 

(x,. - x, )(x( - x2) • • • (x,. - x,., )(x- - x,.+l) • • • (x, - x„) 

ou simplesmente por, 

(2.6a) 

n 
j=nj*n 

í \ 
X-Xj 

KX'-XJJ 

(2.6b) 

Por exemplo, para um elemento de dois nós encontra-se as seguintes funções de forma, 

7V,(x) = 

N2(x)= 

x-x2 

7? 
i (N 1 

x, — x2 /<e) 

x-x, 1 

1 

x2 -x, 

(2.7) 

(2.8) 

Introduzindo um sistema de coordenadas naturais ou normalizado, baseado na variável 

Ç como mostra a Figura 2.1. 

^ = 2 
x- xc 

/(o (2.9) 

sendo xc a coordenada do centro do elemento, de maneira que: 

£ = -1 é o extremo esquerdo do elemento 

^ = 0 é o ponto central do elemento 

= 1 é o extremo direito do elemento 

A Equação (2.9) transforma a geometria real do elemento em uma geometria 

normalizada em que o comprimento do elemento é igual a 2. Agora se pode expressar as 

funções de forma nesta nova geometria e livrar-se da obtenção das mesmas na geometria real 

do elemento, que é de grande interesse prático. Por analogia com a Equação (2.6) a expressão 

geral de Ni (£) pode ser escrita como: 
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ni(x)= n (2.10) 
£. 

Portanto, para um elemento Lagrangeano de dois nós com ^ = -1 e - +1, tem-se, 

^i=lz^ = lzL = i(1-a 

^,-^2 -1-1 2 

.I-Íl.Í-H)-! 
^2-^ l-(-l) 2 

= t(1 + ^) 

(2.11) 

(2.12) 

Substituindo nas Equações (2.11) e (2.12) o valor de ^ obtido da Equação (2.9) 

recupera-se a expressão cartesiana das funções de forma das Equações (2.7) e (2.8). 

2.2 Formulação isoparamétrica 

Uma vez estudada a obtenção geral das funções de forma dos elementos 

unidimensionais de classe C0 mais habitual, é um momento oportuno de introduzir dois 

importantes conceitos . 

O primeiro conceito é de formulação paramétrica. A idéia é interpelar a geometria do 

elemento a partir das coordenadas de uma série de pontos conhecidos. Esta interpelação é 

essencial para obter uma relação geral entre as coordenadas naturais e as cartesianas. 

O segundo conceito é a integração numérica. Na maioria dos casos práticos os cálculos 

analíticos das integrais dos elementos não são triviais e a integração numérica é a única opção 

para avaliar de modo preciso e simples estas integrais. 

2.2.1 Conceitos de interpolação paramétrica 

Por simplicidade, tomando como exemplo um elemento de barra linear de dois nós, o 

deslocamento axial em um ponto do elemento se expressa por; 

uiÇ) = Ni(Ç)ul+N2iÇ)u2 (2.13) 

Observa-se que foi adotada a expressão normalizada das funções de forma. Por outro 

lado, a deformação e é obtida da seguinte forma. 
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£ = 
du dNx{Ç) dN.iÇ) 

dx dx 
w, + 

dx 
(2.14) 

Para o cálculo da deformação é necessário conhecer a derivada de Ni com relação a 

coordenada cartesiana x. Este cálculo é imediato se as funções de forma são expressas em 

função de x. Em geral não é necessária a utilização do sistema de coordenadas naturais. 

Deste modo a avaliação dessas derivadas implica nas seguintes operações; 

dNjiÇ) = dNx{Ç) dÇ = d fl-Çyt = _ 

dx d d, dx dÇy 2 ) dx 2 dx 

dN2{Ç) dN2iÇ)dÇ d' 

dx dÇ dx dÇ 

\ + Ç]dÇ__}_cUl 

dx 2 dx 

(2.15) 

(2.16) 

Com isso a expressão de deformação da Equação (2.14) é da forma, 

£ =  
2 v 

dl 

dx j 
M, + — 

\_r 

2 dx 
(2.17) 

Para completar o cálculo de f é necessário avaliar dÇ/dx, que exige conhecer a 

relação explicita entre x e Ç. Esta relação pode ser obtida através de uma interpelação 

paramétrica da geometria do elemento. Se as coordenadas x,, x2,..., xm de m pontos 

quaisquer do elemento são conhecidas, pode-se calcular a coordenada de qualquer ponto do 

elemento interpelando os valores das coordenadas conhecidas. Esta interpelação pode ser 

escrita na forma 

x = Nl (tfx, + N2 (^x, + ■ • • + Nm (£)xn (2.18) 

Se deduz da equação anterior que Nj (£) são funções de interpolação geométrica que 

satisfazem os mesmos requisitos que as funções de forma utilizadas para interpelar o campo 

de deslocamento, ou seja, N- (£) deve tomar o valor unitário em um ponto i e zero nos 
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demais m -1 pontos. Então, as funções Âr, (^) são obtidas através da Equação (2.10) baseado 

no número de pontos escolhidos para interpolar a geometria. 

Observa-se que a Equação (2.18) proporciona diretamente a relação entre as 

coordenadas x q Ç procuradas, também pode ser interpretada como a transformação de 

coordenadas ^ x de maneira que cada ponto do espaço normalizado [-1,1] corresponde a 

outro no espaço cartesiano [ x, ,x2 ]. E fundamental que essa transformação seja biunívoca, e 

que em geral depende da geometria do elemento. 

2.2.2 Formulações superparamétrica, isoparamétríca e subparamétríca 

Como foi visto, um elemento possui duas classes de pontos: os utilizados para 

interpolar o campo de deslocamento (nós), que definem as funções de forma TV, e os 

utilizados para interpolar a geometria do elemento, que definem as funções de interpelação da 

geometria TV,.. 

Estes pontos podem não ser coincidentes dependendo da característica do problema; 

se m é maior que o número de nós do elemento, as funções geométricas TV,, serão 

polinômios de maior grau que as funções de forma TV,, utilizadas para interpolar os 

deslocamentos, e a formulação então recebe o nome de superparamétrica; 

se m coincide com o número de nós do elemento, TV, = TV,., a formulação se denomina 

isoparamétríca. 

e mé menor que o número de nós do elemento, as funções de interpelação da 

geometria TV,, serão polinômios de menor grau que as funções de forma TV, utilizadas para 

interpolar os deslocamento, e a formulação recebe o nome de subparamétríca. 

2.3 Formulação subparamétríca hierárquica 

O procedimento mais usual do método dos elementos fínitos está em definir as funções 

de interpelação do campo de deslocamento de maneira que as incógnitas w, representem os 

valores nodais do deslocamento. Este tipo de procedimento traz desvantagens quando se 

deseja aumentar a ordem da aproximação do elemento, pois neste caso, as funções de 

interpelação deveriam ser modificadas completamente. Para evitar este tipo de problema é 
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na qual as matrizes e [m]„ „ e o vetor deslocamento {u}ll correspondem à solução em 

um nível de aproximação anterior, não precisando, portanto, serem recalculados. 

A Figura (2.2) mostra um conjunto de elementos unidimensionais e a forma das 

funções de interpelação para aproximação linear, quadrática e cúbica. Funções deste tipo são 

conhecidas como funções padrão pelo fato de dependerem do número de nós utilizados em 

um certo nível de aproximação, ou seja, elas tomam formas totalmente diferentes quando se 

deseja passar de um grau para outro. 

tpti 

(a) 

/V, 

(b) 

/V, K 

(c) 

Figura 2.2 Elementos unidimensionais e funções de interpelação do tipo padrão: 

linear (a), quadrática (b) e cúbica (c). 

A aproximação linear mostrada na Figura (2.2a) é dada por 

uiÇ) = N^)u]+N2{Ç)u2 (2.22) 
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na qual 

(2.23) 

l + £ 
(2.24) 

A aproximação quadrática mostrada na Figura (2.2b) é dada por 

u^) = N^)ux+N2^)u1+Ni^)u, (2.25) 

na qual 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 

A aproximação cúbica mostrada na Figura (2.2c) é dada por 

u{Ç) = N, (£)«, + N2 (t)u2 + N3 (Ç)u} + N4 (Ç)u4 (2.29) 

na qual 

16 9 
(2.30) 

lo 9 
(2.31) 

16 3 
(2.32) 

A'.(í) = ^(l-í!)(í + i) 
16 3 

(2.33) 
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Nota-se, portanto que a dificuldade é evidente quando se deseja construir funções de 

interpelação do tipo padrão de alta ordem. Para evitar este tipo de problema, pode-se usar 

funções de interpelação hierárquicas Nlim (^) {hm > n) que são independentes do número de 

pontos usados na definição da geometria do elemento. 

Na formulação subparamétrica hierárquica do método dos elementos finitos, funções 

de interpelação do tipo padrão são utilizadas apenas em um primeiro nível de aproximação da 

solução. Para outros níveis de aproximação as demais funções do tipo padrão, TV,. (£), podem 

ser substituídas por funções de interpelação hierárquicas, Nhm (£). 

Para o caso considerado do elemento unidimensional, uma aproximação quadrática 

hierárquica do elemento será dada; 

u{Ç) = N^)u,+N2{Ç)u2+Nh2{Ç)u h 2 (2.34) 

na qual e N2(^) são as funções de interpelação lineares, dadas pelas Equações (2.23) 

e (2.24), respectivamente, e Nh2{^) é uma função de interpelação hierárquica de segundo 

grau que satisfaça as condições TV/,2(-l) = 0 e TV^ (4-1) = 0. Desta forma, é mantida a 

continuidade C0 entre elementos. Assim, uma função de interpolação hierárquica quadrática, 

como mostrado na Figura (2.3b), pode ser escrita como; 

^,2(<r)=(i-<r2) (2.35) 

Esta função quando inserida na Equação (2.34) não modifica o nível de aproximação 

do elemento. Mas, no entanto, a incógnita ull2 deixa de ter o significado físico de variável 

nodal. Na realidade uh2 é um parâmetro dependente das incógnitas nodais w, e u2. Por 

exemplo, em £ = 0, tem-se: 

u(Ç = 0) = TV, (£ = 0)1/, + TV2 (^ = 0)m2 + TV,,2 (^ = 0)uh2 = 
/, \ 

M, 4- u2 + {\)ull2 (2.36) 

logo, o parâmetro hierárquico uh2 em ^ = 0 será: 
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"/,2 = = 0) - 
w, + M2 

(2.37) 

De maneira similar, para se obter uma aproximação hierárquica cúbica deve-se usar a 

Equação (2.34) acrescida do termo Nh3{Ç)ull}, ou seja : 

u^) = N]^)u] + N2 {Ç)u2 + Nll2 (Ç)ull2 + N,,3 (<£)« //3 (2.38) 

na qual Nhi{^) deve ser uma função de interpelação hierárquica cúbica que satisfaça as 

condições Nhl{-\) = 0 e A^+l) = 0. Assim, uma função de interpelação hierárquica 

cúbica, como mostrado na Figura (2.3c), pode ser escrita como; 

N,^) = (2.39) 

A identificação física do parâmetro uhi toma-se difícil, mas esta identificação não é 

necessária. Uma forma alternativa para definir funções de interpelação hierárquicas é usar os 

polinômios de Legendre P{Ç), Zienkiewicz (1983). As funções de interpelação hierárquicas 

podem ser encontradas em termos das integrais desses polinômios. Os polinômios de grau j 

são definidos por: 

1 1 ^ 

0"-l)!2y-1 dÇJ rtí
2"')'] (2.40) 

e as funções de interpolação hierárquicas Nh(j+X) de ordem m- / +1, definidas por: 

iv,«.„«) = J>y(í)A? ;y = i. 2,3,... (2.41) 

Integrando os polinômios para j = 1, 2, 3, tem-se: 

Nh2^) = ^-\ 

Nli}(Ç) = 2(Çi-Ç) 

(2.42) 

(2.43) 
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A^) = 1(15^-18^+3) (2.44) 

Partindo-se de uma aproximação linear, as funções de interpelação hierárquicas dadas 

pelas Equações (2.42), (2.43) e (2.44), provenientes da integração dos polinômios de 

Legendre, apresentam a importante propriedade de ortogonalidade que conduz a sistemas de 

equações melhores condicionados. De maneira similar ao caso do elemento unidimensional, 

pode-se definir funções de interpelação hierárquicas para o elemento bidimensional. 

Nh2 

.X 

(a) 

1 
í=-1 

=-1 
2 

í=+1 

í=0 
2 

í=+1 

(b) 

1 
í=-1 

2 
í=+1 

(c) 

Figura 2.3 Funções de interpolação e variáveis para as aproximações lineares (a), 

hierárquica quadrática (b) e hierárquica cúbica (c). 
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2.4 Integração Numérica 

A utilização de coordenadas locais permite simplificar os limites de integração no 

cálculo das matrizes e vetores de carregamento dos elementos fmitos. No entanto, nos casos 

gerais, não é possível obter uma expressão analítica para estas expressões. Desta forma, toma- 

se necessário aplicar técnicas de integração numérica. Considerando o caso unidimensional, a 

integração numérica; 

\bmdç Ja 
(2.45) 

é efetuada tomando-se um polinômio (piÇ) através de alguns valores de /(£) e usando, 

\b (pi.Ç)dÇ Ja (2.46) 

como uma aproximação para Equação (2.45). A posição dos pontos de amostragem e o 

número de valores para /(^), determina a qualidade da aproximação de (p{Ç) para /(£), e 

portanto, o erro da integração numérica. Observa-se que para os elementos isoparamétricos 

adota-se a = -1 e b = 1. 

Uma das técnicas para integrar numericamente uma função é posicionar os pontos de 

amostragem Çp, de tal forma a obter uma melhor precisão. Assim, tomando-se n pontos, 

tem-se 2n incógnitas, ou seja, ^e f{Çp), podendo-se ajustar um polinômio de grau 2n- 1 

para que a função seja integrada exatamente. Aplica-se, então, a Equação (2.47) com os 

pontos de integração e os respectivos coeficientes de ponderação apresentados na Tabela 2.1. 

r/(£Ví=lx/(í,) 
/=i 

(2.47) 

cm i unesp 

▲▼A ATATAT 1 

w 
LI 12 13 14 15 16 17 18 



44 

n 1+
 

vT
Vç

 
^3 

W
P 

1 0.0 2.0 

2 0.57735 2691 1.0 

0.77459 6692 0.5555555556 
3 

0.0 0.8888888889 

0.8611363116 0.3478548451 
4 

0.3399810436 0.6521451549 

0.9061798459 0.2369268851 

5 0.5384693101 0.4786286705 

0.0 0.5688888889 

0.9324695142 0.1713244924 

6 0.6612093865 0.3607615730 

0.2386191861 0.4679139346 

0.9491079123 0.1294849662 

0.7415311856 0.2797053915 
/ 

0.4058451514 0.3818300505 

0.0 0.4179591837 

Tabela 2.1 Pontos de integração e coeficientes de ponderação para a quadratura de 

Gauss- Legendre supondo um intervalo [-1,1]. 

Esta técnica é conhecida por quadratura de Gauss-Legendre, Onate (1992). 
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VIGAS ESTRUTURAIS 

3.1 Hipóteses da teoria de viga de Euler Bernoullí 

Considera-se uma viga de comprimento L, de largura B, de altura //, área da seção 

transversal A e momento de inércia /, sobre a qual atua uma série de cargas verticais e 

momentos contidos no plano xz, Figura 3.1 Onate (1992). 

A teoria de vigas de Euler Bemoulli compartilha das seguintes hipóteses. 

1. Os deslocamentos verticais de todos os pontos de uma mesma seção transversal são 

pequenos e iguais ao eixo da viga. 

2. O deslocamento lateral (segundo o eixo^ é nulo). 

3. As seções transversais normais ao eixo da viga antes da deformação, permanecem 

planas e ortogonais ao eixo após a deformação. 

HÍfl M 

x, u 

a 

0 

^ ^ 1 

   

^  ' - 

p 

1   ► 

Seção transversal 

Centro dc gravidade: O 
Area: A 
Inércia: I 

x, u 

* 1 

B' 
dw 

B'B" = u= -A'B'Q=.AB Q = -z~ 
dx 

Figura 3.1 Viga convencional de Euler Bemoulli 
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3.2 Hipóteses da teoria de viga de Timoshenko 

Considera-se uma viga de comprimento L, de largura B, de altura H, área da seção 

transversal A e momento de inércia /, sobre a qual atua uma série de cargas verticais e 

momentos contidos no plano xz. Figura 3.2 Onate (1992). 

A teoria de vigas de Timoshenko compartilha das seguintes hipóteses. 

1. Os deslocamentos verticais de todos os pontos de uma mesma seção transversal são 

pequenos e iguais ao o eixo da viga. 

2. O deslocamento lateral (segundo o eixo ^ énulo). 

3. As seções planas normais para o eixo da viga antes da deformação mantêm-se planas, 

porém não necessariamente normais ao eixo depois da deformação, Figura 3.2. 

14 

n 

Deformação real da seção 
tranversal 

dx 

37 

Deformação normal da 
fibra média 

Deformação plana (média) da 
seção transversal 

Figura 3.2 Teoria de flexão de vigas de Timoshenko. Deformação de uma reta 

normal à linha neutra. 
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Esta hipótese representa uma maior aproximação da deformação real da seção 

transversal em vigas. Na medida que a relação entre o comprimento L e altura H aumenta, as 

tensões de cisalhamento na direção da altura tomam-se importantes e não podem mais ser 

desprezadas. Na Figura 3.2 a hipótese de Timoshenko supõe tomar uma rotação média na 

direção da seção plana normal ao eixo da viga, de maneira que os efeitos práticos possam 

continuar sendo considerados planos. 

Da Figura 3.2 tem-se que a rotação da seção normal pode ser expressa por, 

dx 
(3-1) 

na qual dw/dx é o declive da deformação do eixo da viga e ^ um giro adicional devido à 

deformação por cortante, como podemos ver a seguir. 

O campo de deslocamento da viga se expressa da seguinte forma. 

u(x,y,z) = -z0(x) 

v(x,y,z) = 0 

w{x,y,z) = w{x) 

(3.2) 

Por outro lado, as Equações (3.1) e (3.2) mostram que as deformações não nulas são as 

seguintes: 

_du _ d6 

dx dx 

dw du dw „ 
rxz=—+ — = o 

dx dz dx 

(3.3) 

= -</, 

na qual £x é a deformação normal yxz é a distorção 

Conseqüentemente, a teoria de Timoshenko considera o efeito da deformação por 

cortante transversal, coincidindo a magnitude dessa deformação com a rotação adicional da 

normal (f). 
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As duas tensões não nulas ax e xX2 se relacionam com as correspondentes 

deformações, 

o-, = Eex = -zE = -zEx 
dx 

(3-4) 

= GyX2 = G '*X-9 
\dx y 

na qualcr, é a tensão normal, G é o modulo de elasticidade transversal e j = dO/dx a 

curvatura do eixo da viga. 

O momento fletor e o esforço cortante, de acordo com os sinais da Figura 3.3, são 

definidos como, 

M = ~\lza,dA = EI^ = EIX 

í ,7,V 
e = flr„lí4=GA.^-0j = GAr 

(3.5) 

TENSÃO NORMAL C7X 

Distribuição suposta = 
= Distribuição exata 

TENSÃO TANGENCIAL Xxz 

Distribuição suposta 

o* 

21 

Distribuição exata 

t Q t ♦ 

t t 

1 A Txzt t a 

Q 
i 

t 
t i 

Txz t 
f 
t 
t 

> 

Q 

M ♦♦ 
t t 

txz 

Figura 3.3 Teoria de vigas de Timoshenko. Distribuição de tensões normais e 

tangenciais. Convenção de sinais para o momento fletor e o esforço 
cortante. 
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Trabalho Interno = Trabalho Externo (3.8) 

Considerando, 

5W' = Trabalho interno associado à flexão 

ôW- = Trabalho interno associado à cortante 

ôW = Trabalho externo 

De acordo com a Equação (3.8) tem-se: 

SW! + 5W- = 5We (3.9) 

Com base no principio de trabalhos virtuais Azevedo (2003), Craig (1981), tem-se: 

[km]= \\[Bf]T{EI){Bf]\ J\dÇ + \\[Bc]t{GA)[Bc]\ J | dÇ 

[M(e,]= ^(p/)^]7"^] \J\dÇ+ \J\dÇ 

(3.10) 

(3.11) 

Na qual [Ar(e)J e [m íeí J são matrizes quadradas, simétricas, denominadas matriz de 

rigidez e matriz de massa do elemento, respectivamente. 

3.2.2 Elementos finitos para flexão de vigas de Timoshenko 

Na figura abaixo se encontra representado um elemento de viga com dois nós. 

M'i 

^01 A ^ 
A 

Figura 3.5 Elemento de viga de Timoshenko de dois nós. 

Os deslocamentos generalizados dos nós do elemento finito representado na Figura 

(3.5) são os seguintes: 
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{«) = 

w, 

w. 
(3.12) 

A 

A interpelação do deslocamento w e da rotação d é efetuado separadamente para cada 

uma destas variáveis. Uma vez que w e 0 apresentam dois valores nodais cada, é utilizada a 

seguinte interpelação uni dimensional com dois nós. 

wiÇ) = Nl(Ç)wi +N2{Ç)w2 

e^) = Nl(m+N2^)62 

(3.13) 

(3.14) 

As Equações (3.13) e (3.14) podem ser escritas na forma que se apresenta a seguir: 

(3.15) 

Na qual [TV, (^)] é uma matriz (2x4) constituída das funções de forma Nj (Ç) 

apresentadas nas Equações (2.20) e (2.21), 

k(£)]= 
N^) 0 N2(Ç) 0 

0 N^) 0 N2(Ç) 
(3.16) 

e {ai} é uma matriz coluna (4 x 1) constituída dos deslocamentos e das rotações de cada nó do 

elemento. 

{«,} = 

w, 

0, 

W, 

0. 

(3.17) 

Verifica que para cada nó do elemento estão associadas dois graus de liberdade: dois 

deslocamentos (wl e w2) e duas rotações {6] e 62). 
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3.2.3 Campo de deslocamento do elemento paramétrico 

De uma forma geral, o refinamento da solução de um problema qualquer pode se dar 

através da utilização de elementos de ordem fixa, para os quais o tamanho h é 

sucessivamente reduzido (refinamento tipo h), bem como, através da utilização de elementos 

de forma fixa, para os quais a ordem p aumenta sucessivamente (refinamento tipo p). 

No desenvolvimento deste trabalho, considera-se o refinamento tipo p, uma vez que se 

pretende o aprimoramento da solução sem que haja a alteração da malha de discretização. 

Entretanto, quando se empregam funções de forma padrão como aquelas da família 

Lagrangeana, a cada mudança de ordem, corresponde um aumento do numero de nós do 

elemento gerando conseqüentemente funções de forma totalmente diferentes para cada nível 

de aproximação. Se este fosse o procedimento adotado, todos os cálculos já efetuados quando 

da análise anterior deveriam ser repetidos ocasionando um aumento do custo computacional. 

Portanto, é vantajoso evitar esta dificuldade e considerar a aproximação como uma série na 

qual as funções de forma não mais dependem dos nós do elemento. O aumento da ordem do 

elemento sem o conseqüente aumento do seu número de nós pode ser obtido a partir das 

funções de forma hierárquicas que representam simplesmente um refinamento de ordem 

superior. 

Assim, o refinamento da expansão quadrática especificada pela Equação (3.15) pode 

ser obtido adicionando funções de forma hierárquicas Nlim (£) de ordem superior a um. 

Neste trabalho o refinamento da expansão quadrática será feito adicionando funções de 

forma hierárquicas de segundo, terceiro e quarto graus. Portanto, as funções Nlim (£) são 

polinômios de grau m (w = 2, 3, 4) associados a cada elemento. 

As funções de forma hierárquicas utilizadas foram definidas em termos das integrais 

dos polinômios de Legendre Szabo (1991), definido na Equação (2.41). 

Nll2ÍÇ) = Ç2-\ 

NhiiÇ) = 2(^-4) 

^V/i4(£) -~(15^4 -18^2 +3) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

Desta forma, o deslocamento dado pela Equação (3.15) para o caso do elemento 

isoparamétrico, toma-se: 
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(3.21) 
ii=2 

para o caso de elemento paramétrico do tipo hierárquico. Nesta expressão, {ãlim} é o vetor 

constituído dos parâmetros hierárquicos. As funções de forma A/ira(£) quando inseridas na 

Equação (3.15) não modificam o nível de aproximação do elemento, mas, a incógnita {alim} 

deixa de ter o significado físico de variável nodal. 

Se respectivamente, whm e são as componentes do vetor {ahni} a equação anterior 

pode ser reescrita da seguinte forma: 

■+EK<o]- 
H' hm 

li=2 e. 
(3.22) 

hm 

Na qual [Nhm{Ç)\ é uma matriz (2 x 2) constituída das funções de forma hierárquicas 

Nhm (<£): 

N,.ÁÇ) 0 

. 0 N,ÁÇ) 
(3.23) 

a matriz [N((^)] já foi definida anteriormente através da Equação (3.16). Sendo {a,.} a matriz 

coluna (4x1) definida a partir da equação (3.17), uma matriz coluna (2x1) constituída 

dos parâmetros hierárquicos; 

{ã,J = 
w, hm 

0. 
(3.24) 

hm 

A Equação (3.22) pode ser representada da seguinte forma matricial: 
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= [ÍVk(Í)] [^«(í)] [^.(í)]]-- 

{«/} 

{aii2 } 

{alli} 

{aii4 }, 

De uma maneira compacta, a equação anterior pode, ainda ser dada por: 

54 

(3.25) 

W=M'W (3.26) 

na qual {u} é uma matriz coluna (2x1), constituída dos deslocamentos e rotações wi e 6j, 

{a} é uma matriz coluna (10x1), constituída dos deslocamentos nodais wj e e dos 

parâmetros hierárquicos wllni e 6hm. E [A^] é uma matriz (2x10), constituída das funções de 

forma iV,.(^)e Nhm (^): 

0]= [[AMO! [Â^/,2(^)1 [^«(í)] [Â^M^)]] (3.27) 

3.3 Deslocamento axial de vigas 

O campo de deslocamento da viga se expressa da seguinte forma. 

u(x,y,z) = u(x) 

v(x,y,z) = 0 

wix,y,z) = 0 

(3.28) 

Por outro lado, a Equação (3.28) mostra que a deformação não nula é a seguinte: 

£• = 
du 

dx 
(3.29) 

A tensão não nula crt relaciona com a correspondente deformação. 

= ESx (3.30) 
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3.3.1 Princípios de trabalhos virtuais 

Com base no principio de trabalhos virtuais Azevedo (2003), Craig (1981), tem-se, de 

acordo com as Equações (3.8) e (3.9), 

[K(')]=lx{Ba]T(<EA)[Ba]\J\dÇ 

[M(e)]=lx{PA){N]r[N]\J\dÇ 

(3.31) 

(3.32) 

Na qual \k u> \ e [M<e)J são matrizes quadradas, simétricas, denominadas matriz de 

rigidez e matriz de massa do elemento, respectivamente. 

O elemento finito de viga com dois nós considerando o deslocamento axial 

representado pela Figura 3.6. 

—> 
"t 

-> 

Figura 3.6 Elemento de viga de dois nós com deslocamento axial. 

O deslocamento axial dos nós do elemento finito representado pela Figura 3.6 são os 

seguintes: 

M = (3.33) 

A interpolação do deslocamento axial é efetuada utilizando a seguinte interpolação 

unidimensional com dois nós. 

uiÇ) = N]{Ç)ul+N2iÇ)u2 (3.34) 

A Equação (3.34) pode ser escrita na forma que se apresenta a seguir: 
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i{Ç) = [N^) O O N2^) O O]- 

U\ 

O 

O 

U2 

O 

O 

(3.35) 

De uma maneira compacta, a Equação (3.35) pode ser dada por: 

= ]•{«,} 
;=1 

(3.36) 

3.3.2 Campo de deslocamento axial do elemento paramétrico 

De maneira análoga ao que foi apresentado na seção (3.2.4) e utilizando as mesmas 

funções de forma hierárquicas dadas pelas Equações (3.18) à (3.20) 

O deslocamento {«(£)} dado pela Equação (3.36) para o caso do elemento 

isoparamétrico, toma-se: 

W=ÉN'!"')+£[«".] ' \uhni | (3.37) 
/=i m=2 

para o caso de elemento paramétrico do tipo hierárquico. Nesta expressão, {«/,«,} é o vetor 

constituído do parâmetro hierárquico. As funções de forma iV/(m (^) quando inseridas na 

Equação (3.37) não modificam o nível de aproximação do elemento, mas, a incógnita {«/„„} 

deixa de ter o significado físico de variável nodal. 

Devido a introdução do grau de liberdade axial representado pela Equação (3.33), os 

deslocamentos dos nós dado pela Equação (3.12) passarão a ter a seguinte forma. 

{«} = 

m 

Wl 

0. 

U2 

W2 

02 

(3.38) 
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As Equações (3.13) e (3.14) serão agrupadas com a Equação (3.34) resultando, 

u{Ç) = N^)U,+N2{Ç)U2 

H<^) = A, (^w, + N2 {^)W2 

e^) = N^)0,+N2^)e2 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 

Reescrevendo as Equação (3.39), (3.40) e (3.41), tem-se 

"(£) 

h'(£) 

etf) 

=![«]• {«} 
;'=! 

(3.42) 

na qual 

[M] = 

A, 0 0 A2 0 0 

0 A, 0 0 A2 0 

0 0 A, 0 0 A2 

(3.43) 

Adicionando a Equação (3.37) na Equação (3.22) obtém, 

uiÇ) 

w^) = É[M(Í)]- 
/=! 

M, 

W; 

e, 

Ui 

Wi 

Oi 

ÊK]- 
m=2 

Uhm 

Whm 

Ohnt 

(3.44) 

as matrizes [A,^)] e {a,.} já foram definidas anteriormente e [Ã^(^)] é uma matriz 

(3 x 3) constituída das funções de forma hierárquicas Nhm (Ç): 

[ÀM£)] = 

NlmiÇ) 0 0 

0 Nhm(^) 0 

0 0 Nhm{Ç) 

(3.45) 
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e {<3/„„ }uma matriz coluna (3 x 1) constituída dos parâmetros hierárquicos: 

{ülm } = 

tíhni 

Wl,m 

Olmi 

(3.46) 

A equação (3.44) pode ser reescrita da seguinte forma: 

uit) 

míÇ) 

0(Ç) 

[[^(^)] [Nh2iÇ)] [N/^iÇ)] [^/,4(^)]]-. 

' w 

{ài,2} 

{^/i3 } 

, fe,4 }, 

(3.47) 

De uma maneira compacta, a equação anterior pode, ainda ser dada por: 

M=MW (3.48) 

na qual {u} é uma matriz coluna (3x1), constituída dos deslocamentos e rotações wj, Wj e , 

{«} é uma matriz coluna (15x1), constituída dos deslocamentos nodais w,., u\ e 0j e dos 

parâmetros hierárquicos whm, ui,m e 0lim e M é uma matriz (3x15), constituída das funções 

deforma iV,.(£)e Nhni {%): 

[N]= [[^.(^l [NhAÇ)] [Nhi(Ç)] [ÃA4(^)]] (3.49) 

3,4 Estado de Deformação 

Para a determinação do estado de deformação basta obter as derivadas dos 

deslocamentos w e w e da rotaçãoí?. Fazendo uso da Equação (3.39) o campo de deformações 

correspondente a uma viga sujeita a um esforço axial será definido do seguinte modo 

£ = d}L- ^_du_ _ dÇ 
dx dx dÇ dx 

1 
s

 

i 

dNhm ,, 
Uhm 

J ttdx _ dÇ 
(3.50) 
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utilizando as Equações (3.40) e (3.41) a curvatura será dada por, 
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_dd__dçLde__^dÇ\ 

^ dx dx dÇ "t1 dx 

dN; 
L0: 

dÇ ' 
+±úl 
^ dx m=2 

dN. hm 

dt 
e. hm (3.51) 

e a deformação da cortante 

r =Èí.e = yÉi 
xz dx t; dx 

dNi 

~dÇ 
-W; -(NAhtf 

m=2 dx 

dN hm 

dÇ 
w hm (3.52) 

Utilizando uma formulação isoparamétrica idêntica a empregada para o elemento de 

barra de dois nós do Capitulo 2 obtém-se dÇ/dx = 2/l{e) e as Equações (3.50), (3.51) e (3.52) 

podem ser escritas na seguinte forma matricial. 

MHW+Ék.lK.) 
m=2 

m-2 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 
m=l 

Na qual [Ba ] é uma matriz (1 x 6) relacionada a deformação axial, [B1 ] é uma matriz 

(1x6) relacionada a flexão, [Bc ] é uma matriz (1x6) relacionada ao cisalhamento e 

[Bi, ] e [5;,,,] são matrizes (1x3), 

[Ba] = [B? Bn
2 B; B: Ba

5 B"6] (3.56) 

[B'] = [B( Bi Bi Bi Bi Bi] (3.57) 

{BC] = [BC
X BI BI BI BI BI] (3.58) 

= Ba
2Jm BU (3.59) 

{BL] = [B(Jwi B[lim BL] (3.60) 

[BL] = [B:JWI Blhm BlhJ (3.61) 
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Os elementos das matrizes [B"], [B'], [fíc], [#£,], [Bc
Um] e [S^,] são determinados 

pelas equações abaixo 

Elementos da matriz [Ba (^)]: 

s2-(í)=0 

fiJ"fe)=0 

B:(í)=Pi 

íi'fe)=o 

«:(«)=o 

/í/Ar
l 

A 

v "b y 

/^V2X 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

Elementos da matriz [BC{Ç)]; 

srfe)=o 

Bi'tó)=R 

Sífe) = (-«,) 

dNx 

5í(f,=f7[ 

rdN2^ 

dÇ 

BI{Ç)={-N2) 

(3.68) 

(3.69) 

(3.70) 

(3.71) 

(3.72) 

(3.73) 

Elementos da matriz [B ' (^)] 

s,'(í)=0 

s;'(í)=0 

(3.74) 

(3.75) 
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Bm=v 

s4'fe)=o 

B((t)=0 

ídN±' 

v^/ 

(3.76) 

(3.77) 

(3.78) 

(3.79) 

Elementos da matriz [5^, (^)] 

«ú-fel-nr 
àÇ j 

B"J,j£) = o 

sú.fe)=0 

(3.80) 

(3.81) 

(3.82) 

Elementos da matriz [B^m (^)] 

sí,„.te)=o 

^.(f)=A 

SJ';,.(í) = 0 

/ 

(3.83) 

(3.84) 

(3.85) 

Elementos da matriz [5/m (^)] 

Bljimiç)- 0 

(3.86) 

(3.87) 

(3.88) 

As Equações (3.53), (3.54) e (3.55) podem, ainda, serem dadas na seguinte forma 

matricial: 
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í=[[s'"i [s;2] is«i [s»]] - 

{«,} 

{aii2 } 

ialli } 

{aii4 } 

(3.89) 

x=[[b' ] [5,;2I [S£] [S,;.I]- 

{«,} 

{ah2 } 

K3} 

{ah4 } 

(3.90) 

Y. =b'] [s,;2] K,]].. 

k} 

kk 

{a/i3 } 

{a/i4} 

(3.91) 

pode-se escrever as Equações (3.89), (3.90) e (3.91) de uma forma compacta 

s = [5^] • {a} 

^=[BF]W 

n. =[sc]{a} 

(3.92) 

(3.93) 

(3.94) 

na qual as matrizes \BÃ\, [BF] e [BC] são matrizes (1 x 15) constituídas das derivadas das 

funções de forma e {«} é uma matriz (15x1) constituídas dos deslocamentos nodais e dos 

parâmetros hierárquicos. As matrizes [5^],[5F] e [BC] são dadas por; 

[s/)]=[[s"] [Bi,] [S;4]] 

[Sf]=[[S/l [Bi,] [Bi,] [5,;.]) 

[ScHlS'] [BI,] [BI,] Kj] 

(3.95) 

(3.96) 

(3.97) 
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DETERMINAÇÃO DAS MATRIZES 

4,1 Determinação da matriz de rigidez do elemento 

O cálculo da matriz de rigidez do elemento, apresentado nas Equações (3.10) e (3.31), 

envolve as matrizes isoparamétricas de deformação axial, flexão e cortante. 

As Equações (3.10) e (3.31) podem ser reescritas como se segue: 

[K(e)]=lpA\T{EÃ)[BA\\ J{Ç) W +j'i[5F]r(£/)[5F]| J^) \dÇ 

\[X[BC]T{GA*)[BC]\ J{Ç) \dÇ 

+ (4.1) 

na qual [BA\, [BF\ e [BC\ estão apresentadas nas Equações (3.95), (3.96) e (3.97), são as 

matrizes de rigidez do elemento composta pelas submatrizes isoparamétrica e hierárquica de 

2o grau {m = 2), 3o grau {m-3) e 4o grau (m = 4) do elemento. 

Substituindo na Equação (4.1) as matrizes \BA\, \BF\ e [5C], dadas a partir das 

Equações (3.95), (3.96) e (3.97), tem-se: 

'[BamT 

[^(^r 

\BimT 

[BimT 

{EA)[[B»{Ç)\ [B:2m [sim [BuwMmwt; + 

\Bfm' 

[Bi2m 

[BLmT 

{BLmT. 

'[BcmT 

[Bc
h2^)\T 

[BumT 

[B^m7 

{EI)[{B'm [Bl^)] [Btâ)] [BUÇ)]\\J{Ç)\dÇ + (4.2) 

{GA')[[BC{Ç)\ [Bl^)] [Bc
h^)\ [Bc

IA{Ç)]\\J{Ç)\dÇ 
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A Equação (4.2) uma vez resolvida, levará à matriz de rigidez do elemento, que será 

dada por: 

Kiso K iso,h2 K iso,h3 K iso,h4 

K h2,lso K h2,h2 K h2,h3 K h2,h4 

A h3,iso K h3,h2 K h3,h3 K h3,h4 

^ h4,iso K h4,h2 K h4,h3 K h4,h4 

(4.3) 

A matriz ampliada dada pela Equação (4.3) pode ser reescrita como 

1 1 ! r 
! 
! 
1 
! 

  1 L 

~ ~ f  

1S 
^ hmjso 

I 
! 
! 
1 

K isoJwi 

K hm Jiq 

(4.4) 

4.1.1 Determinação da matriz [Kíj] 

A matriz [k^ ] está relacionada com os nós i e j, sendo que tanto i quanto j variam 

de 1 a 6. Esta matriz caracteriza o elemento isoparamétrico. De acordo com a Equação (4.2), a 

matriz [AT,-, ] será dada pela seguinte expressão: 

ou ainda, considerando as Equações (3.56) à (3.58): 
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fcj = í' 

B" 

B" 

b; 

b: 

B" 

BI 

B( 

B{ 

BÍ 

Bi 

Bi 

Bi 

BI 

BI 

BI 

BI 

Bt 

BI 

{EA)[5" bi b; b; b; B"b]\j\dç + 

{E1)[bÍ Bi Bi Bi Bi Bi]\J\cE; + (4.6) 

BI BI BI BI Bl]\J\d^ 

Resolvendo a equação anterior, obtém-se que: 

k]= 

A.21 

^31 

k^\ 

kb\ 

"-12 

kji 

kn 

kn 

k52 

k(,2 

>-23 
l33 

M3 

^63 

M4 
v24 
l34 

V44 

l-54 
l64 

k\5 

kjs 

kJ5 

k4i 

k55 

kf,5 

^16 

kib 

k}b 

^46 

ksb 

kfá 

(4.7) 

na qual 

kn =Çb?{EA)B';\J\dÇ+\\BÍ(EI)BÍ\J I dÇ + Bf(GA')Bi
c\J \ dÇ 

k2] = £ Bn
2 (EA) B?\J\dÇ+ £ Bi {EI)BÍ |J|^ + £ Bc

2 {GA' )Bc
x\J\d£l 

k,, = £ B", {EA)Ba
x\J\dÇ+ £ Bi {EI)BÍ U1 ^ + £ ^ {GA*)BC

X\J \ dÇ 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

cm i unesp 
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JW+I Bi EI)BÍ J\ 

JW+f BÍ EI)B( J\ 

Jldf+j' Bí EI)BÍ \J\ 

kn ^ BUkA)B'; Jldí+f Bi EI)BÍ \d\ 

kn =j'isJ"(£j)s; dld{+j' Bi EI)BÍ 1^1 

k^i =lB°t(EA) JW+f Bi EI)BÍ 

kí2 =\j;(ea) JjdÇ+f BÍ EI)BÍ | J | 

Kl =Ib:(ea) dídt+f Bi EDBi 1^1 

k„ =^B"iEA)B" JW+f' BÍ EI)BÍ l-^l 

k„ ^ B", (EA) JW+j' Bi EI)BÍ | J | 

k„ ^B'i(EA) JW+f' Bi EI)BÍ l-M 

ka =lB-t(EA) J\dt+j' Bi EI) Bi l-^l 

ku =I'B:(EA)B: J\d£+f BÍ EI)BÍ | J | 

k„ =IB'(EA) JjdÇ+j' BÍ EI)BÍ | J | 

=J'i56"(^)s; JW+j' BÍ EI)BÍ | J | 

k„ ^ BI (EA) JjdÇ+f BÍ EI)BÍ | J | 

ku =Ib:(ea) JW+f' BÍ EI)BÍ | J | 

A'_b:(ea)b; J\dÇ+f' Bi EI)BÍ 1^1 

«M- 

dt+l 

rfí+j 

dí+j' 

dç+l 

ds+l 

ds+t 

dt+i 

di+l 

rfí+| 

di+l 

dt+í 

dí+l 

dÇ + l 

df+l 

dt+i; 

dt+i 

dí+[ 

B:(ga')BÍ 

Bl(GA')Bc
x 

BliGA*)Bc
x 

Bc
2{GA* ) Bc

2 

B^GA^Bl 

BUGA^Bl 

Bc
5(GA')Bc

2 

BI{GA')Bc
2 

BI {GA*) BI 

B^ga^BI 

B5
c(GA')B3

c 

BI(GA')Bc
3 

Bl{GA')Bl 

Bl{GA*)Bl 

BliGA')Bl 

b;(ga')bc
5 

BUGA^Bl 

Bl{GA')Bl 

J\dÇ 

J\dÇ 

J\dE> 

dÇ 

dÇ 

dÇ 

dÇ 

dÇ 

dÇ 

dÇ 

dÇ 

dt; 

dt; 

dí 

dd, 

dt 

dt 

dt; 

66 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

(4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

Na obtenção da matriz de rigidez, a integração será numérica, utilizando o processo da 

quadratura de Gauss-Legendre Zienkiewicz (1989), na qual p é o ponto de integração, Wp, o 

fator de ponderação, associado a este ponto e m, n são os números totais de pontos de 

integração. As equações anteriores tomam-se. 
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m 

P=\ 

m 
+ (B/)£BÍ(Í,)Bi'(Í,)|J«,)|»',+ 

p=\ 

P=\ 
(4.29) 

m 
t,, = (Ê^)£ BK, > B; (Í, ) | ) \wr 

p=\ 

m 
+(ei)2B{(4p)B{(4p)\J(4p)\Wp + 

P=\ 

(GA-ÈB^B 
P = \ 

(4.30) 

ni 
k,, = (EA)2B;(ír)B \IVP 

p=\ 

m 

+ (B/)£BJ'(í,)Bi
f(íp)|AÍ,)|W,+ 

P=\ 

(.GA')^B',(íp)B;{ip)\J^)\Wp 

P = \ 
(4.31) 

m 
t. ,=(£/!)£ 5,* (Í,) s; (Í,) U(Í,) l (F, 

p=\ 

m 
+ m'YPBl(4p)B>\4p)\A4p)\wp + 

P=\ 

(GA')jrB',(sP)B;(4r)\J(4mp 

p=\ 
(4.32) 

m 

^, = <^)£ s?«,) «r«,) i AÍ, ) i w, 
p=l 

m 

+(£/)£B!
/(Í,)BiAÍ,)|AÍ,)I«',+ 

P=1 

(G/|-)X8!'(Í,)Í,'(Í,)IAÍ)I»', 
^=1 

(4.33) 

m 
í6, = (^)£ s#" (Í, > s;«,)! y(í,) i w, 

P=1 

ni 
+ (£/)£ B,' (í,) Bl

/ (í,) I Aí,) 1 w, + 
P=1 

(G^,)XS4
c(í,)fií(í,)IAÍ)|W, 

P = \ 
(4.34) 

m 

^ = (^)£ b ) (Í, ) I AÍ, ) 1 W, 
P=\ 

m 
+ (EI)Y.B'2^p)BÍ(4p)\A4r)Wp + 

p=\ 

(GA-)f,B'2(4P)S'2(,4p)\J(i)K 
p=\ 

(4.35) 

m 
k22 = (£/()£; b; (í, ) 8;" (í„ )| ) |(fp 

/7=1 

ni 

+(£/)X5J
f(í,)fi2' (í,)l Aí,) F, + 

P=1 

(aA')Ê BI (4P) BJ (í,) | ^(í) | W, 
P=1 

(4.36) 
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m m 
= (^)£ Ü; (í^ ) 1 y(í,) 1 w,+(£/)2 si (í,) B( «, )| ) i w, + 

p=] p=] 

p=l 
(4.37) 

m m 
ka=(EA)-£Bi (4r) SJ (í,) Utó,) | W, + (£/)£ £/ (í,) B{ (4P)\J(4P)K + 

p=\ p=\ 

{GA-i^Bl(4p)B-2(4p)\J(4)\Wp 

P = \ 
(4.38) 

m ni 
t6i = (£/()£ B: (4p ) B; (4,) i y(í,) i (f,+(£/)|; 5/«,) 5/ ) i ) i r, + 

p=I /i=i 

p=l 
(4.39) 

m m 
k,, = «,)£," «,)l Aí,) F, + (£/)Ssj' <Íp)sj' (í,)l Aí,) IW, + 

p=l p=I 

(G^')XS)'(Í,)S?(Í,)IAÍ)F, 
P=1 

(4.40) 

m m 

í« = (^)£ £4" (í,) s? (í, )l Aí,) 1 w,+(£/)E 5/ (í,) Bi (í, )| Aí,) 1 w, + 
/>=! p=I 

(G44,)j;£:(í,)Bí(í,)iAí)i»', 
p=\ 

(4.41) 

ni m 

t„ = (£AE (Í5 B? (í, > 1 ■'(í,) 1 «'p + )Z ^ (í,) 1 Aí,) 1 ^ + 
p=l />=! 

(G^,)|;fi/(í,)s/(í,)iAí)iw, 
p=\ 

(4.42) 

m m 

K, = (S/D^saí^íAí,)! Aí,) r, + (£/)££/(í,)£/(í,) 1 Aí,) IW, + 
p=l P=1 

(G/i-)Jsaí,)£í(í,)IAí)l»', 
p=\ 

(4.43) 

ni m 

= (£-4)E sí (Í5 «4' (í,) 1 Aí,) 1 ^ + (£/)Z £4' (í,) s,' (í,) 1 Aí,) 1 w, + 
P=1 p=l 

(G^,)|;5;(í,)fi4*(í,)|AÍ)|W, 
P=\ 

(4.44) 
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m 
tJ4 =(£/!)£ S"«,) s; (ÍP )l Aí,) 1 

p=\ 

m 
+(£/)£iíJ

,(^)s4'(í,)|j(í,)i(rp + 

P=\ 

p=\ 
(4.45) 

m 
k„ =(£■/()£ B6"(Í,)«;<Í,)U(Í,)|W, 

p=\ 

m 
+ (£/)£fi/(íp)5/(í,)|J(í,)|»',+ 

P=1 

P = \ 
(4.46) 

m 

i:M = («)X Ss" <í, ) S? (í,)) l^ 
^ = 1 

m 
+ (£/)£5s

/(Íp)Bs'(Í,)1J(Í,)|Wp + 
P=1 

(G^')XSÍ'(Í,>^(Í,)|/(Í)|W, 
P=1 

(4.47) 

m 
ka = (£/()£ <(í,) S5" K, )| J^r) IW, 

P=1 

ni 
+ (EI)Y,B((íp)Bs

r^p)\J(ír)\Wr + 

P = \ 

(GA-)XBMp)B 
P = \ 

(4.48) 

m m 

K = (Ê^)E^(í,)^(í,)l ^(í,) IW,+<£/)£ 5/(Í,)fi/(Í,) 1 J(ÍP)\WP + 
p=l P=1 

(G/í')£5aí,)fi,'<í,)iAí)F, 
p=l 

(4.49) 

4.1.2 Determinação da matriz \KiSOthm\ 

A matriz \Kiso hm ] é formada por submatrizes da forma \K, hm ] que caracterizam o 

acoplamento entre elemento isoparamétrico e o hierárquico e está relacionada com o nó i, o 

grau m, sendo que i varia de 1 a 6 e, m varia de 2 a 4. De acordo com a Equação (4.2) a 

submatriz \Ki hm J será dada pela seguinte expressão: 

ku.l=f'1[«''(í)]r(^)W.(í)]UI<íí|'|[S
/(í)]r(Ê/)[S/.(í))l^l<'í + (4.50) 

J'|[fi'K)]r(G/i')[s;.1(í)]|j|rfí + 
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ou ainda, tendo-se em conta as Equações (3.56) à (3.61): 

k,J=í', 

b: 

Ba
2 

b; 

b: 

B"s 

BI 

B1Jm Bllm]\J\dÇ + 

J-\ 

b; 

Bí 

B( 

Bi 

BÍ 

Bi 

iEI)[BÍhm bL, BL]\J\dÇ + (4.51) 

J-\ 

b: 

bc
2 

B} 

BI 

Bcs 

BI 

(^*)k/(m B 2.Am B 3, Am ]j\^ 

Resolvendo a Equação anterior, obtém-se que: 

[Ku,.] = 

k\\ 

^21 

^31 

^41 

k$\ 

k(,\ 

kn 

kn 

kn 

kn 

k(,2 

>-23 

"'33 

""43 
l53 

^63 

(4.52) 

na qual 

kn=jl'B;(EA)B;iJJ\d{+\'B!(,EI)BÍh,\Jldf+lB;(GA-)B;,,\J\dÇ (4.53) 
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i2l =£ B° (EA) B'im 

k,l=j\B;(EA)B-llJJld4+j' 

k„ =\'B^EA)B:jm\J\di 

k„ =liB'í(EA)B:i,m\J\dí 

K,=|'1^(«)SÍ.J^I^ + |' 

kn=lB°(EA)BlJJ\dl;+l 

k22 =l}B;(EA)B'2J_\d\dÇ 

k22 =J']B"(^)S".,lU|ííí + J_ 

Í:42=£|£:(£j4)S",1J7|^ + J 

kn =£si"(êj<)53'„J/|^ + J' 

t2J=J'í2'(^)fi;ljy|<ií+J 

^=|'i5s-(£/0SJV,|./|rfí + J' 

<rM + f 

S/ (£/) 5,11 y I dí + j'B2' (G^') 8,11 y I dí 

«,'(£/)8,11 d jdí+J'|8J'(G/|')B,1 ./1 dí 

8/(8/)8,l 1 J |dí+|'|8;(Gd')8,l | J1 d£ 

8/(£/)B,l | d |dí+J'i8í(G/í')8,l | d | dí 

8/(8/)8,11 d jdí + £8/(Gd*)8,l | d | dí 

S,'(£/)82l, | d |dí +£8/(Gd,)82l | d | dí 

82' (8/)82l | d |dí+£B2'(Gd')82l | d | dí 

8/ (£/) B211 d | d^ + £ 8/ (Gd') 81, | d | df 

8/(£/)811 d |d<? + £ 8/(GA')81, | d | dí 

8,' <«) BL. | d | dí +£ 8,' (Gl) 81, | d [ dí 

8/(87)81,1 d I + £ 82 (Gd') 811 d 

8/ (87)81,1 d Idí + £8/(Gd*)811 d 

8/ (87) 81,1 d I dí +£ 8/ (Gd') 81,1 d 

8/(87)811 d |d/ + £8/(Gd')8,1 j d 

8/ (87) 81, | d |dí + £ 8/(Gd') 811 d 

dí 

dí 

dí 

dí 

dí 

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 

(4.57) 

(4.58) 

(4.59) 

(4.60) 

(4.61) 

(4.62) 

(4.63) 

(4.64) 

(4.65) 

(4.66) 

(4.67) 

(4.68) 

Na obtenção da matriz de rigidez, a integração será numérica, utilizando o processo da 

quadratura de Gauss-Legendre, Zienkiewicz (1989), na qual p é o ponto de integração, Wp, o 

fator de ponderação, associado a este ponto e m ,n são os números totais de pontos de 

integração. As equações anteriores tomam-se então: 

k„ = (8d)£8,"(íP)8,l(íP)| d(íP) F, +(8/)£8,' (ÍP)8,1(ÍP)1 d(|p) |rp + 
p=\ p=\ 

{GAt)YJB
cx^p)Bllm^p)\J^p)\Wp 

p=\ 
(4.69) 
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m ni 

kn = (EA)]r BI (Çp) ({„) 1 J^p )\WP + (EI)^ B( (Çp ) B[hm 

P=\ /'=! 
(4P)\J(tP)\frp + 

P=\ 
(4.70) 

m w 
k}\ = {EA)YJBnÇp)B{,jim(ÇP)\ J(ÇP)\Wp + (EI)YJB((ÇP)B(lim 

p=\ p=\ 

p=\ 
(4.71) 

m ni 
kv = (EA)]r Bi (<*„) Bijim (£„) 1 J(ÇP )\WP + (EI)X Bi ($„) B(Jm 

p=\ p=\ 
(^)|J(^)|^ + 

(G/í- Sí (í,) ft. <í, )\J(M\Wr 
P=\ 

(4.72) 

m m 
ks] ={EA)YJ Bi (£„) Bijim (tP) | J(4P )jfVp + (EÍ)X Bi (4P) B(m 

p=\ p-\ 
(^)|J(^)|^ + 

(GA* )£ Bí(Çp ) Bfjim (Çp) | J(4P) | Wp 

p=l 
(4.73) 

m m 
h, = (EA)^B;(^)B;Jlm(4r)\J^p)\Wr+(EI)Y,Bl (4p)BL 

p=l P=1 
(4p)ÍA^P)1^P + 

(GA')Y,Bt(ÇP)SE., (í.) 1 ,) 1 
P = \ 

(4.74) 

m ni 
ku = {EA)YBi^P)Blhm^p)\ J(Çp)\Wp+(EI)Y,BÍ(Çp)B[hJÇp)\ J(ÇP)\WP + 

p=I P=I 

(GA^X Bf (tP) Bl/Im (£„) | J(tP) | fVp 
p=\ 

(4.75) 

m ni 
k22 = (EA)X Bi (tP) 52,/™ ) | •/(£, )l^+ (5/)X 5/ (tP) Bihm iÇp )\J{ÇP)\WP + 

p=\ P=\ 

(GA^X Bi (4P) 52,/™ ) | ) | ^ 
p=l 

(4.76) 

m m 
ki2 = {EA)XBiiÇp)Bi.hmiÇP)| J(ÇP)\WP+ (EI)XBÍiÇP)B[lmi)| J(^) + 

/)=! p=l 

(GJ') (Í,)SÍ,,.,(ÍP)| 2(ÍP) |WP (4.77) 
p=\ 
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k42 = iEA)2 (ÇP) Bllim {Çp) I J{ÇP )\WP + (£/)X B{ ) | J(ÇP )\WP + 
P=\ p=i 

{GA-)Y,BH^)B}m^p)\ (4.78) 
p=i 

m "i 
k52 =(EA)YjBIiÇP)Bh.m(ÇP)| J{ÇP)\WP+ (EI)^B({ÇP)B^.(Çp)| AÇP)\WP + 

p=i p=i 

(G/<')XSÍ«,)5f...(íp)l Aí,) l^p <4-79) 
P=1 

^62 = (^)X ^6 (^p) Bilwi (£„) 1 )\WP + (£/)X 5/ (^p) 5/;^, (^p) 1 J(^p) 1 ^ 
P=1 P=1 

p + 

(G/0£Ac(<f,)&%.(í,)l Aí,) iw, (4.80) 
P=\ 

m /» 
k„=(EA)2 b; K,) S,V, (í, ) 12(í, ) | W, + (£/)|; S,' (í,) S3J. (í,) 12(í,) | (C, + 

p=l p=l 

(G^í*)X(^p)Bllm{Çp)I JiÇp)\Wp (4.81) 
p=\ 

k2, = (£4)2 s;^,)^,,^)! Aí,) l»»',+(£/)£ ^(íptíí-íí,)! Aí,) IW, + 
P=1 P=1 

iGA')fjB
c

2(tp)Bllwi(Çp)\ AÇp)\Wp (4.82) 
p=\ 

ksí = (£4)25?(í,)s;.„(í,)l 7(í,) IW, + (£/)2s/<Í,)sL(Í,)I 7(í,) |W, + 
p=l p=l 

(G^')2Sj'(Í,)5J.4.(Í,)I Aí,) iw, (4.83) 
P = \ 

kn = (£/I)2s;<í,)sj"„.,(í,)I Aí,) 1^, + (£/)2s4' «,)<„«,)! Aí,) IW, + 
P=1 P=1 

(GA')]r BI(£„) (tp)| J(Çp) | fVp (4.84) 
p=l 

k„ - (£/<)2s!"(í,)fiJ*„.,(í,)l Aí,)F,+(£/)£^(ípító-íí,)l Aí,)F, + 
p=l p=l 

(G^")2SJ'(Í,)«jj.(Í,)I Aí,) F, (4-85) 
P = \ 

▲▼A ATATAT 1 

unesp cm 1234567 Wil [1 12 13 14 15 16 17 18 



74 

ka = (EA)^ Bi(Í, ) Bi,(í, )| J(í,) I r, + (£/)£ B/) S/,,„ (ÍP )| 
P=\ P={ 

(GA')£ B#' KP) Bi,., (ÍP)1 ) I (f, 
p=l 

(4.86) 

4.1.3 Determinação da matriz {Khm,iso\ 

A matriz \Khmjso ] é formada por submatrizes da forma \Khm j J que caracterizam o 

acoplamento entre o elemento hierárquico e o isoparamétrico e está relacionada com o nó y , o 

grau m , sendo que j varia de 1 a 6 , w de 2 a 4. De acordo com a Equação (4.2) a submatriz 

será dada pela seguinte expressão: 

[KhmJ ] = £ [Bi, r (Ezl) [£"] II ^ + £ [BLY m [Bf]\J\dÇ + 

\XJLB:m]
T{GA')[Bc]\J\dÇ 

(4.87) 

portanto 

(4.88) 

4.1.4 Determinação da matriz {Khm,hq\ 

A matriz da forma \Khm hq J, caracteriza o elemento hierárquico e está relacionada com 

os graus m q q, sendo que me q variam de 2 a 4. De acordo com a Equação (4.2) a 

submatriz [Klim llq J será dada pela seguinte expressão: 

k^J=£[5L]r(^)[K]l ji^ + £[<I]
r(^)[<]i^i^ + 

jjBL]r(GA)[B:q]\J\dÇ 

(4.89) 

ou ainda, tendo-se em conta as Equações (3.59) e (3.61): 
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hmjtq ] j 
T3a 
Di.hm 
D" 
"iJim 

íea)[k fía fía 

hq D2.hq ^i.hq \J\dt; + ll 

BlJim 
D./ 

B}Jim 

(£/)[, 

i.hm 

Uini 

3,lim 

(GA ) B' B \Jiq ^Uiq 1J$.hq m B' \J\dÇ 

B\[liq B{hq Bi hq _ \J\dÇ + 

(4.90) 

Resolvendo a equação anterior, obtém-se que: 

^11 

^21 

^31 

k\2 

k 22 ^23 

^32 ^33 

(4.91) 

na qual 

ku = 

&21 = 

k^x — 

k\2 — 

ku = 

kn = 

kn = 

^23 — 

^33 — 

-1 

«ú.(«)Vrfí + | B,',,.(£/) 8,^1 (OB')BÍ,J JlrfB 

(BB)B-,, ./ <«+£Bi,.,(EI)S/,, ./B/ç+j" B;,_(GB')B,',., ./ | Bi 

BjV, (£B) 8,% I ^ |</í +£ Bi.(EI) Bi, í0^') \J\<"Í 

Bí„.,(£B)B-U.q| / |</í + J',B/,,.(£/) Bi,\J\d^+liBI,,. B|,;„ 171 ^ 

8,',..(£4)B2\ | / K + £ Bi.(EI)Bi, | / +£82%„(GB*)B2',, | J | rfí 

BJ,.,(£B)B;MIB+ £B^.(£/)Bi,IBIáí +£B/j.(GB*)B^ |B| 

Bum(EA) Bi,IB |+ £ 8,4.(£/) B/j, | B |B# +£ Bf,. (GB*) B£% | B | Bf 

Bí„, (EA) Bi, | B |Bí + £ S',., (£/) Bi,IB |Bí +£ B2%, (GB*) BJj, | B | Bí 

B}Jini {EA)Blliq\J\dÇ + \l (EI) Bi,, | B |B^ +£ B}Jim (GA*)Blil(l \J\dÇ 

(4.92) 

4.93) 

(4.94) 

(4.95) 

(4.96) 

(4.97) 

(4.98) 

(4.99) 

(4.100) 

Na obtenção da matriz de rigidez, a integração será numérica, utilizando o processo da 

quadratura de Gauss-Legendre Zienkiewicz (1989), na qual pé o ponto de integração, Wp, o 

cm 1 2 3 unesp 

▲▼A ATATAT 1 

w 
LI 12 13 14 15 16 17 18 
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fator de ponderação, associado a este ponto e m ,n são os números totais de pontos de 

integração. As equações anteriores tomam-se. 

"> III 
-f 

p=\ p=\ 

(GÃ-)^ si,. (í,) b;m (4, )\j(4P)\wr 

p=\ 
(4.101) 

m 
k2l = J(4rmp+(El)^B{Jm{4p)BÍM(4e)\ A4P)\WP + 

P = \ P=\ 

iGA)J]Bc
2Jim(ÇP)BÍM(Çp)\ J(Çp)\Wp 

p=\ 
(4.102) 

ksi=AÍ,) IW,+(H)Eí«.(Í,)<(Í,)I aí,) + 
p=I p=\ 

(GA,)YJB'SJm,(4p) 8^,(4 p)\ J(4P)IWP 

P = Í 
(4.103) 

k,2 = (£/i)X%,.(í,)SÍ„(í,)l Aí,) l»»', +(£/)!; )| Ji4p)WP + 
P=1 P=1 

<G^')Ê5ú.(í,)fií*(í,)l Aí,)!»»', (4.104) 
P=1 

^ Wí 
^2 = (£4)2X„.,(í,)S2Ví,)l Aí,) 11»', + (£/)£] (í, ) (í ,) | AÍ,) r, + 

P=l p=l 

(GA)^Bc
2Jwi(Çp)B

c
2JiqiÇp)| )\Wp (4.105) 

p=\ 

^ ni 
k12 = (í'AEfií..<í,)«2.,Aí,)l Aí,) r,+(£/)£ si. (í^íiAí,) I Aí,) iw, + 

P=' p=l 

(04 * )£ 53c./m, (^p) 52
c
/((? (Çp ) I y(^ ) | ^ (4.106) 

p=\ 

kn = (SAE^ú-fíA^-Aí,)! Aí,) I'»',+(£')X)S]j.(í,)sJj,(í,)l Aí,) F, + 
/7=1 P=1 

(^4 ' Pu,. (í, ) ^3 (í, ) I Aí,) F, 
P = 1 

(4.107) 

2 3 4 5 6 7 unesp 

▲▼A ATATAT 1 

w 
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m m 
k» = (£/!)£ sú.tó,)í,%,«,)! J^,)\W,+(£/)£ Si. «,)<„«,)! J(Çr)Wr + 

/>=! P=1 

(G/l' 5Í,,,, (í, ) B,'., (í,) I ^(4,) I w, (4.108) 
P = 1 

tu ni 
k3S=(EA)£Bi. (4,) Bi, (4,) U(4,) I r,+(£/)£ Bi.. (4.) Bi, (4, )U(4P) I ^ + 

p=l P=l 

(^*)X^3./™(^)^3./,9(^)l (4-109) 
P=1 

4.2 Determinação da matriz de massa do elemento 

O cálculo da matriz de massa do elemento apresentado, nas Equações (3.11) e (3.32), 

envolve as matrizes isoparamétrica e hierárquica do elemento. 

As Equações (3.11) e (3.32) pode ser reescrita como se segue: 

[MM]=l\Nfíp]m\Amà^ (4.110) 

ou pela substituição da matriz [n], dada a partir da Equação (3.49), tem-se que: 

ke)H', 

■ [A^f ■ 

[Nll2m
T 

[ÂU<r)]r 

[Nh,m 

pA 0 0 

0 p/ 0 

0 0 pA 

[[A^)] [^,2^)] WM)] [NhMÚm\dÇ 

(4.111) 

A Equação (4.111) uma vez resolvida, levará à matriz de massa do elemento, que será 

dada por: 

cm 1234567 unesp 
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LI 12 13 14 15 16 17 18 



78 

KJ= 

M jSo 

^ h2,iso 

M h3,iso 

M h4,iso 

M iso,h2 M iso,h3 M iso,h4 

M 

M 

h2,h2 

h3,h2 

M h4,h2 

M 

M 

h2,h3 

h3,h3 

M h4,h3 

M 

M 

M 

h2,h4 

h3,h4 

h4,h4 

(4.112) 

A matriz ampliada dada pela Equação (4.112) pode ser reescrita como 

[m'J= 

M, 

i 
i 
! 
! 
i 

^ isojim 

hnijso 

| 
i 
i 
1 
! 

M hmj,q 

(4.113) 

4.2.1 Determinação da matriz [M#] 

A matriz \_M j J está relacionada com os nós i e j, sendo que tanto i quanto j variam 

de 1 a 6. Esta matriz caracteriza o elemento isoparamétrico. De acordo com a Equação 

(4.111), a matriz [m .. J será dada pela seguinte expressão; 

KH, [NÁ&npWjm (4.114) 

ou ainda, tendo-se em conta a Equação (3.43): 

cm 1234567 unesp 
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kK 

N, 0 0 

0 Ni 0 

0 0 

N, 0 0 

0 Ni 0 

0 0 Ni 

pA 0 0 0 0 Nj 0 0 

0 pi 0 0 NJ 0 0 "j 0 \J\dÇ 

0 0 pA 0 0 Nj 0 0 

Resolvendo a equação anterior, obtém-se que: 

(4.115) 

k]= 

mu m,2 mu m,4 m]5 ^,6 

mu ^22 m2i m24 m25 ^26 

^32 m2i mi4 m35 ^36 

m41 m42 m4i m44 m45 "I46 

/M5, W52 m5i m54 m55 ^56 

w61 ^62 ^63 ^65 ^66 

(4.116) 

na qual 

m4\ = 

m22 = 

m 52 

^33 = 

^63 = 

m44 = 

mi5 = 

^66 = 

-1 

-1 

pAN^)N^)\J\d^ 

pAN4iÇ)NxiÇ)\J\dÇ 

piN2(^)N2(^)\ J\dÇ 

pIN5tf)N2{Ç)\J\dÇ 

pAN^)N^)\J\d^ 

pANb{Ç)N2{Ç)\J\dÇ 

pAN4(Ç)N4(Ç)\ J \dÇ 

pIN^)N^)\J\d^ 

pAN^)N^)\J\d^ 

m2\ = m2\ = ^41 = mM = mi2 = m42 = m42, = w53 = mi4 = /u64 = w65 = 0 

(4.117) 

(4.118) 

(4.119) 

(4.120) 

(4.121) 

(4.122) 

(4.123) 

(4.124) 

(4.125) 

(4.126) 

cm i unesp 

▲▼A ATATAT 1 

w 
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Na obtenção da matriz de massa, a integração será numérica, utilizando o processo da 

quadratura de Gauss-Legendre Zienkiewicz (1989), na qual /? é o ponto de integração, Wp , o 

fator de ponderação, associado a este ponto e m é o número total de pontos de integração, 

logo as equações anteriores tomam-se: 

m . 
mn=pA^{N^p)N^p)\J^p)\Wp) 

p=\ 

(4.127) 

m4l =p^|;(Aí4(íp)Wl(í,)|y«,)|W,) 
P = \ 

(4.128) 

m 

'n22=pl'Z(N2(4l,)N2(^)\J^r)l»'p) 
P = \ 

(4.129) 

mí2 =p/|;(Ar!(í,)A'!(í,)U(í,)|Wp) 
P = \ 

(4.130) 

m 
m}i =pA£ (N3 (tp) N3 (£„) | J(4P )lfVp) 

p=l 
(4.131) 

"« = K ) i ^) i ^3 
p=\ 

(4.132) 

m 
= pA^N,(tp)N4^p)| J{Çp)\Wp) 

p=\ 
(4.133) 

m» = P/É «p) ^ ) 1 ) 1 ) 
P = \ 

(4.134) 

m 

"66 = •'(ÍP) I^P) 
P=1 

m21 = m3] = mM - mbl - mi2 = m42 = m43 = m5} = m54 = mM = m65 

(4.135) 

= 0 (4.136) 

4.2.2 Determinação da matriz de massa \MiSo,hm\ 

A matriz [Miso lim ] é formada por submatrizes da forma [Mj lm J que caracterizam o 

acoplamento entre o elemento isoparamétrico e o elemento hierárquico e está relacionada com 

o nó z, o grau m sendo que i varia de 1 a 6, zw varia de 2 a 4. De acordo com a 

Equação (4.111) a submatriz [m,. Im J será dada pela seguinte expressão: 

cm 1 2 3 k unesp 

▲▼A ATATAT 1 

w 
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[MUm ]=r xm
T[p]{Nhj\j\dç 

ou, ainda, tendo-se em conta as Equações (3.43) e (3.45): 

K-H', 

0 0 

0 0 

0 0 Ni 

N; 0 0 

0 V; 0 

0 0 Ni 

pA 0 0 N,im 0 0 

0 pi 0 0 Nh„, 0 

0 0 pA 0 0 N,WI 

\J\dl; 

Resolvendo a Equação anterior, obtém-se que: 

Wi.hm] = 

mu mn mn 

m2\ m22 m 23 

m}i mi2 m33 

m4] m42 m4i 

m$] m52 m5i 

^61 m62 m63 

na qual 

mu =lxpA[Nx]
T[Nhm]\J\dÇ 

mM =\\pA[N4]
T[Nhm]\J\dÇ 

m22 =\\pI[N2]
T[Nhm-\\J\dÇ 

m52 =\\pI[N5]
T[Nlwi]\J\di; 

m„ =^pA[N2]
T[Nhn,]\J\d^ 

mb2 =^pA[Nb'\r[N,m'\\J\dÇ 

81 

(4.137) 

(4.138) 

(4.139) 

(4.140) 

(4.141) 

(4.142) 

(4.143) 

(4.144) 

(4.145) 

m2, - Wj, - m51 = m6] = mn = mi2 = m42 = m62 = mn = m2i = m4} = m5i = 0 (4.146) 

cm 1 2 3 k unesp 
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w 
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82 

Na obtenção da matriz de massa, a integração será numérica, utilizando o processo da 

quadratura de Gauss-Legendre Zienkiewicz (1989), na qual p é o ponto de integração, Wp, o 

fator de ponderação, associado a este ponto e m é o número total de pontos de integração, as 

equações anteriores tomam-se. 

(TV.(^)Nhm{Çp)| J{Çp)\Wp) 
p=\ 

in 

m,, = w (í,) JV». (í,) I ) I ) 
p=\ 

">22 = P/Ê ) (í- > I ■/«, ) I ^ ) 
^=1 

m52 = p/|;(TV5(^,)TV,,,,(^)I JiÇp)\Wp) 
p=\ 

iii 
m„ = •/«,.) 1^) 

(4.147) 

(4.148) 

(4.149) 

(4.150) 

(4.151) 
p=l 

mbi =pAj](Nb(tp)TV^,(^)| /(^) |^) 
p=\ 

(4.152) 

W21 =^31 = «51 = m6| = mu = W32 = «42 = W62 = W.J = W23 = /W43 =^53 = 0 (4.153) 

4.2,3 Determinação da matriz de massa \MhmjSo\ 

A submatriz [Mhm iso ] é formada por submatrizes da forma [Mlmi j J que caracterizam o 

acoplamento entre o elemento hierárquico e o elemento isoparamétrico e está relacionada com 

o nó j, o grau m, sendo que j varia de 1 a 6, m varia de 2 a 4. De acordo com a 

Equação (4.111) a submatriz J será dada pela seguinte expressão: 

k-jH, 
(4.154) 

Portanto, 

k-jhkjJ (4.155) 
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4,2.4 Determinação da matriz de massa \Mhm,hq\ 

A matriz caracteriza o elemento hierárquico e está relacionada com os graus 

m e q, sendo que m e q variam de 2 a 4. De acordo com a Equação (4.111) a matriz 

[mlim llv J será dada pela seguinte expressão: 

ou, ainda, tendo-se em conta a Equação (3.45): 

(4.156) 

\M hm.hq]-^^ 

N hm 0 0 ' 'pA 0 0 " Nliq 0 0 " 

0 Nlim 0 0 pi 0 0 Nhq 0 \J\dÇ (4.157) 

0 0 Nfim _ 0 0 pA_ 0 0 Nhq_ 

Resolvendo a equação anterior, obtém-se que: 

\MInu.liq ] — 

mn mu «7,3 

m2\ m22 m2i 

m3l mi2 

(4.158) 

na qual 

mn =f_ipANlim Nhq\J\dÇ 

m22 =\\pINhmNhq\J\dÇ 

m» =lxpANlm Nhq\J\dÇ 

m2\ = "ij, = mu = mn - mn = m2i =0 

(4.159) 

(4.160) 

(4.161) 

(4.162) 

Na obtenção da matriz de massa, a integração será numérica, utilizando o processo da 

quadratura de Gauss-Legendre Zienkiewicz (1989), na qual pé o ponto de integração, W , o 

cm 1 2 3 k unesp 
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fator de ponderação, associado a este ponto e m é o número total de pontos de integração, as 

equações anteriores tomam-se: 

m,, = pA£(Nlim (Çp) Nllv (Çp) | J(Çp )\Wp) 
p=\ 

m 
m22 = pl^ iNlim {Çp) Nh(/ (tp) i J(Çp )lfVp) 

p=l 

m,, = /«,) F,) 
p=l 

m2i = mi\ = m\2 = W32 = mn - m23 - 0 

(4.163) 

(4.164) 

(4.165) 

(4.166) 

2 3 4 5 6 7 unesp 

atatat' w 
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TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS 

5.1 Introdução 

As matrizes de rigidez e massa desenvolvidas para o elemento de viga de Timoshenko 

são obtidas considerando-se o sistema de coordenadas local do elemento, conforme Figura 

5.1. Para que estas matrizes possam ser aplicadas a estruturas formadas por diversos 

elementos é necessário a transformação destas do sistema de coordenadas local para o sistema 

de coordenadas global, antes da solução do problema. 

n. s r U':\ 0 

w hm 

<5^ 

\ 
H' hm 

0/ A 01 w 

re 
M. 

Figura 5.1 Deslocamentos e rotações do elemento de viga de Timoshenko no sistema 

de coordenadas local (a) e no sistema de coordenadas global (b). 

5.2 Matriz de transformação ísoparamétríca 

Para que haja a transformação entre os dois referenciais local e global para o elemento 

isoparamétrico de Timoshenko é necessário estabelecer uma matriz de transformação entre os 

referenciais. A matriz neste caso é obtida através da inspeção da Figura 5.1, cujos 

componentes são calculados com base nos cossenos e senos dos ângulos formados pelos eixos 

do sistema de referencial local com relação ao sistema de referencial global. 

cm i unesp 

atatat' w 
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Observando a Figura 5.1, verifica-se que a relação entre os graus de liberdade do 

sistema local e os graus de liberdade do sistema global são: 

uj = w, cos(ç)) + wj sen(ç?) (5.1) 

Wj - —Uj sen(çj) + w,. cos(ç)) (5.2) 

êi=di (5.3) 

uj = uj cos(ç)) + Wj sen(ç)) (5.4) 

Wj = -Uj sen(ç)) + Wj cos(ç?) (5.5) 

n (5.6) 

As Equações (5.1) à (5.6) podem ser apresentadas na seguinte forma matricial: 

Uj 

Wj 

ê. 

üj 

Wj 

cos(ç)) sen(ç)) 0 0 0 0 

-sen(ç)) cos(ç)) 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 

0 0 0 cos(çj) sen(ç)) 0 

0 0 0 - sen(ç?) cos((p) 0 

0 0 0 0 0 1 

Uj 

Wj 

o, 

Uj 

Wj 

s 

(5.7) 

na qual 

cos(<p) = ——— , sen(çj) = 
yj - yi 

(5.8) 

sendo (x„ y,) as coordenadas do nó i e (xj, yj) as coordenadas do nó j do elemento no sistema 

de coordenadas global, Léo comprimento da viga, calculado com a seguinte expressão, 

L = ^xj -Xi)2 +(yj -yi)2 (5.9) 

e (p o angulo formado pelos eixos do sistema de referencia local com relação ao sistema de 

referencia global. 

De uma maneira compacta, a Equação (5.7) pode, ainda, ser dada por: 

cm i unesp 

atatat' w 
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\@iso } j iso } (5.10) 

sendo {fl,ÍO} as coordenadas no sistema local, {a,í0} as coordenadas no sistema global e [TIS0 ] 

é a matriz de transformação isoparamétrica. 

As respectivas matrizes isoparamétricas de rigidez e massa no referencial local, bem 

como o vetor de forças nodais equivalente a diversos tipos de ações podem ser diretamente 

transformadas para o sistema de referencia global. Assim parte-se de princípio que se dispõe 

das matrizes de rigidez [/f„0] e massa [m,J0]e do vetor de forças nodais }, que se 

relacionam com a habitual equação, 

[a/iso ] ■ \aL,0 | [AT/ío j • {(liso } — \f iso } (5.11) 

sendo [M/so] e \Kí50 ] as matrizes de massa e rigidez respectivamente, [a,so} e {a,so} são os 

deslocamentos e as acelerações nodais e [fiS0} o vetor de forças nodais, essas matrizes estão 

todas no sistema de referencia local. 

A Equação (5.10) é válida para os deslocamentos nodais como também para as forças 

nodais, então; 

{f,so}=[T,s0]{fso} (5.12) 

uma vez que a matriz de transformação é ortogonal, isto é 

[Tisoj=[Tlsoy (5.13) 

multiplicam-se os membros da Equação (5.12) por [7^0 ]' e obtém, 

{fiso} = [Tiso]
r {fiso} (5.14) 

Substituindo a Equação (5.11) na Equação (5.14), tem-se 

{fso} = [Tís0 J ([M iso ] ■ {àiso }+[A'„„]- [a iso }) (5.15) 

cm 1234567 unesp 

atatatI w 
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a equação acima pode ser reescrita 

[fiso}=[tíso r [Míso ] • {aiso}+[Tíso ]
7 [Kíso ] ■ {ãiso} (5.16) 

substituindo a Equação (5.10) na Equação (5.16), tem-se 

{fso} = [tíso ]
r [m,so]-[tíso } + [tíso J [kíso]-[tíso ]{also} (5.17) 

uma vez que a relação de rigidez e massa da viga no referencial global é dada pela equação, 

[a/ iso ] ' {üiso } "t" [a j * {ciiSQ | — { //VÍJ } (5.18) 

tem-se a comparação da Equação (5.17) com a Equação (5.18), conclui-se que as matrizes de 

rigidez e massa elementares para o elemento de viga de Timoshenko são transformados no 

referencial global utilizando as seguintes equações abaixo: 

[M:So] = [Tiso]
T[MiSo][Tiso] 

[Kíso]=[tíso]
t[Kíso][Tíso] 

(5.19) 

(5.20) 

na qual [Kíso ] e [M,i0] são as matrizes de rigidez e massa, respectivamente no sistema de 

coordenada global. 

5.5 Matriz de transformação hierárquica de segundo grau (m = 2) 

As matrizes de rigidez e massa desenvolvidas para o elemento hierárquico de segundo 

grau de viga de Timoshenko são obtidas considerando-se o sistema de coordenadas local do 

elemento. Para que estas matrizes possam ser aplicadas a estruturas formadas por diversos 

elementos é necessária a transformação destas do sistema de coordenadas local para o sistema 

de coordenadas global antes da solução do problema. Neste caso adiciona-se na Equação 

(5.7), referente a matriz de trasformação isoparamétrica, os componentes das Equações (5.21) 

à (5.23) obtidas através da Figura (5.1). 

cm 1 2 3 k unesp 

atatat' w 
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"1,2 = " 1,2 COSC^) + Wl,2 Sen(^) 

W/,2 = -"1,2 sen{(p) + wh2 cos(^) 

@1,2 - @1,2 

(5.21) 

(5.22) 

(5.23) 

As Equações (5.21) à (5.23) podem ser apresentadas na seguinte forma matricial: 

"li2 cos(ç)) sen(ç2) 0 " 1,2 

Wia * — - sen(çj) cos(çj) 0 ■ Wl,2 

@1,2 _ 0 01 ®h2 . 

(5.24) 

na qual cos(ç»), sen(ç?) foram definidos pela Equação (5.8). 

De uma maneira compacta, a equação (5.24) pode, ainda, ser dada por: 

{«/12} = [7/i2]{a/i2} (5.25) 

Agrupando a equação (5.25) na equação (5.10) obtém-se a seguinte expressão: 

}] 

I {fl/,2} I 

[Tiso ] | o 

"O  l{^}l 
(5.26) 

na Equação (5.26), {a,ÍO}, {ã,J0} e [7L,] já foram definidos anteriormente, {ã/,2 }e{<3/,2 }são as 

coordenadas hierárquicas de segundo grau no sistema local e global respectivamente e [/^ ]é 

a matriz de transformação hierárquica de segundo grau. 

A Equação (5.26) pode ser representada na forma que se segue: 

{a2} = [^2 ]• {«2 } (5.27) 

na qual 

[Tiso] ! o 

"o'T[7;,2] 
(5.28) 

cm 1 2 3 k unesp 
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As matrizes hierárquicas de segundo grau de rigidez e massa no referencial local, bem 

como o vetor de forças nodais equivalente a diversos tipos de ações podem ser diretamente 

transformadas para o sistema de referencia global. Assim parte-se de princípio que se dispõe 

das submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico definidos anteriormente, das 

submatrizes ], [m,,/,2 ] correspondentes ao acoplamento entre o sistema isoparamétrico e 

hierárquico de segundo grau e das submatrizes das \k 1,2.1,2], [m/,2,//2] e [fia] correspondentes 

ao sistema hierárquico de segundo grau, que se relacionam com a habitual equação 

[A/2 ]• {«2 }+ [^2 ]• [ai} - {/2 } (5.29) 

sendo 

[M2] = 
[Miso] [[MJM] 

[A//,2.,] | [M 112.112] [-^/i2./] i [AT/,2./,2] 
(5.30) 

matrizes de massa e rigidez respectivamente no referencial local após a introdução de funções 

de forma hierárquicas de segundo grau. 

{«2}= M = 
l{a/<2}J \@ii2} J 

{@iso } 1 
(5.31) 

são respectivamente os deslocamentos e as acelerações nodais no sistema de referencia local 

após a introdução de funções de forma hierárquicas de segundo grau. 

^1] 
(5.32) 

é o vetor de forças nodais correspondente ao sistema de coordenadas local após a introdução 

de funções de forma hierárquicas de segundo grau. 

De maneira análoga a Equação (5.12), tem-se 

(5.33) 

cm i unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 
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[t2J =[r2r (5.34) 

multiplicam-se os membros da Equação (5.32) por [Tj J, obtém 

(5.35) 

substituindo a Equação (5.29) na Equação (5.35), tem-se 

i/íMKffM-jfeí+hl-jã,)) (5.36) 

a equação acima pode ser reescrita 

{/!)=[7'2r[M2].{t2}+[7)]r[A:2Hã2} (5.37) 

substituindo a Equação (5.27) na Equação (5.37), tem-se 

í/2)=[r2 r [m2 ]• [n]{â2)+(r2 ]
r [k, ]■ [r2 ]{«2} (5.38) 

uma vez que a relação de rigidez e massa da viga no referencial global é dada pela equação, 

[Mj]• («2}+ [^2 ]• {«2} - {/2 } (5.40) 

tem-se a comparação da Equação (5.38) com a Equação (5.40), conclui-se que as matrizes de 

rigidez e massa após a introdução de funções de forma hierárquicas de segundo grau são 

transformados no referencial global utilizando-se as seguintes equações abaixo: 

[M2]=[7-2]
r[w2][r2] 

[/(2]=[r2f[?2][r2] 

(5.41) 

(5.42) 

cm 1234567 unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 18 
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na qual 

[m2] = 
[M/,,,2 ]' 

[M/,2., ] | [M/,2,/,2] 
. [^1 = 

[*,„] 1 [Km] 

\K-h2.i ] i [^/,2,/,2] 
(5.43) 

A Equação (5.41) que se referente a matriz de rigidez no referencial global, pode ser 

reescrita da seguinte forma. 

[Kiso] jJA^] 

[^„2,,]"Í [K^m] 

T I 

o i"[r„2]r 

rrP7 i 1 fr ir 

[7/so] i 0 
! 

[^2] 

[Klu]] [K,,2.112] 

[Tiso] \ 0 
•• -í— 

0 ! [Tia] 

[Tiso]
T[Kiso] I [Tiso]'[Kím] 

[Ti,2] [K 1,2.1] i [Ta]'[Ki,22] 

[T,so] \ 0 " 

[Tiso_]t[K,so][TISO] 1 

o 

o 

[T„2]T[K„2M][T„2] 

(5.44) 

A Equação (5.42) que se referente a matriz de massa no referencial global, pode ser 

reescrita da seguinte forma 

[Miso] !_ [Mija]' 

[A/laj ] j [M/,2,/,2] 

[^2r_j__o _ 

' õ XiTaf 

[Mjso]\u[MjM2]_ 

[M„2,í ] \[tí ia.,,2] 

[Tso] \ o ' 

TTÍTÍI 

[Ta ]T[M,a.i ]\[T.2]T[M,a~i.2] 

[Tso]], 0 

[Tso]T_[Miso][Tso] 

0 

0 

[r/,2]r[M/,2./,2][r/,2] 

(5.45) 

Após as manipulações das Equações (5.44) e (5.45) tem-se as matrizes de rigidez e 

massa, respectivamente no sistema de referencia global após a introdução de funções de 

forma hierárquicas de segundo grau. 

5,4 Matriz de transformação hierárquica de terceiro grau (m = 3) 

As matrizes de rigidez e massa desenvolvidas para o elemento hierárquico de terceiro 

grau de viga de Timoshenko são obtidas considerando-se o sistema de coordenadas local do 

cm 1 2 3 k unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 18 
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elemento. Para que estas matrizes possam ser aplicadas a estruturas formadas por diversos 

elementos é necessária a transformação destas do sistema de coordenadas local para o sistema 

de coordenadas global antes da solução do problema. Neste caso adiciona-se na Equação 

(5.26), que se refere as matrizes de trasformação isoparamétrica e hierárquica de segundo 

grau, os componentes das Equações (5.46) à (5.48) obtidas através da figura (5.1). 

"/,3 = "/,3 + w/,3 senC^) 

w/,3 = -"w sen(ç3) + cos((p) 

ehi = 0i,} 

(5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

As Equações (5.46) à (5.48) podem ser apresentadas na seguinte forma matricial: 

Ulli cos(ç>) sen(ç)) 0 M//3 

W/,3 .= - sen(ç>) cos(çj) 0 < W/,3 

^3. 0 0 1 

(5.49) 

na qual cos(ç)), sen(ç9) foram definidos pela Equação (5.8). 

De uma maneira compacta, a equação (5.49) pode, ainda, ser dada por: 

{ciiii} - [Thi ] {a/,3} 

Adicionando a equação (5.50) na equação (5.26) obtém-se a seguinte expressão: 

(5.50) 

{ ^ I.SO } 

{(ha] > = 

(tf/,3} 

[Tiso] 0 | 0 

0 [TII2] i 0 

T"~ oTST] 

{@iso } 

{í2/;2 } 

{a/,3} 

(5.51) 

na Equação (5.51), as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico e hierárquico de 

segundo grau já foram definidas anteriormente, {ã/,3}e{n/,3} são as coordenadas hierárquicas 

de terceiro grau no sistema local e global respectivamente e [Th ] é a matriz de transformação 

hierárquica de terceiro grau. 

A Equação (5.51) pode ser representada na forma que se segue: 

cm i unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 



94 

(5.52) 

na qual 

[Tiso] 

O [Tia] 

O 

O 

O O j [Tb] 

(5.53) 

As matrizes hierárquicas de terceiro grau de rigidez e massa no referencial local, bem 

como o vetor de forças nodais equivalente a diversos tipos de ações podem ser diretamente 

transformadas para o sistema de referencia global. Assim parte-se de princípio que se dispõe 

das submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétricas e hierárquico de segundo grau 

definidas anteriormente, das submatrizes ,,/,. ], [m /,/;3 J correspondentes 30 cicopiciniento 

entre o sistema isoparamétrico e hierárquico de terceiro grau, das submatrizes 

correspondentes ao acoplamento entre o sistema hierárquico de segundo e terceiro 

graus e das submatrizes das [A7,3,/,3], [a//,3,/,3] e [fia] correspondentes ao sistema hierárquico 

de terceiro, que se relacionam com a habitual equação 

{/s} (5.54) 

sendo 

'[Miso] [Mua] 1 [Mija] 

[Mh2.i] 
  1 

[Miaja] ' [Muija] . [^1= 

m,,] [Mtaja ] | [M/,3,/,3] 

as matrizes de massa e rigidez respectivamente no 

[Kiso] [Kua] 

[Khi.i] [Khija] 

[Kua] 

[Ktaja] 

[^,,3,] [K,a,,a] ! [^/,3,/,3] 

(5.55) 

funções de forma hierárquicas de terceiro grau. 

[(liso } {@iso } 

{a3 } = - {cihl } {03} = - [ãia } 

Wia} {<3/,3} 

(5.56) 

cm i unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 
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são respectivamente os deslocamento e as acelerações nodais no sistema de referencia local 

após a introdução de funções de forma hierárquicas de terceiro grau. 

{/W 

[fso] 

[fn] 

{/«} 

(5.57) 

o vetor de forças nodais correspondente ao sistema de coordenadas local após a 

introdução de funções de forma hierárquicas de terceiro grau. 

Manipulando as Equações (5.33) à (5.40) com a introdução de funções de forma de 

terceiro grau, tem-se, 

[A7,] = [7:,f[M, ][/:,] 

ÍK>]=lT>mh] 

(5.58) 

(5.59) 

na qual 

[M,] = 

'[Miso] \Míji2] | [MIM]' '[Kiso] [Kua] | 

[M/,2,/] [M/,2.A2] j [Af/,2,A3] \Kli2J ] KJ [Kh2,hi] (5.60) 

[M/,3./,2] | [M/,3.Í,3] [KZ] \Kh2.il2\ | '[KÜmI 

A Equação (5.58) que se referente a matriz de rigidez no referencial global, pode ser 

reescrita da seguinte forma. 

[^J [KUI2] \ [Km] [Kiso] [Kui2] 1 [Kjja ] [T Y L iso J 0 0 

[KuiA [Kh2J.2] i [Kh2M] = 0 [T^Y ! o 

[-^/i3,/] [Khija] i [KhlM ] 0 0 \[TIJ 

Após os cálculos a Equação (5.61) toma-se 

\-Kiaj ] [■^//2.//2 ] I [^/,2./i3] 

[^/oJ [K„iJl2]\[Khi,}] 

~[Tiso] 0 1 0 

0 [^2] | 0 

0 0 i [^3] 

(5.61) 

cm i unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 
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[Kiso] [Kua] 1 \_Kij,} ] ~j {[TisoYiKisoWiso] 0 0 

[Klu] [K 1,2.1,2 ] 1 [/f/,2,/,3] = 0 [7),2]r[W][r„2]; 0 

[£/,3.,] [Khjja] | \_Kiiiji} ] 0 0 dniYiKwW,.!] 

(5.62) 

A Equação (5.59) que se referente a matriz de massa no referencial global, pode ser 

reescrita da seguinte forma. 

[M,v,2] | [Mm] 

[Ml,2 j ] [Mhya ] ] 

[■^/i3,A2 1 ! \-^hi.hA 

[Tiso ] 0 | 0 

0 [Tia ] I 0 

o"  d 1[7),3] 

[Miso] [Mua] [M,mY [T. Y L"1 iso J 0 1 0 
1 

[M/,2,/] [M 1,2.1,2 ] [M 1,2.1,3 ] = 0 [T.aY] 0 

[M/,3.,] [M 1,2,1,2 ] [M 1,3.1,3 ] 0 0 

(5.63) 

Após os cálculos a Equação (5.63) toma-se 

[Miso] [Mija ] | [Mi.1,3 ] [TÍS0]
t[MÍS0][TÍS0] 0 0 

[M/,2.,] 
1 

[Af 1,2,1,2 ] | [M/)2./(3] = 0 [T,,2Y[M,,2J,2][T„2] 0 

[MIi3J ] [M 1,3.1,2 ] 1 [M/,3.//3] 0 0 [r,(3]r[M/,3./,3][7),3] 

(5.64) 

Após as manipulações das Equações (5.62) e (5.64) tem-se as matrizes de rigidez e 

massa, respectivamente no sistema de coordenada global após a introdução de funções de 

forma hierárquicas de terceiro grau. 

5.5 Matriz de transformação hierárquica de quarto grau (m = 4) 

As matrizes de rigidez e massa desenvolvidas para o elemento hierárquico de quarto 

grau de viga de Timoshenko são obtidas considerando-se o sistema de coordenadas local do 

elemento. Para que estas matrizes possam ser aplicadas a estruturas formadas por diversos 

elementos é necessária a transformação destas do sistema de coordenadas local para o sistema 

de coordenadas global antes da solução do problema. Neste caso adiciona-se na Equação 

(5.51), que se refere as matrizes de trasformação isoparamétrica e hierárquica de segundo e 

terceiro graus, os componentes das Equações (5.65) à (5.67) obtidas através da figura (5.1). 

cm i unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 



m/i4 = uh4 cos{(p) + wll4 sen(^) 

H' 1,4 — 1,4 

@1,4 ~ @1,4 

uhA sen(çc)) + w;,4 cos(^) 

97 

(5.65) 

(5.66) 

(5.67) 

As Equações (5.65) à (5.67) podem ser apresentadas na seguinte forma matricial: 

Uh4 cos{(p) sen(ç)) 0 U„4 

Wh4 ■ = - sen(çj) cos(ç?) 0 < W„4 

Ã4. 0 0 1 d>A. 

(5.68) 

na qual cos(çj), sen(ç>) foram definidos pela Equação (5.8). 

De uma maneira compacta, a Equação (5.68) pode, ainda, ser dada por: 

{a/,4} = [T/M] {<3/14} (5.69) 

Adicionando a Equação (5.69) na Equação (5.51) obtém-se a seguinte expressão: 

{@iso } '[Tiso] 0 0 ! 0 {@iso } 

{ã/,2 } 0 [^2] 0 0 {<3/(2 } 

{ã/,3 } 0 0 [T,*] 0 {ai,i} 

{01,4} "0   0   0  [{TZI {dl,4} 

(5.70) 

na Equação (5.70), as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico e hierárquico de 

segundo e terceiro grau já foram definidas anteriormente, {ã/,4 }e{a/,4} são as coordenadas 

hierárquicas de quarto grau no sistema local e global respectivamente e [T^ ] é a matriz de 

transformação hierárquica de quarto grau. 

A Equação (5.70) pode ser representada na forma que se segue: 

{<34} = [?4 ]• {a 4} (5..71) 

na qual 

cm 1 2 3 k unesp 

atatat' w 
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[k]= 

[Tiso] 0 0 1 0 1 
0 0 1 0 

0 0 i 0 

0 "o  0 1 [T.Ã 

(5.72) 

As matrizes hierárquicas de quarto grau de rigidez e massa no referencial local, bem 

como o vetor de forças nodais equivalente a diversos tipos de ações podem ser diretamente 

transformadas para o sistema de referencia global. Assim parte-se de princípio que se dispõe 

das submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico e hierárquico de segundo e 

terceiro graus definidas anteriormente, das submatrizes \Kím \ [M iji4 j correspondentes 30 

acoplamento entre o sistema isoparamétrico e hierárquico de quarto grau, das submatrizes 

[Kl,2.1,4 l.[M 1,2.1,4 ] correspondentes ao acoplamento entre o sistema hierárquico de segundo e 

quarto graus, das submatrizes [/G,;u,4 Um ii3.h41 correspondentes ao sistema hierárquico de 

terceiro e quarto graus e das submatrizes |^/;4,//4 ], [M„4 .1,4 j e ^f],41 correspondentes ao sistema 

hierárquico de quarto, que se relacionam com a habitual equação 

[Af 4 ]* {íZ4 }+ [A^]- {«4 } = [/ij (5.73) 

sendo 

'[Miso] [Mija] [MÍM] | \M,m] '[Kiso] [KÍM] 3] | [Kim] 

[M4] = 
[M/,2.,] \Mhl.hl ] [ Af 1,2.1,2 ] 1 [Af 1,2.1,4 ] 

, [&]= 
[K,,2.,] [Kta.ia] [Z/,2,/,3] 1 [^2,/,4] 

1   
[M/,3,/] [M/,3./i2 ] [ Af/i3./i3 ] 1 [Af/,3./i4] [KI.ÍJ] [Z/,3,/,2] [Khi.hi] j [K 1,3.1,4] 

[M/,4,/] [M/,4./i2 ] [Af/,4,//3] | [A//,4,/i4] [Z/,4,,] [KhA.hl] [^L//4./Í3 ] j [A'/,4,/(4] 

(5.74) 

matrizes de massa e rigidez respectivamente no referencial local após a introdução de funções 

de forma hierárquicas de quarto grau. 

{üiso } {(hso } 

[ãhi} 
-, {04}=- 

{Cthl } 

{01,3} {fl/i3 } 

{ã/,4} {ã/,4} 

(5.75) 

cm i unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 
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são respectivamente os deslocamento e as acelerações nodais no sistema de referencia local 

após a introdução de funções de forma hierárquicas de quarto grau. 

{Ã}= 

{fiso} 

CU) 

{!•*) 

{/«} 

(5.76) 

o vetor de forças nodais correspondente ao sistema de coordenadas local após a introdução 

de funções de forma hierárquicas de quarto grau. 

Manipulando as Equações (5.33) à (5.40) com a introdução de funções de forma de 

quarto grau, tem-se, 

[M4]=[r4f[M4][r4] 

[K4]=[T4]
T[K<][T4] 

(5.77) 

(5.78) 

na qual 

[A/ 4 ] — 

[M iso ] [M ija ] [MÍ.I,} ] 

[M/,2.í] [M/,2,/(2] [M/,2,//3] 

[Mhi.i] [Mhi.ia] [Miiiji)] 

[Kím] 

[^//2.//4 ] 

[Aj)3.//4] 

[Mím\ f [Kiso] [Kua] [£/,/,3] 

[M/,2,/i4] (- \K.h2,í ] [Ar/,2,/12] [Kia.hi] 

[M/,3,/,4] 'L 4j~ [^] [^,3^] 

_[/f/,4./] [AT/,4./,2] [A'/,4./í3] j [AT/,4./,4] 

(5.79) 

A Equação (5.77) que se referente a matriz de rigidez no referencial global, pode ser 

reescrita da seguinte forma. 

[A/ h4J ] [Af/,4,/12] [Af/,4.//3] | [Af/,4./i4] 

[Kiso] [Kím] [A:,./(3] 1 [Kím]' [T. ]T 
L ISO -1 0 0 1 1 0 

[Kiaj] [K,,2.1,2] [K„2M] [AT/,2./,4] 0 [Tía] 0 0 

[AT/,3,,] [Khi.ia] [Kíiim] [KMM] 0 0 i 0 

[KiZ]" [ A^/i4.//2 ] [Ar/,4,;i3] i [AT/,4./,4] 0 0 

E
£ 

—
 

0
 

! 

"[^0] [Kua] [^3] j [KÍM] [Tiso ] 0 0 0 

[Kí,2,,2] [K,^] | [^2./,4] 0 [Tia] 0 0 

[^3.,] [^,3./,2] [^,3,/,3] I [K,,^] 0 0 [^3] 0 

[^,4./,2] [^,4,;,3] I [^íiA.hA ]_ 0 0 0 [^4]. 

(5.80) 

cm i unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 
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Após os cálculos a equação (5.80) toma-se 

'[Kiso] \Ki,h2 ] 3] 1 [KIM]' 

[KLJJ] [K,,2.1,2] [K^M] \ [KLIM] ^ 

[AT/,3./] \K 1,2.1,2] [AT/,3,/,3] | [AT/,3./,4] 

[K,.4.i] [ A^/í4,/í2 ] [ A^/í4./í3] j [A^/i4,/i4]_ 

'[Tiso]T[Kiso][Tiso] 0 0 | 0 

0 [TjaYlK^MWta] 0 | 0 

0 _ 0 L%XL?^'i]_[?i3] ' 0 

0 Ò  0 - ][T,,4]T[K,,4M][T,,4] 

A Equação (5.78) que se referente a matriz de massa no referencial global, pode ser 

reescrita da seguinte forma. 

[Miso ] [Mua] [M,m] | 
1 [MÍ.1,4 ]' \Tiso]

T 0 0 | 0 

[M/,2,,] [M 1,2.1,2 ] [M 1,2.1,3 ] | [Af 1,2.1,4 ] 0 [Tn] 
T 

0 0 

[M/,3,,] [M hi.ia ] [Mhi.hi] j [Ml,3.1,4 ] 0 0 [TiJ7 0 

[MIZ] [M 1,4.1,2 ] [M/,4,/,3] | [M 1,4.1,4 ] ò 0 0 | [U 

Wiso] [MiJl2] [^,3] | [MiM] '[Tiso] 0 0 I 0 I 
- 

W.aA 1,2.1,2 ] Wll2Jl3]! 1 W„2,4] 0 [^2] 0 1 0 

w^] Wh3M] | ^,,3,4] 0 0 [^3] 1 0 

lMhJ ["^^/Í4./J2 ] ~w;~~] 0 0 0 1 [Ti,4 ]. 

Após os cálculos a equação (5.82) toma-se 

' [M iS0 ] [Mi.,,,] [M 1.1,3 ] j [Mi.1,4 ] 
1 

[M 1,2.1 ] [M 1,2.1,2 ] 
1 

[M 1,2.1,3] | [M 1,2.1,4] 

[MI,3.Í] [M/,3,/,2] 
1 

[M 1,3.1,3 ] j [M 1,3.1,4] 

[MIi4,i ] [M 1,4.1,2 ] [M/,4,/,3] i [M 1,4.1,4 ] 

[TisoY [M iSo][TiSo] 0 

O
 

O
 

0 [Ti,2]T[Ml,2.l,2][Tl,2] 0 I 0 1 
0 0 [T„3]T[Mi,3.„3][T„3] 1 0 

0 0 0 1 [TIi4]
t[MIi4M][T,i4]_ 
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Após as manipulações das Equações (5.81) e (5.83) tem-se as matrizes de rigidez e 

massa, respectivamente no sistema de coordenada global após a introdução de funções de 

forma hierárquicas de quarto grau. 

■CplS FEIS - UNESP 

cm i unesp 

atatat' w 
11 12 13 14 15 16 17 18 



FORMULAÇÃO DAS CARACTERÍSTICAS DO SISTEMA 

6.1 Introdução 

Encontradas as equações algébricas que descrevem as características de cada elemento 

do sistema estrutural, o próximo passo é combiná-las para formar um conjunto completo de 

equações que governe a reunião de todos os elementos. O procedimento de montagem deste 

conjunto de equações está baseado na necessidade de que o equilíbrio se verifique por todo o 

sistema. Como as condições de equilíbrio já foram impostas dentro de cada elemento, 

necessita-se, agora, estabelecer as condições para que cada nó do sistema discretizado esteja 

em equilíbrio. Para tanto, é estabelecido um esquema de numeração global, que identifica 

cada nó do sistema discretizado. Em seguida é criada a topologia, que especifica quais nós do 

sistema pertencem a quais elementos, ou seja, especificam a correspondência entre os nós do 

sistema discretizado e os nós dos elementos. Esta topologia, dada como entrada do programa 

computacional, serve para definir a conectividade da malha de elementos. 

6.2 Determinação das matrizes de rigidez e de massa globais 

Para que um nó i, genérico, do sistema esteja em equilíbrio, as componentes do vetor 

de carga {/.}, nele atuantes, devem ser iguais à soma das componentes das forças |/.£ | de 

cada elemento, que concorre para o nó i. Portanto, 

(6.1) 
e=\ 

na qual neé o número total de elementos, que compõem o sistema estrutural discretizado e 

{/r) é o vetor de carga, correspondente ao sistema isoparamétrico, associado ao nó i do 

sistema. O mesmo procedimento é admitido para as componentes das forças {//,„,}, 

relacionada com o sistema hierárquico. 

cm i unesp 

atatat' w 
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fhm - ^ \fhn, } (6.2) 
e=\ 

na qual {//„,} é o vetor de carga correspondente ao elemento hierárquico. 

Conhecendo a correspondência entre os nós dos elementos e os nós do sistema, pode- 

se escrever para cada elemento e do sistema, de forma compacta, que: 

[A/]. {<;)+[*]•{<,} = {/} (6.3) 

na qual, [m] é a matriz de massa global do sistema: 

[A/] = 

£k] skJ 
e=\ e=\ 

zkj zkJ 
e=\ 

(6.4) 

[/f] é a matriz de rigidez global do sistema: 

M= 

Zkl zkJ 
e=l e=] 

zk-J zkl 

(6.5) 

{a\ é o vetor relacionado com as acelerações nodais e parâmetros hierárquicos do sistema: 

(6.6) 

(a), o vetor relacionado com os deslocamentos nodais e parâmetros hierárquicos do sistema: 

W = 
k-}] 

.{^JJ 
(6.7) 
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e {/} é o vetor de carga global: 

{/)= 
.l/JJ 

(6.8) 

Nas Equações (6.4), (6.5), (6.6) e (6.7), {a,.} e {a,.} são, respectivamente, os deslocamentos e 

acelerações nodais correspondentes aos nós do sistema, {ahni} e {alim} são os parâmetros 

hierárquicos correspondentes ao refinamento hierárquico do sistema, [AT/] e [m. ] são 

respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa correspondentes ao elemento 

isoparamétrico, \Ke
j hm ] e ] são, respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa que 

caracterizam o acoplamento entre o elemento isoparamétrico e o elemento hierárquico, \Ke
hm i ] 

e [ML,.] são, respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa que caracterizam o 

acoplamento entre o elemento hierárquico e o elemento isoparamétrico, [^L 1e K.1 são 

respectivamente, as submatrizes de rigidez e massa que caracterizam o elemento hierárquico. 

6.3 Análise dinâmica 

A Equação (6.3) representa o caso geral de vibração forçada para sistemas não 

amortecidos e, se não existem forças atuantes no sistema, tem-se o caso de vibração livre: 

[A/].{â}+[í:].{a}={0} (6.9) 

Admitindo-se movimento harmônico, uma solução para esta equação pode ser escrita 

como (Zienkiewicz, 1989): 

(6.10) 

na qual e""1 = cos{(ot) + isQn{(ot), é o vetor de deslocamentos nodais e íü a freqüência 

angular. 

A Equação (6.9) pode, então, ser reescrita na seguinte forma: 
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(6.11) 

na qual [k] e [m] são as matrizes de rigidez e de massa globais do sistema, respectivamente, 

e À o quadrado da freqüência angular. Entretanto, este problema só pode ser resolvido após a 

imposição das condições de contorno do sistema estrutural em análise. Este procedimento é 

efetuado por ocasião da determinação das matrizes de rigidez e de massa globais, onde, para 

cada condição de contorno (vínculo), são eliminadas das matrizes de rigidez e massa globais a 

linha e a coluna correspondentes. Para um sistema estrutural com n graus de liberdade pode-se 

escrever que: 

[/C].M = [M][CD].[A] (6.12) 

na qual [/f] e [m] são as matrizes (nxn) de rigidez e de massa globais do sistema, 

respectivamente, [á] a matriz diagonal (n x n) que contém os n autovalores Àj e 

[o] = [{^},..., },..., \<f)n}] a matriz (n x n) que contém os n auto vetores }. 

O processo de resolução do problema de autovalor generalizado consiste na obtenção 

das matrizes [á] e [o], Para tanto se resolve, primeiramente, o sistema isoparamétrico: 

(6.13) 

Sendo njso o número de graus de liberdade da análise isoparamétrica, \K jso ], [Míra], 

KJ e [Aj são submatrizes {njs0 x njso) correspondentes ao sistema isoparamétrico. 

Pode-se fazer o refinamento da solução obtida através da primeira reanálise do sistema 

introduzindo funções de forma hierárquica de segundo grau: 

[^/i2./JO] I [■^/Í2 ] 

hijso] I [Af/(2] 

[(b«o.//2 

[0/(2,iio] 

ií'soJ J 
[^/12,/ÍO] I t^/^] 

[-^/ío] J \.^iso,li2 ] 

[■^■/;2,íío] I [■^//2 ] 
(6.14) 
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na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico já foram obtidas 

anteriormente na análise inicial. Sendo nh2 o número total de variáveis hierárquicas 

introduzidas na primeira reanálise, [KisoM2 J, [m,w,2J, [oíj0/(2J e [a,w,2 J são submatrizes 

{njSo x nll2) correspondentes ao acoplamento entre o sistema isoparamétrico e o sistema 

hierárquico relacionado com a primeira reanálise, [KIi2], [M/)2], [0/i2] e [A/i2] são 

submatrizes {nll2 x nh2) correspondente ao sistema hierárquico para a primeira reanálise. 

Pode-se fazer o refinamento da solução obtida através da segunda reanálise do sistema 

introduzindo funções de forma hierárquica de terceiro grau: 

[K,so] \.^isoJi2 ] ' j 

\-^h2Jso ] AK^Li [Kh2M] 

[Kkijso ] [Ki,ij,2 ] j 

[Miso] [^isojil ] | [Af/í0,/,3. 

Í^hl.íso ] _[M,2] i [Af/,2,/,3. 

i,ijSO ] [Af/,3,/,2 ] \WA] 

[OÍJ0] [OisoJl2] | [Oiío/,3] 

[Viso] 1 ] j 

[<I)//2,/ÍO] [Q,*] i [O/,2./,3] 

[^/13,/JO] i [O/,3] 

[A,í0] [a,v„,/,2 3 [A/í(,,/,3 ] 

[A/,2,/so J [A,,2] [A/,2,;,3] 

[ A //3j3o ] [A/,3,/,2 ] [A;,3 ] 

(6.15) 

na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico e hierárquico de segundo 

grau já foram obtidos anteriormente na análise inicial e na primeira reanálise. Sendo n,^ 

o número total de variáveis hierárquica introduzidas na segunda reanálise, [KisoM \, [Míío /l1 J, 

l^/so.wJ e [a,ío /,3 J são submatrizes (niw x nli}) correspondentes ao acoplamento entre o 

sistema isoparamétrico e o sistema hierárquico relacionado com a segunda reanálise, [kIi2 Ii3 J, 

J, [o/(2/i,J e [a/(2/j3J são submatrizes (nll2 xnli3) correspondentes ao acoplamento 

entre o sistema hierárquico relacionado com a primeira reanálise e o sistema hierárquico 

relacionado com a segunda reanálise, [Ar/j3], [M/(3], [O^] e [a/i3] são submatrizes 

(«,,3 x nhi) correspondentes ao sistema hierárquico para a segunda reanálise. 

Pode-se fazer o refinamento da solução obtida através da terceira reanálise do sistema 

introduzindo funções de forma hierárquica de quarto grau: 
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* [Kiso] isoJi2 ] \-^isoJi4 ] 

li2,iso ] [^2] [^2,„3] [-^/,2,/,4 ] 

[^3,/,2] [^3] [^/i3,/I4 ] 

\.KhAJso ] [A^4,/,2 ] 1 
1 

[^4] _ 

[Í>,W,2] 

[^/,2,.0] [0,2] [®//2,/;3] [®„2M 

[O;^] [<^/i3,//2 ] [O;,3] [<^)/i3,/l4 

[<Í)//4.;jo] fàhtjil ] [®/i4,/I3] [O/J 

iso ] \MiSo h2 ] [M/J0 ,,3 ] 

[j^//2.íío] [■^^/Í2 ] [M hJMl] 

\Mt,T,jSo ] [-'^/i3,/i2 ] \MI,Í ] 

[^//4./ío] [^/Í4./,2 ] [^A4,//3 ] 

tso.hA ] 

[■^/i2,//4 ] 

[^/|3,/|4 ] 

Im"]" 

ira ] [0^2] [^/ío./is] | 

[0/(2,,ío] [<^/i2 ] [^//2.//3 ] í [^/í2,/Í4 ] 

[<I>/(3,«o] i [^)//3,/i4 ] 

[^)/Í4,íío] [^/í4,/'2 ] [<í)//4.//3] j [^/M] 

[A iso ] [^/jo,//2 ] {.^isojih ] í isoJi4 ] ! 
[A„2,*J [A/,2 ] [A/,2,/,3 ] | [A/,2,/,4] 

i 
[A/,3 /50 ] [A/,3 /,2] [A/^] j [A/,3 ^4 ] 

[A/; 4/50 ] [A/,4 .//2 ] [A/,4./,3] \ [A;^] 

(6.16) 

na qual as submatrizes correspondentes ao sistema isoparamétrico, hierárquico de segundo e 

terceiro graus já foram obtidos anteriormente na análise inicial e na primeira reanálise. Sendo 

nll4 o número total de variáveis hierárquicas introduzidas na terceira reanálise, [a_
ijo /(4 J, 

[mísoM\, [0,^4] e [a/jo/)4J são submatrizes {njso xnli4) correspondentes ao acoplamento 

entre o sistema isoparamétrico e o sistema hierárquico relacionado com a terceira reanálise, 

hlJiA J' l.Af/,2./,4 J' Ii2Ji4 J 6 [A/,2^,4 j são submatrizes {nh2y.nIA) correspondentes ao 

acomplamento entre o sistema hierárquico relacionado com a primeira reanálise e o sistema 

hierárquico relacionado com a segunda reanálise, [KhiM\, [mw;i4J, [<S>i,iM\ e [a^J são 

submatrizes (nhi x nh4) correspondentes ao acoplamento entre o sistema hierárquico 

relacionado com a segunda reanálise e o sistema hierárquico relacionado com a segunda 

reanálise, [KIi4], [A//)4], [o^] e [a/)4] são submatrizes (nll4xnll4) correspondentes ao 

sistema hierárquico para segunda reanálise. 

Verifica-se que para cada reanálise é necessário apenas calcular as submatrizes 

relacionadas com as novas variáveis hierárquicas introduzidas. As submatrizes calculadas nas 

análises anteriores permanecem inalteradas o que diminui o esforço computacional de 

maneira apreciável. 

Como o algoritmo desenvolvido permite que se escolham, os graus das funções de 

forma hierárquicas a serem introduzidas, bem como as variáveis hierárquicas de interesse, 
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pode-se ter tantas reanálises quanto se queira. Assim, de uma forma geral, a i-ésima reanálise 

pode ser escrita como: 

[ iso ] • • • [ isojti ] 

[K„iJSO] ... [Km] 

[M,.ÍO] ... [MisoM] 

[MhUso] ... [M,,] 

[Oií0] ... [dijjo/,,] 

] ... [dl/,,] 

[OÍJ0] ... [OíW,] 

••• [d>/,/] 

[A.J ••• [ A,i0,/„ ] 

[A;„.,i0] ... [A,,,] 

(6.17) 

na qual todas a submatrizes anteriores àquelas relacionadas com a reanálise i já foram 

obtidas. Sendo «/(; o número total de variáveis hierárquicas introduzidas na z-ésima 

reanálise, [mísoM\, [o,ç0/„J e [Aíí0/,J as submatrizes (n/í0x«,„) correspondentes ao 

acoplamento entre o sistema isoparamétrico e o sistema hierárquico relacionado com a 

z-esima reanálise, [K^], [Mhj], [Olu] e [A,,;] as submatrizes {nhj xnhj) correspondentes ao 

sistema hierárquico relacionado com a i-esima reanálise. 

Até este estágio, o refinamento hierárquico foi efetuado adicionando-se funções de 

forma hierárquicas de segundo, terceiro e quarto graus ao longo dos elementos como mostra a 

figura 6.1. 

I 
•' 

Ar, h2 
N hi 
TV, h4 

J 
m 

ej 

h2 
A, h3 
N h4 

k 

Figura 6.1 Elementos com funções hierárquicas de 2o, 3o e 4o graus. 

Então será apresentado no capítulo seguinte um processo adaptativo de elementos 

hierárquicos que é combinado com um conjunto de dois estimadores de erro a-posteriori esses 

estimadores possibilitam, empregar expansões polinomiais ao longo dos elementos, podendo 

assim identificar os elementos mais carentes de refinamento, gerando novos graus de 

liberdade hierárquicos, sempre que requeridos pela magnitude do erro envolvido na análise. 
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ESTIMADORES DE ERRO 

7.1 Introdução 

O objetivo deste capítulo é apresentar um indicador local e um estimador global como 

estimadores de erro a-posteriori, cuja técnica utilizada fornecerá malhas mais confiáveis. 

Nos trabalhos de Babuska, Rheinboldt (1978), (1978), (1981), encontram-se sugestões 

para medidas e estimativas de erro a-posteriori para elementos bilineares, as quais têm sido 

consideradas suficientemente capazes para indicar com certa segurança os resultados de uma 

solução. Com base neste trabalho, outros estimadores de erro, usados em esquemas 

adaptativos, têm sido testados em malhas de elementos finitos para gerar resultados mais 

confiáveis Kelly (1983), Gago (1983), Eriksson (1986), Zienkiewincz e Zhu (1987). Ao 

empregar um método numérico tal como o método dos elementos finitos na resolução de um 

problema físico, três tipos de erros podem ocorrer, Ribeiro (1986): 

Io) O primeiro e o mais importante é o erro devido à discretização, que se traduz no não 

cumprimento das equações diferenciais que regem o problema; 

2 o) O segundo correspondente aos erros de truncamento, ocorridos durante o cálculo 

computacional, os quais podem ser minimizados, utilizando-se computadores de alta precisão; 

3 o) O terceiro tipo de erro é causado pelas simplificações envolvidas na construção do 

modelo matemático representativo do problema. 

Trata-se, neste capítulo, do primeiro tipo de erro, ou seja, do erro proveniente da discretização 

do modelo matemático. Este é o erro que se tenta minimizar através de refinamentos 

adaptativos. Para um estudo mais detalhado da questão, recomenda-se a leitura dos trabalhos 

de Zienkiewicz (1983), Babuska (1981), Kelly (1984), Szabo e Sahrmann (1988). 

7.2 Estimadores de erro a-posteriori 

Estimadores de erro a-posteriori são aqueles obtidos com base em informações da 

própria solução cujo erro deseja-se estimar. 
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A obtenção de estimativas de erro a-posteriori tem-se mostrado um importante tópico 

na análise por elementos finitos e muitas pesquisas têm sido voltadas para está área. 

Utilizando a formulação paramétrica hierárquica do método dos elementos finitos é 

possivel obter estimadores de erro a-posteriori Friberg (1987), os quais podem ser aplicados 

em processos de refinamento na solução de problemas de autovalor generalizado. 

Então serão deduzido um indicador de erro como sendo um estimador de erro local 

a-posteriori na análise de vibrações livres, que pode ser usado em elementos de forma 

arbitrária e aplicado a qualquer espécie de problema linear Friberg (1986). 

A seguir, serão utilizada uma expressão para um indicador de erro, o qual poderá ser 

usado como um estimador de erro a-posteriori, dentro do conceito hierárquico do método dos 

elementos finitos. 

Um indicador de erro, sugerido por Friberg (1986), é obtido a partir da equação 

abaixo, 

L = 
li; 

m, 
(7.1) 

na qual A,, é i-ésimo autovalor, ki é o coeficiente de rigidez modal e mj é o coeficiente de 

massa modal. 

Os coeficientes de rigidez modal e de massa modal são definidos, respectivamente, por 

m,=k }7 [m ] k} 

(7.2) 

(7.3) 

na qual [/f] e [m] são as matrizes de rigidez e de massa globais, respectivamente. O vetor 

coluna {(j),} é o z-ésimo modo próprio de vibração do sistema a ser refinado. Nesse ponto, 

portanto, é assumido que os autovalores e os correspondentes autovetores (/I;0i),{^}(/|)) do 

intervalo de freqüência de interesse, já tenham sido encontrados em uma primeira solução 

para uma certa discretização. A notação (n) indica o número de graus de liberdades para esta 

primeira aproximação. Assim, 
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^Un) - 
WM. k l (7.4) 

mnn) k}„r[^l,„k}„ 

Procedendo-se um refinamento hierárquico com a introdução de p graus de liberdade, 

tem-se, analogamente, 

À. j ("+p) 
kj (,,+p) _ Vi 1,,+p kL+p.H+p Vj }„+/, 

mj ("+p) kj ],l+p [^L+p.H+P Vji ]n+p 

j=\,2,...,n+p (7.5) 

na qual ko.,) corresponde ao y-ésimo autovalor, com modo próprio , obtidos com o 

refinamento hierárquico. 

As matrizes globais de rigidez e massa apresentam as seguintes formas, 

W 1 + pjl + p 

bdi+p.H+p 

^L. I^L" 

,[^l. [K],.r_ 

"kl. [M\.r 

W\.. 

(7.6) 

(7.7) 

O vetores ji//,} e À.j{npp) podem ser separados, 

KU=k)> 
A jin+p) 

^/(n) 0 

0 I 7(p), 
(7.8) 

A estimativa do erro relativo ej para o /-ésimo autovalor para um possível refinamento 

é dado por. 

e, = 
^■i («) (p) 

(") 
/= 1,2,..., (7.9) 

interpretando um autovalor A, como sendo uma função de duas variáveis independentes A:, e 

mj, a expansão da série de Taylor da Equação (7.1) é dada por 
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+ Ak, ' mi + Am/) = ^Xki' m,) + ^ki^r^i(ki ,mi) + Ami-^-Ái(
k

i , W,.) +... (7.10) 
õk, cm, 

Fazendo 

A/l,- = A,.(^ + A/:, , mj + Am,)-/L,(A-, , w,) (7.11) 

e tendo-se que 

,mi) = -L 

m, 
(7.12) 

a Equação (7.12) toma-se, 

A/l sA*L_4A»L 

mi mf 
(7.13) 

Pelo uso da Equação (7.1), uma aproximação para a relativa troca de um autovalor 

pode ser escrita como, 

A A. Ak, - A,. Am, / -w / , I 
A, 

(7.14) 

Usando as Equações (7.9) e (7.14), uma aproximação para o erro relativo a um 

autovalor em um refinamento hierárquico é 

e, = 
A/c, - A, („)Am) 

v <«) 
(7.15) 

fazendo 

A/c. -/c,(n+p) (7.16) 
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AW/ = mi (,,) -mHn+P) (7.17) 

Assumindo-se que as matrizes [ã'] 

Equações (7.4) à (7.8), tem-se que 

in+P.„+P e [M]n+P,n+P São simétricas, e usando as 

Aki = {</>! Yn [K1. . « k }„ - V, Y+P [K l+P . n+P V, }„+p 

= k}:M«,flk}n-kíM..nk}n 

-2kKW,.flk}fl-kKkLkl 

(7.18) 

e por outro lado, 

Ami = {</>, ]T
n [M l „ {0, }n - V,. }T

n+p [M ]n+p n+p V,} 

= k Y [M i.k}«- k, YP [
M Y.«k }„ 

-2 k YP [M ]P.«k }„ - k,- K k k,} 

n+p 

(7.19) 

Para encontrar um indicador de erro que possa ser usado como estimador de erro 

a-posteriori, algumas hipóteses devem ser consideradas. Por exemplo, assume-se que 

kl =k}„ (7.20) 

com esta aproximação, os dois primeiros termos do lado direito de ambas as 

Equações (7.18) e (7.19) se cancelam. Daí 

Aki = -2 k YP k]P.«k }„ - k, YP kl.p k, (7.21) 

Am, - -2 k, W]p . „ k L - k, }p k L k, (7.22) 

Além disso, é preciso fazer uma estimativa do vetor k v Em um refinamento 

hierárquico, o problema de autovalor generalizado toma-se 
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M, [^1- 

[^L [^1,. 

Mn) 

O ^JÍP) 

\M\.. [M].. 

[wL 1^1 

'kl» 

.v.i 
= {o) (7.23) 

usando a aproximação da Equação (7.20) e considerando-se a hipótese que 

(p) — A(n) (7.24) 

a segunda Equação (7.23), resulta na seguinte aproximação de {(//},. (p), 

(7.25) 

desde que [AT] - A, (n) [m]^^ não resulte em uma matriz singular. 

Um indicador de erro que fornece uma estimativa de uma possível variação em um 

autovalor pode, agora, ser obtido usando as Equações (7.15), (7.20), (7.21) e (7.25), pela 

introdução de um simples grau de liberdade hierárquico {p= \). Após simplificações, tem-se; 

V] 
(n+l) 

' («) ^n+l,n+l (nj^n+l.n+l 
(7.26) 

Estimadores como este são chamados de indicadores de erro e podem ser avaliados 

para cada possível novo grau de liberdade hierárquico introduzidos nos elementos. Em 

processos de refinamentos adaptativos, os indicadores de erro localizam os pontos da malha 

onde as correlações são mais desejáveis. 

Na expressão do indicador de erro, Equação (7.26), tem-se que [Ar])rll „ e 

devem conter os n primeiros elementos da linha (« + 1) das matrizes de rigidez e de massa 

globais e A^, ,)+1 e Mn+1 n+1 deve ser os correspondentes elementos de índice (n+ 1,«+ 1) da 

diagonal dessas matrizes. O valor negativo do indicador de erro é de menor interesse, Friberg 

(1986) recomenda que não há necessidade de se fazer um refinamento hierárquico quando o 

indicador de erro toma-se negativo. 

Como critério de parada do processo de refinamento hierárquico, é também 

interessante estimar a precisão global dos autovalores para uma certa solução. Essa estimativa 

global é definida por um estimador de erros, o qual é computado durante o cálculo dos 
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indicadores de erro sendo que geralmente essa estimativa é obtida em função dos valores 

positivos desses indicadores. Friberg (1987), propõem um estimador de erro o qual é 

econômico computacionalmente e fácil de ser implementado em um programa adaptativo, 

dado por 

£g = 2^ (nr) positivos) (7.27) 

na qual sg é uma estimativa de erro global e positivos) é o somatório dos 

indicadores positivos de erro, calculados para todos os elementos como sendo a estimativa de 

erro global. 

7.3 Processos p-adaptatívos hierárquicos 

O processo de refinamento adaptativo segundo a versão p do método de elementos 

finitos, consiste, basicamente, na introdução de novos graus de liberdade através da utilização 

de funções de interpelação hierárquicas. Este processo também é conhecido como processo de 

refinamento p-adaptativo hierárquico, e seu procedimento, conforme foi utilizado neste 

trabalho, é descrito a seguir. 

10) Uma vez obtida a primeira solução para o problema analisado, são introduzidos, nos 

elementos, novos graus de liberdade hierárquicos, através do aumento do número e 

conseqüentemente do grau das funções de interpelação hierárquicas das variáveis físicas. 

2o) A partir daí, faz-se uma estimativa de erros através do cálculo dos indicadores ^■"+1) 

do erro para cada grau de liberdade hierárquico possível de introdução. 

3 o) Determina-se então o estimador do erro eg, como uma estimativa global de erro para 

os p novos graus de liberdade hierárquicos. 

4o) Se o erro total estimado for menor ou igual à tolerância £tol fornecida como dado de 

entrada, a solução é considerada satisfatória e conseqüentemente não se realiza novo 

refinamento. 

5o) Se esta estimativa de erro se encontrar fora da tolerância £tol fornecida como dado de 

entrada, processa-se então o refinamento seletivo hierárquico da solução. Neste caso, deve-se 
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comparar todos os valores de 7,("+l) calculados anteriormente com o máximo valor positivo de 

/;,("+l) dos indicadores. 

Considerou-se, como no trabalho de Friberg (1987), que os indicadores devem 

ser comparados com uma fração y, também pré-especificada, do máximo valor dos 

indicadores, e são refinados todos os pontos da malha, isto é, são considerados todos os p 

possíveis graus de liberdade hierárquicos para os quais tj]"^ > y max(r7,!"+1)). 

A constante y controla, desta forma, o número de graus de liberdade hierárquicos 

introduzidos a cada solução. Para y = 0 ocorre o refinamento completo, isto é, considera-se 

todos os graus de liberdade hierárquicos dos elementos para a malha completa. Com isto, 

consequentemente, o procedimento perderá a característica auto adaptativa da solução. A taxa 

de convergência para este caso é ótima, porém o esforço computacional para a solução usando 

um grande número de graus de liberdade pode tomar-se excessivo. Para ^=1 é refinado 

apenas o elemento que possui o maior indicador de erro. 

O valor ideal para y é dependente do problema estudado Willmersdorf (1988), no 

entanto, seu valor não é crítico no sentido de que poderia influenciar sensivelmente na 

precisão da solução do problema. Atualmente, mesmo adotando o valor de y situado dentro 

de uma larga faixa, tem-se obtido boas taxas de convergência Friberg (1987). 

7.4 Erro calculado 

O indicador dado pela Equação (7.9), ou mais precisamente por 

£?, = 
2 —2 (n+p) /l7 (//+P+1) 

X 
(7.28) 

7 («+p) 

sendo n o número de graus de liberdade na análise isoparamétrica da malha original e o 

número total de graus de liberdade hierárquicos introduzidos na malha até o refinamento 

seletivo da última reanálise. A estimativa de erro obtida pela Equação (7.28) será definida 

como erro calculado e aquela obtida pela Equação (7.26) como erro estimado. Para qualquer 

caso, a estimativa de erro é determinada em função da nova equação que se obtém pela 

introdução de apenas um grau de liberdade hierárquico. No entanto, na determinação da 

estimativa do erro nota-se, considerando um caso e outro, uma grande diferença em termos de 
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esforço computacional. A explicação disto está no fato que para obter o erro calculado é 

necessário resolver inteiramente o novo sistema de equações de ordem n + p + 1. Por outro 

lado, isto não ocorre quando se determina o erro estimado, pois neste caso, as operações são 

realizadas em função apenas dos coeficientes das variáveis da nova equação. Em decorrência 

desta vantagem, adotou-se neste trabalho o emprego do erro estimado como indicador de erro 

no processo de refinamento p-adaptativo hierárquico. 

7.5 Análise hierárquica 

A partir desse estágio inicia-se o processo de refinamento adaptativo hierárquico 

versão p do método de elementos fínitos. Para determinar a posição dos possíveis novos graus 

de liberdade hierárquicos, a análise de erros deve ser feita pela introdução, em cada elemento, 

das funções de interpelação hierárquicas de segundo grau, como mostra a Figura 7.1. 

( ex) 

N, h2 

2 

m 

A' Ai 

Figura 7.1 Elementos e\ e e2 com função hierárquica de 2° grau 

Pela introdução das funções de interpelação polinomiais hierárquicas em cada 

elemento obtém-se uma aproximação das variáveis físicas do elemento, na seguinte forma; 

(7.29) 

na qual Ni (i = \, 2, . . . , n) são funções de interpelação para os n nós do elemento na 

formulação isoparamétrica e é a função de interpelação hierárquica para o elemento 

considerado. A Equação (7.29) pode ser reescrita da seguinte forma: 
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(7.30) 

Nota-se, através da Equação (7.30), que devido a presença de uma função de 

interpelação hierárquica na aproximação da variável física, serão introduzidos nos elementos 

três graus de liberdade hierárquicos para cada função de interpelação hierárquica introduzida. 

Considerando a aproximação dada pela Equação (7.30), ou seja, introduzindo apenas 

um grau de liberdade hierárquico no elemento e\, tem-se o esquema da Figura 7.2. 

( 

h2 

Figura 7.2 Elemento e\ com um grau de liberdade hierárquico de 2o grau 

Com a introdução desse novo grau de liberdade hierárquico as matrizes de rigidez e de 

massa globais passarão a ter ordem 

u. 

K = 

hl 

M9 

k k 91 "-99 

[^10,1 "■ ^10.9 ] 

hl 

1.10 

^.lO 

[^10,10 ] 

(7.31) 

na qual a submatriz de dimensão 9x9 é a matriz global correspondente à análise 

isoparamétrica. Seus elementos não são alterados com a introdução da nova função de 

interpelação hierárquica. Nota-se que a ordem da matriz foi aumentada de 9 x 9 para 10x10, 

devido à presença de um grau de liberdade hierárquicos de segundo grau introduzido no 

elemento e\. 

Considerando a aproximação dada pela Equação (7.30), ou seja, introduzindo mais um 

grau de liberdade hierárquico w/,2 no elemento e\ tem-se o esquema da Figura 7.3. 
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( ^ 

Figura 7.3 Elemento e\ com dois graus de liberdades hierárquicos de 2o grau 

Com a introdução desse novo grau de liberdade hierárquico as matrizes de rigidez e de 

massa globais passarão a ter ordem 11x11. 

K = 

Uli2 W"2 

k\\ ^•19 
1 
! 
! 
1 

' h 
"•1,10 k\,\\ 

kg] ■ k 99 

1 
1 
1 
1 
! 
i 
1 

k _ "9,10 
Js- 

9,11 _ 
(7.32) 

Uli2 rk "-10.1 

i 1 
^
 i

 
õ 

1 
'no 

! 11 

Is 
"10.10 k 

W,.2 ^11,1 • k 11,9 
! 
1 
1 

k "ll.io k ^11.11 

Lembrando que a matriz de dimensão 10 x 10 já foi definida anteriormente. 

Considerando a aproximação dada pela Equação (7.30), ou seja, introduzindo apenas 

um grau de liberdade hierárquico dh2 no elemento e\, tem-se a Figura 7.4. 

i 

(^i) 

n'x ^ 2 

♦ 

h2 

Figura 7.4 Elemento e\ com três graus de liberdades hierárquicos de 2o grau 

Então as matrizes de rigidez e massa globais passarão a ter a ordem 12x12 
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K = 

Uli2 W/,2 @1,2 

k\\ k\9 
i 
1 
1 
1 | 

k\.w ^1.11 
Jr 

1,12 

k9\ • Jc 99 

1 
I 
1 
! 

k 
9.10 k 9.11 ^9,12 

M/I2 k\o,\ • k 10,9 
1 
1 1 

Ir 
^10,10 

Ir 
'MO,!! 

Jr 10.12 
W/,2 k\\,\ • Jc 11,9 

! 
1 
1 ^•11.10 ku.u k\\,\2 

^/i2 k\2.\ . k 12,9 _ 
1 
! 
! 

k 12,10 k "-12,11 k "-12.12 _ 

(7.33) 

Lembrando que a matriz de dimensão 11x11 já foi definida anteriormente. O processo 

se repete para o elemento ei, conforme Figura 7.5. 

w.. 
2 

( *2) 

0/.2 
i 

u h2 
—> 

/|2 

Figura 7.5 Elemento 62 com três graus de liberdades hierárquicos de 2o grau 

Então devido a introdução desses três graus de liberdade hierárquico no elemento e2 as 

matrizes global passará a ter a dimensão 15x15, lembrando que a submatriz de dimensão 

9 x 9 é a matriz do elemento correspondente à análise isoparamétrica. 

7.5.1 Análise de erro 

Na análise de erros, o indicador de erro u-posteriori é determinado em função da 

introdução de apenas um grau de liberdade hierárquico Equação (7.26). Neste caso, as linhas 

acrescentadas às submatrizes isoparamétrica devem ser utilizadas separadamente, ou seja, 

consideram-se apenas os elementos da linha das matrizes ampliadas, correspondentes a cada 

grau de liberdade hierárquico introduzido. 

Então na análise de erros, calcula-se o indicador de erro devido à introdução do 

primeiro grau de liberdade hierárquico Mh2, no elemento e\. Para o caso considerado, o 

indicador é calculado em função dos nove primeiros elementos da linha u\a das matrizes de 

rigidez e de massa globais e em função do elemento da diagonal de índice â:io,io- 
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K = 

lli2 

matriz global u 

M9 

^9] * * * ^99 

[^10,1 ■" ^10,9 ] 

A 2 

H.IO 

l9,10 

fccuol 

(7.34) 

Em seguida, determina-se o indicador de erro, quando é introduzido um grau de 

liberdade hierárquico Wh2, no elemento e\. Para isso, tomam-se os nove primeiros elementos 

da linha w\a das matrizes globais e o elemento /:ii,ii da diagonal dessas matrizes. 

matriz global u Ii2 W, Ii2 

k\\ &19 
1 
1 
1 
1 

k ^1.10 ^1.11 

K = 

. . 
o 

l •• k 99 

1 
i 
1 
! 
! 

Jr 
_ 9,10 k "9,11 _ 

Uli2 k "•10.1 ■■ k "10.9 
! 
! 
! ^10,10 

Wl,2 ^n.i k\ 1,9 _ 
1 
! 
| 

b "ll.ll _ 

(7.35) 

Analogamente, o outro indicador de erro, correspondente à introdução de um grau de 

liberdade hierárquico @h2 no elemento, é calculado em termos dos nove primeiros elementos 

da linha 6hl das matrizes de rigidez e de massa globais e do elemento de endereço ^12,12 

dessas matrizes. 

K = 

matriz global Uli2 Wl,2 @II2 

' ku • 

1 
ON 

! 
i 
i 
! 1 

Ir 
^1,10 k\M Jr 

1,12 

A^i . Ir 99 

! 
! 
i 
1 

Ir 
9,10 k "9,11 Ir 

9,12 

Uhl r k "10,1 .. k 10,9 
! 
! j 

'ir 
^10,10 

Wh2 ^11,1 .. k 11,9 
1 
! k "ll.ll 

0h2 k\2,\ * * h 12.9 _ 
1 
1 
1 

Ir 
12,12 _ 

(7.36) 

Vale relembrar que estes três indicadores de erro são calculados devido à introdução 

de apenas uma função de interpelação hierárquica em um elemento e seus valores dependem 

do grau m do polinômio dessa função. 
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Para dar continuidade à análise hierárquica, considera-se, dessa vez, uma função de 

interpelação hierárquica cujo polinômio é ainda de segundo grau mas agora, introduzida em 

um outro elemento como mostra a Figura 7.6. 

i 

m 

e\) 

2 

N. h2 /V, h2 

Figura 7.6 Elemento €2 com função hierárquica de 2o grau 

Conforme explicação anterior, mais três indicadores de erro são determinados em 

função dos três novos graus de liberdade hierárquicos. 

Este procedimento continua para outros elementos, até atingir o último elemento da 

malha original discretizada. 

Uma vez calculados todos os indicadores de erro em função da introdução dos novos 

possíveis graus de liberdade hierárquicos, para a função de interpolação hierárquica de 

segundo grau, um erro global da solução atual deve neste momento, ser estimado. 

No processo de refinamento adaptativo há a necessidade de se definir uma estimativa 

de erro global s, que deverá ser usado como critério principal de parada. Neste trabalho, 

utilizou-se o somatório dos indicadores positivos de erro, calculados para todos os elementos 

como sendo a estimativa de erro global, isto é, 

£g = Positivos) (7.37) 

se esta estimativa for menor ou igual à tolerância £lol pré estipulada pelo usuário, a solução 

atual é considerada satisfatória, caso contrário, realiza-se o refinamento seletivo hierárquico. 

Neste caso, para determinar quais elementos são carentes de refinamento, é necessário 

comparar todos os indicadores ^,("+l) com uma fração y do máximo valor positivo dos 

indicadores de erro. Portanto, serão considerados, no processo de refinamento, todos os graus 

de liberdade hierárquicos para os quais; 

?7,("+1) > yrii"+]) max 0</<l (7.38) 
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na qual 

ri]"+X) é o indicador de erro associado a um grau de liberdade hierárquico. 

7/-"+l) max é o maior indicador positivo de erro relacionado à solução atual. 

y é uma constante fornecida pelo usuário 

portanto, com este procedimento adotado, podem-se identificar os elementos, e os 

correspondente graus de liberdades hierárquicos de segundo grau que devam ser consideradas 

no processo de refinamento hierárquico. 

Neste estágio termina a primeira reanálise do processo de refinamento hierárquico. 

Outras reanálises hierárquicas podem ser possíveis, quando se adota este tipo de refinamento. 

Neste caso, para cada nova reanálise repete-se o processo da análise de erros descrito 

anteriormente. Para isto determinam-se os novos indicadores de erro em função da introdução 

de outras funções de interpelação hierárquicas nos elementos da malha considerada. No 

entanto, o grau do polinômio destas funções deve ser aumentado agora, em alguns elementos, 

de segundo grau para terceiro grau. 

Ao final de cada reanálise, deve-se armazenar o grau da função de interpelação 

hierárquica que realmente foi introduzida em cada elementos da malha original. Como 

exemplo, a Figura 7.7 mostra os graus de liberdades hierárquicos introduzidos em cada 

elemento após a primeira reanálise. 

w h2 
G* a ^ 

(ei 

WH2 

t 
0/,2 
A 

—> 
h2 h2 h2 

Figura 7.7 Elementos com graus de liberdades hierárquicos de 2o grau após a primeira 

reanálise 

Nota-se que na primeira reanálise foram identificados no elemento e, os graus de 

liberdades hierárquicos Wh2, Vh2 e 0h2 e no ej os graus de liberdades hierárquicos Wh2 e v/,? e no 

ek os graus de liberdades hierárquicos vi,2 e 6ll2 como sendo os mais carentes de refinamentos, 

para os quais foram introduzidas funções de interpelação hierárquicas de segundo grau. Para o 
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cálculo dos indicadores de erro na segunda reanálise, deve-se introduzir uma nova função de 

interpolação hierárquica na aproximação das variáveis físicas do elemento, com isso 

aumentará a ordem do polinômio das funções hierárquicas de segundo para terceiro grau. Para 

o exemplo acima, de acordo com a Figura 7.7, deve-se inserir os graus de liberdades 

hierárquicos de terceiro grau nos elementos carentes de refinamento como mostra a 

Figura 7.8 

whi w hi 

1 

ew 
A 

Aí hi hS 

Figura 7.8 Elementos com graus de liberdades hierárquicos de 3 o grau 

Logo, o processo de refinamento hierárquico só se completa, para uma dada precisão 

global, quando for obedecido o critério principal de parada adotado, a menos que o grau das 

funções de interpolação hierárquicas, introduzidas nos elementos, tenha atingido o limite 

máximo estipulado. Como mencionado no capitulo 3, são consideradas, neste trabalho, 

funções de interpolação hierárquicas cujo o grau dos polinômios pode variar de m = 2 a m = 4. 

7.6 O problema de autovalor generalizado 

Uma vez obtidas as matrizes globais de massa e rigidez após as reanálises, estuda-se 

em seguida, a solução do problema dinâmico de autovalor generalizado, que apresenta a 

seguinte forma, 

(M-'t WW=(o! (7.39) 

sendo [AT] e [M] as matrizes de rigidez e massa do sistema com os devidos graus de liberdades 

hierárquicos após as reanálises, [(f)] é o vetor dos deslocamentos nodais e A é o quadrado da 

freqüência angular. Através da Equação (7.39), obtém-se os autovalores e seus 

correspondentes autovetores do sistema. 
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8. RESULTADOS NUMÉRICOS 

8.1 Introdução 

A seguir são apresentados alguns resultados numéricos. Os problemas examinados têm 

por finalidade determinar as menores freqüências naturais das vigas, considerando a análise 

dinâmica (problema de autovalor generalizado). A confiabilidade e a eficiência do elemento 

fínito hierárquico considerando o processo adaptativo descrito no capítulo anterior, os 

resultados obtidos nas análises isoparamétrica e hierárquica de 2o grau (m = 2), 3o grau (m = 

3) e 4o grau (m = 4) sem a utilização do indicador e do estimador global de erros, serão 

apresentados em cada problema. Os resultados descritos nas tabelas a seguir foram 

normalizados dividindo-se as freqüências naturais calculadas pelas freqüências naturais 

"exatas" obtidas na literatura. Segue abaixo a equação representando a normalização das 

freqüências. 

F„ = 
K 

(8.1) 

sendo Fc as freqüências naturais calculadas, Fe as freqüências naturais exatas e Fn as 

freqüências normalizadas. 

8.2 Viga de seção retangular engastada em uma extremidade 

Será apresentado um exemplo clássico, na elasticidade plana, para estudar o problema 

dinâmico de autovalor generalizado, que consiste em uma viga engastada em uma 

extremidade, como mostra a Figura 8.1. A discretização básica para a primeira solução 

consiste de elementos cujas funções de interpelação são dadas pelas Equações (2.11) e (2.12). 

Para soluções subseqüentes, serão introduzidas funções hierárquicas de ordem crescente nos 

elementos definidos pelas Equações (2.42), (2.43) e (2.44). 

A seguir estão apresentados os dados do problema, as menores freqüências naturais 

"exatas" obtidas na literatura e a tolerância e,ol. 
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Propriedades da viga Nomenclatura Valores 
Comprimento L 20 m 

Largura fí 0.1 m 

Altura H 4 m 

Modulo de elasticidade E 0.000001 N/m2 

Poisson V 0.3 

Densidade em massa P \Kg! m2 

Momento de inércia I BH2 /12 
Módido de elasticidade transversal G E / 2(1 + v) 

Coeficiente de distorção a 5/6 

Tabela 8.1 Propriedades da viga 

As menores freqüências naturais obtidas na literatura Timoshenko (1974) são: 1.567, 

8.437, 12.50, 20.08, 33.34, 37,50, 47.41, 61.53, 62.50 e 75,07 Hz, e a tolerância fornecida 

como dado de entrada stol = IO'2. 

4 v 

B 

As Tabelas 8.2 a 8.11 e as Figuras 8.2 a 8.11 apresentam a constante y que varia de 

0.5 a 0.9, e tem por finalidade controlar o número de graus de liberdade hierárquicos 

introduzidos a cada solução. Têm-se também os números de elementos envolvidos na análise 

numérica, os graus de liberdades livres (NGL) e as freqüências normalizadas obtidas nas 

análises isoparamétricas (iso) e hierárquicas de 2o grau (m = 2), 3o grau (m = 3) e 4o grau 

{m = 4) com a utilização do estimador de erro a-posteriori. 

E,v, p 

H 

Figura 8.1 Viga de seção retangular engastada em uma extremidade. 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn Sest % NGL h Sest % NGL fn Eest % NGL fn Eest % NGL 

iso 1.2194 0 12 1.1034 0 18 1.0594 0 24 1.0384 0 30 

h2 1.0113 17.07 24 1.0049 8.93 36 1.0026 5.36 48 1.0016 3.54 60 

hs 1.0113 17.07 36 1.0049 8.93 54 1.0026 5.36 72 1.0016 3.54 90 

h4 1.0113 17.07 48 1.0049 8,93 72 1.0026 5.36 96 1.0016 3,54 120 

II 
"5: 1.0113 17.07 30 1.0049 8.93 53 1.0026 5.36 64 1.0016 3.54 90 

hy= 0.6 1.0113 17.07 30 1.0049 8.93 53 1.0026 5.36 72 1.0016 3.54 89 

hy= 0. 7 1.0113 17.07 30 1.0049 8.93 48 1.0026 5.36 71 1.0016 3.54 87 

hy= 0.8 1,0113 17.07 25 1.0049 8.93 47 1.0026 5,36 65 1.0016 3.54 84 

II 1.0529 13.65 23 1.0049 8.93 39 1.0026 5,36 65 1.0016 3.54 79 

Tabela 8.2 Primeira freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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h2 
h3 
M 
hY = 0.5 
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Figura 8.2 Primeira freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn £est % NGL fn Sest % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL 

iso 1.2938 0 12 1.1352 0 18 1.0770 0 24 1.0496 0 30 

hi 1.0674 17.50 24 1.0286 9.39 36 1.0159 5.67 48 1.0101 3.76 60 

hs 1.0671 17.52 36 1.0286 9.39 54 1.0159 5.67 72 1.0101 3,76 90 

h4 1.0671 17,52 48 1.0286 9.39 72 1.0159 5.67 96 1.0101 3.76 120 

II ís 1.0674 17.50 30 1.0286 9.39 53 1.0159 5.67 64 1.0101 3.76 90 

hy= 0.6 1.0674 17.50 30 1.0286 9.39 53 1.0159 5.67 72 1.0101 3.76 89 

hy= 0.7 1.0674 17.50 30 1.0286 9.39 48 1,0159 5.67 71 1.0101 3.76 87 

hy= 0.8 1.0687 17.40 25 1.0286 9.39 47 1.0159 5.67 65 1.0101 3.76 84 

hy= 0.9 1.1441 11.57 23 1.0286 9.39 39 1.0159 5.67 65 1.0101 3.76 79 

Tabela 8.3 Segunda freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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Figura 8.3 Segunda freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn £est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL 

iso 1.0064 0 12 1.0029 0 18 1.0016 0 24 1.0010 0 30 

hj 0.9979 0,84 24 0.9991 0.38 36 0.9995 0,21 48 0.9997 0.13 60 

hs 0.9979 0.84 36 0.9991 0.38 54 0.9995 0.21 72 0,9997 0.13 90 

h4 0.9979 0.84 48 0.9991 0.38 72 0.9995 0.21 96 0.9997 0.13 120 

^r= 0.5 0.9979 0.84 30 0,9991 0.38 53 0.9995 0.21 64 0.9997 0.13 90 

hr= 0.6 0.9979 0.84 30 0.9991 0.38 53 0.9995 0.21 72 0.9997 0.13 89 

hy= 0.7 0,9979 0.84 30 0,9991 0.38 48 0.9995 0.21 71 0.9997 0.13 87 

hY= 0.8 0.9980 0.83 25 0.9991 0.38 47 0.9995 0.21 65 0.9997 0.13 84 

hy= 0.9 0.9980 0.83 23 1,0001 0.28 39 0.9995 0.21 65 0.9999 0,11 79 

Tabela 8.4 Terceira freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn £est % NGL fn £est % NGL fn Eest % NGL fn Sest % NGL 
iso 1.4203 0 12 1.1952 0 18 1.1105 0 24 1.0708 0 30 

hj 1.1269 20.66 24 1.0519 11.99 36 1.0285 7.38 48 1.0181 4.92 60 

hs 1.1230 20.93 36 1.0512 12.05 54 1.0283 7.40 72 1.0180 4.93 90 

h4 1.1230 20.93 48 1.0512 12.05 72 1.0283 7.40 96 1.0180 4.93 120 

hy= 0.5 1,1269 20.66 30 1.0519 11.99 53 1.0285 7.38 64 1,0181 4.92 90 

hy= 0.6 1.1269 20.66 30 1.0519 11.99 53 1.0285 7.38 72 1.0181 4.92 89 

hy= 0.7 1.1269 20.66 30 1.0519 11.99 48 1,0285 7.38 71 1.0181 4.92 87 

ao ^3 II 1.1408 19.68 25 1.0519 11.99 47 1.0285 7.38 65 1.0181 4.92 84 

II 1.2419 12.56 23 1,0520 11,98 39 1.0285 7.38 65 1.0181 4.92 79 

Tabela 8.5 Quarta freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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4 elementos 6 elementos H elementos 10 elementos 

fn ^est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL L £est 0/o NGL 

iso 1,1904 0 12 1.1539 0 18 1.1411 0 24 1.1013 0 30 

hi 1.1061 7.08 24 1.0737 6.95 36 1.0403 8.83 48 1.0255 6.88 60 

hs 1.1049 7.18 36 1.0704 7.24 54 1.0393 8.92 72 1,0251 6.92 90 

h4 1.1049 7.18 48 1.0703 7.24 72 1.0393 8.92 96 1.0251 6.92 120 

hy= 0.5 1.1049 7.18 30 1.0736 6.96 53 1.0403 8.83 64 1.0255 6.88 90 

hy= 0.6 1.1049 7.18 30 1.0737 6.95 53 1.0403 8.83 72 1,0255 6.88 89 

hy= 0.7 1.1049 7.18 30 1,0736 6.96 48 1.0403 8.83 71 1.0255 6,88 87 

II OQ 1.1155 6.29 25 1.0736 6,96 47 1,0403 8.83 65 1.0255 6.88 84 

hY= 0.9 1.1155 6.29 23 1.0739 6.93 39 1.0403 8.83 65 1.0255 6.88 79 

Tabela 8.6 Quinta freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 

1.3 

1.25 

1.2 

CO "D CO 
^ 1.15 

CO 
e L_ 

CO 
o cz 

CD u. 
Ü_ 

1 

0.95 

0.9 
0 20 40 60 80 100 120 140 

número de graus de liberdade 

5° MODO 

—Í?— iso 
-4«— h2 

h3 
—B- h4 

hY = 0.5 

^  
\ 

. V 

- 

V ^ 

"—-E ] 

. 

Figura 8.6 Quinta freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn £est % NGL fn % NGL fn Sest%o NGL fn £est % NGL 

iso 1.3433 0 12 1.1355 0 18 1.0298 0 24 1.0093 0 30 

^2 1.0623 20.92 24 0.9920 12.64 36 0.9954 3.34 48 0.9970 1.22 60 

h 1.0462 22.12 36 0.9918 12.66 54 0.9953 3.35 72 0.9970 1.22 90 

h4 1.0454 22.18 48 0.9918 12.66 72 0,9953 3,35 96 0.9970 1.22 120 

hy= 0.5 1.0632 20.85 30 0.9918 12.66 53 0,9953 3.35 64 0,9970 1.22 90 

II 1.0632 20.85 30 0.9918 12.66 53 0.9953 3.35 72 0.9970 1.22 89 

hy= 0.7 1.0632 20,85 30 0.9933 12.52 48 0,9953 3.35 71 0,9970 1.22 87 

hy= 0.8 1.1023 17.94 25 0.9933 12.52 47 0.9957 3.31 65 0,9971 1.21 84 

hy= 0.9 1.1977 10.84 23 0.9949 12.38 39 0.9957 3,31 65 0,9974 1.18 79 

Tabela 8.7 Sexta freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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engastada em uma extremidade. 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn £est % NGL fr. £est % NGL fn Sest % NGL fn Eest % NGL 

iso 1.5206 0 12 1.3478 0 18 1.2122 0 24 1.1375 0 30 

fl2 1.0739 29.38 24 1.0911 19.05 36 1.0502 13.36 48 1.0318 9.29 60 

hs 1.0632 30.08 36 1.0817 19.74 54 1.0471 13.62 72 1.0305 9.41 90 

h4 1.0583 30.40 48 1.0813 19.77 72 1.0470 13.63 96 1.0305 9.41 120 

hy= 0.5 1,0742 29.36 30 1.0908 19.07 53 1.0501 13.37 64 1.0318 9,29 90 

hy= 0.6 1.0742 29.36 30 1.0909 19.06 53 1.0501 13.37 72 1.0318 9.29 89 

hy= 0. 7 1.0742 29.36 30 1.0912 19.04 48 1.0501 13.37 71 1,0319 9.28 87 

hy= 0.8 1.2555 17.43 25 1.0913 19.03 47 1,0502 13.36 65 1.0319 9.28 84 

hr= 0.9 1.3143 13.57 23 1.0915 19.02 39 1.0502 13.36 65 1.0319 9.28 79 

Tabela 8.8 Sétima freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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4 elementos 6 elementos 5 elementos 10 elementos 

fn £est % mi fn £est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL 
iso 1.3333 0 12 1.0888 0 18 1.0569 0 24 1.0420 0 30 

h? 0,9782 26.63 24 0.9956 8.56 36 1.0035 5.05 48 1.0076 3.30 60 

hs 0.9723 27.08 36 0.9940 8,71 54 1.0030 5.10 72 1.0074 3.32 90 

h4 0.9718 27.11 48 0.9940 8.71 72 1.0030 5.10 96 1,0074 3.32 120 

II ÍS 0.9720 27.10 30 0.9940 8.71 53 1.0030 5.10 64 1.0074 3.32 90 

hr= 0.6 0.9720 27.10 30 0.9940 8.71 53 1.0030 5.10 72 1.0074 3.32 89 

hy= 0. 7 0.9720 27.10 30 1.0027 7.91 48 1,0030 5.10 71 1.0074 3.32 87 

hy= 0.8 1.0127 24.05 25 1.0027 7.91 47 1.0055 4,86 65 1.0083 3.23 84 

Os o; n x 1.0641 20.19 23 1.0071 7.50 39 1.0055 4.86 65 1.0093 3.14 79 

Tabela 8.9 Oitava freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn £est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL 
iso 1.4787 0 12 1.2921 0 18 1.2192 0 24 1.1480 0 30 
h2 1.0577 28.47 24 1.0681 17.34 36 1.0376 14.90 48 1.0189 11.25 60 

hs 1.0426 29,49 36 1.0556 18,30 54 1.0312 15.42 72 1.0161 11.49 90 
h4 1.0415 29,57 48 1.0544 18,40 72 1.0310 15.44 96 1.0160 11.50 120 

hY= 0.5 1.0658 27.92 30 1,0676 17.37 53 1.0374 14.91 64 1.0188 11.25 90 

hy— 0.6 1.0658 27.92 30 1.0677 17.37 53 1.0374 14.91 72 1.0188 11.25 89 

hy= 0.7 1.0658 27.92 30 1.0700 17.19 48 1.0374 14,91 71 1.0193 11.21 87 

hy= 0.8 1.0665 27.88 25 1.0700 17.19 47 1.0377 14,89 65 1.0193 11.21 84 

hy= 0.9 1.1303 23.56 23 1.0735 16.92 39 1.0377 14.89 65 1.0194 11.20 79 

Tabela 8.10 Nona freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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Figura 8,10 Nona freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn Eest % NGL fn £est % NGL fn Eesí % NGL fn £est % NGL 
iso 1.3887 0 12 1.1425 0 18 1.1232 0 24 1.1071 0 30 

0,9861 28.99 24 0.9878 13.54 36 1.0209 9.11 48 1.0231 7.59 60 

h} 0.9415 32.20 36 0.9851 13.78 54 1,0173 9.43 72 1.0199 7.88 90 
h4 0.9370 32.53 48 0.9833 13.93 72 1.0170 9.46 96 1,0198 7.89 120 

II 0.9919 28,57 30 0,9872 13.59 53 1.0208 9.12 64 1.0230 7.60 90 

yiy= 0.6 0.9919 28.57 30 0.9873 13.58 53 1.0208 9.12 72 1.0230 7.60 89 

hy= 0.7 0.9919 28,57 30 0,9881 13.51 48 1.0208 9.12 71 1.0232 7.58 87 

hY= OS 1.0003 27.97 25 0.9882 13.51 47 1.0208 9.12 65 1.0232 7.58 84 

Os Oi II 1.0620 23.53 23 0.9973 12.71 39 1.0208 9.12 65 1.0232 7.58 79 

Tabela 8.11 Décima freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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Figura 8.11 Décima freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
engastada em uma extremidade. 
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8.2.1 Viga de seção retangular engastada em uma extremidade com y = 0.5 

As Figuras 8.12 a 8.15 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com ^ = 0.5 
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Figura 8.12 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as dez freqüências da 

viga com 4 elementos e y = 0.5 
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Figura 8.13 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise (c) para 

as dez freqüências da viga com 6 elementos e y = 0.5 

1 

@ @ © © ® ® © 

©| Wli2 (> Wh2 o n'/'-' n M'*' O wh2 o a •♦'/,? 
© ^A'1- Aa

U/'-' ❖JV"*-' ❖a"*' ❖A"''2 ^ 

© _> —> —> —> —> —> —> —> 
p IlhJ "1,2 "h: "h2 "h2 II h 2 "1,2 

(a) 

©©©©©© © (5 

I 

—> 
"h2 

M-aí »VA.' H'A.> H'A2 M 

—> —> —> —> —> —> 
"h2 "h2 "h2 "1,2 11 h 2 "1,2 "h2 

(b) 
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viga com 8 elementos e y = 0.5 
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Figura 8.15 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise para as 

dez freqüências da viga com 10 elementos e y = 0.5 

8.2.2 Viga de seção retangular engastada em uma extremidade com y = 0.6 

As Figuras 8.16 a 8.19 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com y = 0.6. 
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Figura 8.16 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as dez freqüências da 

viga com 4 elementos e y = 0.6 
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Figura 8.17 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise (c) para 

as dez reqüências da viga com 6 elementos e y = 0.6 
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Figura 8.18 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise (c) para 

as dez freqüências da viga com 8 elementos e y = 0.6 
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Figura 8.19 Primeira reanálise (a), segunda reanáüse (b) e terceira reanálise para as 

dez freqüências da viga com 10 elementos e y = 0.6 

8.2.3 Viga de seção retangular engastada em uma extremidade com y = 0.7 

As Figuras 8.20 a 8.23 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com y =0,7. 
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Figura 8.20 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as dez freqüências da 

viga com 4 elementos e y = 0.7 
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Figura 8.21 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise (c) para 

as dez freqüências da viga com 6 elementos e y = 0.7 
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Figura 8.22 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise (c) para 

as dez freqüências da viga com 8 elementos e y = 0.7 

@0@@©©@@@@) 

"[1,2 q H',, 
A A 

—> —> 
"h2 "h 

"'1,2 n "'1,2 a "'h2 a "'1,2 a "1,2 a wli2 a m'/i2 
«\ AAU/'' A a"''" AA''- AA'1- AA9''- AA/,: AA"- A A A 

—> —> —> —> —> —> 
"l,2 "1,2 "1,2 "h2 "h2 "h2 "h2 "1,2 

(a) 

cm i unesp 

awatI W 
.1 12 13 14 15 16 17 18 



145 

I 

I 

©@@@©@©@©@ 

•»Vf MVd n Wl<* 
/s /> 

I #0^# 

—> —> —> 
"/>f '//,.? M/ij 

—> 
Hh.i 

—> 
«A? 

=1= 

—> 
"/,( 

M'/it 

—> 
"At 

•«'/,( 

J= 

—> 
"Aí 

"'Aí 

—> 
"A? 

"'Aí 

=1= 

—> 
"aj 

(b) 

i 

@0@@@@©@ ©@ 

r 
—> 
"av 

"V/7 

=4= 

—> 
"A 7 

"V/7 

=4= 

—> 
"A7 

"V/7 

=4= 

—> 
"A7 

"V/7 

=4= 

<c) 

Figura 8.23 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise (c) para 

as dez freqüências da viga com 10 elementos e y = 0.7 

8.2,4 Viga de seção retangular engastada em uma extremidade com y = 0.8 

As Figuras 8.24 a 8.27 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com / =0.8. 
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Figura 8.24 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as dez freqüências da 

viga com 4 elementos e y = 0,8 
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Figura 8.25 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as dez freqüências da 

viga com 6 elementos e y = 0.8 
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Figura 8.26 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise (c) para 

as dez freqüências da viga com 8 elementos e y = 0.8 
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Figura 8.27 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanàlise (c) para 

as dez freqüências da viga com 10 elementos e y = 0.8 

8.2.5 Viga de seção retangular engastada em uma extremidade com y = 0.9 

As Figuras 8.28 a 8.31 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com / = 0.9. 
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Figura 8.28 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as dez freqüências da 

viga com 4 elementos e y = 0.9 
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Figura 8.29 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as dez freqüências da 

viga com 6 elementos e y = 0.9 

"'/,i 
A 

5) © © © © © © 

"'/li 0 "'/li 0 "'Ai A "Vli A "'/li A "'/li 0 "'/li A 
A . "Ai A O/,.. A."/!.' A . Ai A.fAi Aa

HAÍ A -"Ai 

—> —> —> —> —> —> —> 
"/li "Ai "/li "aí "aí "/li "aí 

© @ @ 

(a) 

© © 

"'Ai 

=â= 

—> 
«Ai 

"'/li 

=L 

—> 
"Ai 

"'Ai 

=£= 

3) © © 

"Ai 

> —> 
"Ai 

—> 
"Ai 

"'Ai 

=4= 

—> 
"Ai 

»'/,i 

(b) 

cm i 2 3 unesp 

awatI W 
.1 12 13 14 15 16 17 18 



150 

©® 

H'/iv 

J= 

H'hJ 

J= 

—> 
UhJ 

—> 
II hl 

—> 

(c) 

Figura 8.30 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise (c) para 

as dez freqüências da viga com 8 elementos e e y = 0.9 
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Figura 8.31 Primeira reanálise (a), segunda reanálise (b) e terceira reanálise (c) para 

as dez freqüências da viga com 10 elementos e y = 0.9 
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8.3 Viga de seção retangular biapoiada sem o estimador de erro 

Apresentam-se, a seguir, os resultados obtidos a partir do elemento finito hierárquico 

proposto na análise dinâmica de uma viga biapoiada como mostra a Figura (8.12), na qual foi 

feita uma comparação dos resultados obtidos nas análises isoparamétrica (iso) e hierárquica 

de 2o , 3o e 4o graus sem a utilização do estimador de erro, foi feita ainda a comparação dos 

resultados obtidos do elemento BEAM3 do software comercial ANSYS 5.4 e do elemento de 

viga de Euler Bernoulli, Todos os resultados obtidos com os elementos descritos acima foram 

normalizados pelos resultados obtidos na literatura. Lima Jr. (2000). 

p. v, L 

H 

Figura 8.32 Viga de seção retangular biapoiada. 

Será apresentado o comportamento dos resultados a medida que a viga se torna 

esbelta, isto é /? = r/L tendendo a zero, na qual r = jl/Area e L é o comprimento da viga. 

A tabela abaixo mostra as variações dos valores de /? = rjL que será aplicado neste exemplo a 

medida que a altura " H " da viga aumenta. 

^5
 

II >
 H/B H B L 

0.005 3,4640 0.3464 0.1 20 

0.01 6.9280 0,6928 0.1 20 

0,02 13.8560 1.3856 0.1 20 

0.05 34.6410 3.4641 0.1 20 

0.1 69.2820 6.9282 0.1 20 

0,2 138.5640 13.8564 0,1 20 

0.3 207.8460 20.7846 0.1 20 

04 277.1280 27.7128 0.1 20 

0.5 346.4100 34.6410 0.1 20 

Tabela 8.12 Variação de P. 
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As Tabelas 8.13 a 8.16 e as Figuras 8.13 a 8.16, apresentam os números de elementos e 

os graus de liberdades livres (NGL) envolvidos na análise do elemento finito proposto com 

seus refinamentos {iso, m = 2, m = 3eni = 4) sem indicador de erro e com a variação 

P = r/i 

p Bernoulli Ansys Isso h2 hS h4 

0.005 1.0010 1.0006 8.6658 1.0264 1.0264 1,0264 

0.01 1.0023 1.0008 4.4264 1.0261 1.0261 1.0261 

0.02 1.0083 1.0023 2.3929 1.0258 1.0258 1.0258 

0,05 1.0490 1.0121 1.3567 1.0243 1.0243 1.0243 

0.1 1.1770 1.0379 1,1307 1.0204 1,0204 1.0204 

0.2 1.5581 1.0886 1.0612 1.0136 1.0135 1.0135 

0.3 2.0137 1.1248 1.0448 1.0092 1.0091 1.0091 

0.4 2.5035 1.1500 1,0378 1.0065 1.0063 1.0063 

0.5 3.0127 1.1679 1.0340 1.0048 1.0046 1.0046 

Tabela 8.13 Primeira freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
biapoiada sem o estimador de erro. 
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Figura 8.33 Primeira freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
biapoiada sem o estimador de erro. 
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p Bernoulli Ansys Iso h2 h2 h4 

0.005 1.0060 1.0046 10,0067 1.1095 1.1095 1.1095 
0.01 1,0121 1.0066 5.1085 1.1084 1.1084 1,1084 
0.02 1.0357 1.0140 2.7536 1.1042 1.1040 1.1040 

0.05 1.1814 1.0530 1.5385 1.0842 1.0833 1.0832 
0.1 1.5638 1.1212 1.2538 1,0547 1.0528 1.0527 
0.2 2.5127 1.2066 1.1527 1.0268 1.0239 1.0238 

0.3 3.5471 1.2504 1.1274 1.0162 1.0129 1.0128 
0.4 4.6153 1.2747 1.1173 1.0113 1.0079 1.0078 
0.5 5.7001 1.2891 1.1123 1.0088 1.0053 1.0052 

Tabela 8.14 Segunda freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
biapoiada sem o estimador de erro. 
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Figura 8.34 Segunda freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
biapoiada sem o estimador de erro. 
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J3 Bernoulli Ansys Iso h2 hS h4 

0.005 1.0229 1,0202 7.2897 1.2439 1.2438 1.2438 
0,01 1.0366 1,0258 3.6936 1.2378 1.2373 1.2373 
0.02 1.0887 1.0458 1.9395 1.2172 1.2157 1.2155 
0.05 1.3778 1.1310 1.7412 1.1470 1.1410 1.1405 
0.1 2.0498 1.2428 1,3784 1.0818 1,0709 1.0702 
0.2 3.5978 1.3462 1.2494 1.0398 1.0257 1.0250 
0.3 5.2298 1.3860 1.2202 1.0279 1.0129 1.0122 
0.4 6,8908 1.4043 1 2093 J 1.0232 1.0078 1.0071 
0.5 8.5647 1.4139 1.2041 1,0208 1.0053 1.0046 

Tabela 8.15 Terceira freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 

biapoiada sem o estimador de erro. 
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Figura 8.35 Terceira freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
biapoiada sem o estimador de erro 

cm i unesp 

awatI W 
.1 12 13 14 15 16 17 18 



155 

p Bernoulli Ansys Iso h2 h3 h4 

0.005 1.1189 1.1167 145.64 1.1085 1.1085 1.1084 

0.01 1.1451 1.1361 38.079 1.1045 1.1044 1.1041 

0.02 1.1411 1.1411 11.158 1.0920 1.0918 1.0906 

0,05 1.7288 1.4611 3.5298 1.0573 1,0561 1.0527 

0.1 2.7779 1.7228 2.3723 1.0301 1.0289 1.0238 

0.2 5.1025 1.8757 2.0586 1.0144 1.0139 1.0078 

0.3 7.5108 1.9139 1.9976 1.0103 1.0101 1.0037 

0.4 9,9454 1.9283 1.9759 1.0087 1.0086 1.0021 

0.5 12.3913 1.9352 1.9658 1.0080 1.0079 1.0014 

Tabela 8.16 Quarta freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
biapoiada sem o estimador de erro. 
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Figura 8.36 Quarta freqüência natural normalizada para a viga de seção retangular 
biapoiada sem o estimador de erro 

cm i unesp 

awatI W 
.1 12 13 14 15 16 17 18 



156 

8.4 Viga de seção retangular biapoiada com estimador de erro (P = 0.005) 

Utilizando o exemplo apresentado na seção 8.3, será comparado os resultados das 

quatro primeiras freqüência normalizadas com a utilização do estimador erro e /? = 0.005. 

4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn Sesi % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL 

Isso 8.6658 0 11 5.6677 0 17 4.2617 0 23 3.4472 0 29 

h: 1.0264 88.16 23 1.0118 82.15 35 1.0067 76.38 47 1.0044 70.86 59 

hs 1.0264 88,16 35 1.0118 82.15 53 1.0067 76.38 71 1.0044 70.86 89 

h4 1.0264 88.16 47 1.0118 82.15 71 1.0067 76,38 95 1.0044 70.86 119 

hy= 0.5 1.0264 88.16 23 1.0118 82.15 35 1.0067 76.38 47 1.0044 70.86 69 

II 1.0264 88.16 23 1,0118 82.15 35 1,0067 76.38 47 1.0044 70.86 67 

0.7 1.0264 88,16 23 1.0118 82.15 35 1.0067 76.38 47 1.0044 70.86 67 

hy= 0.8 1.0264 88.16 23 1.0118 82.15 35 1.0067 76.38 47 1.0044 70.86 67 

hY= 0.9 1.0264 88.16 23 1.0118 82.15 35 1.0067 76,38 47 1.0044 70,86 63 

Tabela 8.17 Primeira freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e P = 0.005 
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Figura 8.37 Primeira freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e p = 0.005 
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4 elementos 6 elementos H elementos 10 elementos 

fn £est % NGL fn £est % mi fn £esi % NGL fn £est % NGL 

iso 10,006 0 11 6.0600 0 17 4.4264 0 23 3.5319 0 29 

hi 1.1095 88,91 23 1.0470 82.72 35 1.0261 76.82 47 1.0166 71.22 59 

hs 1.1095 88.91 35 1.0470 82.72 53 1.0261 76.82 71 1.0166 71.22 89 

h4 1.1095 88,91 47 1.0470 82.72 71 1.0261 76.82 95 1.0166 71.22 119 

N II 1.1095 88.91 23 1.0470 82,72 35 1,0261 76.82 47 1.0166 71.22 69 

h 0.6 1.1095 88.91 23 1.0470 82.72 35 1.0261 76.82 47 1.0166 71.22 67 

hy= 0. 7 1.1095 88.91 23 1.0470 82.72 35 1,0261 76,82 47 1,0166 71.22 67 

hy= 0.8 1.1095 88.91 23 1.0470 82.72 35 1.0261 76.82 47 1.0166 71.22 67 

hy= 0.9 1.1095 88,91 23 1.0470 82.72 35 1.0261 76.82 47 1.0166 71.22 63 

Tabela 8.18 Segunda freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e (3 = 0.005 
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Figura 8.38 Segunda freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e P = 0.005 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn íèíí % mi fn Eest % NGL fn Eest % JVGL fn £est % NGL 

iso 7.2897 0 11 6,7300 0 17 4.7095 0 23 3.6770 0 29 

h: 1.2439 82.94 23 1.1091 83.52 35 1.0597 77.50 47 1.0377 71.78 59 

hs 1.2438 82.94 35 1.1090 83.52 53 1.0597 77,50 71 1.0377 71.78 89 

h4 1.2438 82.94 47 1.1090 83.52 71 1.0597 77.50 95 1.0377 71.78 119 

^5 II X 1,2438 82,94 23 1.1090 83.52 35 1,0597 77,50 47 1.0377 71.78 69 

0.6 1.2438 82.94 23 1.1090 83.52 35 1.0597 77.50 47 1.0377 71.78 67 

hy= 0.7 1.2438 82.94 23 1.1090 83.52 35 1.0597 77,50 47 1.0377 71.78 67 

X II Oc 1.2438 82.94 23 1.1090 83.52 35 1.0597 77.50 47 1.0377 71.78 67 

hy= 0.9 1.2438 82.94 23 1.1090 83.52 35 1.0597 77,50 47 1.0377 71.78 63 

Tabela 8.19 Terceira freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e 3 = 0.005 
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Figura 8,39 Terceira freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e P = 0.005 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn Sest % NGL fn Sest % NGL fn Ces, % NGL fn Eest % NGL 

iso 6,6254 0 11 7,5638 0 17 5.1085 0 23 3.8836 0 29 
hj 1,1085 83.27 23 1.1967 84.18 35 1.1084 78.30 47 1,0679 72.50 59 

hs 1.1085 83.27 35 1.1965 84,18 53 1.1084 78.30 71 1.0679 72.50 89 

h4 1.1084 83.27 47 1.1965 84,18 71 1.1084 78,30 95 1.0679 72.50 119 

II N, 1.1085 83,27 23 1.1965 84.18 35 1.1084 78.30 47 1.0679 72.50 69 

II ís 1,1085 83,27 23 1.1965 84,18 35 1.1084 78.30 47 1,0679 72.50 67 

K II N, 1.1085 83.27 23 1.1965 84,18 35 1.1084 78.30 47 1.0679 72.50 67 

hy= 0.8 1.1085 83.27 23 1.1965 84.18 35 1,1084 78.30 47 1.0679 72.50 67 

N II 1.1085 83.27 23 1.1965 84.18 35 1.1084 78.30 47 1.0679 72.50 63 

Tabela 8.20 Quarta freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e (3 = 0.005 
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Figura 8.40 Quarta freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e (3 = 0.005 
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8.4.1 Viga de seção retangular biapoiada com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.5 

As Figuras 8.41 a 8.44 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com y =0.5 

i 

I 

—> 
"1,2 

H'/,2 

—> 
"l,2 

*'1,2 

—> 
111,2 

H'l,2 

—> 
"1,2 

<1 
I 

I 

! 

0 

"'1,3 

(a) 

@ @ 

—> —> 
"1,3 

—> 
"1,3 

<Í 
I 

I 

(b) 

Figura 8.41 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.5 
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Figura 8.42 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 6 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.5 
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Figura 8.43 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 êleinêiitos e com estimador de erro (p — 0.005) e y = 0.5 
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Figura 8.44 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.5 

8.4.2 Viga de seção retangular biapoiada com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.6 

As Figuras 8.45 a 8.48 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com y = 0,6. 
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Figura 8.45 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.6 
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Figura 8.46 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 6 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.6 
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Figura 8.47 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.6 
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Figura 8.48 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) ey = 0.6 

8.4.3 Viga de seção retangular bíapoiada com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0,7 

As Figuras 8.49 a 8.52 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com y = 0.7 
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Figura 8.49 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.7 
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Figura 8.50 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências da 

viga com 6 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.7 
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Figura 8.51 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.7 
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Figura 8,52 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.7 
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8.4.4 Viga de seção retangular biapoiada com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.8 

As Figuras 8,53 a 8.56 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com y - 0.8. 
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Figura 8.53 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.8 
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Figura 8.54 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 6 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.8 
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Figura 8.55 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.8 
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Figura 8.56 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.8 

8.4.5 Viga de seção retangular bíapoiada com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.9 

As Figuras 8.57 a 8.60 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com y = 0.9, 
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Figura 8.57 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) ey-0.9 
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Figura 8.58 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 6 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.9 
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Figura 8.59 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.9 
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Figura 8.60 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0.005) e y = 0.9 
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8.5 Viga de seção retangular biapoiada com estímador de erro (|3 = 0.01) 

Utilizando o exemplo apresentado na seção 8.3, será comparado os resultados das 

quatro primeiras freqüência normalizadas com a utilização do estimador erro e /? = 0.01. 

4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn eesi o/o NGL fn £est % NGL fn ^es! % NGL fn ívsl % NGL 

iso 4.4264 0 11 2.9684 0 17 2.3039 0 23 1.9318 0 29 

h: 1.0261 76.82 23 1.0115 65.92 35 1.0064 56.32 47 1,0041 48.02 59 

hs 1.0261 76.82 35 1.0115 65.92 53 1.0064 56,32 71 1.0041 48.02 89 

h4 1,0261 76,82 47 1.0115 65.92 71 1.0064 56.32 95 1.0041 48,02 119 

hy= 0.5 1,0261 76,82 23 1.0115 65.92 35 1.0064 56.32 55 1,0041 48.02 73 

hy= 0.6 1.0261 76.82 23 1.0115 65.92 35 1.0064 56.32 55 1.0041 48.02 67 

hy= 0.7 1.0261 76.82 23 1.0115 65.92 35 1,0064 56.32 55 1.0041 48.02 67 

hy= 0.8 1.0261 76.82 23 1.0115 65.92 35 1.0064 56,32 55 1,0041 48.02 67 

Os ^5 II V, 1.0261 76.82 23 1.0115 65.92 35 1.0064 56.32 55 1.0041 48.02 65 

Tabela 8.21 Primeira freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e (3 = 0.01 
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Figura 8.61 Primeira freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn £est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL fn Ccs, % NGL 

iso 5.1085 0 11 3.1734 0 17 2.3929 0 23 1,9794 0 29 

h2 1.1084 78.30 23 1.0466 67,02 35 1.0258 57.13 47 1,0164 48.65 59 

hs 1.1084 78.30 35 1.0466 67.02 53 1.0258 57.13 71 1.0164 48.65 89 

h4 1.1084 78.30 47 1.0466 67.02 71 1.0258 57.13 95 1,0164 48.65 119 

II 1,1084 78.30 23 1,0466 67.02 35 1.0258 57.13 55 1.0164 48.65 73 

hY= 0.6 1.1084 78.30 23 1,0466 67.02 35 1,0258 57.13 55 1,0164 48.65 67 

hy= 0. 7 1.1084 78.30 23 1,0466 67.02 35 1.0258 57.13 55 1.0164 48.65 67 

^5 II X, 1.1084 78,30 23 1.0466 67.02 35 1.0258 57.13 55 1,0164 48.65 67 

hy= 0.9 1.1084 78.30 23 1.0466 67.02 35 1.0258 57.13 55 1.0164 48.65 65 

Tabela 8,22 Segunda freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e 3 = 0.01 
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estimador de erro e P = 0,01 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn £est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL fn £est % NGL 

iso 5.9813 0 11 3.5191 0 17 2,5437 0 23 2.0595 0 29 

h2 1.2378 79.31 23 1.1066 68.55 35 1.0584 58.39 47 1.0369 49.65 59 

hs 1.2373 79.31 35 1.1065 68.56 53 1.0584 58.39 71 1.0369 49.65 89 

h4 1.2373 79.31 47 1.1065 68.56 71 1.0584 58.39 95 1.0369 49.65 119 

II 1.2374 79.31 23 1.1065 68.56 35 1.0584 58.39 55 1.0369 49.65 73 

^0 II >s 1.2374 79.31 23 1.1065 68.56 35 1.0584 58.39 55 1.0369 49.65 67 

hy= 0. 7 1.2374 79.31 23 1.1065 68.56 35 1.0584 58.39 55 1.0369 49.65 67 

II 1.2374 79.31 23 1.1065 68.56 35 1.0584 58.39 55 1.0369 49.65 67 

hy= 0.9 1.2374 79.31 23 1.1065 68.56 35 1.0584 58.39 55 1.0369 49.65 65 

Tabela 8.23 Terceira freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e p = 0.01 
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4 elementos 6 elementos 8 elementos 10 elementos 

fn Sest % NGL fn Eest % NGL fn Sest % NGL fn Sest % NGL 

iso 38.080 0 11 3.9446 0 17 2.7537 0 23 2.1723 0 29 

h-> 1.1045 97.10 23 1.1885 69.87 35 1.1043 59.90 47 1.0655 50.95 59 

hs 1.1044 97.10 35 1.1879 69.89 53 1.1041 59.90 71 1.0654 50.96 89 

h4 1.1041 97.10 47 1,1879 69,89 71 1.1041 59.90 95 1.0654 50.96 119 

hy= 0.5 1.1045 97.10 23 1.1879 69,89 35 1.1041 59,90 55 1.0654 50,96 73 

fly= 0.6 1.1045 97.10 23 1.1879 69.89 35 1.1041 59,90 55 1.0654 50.96 67 

K II >s 
<

 1.1045 97.10 23 1.1879 69.89 35 1.1041 59.90 55 1.0654 50,96 67 

hy= O.s 1.1045 97.10 23 1.1879 69.89 35 1.1041 59.90 55 1,0654 50.96 67 

hy= 0.9 1.1045 97.10 23 1.1879 69.89 35 1.1041 59.90 55 1.0654 50.96 65 

Tabela 8.24 Quarta freqüência natural normalizada para a viga biapoiada com o 

estimador de erro e (3 = 0.01 
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8.5.1 Viga de seção retangular biapoiada com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.5 

As Figuras 8 65 a 8.68 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com / = 0.5 
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Figura 8.65 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.5 
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Figura 8.66 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 6 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.5 
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Figura 8.67 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.5 
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Figura 8.68 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.5 

8.5,2 Viga de seção retangular biapoíada com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.6 

As Figuras 8.69 a 8.72 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com / = 0.6. 
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Figura 8.69 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.6 
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Figura 8.70 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 6 elementos e com estimador de erro (p = 0.01) e y = 0.6 
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Figura 8.71 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 elementos e com estimador de erro (p = 0.01) ey = 0.6 
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Figura 8,72 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.6 

8,5.3 Viga de seção retangular biapoiada com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.7 

As Figuras 8.73 a 8.76 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com / = 0.7. 
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Figura 8.73 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro ((3 = 0.01) e y = 0.7 
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Figura 8.74 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga corn 6 elêrnêníos c corri êsíiinador de erro (p = 0.01) e y = 0.7 
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Figura 8.75 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.7 
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Figura 8.76 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0,01) e y = 0.7 
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8.5.4 Viga de seção retangular biapoiada com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.8 

As Figuras 8,77 a 8.80 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com y = 0.8 
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Figura 8.77 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.8 
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Figura 8.78 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 6 elementos e com estimador de erro (3 = 0.01) e y = 0.8 
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Figura 8.79 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 elementos e com estimador de erro (3 = 0.01) e y = 0.8 
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Figura 8.80 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências da 

viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.8 

8.5.5 Viga de seção retangular biapoíada com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.9 

As Figuras 8.81 a 8.84 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com y = 0.9. 
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Figura 8.81 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 4 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.9 
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Figura 8.82 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 6 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.9 
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Figura 8.83 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 8 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.9 
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Figura 8.84 Primeira reanálise (a) e segunda reanàlise (b) para as quatro freqüências 

da viga com 10 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.9 

8.6 Pórtico plano com estimador de erro (P = 0.01) 

Apresentam-se, a seguir, as quatro primeiras freqüências obtidas a partir do elemento 

finito hierárquico proposto na análise dinâmica de um pórtico plano composto por seis vigas 

de comprimento e propriedades idênticas, como mostra a Figura 8.25, na qual o valor de 

/? = 0.01 será mantido fixo, foram feitas comparações dos resultados obtidos nas análises 

isoparamétrica (iso) e hierárquica de 2o grau {m = 2), 3o grau {m = 3), 4° grau {m = 4) com o 

estimador de erro com y =0.8. 
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Propriedades das vigas Nomenclatura Valores 

Comprimento L 1 m 

Largura B 0.1 m 

Modulo de elasticidade E 210000000000.00 N / m2 

Poisson V 0.3 

Densidade em massa P 7S50 Kg / m3 

Momento de inércia I BH3/\2 

Módulo de elasticidade transversal G £72(1 + v) 

Coeficiente de distorção a 5/6 

Tabela 8.25 Propriedades do pórtico plano. 

i I 

Figura 8.85 Pórtico plano composto por seis vigas iguais. 

As Tabelas 8.26 a 8.29 e as Figuras 8.26 a 8.29 apresenta a constante y = 0.8, que tem 

por finalidade controlar o número de graus de liberdade hierárquicos introduzidos a cada 

solução, tem-se também os números de elementos envolvidos na análise do elemento finito 

proposto, e os graus de liberdades livres (AGZ) e as freqüências naturais obtidas nas análises 

isoparamétrica e hierárquica de 2o, 3o e 4o graus com a utilização do estimador de erro 

a-posteriori e sem a utilização do mesmo. 
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

f £esl % AíGL f £esl % NGL f Sest % NGL f £est % NGL 

iso 164.98 0 12 95.89 0 30 14.67 0 66 7.18 0 138 

hi 153.41 7,01 30 14.05 85.35 66 3.50 76.14 98 3.16 55.99 282 

hs 153.41 7,01 48 14.05 85.35 102 3.50 76.14 170 3.16 55.99 426 

h4 153.41 7.01 66 14.05 85.35 138 3.50 76.14 242 3.16 55.99 570 

0.8 153.41 7.01 22 14.05 85.35 70 3.50 76.14 124 3.16 55.99 268 

Tabela 8.26 Primeira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e P = 0.01 
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Figura 8.86 Primeira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e P = 0,01 
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

F £est % NGL f £est % NGL f £est % NGL f £est % NGL 

iso 489.04 0 12 332.37 0 30 64.02 0 66 30.81 0 138 

h2 464.55 5.01 30 46.12 86.12 66 15,84 75.26 98 13.66 55.66 282 

hs 464.52 5.01 48 46.12 86.12 102 15.84 75.26 170 13,66 55.66 426 

h4 464,50 5,02 66 46.12 86.12 138 15,84 75.26 242 13,66 55.66 570 

Oo <^5 II 464.57 5.00 22 46.12 86.12 70 15,84 75.26 124 13.66 55.66 268 

Tabela 8.27 Segunda freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 
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Figura 8.87 Segunda freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e P = 0.01 
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

F Sc si % NGL f Se st % mi f Sesí % NGL f Sest % NGL 

iso 591.18 0 12 472.02 0 30 102,57 0 66 55.49 0 138 

hj 546.04 7,64 30 103.56 78.06 66 25.18 75.45 98 24.58 55.70 282 

hs 544.61 7.88 48 103.56 78,06 102 25.18 75.45 170 24.58 55.70 426 

h4 544.59 7.88 66 103.56 78.06 138 25.18 75.45 242 24.58 55.70 570 

hy^ 0.8 546.10 7.63 22 103.56 78.06 70 25.18 75.45 124 24,86 55.20 268 

Tabela 8.28 Terceira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e p = 0.01 
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Figura 8.88 Terceira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e 3 = 0.01 
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

F £est % NGL f £est % NGL f £esl % NGL f £est% NGL 

iso 885.78 0 12 645.03 0 30 194,19 0 66 99.09 0 138 

h2 581.82 34.32 30 175.75 72.75 66 47.19 75.70 98 43.76 55.84 282 

hs 581.69 34.33 48 175.75 72.75 102 47.19 75.70 170 43.76 55.84 426 

h4 581.31 34.37 66 175.75 72.75 138 47.19 75.70 242 43.76 55.84 570 

^r= 0.8 581.83 34.31 22 175.75 72.75 70 47.19 75.70 124 44.75 54,84 268 

Tabela 8.29 Quarta freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro e 

p = 0.01 
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Figura 8.89 Quarta freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro e 

p = 0.01 

8.6.1 Pórtico plano com estimador de erro (P = 0.01) e y - 0.8 

As Figuras 8.90 a 8.93 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com / = 0.8. 
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\\tV\ \\T\V 

Figura 8.90 Primeira reanálise para as quatro freqüências do pórtico com 6 

elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.8 
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Figura 8.91 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

do pórtico com 12 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.8 
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Figura 8.92 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro 

freqüências do pórtico com 24 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.8 
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Figura 8.93 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

do pórtico com 48 elementos e com estimador de erro (P = 0.01) e y = 0.8 
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8,7 Pórtico plano com estimador de erro (P = 0.05) 

Utilizando os mesmos dados da seção 8.6 será apresentado as quatro primeiras 

freqüências com o estimador de erro {fi = 0.05) e y =0.8. 

6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

f Sest % NGL f Se si % NGL f £est % NGL f £est % NGL 

iso 165,78 0 12 105,78 0 30 22.43 0 66 16.98 0 138 

hi 154.58 6.76 30 64.94 38,61 66 17.41 22.38 98 15.73 7.36 282 

h; 154.58 6.76 48 64.94 38.61 102 17.41 22.38 170 15.73 7.36 426 

h4 154,58 6.76 66 64.94 38.61 138 17.41 22.38 242 15,73 7,36 570 

hy= OS 154.58 6.76 35 64.94 38.61 74 17.41 22.38 143 15.73 7.36 317 

Tabela 8.30 Primeira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de 

erro e P = 0.05 
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Figura 8.94 Primeira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de 

erro e P = 0.05 
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

f Eest % NGL f Eest % NGL f Eest % NGL f Sest % NGL 

iso 489.04 0 12 365.40 0 30 93.20 0 66 69.80 0 138 

hj 469.68 3.96 30 214.94 41.18 66 74,82 19.72 98 65.12 6.70 282 

hs 469.64 3.97 48 214.94 41.18 102 74,82 19.72 170 65.12 6.70 426 

h4 469.63 3.97 66 214.94 41.18 138 74.82 19.72 242 65.12 6.70 570 

0.8 469.65 3.96 35 214.94 41.18 74 74.82 19.72 143 65.12 6,70 317 

Tabela 8.31 Segunda freqüência natural para um pórtico plano com estimador de 

erro e P = 0.05 
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Figura 8.95 Segunda freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e P = 0,05 
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6 elementos J2 elementos 24 elementos 48 elementos 

f £est % NGL f Eest % NGL f £est % NGL f £est % NGL 
iso 591.62 0 12 473.50 0 30 150.10 0 66 125.63 0 138 
hj 547.00 7.54 30 431.75 8.82 66 119.64 20,29 98 117.12 6.77 282 

hs 545.58 7.78 48 431.71 8.83 102 119.64 20.29 170 117.12 6.77 426 
h4 545.56 7.79 66 431.70 8,83 138 119.64 20.29 242 117.12 6.77 570 

hr= 0.8 545.72 7.76 35 431.71 8.83 74 119.64 20.29 143 117.12 6,77 317 

Tabela 8.32 Terceira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e P = 0.05 
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Figura 8.96 Terceira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e P = 0.05 
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

F Sest % NGL f £est % NGL f Eest % NGL f £est % NGL 

iso 885.64 0 12 660.88 0 30 282.58 0 66 224,07 0 138 

hi 649.41 26.67 30 492.79 25.43 66 223.09 21.05 98 208.27 7.05 282 

hs 649.19 26.70 48 492.68 25.45 102 223.09 21.05 170 208.27 7.05 426 

h4 648.67 26.76 66 492.67 25,45 138 223.09 21.05 242 208.27 7.05 570 

hy= 0.8 649.31 26.68 35 492.69 25.45 74 223.09 21.05 143 208.27 7,05 317 

Tabela 8.33 Quarta freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro e 

3 = 0.05 
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Figura 8.97 Quarta freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro e 

3 = 0,05 

8.7.1 Pórtico plano com estimador de erro (3 =:: 0.05) e y = 0.8 

As Figuras 8.98 a 8.101 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com / = 0,8. 
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Figura 8.98 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

do pórtico com 6 elementos e com estimador de erro (P = 0.05) e y = 0.8 
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Figura 8.99 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

do pórtico com 12 elementos e com estimador de erro (p = 0.05) e y = 0.8 
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Figura 8.100 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

do pórtico com 24 elementos e com estimador de erro (P = 0.05) e y = 0.8 
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Figura 8.101 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

do pórtico com 48 elementos e com estimador de erro (p = 0.05) e y = 0.8 
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8.8 Pórtico plano com estímador de erro (p = 0.1) 

Utilizando os mesmos dados da seção 8.6 será apresentado as quatro primeiras 

freqüências com o estimador de erro (/? = 0,1) e y = 0.8. 

6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

F £est % NGL f i'VS, % NGL f Sest % NGL f Eest % NGL 
iso 168.15 0 12 124.79 0 30 37,03 0 66 31.72 0 138 

/?2 157.96 6.06 30 108.16 13.33 66 34.36 7.21 98 31.09 1.99 282 

hs 157.95 6.07 48 108,16 13.33 102 34.36 7.21 170 31.09 1.99 426 
h4 157.95 6.07 66 108.16 13.33 138 34.36 7.21 242 31.09 1.99 570 

II 157.96 6.06 35 108.16 13.33 90 34.36 7.21 140 31.09 1.99 333 

Tabela 8.34 Primeira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e P = 0.1 
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Figura 8.102 Primeira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de 

erro e P = 0.1 
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

F Sest % NGL f £est % NGL f Gest % NGL f £est % NGL 
iso 489.04 0 12 425,93 0 30 135.96 0 66 116,65 0 138 
h2 473.07 3.27 30 359.96 15.49 66 129.33 4.88 98 114.97 1.44 282 

hs 473.03 3.27 48 359.93 15.50 102 129.33 4.88 170 114.97 1.44 426 

h4 473.03 3.27 66 359.93 15.50 138 129.33 4.88 242 114,97 1,44 570 

hr= o.s 473.04 3.27 35 359,94 15,49 90 129.33 4.88 140 114,97 1.44 333 

TabeJa 8.35 Segunda freqüência natural para a estrutura retangular com o estimador 

de erro e {3 = 0.1 
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Figura 8.103 Segunda freqüência natural para um pórtico plano com estimador de 

erro e 3 = 0.1 
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

F Gest % NGL f £est % NGL f Sest % NGL f Sest % NGL 

iso 592.77 0 12 475,38 0 30 221.80 0 66 209.18 0 138 

hi 549.90 7.23 30 467.20 1.72 66 209.95 5.34 98 206.10 1.47 282 

hs 548.48 7.47 48 467.20 1.72 102 209.95 5.34 170 206,10 1.47 426 

h4 548.47 7.47 66 467.20 1.72 138 209.95 5.34 242 206.10 1.47 570 

hY= o.s 548.76 7.42 35 467.20 1.72 90 209.95 5.34 140 206,10 1,47 333 

Tabela 8.36 Terceira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 
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Figura 8.104 Terceira freqüência natural para um pórtico plano com estimador de 

erro e (3 = 0.1 
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6 elementos 12 elementos 24 elementos 48 elementos 

F Sest % NGL f £est % NGL f Sest % NGL f £est % NGL 

iso 885.23 0 12 698.54 0 30 412.65 0 66 372.85 0 138 

hi 776.66 12.26 30 640.42 8.32 66 387.32 6.14 98 366.43 1.72 282 

hs 776.16 12.32 48 640.28 8.34 102 387,32 6.14 170 366.43 1.72 426 

h4 775.42 12.40 66 640.28 8.34 138 387.32 6.14 242 366.43 1.72 570 

/?)'= 0.8 776.59 12.27 35 640.29 8.34 90 387.32 6.14 140 366.43 1.72 333 

Tabela 8.37 Quarta freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro e 

3 = 0.1 
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Figura 8.105 Quarta freqüência natural para um pórtico plano com estimador de erro 

e 3 = 0.1 

8.8.1 Pórtico plano com estimador de erro (3 = 0.1) e y = 0.8 

As Figuras 8.106 a 109 apresentam para cada reanálise, a representação dos graus de 

liberdade hierárquico introduzidos nos elementos mais carentes de refinamentos com / = 0.8. 
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Figura 8.106 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

do pórtico com 6 elementos e com estimador de erro ((3 = 0.1) e y = 0.8 
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Figura 8.107 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

do pórtico com 12 elementos e com estimador de erro (P = 0.1) e y = 0.8 
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Figura 8.108 Primeira reanálise (a) e segunda reanáüse (b) para as quatro freqüências 

do pórtico com 24 elementos e com estimador de erro (P = 0.1) e y = 0.8 
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Figura 8.109 Primeira reanálise (a) e segunda reanálise (b) para as quatro freqüências 

de um pórtico com 48 elementos e com estimador de erro (P = 0.1) e y = 0.8 
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9 CONCLUSÃO 

A partir dos resultados numéricos dos exemplos apresentados, pode-se observar que os 

valores das freqüências naturais obtidos pelo processo hierárquico do método de elementos 

finitos podem ser considerados de ótima aproximação. 

Considerando o refinamento hierárquico e empregando expansões polinomiais de 

mesmo grau ao longo dos elementos, ou seja, refinamento da solução do elemento 

isoparamétrico através da introdução de polinômios de segundo (m = 2), terceiro (w = 3) e 

quarto (m = 4) graus, verifica-se uma excelente convergência com a introdução do polinômio 

de segundo grau (m = 2) e resultados semelhantes para m ~ 3 e m = 4. 

Como a natureza hierárquica da formulação possibilita empregar expansões 

polinomiais diferentes ao longo dos elementos, utilizou-se uma estratégia de refinamento p- 

adaptativo, que tem como objetivo indicar quais graus de liberdade hierárquicos podem ser 

distribuídos nos elementos com eficiência e sem muito esforço computacional. Essa análise 

faz com que um número reduzido de graus de liberdade hierárquicos seja suficiente para que 

os resultados da solução final satisfaçam o nível de precisão desejada. 

Utilizando o processo /7-adaptativo foram obtidas informações sobre onde se deve 

refinar uma malha e quando se deve parar o processo de refinamento hierárquico, 

respectivamente. Pode-se observar que a malha de discretização sendo grosseira os resultados 

obtidos, com o refinamento hierárquico e com o estimador de erro, são satisfatórios em 

relação à análise isoparamétrica, convergindo muito mais rápido, sem a necessidade de 

utilizar todos os graus de liberdade hierárquicos, o que pode representar um ganho 

computacional. 

Foi feita uma comparação dos resultados obtidos nas análises isoparamétrica {isó) e 

hierárquica de 2o grau {m = 2), 3o grau (m = 3) q 4° grau (m = 4) sem a utilização do 

estimador de erro. Comparou-se os resultados obtidos com o elemento BEAM3 do software 

comercial ANSYS 5.4 e do elemento de viga de Euller Bemoulli, notou-se nos resultados 

apresentados que, quando se trabalha com vigas esbeltas, isto é, /? < 0.1, todos os resultados 

apresentam bons resultados, exceto os obtidos na análise isoparamétrica. Quando a relação 

entre a altura da viga e seu comprimento são maiores, ou seja /? > 0.1, os resultados do 

elemento de Euler-Bemoulli, do ANSYS e a análise isoparamétrica não apresentam bons 

resultados, enquanto que os resultados obtidos nas analises hierárquicas apresentam 

excelentes resultados. 
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Verificou-se, também, que o refinamento hierárquico com o estimador de erro, 

apresentou bons resultados mesmo quando os resultados da análise isoparamétrica não são 

satisfatórios isto é, resultados ruins. 

O resultados dos exemplos numéricos apresentados mostram a eficiência da análise 

hierárquica baseada nos estimadores de erro a-posteriori adotados nesse trabalho, e com isso 

verifica-se que as vantagens em se empregar processos p-adaptativos no método de elementos 

finitos são evidentes. 
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