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Resumo

Neste trabalho estudaremos a aproximacao de equagoes diferenciais parabdlicas
semilineares através de sua discretizacao via o método de elementos finitos. Vamos provar
que os atratores da discretizagao se comportam continuamente quando o tamanho do
passo tende a zero estendendo os resultados de [I7]. Vamos também calcular a taxa de

convergéncia dos atratores em termos do passo da discretizacao.

Palavras chave: Continuidade dos atratores globais, convergéncia compacta,

método de elementos finitos.






Abstract

In this work we study the approximation of semilinear parabolic differential equations
through their discretization via the finite element method. We prove that the attractors of
discretization behave continuously when the step size tends to zero extending the results of

[17]. We also calculate the rate of convergence of attractors in terms of step of discretization.

Keywords: Continuity of global attractors, compact convergence, finite

element method.
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Introducao

Seja Q C R™ um dominio limitado com fronteira suave com n > 2. Consideremos o

operador uniforme fortemente eliptico de segunda ordem dado por

Lu = Z % (m;(x)%) + Zl bj(x)aa—;j + (c(x) + N, (1)

h,j=

onde a;;, b;, ¢ sao fungoes reais suaves e f : R — R uma fungao nao linear de classe C*(R)

com
[f'(s)] < C(L+[s]"71), Vs €R, (C)
0ndel§7<z—f§sen23e7218en:2,e
limsupM <0. (D)
|u| =00 u

Agora, supondo que u° € H}(€) consideraremos o seguinte problema parabdélico

u = Lu+ f(u), t>0, z€Q
u(t,z) =0, t>0, ze (2)
u(0,z) = u®(x).

Seja X = L*(Q) e definamos o operador A : D(A) C X — X dado por Au = —Lu com
u € D(A) = H*(Q) N Hi(Q). Neste trabalho mostraremos que o operador A é setorial e
com isto, garantiremos que —A é gerador do semigrupo analitico {e‘At 1t >0}

Assumiremos que A € R é escolhido de tal maneira que Reo(A) > 0. Entao, podemos
definir os espagos fraciondrios X® = D(A®) munidos da norma do gréfico com a > 0.
Assim, sabemos que X' = D(4), X° = X = L2(Q) e X2 = HL().

Com esta notacao o problema pode ser escrito na forma abstrata no espaco X da
seguinte forma

U+ Au = F(u)

AP,
u(0) = u’ € X2, )

19
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onde F : X¥/? = X é o funcional de Nemytskii associado & funcdo f. Sob estas condicoes

é sabido que existe um S > 0 tais que Rec(A) > [ e vale
He_Atva(X,Xu) S Mt_ae_ﬁt, Vvt > 0. (3)

Da condicao o problema é localmente bem posto em X'/2 ver [10] e [37]. Agora,
da condicao @, obteremos que o problema tem uma solucao global no espago
X1/2 seguindo o artigo [9]. Neste caso, temos que para cada u’ € X2 tem uma solucio
definida globalmente ¢ +— u(t,u’) € X2, t > 0. Isto nos permite definir o semigrupo
nao linear {T'(t,-) : t > 0} associado ao problema com T'(t,-) := T(t)(-) da seguinte
maneira u(t, u®) = T(t,u’) com u® € X'/2? onde T(t,-) é dado pela férmula da variacio das

constantes, isto é,
t
T(t,u’) = e +/ e EHAR(T(s,u°))ds, Yt > 0. (4)
0

Também, sob as hipdteses dadas acima, mostraremos que o semigrupo nao linear {T'(¢, ) :
t >0} tem um atrator global A em X'/? e

sup || u]| e ) < 00, (5)
ueA

seguindo as ideias de [9] e [25]. A limitacdo em nos permite cortar a nao linearidade
f de modo que seja limitada com a derivada até segunda ordem limitada sem alterar o

atrator.

Nosso interesse é estudar a robustez do atrator A sob a discretiza¢ao do problema
usando o método de elementos finitos. Este problema foi considerado em [17] para o caso
unidimensional. A abordagem usada em [I7] ndo pode ser seguida aqui para dimensoes
maiores ja que o crescimento do “gap” entre dois autovalores consecutivos nao tem o mesmo
comportamento. Baseamos nossa abordagem sobre as técnicas desenvolvidas em [4] para a

continuidade de atratores e [31] para as estimativas sobre os semigrupos lineares.

A seguir vamos usar a notagao de [31] para descrever a discretizagao usando o método
de elementos finitos. Sabemos que o operador A é setorial, seguindo [38] podemos associar

este operador com uma forma sesquilinear o : X/2 x X2 — C, tal que

o(u,v) = (Au,v)x, u€ D(A), v e X1/2, (6)
o (u,v)] < crllullxiel|v] xiz, uwve XV (7)

Rea(u,u) > callullfue, ue X ®)
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onde as constantes ¢q, ¢y sao positivas.

A discretizagao de €2 C R” sera feita via o método de elementos finitos com subdivisoes
de diametro igual a h > 0 como foi desenvolvido em [31] e seguindo as ideias feitas em
[15] generalizaremos estes resultados para n > 2. Assim, segue que existe o espago finito
dimensional X }1/ 2 C XY2. Para ser mais especifico buscamos uma familia {'Th}he(g,l] de
subdivisdes quase uniformes satisfazendo as condigoes do Teorema [2.2.2] Agora, podemos
definir a projecao P, : X — X }1/ ? com respeito ao produto interno de X. Neste ambiente,

a aproximacao Ay : X V2 X2 o operador A é definido por
. h h

(Andn, Un) = o(dn,Un), o, tn € X%

Em outras palavras, A, é o operator associado com a forma sesquilinear oj, que é a restricao
sobre X,i/z X X;/Q de o.

Com isto em mente, podemos estabelecer a discretizacao do problema e escreveé-lo
na forma

wy, + Apuy, = Fh(uh)

1/2 (APy)
up(0) = uf) € X,'7,

onde F, := P, F : X;ﬂ — X;ﬂ para todo h € (0,1]. Denotamos por t — T (¢, ul)) a
solugao t + uy(t,u?) do problema (AP,)). Em [22] pode-se ver que o semigrupo nao-linear
discretizado {T}(t) : ¢ > 0} tem um atrator Aj; em X,iﬂ para todo h € (0,1]. Também,

Ty(+) é dado pela férmula da variagdo de constantes dada por
t
Th(t,uf) = ey +/ e A (T (s,ul))ds, Yt > 0. 9)
0

O objetivo principal deste trabalho é mostrar a continuidade da familia dos atratores
{An}re,) quando h — 0 (onde Ay = A) no sentido da &?—convergéncia dada em [53] e
apresentaremos as taxas desta continuidade nos espacos X e X/2. Também, mostraremos a
atragao exponencial uniforme em funcao do parametro h da familia dos atratores {Ap }repo.1-

Para atingirmos nosso objetivo, faremos isto em duas etapas:

e A primeira etapa consiste em provar a continuidade dos pontos de equilibrio com taxa,
e no caso dos equilibrios serem hiperbdlicos obtemos a continuidade das variedades instaveis

lineares com taxa. Para isto seguiremos o seguinte programa:

(1) Mostraremos a & —convergéncia dos operadores resolventes com taxa, isto é, mostrar
que A,:l converge ao operador A~! quando h — 0 no sentido da & —convergéncia nos

espacos X e X'/2. Este é um ponto chave de toda a anélise.
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(2)

(3)

Escrevendo o problema estacionario como um problema de ponto fixo, isto é, uj é
uma soluc¢ao de equilibrio de (AP)) (respectivamente uf uma solugdo de equilibrio
de (AR) se uj = A, 'Fu(up) (resp. u* = A71F(u*)) e com a & —convergéncia
dos operadores resolventes, mostraremos a & —convergéncia dos equilibrios com taxa
nos espacos X e X'/2. Além disso, se um ponto de equilibrio do problema (AP é

hiperbdlico, entao este é isolado e existe um 1unico ponto de equilibrio do problema
discretizado (APy)) que esta perto.

Com a Z—convergéncia dos operadores resolventes e dos pontos de equilibrio,
mostraremos a &?—convergéncia dos operadores resolventes das linearizacoes em
tornos destes equilibrios, isto é, a Z—convergéncia de (A, — Fj(u}) + b)~! para
(A— F'(u*) +b)~! quando h — 0. Para o caso onde o equilibrio ¢ hiperbdlico, isto

implica a & —convergéncia das variedades instdveis lineares com taxa nos espagos X
e X172,

e A segunda etapa consiste em provar a & —convergéncia de semigrupos lineares e nao

lineares e as variedades instaveis nao lineares dos pontos de equilibrio:

(4)

(5)

(6)

Com a & —convergéncia dos operadores resolventes no item (1), mostraremos a

t

P —convergéncia com taxa dos semigrupos lineares e *4» para e~** quando h — 0

nos espacos X e X1/2.

Com ajuda da férmula da variagao das constantes, mostraremos a & —convergéncias
com taxa dos semigrupos nao lineares {7},(¢,-) : ¢ > 0} associados aos problemas
(AP, e (AP) nos espacos X e X'/2. Feito isto obteremos a semicontinuidade superior

dos atratores com taxa.

Assumindo que todos os equilibrios s@o hiperbdlicos, com a & —convergéncia das
variedades instaveis lineares com um argumento similar feito em [4], [5], [8], [12] e [35]
provaremos a convergencia com taxa das variedades instaveis locais. Usando agora
que o semigrupo do problema ¢ gradiente, mostraremos que os atratores sao

semicontinuos inferiormente com taxa e portanto continuos.

Este programa foi usado com sucesso em [4] para a obtengao das taxas de um problema

parabdlico sobre um dominio singularmente perturbado, isto é, em [4] estudaram o problema

(AP;) quando h — 0. Agora no nosso trabalho, sabemos da dinamica do problema “limite”

(AP|) e queremos estudar o comportamento desta dinamica sob a discretiza¢ao do dominio

usando o método de elementos finitos.

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma:
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O Capitulo 1 ¢ dedicado aos resultados fundamentais para o desenvolvimento do
trabalho onde muitas das demonstracoes podem ser achadas na bibliografia apresentada.
Também, apresentamos a teoria de sistemas dinamicos continuos autonomos, defini¢oes e
resultados, dentre eles as condicoes para a existéncia de atratores. Além disso, fazemos uma
introducao aos semigrupos gradientes e gradient-like. No final deste capitulo, apresentamos
resultados da continuidade dos atratores.

Neste Capitulo 2 faremos uma introducao aos métodos de elementos finitos e a
resultados gerais do erro onde esta envolvido o interpolante que é uma ferramenta muito
importante para o calculo das taxas de convergéncia. Na iltima secao deste capitulo,
encontram-se os resultados que servem para a generalizar o estudo feito em [31] para n > 2.

No Capitulo 3 desenvolveremos as ferramentas gerais da & —convergéncia em espagos
discretos que variam em funcao de algum parametro h e que garantam a continuidade
dos conjuntos de equilibrio, e atratores dos semigrupos {7Ty(t,) : ¢ > 0} em espagos
diferentes. Também, apresentam-se a convergéncia compacta, definicao que usaremos para
o desenvolvimento de nosso trabalho.

No Capitulo 4 mostraremos a existéncia do atrator global A para o problema e
a limitacao dele no espago L>(€).

O Capitulo 5 contém a forma de como serda discretizado nosso problema ([2)).
Mostraremos, os resultados necessarios para as generalizagoes de algumas propriedades
de [3I] em dimensao n € N*. Além disso, mostraremos a existéncia do atrator global Ay,.

No Capitulo 6 usaremos as ideias estudadas em [4], [6], [7], [8], [12], [35] e [44] para
estudar a continuidade do conjunto de equilibrios, o problema limite e a continuidade
dos atratores. Assim, estudamos o comportamento da dinamica assintotica nao linear do
problema sob um certo tipo de perturbacao dada pela discretizagao do dominio €2 via o
método do elemento finito em funcao do parametro h.

O principal resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 0.0.1 Seja {T,(t) : t > 0} o semigrupo gradiente ndo linear associado ao
problema (APBy|) com atrator global Ay. Suponhamos que existam 6 € (0,1/2), hg > 0,
L>0,8>0eC >0 tais que

T (t)up, — P T()u’ | xs < Ce 097 ([lufy — Pyul|lx + B1707),

para todo t > 0 e s = 0,1/2. Além disso, os pontos de equilibrio do problema (AP
existam em numero finito & = {uf’o, e u“;,o} e que todos sejam hiperbolicos. Entao, para

todo h € (0, hg], temos

(1) O semigrupo {Ty(t) : t > 0} possui um nimero finito de pontos de equilibrios &, =
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{uihv e vu;,h} €

p
An = W (ui);

=1

(i1) Ewiste p > 0 tal que dado B C X'/? limitado, existe ¢ = c¢(B) > 0 tal que

dy (Th(t)B, Ap) < ce™ para todo t > 1;

(i4i) Erxiste C' > 0 tal que

40(1—s)p

d)h(fs (Aha PhAO) + d)l_gS(PhAo, Ah) < ChT’

onde dy (A, B) = sup gn]g la —b||xs com A, B C X € a semidistancia de Hausdorff.
acA b€



CAPITULO

Preliminares

Neste capitulo relatamos alguns resultados de fundamental importancia para o

desenvolvimento dos capitulos posteriores.

1.1 Resultados basicos

1 1
Definicao 1.1.1 Seja 1 < p < o0o. Dizemos que q € o conjugado de p se — + — = 1.
p q

Teorema 1.1.1 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € LI(Q2) onde p e q
sdo conjugados com 1 < p < co. Entao, f-ge€ L' (Q) e

/Q ol < Il lgllore. w1

Demonstracao. Ver [16], pagina 56. |

Uma conseqiiéncia da desigualdade de Hélder vem na seguinte observacao.

Observacao 1.1.1 Sejam fi, fo, ..., fx funcoes tais que f1 € LPi(QQ), 1 <i <k com

1 1 1 1
-=—+—+4+---4+—<1
p D1 D2 Pk

Entdo, f = f1f2 e fk < LP(Q) €

[ fllzr) < [ fillzer ) - - - [ fkllow @)- (1.2)

Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q wum aberto limitado em R".

Entao, existe uma constante positiva C' = C(Q,p) tal que

[ull o) < Clulwing), Yu € WyP(Q). (1.3)

25
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Em particular, u — |u|lwirq) = Z | D%ul|1r(y define uma norma em W,*(2), a qual é
laf=1
equivalente ¢ norma || - |wir). Em H)(Q), a forma bilinear
"\ Ou Ov
U, v) > :
define um produto interno que dd lugar a norma |- w12y, equivalente a norma || - |lw1.2(q)-
Demonstracao. Ver [39], pagina 71. |

Corolério 1.1.1 Seja 2 C R™ um aberto qualquer e n € N. Entdo C§°(§2) é denso em
LP(Q) para 1 < p < oo.

Prova. Ver [16], pagina 71. O

Teorema 1.1.3 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Sejamm € N e Q C R™ um
dominio limitado com 0Q2 de classe C™ onde n € N*. Sejau € W™ (Q)NLY(Q) com 1 < r,

q < co. Entao, para qualquer inteiro j, 0 < j < m e qualquer nimero 6 € [Tj—n, 1), definimos

1 ' 1 m 1
—=Lig(-D)+ra-0)-. (1.4)
p n roon q
Sem —j— = nao ¢ um inteiro negativo, entao
1D ull oy < Cllalliymr @Il pagey: (1.5)

onde D’ denota qualquer derivada (fraca) de ordem j e a constante positiva C =
C(Q7 T’ q? m7 j? 0)'
Sem — j— = ¢ um inteiro negativo, entao (1.5)) vale com 0 = Tj—n

Demonstragao. Ver [30)], pagina 27. |

Lema 1.1.1 (Desigualdade de Cauchy) Sejam a,b € R e e > 0. Entao,

1
ab < gaQ + 2—€b2. (1.6)

Prova. Ver [25], pagina 16. O

Lema 1.1.2 (Desigualdade de Young) Sejae >0, a, b >0, p, ¢ > 1 e %—l—é = 1.

Entao, b
P 1 e

ab<el 4+ 2 (1.7)
P oer g
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Prova. Ver [25], pagina 16. O

Freqiientemente o Lema [1.1.2] aparece na forma seguinte

Corolario 1.1.2 Sejaa, b> 0, >0 em > 1. Entao,

1 - 1 m m
ab < —e™a™ + o atpet (1.8)
m m

A seguir darmos um resultado muito importante.

Lema 1.1.3 (Desigualdade de Gronwall generalizada) Sejam t < r, ¢ : [t,r] — RT

uma fungao continua, a : [t,r] — R uma fun¢do integrdavel, b >0 e0 < § < 1. Assumamos

o(t) < alt) + b/tr(s — 1) p(s)ds, t<r. (1.9)
Entao,
o(t) <D Bra(t),
onde " (BT(BNE
B*a(t) = /t %(s — )" 1a(s)ds.

Além disso, se a(t) = a constante, entao
1
o(t) < ace®BN =0, (1.10)

Se a(t) = co/ (s —t)" %" ds, p>0, a =1— B, entio
t

6(t) < C_g)[cewr(ﬁ))?f(r—t) ).

Finalmente, se ¢ : [t,r] — RT é uma funcao continua e a(t) = CO/ (s —t) “e”Y(s)ds,
t

p >0, a>0, entao
3(t) < codT(B) / (5 — t)7ters /TPy (5)ds.
t

Prova. Os detalhes da prova estdo contidos em [37] com algumas adaptagoes. 0J

Teorema 1.1.4 Seja @ C R™ um conjunto aberto e { € N. Entdo C>(Q2) N W (Q) ¢
denso em W (Q) onde 1 < p < oo e C®() ﬁ?Z(Q) ¢ denso em UK(Q).

Demonstracao. Ver [I8], pagina 47. |
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Teorema 1.1.5 (Imersoes de Sobolev) Sejam k,m € N, 1 < p,g < 400 e Q CR™ um

dominio que satisfaz a condicao do cone ou tem fronteira Lipschitz. Entado,

(W’“’q(Q), sem—EZk—ﬁ, q>p
p qn
(a menos quem — — =k, ¢ = 00)
W™mP(Q) — _ pn
CHrQ), se0<u<m-—k—— <1,
p

(a menos que m — e N).
p

\

Além disso, para ) limitado as inclusées acima sao compactas no caso das desiqualdades

, n n n .
estritas; m — — > k — — oum — — > k + u, respectivamente.
p q p

Demonstracao. Ver [25], pagina 23 e 207. |

1.2 Semigrupos nao lineares

Seja X um espaco de Banach sobre um corpo K = R ou C. Definamos os
seguintes conjuntos Z(X) = {¢ : X — X/ éoperador linear}, C(X) = {¢
X — X/¢ éoperador continuo}, #(X) = {¢ : X — X/p é operador compacto},
J0(X) = {¢ : X — X/p éoperador linear e compacto} e Z(X) = {¢ : X —
X/ é operador linear e limitado}.

Denotemos T = Z ou R, N = {0,1,2,...} o conjunto dos nimeros naturais, por N* =
N\{0} o conjunto dos niimeros naturais sem o zero, Tt ={t €e T: ¢t >0}, T- ={t €T :
t<0}, T, =n+T eT!=n+T". Dado um subconjunto K de X e € > 0, a e-vizinhanga
de K é o conjunto definido por O (K) := {x € X : d(z, K) < €}.

Definicao 1.2.1 (Semigrupo) Uma familia de operadores {T'(t) : t € T*} C C(X) €

chamada de um Cy—Semigrupo (Semigrupo fortemente continuo) se
i) T(0)x =z, para todo x € X,
i) T(t+s)=T(t)oT(s), para todo t,s € TT e
i11) [0,00) X X 3 (t,z) — T(t)x € X € continuo em cada ponto (t,z) € [0,00) x X.

Sabe-se que para os semigrupos de operadores lineares limitados em um espaco de

Banach X a condigao (iii) vale se, e somente se, para qualquer elemento = € X, tem-se
T(t)x — x quando t — 07,

que ¢é basicamente uma conseqiiéncia da propriedade de limitacao uniforme de Banach.
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Definicao 1.2.2 (Orbitas) Dados um semigrupo {T(t) : t € T}, um ponto x € X e
B C X, definimos

e Para cadat € T, a imagem de B sob {T'(t) :t € T*}, €

Tt)B :={T(t)x : x € B};
e A orbita positiva de B, €

teT+

e A drbita parcial entre dois nimeros de T, t < tg, €

YewB) = | T(s)B;

t<s<tg

o A orbita de T'(t)B, é

W (B) =] Tt+s)B= ] T(s)B.

seT+ gejl‘zr

Defini¢ao 1.2.3 (Solugao global) Uma solucao global por x € X € uma funcao ¢ : T —
X tal que ¢(0) = x e, para cada s € T, T(t)(¢(s)) = ¢(t + s), para todo t € TT. Uma
solugao global constante € chamada uma solugao estaciondria e o seu valor um ponto de
equilibrio. Como o T(t) : X — X nao € necessariamente injetiva, se uma solugdo global
eziste, ela nao precisa ser unica. Quando existe uma solugcao global ¢ : T — X porxz € X,
podemos definir a drbita global de x relativa a solugdo global ¢ por vs(x) = {¢(t) : t € T}.
Para cada t € T escrevemos (7y); (x) = {¢(s) : s < t}.

Defini¢ao 1.2.4 (w-limite e a-limite) O conjunto w-limite de um subconjunto B de X
€ definido como seque
w(B) = () %(B)
teT+
e, se existe uma solugao global ¢ : T — X que passa por x, definimos o conjunto a-limite
de x relativo a ¢ por

as(@) = [ (o) (2):

teT—

Proposicao 1.2.1 Se B C X, w(B) € fechado e

w(B)={y € X : 3 {tu}tnen CT" e {2z, }nen C B, tal quet, Y 5o e y= lim T(t,)z,}.

n——+00
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Se ¢ : T — X € uma solugdo global e p(0) = x, entao ay(x) € fechado e
ap(x) ={v € X : 3 {t,}new C T tal quet, =3 0o e ¢p(—t,) — v}.

Prova. Primeiramente, seja y € w(B). Entao y € ﬂ v (B), e assim y € v, (B), para
teT+
todo t € T, isto é, para cada n € N, existe uma seqiiéncia {y}ren C 7,7 (B) tal que

yp iy y. Como yp € ~(B), para todo n € N e k € N, existem {2}},ken C B e
{@ }nken C T tais que yp = T(n + g)xy.
Sabemos que dados n € N e € > 0, existe k(n,€) € N tal que d(yp,y) < €, se k > k(n,€),

isto ¢, d(T'(n + gy)zy,y) < e se k > k(n,¢). Defina entao t, :==n +q; e T, =T

(n,1) (n,1)’
assim d(T'(t,)xn, y) % "% 0. Portanto y = lim T(t,)z,. Para a reciproca, seja y € X e
n—oo
seqiiéncias {t, tnen C TT, {zp}neny C B, tais que y = lim T'(¢,)x,. Assim, fixado 7 € T+
n—oo

temos {71 (t,)xn}e,>r C Y (B), e y € v (B). Isto mostra que y € w(B).

A caracterizagio de ay(x) tem prova analoga. O

1.3 Operadores setoriais e semigrupos analiticos

Defini¢ao 1.3.1 (Operador setorial) Dizemos que um operador linear A : D(A) C
X — X em um espaco de Banach X € um operador setorial se € um operador fechado,

densamente definido tal que, para algum ¢ € (0,7/2), algum M >1 e um a € R, o setor

Sup ={NeC/p <|arg(A—a)| <m A #a} Cp(A) (1.11)
1 M
(A —A)" | 2x) < P para todo X € S, 4. (1.12)

Observacao 1.3.1 Note que o angulo de abertura da se¢io S, € 2 — 2¢ > .

Observacao 1.3.2 FEscolha um w € R qualquer. Se A é um operador setorial se e somente

se A, = A+ wl é um operador setorial (ver [25], pdgina 32).

Proposicao 1.3.1 Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado e densamente
definido em um espaco de Banach X e consideremos os operadores A,, = A+wl comw € R.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) A, € setorial em X para algum w € R,

b) A, € setorial em X para cada w € R,
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Figura 1.1: Sector S, 4

c¢) Ezistem k,w € R tal que o conjunto resolvente p(A,) de A, contem um semi-plano

{ANeC:ReX<k}e

IAMAT — Ay) Mz < M, para Re X < k. (1.13)

Prova. Ver [25], pdgina 33. O

Definicao 1.3.2 (Semigrupo Analitico) Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo em X.
Dizemos que {T(t) : t > 0} é um semigrupo analitico, se existe um setor do plano
complexo S = {z € C: ¢; < argz < ¢o} com ¢1 < 0 < @9 e uma familia de operadores
lineares limitados T'(z) : X — X, z € S, coincidindo con T(t) para t > 0 e tal que

e 2 — T(z)x € analitica em S,

) liH(l) T(z)x =z, para todo x € X,
2—
zeS

e T'(z+w)=T(2) o T(w), para todo z,w € S.

Teorema 1.3.1 Seja X um espaco de Banach. Entao um operador linear densamente
definido —A € um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {T'(t) : t > 0} de
operadores lineares limitados T'(t) : X — X, t > 0, se e somente se A é um operador

setorial em X.

Demonstracao. Ver [25, Pdgina 35] e [37, Pagina 21]. |
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Proposicao 1.3.2 (Perturbagao de um operador setorial) Seja A: D(A) C X — X
um operador setorial em um espaco de Banach X e B : D(B) C X — X é um operador

linear com D(B) D D(A) tal que para qualquer x € D(A) cumpre-se
[Bz|lx < el Az|x + K[| x, (1.14)

onde € > 0 € uma constante arbitraria pequena e K. € uma constante positiva dependendo

de €, entao A+ B € um operador setorial.
Demonstragao. Ver [58], pagina 69. [ |

Corolario 1.3.1 Se A ¢ setorial em um espaco de Banach X e B é um operador linear

limitado em X, entao o operador perturbado A + B € setorial.

Prova. Se B é linear e limitado em X, entao ((1.14)) se mantém com ¢ = 0 e K. = || B|| #(x).

O operador A + B é setorial como uma conseqiiéncia da Proposicao [1.3.2] 0

Definigao 1.3.3 Dizemos que A : D(A) C H — H wum operador linear é limitado

inferiormente em um espaco de Hilbert H se existe uma constante m € R, tal que
(Az, 2y > mlall}, (1.15)
para todo x € D(A).

Proposicao 1.3.3 Seja A : D(A) € H — H um operador linear, auto-adjunto,
densamente definido em um espaco de Hilbert H. Se A ¢é limitado inferiormente em H,

entdo A € um operador setorial em H.
Demonstragao. Ver [25], pagina 39. [ |
Exemplo 1.3.1 —A: H?*(Q) N H(Q) — L*(2), com 9Q € C* é setorial.

Teorema 1.3.2 Seja A: D(A) C X — X um operador densamente definido no espago de

Banach X, satisfazendo as sequintes condicoes:
i) Para algum 0 <6 <7/2, X5 :={ e C/larg(\)| <d+7/2} Cp(A) e

i1) Existe uma constante M tal que

M
A= A) M gx) < o para todo\ € Xs. (1.16)
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Entao, A € gerador infinitesimal de um Co—semigrupo {T(t) : t > 0}, satisfazendo ||T'(t)| <

C , para alguma constante C'. Além disso,

T(t) = i/Fe”(A — A)~ta), (1.17)

- omi

onde T' é uma curva suave em X5 indo de ooe™™ a coe® para 7/2 <9 < §+m/2. A integral

(1.17) converge para t > 0 na topologia de operador uniforme.

Prova. Ver [45], pagina 30. O

1.3.1 Poteéncias fracionarias de operadores setoriais

Seja A um operador setorial em X com Reo(A) > 0. Para a > 0, os operadores A~* :

X — X sao definidos pela férmula integral
—« 1 > a—1_—At
A% = —— t* e Mudt. (1.18)
0

Teorema 1.3.3 Seja A um operador setorial em X com Reo(A) > 0. Os A™%, para o €
(0,00), sao operadores lineares limitados bem definidos em X obtendo uma correspondéncia
ingetiva entre X e a imagem R(A™). Também, A~ : D(A) — X coincide com a inversa
de A e A=A P = A=) para o, B > 0. Além disso, para 0 < a < 1, temos

Ao = MG / A (A + A)ldA,
T 0
Demonstragao. Ver [37], pagina 25. |
Olhemos que cada A~ com a > 0 é invertivel. Denotemos A~(-®) = A* X =

R(A™®) = D(A%) e X" := X.

Proposicao 1.3.4 Se A um operador setorial em X com Reco(A) > 0, entio X* (a > 0)
com a norma ||v| x« := ||A%||x sdo espagos de Banach enquanto que A% : X* — X sdo

operadores lineares fechados e densamente definidos em X satisfazendo
A%AP = APAY = ATP o, B> 0. (1.19)
Além disso, X® é um subconjunto denso de X® para oo > >0, as inclusoes
X*c XP a,B>0, (1.20)

sao densas e continuas e, elas sao compactas, desde que A tem resolvente compacto.
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Prova. Ver [28], pagina 140. O

Proposigao 1.3.5 Seja A um operador setorial em X com Reo(A) > a > 0. Para a > 0,

t >0, A%~ € um operador linear limitado em X, tal que

o, —At Ca _qt
[A%e™ ]| 5 ) < e >0, (1.21)
A =M AY em Xt > 0. (1.22)
Prova. Ver [37], pagina 26. O

Teorema 1.3.4 Seja A: D(A) C X — X un operador setorial em um espago de Banach
X. Se0<a<1,ve D(A), entdo || A x < C||Av||% v ®, isto ¢,

1A%0]|x < el Avllx + Ce*/ o] x,

para todo € > 0. (Aqui C, C sdio constantes independentes de a.)
Demonstragao. Ver [37], pagina 26. [ |

Proposicao 1.3.6 A formula de interpolacao sequinte
(X, X8y = X045 porg 0, 8>0, 6 € (0,1), (1.23)
Juntamente com a desigualdade
[l tomesos < Collolls IS, v e XN X%, 0,820, 0 € (0,1), (1.24)

valem sempre que A é um operador setorial no espago de Banach X tal que Reco(A) >0 e
| A" || 2(x,x) < const.(e) para todo t € [—¢,e]. Aqui [-,-]p denota um espago de interpolagio

complexa (Ver [51]).
Prova. Ver [51], pdgina 103. O

Corolario 1.3.2 Os espacos X?, com 0 < 0 < 1 sdo espacos intermedidrios entre X e
D(A), isto €,

lollxe < coll Avllllvll X, v € D(A). (1.26)

Prova. Como X = X% e D(A) = X! e, escolhendo = 0, 8 = 1 na Proposigao 0

resultado segue. O



35

1.4 Equagoes de evolucao com operador setorial

Consideremos o problema de Cauchy abstrato

U+ Au = f(u), t >0,
u(0) = up € X,

(PVI)

onde A é um operador setorial em um espago de Banach X com Reo(A) >0, f: X* — X

é localmente Lipschitz continua e a € [0, 1).

Definigao 1.4.1 Seja X um espago de Banach, o € [0,1) e ug € X“. Se, para algum real
7> 0, a fungao u € C([0,7), X%) satisfaz que u(0) = ug, u € C1([0,7), X), u(t) € D(A) e
(PVI) para cada t € (0,7), entdo u é chamado uma solug@o local em X do (PVI]).

Teorema 1.4.1 Sejam X um espago de Banach, A : D(A) C X — X um operador setorial
em X comReo(A) >0 e f: X*— X localmente Lipschitz continua para algum « € [0, 1).
Para todo ug € X¢, existe uma unica solu¢ao em X%, u = u(t,up), do (PVI)) definida sobre

um intervalo maximal de ezisténcia [0,7,,) o qual significa que ou T,, = +00, ou

Se 19 < 00, entdo limsup |[u(t, ug)||xe = +oc. (1.27)
=Ty,

Demonstracao. Ver [25], pagina 62. |

Lema 1.4.1 (Férmula Integral de Cauchy) Sejam X um espa¢o de Banach, A
D(A) € X — X um operador setorial em X com Reo(A) > 0, f: X* — X localmente
Lipschitz continua para algum o € [0,1) e w € C([0,7), X¥). Entdo u € uma solugdo local

em X do (PVI) se, e somente se u satisfaz em X a equagao integral
t
u(t) = e~y +/ e A=) f(u(s))ds, parat € [0,7). (1.28)
0

Prova. Ver [25], pagina 57. O

Corolario 1.4.1 (Localmente bem posto) Sejam X um espaco de Banach, A : D(A) C
X — X um operador setorial em X com Reo(A) > 0, f: X* — X localmente Lipschitz
continua para algum o € [0,1) e u € C([0,7), X*). Se u satisfaz em X a equagdo integral
(1.28), entao

ueC((0,7), X", (1.29)

uwe C((0,7),X"), v€[0,1). (1.30)



36

Prova. Ver [25], pagina 66. O

Proposicao 1.4.1 Sejam X um espago de Banach, A : D(A) C X — X um operador
setorial em X com Reo(A) >0 e f: X* — X localmente Lipschitz continua para algum
a € [0,1). Para qualquer conjunto limitado B C X, existe g > 0 tal que as solugies
u(t, ug) do comuy € B existem e sao limitadas em X uniformemente parat € [0, 7]
eug € B.

Prova. Ver [25], pagina 66. O

Proposicao 1.4.2 Sejam X um espaco de Banach, A : D(A) C X — X um operador
setorial em X com Reo(A) > 0 e f: X* — X localmente Lipschitz continua para algum

€[0,1). Se {up}tnen C X* € u, — ug em X, entao Ty := inf{r,, : n € N*} € positivo,
Tuo = To (Tu, sendo a duragdo do tempo de u(t,u,)) e para todo T € (0,Ty),

sup |lu(t, un) — u(t, up) | xe —= 0. (1.31)
te[0,7]

Prova. Ver [25], pagina 67. O

Defini¢ao 1.4.2 Uma fungdo u = u(t) é chamada de solugao global em X* do (PVI)

se cumpre com os requerimentos da Defini¢ao [1.4.1] com T = +o0.

Teorema 1.4.2 Sejam X um espago de Banach, A: D(A) C X — X wum operador setorial
em X comReo(A) >0 e f: X*— X localmente Lipschitz continua para algum o € [0, 1).

Se f satisfaz a restricao de crescimento sublinear:

1 (w)llx < v(1+ flullxe), (1.32)

onde v € uma constante positiva, entao existe uma unica solu¢dao global em X< do (PVI]).

Prova. Ver [25], pagina 70. O
Se a qualquer dado inicial ug € X“ corresponde-lhe uma solugao global wu(t,ug) do
(PVI), entao um Cyp—Semigrupo {7'(t) : t > 0} correspondente ao pode ser definido

em X através da relacao
T(t)ug = u(t,ug), t>0. (1.33)

Observacao 1.4.1 Lembremos a Definicao [1.2.1 e as propriedades da familia de
operadores {T'(t) : t > 0} definida em (1.33). Da defini¢io da solu¢io em X* para o
(PVI), seque-se imediatamente que

T(0)ug = u(0,up) = up.



37

Como (PVI)) € autonomo, a propriedade
T (s)ug =T(t+ s)ug, t,s>0, (1.34)
€ conseqiiencia da unicidade das solugoes. Finalmente a continuidade da aplicacdo
[0, +00) X X3 (t,up) — T(t)ug = u(t,up) € X

seque da Proposi¢do e o fato que u(-,ug) € C([0,+00), X*) (note que a Proposi¢ao
lé-se que T'(t)ug € uniformemente continua como uma fungao de ug com respeito a t

variando em subconjuntos compactos de [0,400)).

Teorema 1.4.3 Seja X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um operador
linear fechado. Entao p(A) é um subconjunto aberto de C e conseqiientemente o(A) € um
subconjunto fechado de C.

Além disso, se € p(A) e X € C tal que |p— A|||[(p — A) 7| 2x) < 1, entdo X € p(A) e

oo

A=A =) (=)= A" (1.35)

n=0

Demonstragao. Se u € p(A), entao (u— A)~t € Z(X). Se A € C, escrevemos
A =A)=(p= A = (p=N)(n—A)"]

eseu—A|(k—A) " gx <1,segue que A € p(A) e (1.35) estd demonstrada. |

Teorema 1.4.4 Seja X um espago de Banach sobre C e A: D(A) C X — X um operador
linear. Se A\, € p(A), entao

A=A = (= A) " = (= N — A (A — A4 (1.36)

A=A -4 =-A)T A=A (1.37)
Demonstracgao. Note que

(5= A = (= A = AY A= A) = (i A) (= A) + (A= @I — A)
=A—ATT+A—pp—-A)T A=A

o que prova (|1.36)). A prova de (|1.37) é imediata de (|1.36]). |



38

Corolario 1.4.2 Seja X um espago de Banach complero e A : D(A) C X — X um
operador linear fechado. Entao, a fungdo p(A) 2 A — (A — A)™' € Z(X) € analitica e
dTL

A= AT = (D AT

Prova. Fixe A\ € p(A) e observe que, de (1.36]) e do fato que (|1.35)) converge uniformemente

para

1
A=\ < ,
A=l < S = o

p(A) 2 A= (A —A)"! € Z(X) é continua em \g. Novamente utilizando (1.36)) temos que
p(A) 2 X (A= A)™' € Z(X) é derivdvel em Ng e L(A— A)™' = —(A = A)72% O caso

geral segue da identidade
A=A) "= (u=A) 7" = [(A=A) T = (u=A) (=) T+ (p=A) T A=A T (A= A) T
e de um simples argumento de indugao. O

Teorema 1.4.5 (Mdédulo Méximo) Seja X um espaco de Banach complezo e  um
subconjunto aberto e conexo de C. Seja f : Q2 — X uma funcao analitica em €2 e suponha
que || f(N)||x ndo é constante em . Entao || f(N\)||x nao pode atingir um mdzimo absoluto

em nenhum ponto de ).

Demonstragao. Suponha que existe Ay € € tal que ||f(Xo)|lx > [|f(N)]|x para todo
x+ = 1 tal que z*(f(N\o)) =
Ilf(Xo)||x. Segue que g = x*o f é uma fungao analitica em 2 com |g(\)| < |g(N\o)| para todo
A € Q. Do Teorema do Maximo Mdédulo no C, g é constante em 2 e z*(f(A)) = || f(Xo)|lx
para todo A € Q. Por outro lado, ||f(Xo)|lx = z*(f(A)) < [|f(N)|x para todo A € Q e

chegamos a uma contradigao com o fato que ||f(\)||x nao é constante. |

A € Q. Do Teorema de Hanh-Banach, existe x* € X* com ||z*|

Defini¢ao 1.4.3 Um operador linear A : D(A) C X — X no espago de Banach X com
p(A) # () tem resolvente compacto se seu resolvente R(\, A) = (Al — A)~! € #(X) para
algum Xy € p(A).

Proposicao 1.4.3 Seja A: D(A) C X — X um operador linear no espago de Banach X
com p(A) # 0 e Xy := (D(A), [ - b)) onde |- [Ipay = [ - Ix + |14 - |lx. As seguintes

afirmacoes sao equivalentes:
i) O operador A tem resolvente compacto.

i1) A inje¢ao canonica i : X1 — X € compacta.
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Prova. Ver [28], pagina 118. O

Observagao 1.4.2 Uma conseqiiéncia da identidade (1.36) €, se A tem resolvente

compacto, entao R(\, A) é compacto para todo \ € p(A). De fato, fazemos uso de

ROA) =1 — (A=) R(Ao, A)] ' R(Ng, A) = Z()\ — X0)"R(Ng, A)™ T,
n=0
onde A\, Ao € p(A) com |\ — Ag| < HR()\O,A)H;(X) e o resultado seque.
Definicao 1.4.4 Um ponto Ay € 0(A) é dito ser um ponto isolado de o(A), se existe
uma vizinhanga U de Ao tal que o(A) N U = {No}. Um ponto isolado de Ny de o(A) é

chamado um polo de A, ou simplesmente polo, se R(\g, A) tem um polo em \g. A ordem

de um polo Ao, v(No), quer dizer a ordem de \g como um polo de R(\g, A).

Teorema 1.4.6 Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado e com resolvente
compacto no espaco de Banach X. Entao o espectro de A, o(A), consiste inteiramente de

autovalores isolados com multiplicidade finita.
Demonstragao. Ver [38], pagina 187. |

Teorema 1.4.7 Se A é um polo de ordem v(\) =m > 1, entdo
i) N[(A = A)"] = N[(A — A)™*T];
i) R[(A—A)"] = R[(A— A)"*];
iii) R[(\— A)™] ¢ fechado;
iv) X = N[(A— A)™] @ R[(A — A)™);

v) a projecao espectral Q(\, A) sobre N[(A — A)™] correspondente a decomposi¢ao em

(1v) pode ser representada pela integral de contorno

O Ayu = —— [ R(e, Aude, (1.38)

21 Ty

onde I'y € um circulo incluindo A mas nao outro ponto do conjunto discreto de

autovalores de o(A) eu € X.

Demonstracao. Ver [50], pagina 330. |
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Teorema 1.4.8 Sejam A : D(A) C X — X um operador fechado no espago de Banach X
eT:D(T)C X — X um operador com D(A) C D(T) tal que

[Tullx < allullx + bllAul|x, uw € D(A), (1.39)
onde a e b sao constantes nao-negativas. Se existe um ponto ¢ de p(A) tal que
all (¢ = A) Mz +OIAC = A) 2o < 1, (1.40)

entao S = A+ T € fechado e ¢ € p(S) com

-1

1(C=9) " zx) < IC=A) 2o (1 —al(¢=A) zx) —bIIAC=A) " lzx) - (1.41)
Em particular, se A tem resolvente compacto, entdo S tem resolvente compacto.
Demonstragao. Ver [38], pigina 214. [ |

Teorema 1.4.9 (Alternativa de Fredholm) Seja A € J#(X) no espago de Banach X.
Entao

a) N(I — A) € de dimensdo finita,
b) R(I — A) € fechado e R(I — A) = N(I — A*)*,
¢c) NI-A)={0}<= R(I—-A) =X,
d) dim(N(I — A)) = dim(N (I — A*)).
Demonstragao. Ver [16], pagina 92. [ |

Proposicao 1.4.4 Se A: X — Y € um operador linear limitado nos espacos normados X
e Y com imagem sendo um subespaco vetorial de dimensao finita, entao A € um operador

compacto.

Prova. Seja {u,},en uma seqiiéncia limitada em X, entao ||Au,|ly < [|A|lzcxv)|[unllx;
isto é, {Au,}neny € limitada na imagem R(A) a qual é um espago vetorial de dimensao
finita. O Teorema de Bolzano-Weierstrass nos permite concluir que {Au,, }ren converge

para alguma subseqiiéncia de {uy, }nen. O

Definicao 1.4.5 O semigrupo {T'(t) : t > 0} ¢é dito ser compacto se T'(t) : V. — V ¢
uma aplica¢ao compacta no espago métrico V- para cada t > 0, isto €, T(t) leva conjuntos

limitados em conjuntos precompactos.
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Teorema 1.4.10 Sejam A : D(A) C X — X um operador setorial com Reco(A) > 0 no
espago de Banach X e f: X* — X € localmente Lipschitz continua para algum o € [0,1).
Se A tem resolvente compacto e a relagio T(t)ug = u(t,up) define um Cy—Semigrupo
T(t): X* — X, t >0, de solugoes globais em X* do (PVI). Entdo, para cadat >0, T(t)

¢ uma aplicagao compacta em X°.
Prova. Ver [25], pagina 80. O

1.5 Atratores globais. Continuidade

Definicao 1.5.1 (Semi-distancia de Hausdorff) Dados A e B subconjuntos de um

espaco métrico X com a métrica d, definimos a Semi-distancia de Hausdorff como

dy (A, B) := sup inf d(z,y). (1.42)
zcAYEB
Observacao 1.5.1 A distancia usual de conjuntos ¢ dist(A,B) = ing ingd(a:,y),
rTEAYE

observemos a diferenca com a semi-distancia de Hausdorff.

Defini¢ao 1.5.2 (Atragao) Sejam A e B subconjuntos de um espago métrico X. Dizemos
que A atrai B sob a ag¢ao do semigrupo {T(t) : t € T*} se tlggo dy(T(t)B,A) = 0, ou
equivalentemente, dado € > 0, existe um ti(e, B) € TT tal que T(t)B C O(A) para todo
t > ti(e, B).

Defini¢ao 1.5.3 (Absorgao) Sejam A e B subconjuntos de um espaco métrico X.
Dizemos que A absorve B se existe um ty € TT tal que T(t)B C A, para todo t > t.

Observagao 1.5.2 Em particular, se A absorve B, entdo A atrai B (a reciproca ndo é

verdadeira).

Defini¢ao 1.5.4 (Invariancia) Dizemos que um subconjunto A de um espago métrico X

¢ invariante pelo semigrupo {T(t) : t € TT} se T(t)A = A, para todo t € TT.

Defini¢ao 1.5.5 (Atrator) Dizemos que A subconjunto de um espaco métrico X €é um

atrator global para {T(t) : t € T} se é compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados
de X sob a agdo do {T(t):t € T"}.

Observacao 1.5.3 O atrator global é unico. De fato, se A e A* sao atratores globais para

este semigrupo, entao

A (A, A*) = dy(T(t) A, A*) 2= 0,

e assim A C A*. Analogamente A* C A.
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Observagao 1.5.4 Se {T'(t) : t € Tt} tem um atrator A no espago métrico X, entao,
dado © € A, existe uma solug¢io global limitada ¢, : T — X tal que ¢,(0) = x. De
fato, [0,00) 2 t — ¢(t) := T(t)x € X esta sempre bem definida e € limitada, agora seja
re A=T(1)A, assim existe v_1 € A tal que T(1)x_y = x e procedendo indutivamente,
consequimos uma seqiéncia {x_, : n € N} tal que g = x e T(1)x_—1 = x_,, para todo

n €N, (recorde que a seqiéncia {x_,} nao é unicamente determinada). Defina entdo

T(t)x ,teTT,
¢1’(t) =
T(j+t)x—j ,tG[—j,—j—l—l)ﬂT,j:l,Q,g,"',

que € uma solugao global limitada em A passando por x em t = 0.
Reciprocamente, cada solugdo global limitada ¢ : T — X para {T(t) : t € TT} € tal que
o(T) C A. Tendo dito isto, concluimos que

A ={x € X : existe uma solugao global limitada por x}.

Defini¢ao 1.5.6 (Assintoticamente compacto) Um semigrupo {T'(t) : t € T+} € dito
assintoticamente compacto se para qualquer subconjunto fechado, limitado e nao vazio
B C X, para o qual T(t)B C B, para todo t € T, existe um conjunto compacto J C B

que atrai B.

Definicao 1.5.7 (Eventualmente limitado) Um semigrupo {T'(t) : t € Tt} € dito
eventualmente limitado sec para cada limitado B C X, existe tg € T tal que ’y;;(B) é
limitado. Dizemos que {T(t) : t € TT} € limitado, se v*(B) € limitado sempre que B fosse

limitado.

Definicao 1.5.8 (Eventualmente compacto) Um semigrupo {T'(t) : t € Tt} € dito

eventualmente compacto se dado B C X limitado existe um tp € TT tal que T(tg)B ¢

compacto.

Definig¢ao 1.5.9 Um semigrupo {T'(t) : t € T} € dito condicionalmente eventualmente
compacto se dado B limitado e positivamente invariante, existe tgp € TT tal que T(tp)B
¢ compacto. Um semigrupo {T'(t) : t € Tt} é dito eventualmente compacto se dado B

limitado existe tg € TT tal que T(tg)B € compacto.

Defini¢ao 1.5.10 Dizemos que um semigrupo {T(t) : t € TT} € ponto dissipativo
(limitado disipativo/compacto dissipativo) se existe um subconjunto limitado B do

espago métrico X que atrai pontos (subconjuntos limitados/subconjuntos compactos) de X .
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Observacao 1.5.5 Na defini¢ao acima podemos trocar a palavra atrai pela palavra absorve

sem mudar os significados dos conceitos.

Teorema 1.5.1 Seja {T'(t) : t € T} wm semigrupo eventualmente limitado, ponto
dissipativo e assintoticamente compacto se, e somente se, {T(t) : t € T} possui um atrator

global A.
Demonstracao. Ver [25, Corolério 1.1.3]. |

Corolario 1.5.1 Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo sobre um espago métrico X. Se
{T(t) : t > 0} € compacto e ponto dissipativo, entio {T(t) : t > 0} tem um atrator global
em X.

Prova. Ver [25], pagina 13. O

Proposicao 1.5.1 Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo sobre um espago métrico X. Se

{T'(t) : t > 0} tem um atrator global em X, entdo o atrator poderia ser caracterizado como:

B Cc X

compacto

iii) A é a unido de todas as drbitas globais, invariantes e limitadas através de x € X;

iv) A € a uniao de todas as orbitas globais, invariantes e precompactas através de x € X .
Prova. Ver [42], pagina 10. O

Definigao 1.5.11 Seja X um espago métrico, d(-,-) : X x X = R* a métrica de X, A um

espago topolégico e {Ax}ren uma familia de subconjuntos de X .

1. Dizemos que {A)}ren € semicontinua superiormente em )\ se

A—Xo

dH<.A)\,.AU) = Ssup d(l’)\,A)\O) — 0.

TAEAN

2. Dizemos que {Ax}ren € semicontinua inferiormente em )\ se

dir(Ao, Ay) = sup d(z, Ay) =2 0.

JIE.AAO
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3. Dizemos que {Ax}rea € continua em Ny se ela é semicontinua inferiormente e

superioremente em .

Para provarmos as semicontinuidades superior e inferior empregaremos o seguinte

resultado

Lema 1.5.1 Seja {A)}ren uma familia de conjuntos em um espago de Banach X, onde A
€ um espago topologico.

. PN . n—o0 e A .
i) Se qualquer seqiiéncia {xy, }neny com xy, € Ax,, An — No, tem uma subseqiiéncia

convergente com limite pertencendo a Ay, entio {Ax}ren € semicontinua

superiormente em Ag.

ii) Se Ay, € compacto e para qualquer x € A, existe uma seqiéncia {xy, fneny com xy, €
n—o0 ~ s, - 7’ - -
Ay, A — Ao, que converge para x, entao {Ax}ren € semicontinua inferiormente

em Ag.
Prova. Ver [22]. O

Defini¢ao 1.5.12 Diremos que a familia de semigrupos {T\(t) : t € T} ca, € continua
em A= Xy se T\(t)x A T\, (t)x uniformemente para (t,x) em subconjuntos compactos de
T+ x X quando X — A.

Teorema 1.5.2 (Semicontinuidade Superior) Seja {T\(t) : t € Tt} epn uma familia
de semigrupos a qual € continua em A = Ag. Se {T\(t) : t € T }rer tem um atrator

global Ay para cada A € A e U Ay € compacto, entdao a familia {Ax}ren € semicontinua

AEA
superiormente em A = \g.

~ . e A . n—o0
Demonstracao. Seja {z,, },eny uma seqiiéncia em X com z,, € Ay e A\, — Ag. Como,

U A, é compacto em X e A, € U A, segue que existem uma subseqiiéncia {x Any
AEA AEA

}keN

de {zy, fnen € 7y, € X tal que z, oy Ty -

Para concluir a demonstragao da semicontinuidade superior falta mostrar que x,, € A,
e aplicar a parte (i) do Lema|l.5.1l Para este fim, é suficiente provar que existe uma solucao
global limitada {73,(t) : t € T*} que passa por xy,. Da invariancia dos atratores A, ,

para cada k € N, existe uma solucao global limitada ¥*) : T — X através de Tx,, » bela

Observagao [1.5.4] Para t € TT, segue da convergéncia uniforme de T)\(t)z gy o (t)z em

subconjuntos compactos de TT x X que

d(Ty, (), Ta,(t)ar,) < d(Ty,, (s, , Do (t)ar,, ) + Ta (D2, s Ta(H)22,) =3 0,
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uniformemente em subconjuntos compactos de TT. Logo,

k—oo

T (t)f)\ — T)\o (t)l‘/\o, (143)

Nl Nl

uniformemente em subconjuntos compactos de T+. Como ¢)*=) : T — X é solucio global

limitada que passa por z,, , entao
) (4) = o)Png) — (i) () —
PUm(t) = (4 0) = T, () (0) = Ty, (£, -
Disto e ((1.43)), obtemos
YO (1) = Ty, (D, =F Tog(t)2g, ¥t € T (1.44)

Agora, construimos uma solu¢do para trds que passa por z,, da seguinte maneira. Se
0 R . * . e A . j . j_l .
A = An, k€ N, dado j € N* existe uma subseqiiéncia {N, }jen- de {N, ' }jen- e

ry_, tal que 1/1(’\2%)(—]') o zx_, (lembremos que {@D(A”M(—j)}jeN esta em U A,). Dai,
AEA
PO (—f — 4) ey rx_,_,, para 0 < i < j. Da convergéncia de x — T) (i)r para v —

T, (i)z uniformemente em subconjuntos compactos X, segue que, para 0 < i < j, obtemos

T, (D)) (—j — i) — Ty, (£ vt e Tr. (1.45)

—j—i)
Para 0 <t =14 < j e como 1)) é solucao global, temos
w()\%k)(_j) — T)\O<i)‘r)\—j—i'

Pela unicidade do limite, resulta Ty, (i)x =wy_,, para 0 <i < 5.

—j—i

Agora, definindo

pPO(4) = Ty, (t)zy, , seteTt
Th(t+j)xa,, sete[—j,—j+1)NT,je N,

temos que ¢ : T — X é uma solugdo global de {T},(t) : t € T*} que passa por xy,, pois
hd ¢(>\0)(0) = Txo-
eSeseTt:

T, (t)lﬂ(AO)(S) =T\, (t>TA0<S)x>\0 =T, (t + S)xko = ¢(>\0)(t + S)'
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eSese[—j,—j+1)NT, j € N
Ty ()P (5) = Ty () Ty (s + ), = Dot + 5+ s, = b2 (t +5).
Também,
PO (1) 2 (1) v e T.

De fato, usando ([1.44]), obtemos
WOW(E) = Ty, (s, — T (s, = 0(8),

para todo t € T™ e de ((1.45]), temos

k

PO (k) = Ty (N (k=) — Ty ()ar_,_, = Doy (—k+ i+ R)ar_,_, = $O k),

para todo k € N.
Como U Ay ¢ limitada em X e 10)(¢) = lim zﬁ(’\ﬁk)(t) € U A,, para todo t € T,

k—o0
AEA AEA

entdo %) é limitada para todo t € T. Portanto, 1)) (T) C Ay, e em particular ), € Ay,.
|

Observacao 1.5.6 Se em particular a hipdtese que W seja compacto no Teorema
pode ser enfraquecida assumindo em seu lugar uma compacidade coletiva; isto €, dada
uma seqiéncia {n, bnen em [0,1] com n, =3 0 e uma seqiéncia {T,}nen com z, € A,
entao {T,}neny tem uma subseqiiéncia convergente. Note que isto implica que existe 1y €
(0,1] tal que Uyeioo Ay, € limitado. A demonstracao do Teorema com esta hipotese

mais fraca € inteiramente andloga a demonstra¢ao acima.

Teorema 1.5.3 Seja {Ty\(t) : t € T} en uma familia de semigrupos que tem um atrator

global Ay para cada N € A. Se U Ay € relativamente compacto em X e para qualquer

A€A

A=A .
)y =3 1y, em X com xy € Ay, X\ # N, satisfaz

| T (t)zn — T (t)zrel|x — O,

quando A — Xg para qualquer t € TT, entao a familia {A)}ren € semicontinua

superiormente em XA = \g.

Demonstragao. A demonstracao é analoga a do Teorema [1.5.2} [
Dado um semigrupo {T'(¢) : t € TT} e M um conjunto invariante sob a agao de {7T'(¢) :

t € T*}, j4 vimos que existe uma solugao global por a, para cada a € M. As solugdes
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globais mais simples sdo as constantes; isto é, os pontos de equilibrio. A classe das solucoes
globais que tendem a um equilibrio y* quando t tende a —oo formam um conjunto invariante

que chamamos de conjunto instavel W*(y*) de y*; isto é,

W*(y")={y € X : 3 solugao global ¢, : T — X tal que ¢,(0) =y e ¢,(?) 200
(1.46)

Dada uma vizinhanca V' de y*, o conjunto dos pontos y de V tais que existe solugao
global ¢, : T — X tal que ¢,(0) = y, ¢,(t) jpuane y* e ¢,(t) € V para todo t € T~ é
chamado conjunto instével local de y* e é denotado por W% (y*).

A orbita v, de uma solucao global nao constante ¢ : T — X que tende a um ponto de
equilibrio y¥* quando t tende a 00 é chamada uma érbita homoclinica em y*.

Observamos que quando existe uma 6rbita homoclinica em y*, W (y*) pode nao

coincidir com a intersegdo de W*(y*) com uma vizinhanca de y*.

Teorema 1.5.4 (Semicontinuidade Inferior) Seja {T,(t) : t € T*},c01) wma familia

continua em 1 = 0 de semigrupos em um espaco métrico X que satisfaz
a) {T,(t) : t € T*} tem um atrator global A,, para cada n € [0, 1].

b) Se &, denota o conjunto das solugoes estaciondrias de {T,(t) : t € T*}, existe p € N

*,0) n—0

tal que &, = {yy", ..., 4"}, para todo n € [0,1] e sup d(y;",y;") — 0.

1<i<p

c¢) Se Wit(y;") = {y € B(y;") : existe solugao global ¢, : T — X tal que ¢,(0) =
y, gy (1) ==° y;" e ¢y (t) € B(y;"), para todot € T~}. Suponha que, para algum

6 > 0 pequeno, {W(y;") }nep,1) € semicontinua inferiormente em n = 0.

P
d) A=W ().
j=1
Entao, {Ay}neo,) € semicontinua inferiormente em n = 0.

Demonstracao. Note primeiramente, se ug € Ay, entao ug € W“(yZ’O), para algum

1 < ¢ < p pela hipétese (d). Logo, existem uma solu¢do global qbéo)

: T — X por ug
(qbéo)(O) = up) tal que ¢1§0) (t) jpuinte y;’o, d > 0 suficientemente pequeno e 7 € T+ tal que
6" (=7) € Wi(y;").

Da hipétese (b), dado & > 0 existe 6 > 0 tal que 0 < 7 < &y, entao d(y,", y,"°) < & para
todo i =1,...,p. Assim, y;" € Bs(y;°) (Ver figura .

De (c), existe uma solugao global gbgn) : T — X com ¢én)(—7) e Wiy, ") tal que

¢én)(—7') i éo)(—T) pela parte (2) da Definigao [1.5.11}
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............

Figura 1.2: Conjunto Wy'(y;").

Usando a hipétese a) e a continuidade de {T),(¢) : t € T" },cp0,1], segue

d(T, (7)) (=7), To (1) (=7)) < d(T,(T)$\" (=7), To(T) S (—7))
+d(To(T)" (=), To(r)ey (—7)) =25 0.

Assim,
T, (7)o (—7) — up.

Logo, dado g € Ay com Ay compacto, existe uma seqiiéncia {u, },ep,1] com u, = QSIEU)(O) €

W(y,") C A, tal que u, 28 0. Do Lema [1.5.1 segue o resultado. |

1.5.1 Semigrupos gradientes e gradient-like

Nesta secao vamos considerar os semigrupos chamados gradientes, mostraremos que os
atratores destes semigrupos podem ser caracterizados como a variedade instavel de seu

conjunto de equilibrio.

Defini¢ao 1.5.13 Um semigrupo {T'(t) : t > 0} € dito semigrupo gradiente, quando

existe uma funcao continua V : X — R com as sequintes propriedades:
(i) Para cada x € C a aplicagio t € [0,00) — V(T'(t)x) € R € nao crescente;

(i1) Se x em X € tal que existe uma solugdo global ¢ : R — X por x = ¢(0) e existe um
t* € R tal que V(¢(t)) = V(x) para todo t > t* ou para todo t < t*, entao x € um

ponto de equilibrio para o semigrupo.

A fung¢ao V : X — R € chamada de func¢ao de Liapunov para o semigrupo {T(t) :t > 0}.
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Lema 1.5.2 Se {T'(t) : t > 0} é um semigrupo gradiente e £ é o conjunto dos seus pontos
de equilibrios, entdo w(x) é um subconjunto de € para cada x € X. Se existe uma solugdo
para tras ¢ : (—o00,0] — X por x entio ag(x) é um subconjunto de . Além disso, se
{T'(t) : t > 0} possui um atrator global A e todas as solugoes estaciondrias sao isoladas,
entdo existe somente um niumero finito delas e para cada x € X, w(x) € um conjunto
unitdrio. Se x € A e ¢ : R — X € uma solugao global através de x, ay(x) é um conjunto

unitario.

Prova. Se w(z) = 0, o resultado é trivial. Se w(x) # 0, temos que V(T(t)z) — ¢
quando ¢ — oo para algum ¢ € R. Como T'(w(x)) C w(x), para cada y € w(z) temos que
V(T(t)y) = ¢ = V(y) e da propriedade (i) na Definigdo temos que y € £. Supondo
que existe uma solugao para trés ¢ : (—oo,0] — X através de x. Se ay(z) = 0 o resultado
é trivial. Se y € ay(x), existe um ¢ € R tal que V(¢(—t)) =% ¢. Como T(ag(r)) C ay(z)
para cada y € ay(z) temos que V(T'(t)y) =c=V(y) ey € £.

Suponhamos que {T'(t) : t > 0} possui um atrator global A. Como A é compacto e
E C A, segue que se todos os pontos de £ sao isolados, entao £ é finito.

Resta-nos mostrar que se o conjunto das solugbes estaciondrias é finito entao w(zx) e
ay(z) sao conjuntos unitdrios. Como w(z) e ay(x) s@o conexos e o conjunto das solugoes

estacionarias ¢ finito, segue que w(z) e ay(x) sdo conjuntos unitarios. O

Teorema 1.5.5 Suponhamos que {T'(t) : t > 0} é um semigrupo gradiente que €
eventualmente limitado, assintoticamente compacto e possui um conjunto de equilibrio &

limitado. Entao {T(t):t > 0} possui um atrator global A = W*(E), onde

W (&) :={y € X : existe uma solu¢ao para trdas
¢ (—00,0] = X pory tal que ¢(t) == £}

¢ chamado de wariedade instdvel do conjunto &, e ¢(t) T € significa que

im d(p(t),E) =0. Se E={yi, -+ ,y:} € finito, entao A= J;_, W"(y}), onde

W (yr) :={y € X : existe uma solug¢ao para trdas
¢ (—00,0] = X pory tal que ¢(t) ==°y*}

]

€ chamado de variedade instavel de y;. Finalmente, se existe um conjunto conezxo limitado

B que contém A, entao A € conexo.

Demonstracao. Ver [33, Teorema 1.32]. |
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Em geral, nao se espera que uma perturbacao de um semigrupo nao-linear gradiente
dara origem a um novo semigrupo nao-linear gradiente, a principal dificuldade é provar
que o problema perturbado tem uma funcao de Liapunov. Assim, define-se o conceito de
semigrupo gradient-like, onde nos preocupamos somente com as propriedades dinamicas
que a fungao de Liapunov introduz em um semigrupo gradiente. Com esta nova defini¢ao
mostramos que nesta nova classe os atratores podem ser caracterizados como nos semigrupos
gradientes e também mostramos que este conceito ¢é estavel sob pequenas perturbacoes, logo
conseguimos mostrar a continuidade da estrutura dos atratores para este tipo de semigrupos
com relagao a pequenas perturbacoes.

Antes de continuarmos, vamos enfatizar a distincao entre semigrupos gradientes e
semigrupos que tém atratores gradient-like. Como na Defini¢ao [I.5.13 um semigrupo

gradiente é um semigrupo que possui uma funcao de Liapunov.

Defini¢ao 1.5.14 Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo com um atrator global A. Suponha
que o conjunto das solugoes estaciondrias € de {T(t) : t > 0} € finito; isto €, para algum
p €N, temos que & = {y;, -,y }. Se A= LPJ W*(y}), entdo dizemos que A é um atrator
gradient-like e que {T(t) : t > 0} € um sezvjzligrupo com atrator gradient-like.

Como provado no Teorema [[.5.5] um semigrupo gradiente com um atrator global e
um numero finito de equilibrios é um semigrupo com atrator gradient-like. Nao é dificil
ver (veja exemplo em Hale [33] pédginas 2 e 3) que um atrator gradiente-like pode vir de
um semigrupo que nao é gradiente e também que uma perturbacao de um semigrupo com
um atrator gradient-like pode nao ter atrator gradient-like. Isto nos leva a questionar
sobre quais propriedades dinamicas dos semigrupos seguem que estes possuem atratores
gradient-like e se estas sao estaveis sobre perturbacoes. Pelo que vimos, tais propriedades
devem ser satisfeitas por semigrupos gradientes e suas perturbacoes.

Com isto em mente, o seguinte conceito de semigrupos gradient-like generaliza o conceito
de semigrupos gradientes enquanto mantém suas propriedades dinamicas essenciais. Em [4]
e [12] mostraram que as propriedades que definem os semigrupos gradient-like sao estaveis

por perturbagoes.

Definicao 1.5.15 Considere um semigrupo {T'(t) : t > 0} com wm nimero finito de
solugoes estaciondrias £ = {yj,-- -y, }. Seja
200 = min d(y;,y;) > 0.
1<i,5<p
1]
Seja g9 < do, y* € € e € (0,89). Uma e—cadeia de y* para y* é um subconjunto

Wiy} de &, juntamente com {yi,---,yr} um subconjunto de pontos de X e
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constantes {t1,s1,...,tr, 56}, 0 < s < 8, 1 <0 < k, k < p, tais que d(y;,y;,) < e,
1<i<k+1Ly =y, =y, d(T(s;)yi, E) > e € d(T(ti)yi,yZ_H) <e 1<i<ek.
Dizemos que y* € £ € recorrente por cadeias se existe um g > 0 e uma e—cadeia de y*

para y* para cada € € (0,&p).

T(s1)n

Figura 1.3: Exemplo de e—cadeia com p = 3.

Defini¢ao 1.5.16 Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo com wm niamero finito de solugoes
estaciondrias € = {yi, - y;} e assuma que ele tem um atrator global A. Diremos que,

{T'(t) :t > 0} é um semigrupo gradient-like se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(9.1) Dada uma solugao global § : R — X em A, existem i,5 € {1,--- ,p} tais que

lim d(§(t),y7) =0 e lim d(£(t),y;) = 0;

t——o0 t—o00

(92) €={yi, -+ ,yy} ndo contém nenhum ponto recorrente por cadeia.

As hipdteses (g.1) e (g.2) carregam importantes propriedades dinamicas de um
P

semigrupo com uma fungao de Liapunov. Claramente, de (g.1), temos que A = U W (ys),
i=1
isto é, um semigrupo gradient-like ¢ um semigrupo com atrator gradient-like. Também, a

hipétese (g.2) diz que nenhum nimero finito de érbitas pode produzir um contorno fechado.
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Todo semigrupo gradiente é um semigrupo gradient-like. Segundo o Teorema [1.5.6
abaixo, os semigrupos gradient-like sao estaveis sob perturbacoes, por isso, uma perturbacao
de um semigrupo gradiente é um semigrupo gradient-like.

Por outro lado, um atrator pode exibir a estrutura definida pela unido finita das
variedades instaveis em torno dos pontos de equilibrios e para ug € X seu conjunto omega
limite nao exatamente formado por um tnico ponto de equilibrio ;. Assim, as propriedades
(g9.1) e (g.2) nao sao vélidas.

J4 mencionamos que uma perturbacao de um semigrupo com atrator gradient-like
pode possuir um atrator que nao ¢é gradient-like. No entanto, este pode se comportar
semicontinuamente superiormente e inferiormente, isto mostra que a classe dos semigrupos
com atrator gradient-like é maior que a classe dos semigrupos gradient-like. Disto,
concluimos que a nocao de semigrupo gradient-like é intermediaria entre a de semigrupo

gradiente e a de semigrupo com atrator gradient-like.

Definig¢ao 1.5.17 Diremos que o semigrupo {I,(t) : t > 0} € coletivamente
. . oA k—o0

assintoticamente compacto se, dada uma seqiéncia {Ng}treny com m, — 0, uma

seqiiéncia limitada {ug}reny em X e uma seqiiéncia {ty}ren de nimeros nao negativos com

t "% oo, temos que {1}, (tr)ur bren € relativamente compacta.

A maior vantagem dos semigrupos gradient-like sobre os semigrupos gradientes é a
sua estabilidade sob perturbacoes. Este fato possibilitard a caracterizacao dos atratores
de semigrupos que sao pequenas perturbacoes de semigrupos gradientes, tais semigrupos
perturbados sao capazes de fornecer uma caracterizacao do atrator do semigrupo nao

perturbado.

Teorema 1.5.6 Seja {T,(t) : t > 0}, n € [0, 1], uma familia de semigrupos coletivamente

assintoticamente compacto, tal que
a) para cada n € [0,1] {T,,(t) : t > 0} possui um atrator global A,;

b) {T,(t) :t >0} tem um nimero finito de solucées estaciondrias &, = {y;", - ,yy"},
para todo € [0,1], e d(y", 3" e 0, 1 <1 <p. Adicionalmente, existem § > 0
e no > 0 tais que a unica solugdo global contida em Bs(y;™) € vy, 1 < i < p,
0 <n <mno;

c) eziste § > 0 tal que, se uma solugio €™ : R — X em A, ¢ tal que d(€™(t),y;") <4,
para todo t >ty (ou para todo t < ty), to € R, entdo €™ (t) =5y (ou £ (¢) "2=5°

y;");
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d) d(T,(t)u, To(t)u) 280 uniformemente para (t,u) em subconjuntos compactos de
[0,00) x X;

e) {To(t) : t > 0} é um semigrupo gradient-like.
Entao, existeny > 0 tal que, para todon € [0,10], o semigrupo {T,,(t) : t > 0} € gradient-like.
Demonstracao. Ver [20, Teorema 1.5]. |

Corolario 1.5.2 Sob as hipoteses do Teorema [1.5.6, existe um ny > 0 tal que

p
Ay = W™, para todo 1 € [0,n,).

i=1

Observagao 1.5.7 Até este ponto nao usamos a hiperbolicidade dos equilibrios y;, 1 <
1 < p. Portanto, os resultados sao validos, em alguns casos sem a hiperbolicidade. Nas
aplicagoes, a hiperbolicidade dos pontos de equilibrio para {Ty(t) : t > 0} € usada para
provar as condi¢ies (b) e (c) do Teorema[1.5.6,

Podemos substituir o conjunto finito de equilibrios por uma familia de conjuntos
disjuntos invariantes isolados, adaptando a definicao de semigrupo gradient-like e os
resultados andlogos possuem provas similares.

A fim de obter a existéncia de atratores globais exponenciais, seguiremos o feito em [4],
[12], [19] e [20].

%

Definigao 1.5.18 Diremos que = = {Z},---Z;} € uma familia de conjuntos

invariantes isolados se eviste 6 > 0 tal que Os5(Z7) N Os(Z;) = 0, 1 < i < j < p,

e ZF € o subconjunto invariante mazimal de O5(ZF) == {z € X : d(z,Z}) < 6}.

Defini¢ao 1.5.19 Diremos que a familia = = {Z3,- E;‘} de conjuntos invariantes
tsolados atrai pontos de X, se a unidao U =7 atrai cada ponto de X.

Er€E

Consideremos {7'(t) : ¢ > 0} um semigrupo com atrator global A que contém uma

familia finita de conjuntos disjuntos invariantes isolados = = {Zj,--- =5}

Definicao 1.5.20 Sejam § e gy € (0,9) fizos. Para =* € Z e ¢ € (0,e0), uma c—cadeia

*

%

de Z* para Z* € uma seqiéncia {Z7, - ,Z; } C =, uma seqiéncia de mimeros reais

b1, K1, Stk Kk, comt; > Ry, 1 <@ < k, k<p, euna seqiiencia de pontos u;, 1 <1 < k,
k
tais que u; € OL(Z7), T(ki)u; ¢ OEO(U(EZ)) e T(t)hu; € O(25 ), 1 < i <k, com

g1
i=1
* 'k

— = — =k y ok = 4 . .
=l = 0 Diremos que =* € Z € recorrente por cadeias, se existe um gy € (0,0) e

—_
—
—

e—cadeias de Z* para Z* para cada € € (0,¢ep).
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Definigao 1.5.21 Sejam {T'(t) : t > 0} um semigrupo e A um atrator global para o
semigrupo. Diremos que {T'(t) : t > 0} é um semigrupo gradient-like generalizado,

se eziste uma familia = = {Z3, - - - ,E;} de conjuntos invariantes isolados em A, tal que
(9g9.1) Para cada solucao global £ : R — X em A, existem 1 <i,j < p tais que

lim d(€(t),Z) =0 e lim d(£(t),Z%) = 0.

t——o00 t—o0 J

=k

(99-2) Os elementos de = = {Z],--- ,Z;} ndo sao recorrentes por cadeias.

Como anteriormente introduzimos as defini¢oes de variedades instaveis e estaveis.

Definicao 1.5.22 Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo. A variedade instdvel de um

*

conjunto invariante isolado =* ¢ dada por

WH(Z=") ={C € X : existe uma solugdo global £ : R — X com £(0) = e lim d(£(t),Z") = 0}.

t——o00

A variedade estdvel de um conjunto invariante isolado =* para {T'(t) : t > 0} é

dada por
WE)={CeX: tlgnood(T(t) ,2%) =0}.

A variedade instdvel local W), de =* ¢ dada por, dado € > 0,

WE(E") ={C eW(E")NO(Z") : existe uma solugao global & : R — X com £(0) =( e
tlim d(&(t),=2") =0 e &(t) € O(=") para todo t < 0}.
——00

Lema 1.5.3 Suponha que = = {Z5,--- ,E;‘} seja uma familia de conjuntos invariantes
isolados que atrai pontos de X e para cada = € =, existam constantes positivas Cy, py e
0o tais que

d(T (t)uo, Wige(Z7)) < Coe ™", (1.47)
sempre que uy € O5(ZF) € Yo.q(uo) C Os,(Z;) para todo t > 0. Entao, {T'(t) : t > 0} €

exponencialmente ponto dissipativo.

Prova. Uma vez que = atrai pontos, para cada u € X, existem um compacto isolado

invariante =5 e ¢, > 0 tais que v*(T'(t,)u) C Os;(Z}) e, conseqiientemente

A(T(t)u, W (E5)) < Coe ™) ¢ > ¢,
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Tomando o subconjunto limitado B = U§:1 Wiie(Z5) de X, temos
d(T(t)u, B) < Coete "t t > t,.

O

Lema 1.5.4 Seja {T'(t) : t > 0} wum semigrupo gradient-like generalizado e

(1]

assintoticamente compacto com wma familia de conjuntos invariantes isolados

= ,E;j} que atrar pontos de X, onde cada =F € = wverifica propriedade (1.47) e que
dado qualquer ponto vy, existe uma bola O (yy)(vo) tal que v (Ocpwe)w)) € limitado e, para

algumas constantes cq e Lo > 0, temos
d(T(t)w, T(t)ws) < coe™td(wy, ws), (1.48)

para todos wi,wy € Y (Ocuy)(v0)) €t > 0. Entdo, o semigrupo € localmente compacto
dissipativo. Em particular, existe um conjunto (mazimal) compacto invariante J que atrai
exponencialmente uma vizinhanga de um conjunto compacto dado, isto €, dado K C X

existe um conjunto aberto O(K) contendo K tal que
d(T(t)O(K),J) < Ce ™, t>0. (1.49)
Prova. Ver [19, Teorema 2.18]. O

Teorema 1.5.7 Suponha que as sequintes condi¢oes sao vdlidas:

i) O semigrupo {T'(t) : t > 0} € gradient-like generalizado e assintoticamente compacto

com orbitas limitadas de conjuntos limitados e com uma familia de conjuntos disjuntos

isolados invariantes = = {E7, - - - ,Ep};
ii) A familia de conjuntos invariantes isolados = = {=f,--- ,ZE;H{T" : n € N} atrai
pontos de X;

i11) O semigrupo {T'(t) : t > 0} satisfaz uma condigdo de Lipschitz da forma
d(T(t)wy, T(t)wy) < cetd(wy,w,),
para todos B C X limitado e wy,wy € B, onde ¢, L > 0;

iv) Cada conjunto Zf C Z verifica a propriedade (1.47)).
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Entao, o semigrupo {T'(t) : t > 0} € exponencialmente limitado dissipativo. Isto €, existe
um atrator global A que atrai exponencialmente, da sequinte forma, existem p >0 e C >0
tais que

dy(T(t)B, A) < Ce ", para todo t > 0.

Demonstracao. Ver [19, Teorema 2.16]. |

Teorema 1.5.8 Suponha que {T'(t) : t > 0} seja um semigrupo gradient-like generalizado,
compacto para t > tg > 0 e que satisfaca a condi¢ao de Lipschitz . Suponha também
que exista uma familia finita Z de conjuntos invariantes isolados que atrai pontos de X e
que cada ZF € = verifica a propriedade (1.47). Entao, {T(t) : t > 0} € exponencialmente
limitado dissipativo. Isto é, existe um atrator que atrai erxponencialmente, da sequinte

forma, existem p >0 e C' > 0 tais que
dg(T(t)B, A) < Ce ™ para todost > 0 e B limitado.
Demonstracao. Ver [19, Teorema 3.9]. |

Teorema 1.5.9 Seja {T,,(t) : t > 0}, n € [0,1], uma familia de semigrupos coletivamente

assintoticamente compactos definidos em X. Suponhamos que

i) {1, (t) : t > 0} possui atrator global A, para cada n € [0, 1];

%

ii) A, tem um nimero finito de conjuntos invariantes isolados =, = {Z7,,--- , =5}, n €
[0,1], que se comportam semicontinuamente superiormente e inferiormente quando
n — 0, usto €,

[du(25,,Z50) + du(Zi0, Z5)] 50
sup H zn?“z(] H z(]?_‘zn .

1<i<p
Adicionalmente, existem § > 0 e ng > 0 tais que somente as solugoes globais contidas

em Bs(Z},) estao em =7, 1 <i<p, 0<n <y,

7,7]7

i) d(T,(t)u, To(t)u) 1280 para cada t > 0 e uniformemente para u em subconjuntos

compactos de X ;

iv) Ezistem § > 0 eny € (0,1] tais que, sen < ny, ™ : R — X € uma solugio global em
Ay, e d(E(t),Z;,) < 6 para todo t < 0 (d(E™(t),E;,) < & para todo t > 0), entdo
d(ED(®),5,) =0 (d(EM (1), Z,) =3 0);

)71 51

v) {To(t) : t > 0} € um semigrupo gradient-like generalizado.
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Entao, existe ny > 0 tal que, para todo n < ny, {T,(t) : t > 0} € um semigrupo gradient-like

generalizado. Conseqiientemente, existe ng > 0 tal que

P
A’? = U WU(E;n)a V77 S [Oa 770]
i=1
Corolério 1.5.3 Assumindo as hipdteses do Teorema[1.5.9 e do Teorema para cada
n € [0,1], para cada conjunto limitado B C X, existe ng > 0 e uma constante ¢(B) > 0 tal
que
d(T,,(t)ug, A,;) < c(B)e ", para todos ug, n € [0,m] et > 1.

Seguindo o plano de [35] se assumirmos que {Ty(t) : t > 0} possui um atrator gradient-
like Ay e todas as solugbes estaciondrias sao hiperbdlicas, entao {7}, (t) : ¢ > 0} possui um
atrator A, e com uma propriedade de continuidade de semigrupos é possivel mostrar que

os atratores A, comportam-se continuamente quando 7 — 0, isto &,

i (Ay, Ao) + di (Ao, Ay) =3 0.

1.5.2 Taxa de convergéncia de atratores exponenciais

O resultado mais importante desta secao diz que a atragao exponencial local uniforme
garante que a taxa de convergéncia de semigrupos nao-lineares determinam a taxa de
convergencia dos atratores.

Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo nao-linear com atrator global A. Diremos que A é
um atrator exponencial , se existem p > 0 e para cada conjunto limitado B C X uma

constante positiva C(B) tal que
dg(T(t)B, A) < C(B)e ", vt > 0.
Suponha que para cada conjunto limitado B, existem ¢ = ¢(B) > 0 e L > 0 tais que
d(T(t)u, T(t)v) < ced(u,v), para todo u,v € B,t > 0. (1.50)

Teorema 1.5.10 Suponhamos que {T,(t) : t > 0} seja uma familia de semigrupos
possuindo atratores globais A, para todo n € [0,1]. Assumamos que, existam 1y > 0,

p > 0, um conjunto limitado By D U A, tais que para cada conjunto B C X limitado,

776[07770}
existe uma constante ¢ = c¢(B) > 0 tal que

du(T,(t)Bo, A,;) < ce ™, para todon € [0,m0] et > 1. (1.51)
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Suponhamos também que, existem c e L > 0 tais que
d(T,(t)u, To(t)v) < ce™(d(u,v) +n), para todo u,v € By, ¥n € [0,m9] et > 1.  (1.52)

Entao,

dir( Ay, Ao) + di (Ao, A,) < Eénrtt. (1.53)
Demonstracao. Ver [11], Teorema 8.2.2]. |

1.6 Grau topoldgico em dimensao infinita

Definicao 1.6.1 Sejam X um espaco de Banach real e 2 um subconjunto de X. Dizemos
que a tripleta (I — F,Q,u) é admissivel, se ) C X é um aberto e limitado, F € ¢ (Q, X)
eu ¢ (I—F)(00), denotamos por ® o conjunto de todas as tripletas admissiveis. A fung¢do

v:% — Z, com as propriedades
1. v(1,92,u) =1 para u € Q;

2. y(I = F,Qu) =~ — F,Q,u) +~v(I — F,Qq,u) sempre que Qe Qy sao subconjunto
abertos disjuntos de Q2 tal que u & (I — F)(Q\(Q1 U Qy));

8. ~v(I — H(t,-),Qu(t) € independente de t € [0,1] sempre que H : [0,1] x Q — X é
compacta, u : [0,1] — X € continua e u(t) ¢ (I — H(t,-))(0) sobre [0, 1];

¢ chamada o Grau de Leray-Schauder.

Definigdo 1.6.2 Seja F € # (2, X), u € Q e ey > 0. Se, para todo € € (0, e, (I —
F, B(u,€),u) € uma tripleta admissivel e v(I — F, B(u,€),u) é independente de € € (0, €],
dizemos que este valor comum € o indice de u relativo a aplicacao I — F e denota-se
por ind(u, I — F).

Teorema 1.6.1 Eriste uma unica func¢ao v : D — Z que satisfaz as propriedades (1), (2)

e (3) da Definigdo[1.6.1]
Demonstragao. Ver [27], pagina 57. |

Teorema 1.6.2 Seja A : X — X um operador compacto e continuo em um espaco de
Banach X que A € Fréchet diferencidvel em uy. Entdo, a derivada A'(ug) € um operador

linear compacto e continuo.

Demonstracao. Ver [40], pagina 77. |
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Teorema 1.6.3 Sejam 2 C X um conjunto aberto limitado, A : X — X um operador
compacto e continuo em um espaco de Banach X, o operador I — A estd definido na 0€) e
(I —A)(0Q) #0. Se A tem um nimero finito de pontos fizos ui, ..., ur em €2, entdo

vl —A,Q,0) =ind(uy, I — A) + - - +ind(ug, I — A).

Demonstragao. Ver [40], pagina 101. [ |

Teorema 1.6.4 Sejam 2 C X um dominio convexo e fechado e, A: X — X um operador
compacto e continuo em um espaco de Banach X o qual estd definido na Q. Se A(0Q2) C Q
e A ndo tem pontos fixos na OS2, entao (I — A)(02) #0 e~y(I —A,Q,0) =1.

Demonstracao. Ver [40], pagina 108. |

Lema 1.6.1 Sejam X um espacos de Banach e ) um subconjunto e aberto e limitado de
X. Suponhamos que o operador T € C'(Q, X) é compacto, 1 ¢ o(T'(u)) e ug € X € um
ponto fixo de T'. Entao,

y(I =T, B(ug,e),up) = v(I —T'(ug), B(uo, ), up), (1.54)

para todo € > 0 suficientemente pequeno.
Prova. Ver [2], pdgina 39. O

Teorema 1.6.5 Sejam A : X — X um operador compacto e continuo em um espaco de
Banach X, ug € X € um ponto fizo de A, A esta definido em uma vizinhanca de ug e A €

Fréchet diferencidvel em ug. Se 1 ¢ o(A'(ug)), entdo uy € um ponto fizo isolado de A e
ind(ug, I — A) = (—1)7, (1.55)

onde B € a soma das multiplicidades dos autovalores reais do operador linear A'(ug) em
(1,00).

Demonstracao. Ver [40], pagina 108. |

Teorema 1.6.6 (Ponto Fixo de Schauder) Seja X wum espago de Banach e M um
subconjunto convexo, fechado e nao vazio de X. Se A : X — X € um operador continuo tal

que A(M) C N onde N C M ¢é um conjunto compacto, entdo A tem ao menos um ponto

fizo.

Demonstragao. Ver [40], pagina 222. |






CAPITULO

2

Método dos Elementos Finitos

Neste capitulo vamos introduzir os conceitos do elemento finito e as estimativas do erro

do interpolante global nos espacos de Sobolev adequados.

Definicao 2.0.3 (Elemento Finito) Sejam
i) K CR"™ um dominio com fronteira suave por partes (o dominio elementar),
it) P um espago de dimensdo finita de fungoes em K (o espago de fungoes forma) e
iii) N = {Ni1, Na, ..., Ny} uma base para P (o conjunto de varidveis nodais),

entao (K, P,N) é chamado de um elemento finito.
Na Definicao [2.0.3] P" denota o dual algébrico do espago linear P e n, k € N*.

Definigao 2.0.4 (Base nodal) Dado (K, P,N) um elemento finito e seja {1, pa, ..., 1}
a base para P, dual a N; isto é, N;(¢;) = ;5. Esta base é chamada de base modal para
P.

Definigao 2.0.5 (O Interpolante) Dado um elemento de finito (K,P,N), seja o
conjunto {¢; : 1 < i < k} C P a base dual para N'. Se v é uma fungio, na qual todos os
N, e N,i=1,...,k, estao definidos, entio definimos o Interpolante Local por

Txv = ZNi(w)gﬁi. (2.1)

Proposigao 2.0.1 O Interpolante Local Ly (v — Zgv) € linear.

61
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Prova. Como cada N;, i =1,...,k sao funcionais lineares, temos

k k
Tr(v+aw) = Z Ni(v+ aw)p; = Z (Ni(v) + aN;(w)) ¢ = Ik (v) + oLk (w).

i=1 i=1

O
Proposicao 2.0.2 Ni(IKU> =N;(v),i=1,... k.
Prova. Da defini¢ao de Z, linearidade de N; e {¢;} dual a N, segue
k k k
Ni (IKU) - NZ(ZN](U)¢]) = ZNJ(U)NZ((bJ) = Z Nj(U)(Sij = NZ(’U)
j=1 j=1 j=1
O

Observagao 2.0.1 A Proposi¢ao diz-se que 0 L (v) € a unica fungdo forma que tem

0s mesmos valores nodais como v.

Proposicao 2.0.3 Zx(v) = v, para v € P. Em particular, Zx € idempotente, isto €,
IIQ(- == IK.

Prova. Ver [15, Proposicao 3.3.7]. O
Agora, podemos colar os elementos do dominio para obter uma subdivisao do dominio

de célculo e, unir os interpolantes locais e obter um interpolante global.

Defini¢ao 2.0.6 Uma subdivis@o do dominio Q@ C R™ é uma colecao finita {K;} de

abertos com K; C €, para todo i, tal que
1) KKNK;j=0,sei#je
2) UK; = Q.
Definicao 2.0.7 Suponha que 2 C R™ é um dominio com uma subdivisao T . Assumamos

que cada elemento do dominio, K, na subdivisao esta equipado com algum tipo de funcdo

forma, P, e varidveis nodais, N, tal que (K, P,N) forma um elemento finito. Seja m a

ordem mais alta das derivadas parciais envolvidas nas varidveis nodais. Para f € C™(1Q),

o interpolante global esta definido por

para todo K; € T em € N.



63

Na auséncia de outras condigoes relativas a subdivisao nao é possivel afirmar a
continuidade da interpolacao global. Em seguida, devemos formular uma condic¢ao simples
que garante que a interpolacdo global é uma funcao continua no 2. Para manter a simples
apresentacao, nos restringir ao caso de duas dimensoes espaciais, ou seja, quando R?. Mais

adiante faremos a generalizacao desta definicao para o R™.

Definicao 2.0.8 Uma triangulacdo de um dominio poligonal Q@ C R? € uma subdivisio

de Q consistindo de triangulos que tem a propriedade que

3) Nenhum vértice de um triangulo estd no interior de um lado de um outro triangulo.

Exemplo 2.0.1 A Figura do lado esquerdo da Figura|2.1], mostra uma triangula¢ao de um

dominio dado. A Figura do lado direito nao € uma triangulagao.

Figura 2.1: Duas subdivisoes: a primeira é uma triangulacao e a outra nao.

Definigao 2.0.9 Dizemos que um interpolante tem ordem de continuidade r (ou

abreviadamente, que é ‘C"") se Zrf € C", para todo f € C™(2). O espago,

Ve ={Trf : [ € CM@))}, (2.3)

¢ dito ser um espaco elemento finito “C"”, onde r € N.

2.1 Equivalencia dos elementos

Na aplicacao do interpolante global, é essencial que encontremos uma limitagao uniforme
(independente de T' € T') para a norma do operador de interpolagao local Zr. Portanto,

queremos comparar o operador interpolante local sobre elementos diferentes.
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Definigao 2.1.1 Sejam (K, P,N) um elemento finito com K C Q C R" ¢ F : R — R"
uma aplicagao afim dada por F(z) = Az +b, onde A € uma matriz nao-singular e b é um
vetor nao nulo de R™. O elemento finito ([/(\',7/5,.//\7) ¢ equivalente afim o (K,P,N) se

i) F(K) =K,
ity F*P="P ¢
iit) FN =N,

onde F* ¢ o “pull-back™de F definido por F*(f) = fo F, e F, € a “push-forward”de F

definido por (F.N)(f) := N(F*(f)) = N(f o F).
Denotamos (K, P,N) & (l?,ﬁ,./v) se eles sao equivalente afim.

Proposicao 2.1.1 A Equivaléncia afim € uma relacao de equivaléncia.

Prova. A reflexividade e simetria é imediata, fazendo uso da aplicacao identidade e do
fato que a aplicacao afim tem inversa.

Vamos mostrar a transitividade.  De fato, sejam (K,P,N) F (f(,ﬁ,/\A/) e
(K,P,N) 2 (K,P,N), isto 6,

FK)=EK, GE)=K
f. foG=Ff
N(foG)=N(f),
onde f € P, f€73, fe75, N eN, NeNeNeN. Disto, tomando H := G o F', segue
que HK)=K, foH=fe
N(foH)=N(foGoF)=N(foF)=N(f)=N(foG)=N(f),

onde f€P, feP, Ne N eN eN. Portanto, (K,P,N) 5 (K,P,N). O

Observagao 2.1.1 Como um resultado da Proposi¢ao|2.1.1 vemos que existe uma classe de
equivaléncia con respeito a equivaléncia afim, isso significa que podemos fazer equivalentes

afins todos estes elementos com um elemento, o qual chamaremos de elemento de referéncia.

Definigao 2.1.2 Os elementos finitos (K, P,N) e (K,P,/V) sao equivalente interpo-

lante se

Inf =ZIgf, Vf suficientemente suave, (2.4)
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onde Iy (respectivamente Ig) € definido pelo lado direito de ([2.1) com N; € N
(respectivamente N; € N).
FEscrevemos (K, P,N) 7 (K, 77,./(/) se eles sao equivalente interpolante.

Proposigao 2.1.2 Suponha que (K,P,N) e (K,P,N) sio elementos finitos. Cada
varidvel nodal em N € uma combinacdo linear de varidveis nodais em N (quando € um
subconjunto de [C™(K)]') se e somente se (K,P,N) 5 (K,P,N).

Prova. [=] Devemos mostrar que Zy f = Iy f, Vf € C™(K). Para N; € N, podemos
k

escrever N; = 5 ¢;N;, ja que cada varidvel nodal em N é uma combinacdo linear de
=1
varidveis nodais em A. Portanto, usando a Proposi¢ao m, temos

Ni(Zgf) = (Z%&')(%ﬁ) = chﬁj(lﬁf) = chﬁj(f) = Ni(f) = Ni(Zn f).

Disto e da Proposicao m segue que Iy f =T f, jd que Inf, Iof € P.

[«<=] Se Zx'f = Zyf para todo f € C™(K), entao N;(Zgyf) = Ni(Znf), para todo f €
C™(K) e N; € N. Logo, usando a Proposigao [2.0.2, obtemos N;(Z-f) = Ni(f), para todo
feC™K)eN; € N. Assim, dado f € C™(K) e N; € N, obtemos

k k k
Ni(F) = Ni( S N(85) = SN Ni(h) = D es N (),
j=1 j=1 j=1
onde ¢; := N;(¢;). Portanto N; = Z?=1 cj]vj, para todo N; € N. O

Para ver exemplos deste tipo de elementos finitos ver [15, Secao 3.4.8].

Definigao 2.1.3 Se (K, P,N) é um elemento finito que € equivalente afim a (IA(,73,/\7)
e ([?,7/5,//\7) ¢ equivalente interpolante a ([?,ﬁ,ﬁ), entio dizemos que (K,P,N) ¢

equivalente afim interpolante a (IN( ,75,./\7 ).

Proposigao 2.1.3 Se (K,P,N) € equivalente afim interpolante a ([?,75,&), entao T o
F*=F* of, onde F: K - K éa aplicacao afim, T = Ly ef:Iﬁ.

Prova. Dado f suficientemente suave, temos

ToF (f)=TxyofoF 2 TzofoF =F oTy(f)
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2.2 Teoria de aproximacao polinomial em espacos de Sobolev

Nesta segao a nossa atengao esta voltada a encontrar uma aproximagao polinomial de ordem
m € N* para uma funcao em um espaco de Sobolev. Os resultados desta secao encontram-se

inteiramente em [15]. Sejam © C R™ um dominio e n € N*,

Definigao 2.2.1 Sejam zo € R* e B := B,(z9) = {x € R" : |z — 29| < p}. Uma fungao
¢ € Cg°(R™) com as propriedades:

(i) supp 6 =B e
(i) | olx)de =1,
R?’L
serd chamada de uma funcao cut-off.

Agora vamos considerar u € C™ 1(R").

Definicao 2.2.2 Suponhamos que u tem derivada fraca de ordem estritamente menor que
m em uma regiago ) tal que B CC 2. A média do Polinomio de Taylor de ordem

m de u sobre B € definido por

Qula) = [ 32 D ulu)e = )"0ty (2

la|<m
onde B € a bola centrada em xy com raio p e ¢ € a funcao cut-off com suporte em B.
Proposicao 2.2.1 Q™u é um polinomio de grau menor que m em x.

Corolario 2.2.1 Se Q € um dominio limitado em R"™, entao para algum k € N, tem-se
HQmUHWk,oo(Q) < Cm,n,p,QHuHU(B), Yu € Ll(B) (26)

Definicao 2.2.3 Um conjunto 2 C R™ ¢ “star-shaped”com respeito a B se, para todo
r € Q, o envoltério convexo fechado de {x} U B é um subconjunto de 2. Um dominio
Q) C R™ ¢ star-shaped com respeito a uma bola se para alguma bola B C €2, Q é

star-shaped com respeito a bola B.

Exemplos 2.2.1
1) Todo intervalo aberto Q2 = (a,b) C R € star-shaped com respeito a uma bola (intervalos).

2) Uma estrela (com um nimero arbitrdrio de pontas) em R? é star-shaped com respeito a

uma bola suficientemente pequena centrada no centro da estrela.
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3) O congunto dado na Fz'gum é “star-shaped”com respeito a bola B, mas nao com respeito
a bola B'.

4) O conjunto dado na Figum ¢ um exemplo de um dominio que nao é “star-shaped’com

respeito a nenhuma bola.
5) Um dominio convexo Q2 C R™ € star-shaped com respeito a qualquer bola B C Q.

6) A unido de dominios, os quais sao star-shaped com respeito a uma bola dada, € star-shaped
com respeito a essa bola. A unido (inclusive de um nimero finito) de dominios star-shaped

com respeito a bolas diferentes em geral nao € star-shaped com respeito a uma bola.

Figura 2.2: Dominio star-shaped com respeito Figura 2.3: Dominio que nao é star-shaped
a B mas nao com B’ com respeito a nenhuma bola.

Para mais detalhes respeito deste tipo de dominios e alguns resultados podemos ver [I8],
Secao 3.2].

Observacgoes 2.2.1

Se um dominio limitado 2 C R™ € star-shaped com respeito a uma bola, entao satisfaz a

condi¢ao do cone (Ver [18], pdgina 98).

Se um dominio limitado €2 C R™ € star-shaped com respeito a uma bola B C €, entdo §2
tem uma fronteira Lipschiltz com os parametros dependendo somente do diam(B), diam(£2)
en (Ver [18], pdgina 151).

Lema 2.2.1 (Desigualdade de Sobolev) Suponhamos que Q@ C R™ tem diam(Q2) = d e
¢ star-shaped com respeito a bola B. Se uw € W™P(2) onde ou (i) 1 <p < oo em >n/p

ou (i1) p=1em >mn, entao u é continuo sobre ) e

lullzoo ) < Crnnya |l wme - (2.7)
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Lema 2.2.2 (Bramble-Hilbert) Seja 2 C R" um subconjunto limitado com diam(§2) =
d, o qual € star-shaped com respeito a bola B C ) com raio p > (1/2)pmax- Sep >1 e Q™u

¢ a média do polinomio de Taylor de ordem m de uw € W™P(Q) sobre B, entao
lu— Q™ ulwrriq) < Crpy " Flulwmey k=0,1,...,m. (2.8)
Para um dominio geral 2 C R" com diam(f2) = d, definimos
Q={(1/d)z:z e} (2.9)

Se u € W™P(Q), definamos u(y) := u(dy). Podemos, ver que

ollu(dy)

wer o Ollu(dy)
D*i(y) O(dy1)er ... O(dy, )

= ———"— = (d"...d™
Oyt ... 0yon ( )

= d“l Du(dy),

para todo |a] < m. Logo, usando a mudanga de varidveis entre (2 e €2, temos

/ D*a(y)Pdy = / AP D*u(dy) Py = dP / D u()Pld " = dP / D% u(a) P
Q Q Q Q
Assim, @ € W™?(Q) e também

@y @) = dk’"/p\ulwk,p(ﬂ) para 0 < k < m. (2.10)

2.2.1 Limitacgoes para o erro de interpolacao

Agora estimaremos o erro de interpolagao. Comecaremos por estimar a norma do operador

de interpolacao.

Lema 2.2.3 Seja (K, P,N) um elemento finito tal que diam(K) =1, P C W™>(K) e
N C (CI(F))/ (isto €, as varidveis nodais em N envolve derivadas até a ordem 1), onde
I,m € N. Entio o operador de interpolacio Tx : C{(K) — W™P(K) ¢ limitado para
1 <p<oc.

Prova. Sejam N = {Np,..., Ny} C (C’(F))l e {¢1,....¢0} € P a base dual. O
interpolante esta definido em ([2.1]) e cada ¢; € W™ (K) C W™P(K) pela hip6tese. Entao,

k
IZxvllwmriy <O INi @) dillwmri) < Il > INillegy l@illwmai = Cllvllc -
1=1

1<i<k

O
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Definicao 2.2.4 Se (K,P,N) satisfaz as condicoes do Lema [2.2.5, entio o(K) :=
1 Zx || oty wm (i) -

Definicao 2.2.5 Para qualquer regiao limitada K, definimos
K :={(1/diam(K))z: = € K}. (2.11)
Seja P o conjunto de polinomios de n varidveis e de grau menor ou igual que k com

Lema 2.2.4 Sejam (K,P,N) e (I?,ﬁ,./v) elementos finitos afim equivalentes com a
aplicacao F' - K — K eZg:C(K)—P eff( : C’Z(IA() — P seus operadores de interpola¢ao

com | € N. O sequinte diagrama comuta.

cl(_)—lcl(f)
P— P

Prova. A aplicacio™: CY(K) — CI(E) é dada por © =vo F~' onde F: K — K é uma

aplicacao afim. Usando a Definicao [2.1.1], obtemos

Il =Y N(Nox = 3. N(Ndw =Y N(N)(éwo F)

NeN NeN NeN
=S N HwoF Y= Nf)oy =2/
NeN NeN

Teorema 2.2.1 Seja (K, P,N) um elemento finito, satisfazendo

(1) K € star-shaped com respeito a alguma bola,
(i7) Py CP C WMm=(K) e
(ii)) N C (CYK))".
Suponha 1 <p<ooeoum—Il—n/p>0 quandop >1 oum—1—n >0 quando p = 1.
Entao, para 0 <i<m ev € W™P(K), temos

|U — IKU|WivP(K) S Cm,n,’y,o([?) ( diam(K))m_l|U|Wm,p(K), (212)

onde K = {(1/diam(K))z : & € K} e~ ¢ o pardmetro de chunkiness para K.
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Demonstragao. Suponhamos que o diam(K) =1 (ou seja o caso que K = K ). Também,
o operador de interpolacdo Zx estd bem definido em W™P(K) pelo Teorema e a
Observacao 2.2.1} j& que W™P(K) « CY(K), para l < m — et < p < 0, logo

p

I Zcvllwm ) < Cllvllcyg) < Const.|[v]lwms).

Seja B uma bola em K com raio p > (1/2)pmax, K é star-shaped com respeito a B. Seja
@™v a média do polinomio de Taylor de ordem m de v em B. Como Zx f = f para f € P,

IkQmv =Q™v por que Qv e P,,_1 CP. (2.13)
Agora, usando o Teorema [I.1.5| e o Lema [2.2.2] obtemos

||’U—IK’U||Wm,p(K) S ||U — QmUHWM,p(K) + ||va — IKUHWm,P(K)

(2-13) m m
B |11 — Qi) + [T (@70 — 0)wr i)

< [lv = Qmullwmr) + o (K)[|Q™v — vl cax
L)
< (14 0(K)O)|Jv — Q™0||wmax) = (1 + o(K Z|v— Q"V|wir(k)
€23 “
< (1 + O'(K)C) Z Cm,n,7|U|WmvP(K) = Cm,n,'y,a(K)|U|Wm,p(K)u
i=0

onde Crp pyo(i) = (14 0(K)C)Chyny(m+1). Portanto, pela defini¢do da semi-norma em
Wm™P(K), temos

v = Zrvlwin(x) < Cmmryo(i)|Vlwme k), para 0 <i<m. (2.14)

O caso geral segue pelo argumento de homogeneidade. De fato, seja K com diam(K) = d,

logo K = {z/d:x € K} tem diam(K) = 1 e usando (2.14)), temos

0= Ze0lwin@y < Crinmy () Olwma(), Para0 <i<m,

nesta ultima desigualdade temos usado o Lema [2.2.4] Agora, usando ([2.10]), obtemos

A7 o = Ticvlwioa) < Cop oy @7 10w (), para 0 < i < m.

Conseqiientemente,

v — Zrv|win) < C, (f()(diam(K))mﬂ |vlwma(ky, para 0 <i < m.

m,n,v,o0
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Corolario 2.2.2 Sob as mesmas hipoteses do Teorema|2.2.1, exceto que i <[, temos

‘U - IKU|Wi,oo(K) < Cm,n;y,a(f{) (dlam(K)) ’U’Wm,p(](). (215)

Prova. Tomando diam(K) = 1. Pelos Teorema e [2.2.1] obtem-se
v = Zrvlwie ) < Cllv = Zrvllwmex) < Cinnsoio|Vlwmex)-

Entao,

|U — IKU|W7J,OO(K) < Cm7n7,y7a-(K)‘U‘Wm,p(K) para 0 < 1 < l,
poism—i—n/p>m—1—n/p>0el<p< oo Finalmente, usando o argumento de
homogeneidade como na demonstracao do Teorema [2.2.1 obtemos

di |U — IK’U|Wi,oo(K) S Cm’m%a(l’%)dm_n/p |’U|Wm,p(K).

Portanto,

‘U — IKU|Wi,oo(K) S C f() ( diam(K))m_z_n/p ’U’Wm,p(]().

m7n7fy7o—(

O

Devemos encontrar uma limitacao uniforme para C, v o(R)’ onde K varia sobre uma

colecao de elementos, isto é, estudar a dependéncia de J(IA( ) sobre as transformagoes afim.

Proposigao 2.2.2 Se (K, P,N) é um elemento de referéncia o qual € equivalente afim ao
elemento finito (K, P, N) através da aplicacio afim A(z) = ax +b com a = (@ij)nxn uma

matriz nao-singular e b € R™, entao
O-(f{v) S CrefX<a)a (216)

onde x : GL(R™) — R € uma func¢do continua dada por

1<i,j< 1<i,j<n

x(a) = <1+ maxn|aij]>l(1+ max ‘(a1)¢j|>mldet(a)]1/p, (2.17)

onde a™! = ((Cfl)z’j)nxn-

Prova. Dado o elemento de referéncia (K, P, N') equivalente afim a (I? PN ) através da
transformagao A(x) = ar + b, onde a = (a;;)nxn tem det(a) # 0. Da Definigao e da
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prova do Lema resulta
Tz0(3) = ) N@)og(@) = D (AN)T- (A7) n (). (2.18)
NeN NeN

Lembremos que (A,N)0 = N(A*?), onde (A*0)x = 0(Ax). Portanto,

[(AN)O| = [N(A™D)| <INl gy my 1A Ol vy = IN | 2 cr iy my max Sg}g\Da(@ o A)(x)]

< IN[| (o1 )y max sup [D*G(A(z))|[[a]]'* < [N g pllall max sup [D*0(A(x))]
lol<l Agei o<l AzeR

. l
— | Nl ez (nlg%gnw) 1ol er () < ON,n,l(l - 12’%,%;‘”'“”') Il (7)-

onde Cy = nl||N||$(cl(?)7R). Analogamente,

S /K (g o Al)(f)!pdaz) "

laf<m

1A Sl = 16x © A gy = (
1/p
D* A Y @AM Pa?t Ialpd~)
> [ It ox(a@nPa s

) (lagm
> /K rowtr] det(a)\dx) :

< Halum(
la|<m

= (n s 1 )o) "l det (@) P s

1<i,j<n

SCL,m<1+ max }(a_l)ijD | det(a) || gn lwmr (i),

1<ij<n

onde C} . :=n". Como ||¢n|lwmr) € limitado em K (W™>(2) C W™P(Q)), temos

IZa0 lymriy = 3 AN @A™ Syt
Ne~N

1 m
< ) -1 > Up\o|| =
< Oref<1 + max Iam|) (1 + max (@ )y]) des(@) N0l )

onde

Crot = C' - IN| - max{Chyns} - ”
0= O - V|- max{Cnns} I]@{}{HWHW n(K) }

e |N| denota o nimero de varidveis nodais (= dim(P)). Portanto,

1<i,j<n 1<i,j<n

l m
o(K) SCref(1+ max |a,~j|) (1—1— max |(a_1)ij‘) | det(a)|/?. (2.19)

O
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Definicao 2.2.6 Sejam Q@ C R™ um dominio € {T"}pe(0,1) uma familia de subdivisoes de

Q (Deﬁm’gda tal que
max{diam(7T) : T € T"} < hdiam(Q). (2.20)
A familia {Th}he(o,l] ¢ dita quase-uniforme se existe p > 0 tal que
min{diam(Br) : T € T"} > phdiam(Q), Vh € (0, 1], (2.21)

onde By € a maior bola contida em T tal que T € star-shaped com respeito a Br. A familia
{Th}he(o,l] ¢ dita nao-degenerada ou regular se existe p > 0 tal que para todo T € T"
e para todo h € (0,1],

diam(Byr) > pdiam(7T). (2.22)

Figura 2.4: Exemplo de um 7' € T" star-shaped com respeito & bola By em R

Observacgao 2.2.1 Se uma familia é quase-uniforme entao é nao-degenerada, mas a

reciproca nao € verdade.

Definigao 2.2.7 Um elemento finito (K, P,N) € dito um elemento C" ser é menor inteiro

nao negativo para o qual

Vi =T"CN(Q)) C CT(Q) N W (Q), (2.23)
onde I" : CY(Q)) — L*(Q) € o operador de interpolacdo global definido por

Ihv‘T =T, paraT € T", h € (0,1], (2.24)

e I € o operador de interpolagdo para o elemento equivalente afim (T, Pr,Nt).



74

Teorema 2.2.2 Sejam {Th}he(oﬂ uma familia nao-degenerada de subdivisoes de um
dominio poliédrico Q@ C R" e (K,P,N) um elemento de referéncia, satisfazendo as
condicoes do Teorema para alguns 1, m e p. Para todo T € T", h € (0,1], seja
(T, Pr,N7) 0 elemento equivalente afim. Entao existe uma constante positiva C' dependendo

do elemento do referéncia, n, m, p e o nimero p em (2.22)) tal que para 0 < s < m,

1/p
( > v Iézvuew,pm) < ON™[olymaey, Yo € WHP(Q).  (2:25)
TeTh

Quando p = o0, o lado esquerdo da desiqualdade (2.25) pode ser interpretado como

max ||v — Zpv||wsoo(r). Assim, para 0 < s <1,
TeTh

Imax [0 — Zho||weooir) < CR™" TPl yympy, Yo € W™P(Q). (2.26)

Demonstragao. Vamos mostrar primeiro que
sup{a(f) TeT"0<h<1}=C(p,m,n,p K) < . (2.27)

De fato, como (f , 73T,/\7T) é também equivalente afim a (K,P,N) (devido & relagao entre
T e T) com alguma aplicacdo afim, digamos A (z) = az + b, temos o(T) < Ciet x(a) onde
x ¢ continua em GL(R™) pela Proposigao [2.2.2]

Necessitamos mostrar que a nao-degeneracao implica que a é um elemento de um
subconjunto compacto de GL(R™), o qual entdo implica ([2.27). Como a familia {7"}xe( 1)
¢ ndo-degenerada, existe p > 0 e uma bola B C T tal que diam(B\) > pdiam(f) > 0 por
(2-22)); mas como diam(T) = 1 segue que diam(B) > p > 0. Assim,

B < |T| = / di = |det(a)|/ dz < | det(a)||K].
T K
Por outro lado, como diam(ﬁ) > p implica que 2r > p, onde r € o raio de B. Logo,
- . ,n.n/2
’B‘ = / dt = ——r" > Cnpna

B ['1+4+n/2) —

,n_n/2

de C), = —/—F——.
onee 2T (1 +n/2)
|det(a)] > € > 0, onde € = C,,p"/| K| depende de p, K e n. Assim, a € {D € GL(R") :

|det(D)| > e > 0} o qual é um subconjunto fechado.

Portanto, 0 < C,p" < |det(a)||K|; em outras palavras,
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Sem perda de generalidade, podemos assumir que

H:{(xl,...,xn):Z:BiSto,xi>0paraz‘:1,...,n}CK,

=1

onde t, depende somente de K. Seja €’ o i-ésimo vetor unitario em R™. Entao,
A(te') =tae' +b e T,
para 0 < t < tg, pois te' € H e A(K) = T. Conseqiientemente,
[toac’]| < [|A(tyac’)|| < diam(T) = 1,
para 1 < i < n. Disto, resulta
la;| < llall = sup [Jac'|| < 1/to,
1<i<n

para i,j = 1,...,n. Portanto, a é um elemento do conjunto compacto {D € GL(R") :
|det(D)| > € > 0,|D;;| < 1/tp}. Assim, (2.27) vale e em vista da continuidade de Yy,

segue-se que o(T) < C, para todo T € ’Th e h € (0,1], onde C depende do elemento de
referéncia, n, m, [ e p. Para provar , observe

> o =Tl = D Z|U—Z¥U\sz

TeTh TeTh i=0
(2.12) » S )
S Z Om,n,’y,a(f) Z[dlam(T)]p |,U|VVm P(T)
TeTh 1=0
20 p - : (m—1)
= Z C (@) Z[h diam ()] 0l )
TeTh 1=0
< Z mn’yaT)Zdlam p(m Z th ’U’WMP (1)
TeTh i=0
s P
= {Z[diammnmﬂ} (s + DI DL C i Vs
=0 TeTh
° m—i) P
i K p(m—s)
S { Z [Z dlam(K)} } (m + 1)h Z m n,’y,a(T)| |me
=0 K TeTh

CPpp(m—s

|U|WmP(Q)7
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onde C depende de m, n, p, p e do elemento de referéncia K, pois v depende do K. A
desigualdade ([2.26)), segue-se

R-15) s ,
_Tho|P _ ‘ m—i—n/p
moax v = Z70[[yyece (1 S by Crnnro(T) ~ [diam(T)] [vlwmrr)
@20) s .
. : m—i—n/
< II%%-Xh Cm,n,%cr(T) ;:():VL dlam<Q)] p|U|Wm’p(T)
< max C oy D [diam( @) S Wy
i=0 i=0

S

<Y [diam(Q)]" P (s + 1)A™ TP max C o (T U Wmeoe (1)

P TeTh
- : N m—s—n
< |: Z dlam<K):| (m + 1)h v ;%%,Xh Cm,n,%a(f) ‘U‘Wm’p(T)
i=0 K
(2.27)

il Chm S— n/P|U|me(Q)

Corolario 2.2.3 Sejam {Th}he(oﬂ uma familia nao-degenerada de subdivisoes de um
dominio poliédrico @ C R" e (K,P,N) um elemento de referéncia, satisfazendo as
condigoes do Teorema para alguns I, m e p. Suponha que todos os (T, Pr,Nr), para
todo T € T", h € (0,1], sdo equivalente afim interpolante a (K, P,N). Entdio existe uma

constante positiva C dependendo do elemento do referéncia, I, m, n, p e o numero p em
(2.22) tal que para 0 < s <'m,

1/p
(X o= Tollir) < OO lolwmsa, Wwe W™ @), (@229
TeTh
Quando p = o0, o lado esquerdo da desiqualdade (2.28)) pode ser interpretado como
max ||v — Zpv||wsoo(r). Assim, para 0 < s <1,

TeTh

max [0 = Thollwemr) < CH™ " Molymney, Vo€ WPP(Q).  (229)

Prova. Como (K, P,N) é equivalente afim interpolante a (T, Py, Nr), existe um elemento
finito (7, Pz, N7) tal que

(K,P,N) % (T,Ps,N7) 5 (K,P,N).
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Pelo Teorema dado v € W™P((2), temos

(3 o= Zelyzy) < OHlehwrniar (2.30)
TeTh
para 0 < s <m,e
max |0 = 220 ooy < CH™ 2|0 sy, (2.31)
TeTh

para 0 < s < [, pois (K,P,N) % (T, Pz, Nz). Como (T, Pz, Nz) 7 (K,P,N), segue
Thv = Tho, Yo € C'(Q). (2.32)

Finalmente, substituindo (2.32)) em (2.30]) e (2.31)), segue (2.28) e (2.29). O

Observagao 2.2.2 No caso em que os elementos de referéncia (K, P,N) nos resultados

anteriores foram C", para algum r > 0, entdo para 0 < s <r+ 1, temos

D o= Troleny = 1o = Tl o (2.33)
TeTh
e
Imax v — Zhollwes ) = [[v — T |lwsoe ) (2.34)

Substituindo estas expressoes no lado esquerdo das estimativas no Teorema obtemos
v = Z"0||wewi@) < CR™*|0|wmaq), (2.35)

para todo v € W™P(Q) e 0 < s < min{m,r + 1}, também
o — T llweeay < CH™Plulwmoey, (2.36)

para todo v € W™P(Q) e 0 < s <min{l,r + 1}.

Teorema 2.2.3 (Estimativa inversa) Seja {T"}ne01] wma familia quase-uniforme de
subdivisoes do dominio poliédrico 2 C R™. Seja (K, P,N') um elemento finito de referéncia
tal que P C W(K)NW™4(K) onde 1 < p,g < occe0<m<I ParaT € T", seja
(T, Pr,Nt) um elemento afim-equivalente, e V" = {v : v é mensurdvel e vr € Pr,VT' €

Pr}. Entao, existe uma constante C'= C(l,p, q, p) tal que

1/p Lamin(0,22) 1/q
| Wl | < O] S ol 297

TeTh TeTh
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para todo v € V". Quando p = oo (respectivamente, ¢ = o), [ Y reqn HUHZ;W,,)(T)]UP

(respectivamente, [ pern H'UH%VW’C,(T)}I/‘]) ¢ interpretado como maxpern ||v||wiee(ry (Tes-

pectivamente, maxpern |[v||lwm.oo(r)).

Demonstracao. Ver [15], Teorema 4.5.11]. |



CAPITULO

3

Convergencia Compacta e Continuidade dos

Atratores

3.1 Continuidade do espectro

Nesta secao estamos interessados em estudar os fendomenos que podem ser escritos como

uma equagao da forma
iLh + Ahuh = Fh(uh) (31)

em um espaco de Banach Xj, para todo h € [0,1]. Para estudar o comportamento
assintético da (3.1) vamos fazer um anédlise espectral cuidadoso do operador linear Ay, :
D(A;) C X;, — X, obtido através das propriedades da convergéncia, em um sentido a ser

descrito, das solugoes dos problemas lineares
Apup, = yp € Xp, e Agug = Yo € Xo.

O esquema da discretizagao geral estudado em [22] pode ser visto da seguinte maneira.
Denotamos por N, N” subconjuntos infinitos de N. Sejam { X}, }1¢[,1) uma familia de espacos
de Banach e {P,}re(,1) uma seqiiéncia de operadores lineares limitados P, : Xo — X,

P, € B(Xo, Xp), h € (0,1], com a seguinte propriedade:

h—0

[ Putiol|x, — [luollxo, Yuo € Xo. (3.2)
Introduzimos também, os operadores
Py = APy AY € BXG, X)) (3.3)

79
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e mostramos que eles tem a propriedade (3.2)) para os espagos fracionarios X§ e X}, onde

~ P h—0 .
a € (0,1]. Entdo, escrevemos u; — ug se e somente se ||uy — Ppugl[xe — 0. Assim,

obtemos
[un — Pyuol|xp = || AR (un — A, PrAguo) lx, = [[Ajun — PrAGuo||x,
(§]
1B uollxy = 1A% (A, PrAguo)llx, = [|PaAGuollx, = lim [[AGuollx, = [luollxg

para todo u € D(A®) e a propriedade (3.2]) é satisfeita. Para visualizar melhor a relacao

das projegoes P, e Py, vejamos o seguinte grafico:

o1

« Ph «
XO Xh

Ag A@

Py,

Xo Xn

Maiores detalhes podem ser visto nas referéncias [6], [49], [54], [53] e [55].

Definicao 3.1.1 Diremos que uma seqiiéncia {up}rheoa], com up, € Xy, para todo h € (0,1]
¢ P—convergente para uy € Xo se ||up, — Prugl|x, P29°0. Denotemos u, 2> ug para

dizer que a seqiiéncia {up}reo1) & —converge para uy quando h — 0.

Lema 3.1.1 Seja P, € B(Xo, Xy) satisfazendo (3.2), entdo existem constantes ho € (0, 1]

e M >0 tais que sup || Pullz(xo,x,) < M.
hG(O,ho}

Prova. Seja F,, = {uy € Xy : ||[Pouollx, < n,Vh € [0,1]} C X,. Logo, Ur?, F, C Xj.
Observemos que F}, é fechado. De (3.2) para todo ug € Xy, temos

[[uol|x, = lim || Pyuol|x, < n.
h—0

Assim, X, C U F,. Logo, Xy = U F,,. Do Teorema Baire existe ny € N tal que intF,,, #
n=1 n=1

(. Sejam ug € Xo e r > 0 tais que B(ug,r) C F,,. Assim, tomando u = ug + rz € B(ug,r)
para z € B(0,1). Dai, ||Pyul|x, < no para qualquer h € [0, 1]. Entao,

|| Puzllx, < ||Prullx, + [[Pauollx, < 2n0.

Portanto, a afirmacao segue tomando o supremo no lado esquerdo para hy € [0,1] e z €
B(0,1). O
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Propriedades 3.1.1 A &—convergéncia tem as sequintes:
. P P .
i) Se up, — ug € up —> vy, entdo ug = .

y P P . P .
1) Se up — ug € v, — g, entdo auy, + fv, — aug+ Pug, onde o e B sao constantes.

P . h—0
i) Se up, —— ug, entdo ||lup|x, — |[uollx,-

. Z h—0Q
iv) up, — Ox, se, e somente se ||up|x, — 0.
y
v) Para todo ug € Xy, temos que Pyug — ug.
. h—0Q g z
vi) Se [[u™ — g x, == 0 para todo u'™ uy € Xy, entdo Pau™ = ug.

Prova. Ver [49] e [53]. O

Exemplo 3.1.1 Sejam X, = Xy e P, = I o operador identidade para h € (0,1]. Entao

4 Lo h—0Q
up — ug significa que ||up, — uollx, — 0.

Exemplo 3.1.2 Consideremos o espago de Banach X = C([0,1]) com a norma

|lullx = max |u(t)], Yue X.
0<t<1

Definamos X, = Cy () o espago de Banach das fungoes malha uy, : Q, — K" dada por
up(Q) = {un(0),...,up((n—1)h)} com Q, ={ih:i=0,...,n—1}, h=1/n, e a norma

”uh”Xh = ogr?g%f(—l ‘U,h(Zh”, Yuy, € Xp,.

Os operadores P, € B(X,X},) e P, € B(X, X},) sdo dados por

Pyu = {% /Oh u(s)ds, % /:hu(s)ds, e % /(ll)hu(s)ds}, (3.4)

n

P — {u(O),u(h), - ul(n — D)), (3.5)

sao lineares e limitadas com || Pyl ¢x x,) = ||]5h||rg(X,Xh) = 1. De fato, a linearidade é

imediata. Assim,

G
—/ u(s)ds‘ = max |u(ih+ 60h)| = max |u(t)| = ||ul x,

thu“Xh: max h " 0<i<n—1 0<t<1

0<i<n—1

onde t = ih + 0h com 0 € [0, 1] e temos usado o Teorema de Valor Médio para Integrais e

— . oy (t=ih) _
Pl = mave [u(ih)] ‘= max u(t)] = [lulx.
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Com estes ultimos resultados, obtemos

h—0 h—0

1Paullx, = llullx e [1Paullx, = [lullx.
Podemos ver que uy, 2w significa que max |up(ih) — u(ih + 6h)| b20°0. Também,

0<i<n-—1

up, 2y significa que 0 max ]uh(lh) — u(ih)| =%0.

Exemplo 3.1.3 Sejam os espacos de Banach X = LP[0,1], 1 < p < o0,
Xy, = LP(Qy,) onde Qy, foi definido no Exemplo com as normas

1 1/p _
||U||X=< / |u<t>|pdt)  WueXe
0

1/p

n—1
lanll, = (Zhwh(mw) | V€ X,
7=0

respectivamente. Os operadores P, € B(X,X},) e P, € B(X,X},) sdo dados por (3.4)

e (3.5) sdo lineares e limitadas com ||Pyllzxx, < 1 € |Pullaxx,) < 1. De fato, a

(i+1)h
/ u(s)ds
ih

linearidade € imediata. Logo,

(i+1)h
1 Poullx, = (Zh‘h/ 5)ds p)l/P

p\ 1/p n-t
)= (g
i=0

= (i+1)h DR\ p/ay1/p — (i+Dh 1/p
< hl_p/ u(s)|Pds / hl_p+p/q/ u(s)|Pds

[Z [ ) s as)"| ( [ luts)pds)

n—1 (i+1)h 1/ nol eGtD)h 1/
=(w [ ) = (X [ epas)”

i=0 ih i=0 7ih

00 (i+1)h 1/p 1 1/p
< (S [ woras)” = ([ hutoras) = uly

i=0 !

| Pualx, = (ji;hww) " (ihww) v (f 1 s pas) " uls,

onde temos usado a Férmula de Quadratura da fun¢ao |u(s)P. Assim,

h—0 = h—0
1Pvullx, == llullx e [|1Paullx, = llullx.

n—oo

Defini¢ao 3.1.2 Uma seqiiencia {u,}tnen, com w, € X, e h, — 0, € dita
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P —relativamente compacta se, para cada subseqiiéncia {u,} de {u,}nen, existe uma
A K en .
subseqiiéncia {un»} de {un} e um elemento uy € Xy tal que up , — ug. A seqiiéncia
n—oo .

{unthe, € dita & —relativamente compacta se cada seqiiencia {up, }nen com h, — 0, é

P —relativamente compacta.

Propriedades 3.1.2 Apresentamos algumas propriedades da &7 — convergéncia:
1. Se X}, 2 uy, N ug € Xo, entdo {up}re,1) € &P —relativamente compacta.
2. Se {un}tne) € P —relativamente compacta, entdo {up}re,1) € limitada em Xj.

3. Se {un}ne1] {U} theoa) s@o P —relativamente compactas, entio {aup + a’uj, }re1]

é P —relativamente compacta, onde a,a’ € K.

e

4. Se {u(h)}he(o,” C Xog € relativamente compacta, entdo {Phu(h)}he(oﬂ é

P —relativamente compacta.

Suponhamos que Y, ¢ uma familia de espacos de Banach com h € [0,1] e {Qn}re(o,1

uma seqiiéncia de operadores lineares limitados )y, : Yo — Y3, com a seguinte propriedade:

h—0

1Qnvollys, = llvollva: Voo € Yo (3.6)
Defini¢ao 3.1.3 Diremos que uma familia de operadores {A, € B(Xn,Ys) : h € (0,1]}
P 2—convergente para o operador Ay € HB(Xo,Yy) quando h — 0, se Apuy, N Aogug

sempre que up, Z, uy € Xo. FEscrevemos Aj, et Ay quando h — 0 para denotar que
{A, € B(Xp,Yy) : h€(0,1]} P2—convergente para Ao.

Com isto, podemos fazer o seguinte diagrama

Xo—2—Y,
Py, Qn
X, —2 oy,

Agora, temos um resultado que simplifica nossos calculos para mostrar a

P 2—convergeéncia de operadores lineares.

Proposicao 3.1.1 Sejam {A, € B(Xp,Yn) : h € [0,1]}, Ay € B(Xo,Ys) e os operadores
lineares limitados Py, : Xo — X, e Qp : Yo — Y}, satisfazendo (3.2)) e (3.6), respectivamente.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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i) Ap 2% Ao quando h — 0.

it) || Anllz(x,vi) < o, onde a >0 € uma constante e || ApPrug — QrAouol|y; 1290, para

todo ug € Xo.

ii1) || Anllaxnyv) < @, onde o > 0 € uma constante e existe um conjunto E denso em X

de tal forma que | ApPrv — QrAov||y, 1290, para todo v € E.

Prova. (i) = (i7) Vamos mostrar que ||Ap|2(x,.v,) < @ Suponhamos que isto nao

. , . . . n—oo
acontece, isto é, existem uma seqiiencia {wp,, fnen, W, € Xp, com |wy,[|x, =1eh, — 0

n—oo ’ oo A .
tal que 0 < a, = ||Ap,wp,lly,, — oo. Construimos uma seqiiéncia {up, fney, com

up, = wy, € Xp,. Logo, aplicando a parte (iv) das Propriedades |3.1.1}, obtemos

n /_Oé .

llun, ||x, = ! X0 ooy, -2 0
hon || Xy e hn :

Também,

Como uy,, Z, 0, da hipotese resulta que Ay, up, 2, 0. Usando a parte (iii) das
Propriedades temos || Ap, un, ||y, 230, 0 que é uma contradicio com a unicidade do
limite. Da parte (v) das Propriedades|3.1.1|e da hipdtese (i), segue-se que Ay, Ppug 2, Ao,

para todo ug € Xo. Logo, || AnPruo — QrAouolly, h=9 0, para todo uy € X.

(11) = (@ii) O resultado é imediato.

(7i1) = (1) Suponhamos que X, 3 uy, Z, ug € Xo. Sabemos que, Qy 0 Ay = Ay o P, do
diagrama anterior. Como F ¢é denso em X, temos que dados € > 0 e ug € Xj, existe um

v € E tal que ||ug — v||x, < e&. Assim, tomando € = h, obtemos

| Anun — QrAouol|x, < || Anun — ApPruol|x, + [AnPruo — AnProl|x,
+ [[AnPrv — QrAgv]|x, + [|QrAcv — QnAouol|x,
< N Anllzxn,viy llun — Puuollx, + 2/l An Pl #(xo,vi) |0 — vl xo + | AnPrv — QnAov]|x,

< allun — Pouol|x, + 2C(a)h + [|AnPyv — Qp Ao x, =30,

onde C'(a) > 0 é uma constante que depende de a.. Portanto, Ay, 7% Ag quando h — 0. [

Defini¢ao 3.1.4 Diremos que uma familia de operadores {Ay, € Ho(Xp,Ys) : h € (0,1]}
converge compactamente para um operador Ay € J#y(Xo, Ys) se, para toda seqiiencia

{un}the, com uy € Xy tal que |Jup||x, =1, para todo h € (0,1}, a seqiiencia {Apup}re(o)
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, . 22 €E
¢ D—relativamente compacta e A, — Ag. FEscrevemos A, — Ay quando h — 0 para

denotar que {Ap € Ho(Xn, Yn)the(o1) converge compactamente para Ay.

Exemplo 3.1.4 Seja o problema de valor inicial

2"(t) + a(t)2'(t) + c(t)x(t) = y(t), 0 <t < 1,
z(0) = z(1) =0,

(3.7)

onde a, ¢ ey sdao fungoes continuas em [0,1]. Suponhamos que h = 1/n e x; =~ x(ih), para

1=20,...,n. Usando as formulas de diferenciacao numérica

_x(t+h)—x(t—h) R

2 (t) = o7 - Em’"(t + 6,h), (3.8)
" o x(t—i—h)—?x(t)—I—m(t—h) h2 v
2" (t) = 2 — 1% (t + O2h), (3.9)

onde |6 <1 e |0y < 1. Construimos a equacao de diferencas

Tip1 — 2@ + T o Tig1 — T . . .
a(th)———— + c(ih)x; = y(ith), 1=1,...,n—1
2 (i) T T i), = y(h) 510

Tg =2, = 0.

A questdo € se o sistema de equagoes (3.10) tem uma solugao e, se esta converge para a

solugao do problema (3.7)).

Sejam os espagos de Banach X = C30,1], Y = C[0,1], X, = C3 = {z;, =
{zo,21,... 2} e K" i xg =2, =0} eV, = Cu[0,1] = {yn = {v1,-- -, yn1} E K"} €

as normas

— / 1
lzlx = max |=(t)] + max |2'(t)] + max [+"(1)], vz € X,

lylly = Imax ly(t)|, Vyey,

|zn|lx, = 021%);|:B2| +0I£12a§>;|8xi| +Or£%);|88:1:2~|, YV, € Xp,

lyully, = | max fyil, Vyn € Y,

onde temos usado

Tip1 — X Bz, = T — Ti1 50, — Tip1 — QhJ;Z + Ti1

axi = h 9 h 9
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Sejam operadores Py, € B(X, Xp) e Qn € B(Y,Yr) dados por

P = {m(O),x(h), ..., z(nh)}, Ve X,

Qny = {y(h), y((n—1DR)}, Vyey.
Podemos ver

1Pallx, = max [2(ih)] + max [0 (ih)| + max |00x(ih)]

= max |z(ih)| + Dax |2’ (ih) + O(h)| + max 12" (ih) + O(h?)]
< max |z(ih)| + max |2'(ih)] + max |2"(ih)| + O(h)
< max |z(t)] + max [o'(t)] + max [a" ()| + O(h)  (t = ih)

= ||z x + O(h). (3.11)
Como a equagao (3.11)) € para todo h € (0, 1], em particular podemos escolher h — 0, assim
[ Przlx, < llzllx. (3.12)

Analogamente como foi feito no Exemplo obtemos

1Qnylly, = llylly- (3.13)
Logo, de (3.12)) e (3.13)), temos
h—0 h—0
|1 Pozllx, = ||zl x e 1Qnyllyi, == Ilylly-

Notemos que
zn -2y x © max |z; —x(ih)| 2290, max |0z; — Ox(ih)| 1290, max |00z; — 00x(ih)| '8 0.
0<i<n 0<i<n 0<i<n

Também,

Yn N Yy < max ly; — y(ih)| =90,

Do problema de valor inicial (3.7) podemos definir o operador A € Z(X,Y) dado por
Az = 2" +a(t)2' + c(t)x = y.

Agora, o problema de valor inicial discretizado (3.10) podemos definir o operador A, €
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PB( X, Yn) dado por

= 0
Ahxh = aamh + (Qha)

+0

oy + (Qne)rn =

Sabemos que C*0,1] € denso em X. Logo,

[ Anzally;, < max \35%} +11@Qnll z(vivi) fgf«<>§| a(t)| max

d+0

X

0<i<n

+ ||Qh”§3 (v,v,) max |c(t)| max ‘xl|

0<t<1

< max{l, max |a(t)],
0<t<1

0<t<1
< max {1, max |a(t)|, max |
0<t<1 T 0<t<1
< max {1, max |a(t)|, max |
0<t<1 T 0<t<1
< max {1, max |a(t)|, max |
0<t<1 T 0<t<1

Logo,

| An s vy < ma {

Seja z € C*0,1], usando (3.8))

max |c (t)|}(0max |00z;| + Inax

<i<n

(t)] ( max |00z;| + nax

0<i<n <i<n

0<i<n 0<i<n

QIR

&l
e(t)|}( mawx |00| + max
&l

0<t<1

e (3.9), obtemos

1, gua fa(®)], ma; le(r)|

Qny-

0+ 0
2

ox;

X

+ max |xz ‘)
0<i<n

+ max |xZ D
0<i<n

“+ max ‘a:z|>

0<i<n

(3.14)

ApPhr — QpAz = {Apx(0), Apz(h), ..., Apz(nh)} — (Qra” + Qra(t)z’ + Que(t)x)
— 0,000() + (@) E00(0) + @) (h)......0} — (@ + Qualt)a’ + Quc(t))
— (02(h) + (Qna)2 ax(h) (Qne)z(h), .. Y — ({Z"(h), ... 2" (n — 1)h)}
+{a(h)2'(h),...,a((n—1)h)2'((n — Dh)} + {c(h)z(h),...,c((n — 1)h)x((n — 1)h)})
— (802() + (@) () + (Qu)alh.....} — (00(0) + (Qua) - Lalr)
+ (Qne)x(h) — —Zx/’/(h +6,h) — %x'”(h +63h),...}
- {%az”’(h + 01h) + 5" (h+ 6:h),. }
Assim,
40 Pre — QuAsly, < max Lo Gh + 0uh) + (b + 0,h)| =200, (3.15)
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para todo x € C*0,1]. Usando a Proposicao|3.1.1| seque que Ay, 724

Dada uma seqiiéncia {xp}reo1) com x, € Xy tal que ||zp]|x, = 1. Vamos mostrar
que {ApTh e, € P —relativamente compacta. De fato, construimos uma subseqiiéncia
{Zn}re,1) das linhas poligonais ™ €Y, de modo que 2™ (ih) = x; (i = 0,1,...,n). De

|lzn|lx, =1, obtemos

max |z;| <1, max |0z < 1. (3.16)
0<i<n 0<i<n
Assim,
M) <1, 2" () - 2™ (t)] < max (@) ([t~ b < [0t (3.17)

T 0<ikn

para todo t,t1,ts € [0,1]. Logo, pelo Teorema de Ascoli (ver Teorema IV.24 em [16,
pdgina 72]) temos que {x(")}he(oﬂ ¢ relativamente compacto em F. Dai, {xp}reo1) €
Q—relativamente compacto pela parte (4) das Propriedades (onde xz, = Quz™ ).
Novamente de ||z x, = 1, obtemos
max |0z;] <1, max |[0dz;| < 1. (3.18)
0<i<n 0<i<n
Analogamente como foi feito anteriormente, temos que {0zp}ne € {0Th}tne1) sdo

2 —relativamente compactas. Podemos ver

8xh — 51%

381’h = h

Com isto, e usando a parte (3) das Propriedades obtemos que {58%}%(0,1] é
Q—relativamente compacta. Logo, {Apxp}reo € ZL—relativamente compacta pela parte
(3) das Propriedades|3.1.4. Portanto, Ap, 7% A,

Lema 3.1.2 Seja {B), € #,(Xy) : h € [0,1]} tal que By, %, By quando h — 0. Entdo,

i) existe ho € (0, h] tal que sup || Byllz(x,) < 0.
hE(O,ho]

ii) Se N(I + By) = {0}, existem hg >0 e M > 0 tal que

I+ Bu) iy < M, Vh € [0, o). (3.19)

Prova. i) Se {||Bx||#(x,) : b € (0, ho]} ndo é limitada para qualquer escolha de hq € (0, 1],
existe uma seqiiencia {hy, }neny em (0,1] com h, =3 0 e up, € Xp, com |, ||lx,, =1
tal que || B, un, | x,, % o e isto estd em contradicdo com a convergéncia compacta de

By, para By, pois existe uma subseqiiéncia (que denotamos novamente {Bj, up, tnen) de
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{Bh, un, }nen que P —convergente para uy € Xo, entao ||Bp,up,| x, — [[uollx, quando

n

n — .

ii) Primeiramente mostremos que N(I + By) = {0} (com isto (I + Bj)~! existe).

Suponhamos que nao acontece este fato. Seja up, € N(I + Bj) com ||us|lx, = 1, logo
(I + Bp)up, = 0. Da convergéncia compacta temos que Bpuy, i) Bougp sempre que

un -2 ug € Xo e |uol|lx, = 1 (pelas Propriedades [3.1.1], parte (ii7)). Assim, (I 4+ By)ug = 0

com ug # 0, o que contradiz o fato que N (I + By) = {0}.
Como By, € (X)) para cada h € [0,1] e N(I + B,) = {0}, segue do Teorema [1.4.9]
que R(I + Bp) = Xj,. Com este resultado, vemos que a estimativa (3.19) é equivalente a

1
H(I+ Bh)uhHXh > M, Vh € [O,hg] e Vuh c Xh com ||uhHXh =1.

Suponhamos que isto ¢ falso; isto é, existe uma seqiiéncia {u, fnen com u, € Xy, [Jun||x, =
1eh, =30 tal que ||(I + B, )un||x,,. 2% 0. Pelas Propriedades parte (iv), temos
que (I + By, )uy, 24 0. Como {Bp, tn fnen tem uma subseqiiéncia &2 —convergente, que
P
novamente denotamos por { By, u, tnen, para ug € Xo, ||uol|x, = 1, segue que u,, — —uy.

Isto implica que (I + By)ug = 0, pois By, u, Z, By(—ug) sempre que u, Z, —ug € as
Propriedades parte (7), isto estd em contradi¢ao com a hipdtese que N (I+By) = {0}.0

Observacao 3.1.1 Os sequintes resultados sdo mnecessdrios no desenvolvimento desta

secao.

1. Dada uma seqiiéncia {u,tneny com u, € Xp, e hy, iy 0, se toda subseqiiéncia de
{tn }nen possui uma subseqiiéncia &P — convergente para um vetor u € X independente
da subseqiiéncia tomada, entao u, 7.

2. Se B, o, By e\, =3 X\g em C, entao N\, B, o, Mo Bo.

3. Se X, = X para todo h € [0,1] e #,(X) > B, '8 By € Ho(X) em B(X

CE . , . n—00 . .
B;, — By. Reciprocamente, se X € reflexivo e v, — u implica B, u, — Bou

), entao
_>

sempre que h, —= 0 e By 7, By, entdo By, e By na norma de AB(X).

4. Seja X um espago de Banach. Se M e N sao subespagos de X com dim(M) > dim(N),
entao existe w € M, ||u||x =1 tal que d(u, N) = 1.

Lema 3.1.3 Se #,(X,) 3 By, —% By € H#o(Xo) e B(Xy) 3 Ty, 22 Ty € B(X,), entio
TuBy 2% TuB, e BiTi, 2% ByT,.

Prova. Primeiramente, notemos que T, By (up) = Th(Bpup) e BpTh(un) = Bir(Thup).

Vamos mostrar que BT}, @, ByTp. De fato, dada a seqiiéncia {u trhe(o,1) com up, € X}, tal
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que [lup|x, = 1, temos que {Thup}reo,) ¢ limitada pois T}, € Z(X},). Pela convergéncia
compacta de By, para By, segue que { By (Thup) bheo] ¢ & —relativamente compacta. Além
disso, se uy, 2z, ug, entao Thpuy Z, Toug, € por conseguinte, BjThup Z, ByTyug, ja que
B, 22 B,. Portanto, B,Tj, 2% ByT,.

Por tltimo, seja uy Z, ug. Analogamente como foi feito anteriormente, obtemos
que Ty Bruy, Z, ToBoug. Além disso, se {up}heo1] uma seqiiéncia tal que |lup|x, = 1,
entao {Bpuptne,1) ¢ & —relativamente compacto, pois By, RAN By. Logo, existe uma
subseqiiéncia { By, up, tnen & —convergente. Assim, {7}, (B, up, ) tnen ¢ & —convergente,
ja que T, 224 T,. Portanto, T, B, % Ty By. 0

Defini¢ao 3.1.5 Dada uma seqiiéncia limitada {u, }neny com u, € X, onde X,, sdo espagos

de Banach. Definimos a medida de nao-compacidade 1 de {u,},en com u, € X, como
p({untnen) = inf{e/VYN' C N, AN’ C N, ug € Xo) : |lun — Pouo||x, <e(neN")}.

Se {un tnen ndo € limitada; isto €, limsup = oo entao p({uy fnen) = 00.
neN

Propriedades 3.1.3 A medida de nao-compacidade p possui as sequintes:
a) 0 < p({tn}nen) < lim sup [[n|x,,
b) p({tntnen) = 0 <= {up}tnen € P —relativamente compacto,
¢) p({auntnen) = lalp({uninen), a € C ou R;

d) p({untnen + {vntnen) < p({wntnen) + 2({vntnen), {Untnen {Vntnen s@o seqiiéncias

limitadas.

Considere a familia de operadores lineares {A, : D(A,) C X, — Xu,h € [0,1]} e
suponha que, para todo h € [0, 1],

Ay, é fechado, tem resolvente compacto ,0 € p(4y), e A;* 79, At (Hp)

Lema 3.1.4 Suponha que a familia de operadores {A, : D(Ay) C X, — X, h € [0,1]}
satisfaz (Hp)). Entao, para cada A € p(Ap), existe hy > 0 tal que X € p(A,) para todo
h € [0, hy] e existe uma constante My > 0 tal que

||(/\ — Ah)_IH%‘(Xh) < M)\, Vh € [07 h>\] (320)

Além disso, (A — Ap) 7! RAN (A — Ap)~! quando h — 0.
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Prova. De () e do fato que A € p(Ag) segue que (A — Ag)™' = —A; (I — AA;H) L
Também, temos que N(I — AA;') = {0}. Se este nio for o caso, existe um 1y € Xy com
ug # 0 tal que (I — AAy " )ug = 0, equivalentemente, (A — Ag)ug = 0 o que contradiz o fato
que N (A — Ag) = {0}, j& que Ay é fechado.

Como A;! RN Agt, resulta que —A\A;* RN —AA;! usando a parte (i) das
Propriedades e da teoria de operadores compactos, —AA,;l € J#y(Xy), para todo
h €0, 1].

Aplicando o Lema parte (i) e (ii) e, o fato que —A; ' € J#,(X},), obtemos que o
operador —A; (I — AA;")~! estd bem definido e ¢ limitado tomando hy € (0,hg). Com
isto mostramos que —A; (I —AA; )™t = (A= 4,) 7t € B(X},). Como N(I—\Ay') = {0},
obtemos que N(I — \A,') = {0}, para h € (0, )], como foi mostrado no Lema m Do
Teorema m, temos que R(I — AA; ") = Xj,. Agora, mostramos que R(\ — A4;) = X,
suponhamos que isto nao acontece, logo existe vy, € X}, para todo u, € D(\ — Ap) tal que
(A — Ap)uy, # vy, equivalentemente /\A,jluh —up # A;lvh. Se uy, Z, Uy € Uy, Z Vg, entao
A,_Lluh Z, Aaluo e A;lvh Z, Aalvo, respectivamente. Logo, )\Agluo — uy # Aalvo, isto
é, (A — Ag)ug # vy o que contradiz o fato que R(A — Ag) = X, ja que Ay é fechado. Logo
A € p(Ay) e obtemos (3.1.4)).

Para provar a convergéncia compacta de (A — Ay,)~! para (A — Ag)~' procedemos da
seguinte maneira: Como A; ' converge compactamente para A;' e como {(I —AA;")~!:

h € (0,hy]} é limitado, concluimos que

e Se |Jupllx, = 1, entdo (A — Ap)tuy, = —A; twy, com wy, = (I — AAY) "y, que é
uniformemente limitado em h € (0,hy]. Logo (A — Ap) 'u;, tem uma subseqiiéncia

& —convergente.

P < P s
e Se up — up, entao Ahluh = Ajl'ug. Agora, para qualquer subseqiiéncia
de {(A — Ap)upthe) existe uma subseqiiéneia (que novamente denotamos por

{N = Ap)Muntnea)) € yo € Xo tal que,
()\ — Ah)*luh = —(I — )\Agl)ilA}:luh = —A,:l([ — )\A,Zl)*luh = Zp L}) Yo-
Logo, pela parte (ii) das Propriedades |3.1.1], obtemos

Ay tug Z Ay, = — (1 — XA )z Z, —(I — M Y)yo

e isto implica que yo = (A — Ag) 'ug, fazendo uso da parte (i) das Propriedades
3.1.1l Em particular, yy é independente da subseqiiéncia tomada (Observagao

parte (1)). Isto implica que a seqiiéncia inteira (A — Aj) 'u, P —converge para
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o = (A — Ag)~up quando h — 0. Portanto, (A — A,)" 25 (A — Ag)~! quando

h — 0.

Disto segue a convergéncia compacta (A — Aj)~! 79, (A — Ay)~! quando i — 0 e, assim o

resultado esta provado. O]

Lema 3.1.5 Suponha que a familia de operadores lineares {Ay, : D(Ap) C X — Xp, h €
[0,1]} satisfaz (Hpl). Se ¥ € um subconjunto compacto de p(Ap), entdo existe hy, > 0 tal
que X C p(Ap) para todo h < hy e

sup sup ||(A — Ah)_1||@(xh) < 0. (3.21)
he[0,hy] AEX

Além disso, se existe hg € (0,1] tal que sup || Phllz(xo,x,) < 00, entdo para cada uy € X,
he[0,ho]
temos

sup (A = Ap) " Pyug — Pu(X — Ag) Mgl x, 290, (3.22)
€

Prova. Primeiramente mostremos que existe hs, > 0 tal que ¥ C p(Ap) para todo h €
[0,hs). Se este nao fosse o caso, existiriam seqiiéncias {hy, }ney em (0,1] com h, =3
0, {\n}neny em X C 0(Ap,) (que podemos supor convergente para um A € X, pois 3 é
compacto) e up, € Xp,, ||un,||x, = 1 tais que Ap,up, — Apup, = 0 ou, equivalentemente,
)\nA;nluhn = uyp, . Da convergéncia compacta {uy, } tem uma subseqiiéncia & —convergente
para ug € Xo, ||uollx, = 1 e Mg ug = up. Assim, Agug = Mg o que estd em contradicio
com o(Ap) N3 = 0.

Mostremos que existe hy, € (0, ilg) tal que vale. Para isto, é suficiente provar que
existe hy, € (0, 1] tal que

(I = A7) M sxy b € [0,hs] e A € B} 6 limitado,

pois —A; ! € (X)) para todo h € [0, 1]. Se este nio fosse o caso, existiriam uma seqiiéncia
{ A\ }nen em ¥ (que podemos supor convergente para um certo A € 32) e uma seqiiéncia {h, }
em (0,1] com h, =3 0 tal que ||(I — A AT 2 ) "% 0. Do Lema obtemos
uma contradicao, ja que —)\nA,;nl @9, —X\Aa ! quando n — oo (usando (2) da Observacio
e N(I —AA;") = {0} vem do fato que A € p(Ag) entdo N(A — Ag) = {0}

Vamos provar ([3.22)) por contradigao. Suponha que existem seqiiéncias {h, }nen em (0, 1]

com h, — 0, {\, }nen em X com A\, = XA € X e n > 0 tal que

(A = Ap,) " Pryuo — P, (A — Ag) Mol x,, =1 (3.23)
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Usando a identidade do resolvente (1.36) para \,, A € p(Ay,), temos
()\n — Ahn)_lphnUQ — (5\ — Ahn)_lphnuo = (;\ - )\n)(/\n - Ahn)_l(j\ - Ahn)_lphnUQ. (324)

Disto e de (3.21)), segue

(An = An)  Pruo — (A= Ap) " Pauollx,, = 1OV =X) (A — An ) 7 A= An,) ™ P uollx,,

<=l sup sup (A = An) o, sup [N = An) ™ o, [ Pr, ol x.,

hn€[0,hs] An€EX A€
<CA =Xl sup ([ = An,) " l2x,) supH(A An) s luollx, = 0. (3.25)
hnE[OhE}
An€X

Do Lema e a parte (v) das Propriedades |3.1.1} temos
(A — Ap,) " Puug — Po (A — Ao) Mgl x,,, = 0. (3.26)
Finalmente, da continuidade do resolvente (Corolério , resulta
(A = Ao) Mo — (A = Ag) ol x =5 0. (3.27)

Agora, (3.25)), (3.26) e (3.27)) estao em contradi¢ao com (3.24)), pois

|(An — Ahn)ilphnu() — P, (A — Ao)fluoﬂxhn < ||\ = Ahn)ilphnuo — (5\ - Ahn)ilphnUOHth
+ |(A = Ap,) " Pa,ug — Pu, (A — Ag) Mgl x,, + |Pa, (A — Ag) " Mug — Pa, (An — Ao) g x,,
< |N(An = An,) " Puyug — (A — Ap,) " P uollx,, + |(A = An,) " P ug — Po, (A — Ao) Mgl x,,

n—

+ | P 10,50, IO = Ag) Mg — (A — Ag) Mgl x, — 0.

e o resultado esta provado. O

Lema 3.1.6 Seja Ay, : D(A) C Xy — X, um operador setorial no espago de Banach Xj,
satisfazendo a condi¢ao (Hy) para todo h € (0,1], entao A,:o @, A, para todo 6 € (0,1).

Prova. Sejam 5,4 o setor do operador A; e I' a fronteira de S,4. Como A,:e =

1
9 )\_9()\ — Ap)'d), esta integral é absolutamente uniformemente convergente para
™ Jr

h € (0, ho]. Logo, dado € > 0, podemos dividir I' = T'{ U T de tal maneira que I'{ seja

limitada e a integral
1

57 H/\ "= Ap) Y zxndh <,
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para todo h € (0, hg]. Agora, sobre I'{, reescrevemos a integral como

Afl
By, = L/ )\_eAh()\ — Ah)_ld)\,
21 Jpe
e usando que [ A YA, (A—A45) Mz, = 1IN (T =XAY) 7 50x,) ¢ uniformemente limitado

para h € (0, hy] devido a que A,:l RAN Ayt e o Lema[3.1.2, segue-se que B, L7 =% Byt

Agora, tomando as seqiiéncias h,, — 0 e {tnfnen com u, € Xj, tal que |u,llx, =1,

obtemos
1 B _
AR u}) < {Biyua}) + 1 ({ 5= / NI = A,) g ) < e

Segue-se que /L({A,;fun}) = 0, entao {A,;fun}neN é P —relativamente compacta em Xj, .
Do Lema [3.1.4] temos

h—0

1
430 — Pudg"uollx, < 5~ /F A = Ap) "t — Pa(h— Ag)tugx, X 290,

para todo A € I' C p(A;) e sempre que uy, Z, Ug. O

Para cada 0 > 0 e \g € C defina Ss(N\g) := {) € C: |\ — X\g| = 6}. Podemos ver que
Ss(Ao) é compacto.
A um ponto isolado Ay € o(Ap) associamos o seu auto-espago generalizado W (g, Ag) =

Q()\(), Ao)Xo, onde

1 _
QU A0) =g [ er— a0t

e ¢ ¢é escolhido de forma que nao haja nenhum outro ponto de o(Aj) no disco E;C()\O) =
{¢ € C: |6 — Xo| <6} Segue do Lema[3.1.5) que existe hg;(n,) > 0 tal que p(Az) D S5(Xo)
para todo h € (0, hg;r)]- Seja # (Ao, An) == Q(Ao, Ap) Xy, onde

1
omi

Q(No, Ap) = /|§—/\ |:6(§I — Ap)lde.

Observacgao 3.1.2 Sabemos que

W()\(),AO U {UG X ()\O—A() U—O} UN )\0 Ao) }

k>1 k>1

Logo, pelo Teoremal[l.4.6, temos que a dim(# (Ao, Ag)) < co. Também, pelo Teoremall.4.7]
vemos que # (Ao, Ag) = Q(Ao, Ag) Xo.
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O seguinte resultado diz que o espectro de Ay, para h pequeno, se aproxima do espectro

de Ao.

Teorema 3.1.1 Suponha que a familia de operadores {Ay : D(Ap) C X, — Xp, h € [0,1]}

satisfaz (Hp)). Entdo, valem as sequintes afirmativas:

i) Se Ny € 0(Ay), entdo existem seqiiéncias {hptnen em (0,1] com hy, =3 0 € {An}nen

n—o0

em C com \, € 0(Ap,), paran € N, tal que N, — X.

1) Se {hy}tnen € uma seqiéncia em (0,1] com h,, X0 e {An}nen € uma seqiiéncia em

C com M\, € 0(Ap,), n €N e\, =3\, entio Ay € o(Ay).
Além disso, se existe hg € (0,1] tal que sup ||Prllax,x,) < 00, valem as sequintes

he(0,ho]
afirmativas:

iii) Existe hy € (0, hy), tal que
dim(# (Ao, Ap)) = dim(# (Ao, Ao)),

para todo h € [0, hy].

n—oo

iv) Se u € W (ho, Ao), entao existe uma seqiéncia {hy}nen em (0,1] com h, — 0,

up, € W (Xo, Ap,) € tal que up, 2 g quando n — 00.

v) Se {hn}nen € uma segiiéncia em (0,1] com hy, "= 0, € {tp Inen € uma seqiiéncia com

Un, € W (N0, An,, ), [tnllx,, = 1, entdo {u, }nen tem uma subseqiiéncia & —convergente

para um vetor ug em # (Ao, Ao) e |Jug|lx, = 1.

Prova.

(1) Sejam Ay € 0(Ap) e 6 > 0 tal que E((;C()\O) No(Ay) = {N}. Do Lema , existe
ho > 0 tal que {||(A — An) " Hlzx,) : h €10, ho] e A € S5(Xo)} ¢ limitado.

Suponha agora que, existem & > 0 e uma seqiiéncia h, — 0 tal que, E?()\O) C p(An,),
para todo n € N. Como E?(/\Q) SA—= (A—A4,,) ! € B(X) é analitica para cada n € N,
da prova do Lema e do Teorema [T.4.5], temos

17 = XoA5) ") = 1 = AA) " Hlax,,) < Ry 5”(1_ M) s, < oo
“o|=
neN

Disto e do Teorema [I.4.9] temos que existe uma constante ¢ > 0 tal que

11 = XAy un, |l x,, > cllun,llx,, (3.28)
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onde uy, € Xj,. Da hipdtese sabemos que, se uy,, Z, ug, entao —/\OA;juhn Z, — oAy g,
fazendo uso da parte (iii) das Propriedades e (3.28), temos

(1 = XAy Huollx = cllullx,-

Logo, (I — X\Ayt)™! € #(X,). Conseqiientemente, Ao € p(A), pois —A;" € J#p(Xo). Isto
contradiz a escolha de Ay e prova que, para cada § > 0, E;C()\O) contém algum ponto, A,

de o(Ap), para todo h suficientemente pequeno.

n—oo
— 0, {\n}neny uma seqiiéncia em

(73) Sejam {hy, }neny uma seqﬂéncia em (0,1] com h,
C com A, € o(Az,) tal que A\, =5 Ao e {uy }neny uma seqiiéneia com u, € Xj,, tal que

|unl|x,, =1 e Aun = Ap, uy; isto é, (I — )‘nAhn)un = 0. Entao,
I = Aoy Dl < T = Ay D, + o = Aall145 x5 0.

A - P < - P
Tomando subseqiiéncias se fosse necessério, se u, — ug entdo AA, 'u,, — ug e |Jul|x, = 1
) hn 0 ’

pois

n—oo

XA, iy — Poytinl|x,, < [[MoAy tn — tnllx,, + 1t — Pa,tnllx,, — 0.

Portanto ug — AAg'ug = 0 (parte (i) e (i) das Propriedades [3.1.1)), ug # 0 e \g € o(Ay).

(i17) Como (A — Ap)~! z3 ==

Lema [3.1.5)), segue que Q(Ag, Ap) 7% Q (Mo, Ag) quando h — 0, pois

A — AO) ! uniformemente para A € Ss(\o) (veja (3.22)) no

h—0

|Q(Nos Ar) Prwg — PrQ (Mo, Ao)uol|x, < 66 i}lg : (¢ — Ah)flphuo — Pu(§ — Ao)” uOHXh — 0,
€5s5(Ao

., P
ja que Pyug — ug € Xp.

Se {v1,...,ux} é uma base para # (Ao, Ag) = Q(Xo, Ag) Xy, entao para h suficientemente
pequeno,

{Q(No, Ap)Prvr, ..., Q(No, Ap) Prug }

¢ um conjunto linearmente independente em Q(Xo, Ap)Xn = # (Ao, An). De fato,

suponhamos que {Q()\O, Ap) Pyt ..., Q(MNo, Ap) Puug } nao é linearmente independente em

Q(A(b Ah>Xh LOgO nyzwz — OJ Ve = 07 Vi # 07 pa‘ra’i = 17 ) k—1le w; = Q(AOJ Ah)PhUi

parai=1,... k. Assnn
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Disto,
-1 N
Q(No, Ap) Proy, = Z ( — ’Y_;>Q(>\O’ Ap) Py,
i1
Dali,
k-1

=3 (- 2o

i=1

O que contradiz o fato de ser base {vy, ..., v} para # (Mg, Ag) = Q(Xo, Ag) Xo. Disto, segue
dim(Q(Ao, An)(Xn)) = dim(Q (Ao, Ao)(Xo))-

Provamos a igualdade supondo que @Q(\o) RAN Q(Ao). Suponha, por reducao ao absurdo

que, para alguma seqiiéncia {hy, }nen em (0,1] com h, =3 0,

dim(Q(No, An, )(Xn,)) > dim(Q(Ao, Ao)(Xo)).

Da Observagao [3.1.1] parte (4), segue que, para cada n € N, existe u, € # (Ao, 4;,) com
lunllx, = 1 tal que d(un, Pn, # (Mo, Ag)) = 1. Da convergéncia compacta podemos supor

que Q(Ao, Ap, )un = up, Z, Q(No, Ag)up = ug e temos um absurdo, ja que

1< Jun = Ph,Qo(Xo)ullx,, = 1@n,(Ao)un — Pr,Qo(Ao)uolx,, =3 0.

Assim precisamos apenas provar a convergéncia compacta (Ao, Ay) 79, Q (Mo, Ag) quando
h — 0 e isto segue de Q(\g, Ap) 7% Q(Xo, Ay), da convergéncia compacta A, 7, At
quando h — 0, da limitacdo uniforme de ||(£4;," — I)~!|4(x,) para £ € S5(Xo) e h € [0, hol,

dada na prova do Lema|3.1.5] e da féormula

1 1
Q(\, A =—,/ 1 — Ap)lde = A7 — EATT — I)7lag,
( ’ h) 2mi \E—A0\=5( h) " 2mi \E—A0\=5( " )
1
pois, Zj, = — (€A —T)~1d¢ é uniformemente limitada, logo {Q(Ao, AR)Un Y he(0,h0]

270 Jjg—rol=
tem uma subseqiiéncia & —convergente onde u;, € X, com |Juy||x, = 1.

(iv) Segue tomando wuy, = Q(Ao, An,)Pr,uo € # (Mo, An,), Para cada ug € # (A, Ao).
Logo,
lun, = Pa,uollx,,, = 1Q(o, An,) P, o — Pauollx,, = 0.
(v) Segue da convergéncia compacta de Q(\g, Ay) para Q(Ng, Ag) provada em (7i).
De fato, dada uma seqiiéncia {p,}nen, Tn, € Xp,, com |zp,|lx, = 1, tal que

Un = Q(No, An,)Th, € W (N0, Ap,) e |Junllx,, = 1. Logo, existe uma subseqiiéncia de
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{Q(Xo, An,)Th, tnen (que denotamos da mesma forma) que &?—converge para ug € Xj e
|luollx, = 1. Mas, quando zp, N xy € Xo, temos que Q(No, Ap, )Th, Z Q (Ao, Ag)xo.
Assim, da parte (i) das Propriedades temos que uy = Q(\, Ag)xg € # (N, Ao). O

3.2 Perturbacao da convergencia compacta

Em diversas circunstancias estaremos interessados em analisar o comportamento, em termos
de convergéncia compacta, espectro, etc., de operadores que surgem como linearizagao
em torno de certas solucoes estacionarias de problemas semi-lineares. Isto nos conduz
a estudar o comportamento de operadores da forma A, + Vj, onde V}, : X;, — X, é
um operador limitado (tipicamente a multiplicacdo por um potencial). Veremos que sob
hipdteses bastante gerais, uma vez que se tenha convergéncia compacta de A;l para Ay !
quando h — 0, podemos obter o mesmo para operadores da forma A;, + V},.

Iremos supor que a seguinte condicao esteja satisfeita

() vale e Vi, € B(X,), h € [0,1] tal que 4,7V, 25 A7V, (CCy)

Além disso, suporemos que

0 & o(Ag+ Vp). (Eo)

Podemos ver que Ag+Vj tem resolvente compacto, pois 0 € p(Ag+Vp), da Observagao[l.4.2)
e 0 Lema/|3.1.2] obtemos que (Ag+ V)™ = (I+A4; Vo) Ayt € #5(Xo). Seja Ay, = Ay + Vi,
com h € [0,1].

Proposicao 3.2.1 Suponha que (CCY) e (Eo|) estejam satisfeitas. Entdo, existe hg > 0

tal que 0 & o(Ay + Vi) para todo h € (0,ho), sup ||(An + Vi) zx,) < oo. Além disso,
he(0,ho]

(Ap+ Vi)™t RAN (Ao + Vo)™ quando h — 0.

Prova. Primeiramente, suponhamos que existe uma seqiiéncia {h,},eny em (0, 1] com
h, =% 0e0 € o(An + Vi,). Logo, existe um uy, € Xj, com up, # 0 tal que (A, +
Vi, Jun, = 0, ou equivalentemente, uy, + A,:anhnuhn = 0. Agora, se for necessario tomando
subseqiiéncias, A,;}thuhn Z, Ay "Woug sempre que wuy,, Z, ug. Assim, ug + Ay Woue = 0.
Disto, segue que 0 € g(Ap + Vp) o que é uma contradicao.

Para provar a limitagao do operador (A4; + V4)™ !, note

(A + Vi)t = (I + AVt A
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Como A,:th converge compactamente para A; o e —A,:l converge compactamente para

—Ay!, a limitacdo uniforme segue do Lema m

1

Finalmente, para provar que (A, + V;)™* e, (Ag + Vo)~' observe que, para cada

seqiiéncia up, € Xp, com ||up|lx, <1, temos
vp = (Ap + Vi)t = (1 + AW A g,
é uma seqiiéncia limitada e que
v = —Agthvh + A,:luh.

Tomando subseqiiéncias podemos supor que {Agthvh}he(o,” e {A;luh}he(oyl] sao
convergentes e segue que {vp}nre(o,1] tem uma subseqiiéncia convergente. Além disso, se
{un}re,1) € &P —converge para u, do que foi provado acima segue que {vp }re(0,1) @0 converge
para v com

v=—Ay"Vov+ Aytu

e v = (Ay+ V) tu, com isto o resultado segue. UJ

Corolario 3.2.1 Sob as hipoteses da Proposicao todos os resultados do Lema|3.1.
e do Teorema m permanecem vdlidos para a famdlia de operadores A, = Ay, + Vi, com
0<h<1.

Prova. Simplesmente observe que, da Proposicao os operadores A, satisfazem a

condicao (Hp)). O

3.3 Continuidade dos semigrupos lineares

Do estudo feito na segao anterior sobre a continuidade do espectro do operador Ay nos
permite obter estimativas sobre o comportamento dos semigrupos lineares da equagao
(3.31). Agora, estudamos a dinamica da familia de equagoes

in + Apup =0, ¢ >0,
S (3.29)
Uh(O) = ug € Xfole

onde 0 <a<leA,:D(A,) C X — X, sdo operadores setoriais nos espacos fracionarios

X* imersos nos espagos de Banach X, com Rec(Ay) > a > 0 satisfazendo a condicao de
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estabilidade:

Existem constantes ¢ € (0,7/2), M > 1 e a € R tal que
Sup ={A€C/¢p < |arg(A —a)| <m, A #a} C p(An), para todo h € [0, 1] (Sh)

M
e [(X = Ap)Hlzxe < al para todo A € S, 4 e h € [0, 1].

Estd dltima condigao pode ser vista em [33], pagina 23|. Agora podemos mostrar uma versao
do Teorema de Trotter - Kato para uma familia de semigrupos S, (t) := e~ € B(XP),
para todo t > 0.

Teorema 3.3.1 Sejam {hy, }nen uma segiéncia em (0,1] tal que h, = 0, {uf) }new uma

seqiiéncia com uj € X{ eug € X§ com uj Z uy. Se Ay, satisfaz (Hy), entdo
ISh, (£, = Bi So(B)ugllxp, = 0, (3:30)

uniformemente em [t1,t3] C (0,00).

Demonstracao. Primeiramente, vemos

1S, ()1, —Pr, So(H)ugllxg - < NS, (), — Sh,, (8) P gl g+ 1S, (£) P g — Pr, So(t)ugl|xp
< || A% S, () (up, — P ug)lx,, + AR, (Sh, (8)Ps ug — Py So(t)ug) || x,,,
<ot~ e uy — Py ougllx,, + 1Sk, () AR, Piug — P, A So(t)ug|l x,,

< ot e |0 — P,?nunggn + ||Sh, () Pr, AGug — Pr, So(t) Agu| | x,.
onde temos usado a Proposigao e (3.3). Logo, basta mostrar
1Sh,, () P, A§ug — P, So(t) A§uf|lx,, = 0,

uniformemente em [t;,%5] e o resultado segue. De fato, fazendo uso do Teorema [1.3.2]

obtemos

1
S (1) Ph. — Py Solt) = —— / eM(A = Ay ) Py, — Po, (A — Ag) A,
I

- 2mi
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onde I' é a fronteira do setor X, = {\ € C: |arg(A — a)| < ¢} e independe de h. Assim,

1
[Sh,, () Ph,vo = P, So(t)vol x,,,, < %/ e [JAAI(A = Ap, )™ P, vo = Pa, (A = Ao) w0,
I
1 o

<o | e dpl (A = Ap) T Pagvo = P (A = Ao) Mo,
7 Jo "
0 A1) Brur — P~ A0) ]
= — vy — — v,
ST ha) Ph,vo — Ph, 0) ollx,
onde vy = ASul € X,. Logo, do Teorema segue o resultado. [

3.4 Continuidade dos semigrupos nao-lineares

Nesta secao estudamos a dinamica da familia de equagoes nao-lineares

uh + Ahuh = Fh(uh), t > 0, (331)
up(0) = up € X,

onde 0 < a <1, A, : D(Ap) C X5 — X' sdo operadores setoriais nos espagos de Banach
Xt com Reo(Ay) > a > 0 satisfazendo (Si) e Fj, : X' — X}, um operador nao-linear

limitado, globalmente Lipschitz e continuamente diferenciavel segundo Fréchet.

Teorema 3.4.1 Seja Ty, (t)u) a solugdo do problema (3.31). Se Ay, satisfaz (Hy)) no espaco

n—oo

X com0O<a<l, h, — 0, XgaugnﬁugeXg et e0,7] com T € (0,00), entdo

n—oo

1T, (t)un, — Pr To(t)ugllxg = 0. (3.32)

Demonstragao. Os semigrupos nao-lineares T}, (¢)u) estao dadas pela formula da variacao
das constantes (|1.28)) do problema ({3.31)) para t € [0, 7]. Deste modo,
T, (£)un, —Pi To(tyugllxe < lle”4fup = Pt e ug| xo

t
+/ ||e’Ahn(t’s)th(Thn(s)u?Ln)—P}f‘ne’AO(t’s)Fo(To(s)ug)||X’? ds. (3.33)
0 N n

-~

=1



Assim,

[ < || By (Th, (s)up, ) — e 9B, Fy(Ti(s)

+ |le =0 B, Fo(To(s)ug) —

uO) Hx;jn
P,?ne_AO(t_S)FO (Ty(s)ul ||XQ
hn

< e E,, (T, (s)up, ) = Pa, Fo(To(s)u

0)]ngn
+ H6_Ah"(t_s)Phan(T0(s)u8) —e”

Ap, (t_s)P}?‘nFo(TO(5>u8) ||X‘1

o+ [lem By Fo(Tu(s)ug) — Pie ) Fo(To(s)uf) | o,

< Go(t = 5) " | By, (Th, (s)up, )

— Pu, Fo(To(s)up) || .,
+ [|e e AR P A

_ AﬁnA,:fP,f‘n]Fo(To(s)uo)HX}?

+ H[ —Ap,, (t— s)Ph P}ibe—Ao(t—s)}Fo(To(S u0>ng )
Logo, usando P}, o Fyy = F}, o P, obtemos
I <éo(t—s) e | By, (Th, (s)up,) — Fr, (P To(s)ug) .,

+ Eo(t — 5)"%emalt=9) H [Py Ay

— Ay P JFo(To(s)uf) |y
+ [|[em PR,

— Py e U Fy(To(s)

< eyt — )™ I L|| T, (s)uph, — P To(s

Juoll e
+ 8o (t — 5) e || [P Ag® — Ay PR 1 Fy(To(s)
e

. Pﬁne’AO(H)]Fo(To(S)u8)HX£‘ ’

uO)HX”‘

up) Hx;jn

onde temos usado que Fj é globalmente Lipschitz com constante de Lipschitz

Proposigao Substituindo (3.34) em (3.33), resulta

T, (t)up, =P To($)ugllxg, < e 4tup, — Pt e™ 4%t xp

t

+ / Calt — )% “IL|| T, (s)up, — PP To(s
0
t

- /0 Ca(t — s) % U [Pe Ag® — AL P 1Fo(To(s)u) ||

ds
hn
/H[ “Ammpe — P eI Fy(Ty(s)

uO”X“ §

0
uD)HX;;ndS'

(3.34)

(3.35)

102
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Do Teorema |3.3.1] e o Lema [3.1.6] podemos obter a seguinte majoracao
t
||6_Ahntu2n — f?ne_AOtuanﬁ‘n +/0 Ea(t — 5)—a@—a(t—s)H[P}?¢nAaa B A}::P}?n]FO(TO@)Ug)”Xg d
t
+ / [[e A=) P — P e U] Fy(To(s)ug) || o ds
0 hn

t t
< cue i, = Pl +o()+ [ cult =) o(ds + [ o1)ds
0 0

11—«

< callu,, — P uflxg, + 0(1) + car——o0(1) + o(1)7 < No(h,). (3.36)

n—oo

onde M = max{c,, l,éaTll_—_:,T} > 0ev(h,) = |Juy, — Py ugllxe +o(1) tal que v(h,) = 0,
também temos estendido os resultados usados para elementos em X, devido a densidade
dos espagos X§ em Xj e a Proposigao Agora, substituindo ([3.36]) em (3.35)), obtemos

T, (), — P To(Dugllxg, < Mu(ha)
t
+/ Colt — s)_o‘e_“(t_s)LHThn(s)ugn — P,f‘nTo(s)ugHXa ds.
0 hn
Logo,
|| Th, ()un, — P, To(t)ugllxp, < Mov(hn)

t
ool / (t = 5) "€ || T, (s)uh,, — P To(s)ul |, s,
i :

onde M = e“" M. Agora, fazendo ¢y, (t) = e*||T}, (t)upy — anTo(t)USHX}?n, temos

o (1) < Mo(hy) + éaL /0 (5 — 1) (5)ds em (0,7).

Do Lema [1.1.3] mais precisamente a equacao ([1.10)), segue

n—o0

on, (1) < Mo(hy) =50,

onde M = M (L,a, 7) é uma constante independente de h,. Com isto, o resultado segue.
[

3.5 Continuidade dos atratores

Nesta secao darmos o enfoque adequado para a continuidade de atratores na linguagem da
convergéncia compacta.

As hipéteses dadas na secao anterior garantem que os semigrupos {75, (t) : t > 0}neqo

S
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associados a familia de equagoes (3.31) possuem atratores globais Aj, em X}, para cada

h € [0,ho] e @ € [0,1]. Além disso, garantem sua limitagdo uniforme, a seguir

sup sup ||up||xe < oo.
he[0,ho] un €A
Na seguinte definicao de semicontinuidade superior e inferior da familia de atratores Ay,

temos dado o sentido apropriado tendo em consideracao a variacao dos espacos funcionais:

Definigao 3.5.1 Seja {Ap}nepo,) uma familia de conjuntos em Xj'.

s

e Dizemos que a familia de conjuntos {Ap}reo1 € P*—semicontinua superior-

é

. a h—0

mente em h =0 se sup inf |luy — Pug|lxe — 0.
up€EAp up€Ao h

e Dizemos que a familia de conjuntos {Ap}tneo € P“—semicontinua inferior-

mente em h =0 se sup inf |up — Pyuol|xe P220.

ug€Ao up€Ap
o A familia {Ap}rea) € P“— continua em h =0 se for P*—semicontinua superior

e inferior em h = 0.

Lema 3.5.1 Seja {Ap}re,1) uma familia de conjuntos em Xj'.

. . A . n—oo A .
i) Se qualquer seqiéncia {up, fnen com up, € Ap,, h, — 0, tem uma subseqiiéncia

s

P*—convergente com limite pertencendo a Ay, entdo a familia {Ap}reo1 €

semicontinua P*—superiormente em h = 0.

i) Se Ay € compacto e para qualquer uy € Ay, existe uma seqiéncia {up, fnen com
n—0o P ~ - P . .
Up, € Ap,, hn — 0, tal que up, — g, entao a familia {Ap}neo) € semicontinua

P*—inferiormente em h = 0.
Prova. Andloga ao Lema [1.5.1] OJ

Teorema 3.5.1 Se a familia de atratores {Ap}neion,), satisfaz

sup  sup ||up|xe < oo, (3.37)
he[0,ho] un€EAR

entao {Ap}reiong € semicontinua superiormente em h =0, ou seja,

lim sup inf ||uj — Phuol/xe = 0. (3.38)

h—0 4, € A, w0EA0
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Demonstragao. Consideremos as seqiiéncias Apnen € {Un, tnen tal que b, =3 0 e up, €
Ap,,. Pela hipétese , obtemos que Uy, cjo,no)An, ¢ relativamente compacto em Xg.
Portanto, existe up € X§ tal que uy,, it Ug.

O resto da demonstracao é analoga com o feito no Teorema [1.5.2, s6 mudar as

convergencias pelas &% —convergéncias. |

Teorema 3.5.2 Seja {Ty(t) : t > O}peo) uma familia continua em h = 0 (isto €, (3.32)

vale) de semigrupos em um espago de Banach X;* com o € [0,1), que satisfaz
a) {Tn(t) : t > 0} tem um atrator global Ay, para cada h € [0, 1].

b) Se &, o conjunto dos pontos de equilibrio de {Ty(t) : t > 0}, existe p € N tal que

En = {U;,u . ,u}"hp}, para todo h € [0,1] e sup ||uj; — P;fuaiHXg =9,
1<i<p

c) Se Wi(uj, ;) = {un € Bs(uj, ;) : existe solugdo global ¢, : T — X tal que ¢y, (0) =
Up, Gy, (1) jpuane uy, ;€ ¢u, (t) € Bs(uj, ;), para todo t < 0}. Suponha que, para algum

6 > 0 pequeno, {W5'(uj, ;) fneo,y) € P“—semicontinua inferiormente em h = 0.
d) Ao =Ui_, W*(us5 ;).
Entio, {Ap}heo) € P*—semicontinua inferiormente em h = 0.

Demonstracao. Anéloga ao Teorema basta ter em consideragiao a convergéncia dos

espagos. |

3.6 Continuidade dos conjuntos de equilibrio

Nesta se¢ao vamos a descrever a estrutura dos elementos mais simple que moram no
atrator global, as solucoes de equilibrio. As solugoes de equilibrio de sao aquelas
solugbes as quais s@o independentes do tempo u,(t) = wuj, para todo t > 0; isto é, as
solucgoes da equacao em X, de

Apup, — Fp(up) =0, (3.39)

onde Ay : D(A) C Xj, — Xj é um operador linear e Fj, : X C X — X}, é um operador
limitado e diferenciavel (segundo Fréchet) nos espagos de Banach X}, para todo h € (0, 1]
e a € [0,1]. Denotamos por &, o conjunto de solugoes de ([3.39)); isto é,

8h = {U; € Xh . Ahuz — Fh(UZ) = 0}

Definicao 3.6.1 Dizemos que a solucao uj, € &, € hiperbdlica se o espectro o( Ay, — Fj(u}))

¢ disjunto do eizo imagindrio; isto é, o(A, — F}(u})) NiR = (.
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Assumamos que Ay e Fj, para h € [0, 1], satisfaz

Ay, satisfaz (Hy) e A;'F, 7, At Fy. (Jn)

Teorema 3.6.1 Se u, € & ¢é um ponto de equilibrio tal que 0 ¢ o(Ag — Fy(uy)), Ay Fp
X§ — X§ € um operador compacto e Fy € Fréchet diferencidvel, entao uj é um ponto

isolado e |ind(u}, I — Ay Fj(ub))| = 1.

Demonstragao. Seja uj € & se e somente é ponto fixo do operador compacto Aj'Fy :
X5 — X§. Também,

0¢ o(Ag — Fy(uy)) <= (Ao — Fy(ug))v # 0, para todo v # 0 e v € X,
= v # Ay Fy(ul)v, para todo v # 0 e v € X.
=1 ¢ o(Ay " Fy(up)) <=1 € p(Ag ' Fy(up))-
E segue que existe uma constante 7 > 0 tal que [lv — Ay Fj(u)v]lxe > 2nljv]xe. Se

eSCrevermos
wo(us,v) = Ay Fo(uh 4+ v) — Ay Fo(uy) — Ay Fy(ug)v,

entao pela diferenciabilidade de Fp, temos

lewo (s, 0)lg v
||U||X3

Em particular, existe 7 > 0 tal que |[wo(ug, v)||xe < nl[v||x, para ||v]|xe < 7. Entdo, para

lug — ullxg <7, temos

lu = Ay Fo(u)llxg = [lu—ug — (Ag ( ) = Ag Folug))llxg
= llu — ug — (Ag ' Fo(u) — A5 Fo(ug) — Ay  F(ug) (u — ug)) — Ay Fy(ug) (u — ug) [ xg
= [lu —up - 1F’(uo)( up) — wo(ug, u —ug)||xg
> |Ju—ug — Ag Fy(ug) (u — ug) | xg — llw(ug, w — ug) |l xg

> 2w = ugllxg — nllu = ugllxg = nllu —ugllxg > 0.

Logo, u ¢ &. Portanto u§ é um ponto de equilibrio isolado. O restante da prova decorre
do Teorema da equacao (L.55) junto ao Lema [1.6.1] |

Corolario 3.6.1 Se uj € & € um ponto de equilibrio hiperbdlico, entao u; € um equilibrio
isolado e |ind(u}, I — Ay Fj(us))| = 1.

Prova. Segue da Definigao [3.6.1| e o Teorema |3.6.1} 0J
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Proposicao 3.6.1 Se & ¢ um conjunto discreto, entio & ¢é um conjunto finito. Se 0 ¢
o(Ag — Fj(ug)) para todo ui € &, entao & € um conjunto finito. Além disso, se todos os

pontos de &y sao hiperbdlicos esse niumero € impar.

Prova. Observemos primeiramente que para todo uf € &, temos que uf = Ay Fy(u) e

lugllxg = 140 Fo(up)lxg = 1A~z 1o (ug) | x,-
Assim, se consideramos K = sup ||[Fy(u)|x,, o operador Aj'F, aplica a bola By =
ue X

B(0, | A5l 2(xo) K) C X§ nela mesma, pois ufy € By. Como Ay Fy(By) C By e Ay'Fy ¢
continuo, obtemos
A Fy(By) € Ayt Fy(Bo) C By.

Logo, pelo Teorema [1.6.6), existe ao menos um ponto fixo u* de Ay LF} na bola By; isto é,
u* — Ayt Fo(u*) = 0 com u* € By.

Sendo o operador A;'Fy @ Xo — X, compacto (dai, limitado), temos que & = {u :
Aouly — Fo(ul) = 0} é compacto em X, pois dada uma seqiiéncia {v, }neny em &, segue
que Agv, = Fy(vy,), para todo n € N, Assim, [[vyllxe = |4y Fo(va)|lxs < K. Logo,
pelo fato do Ay'Fy ser compacto, existe uma subseqiiéncia {v,, }ren de {v, }nen tal que
Un, = A lFo(Unk) converge em X,. Agora, como &, é discreto e compacto, segue que & é
finito.

Além disso, se 0 ¢ o(Ag — Fj(ug)) para todo u§ € &, entao pelo Teorema todo
ponto fixo ug é isolado e |ind(uf, I — Ay ' Fj(ug))| = 1. Se o nimero de pontos fixos fosse
infinito, existiria uma seqiiéncia {u’ },en em &, tal que a seqiiéncia Ay' Fy(u}) = uf — u’,
converge para alguma subseqiiéncia n € N’ C N, contradizendo o fato que cada ponto fixo
us, € isolado. Assim, o nimero de pontos de equilibrio é finito.

Por dltimo, pela hipétese temos que 0 ¢ o(Ay — Fj(ug)) para todo ufy € &. Logo,
Eo={up; i=1,....d} e|ind(uf,;, I — Ag"Fj(ui,))| = 1 parai =1,...,d. Assim, pelos
Teorema e Teorema |1.6.3, obtemos

d
1=~(I - Ay'Fy, B,0) =) ind(uj,, I — Ay' F),
i=1
e do Lemasegue que | ind(uj;, I — Ay Fo)| = |ind(ug;, I — Ay Fy(ug; ;)| = 1. Portanto
o numero d = 2k + 1 para algum inteiro k£ > 0. U

O Proximo Teorema garante a semicontinuidade inferior da familia de equilibrios &,.
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Teorema 3.6.2 Sejam Q, C X, abertos e limitados e T), : Q, — X, onde X}, s@o espacos

de Banach para h € [0,1]. Suponhamos vdlidas as sequintes hipdteses

i) Os operadores Ty, : ) — X, sao operadores compactos e continuos, Ty nao possui

ponto fixo em 0 e ind(I — Ty, Q) # 0;
ii) Os abertos U, sao tais que

J— . . (@
e para todo uy € Sy existe uma familia {up}, up € Qp, tal que up, — up;
J— . E@ - J—
e seuy €8y, € tal que up, — ug, entao ug € p;

, P .
o seuy € 0S), € tal que up, — ug, entao uy € 0€).
“%
i) T, — Tp.

Entao existe hy tal que para 0 < h < hy os operadores T}, possuem ponto fizo u; em Qp.
Além disso, qualquer seqiiéncia {u}} de pontos fizos de T; é P —relativamente compacto
e seus & —limites sao pontos fixos de Ty em Qq. Em particular, se Ty possui somente um

.o T ~ ~ h—0Q
unico ponto fizo uf de indice nao nulo, entdo ||uj — Pyujllx, — 0.

Demonstracao. Ver [52], Teorema 3. |

O seguinte resultado mostra a &*—semicontinuidade superior em h = 0 da familia de

conjuntos de equilibrios {& }re(o,1]-

Proposicao 3.6.2 Assumamos que a condicdo ¢ satisfeita e que os problemas (3.39)
tém solugoes {u}}, para h € (0,1]. Entdo, tomando subseqiiéncias se é necessdrio, existe

uma solugdo uy de (3.39) com h =0 tal que ||luj; — Pugl|xe — 0 quando h — 0.

Prova. Se u} ¢ uma solucdo de (3.39) ou uj € &, C Ay, temos que uj = A, Fy(u}).
Do fato que A;'Fj, : X — X2 é uniformemente limitado (pois A, 'F}, é compacto) para
h € [0,1] segue-se que {u}} é limitado para h € [0,1]. De (J4), temos que existe uma
subseqiiéncia, que denotamos outra vez por uj, tal que wuj it u;. Novamente de ,

temos que
ug — Ay Fo(ug) =0,

assim ug € &. O

Teorema 3.6.3 Assuma que uj, € & seja um equilibrio hiperbolico e a condigao

vale. Entao, existem hg e 6 > 0 tais que para 0 < h < hg existe ao menos um equilibrio

uj, € Ep N {wy,  |lwn — Plugllxe < 0}. Além disso, |[uy — Pgug||xe 129 0.
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Demonstracao. Como no Corolédrio existe uma bola B(ug,d) tal que nao existem
outros pontos fixos nela exceto ug, e junto ao Lema segue que |ind(ug, [ — Ay ' Fp)| = 1.
Agora, colocando Qo = B(u§,d), O = B(Prug,8), To =1 — Ay ' Fy e T, = I — A, 'Fy no
Teorema as condigoes (i) e (1) ficam claramente satisfeitas das hipéteses. Mas, a

condicao (i7) é mostrada a continuagao:

e Seug € Q= {up € X§: |lug — up||xe < d}. Logo,
lim || Pilug — Fifug|[xp = lm [P (uo — )|l xe = lluo — ugllxg < 0.

. : . P
Assim, Pfug € )y, para h suficientemente pequeno e ainda u, = Pf'ug — uo.

o Seup € Q= {un € Xp: |lup — Piug||xe < 6} 6 tal que uy 2% wg. Logo,

luo = ugllxg = lim (|3 (uo — ug )l = lim [[Ffuo — Filug|lxe

S }lliL%HPf?uo_uhHXﬁ +}1L1£I(1)Huh —P}?uang S 0+5:(5.

Entdo, uy € Q.

o Se up € 0, = {up € Xp' : ||lun — P,‘Llu(’;HX}c; =0} é tal que uy, z4 ug. Logo,

0 < |lluo — gl xg — 0| = \,{%HP;?(UO — ug)|lxs — 0| = |}}L%||PI?U0 — Plug|lx, — 9|
< ‘}IZE%“P}?UO = unlxp A+ i flu, — Bfugllxg — |

< lim [| Bfug — | = 0.

Entao, ug € 0.

Portanto, existe pelo menos um ponto fixo uj, na bola B(Pf g, ). Ainda mais, uj, 75 ug.

|

Os dois ultimos resultados, Proposicao [3.6.2| e Teorema [3.6.3, mostram a continuidade

do conjunto de equilibrio no seguinte sentido: Se {uj }re01] € uma seqiiéncia de pontos

de equilibrios 5.1, entao podemos obter uma subseqiiéncia tal que uj, 7 ug, que é um

equilibrio do limite das equacoes e vice-versa. Se ug ¢ uma solucao de equilibrio que ¢é

hiperbdlico, entao existe uma seqiiéncia de solucoes u; para todo h > 0 suficientemente
pequeno tal que uj, it Up-

Vamos impor algumas condigoes de diferenciabilidade uniforme sobre o operador F}, nao

linear . Para isto, definamos

wy(uh,v) = A E(uf +v) — AT FL(ug) — AU F (v,
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Consideremos a seguinte hipotese

vale e, se uj € &, com uj, 5 ug, entdo A, F(u}) 5, A FL(uf)

wp(uy, v o L
leon (i, vn)llx; = 0(1) quando |[Jvp[[xe — 0, uniformemente em h. (La)

[[vnl xp

[[wn (uh, v) || xo

[vnl xo
cada p > 0, existe um 0 > 0 tal que [|wy(uj, va)llxp < plloal[ka para todo v € Xj com

thHXfL‘ S des Z 0.

Observemos que dizer = 0o(1) uniformemente em h, significa que para

A seguir, mostramos a semicontinuidade inferior da familia de conjuntos de equilibrios
En.

Teorema 3.6.4 Assumamos que (Lp)) vale. Se ufy € & € um ponto de equilibrio tal que
0 ¢ o(Ay — Fi(ug)), entdo eziste um &y > 0 de maneira que existe um unico uj € &, N
B(Pi?USa 50)

Além disso, se uy € & € tal que 0 ¢ o(Ag— Fj(ug)), entdo da Proposicao sabemos
que existem um numero impar finito r de elementos em & = {Ug,p e ,uar}. Neste caso,
existe um ho > 0 tal que &, possui exatamente r elementos uy, y, ..., uj, ., para todo h < hg

. P, .
eup; —> Uy, para l < i <.

Além disso, se uf € hiperbolico entao u; e também o é.

Demonstracao. Observemos que, uj € &, se e somente se uj, é ponto fixo do operador
compacto A;'Fy, X — X&. Como 0 ¢ o(Ag — Fj(uy)) segue que uf é um ponto de
equilibrio hiperbdlico. Assim, podemos aplicar os resultados da Teorema[3.6.3], obtendo que
existem hy e d positivos tal que para 0 < h < hy tem ao menos um u; € &, N W e
s, = P e == 0.

Vamos mostrar a unicidade do ponto de equilibrio . Sabemos que, 0 ¢ o(Ay— Fj(ug))
se e somente se 1 ¢ o(Ay ' Fy(ug)). Logo, N(I— Ay Fj(uf)) = {0}. Da hipStese tem-se
— A F () RAN — Ay F)(ug). Agora, usando o Lema [3.1.2] temos que existem hy > 0 e

n > 0 (independente de h € [0, ho)) tal que, para qualquer h < hg, 0 ¢ o(A, — F}(u})) e

17 = A7 By (i)l g = 2nllonllg. Se escrevermos,

wi(u,v) = Ay F(uj, +v) = A E (uy) — Ay UF (up)o,

l|wn (u, vr)| xo
: = < h(||lvallxg),

[vnlxo
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onde h : [0,00) — R pode ser tomada continua com h(0) = 0 da hipétese (J]). Logo, sem
perda de generalidade, existe § > 0 (independente de h) tal que |[wp,(u,, vs)||xe < nllvnl xe,

para |lvg||xe < 2d. Entdo, para |luj, — upl|xe < 20, tem-se

lun, — A Ey(un) | xe = [lun — up — (A Fu(un) — Ay Fr(ug) || xe
= Jun —up, — (A, Frlun) — Ay Fa(ug) — A, (up) (un — ug) — Ay, (ug) (un — uf)] xe
= Nlun — uj, — A Fy (up) (un — ) — wp (g, — ) || xe
> [Jup —up, — Ay Fy (ug) (un — up) || xg — [lw(ug, un — up)|lxp

> 2nlun — upllxe — nllun — upllxe = nllun — uj, || xe > 0.

Disto, segue que u, ¢ &,. Assim, uj ¢ o unico ponto de equilibrio em B(uj,20).
Anteriormente, temos mostrado que 0 ¢ o(A, — Fj(u})) para h < hg, entdo uj é um

ponto de equilibrio hiperbdlico. [

Observacao 3.6.1 Podemos observar que com os resultados do Teorema |5.6.4 podemos
aplicar o Coroldrio m Em particular, o variedade instavel linear de u; P“—converge

para a variedade instdvel linear de u.

Como Ay, é um operador setorial, tem resolvente compacto e Fy (u}) € B(X;, X3), entdo

o operador A, = Ay, — F}(u}) estd definido em D(A}) e é setorial com resolvente compacto

com 0 € p(Ay,) do Coroldrio e Teorema|1.4.8] Agora, usando as hipéteses (Hy)), e

o fato que A, ' = (I — A, ' Fl(u})) 1A, Y, segue que A, * RN Agt. Assim, Ay, satisfaz ().

Lema 3.6.1 Suponhamos que a familia de operadores lineares — Ay, satisfaz (Hy)). Se ¥ ¢é
um subconjunto compacto de p(—Ay), entdo existe hy > 0 tal que ¥ C p(—Ay) para todo
hghz, € [0,1) e

sup sup [[(1+ Ap) " z(xay < 00
hG[O,hg] pED

Além disso, se existe hg € (0,1] tal que sup ||Py[|zxg xo) < 00, entdo para cada uy € Xg,

he[0,ho]
temos
- _ h—0
sup || (1 + An) ™ Pifuio = B (1 4 Ao) ™Mol == 0.
ne
Prova. Segue imediatamente do Lema [3.1.5] ]

J& que Aj, possui as mesmas propriedades que A, para todo h € [0,1), podemos
definir para h suficientemente pequeno os auto-espacos generalizados # (Ao, —A,) =
Qn(o, —Ap) X5, onde

Qn(ro, —An) = / (€ + Ap)~ldg,

|§=Xo[=0
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com g € o(—4y).

Com isto, podemos obter o seguinte resultado

Teorema 3.6.5 Suponha que a familia de operadores — Ay, satisfaz (Hy)). Entdo, valem as

sequintes afirmativas:

i) Se g € o(—Ay), entio existem seqiiéncias {hy Ynen em (0,1] com hy =3 0 e {\n }nen
—00

em C com X\, € o(—Ay,), paran €N, tal que \, —> Ao.

i) Se {hn}nen € uma seqiiéncia em (0,1] com hy, =3 0 € {An}tnen € uma seqiéncia em

n—oo

C com N\, €0(—Ap,), n €N e, = g, entdo \g € o(—Ap).

Além disso, se existe hg € (0,1] tal que sup [P}l zxg.xe) < oo, valem as sequintes
he0,ho]
afirmativas:

iti) Eziste hy € (0, hy), tal que
dim(# (\o, —Az)) = dim(# (Ao, —Ap)),

para todo h € [0, hy].

n—oo

iv) Se uy € W (o, —Ay), entio existe uma seqiiéncia {hy}nen em (0,1] com h, — 0,
up, € W (o, —Ap,) e tal que uy, 25 ug quando n — 0.

v) Se {hptnen € uma segiéncia em (0,1] com h, =3 0, e {un}nen € uma seqiiéncia

com u, € W(X\o,—An,), [unllxp = 1, entao {un}tnen tem uma subsegiiéncia

P — convergente para um vetor ug em # (Mo, —Ao) e |uollxg = 1.

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema (3.1.1} |



CAPITULO

4

Atrator Global para um Problema Parabodlico

Este capitulo é dedicado ao estudo da dinamica assintética do problema , isto é,
o estudo sob que condicoes se terao a existéncia do atrator e a limitagao uniforme dele no
espago L>(£2). Comegaremos o capitulo explicando o problema a estudar e que condigdes
de nao linearidade serao exigidas.

Consideremos o problema de valor inicial

u = Lu+ f(u), t>0, z€
u(t,z) =0, t>0, zed (4.1)
u(0,z) = u’(x) € Hy(),

onde 2 C R™ é um dominio limitado com fronteira 02 suave, L é o operador eliptico de

segunda ordem dado por
"0 ou B ou
Lu — () —= () =— 4.2
0= 3 g (00 3;) + Lo+ () (12)

onde os coeficientes a;j, b;, ¢ : Q — R sdo funcoes suaves, A € Re, f : R — R é uma funcao

nao linear de classe C?(R) com

[f'(s)| < C(1+s"71), (€)
paratodosERonde1§7<Z—f§sen23efyzlsen:2e
limsupM <0. (D)
|u| =00 U

Vamos supor que L é uniforme fortemente eliptico, isto é, existe uma constante 1 > 0,

113
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tal que . .
> ay@)es > 0(3&), (4.3)
ij=1 k=1

para todo x € Q, £ = (&1,...,&,) € R" com a;; = aj;, Vi,j=1,...,n.

Seja X = L*(Q), definamos o operador A : D(A) C X — X dado por Au = —Lu para
todo u € D(A) = H?(Q) N HY(Q).

Se A é um operador setorial temos que A gera um semigrupo analitico {e™* : ¢ > 0}
seguindo o Teorema m Suponhamos que A é escolhido tal que Reg(A) > 0. Entao
podemos definir as poténcias fracionarias A“ de A e os correspondentes espacos de poténcias
fracionarias X := D(A®) com a > 0 dotados da norma do gréfico pelo Coroldrio [1.3.2}

Vemos que X! = D(A) = H?(Q) N H}(Q), X° = L*(Q) e X2 = HL(). Com esta

notagao o problema (4.1) pode ser escrito na forma abstrata

U+ Au = F(u)

4.4
u(0) = u’ € X2, Y

onde F : X'/2 - X é o operador de Nemytskii dado por F(u(t))z = f(u(x,t)).
Denotemos por u := u(t,u’) a solugao de (4.4 e por T(¢,u°) o semigrupo nao-linear
associado a (4.4) o qual é dado pela formula da variagdo das constantes

t
T(t,u’) = e —I—/ e~ DR (T (s,u))ds, Wt > 0. (4.5)
0

Observacgao 4.0.2 Em particular o Teorema pode ser visto como: Seja Q C R"

dominio limitado, 02 € C*.
. S 2n
i) Sen >3, entio H'(Q2) — L°(R2), o € [1, —2] ;
n—

ii) Sen =2, entao H' () — L7(Q), o € [1,00);
iii) Sen =1, entio H(Q) < C(Q).

Observacao 4.0.3 A Observagao[{.0.3 junto com o fato do dominio Q C R™ ser limitado,
nos permite aplicar a desigualdade de Poincaré (Teorema . Assim,

i) Sen >3, entio H} () — L°(Q), 0 € [1, 2_n2] ;
n—

it) Sen =2, entao H}(Q) — L7(Q), o € [1,00);

iii) Sen =1, entio HY(Q) < C(Q).
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4.1 O operador A é setorial em X

Esta secao tem como objetivo mostrar que o operador A é setorial.

Lema 4.1.1 Seja o operador linear Ay : D(Ay) = D(A) C X — X definido por
) ou
Aou = — ”z_:l o, (aw@)a_x]) (4.6)

Entdo, Ay € um operador setorial em X.

Além disso, existe uma constante positiva o tal que
lullir < ollAsullx, Vu e X. (4.7)

Prova. Primeiramente, se mostrarmos que Ag+ Aol é setorial para Ay > 0 qualquer, segue
da Observacao [1.3.2] que o operador Ay ¢ setorial.
Claramente, D(Ag) = D(Ap + \oI). Podemos ver que, dados u,v € D(Ap), temos

ou
((Ag + Mol )u,v) Z/ . aw( )az )Udm—i—)\o/ﬂuvdx

au ov ov Ou
— z:/aU oz, axldxjt)\o/uvdav— z:/aJZ 8_;518_:1%dx+)\0/9uvd$

7,7=1 7,7=1

=32 L (oo o= ] 3 g (o)

ij=1

= (u, (Ao + Mol)v)x

logo Ag + Aol é um operador simétrico.
Observamos também que o operador Ay + Ao/ é densamente definido em X, isto é,
conseguido fazendo uso das imersoes de Sobolev (Teorema [I.1.5)) e o Coroldrio [1.1.1} pois

C5°(Q)  D(Ao) C L*(Q),

aplicando as propriedades do fecho, segue

L*(Q) = C°(Q) € D(Aq) C L*(Q).

Dai, D(Ap) é denso em L*(Q) = X.
Vamos mostrar que R(Ag + Aol) = X, isto ¢, para todo f € X existe u € D(A) tal
que (Ag + Aol)u = f. Este resultado, segue imediatamente dos resultados da Sec¢ao IX.5
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m [16] com ag(x) = Ag > 0.
Usando o Teorema 13.11(ver [47, péagina 334]) item (d), segue que Ay + Aol é auto-

adjunto.

Vemos que Ag + Aol € limitado inferior, pois

2
((Ag + Mol )u g /8% a;;(z )udm—l—)\o/ﬂu dx
ou 8u 9
= E /aw 8x]0xld$+/\0/ dx>19§ /

z]l

2
. d:v+)\0/9|u| dx

+ Noflullx = min{d, Ao}[ully = min{d, Ao}|ul%,

onde temos usado (4.3) e min{dJ, \g} > 0 para todo u € D(Ap). O resultado é estendido a
todo X via o argumento de densidade do D(Ay). Da Proposicao temos que Ay + Ao/

¢ um operador setorial em X.

Finalmente, como Ay : D(A) C L*(Q2) — L*(Q2) e usando os resultados de regularidade

para operadores elipticos param =1, k =0, p = 2 ¢ B; = Identidade com j = 1, temos
ull g2y < ol Aol 2o
onde p é uma constante positiva e ker(Ay) = {0}, pois se v € ker(Ay) N D(Ap), entao
0= (Agv,v)x > V||v||x = v=0.

Este ultimo resultado é estendido para todo X via o argumento de densidade do D(Ay). O

Lema 4.1.2 O operador A ¢ setorial em X.

Prova. Vamos definir o operador B : D(B) C X — X, dado por
—Bu = i b(:v)% + (c(z) + N,
=1 J 833]'

onde

D(B)={u€ L*(Q): Bue L*(Q) e u =0 em 9}
={uecl*Q):uc H(Q) eu=0em N} = H ().
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Agora, da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (Teorema ,comm=r=p=2,j=1
e 0 = 1/2, obtemos

1 1
lullmg @) < Cllullfeo)llull L2 @) (4.8)

Da desigualdade de Young (Lema [1.1.2)) e (4.8)), temos

02
lull ey < = lulzracay + 5 lllz2(@), Ve > 0. (4.9)

Substituindo (4.7]) em (4.9)), resulta

02
[ull @) < —IIAouIILz + oo llullz e (4.10)

Logo,
24 (c(x) + ANu

"L du
2 o,

Jj=1

[ Bullx =

T [(e(@) + Aullx

< max|[b;(7)|
€N

+max [c(2) + AMlullx < 7l[ullmq)
X z€Q

T 0€ TC?
< —HAOUHL2 @ + —||U||L2(Q), (4.11)
onde na udltima desigualdade temos usado e T = max { max |b;(x)|, max |c(x) + )\]}
z€eQ FISIY]

Podemos ver facilmente que A = Ay + B com Ay setorial em X pelo Lema [£.1.1]
D(Ay) C D(B) e a condigao (|1.14)) é satisfeita pela desigualdade (4.11]). Portanto, pela

Proposicao [1.3.2] segue que A é um operador setorial. 0

4.2 O operador F' ¢ localmente Lipschitz continuo

Mostraremos que o funcional F' e F’ sdo localmente Lipschitz continuos, estas afirmacoes
serdo feitas em duas partes: Para o caso n = 1 usaremos a imersao 44) da Observagao [4.0.3
e para o caso n > 2 usaremos a condicao de crescimento da f € C*(R) e as imersoes i)
e i) da Observagao [4.0.3|

Lema 4.2.1 Sen =1 ¢ f € C*(R), entdo F : X'/> = X ¢ localmente Lipschitz continuo.

Prova. Vemos que, para qualquer ¢ € X2 temos que ¢ € C(Q) pela parte iii) da
Observagio fL03] ¢ [6(x)| < [|6]x1/s, pois

[6(x)]* = [é(z) — $(0)]” < /0 (@' (s)*ds < l|¢'[Ix < lISll5/2-
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Dado um r > 0 tal que ¢, ¢ € X2 com |®ll1/2, [|]l1/2 < 7, implica que |p(x)|, |¥(x)| < re

como f € C*(R) implica que existe uma constante ¢ = ¢, tal que sup{f'(s) : |s|] < r} < c2,

logo
é(x) 2
I1P@) = FI = [ 176 ~ sw)Par= [ | [ ] as
é(x)
_(su<[;|f /)/ ds‘ d:v<c/|¢ (z)]2dx
=cllo = vlx < cllo = ¥ll5a
Portanto, F' é localmente Lipschitz continua. O

Lema 4.2.2 Seja f : R — R € uma funcdo de classe C* em R. Se f satisfaz en > 2,
entdo F : X2 — X ¢ localmente Lipschitz continuo. Além disso, dado R > 0 existe uma
constante C(R) > 0 tal que

|F(u)]lx < C(R), (4.12)

para todo u € Br == {w € X2 : ||w|/x12 < R}.

Prova. Usando o Teorema de Valor Meio e , podemos mostrar que

1f(s) = F(r) = [f'(@s + (1 = 0)r)l|s — 7| < C(A+ |0s + (1 = O)r["H)|s — 7]
SO+ |s+r Hs—r| <CA+2772(s" + [r7)]s — 7
<O L+ s e Hs — 7l (4.13)

onde 6 € [0, 1], 1§7<Z—f§sen23€721sen:2.
Agora, vamos mostrar que para um p > 1 tal que py = %, a funcao F : L%(Q) —
LP(Q2) serd localmente Lipschitz continua. De fato, usando (4.13)), temos

IF() = P[0 / Flu (v(z))Pdz
< / OP(1+ ()P~ + @)Y ulz) — v(z)Pda
Q
< Ca [ fula) o) P(L+ )P0 + o))

< CQ(/Q lu(z) — v(x)|”7dx)i (/Q (1 + Ju(z)|P0~Y + |U(q;)|P(’Y—1))Td$>71~

p(n—2) 1

< O3</Q lu(z) — v(x)|%dx> T (/9(1 + Ju(z) PO 4 |U(x)|P(v—1)r)dx)?7
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onde na penultima desigualdade temos usado a desigualdade de Holder (Teorema (1.1.1))

(n

para 7 e r, onde % =1- 5"2—;2); ja que, u,v € L%(Q) = LP(2) e do fato de v e r serem

conjugados, temos p(y — 1)r = py, logo (u — v)P € L?(Q) e como PO~ PO~ ¢ [7(Q),
segue que 1+ uP0~D 4?0~ € [7(Q). Dal,

1
1F(w) = F )y < Callu = vl ) (L + [ullF ) + 107 0)) 7
by

< Csllu = vl o) (1 + i) + [0llm) ™

= Ol =0l s, (Ll g + ] )

Portanto,

—1
IF() = F(0) a0 < Collw = oll 2y o (1wl g + ol )7

Em particular, para p = 2, usando a parte i) e i) da Observacao 4.0.3, obtemos
-1

1F () = F (o)l r20) < Crllu = vll gy (1 + lull gz + 1ol ae)”
Finalmente, dado um & > 0 tal que u,v € X2 com ||u||x1/2, [[v| x1/2 < . Entdo,

[1F(u) = Fo)|x < Csyllu=vl[x2,

onde Cs, = C7(1 + 2)7"1. Assim, F é localmente Lipschitz continua.
Por tltimo, do fato que f € C'(R), temos

IO = [ 1r0Fa) = ol < Ko
Como F' ¢ Lipschitz continua em Bpg, resulta
[E(w)lx < [[1F(u) = FO)|lx +[[F(0)lx < Cryllullxi/z + Ko < CryR + Ko = C(R).
O

Lema 4.2.3 Seja f : R — R uma fungio ndo linear de classe C*(R) satisfazendo .
Entdo, F : XY2 — X ¢ continuamente diferencidvel com derivada F'(u) € £ (X2 X)
dado por (F'(u)h)(x) = f'(u(x))h(x), para todo u,h € X'/2. Também, dado u € By, existe

uma constante C(R) tal que

|IF'(w)h||x < C(R)||h|xi/2, Yh e X2, (4.14)
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Além disso,

—2
1F"(w) = F'(0) | 12 x) < Cllu=llxa2 (14 [l iz + ol xrr2) " (4.15)

para todo u,v € X'2. Com isto, a desigualdade ([{.15) nos diz que F'(u) ¢ localmente
Lipschitz continua em £ (H(Q), L*(Q)).

Prova. Primeiro vamos a obter a diferencial de Gateaux do operador de Nemytskii. Assim,
dado u, h € X'/2, obtemos

5F(u, 1) (x) = lim Fu+th)(z) = F(u)(z) _ . fu(@) +th(@)) - f(u(x))

t—0 t t—0 t

/ H[(u(@) + sth(@)(u(@) +th@) —u@) e o)

= lim
t—0

t
:/o lim f(u(z) + sth(x))h(x)ds =/0 fu(z)h(x)ds = f'(u(z))h(z),

t—0

onde temos usado o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e o fato que f €
C?(R). Da condigao (C)), podemos obter

[f"(s)] < Cy(L+1s]"7%), (CC)
ondeseRcom2§fy§Z—Jjgsen2367228en:2.
Analogamente como foi feito para usando (CCJ), temos
[F'(s) = F/(r)] < Crp(L+ [s 72+ [r72)]s — 7, (4.16)
0nde2§’y<2—f§sen23e722sen:2.
Agora, podemos mostrar que o F' é de classe C' no sentido de Fréchet. Denotemos

®(2) := F(u+ h)(x) = F(u)(x) — f(u(x))h(z),
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para todo u, h € L ez €Q. Logo, seja p > 1 tal que py = =% e , obtemos
11700 =/ |f(u(z) + h(z)) = flu(z)) = f'(u(@)h(z)|"dz

/ ‘ / ) + sh(z)) — f’(u(x))}ds}h(x))pdx
< Cf,y/g ’/0 (1 + |u(z) + sh(z)|"™2 + ’u<x)P—zﬂsh(x)”h(x)’dslpdw

<cr, / ()

<C%, /Q (@) (1 + [u(z) PO + |h(z) PO da.

1
/ (1+ 272 u(z)]" 2 + 20727 ?|h(z)[ 2 + |u(x)|7_2)sds‘pdm
0

Assim, usando a desigualdade de Holder (Teorema D para 3 e %, obtemos

2 ¥—2

@170 < Cp / |h(x ’mdiﬁ ; / (1+ Ju(z)[P02 + !h(g;)\p(v—z))ﬁdx> 7
< Cp HhHLp'y (/ (1 —+ ‘u(g;)lp'y + ‘h(x)’pfy)dl) v
Q

J—2
< O8Il 5y (L + 1ull Ty + A1)

(1-2)
< g Il (L + Nfull @y + (1Bl (e) ™

~ -2
Entao, [|®]| o) < ConllhllFmq) (1 + lullm@) + 1hllm@) "

Logo, usando a Observacao [4.0.3] obtemos

1Dl e ()

—2
1l < C7,7HhHH6(Q)(1 + ||ull g1y + HhHHé(Q)y — 0 quando [|A[| 1) — 0.
0

Com o mostrado anteriormente para o caso p = 2 segue que F ¢ de classe C* no sentido de
Fréchet com (F'(u))h(z) = f'(u(z))h(z), para todo u, h € H}(Q).

Vamos mostrar (£.14). Para n = 1, dado v € Br C X2, temos u € C(Q) (ver
Observacio4.0.3) e [u(z)| < R. Como f € C%(R), segue que existe uma constante C(R) >0
tal que |f'(u(z))| < C(R). Logo,

IF ey = 17 (DBl ) < 1 @O oAl
< sup '(u(a))| Wz < CORD g



122

—_

Para n > 2, usamos , a Observacao 4.0.3 e a Observacao [1.1.1| com % = % +

Q=

(com

oc=q=2ysen>3eoc€[3,00),7F#1sen=2),entao

| F(w).|| 20 /|f |dx> <C /‘ 1+ [u(z)]~! (x)‘def

< O+ [l Dhll2@) < Ol + [ul M 2 o BBl @)
< @(1 1l 2 g ) Il < C (1 + [[ull ooy 1Bl 2oy

< Co(1+ ||U||Lgég))||h||Hg(Q) < C3(1+ R Al gp ) < 5(R>Hh”H§(Q)>

para todo u € Br e h € H}(Q).

Agora, vamos mostrar a estimativa (4.15)). Para isto seguiremos o mesmo raciocinio
feito no Lema De fato, para u,v, h € L*(Q)) denotamos

AF(u,v) := F'(u) — F'(v).
Usando , obtemos
AP ) = [ 1 (wla)) = £ @) PGP
< ny/ (14 Ju(@) 72 + Ju(@) %) Ju(z) — v(z)[PA(z) Pdz
Q

< (3, / (14 Ju(@) P07 + o (@) [P0 [u(z) — v(@)["|h(z)|"de

<y, /Q u(z) —v(:v)]mdx>}y< / yh(xﬂmczxﬂ /Q (1 + [u(z)PO + |v(a;)|p<v2>)%zx}é

< Ol = ol ol oy | [ (1 )P0+ o) P72

0(v—2) 0(y—2) 1
< O 1w =0l ey 1N gy (1 [l 2+ lolP2) )

Lpo(v— 2)(9) Lpo(v— 2)(Q)
y—2)
CE o llw = vl oo 1l oy (1 4 1wl ooy + [[0]] oo @)
p(v—2)
< Ciyllu = ol 2 IIhllp )(1+IIUIIL%(Q ol ey )) e

onde 6 = 0(y) e temos usado também, a desigualdade de Holder generalizada (Observagao

1.1.1)) para 7, v e ¢ com 6 = 15, entdo p(y —2)0 = py e uP0=2) P02 ¢ L9(Q). Portanto,

-2
1E" () — F'(0)hl| o) < Csallu—oll 2n, o IR 20y (1+IIUIIL3 o TVl 2z Q))7 -
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Finalmente, usando a parte i) e i7) da Observacao |4.0.3| obtemos

7*2|

|F'(w)h = F'(v)h]|o@) < Conllu = vll gy (1 + llull ) + lollay@) ™ 171 a2

Desta ultima desigualdade com p = 2 segue imediatamente (4.15)). 0

4.3 Solucao local e global

Nesta secao mostraremos a existéncia da solucao local e global do problema (4.4)) e, também

um resultado de estabilidade das solugoes do mesmo problema.

Lema 4.3.1 (Solugao local) Sob a hipdtese de crescimento o problema (4.4) tem

solucdo local em X'/2.

Prova. Fazendo uso dos Lema Lema e Lema vemos que as hipéteses do

Teorema [1.4.1] sao satisfeitas, dai o resultado buscado. O

Lema 4.3.2 (Solugao local limitada) Suponhamos que a condigao vale. Se u° €
Bgr no problema ([4.4)), entao existe T = 7(R) > 0 tal que as solugoes u(t,u’) do problema
[@4) existem e sio limitadas em X/? uniformemente para t € [0, 7).

Prova. Usando o Lema Lema e Lema [4.1.2] as hipdteses da Proposicao

sao satisfeitas e o resultado segue. 0

Teorema 4.3.1 (Solugao global limitada) Suponhamos que € @ valem, entao a
solugdo do problema ([4.4) com u® € By € globalmente definida e existe uma constante K,
tal que

lim sup ||u(t, u0)||H5(Q) < Kj. (4.17)

t—o00

Demonstracao. De (4.21) e o Lema [4.4.1, obtemos que u € L>®(Q), entao [|[F(u)|x <
C(JJullpee(oy)- Assim, se v’ € X*, entdo u é uma solugao local em X* do (4.4) satisfazendo

(1.28). Agora, usando a Proposicao [1.3.5] temos
t
lut, u”)[[xa < [|A% % x +/0 1A% L 200 | F (uls, 1)) || xds
t
< coe |0 xo + / 1t — 5)~ e P F(u(s, u)||xds
0

t
< col[u][ o +clo(||u||Lm(Q))/ (t— s)-ds,
0
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onde ¢y, ¢; a0 constantes positivas com o € (0,1) e Rea(A) > 5 > 0. Segue-se que u(t, u’)
na norma de de X fica limitado em intervalos finitos de tempo com « < 1. Portanto, para
a = 1/2 a solugao é global.

Como antes, usando a férmula da variacao das constantes e do fato que |Ju(t, u®)|| o) <

K, para todo t > 0, obtemos

t
lu(t, w9 | < ot 0 x + / er(t — 8) e P C(K. ) ds
0

t
< et e W () + C1C(Koo)/ (t —s) e P79 ds.
0
Disto, segue-se

t
lim sup Hu(t,uo)Hxa < lim sup clc(Koo)/ r%e Prds = aC(Ko)I'(1 — a)ﬂa_l =: Kj.
t—o00 t—o00 0

|
Como conseqiiéncia do Teorema resulta

Corolario 4.3.1 Sob as hipdteses do Teorema seque-se que o semigrupo {T(t,u") :
t > 0} € ponto dissipativo.

Seja {T'(t) : t > 0} o semigrupo em X'/2 dado por T(t)u’ = u(t,u’),¥t > 0. Da
Observagao segue que {T(t) : t > 0} é um Cy—semigrupo em X'/2 e u(t,u’) pode-se
expressar pela formula da variagao das constantes (|1.28]).

Teorema 4.3.2 (Diferenciabilidade em relagao as condigoes iniciais) Se f : R —
R é uma funcdo ndo linear de classe C*(R) satisfazendo , entao dado r > 0 tal que
para todo u® € X% com ||u°|| y12 <1 existem T > 0 e uma tinica solugdo local u(-,0,u’) €
C([0,7), X'/?) do problema (&.4) satisfazendo u(0,0,u’) = u® em X2, Além disso, esta
solug@o ¢ continuamente diferencidvel com relacdo ao dado inicial v’ € X2 e ela é uma

solugao cldssica para t > 0.

Demonstragao. Definamos um subconjunto limitado B = {v € X'/2 : ||v||x12 < r} em
X172 Pela hipétese u’ € B. Agora, usando a Proposicao , segue que existe um 7 > 0
tal que u(-,u®) € C([0,7), X'/?), para todo u° € B. Com isto tltimo e os Lemas ,
el4.2.3] vemos que as hipdteses do Teorema 3.4.4 (ver [37, pagina 64]) sao satisfeitas. Logo,
u® — u(t,0,u’) é continuamente diferenciavel de X'/? em X /2 satisfazendo u (0,0, u°) = u®.

Do Lema e o Corolério 3.4.5 (ver [37, pagina 64]) segue que u® — wu(t,0,u’) é

solucao classica para todo t > 0. |
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4.4 Existencia do atrator global

Nesta secao estudaremos a existéncia do atrator global A para o problema (4.4)) e a limitacao

uniforme deste atrator no espago L>(£2).

Teorema 4.4.1 O Cy—semigrupo {T(t,u°) : t > 0} associado ao problema (4.4) tem um
atrator global A em X'/2.

Demonstragao. Vamos mostrar primeiramente que o Co—semigrupo {T'(¢,u°) : t > 0} ¢
compacto em X /2. De fato, vemos que o resolvente de A é compacto, posto que X' = D(A)
estd compactamente imerso em X = L?(Q) e da Proposicao , segue o resultado. Agora,
usando o Teorema , temos que o Cy—semigrupo {T'(t,u°) : ¢ > 0} é compacto em
X1/2_ Finalmente, usando os Corolérios e o resultado segue. |

Lema 4.4.1 Seja f : R — R uma fungdo nao-linear de classe C*(R) que satisfaz @,

entao dado € > 0, existe m. =: m > 0 tal que

vf(v) < ev® +m, (4.18)
para todo v € R.
Prova. Da hipotese @, segue-se
Ve>0,3M >0: f(u) < eu, Yju| > M. (4.19)
isto implica que vf(v) < ev?, para todo |v| > M. Como o subconjunto {z € Q : |v| < M}
de R™ é limitado onde temos considerado v = v(z) e f é continua, temos |vf(v)| < m..
Portanto, juntando estes dois fatos resulta (4.18)). O

A seguir, obteremos limitagoes uniformes para o atrator do (4.4)), para maiores detalhes
ver [9] e [25].

Lema 4.4.2 Seja problema (4.1) com todas as hipdteses para a existéncia da solugoes
globais e satisfazendo
wf(u) < Cu?+ 1, (4.20)

onde ¢ e T sao constantes positivas. Entao,
3,30
sup [u(t, )|y < 95257 max { 0120, 1}, (4.21)
t>

onde 6 > 0 estd definido em (4.39)) abaizo.
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Prova. Para mostrar isto usaremos a técnica de iteragao de Moser - Alikakos (ver [25],
pagina 213) que permite-nos obter estimativas em L*°({2) para as solugdes de equagoes
parabodlicas de segunda ordem. De fato, primeiro multiplicamos a equacao do problema

@1) por u¥*~! com k =1,2,... e integrando sobre €, obtemos

"9
2k 14 ) 2’€ 1 2’@ 1
/Qutu dx—/ﬂé o1 (aw( )3 dx +/§ bi( axz dx
—_—

i,7=1 )
- — I
+ /(c(x) + N dr + / Flu)u® tda. (4.22)
Q Q
Assim,
1 k 2k 1 1 k 2k 1 2k 1
I=— | 2w —dx = —( (2" — Dww™ dr+ | wu d:):)
2k Jo 27\ J, o
1 k 2k 2 2k 1 1d 2k 1
- 27(((2 —u Ut7u>L2(Q) + (u ,U/t>L2(Q)> = Q—k%@ u)r2(0)
1d
=%z Qu2’“d;z;. (4.23)

Usando integragao por partes, obtemos

au A(u? 1) . oo ou du
/ Z (IZ] 83}Z —8$j dr = —(2 / Z 8_,1'18_37](11'

2,j=1 2,7=1
Qk — 1 k—1 8u k—1 8u
_ 2k 1,25 -1 ><2k 1 2k=1_1 )
Tozk—2 / ”21 ox; Oz, du
2k 1)8(u2k—1)
_ 2% . / Zaw a:cz o, dz. (4.24)

Similarmente,

- - 2k71_1 8u 2]671 o 1
III = /Q; bi(z)u pr ur dr = T

ok—1
) de

Gmi

2k,_1u2k71_1 8u 2/971

833i

(4.25)
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Substituindo (4.23)), (4.24) e (4.25) em (4.22), obtemos

1 d ok 2k 1)6(U2k ! 2k 1
?@/{‘d _2%2/2” or; a~d‘”+/f d

1

/ Z ;; u?dz + /Q (c(x) + Nu*'de.  (4.26)

Logo,

d [ oo, (2"-1) [ o) o) k 2k 9
dt/Qu dr = — S /QZCLZJ(ZL‘) o o7, dx + 2 /uf() dx

,j=1

71) ok—1 k / 2k
2 .
+ / E bi( 8xl u® dr+2 Q(c(ar:) + Nu” dx

Agora, usando (4.3) e a condigao (4.20)), resulta

d - 1 w? )
- Qu2’“dx < - /Z { 3o, } dx+2’f/ﬂ(gu2+7)u2’“—2dx
2k 1
+2B%, /Z o 2k_1d:c—|— 2k (c(x) —|—>\)/Qu2kdx, (4.27)
onde B := = Iax sup |b;(x)| e C% = sup |c¢(z)|. Usando a desigualdade de Holder (Teorema
(LTS €N

[1.1.1)) em (4.27), obtemos

n

i/uz’“dx< _1 /Z u”) 2d +2’“¢/ d+2k/ -2
i |, < u” dx ; X

+QB;</ {2 ale r >%(/Q(U2k1)2dm>%+2k(0;‘0+)\)/9u2kdx. (4.28)

Do fato que u2 2 < u2" + 1, para todo k = 1,2,... e da desigualdade (dy + - -- + d,,)" <
n"d+---+d') comd; >0er>1em [£.28), resulta

u? dx < —

k—1\ -2
{ )} dx+2k7/(u2k + 1)dx
1 8:@ Q

- 0L
- 8(u2k_1):|2 ? k : k
+2B7, /n [ dx /uzdm + 2F —I—C’;—I—/\/Ude.
< Q ZZ1 Ox; Q « ) Q

dt Jo
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Assim,

d/ ok
— [ udr < —
dt Jq
3
+2B%, </Z{ 5 ) ( u’“dx> + 2879 (4.29)
xZ;
Fazendo uso da desigualdade de Cauchy (Lema|l.1.1) com & = Bﬂ (4.29), obtemos
d ‘ — 1 T k
d—/u2d:r§ /Z{ }da:—l—Qk(C—l—T—l—C’;—i-)\)/u?d:v
t Q Q
* E u - 2k k
—I—ZBOO<2/Q;{ o ] d:):+2€n/ﬂu dx>—|—2 7|9
(@ -1 ‘o ~[o(u®
_( 3 19+Boo£>/ﬂizl
(2% — 1) / " [ow* )’
= (- 0
( = +9) Q; oz, dx

o )2} / u® + 2579 (4.30)
Q

{ o ]dm+2k(C+T+C* +)\)/u2kd9:

Q

*

2
B
)} dr + [Qk(C—I—T—FC’;—I—)\)—i—n;O]/u2k+2kT|Q|
Q

n(B%
)

+ 2"+ T+ CL+ N+

2k — 1
Como, 2 < —— 5 <4 para todo k = 1,2,..., a (4.30) pode-se expressar

’ k * n(B;,)’ 2k k
clx+[2 (C—FT—FCOO—F)\)-F—} u” + 25719
Q

jt u?dr < 19/2[

v
(4.31)
Considerando a desigualdade de Gagliardo - Nirenberg (Teorema [1.1.3]) com j = 0, p = 2,
m=1r=2qg=1,0= 15, obtemos
1]l 220) < Cllolli@llvllzaey, Yo € HY (), (4.32)

onde a constante C' = 5(9, n). Fazendo uso do Corolério comm=3>1leece(0,1)
aplicado a (4.32)), temos

-1 2m(1—6)

—m_ - 2m —_—
T C ollyig < elloln + Colloliay (4.33)

1 m m
[0ll2(q) < o ol Hita + 2
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onde O, = &e 31 e € = %Hé””. Da definigao da norma em H'(), vemos que (4.33)),

pode-se expressar como

1—¢ C

HUH%Q(Q) - fHUH%l(Q) < ”Uﬂﬂlﬁil(Q)' (4.34)

Agora, usando (£.34) em ([@.31) com v = v, resulta

_ 2
i udr < _M/qudx + vCe (/ u2kdx)
dt Q 15 Q 9 Q

B* )2 ;
+ [2’“(<+T+C;O+A)+n( o) ]/oﬂ + 28710
Q

[_19(1—6) ’

v
e\ 2
+ o€ (/ u? d:c) + 2F7(Q). (4.35)
Q

3

* \2
+2k(C+T+C;‘O+A)+n(B°°) }/vﬁ'“dx
Q

Entao, fixando ¢ = ¢, para k = 1,2,..., tal que

Y1 —¢)

B* 2
—T+2’“(c+r+(};+A)+n< )

19 =

e e, = 027% com p uma constante, chegamos a estimativa

d n 2
—/uzkdx < —2k/u2kdx+,u(2k)2+2</quda:> + 2k71Q), (4.36)
dt Jo 0 Q
onde 11 := €03 2. Aplicando o Lema 1.2.5 (ver [25, pagina 17]) com y(t) = [, u* dz em
(4.36)), obtemos
k k n k 2
/u2 dx < max{/(u0)2 dx,u(Zk’)2+1</ u? dm) +T|Q|}
Q Q Q
< max { / (@0) da, u(28) 3 m2" | + T|Q|}, (4.37)
Q
b1 9—k+1
onde my_; := sup ( / u? da:) . Tomando a 2¥—ésima raiz em ambos lados da (4.37)
>0 \Jo

e logo o supremos no lado esquerdo, chegamos a expressao

1
my < maX{HuOHLQk(Q), (M(zk)%ﬂmgk_l + T|Q|) o } (4.38)
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Como,

Wy = ( f1tera)” s ([l ie)”

1
2k 1
< sl (@)l [ ) < oo 100 < mox {100} ooy =
Q

e

Vemos que o primeiro termo da (4.38]) é uniformemente estimado para todo k € N pelo K.

Agora, aumentando o tamanho da u para o valor
§ == max {y, 1, 7|Q|, £*}. (4.39)

Aumentando também o valor de m; (definido como sup ||u(t,-)||r2@)) para z; :=
e

max{my, 1}. Logo, usando (4.39)) em (4.38)), temos

my < max {/c, (5(2k)%+1m§’11 + 5) 21’“} k=23,.... (4.40)

Podemos ver que todos os nimeros my com k = 1,2, ... sao limitados pelos correspondentes

numeros x; satisfazendo a recorréncia
! 3
T = max {IC, (5(2k)5+1xi_1 + 5) ’ }, k=23,.... (4.41)
Como § > 1 e x; > 1, podemos ver que a seqiiéncia {xy}ren € crescente, pois
1 1
Tpi1 — T = max {/C, <5(2k+1)%+1x2k+1 n 5) 2k+1} x> <5(2k+1)%+1x2k+1 n 5) T -
1 1

> ((2k+1)%+1xik+l + 1) > ((2k+1)%+1) T e — > 0, (4.42)

Além disso, para k = 2 o segundo termo de (4.41)) é sempre limitado, pois

Ty = max {IC, (5(2)7%%411 + 5) %} < max {’Ca (25(2)n+2x411) %}

< max {IC, (26(2)"+?) %xl} < max {IC, (25(2)"“)% max{my, 1}} (4.43)
A sua vez, a seqiiéncia {z }ren é dominada pela seqiiéncia {zx }reny dada por

21 = 1

= (20(29)5) F oy k=23,
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observar que zj > 1. Da dominancia da sequencia {z;}ren sobre a {zy}ren € aplicando o

limite k£ — oo, obtemos

Too = lim xp, < 20 := lim 2.
k—o00 k—o00
Logo,
sup [lu(t, )| =) < 21 H (25(2'“)%*' )L’“ <z (5(2)%“)7% H (25(2'“) A ES
120 k=2 k=1
00 00 21
< 21 % H Lk {H IZ} a
k=1 k=1
) 1 . k+2,
< (o) bapn U T ) i B Ty
< 5%2% max { sup [[ut, )|l 220 1}. (4.44)
>0

Finalmente vamos mostrar que sup |[u(Z, )| 12 < v, onde v > 0 é uma constante. De fato,
>0

multiplicamos a equacao do prob_lerna (4.1) por u e integramos sobre €2, assim

/utudx—/ Z@x ag(z udx+/Zb
+/Q(C(x)+>\)u2dg;+/9f(u)udx. (4.45)

Agora, usando a integracao por parte em (4.45]), obtemos

1d 9 8u 8u & ou
53 w'dr = — /Zaw 8_3:1891:] —1—/9;bi(w)axiud:v

2,7=1

+/(c(m) +)\)u2dac—|—/f(u)udx. (4.46)
Q 9)
Das condigoes (4.3)) e (4.20) em (4.46)), temos

Ld uzd:c<—19/i Ou 2dw+B* /i 0
2dt Q - Q5 83:1 o Q5 8@
+(CL+ ) / udw + /(Cu2 + 7)dz, (4.47)
Q Q
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onde B e C sao definidos anteriormente. Fazendo uso das desigualdades Poincaré

(Teorema [1.1.2)) e Holder (Teorema [1.1.1]), obtemos
%
(n / qux)
Q

—/ u?dr < 2019/ 2d:1:+2B*(/Z(axl> )

+2(C + ) / u’dr + 2(/ u’dr + 279, (4.48)
Q Q

D=

Da desigualdade de Cauchy (Lema|l.1.1)) com gy > 0 em (4.48]), obtemos
i/ugd“Q(‘C“C* +A+C)/“2dx+23* (8—0/2 Y
dt Jq B & 0 =2 J, - oz,

n 2
o / uldz) + 27/0)

<2A-CI+CL+A+(+ nby )/ 2dm+B*50/Z<

2
) dr +27]Q.  (4.49)

Novamente aplicando a desigualdade de Poincaré a equagao (4.49)), temos

d B By
—/uzdx§2(—019+—°°80+0;+)\+é+n 0
dt Q 2 o

)/uzdﬂc + 27(9]. (4.50)
Q

Vamos escolher um ¢, tal que

B’ e nB:
_op 4GB0 —= 0O A+ €°° < —1.
0

Assim, a equacao (4.50)), resulta
d 2 2
— [ widr < =2 | udx +27|Q|. (4.51)
Usando o Lema 1.2.4. (ver [25 pdgina 17]) em (4.51)), obtemos
sup [u(t, ') a0y < max {11320y, 7102

Assim,
sup [u(t, ') 20) < max {1 20y, 1621} (4.52)
t=>

Portanto, usando (4.52)) em (4.44]), resulta

sup [[u(t, u®) || ooy < 22% ! max {”uoum(m, 1}-
t>0
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0
Como resultado do Lema [£.4.1) e Lema [.4.2] temos o seguinte
Teorema 4.4.2 Com as hipdteses do Lemal[4.4.3, obtemos
sup |ul| e () < Ko, (4.53)

ueA

onde Ko = Ko(Q,n,¢, 7, |u’| () € uma constante positiva.

Observagao 4.4.1 A limitagio (4.53) significa que o atrator A € limitado em L>().
Isto nos permite cortar a nao linearidade de f de tal modo que ela seja limitada e com a
derivadas limitadas até sequnda ordem sem alterar o atrator. De agora em diante vamos

assumir que f, ' e f" sao limitadas.






CAPITULO

5

Discretizacao de Problemas Parabolicos

usando o Método de Elementos Finitos

Neste capitulo descreveremos a discretizacao do dominio 2 usando o método de
elementos finitos. Assim, estaremos em condigdes de poder discretizar o problema (4.4)) e
estudar a existéncia do atrator para o novo problema discretizado. Também, neste capitulo
estenderemos os resultados obtidos em [31] utilizando a teoria feita em [15].

Sabemos que o operador A é setorial como foi mostrado anteriormente (Lema ,

logo pode ser associado com uma forma sesquilinear o : X%/2 x X'/2 — C, tal que

lo(u,v)| < erljul| x12]|v]| 12, u,v € X1/2 (5.1)
Reo(uu) > erllullds — oifluld, ue X2 (5.2)
o(u,v) = (Au,v)x, u € D(A), ve X2 (5.3)

onde as constantes ¢y, co = /2 sdo positivas e §; < oo (Ver [15, Segao 5.6]). Em particular,

pela propriedades do operador A ser eliptico, podemos escolher 6; = 0. Assim,
Reo(u,u) > callul|31/2- (5.4)

Como A é um operador setorial, da Proposicao [1.3.1] segue que existem constantes

positivas 6; (0 < 6, < 7/2) e M; com as seguintes propriedades:

Sop, = {2 € C/0, < |arg(z)| <7, z#0} C p(A) (5.5)

M,y
1(z = A) e < +— IR para todo z € Sy, . (5.6)
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Além disso, a solucao do problema de valor inicial

u+Au=0, t>0
(5.7)

u(0) = a,

é dada por u(t) = e *a, t > 0, onde {e~** : ¢ > 0} é o semigrupo analitico gerado por —A

(ver Teorema [1.3.1)). Também do Teorema [1.3.2) vemos que

1
e = — | ez — A)dz, (5.8)

27 Jr,

onde I'; é a fronteira orientada positivamente, percorrendo de ocoe™ " a coe®, do setor

Y1 ={z€C/|arg(2)| < 0:}. (5.9)
De (5.6)) e segue que
IAGz: = A) 7 Hlzeo = [[((m2 + A) +2) (2 = A7 5 i) < Mz +1l2(2 = A) 7l

S 1+ Ml, Vz € 80791 (510)

e também o operador A satisfaz a Proposicao [1.3.5]

Daqui em diante, vamos supor o dominio limitado  C R™ tem uma famflia {77} he(0,1]

de subdivisoes quase-uniformes satisfazendo as condigoes do Teorema [2.2.2]

. L o . 1/2
A discretizacao do elemento finito é considerada no espago X h/ , dado por

X} ={T"v:ve Q) =0} c X2nC(Q), (5.11)

U}(?Q

onde temos usado o caso r = 0 em ([2.23]). Sabemos que, o espago X ;/ ? tem dimensao finita

pelo visto no Capitulo 2]

Nesse contexto, nossa aproximacao Ay, : D(A4,) = X;/z — Xi/Q = R(Aj) de A pelo

método do elemento finito é definida por

(Andn, Un)x = o(dn, ¥n),  dn tn € X372 (5.12)

Em outras palavras, A, é o operador associado com a forma sesquilinear o, a qual é a

restricao de o a Xl/2 X Xl/2
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Seja uy, : [0,00) — X;/z a solucao de

(Lun, on)x +o(un, én) =0, ¢ € X,/

(5.13)
uh(O) = ap,.
Entao podemos escrever ao invés de ((5.13)) o seguinte problema
d
—up + Apup =0, uh(O) = ap (514)

dt

e, temos

up(t) = e ray,,

Observacgao 5.0.2 A desigualdade (5.4) implica que Re{Au,u)x > 0, com u € D(A) e,

tA

dai A € acretivo. Consegiientemente, e™** € uma contracao: ||e™**|| zx) < 1, para t > 0.

Isto é também o caso com e~ (Teorema Lummer-Phillips).

Definicao 5.0.1 A projecao ortogonal P, : X — Xflb/2 com relacao ao produto interno
de X € definida por
(Prhg,v)x = (g,v)x, Yv € X;L/Q. (5.15)

Lema 5.0.3 A projecao ortogonal P, : X — X,t/Q, satisfaz
1P fllx < [Ifllx, VR € (0,1]. (5.16)
Prova. Seja f € X qualquer. Devido a ((5.15)), temos
(Puf.X)x = (F.X)x, Yy € X,/°.
Definamos que x := P, f € X ,1/ ? usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
1P fl% = [(Bufs Puf)x| = 1 Puf) x| < [l Pufllx, VE € X.

Portanto, || Pfllx < [If]lx. m

Lema 5.0.4 Se (5.1) e (5.4) valem, entdo
| Pyv — v||x < Ch*|v|p2(y, Vo € X. (5.17)
Prova. Dado v € X!, obtemos

|1 Pov — v][% < [{(Pyv — v, P —v) x| < |Ixn — vllx||Pav — v|x,



138

onde x, = Py € X;p. Assim,

[ Prv—vllx < min _[[xs —vx.
XhEX';IL/2

Logo, usando (2.35) com m =2 =pe s =0 e, aimersao de X' em X o resultado segue. [J

Definicao 5.0.2 A aplicacio P, : XV/? — Xi/z definida por
o(Py,x) = o(v,x), Vx € X%, (5.18)

¢ chamada de Proje¢cao de Ritz ou Projecao FEliptica ou Projecao Ortogonal em
X2,

Lema 5.0.5 A aplicacio P, : XY/? — X}ll/2 estd bem definida, isto €, para todo v € X2,

existe uma unica vy, € X;L/2 tal que
o(v—uvp,x) =0, Vx € X}lL/Q. (5.19)

Além disso,
th?}”le < CHUHX1/2, Yv € Xl/z. (520)

Prova. Scja v € X2 qualquer. Definamos g(w) := o(v,w) com g € (X,/*)*. Das
propriedade (5.1)), (5.4) e X ;/ > c XY 2 a afirmacao decorre do teorema de Lax-Milgram.

Também,

cal|Pavl|3/2 < Reo(Pyo, Pyv) < |a(Puo, Py)| = |o(v, Pyo)| < er|[vll iz || Bavl| x1/2.
Portanto, || Pyv||xi/2 < C||v||x1/2, onde C' = ¢ /cs. O
Lema 5.0.6 Se e valem, entao

| Prv — vl x1/2 < D inf lon — v|| x1/2, Vv € X. (5.21)
Co vh€X1/2

Prova. Primeiro lembremos da definicao do operador projecao P, : X — X2 que Apuy, =

Pyv. Agora, de (5.1]) e (5.4]), obtemos

ol Phv — 0|51 < Reo(Pyv — v, Pyo — v) = Reo(Pyv — v,v — v) + Re (P — v,0)

< [ Pho = vllxaellon = vllx2,

onde vy, := Apup € X ,1/ 2, Logo, o resultado segue da ultima desigualdade. O
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Lema 5.0.7 Se (5.1) e (5.4) valem, entdo

6193

||Ph’U — U||X1/2 < h|’U|H2(Q),VU e X. (522)

Co

Prova. Usando (5.21) e, (2.35) com s =1 e m = 2 = p para v € X!, resulta

1P — vz < = infJlon — vllxie < |7 — v]lxe < LR ),
2 veX,/? C2 C2

onde c; é a constante positiva da (2.35)). Devido que X! ¢é denso em X, a desigualdade

acima pode ser estendida para X. 0

Lema 5.0.8 Existe uma relacao entre Py, e Ph dada por
ApP, = P,A. (5.23)
Prova. Dado v € X/2, segue-se

<Ahﬁhva X)X = O—(phv> X) = J('U?X) = <A1}, X)X = <PhAva X>X7

para todo x € X}L/Q. Disto, o resultado segue. O

Se 4" := T"u representa a funcao em X }1/ ? a qual coincide com uma funcao dada u em
todo ponto nodal, entdo, para u € H?(2), usando (2.35)), temos
lu —a"||x < Ch?||ull (0,
A projecao P, XV?2 5 X ,1/ ? dada por Pyu = " com relagao a norma do produto

interno de H*(2), temos

lu = @"l|lx < Chllull 2, uwe X2, (5.25)
|u —@"|| 12 < Chllullx1, ue X', (5.26)
|u—a"||x < Ch?|lullx, we X" (5.27)

e Vamos mostrar as desigualdades (5.25)), (5.26) e (5.27). Denotando por e = u — @" e
usando ((5.19)), temos

(6, gOh)Xl/Q =0, Vg€ X}i/Q (528)
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Dai, tomando ), = @" — 4", usando ((5.28)), temos

||e||§(1/2 =(e,€)x12+ 0= (e,e+ @n)x1/2 = (e,u — ﬂh)Xl/z

< llellxzllu = @l x1s2 < Chllellusllull,

o qual implica ([5.26)). Sabemos que

“eHX: sup ‘<e7¢)X|
ozgex  ollx

Sabemos da Secao 4.3 que dado ¢ € X, existe um ¢ € X2, tal que
Reo(v,v) = (v,¢)x, Yve X2

Além disso, ¥ € H*(Q) e
¥l 20y < Cllo|x-

Agora, substituindo ((5.30) e (5.31]) em ([5.29)), obtemos

ozvext  |[U]a2@)

Mas, usando novamente a Ortogonalidade de Galerkin, obtemos

Reo(e, ) = Reo(e, ) — Reo(e, ¥n) = Rea(e, ) — ), Vab, € X,/2.

Da continuidade de o e (5.33)), resulta
|Rea(e, ¥)] = |Reo(e, ¢ —vn)| < cillel xizlld — Unllxe.
Escolhendo 1, satisfazendo a desigualdade ([5.26)), temos

1 — il x1/2 < Chl[Y|| p20y-

Entao, de (5.32)), (5.34) e (5.35)), obtemos

cillell xizll — ¥nl| x1/2

lelx <C < Cey

Logo,
lellx < Chlle]lxz.

lellx12ChllY]| 2o
0£peEX] ] 52 () 0£peXT 11| 20

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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Como, |le|lxi2 < |Jul|xi2 pela definicio de @, (5.36) obtemos (5.25) Finalmente,
substituindo ([5.26)) em ([5.36)) tem-se (5.27]).

Lema 5.0.9 A projecao ortogonal P, : X — X}IL/2, satisfaz

| Pyv|x12 < Cl|v||x1/2, Vh € (0,1] ev € XV2, (5.37)

se a subdivisao {Tp}heo] € quase-uniforme.

Prova. Do Lema sabemos que || P, f||x < ||f||x, temos que simplesmente mostrar
IV (Pr = Dvllx < Cllvllxue, (5.38)
para todo v € X'/2. Pois,

1wz = [ Puollx + IVPwIx < [Puollx + IV(Py = Dollx + [[Vollx
< ollx + C*llvllxae + IVUllX < 1+ CH)ol50r

e o resultado segue.

/2,

Agora, mostraremos (5.38]). Sabemos que P,|,1/2 = I, denotando x; := = P e X,

usando o Teorema [2.2.3] obtemos

[

V(P = Dvllx = [[V(Py = D (v = xa)llx < IVEPu(v = xn)llx +[[V(0 = xn)llx

ez
< Ch||Pu(v = xa)llx + llvllxiz + [Ixnll x1/2

Wt o = xallx + [vllxz + ol

<C
E-29)
< Clolixare +2|vlixz = Cllollxe,

para todo v € X1/2, O

5.1 Aproximacao do resolvente

Em [31] foram provados os seguintes resultados, para Q C R?:

Teorema 5.1.1 Eziste uma constante C' > 0 e um angulo agudo 0 tal que para qualquer

ac€eX eze Sy ={z€C:0< |arg(z)| < 7}, temos

Iz = 4)"a = (= = 42)" Puall 2 < Chllal]x.
Iz = 4)"a - (= — 4y)" Paallx < C*allx,
Iz = 4)'a - (= = 4) " Paallx < Chlzl™2[al|x.
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Teorema 5.1.2 Se a € X'/?, temos

||€_tAa - e_tAhPhaHXl/z < Cht_1/2||a||X1/2’
le™"a — e 4" Pyal|x < Chllalxu2,
HeftAa — e trp allx < C’thfl/QHGHXl/?'

Vamos a estender estes Teoremas quando {2 C R"™. Primeiro vamos ver alguns resultados

referentes a imagem numérica da forma sesquilinear o.

Lema 5.1.1 Euxistem constantes positivas 0y and o, tal que

[Tm (i, )| < do(Rea(e,9) = llele), (5.39)

para todo ¢ € X'/,

Prova. Da continuidade (5.1]), segue que

| Ima(p, )| < |o(e, )| < elleliys- (5.40)

Da desigualdade ([5.2)), temos
2 201 2
cillelie < - Reale, ) —allgllxe. (5.41)
De ((5.40) e (5.41]), obtemos
201 Co 2
[ Imo(p, ¢)| < = (Realp, @) = Fllel). (5.42)

Assim, a desigualdade ([5.39) resulta, se denotamos

261 Co
5o — . 5.43
0= o € T 9 ( )

e aplicamos na desigualdade (5.42)). O

De agora em diante, dy e 7 serao denotados como em ([5.43)) e, chamamos

0o = arctandy (0 < 6y < g), (5.44)

sempre que, escolhemos 0; satisfazendo 6y < 6; < 7/2 e definimos os setores Spp,, 21 por
(5.5) e (5.9) com este 6y, conforme for. I'; denota a fronteira orientada positivamente de
.
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Lema 5.1.2 FEuxiste uma constante positiva 61, tal que

el + el < alzllelk —ole, 9], (5.45)

para todo p € XY? e z € So.0, -

Prova. Se ¢ = 0 a desigualdade ([5.45)) ¢é satisfeita imediatamente. Vamos supor que ¢ # 0

e definamos

w(e) = vllellae/lellx e (o) =ale,e)/llelk-

Consideremos o setor ¥, com vértice em p(y) dado por X, = {z : |arg(z — p(p))| < 0o}

Observemos que

o o(p, ) — ’70||90||§(1/2

C(p) — ulp) = ER (5.46)

De (5.46)), segue que

Re (5(6) ) = - 2r ol

Agora, fazendo uso de (5.47)) e (5.39)), temos

I (C(¢) =) = =5 ()

Im (C() — () < | Tm (C(g) — ()| = [ma(p, o) _ » Reale, o) — wllely.

lelx  — lell%
= do Re (¢() — uly))-
Disto, resulta
| arg (C(gp) — u(gp))‘ = | arctan (Ez Egég :ZE:Z;) < arctan dy = 6. (5.48)

Assim, ((¢) € X,. Por outro lado, na Figura 5.1, podemos ver
A(=,5,) = mf{|z — €] - € € 5} 2 d(z, () = |#]sin(0y — 00) + () sinby,  (5.49)
onde z € Syg,. Assim, colocando &; = (min{sin(f; — 6y), Yo sin 6y })~*, obtemos

12llell% — (e, )] = llelix|z — ¢(o)| = llellxd(z, Zy)
> [lol% 2] sin(8: — 0o) + || l|% p() sin 6y

. _ 1
> sin(01 — 6o)||ol%|z] + do sin ol /2 > 5—1(\ZH|90\|§< +llel%z),
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Im z
80,91
Z
-0, g o
/ 6o L)
w(o) Rez

Figura 5.1: Spg, € Xo,.

isto prova ([5.45]). O

Corolario 5.1.1 Para o operador Ay, dado z € Sy, vale

12l llenll5 + llenllie < 01]{(z — An)en, en) x|, on € X, (5.50)

Além disso, Spg, C p(Ap) = o conjunto resolvente de Ay, e as sequintes desigualdades sdo

validas

1(z = Ap) ™ fullx < S1ll fullx /2], (5.51)
1(z = Ap) " fullxre < il fallx /122 (5.52)
1A (z — Ap) " fullx < (1 + 00) | faullx, (5.53)

para todo fp € X}lL/2 ez € Sop,-

Prova. De (5.12) segue que
zllenllx — o(en, on) = z{on, on)x — (Anon, on)x = ((z — An)en, o) x- (5.54)

Substituindo (5.73]) em (5.45)), obtemos (5.50)).
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Dados z € Spp, € fn € X;m, existe w, € D(A) dado por wy, = (2 — Ay)~Lfn. Pondo

©p = wy, em ((5.50]), temos
2l lwn % + llwnll %1 < 61| Frswn) x| < 01l fullx lwn x- (5.55)

Logo,

lwallk < lwnll5ae < ol fullxllwallx.

Dal, ||wp||x < 61| follx. Assim, z € p(Ap).
De (5.55)), seguem

|2l lwnllx < 01l fullx,
lwonl%re < ol fullxllwnllx < S full5 /12l

| Anwnl|x = ||zwn — fullx < |2[||lwallx + [ frllx < (61 + )| fallx,

disto segue o Corolério. O
Teorema 5.1.3 O operador linear Ay, : X,i/Z — X;/Q ¢ setorial para todo h € (0,1].

Prova. Primeiramente, o operador A;, é densamente definido, pois D(Ay) = X ,1/ . Dada

uma seqiiéncia {@} ey C Xi/Q com @y - on e Appp s yp- Usando (5.12), temos

(Aner, i) x = oo, of) =3 o (on, on) = (Ann, @n)x.

Logo, A, é fechado, ja que y;, = Appp. Finalmente, usando o Corolario [5.1.1] o operador

Ay, é setorial. 0

Observacao 5.1.1 De (5.49) seque que para todo f € X'/? e z € So9, valem

I(z = A fllx < aillfllx/12, (5.56)
1z = A) " fllxie < Gl fllx/ 1212, (5.57)
1Az = A~ fllx < X+l (5.58)

onde A € o operador setorial. Também do Teorema|1.5.4), (5.56) e (5.58), obtemos

1A%(z = A) 7 fllx < ClIAG = A IIKNGE = A7 e

l—«
0

<C(1+ 51)“@!\]‘!!){ < Cal2l 72 fl1x (5.59)

onde Cy = C(1+ 6,)%61"°, para z € Spp,, 0 < a < 1.
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Além disso, ((5.59)) € vdlida com a mesma constante C,, quando substituimos A por Ap,.

Observagao 5.1.2 Como 0 € p(A) seque-se que z € p(A) para |z| < 1/My onde My =
|A | 2x) (pelo Teorema m, e que ||(z — A) 7 2x) < 2My para |z| < 1/(2M,). Dai,
a limitagao em (5.6) poderia ser escrita como

M
< — 1|. .
< 1+|Z|,V2680791 e a € |0,1] (5.60)

Também,

- M
H(Z — A) 1||$(X,X1/2) < m, Vz € 80’91 e o c [0, ].] (561)

Usando a interpolagao de (5.60), (5.61) e (5.59)), seque-se

1(z — A) 7 2(x xo) Vz e Spp, e a€l0,1]. (5.62)

<
T 14|zt

Além disso, (5.62) continua vdlida com a mesma constante M quando substituimos A por
Ap.

O seguinte resultado é a generalizacao do Teorema [5.1.1]

Teorema 5.1.4 Eziste uma constante C' > 0 e um angulo agudo 0 tal que para qualquer

feXezeSyy,, temos

len(2)[lx12 < Chlifllx, (5.63)
len(2)llx < Ch|Iflx, (5.64)
len(2)llx < Chlel 2| fllx., (5.65)

onde ep(z) = (z — A7 f — (2 — Ap) "t Puf.
Demonstracao. Para z € Sy, e f € X, definimos
w=(z—A)"f e w,=(2—A) 'Pf,
onde w € D(A) e wy, € D(A},). Pela defini¢ao e (5.15), estes elementos w e wy, satisfazem

2(w, o) x — o(w, ) = (f,¢)x, parap € X'/2

2(wp, on)x — o(wn, pn) = (f, on) x, para @), € XfIL/Q,
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respectivamente. Podemos ver que e,(z) = w(z) — wy(2) e usando as duas igualdades

anteriores, obtemos
e, on)x — olen,on) =0, Yoy, € X% (5.66)

Assim, usando (5.45)) e (5.66]) temos que para qualquer ¢, € X ,1/ 2 c X2

2lllenll% + llenll3rz < dilzllenllkx — olen, en)]
= 01]2(en, en)x — o(en, en) + 2(en, n)x — o(en, vn)]

= (51’Z<6h7 ep + 90h>x - U(em en + SOh)|-

Tomando ), = wy, — " e usando (5.25)) e , obtemos

[2lllenlli + llenllie < dilz(en,w —i")x — olen, w — ")
< 01 (Jzlllenllxllw — @"llx + erllenllxrellw — @[ x12) (5.67)
< 5:Chl2[lenllxl[wllx1/2 + dres Chllenl xarz [ wl 2@

< Gsh(lzlllenllxlwll vz + llewlLxor el s=gey). (5.68)

onde C3 := max{C0dy,Cd1c1}. Por outro lado, de (5.4) e (5.3)), temos que ker(A) = 0. Logo,
usando a desigualdade (1.3.26) de [58] pagina 14] e (5.56)), obtemos

lwllaz@) < CallAwllx = Call( = (2 = 4) +2) (= — A) " flIx
< Cillfllx + Cul2lll(z = A fllx < Cs[lflx (5.69)

onde C5 := max{Cy, C4d;}. Fazendo uso de (5.57) e (5.69) em ([5.68]), obtemos

[lllenll + llenllXz < Csh(dilz2llenllx |l fllx + Csllenllxirzllf1lx)
< Cohll fllx (12" llenllx + llenllxi/2), (5.70)

onde Cg := max{C30;,C3C5}. Assim, de (5.70)), temos

[2lllenl% + llenl%ae < Cohll Fllx (121 llen + @nllx + llen + @nllx1/2)
< Cohl| fllx (122w — @"||x + [lw — @"[|x1/2)
< Cohl| fllx (|=["*Chllwl x12 + Chllw] @)
< CeCR2| fllx (1212wl x1/2 + 1wl o)
< CeCR?(| fllx (1]l fllx + Csll fllx) < Coh?[| fII (5.71)

onde C7 := max{CsC¥d;,CsCCs}. De (5.71)), segue facilmente (5.63)) e (5.65)).
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Resta mostrar ([5.64)), seja A* o operador adjunto de A. Notemos que A* é o operador
acretivo associado com a forma sesquilinear o*(u,v) = o(v,u) (ver [37], péagina 203).
Sabemos que D(A*) = X'/2 N H?(Q) = D(A). Dado g € X e z € Spp,, definamos

v=(2—A"1g e v, =(2— A;) 'Pug.
Aplicando ((5.63)) e (5.65)) e substituindo A e Aj, por A* e A}, respectivamente. Obtemos

[(ens 9) = |z(en, v) = o(en, v) = |z(en, v = vn) = o(en, v = va)]

IN

C(lzlllenllxlv = vallx +llenllxr2llv = vnllxi/2)

< C(hl="2| fllxhlollxie + Bl fllxhllollaz@) < CR2(Ifllxlgllx- (5.72)

Usando (5.29) e (5.72)), resulta (5.64). |
Observagao 5.1.3 Vemos que (5.63) e (5.64) valem para z = 0.
Observagao 5.1.4 Note que (5.64) e (5.65) podem ser escritos, como

1z = A" = (2 — A) Pullox) < Ch2 (5.73)

Iz = A)" = (2 = A Pull oo < Ch/l21>. (5.74)

Em outras palavras, as estimativas no Teorema[5.1.]] dd a taza da medida da convergéncia

na norma do operador.

Observagao 5.1.5 De (5.50)), da desigualdade de (5.51)) e do Lemam obtemos

Ifllx o P fllx [AIEN I1f1lx

len(2)llx < llwllx + [Jwnllx < 6 +0; <205 < Cy . (5.75)
2| 2| 2| 2|
Usando (5.64) e (5.75)), dado a € [0, 1], temos
<C «a l1-o < OahQa acl—cx ||f||}){-0€ <C h2a
len(2)llx < Cllen(2)[[%llen(2) X * < /1% Cy e S aWHfHX- (5.76)
Observagao 5.1.6 Do Teorema os Lemas|5.0.4 €5.0.7 e (5.69), obtemos
I(z = Ap) "' Puf = Pu(z = A7 fllxe < llen(2)llxe + [[Prow — w]x-
< O flx + Ch S [l ey < CHE 2| fllx, (577)

para todo z € Spp,, f € X es=0,1/2.
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5.2 Taxa de convergencia da aproximacao semi-discreta de

elementos finitos

tA

Nesta segao estudaremos a convergéncia de u(t) = e *“a a solu¢ao do problema (/5.7))

com uy, = uy(t) = e *4ray; a solucio aproximada do problema (5.14) com o valor inicial

ap € X}ll/Q

Teorema 5.2.1 Se a, = P,a entao as sequintes estimativas valem

len(®) |l x12 < Cht™|al|x, Vit > 0, (5.78)
len(®)]|x < Ch*t |a|x,Vt >0, (5.79)

onde £,(t) = u(t) — up(t).
Demonstragao. Sejam 60; e I'; como em ((5.5)), (5.9) e usando (j5.8]), temos

en(t) = u(t) — up(t) = e “a — e tngy,
L e ((z—A)la— (2 — Ay) " Pya)dz. (5.80)

27 Jr,

Usando ((5.80)), (5.63) com f sendo substituido por a e z = pe?t com p > 0, obtemos

1 C [ . ,
len@®llxarz < 5= [ le™Illen(2)llxa/2]dz| < —/ je=tpeostrtivsen®pllal|x e |dp
27 Jr, T Jo

!

< C'/ e~ Peoshiplig|| xdp < / e~ tPeostiplla|| xd(tp cos by)
0 0

tcos 6y
= Cht |a| x.

De (5.80) e (5.64]), obtemos

len@lx < Ch2|!a\|x/ e”"70dp = Ch*t|al x,
0

e isto mostra ((5.79), [

Observacgao 5.2.1 A desigualdade (5.79) diz que
e — e Py ||l ix xrzy < Cht L 5.81
(X, )

Agora vamos escolher a; de uma forma mais geral, ou seja vamos supor que a; esta em

1/2 ~ . .
X h/ mas nao necessariamente igual a Pya.
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Teorema 5.2.2 Seja ap € X;ﬂ. Entao com a mesma notagcao como no Teorema m

temos
len(®) [l x12 < C(ht™Han|x +t2]la — anllx) (5.82)
len(®)llx < O anllx + [la — anlx). (5.83)
Demonstragao. Como Pa, = ay, para todo aj € X,i/z, podemos escrever
en(t) = e o — e Mgy = e (a — ap) + (e7 — e Py ay,.
Denotando por 5,(11)(t) =ea—ap) e 5,(12) (t) = (e7t — e~ Py)ay,, temos
en(t) = &5 () + 2,7 ().

Vamos estimar 521) (t) e 5,(12)(t) respectivamente. De fato, usando o Teorema , a
Proposicao com Reo(A) > > 0, temos

e )l xr = lle™(a — an)||xr2 < CryallAe™(a — an)||¥2 e (@ — an) ||
< CipaCit 26720 — a || ¥ (Co e |la — an||¥?)

< Ct7 Y27 a — ap| x < CtY2|la — anl|x,
e, dai
1 _
ek (®)llx < lle™ 2o ll(@ = an)llx < lla = anx.

O termo 522) (t) é tratado fazendo uso do Teorema m Agora usando estas tultimas

desigualdades segue ((5.82) e ([5.83)). [

Teorema 5.2.3 Suponha que a € X'/? e aj, = Pya. Entdo com a mesma notacio como no

Teorema temos

len(®) ]| x12 < Cht™2||al| /2, (5.84)
len®)llx < Chllallx2 e (5.85)
len(®)]lx < CR*2|al[x1 /2. (5.86)

Demonstracao. Primeiro, podemos ver que fazendo uso do Teorema [5.1.4] podemos

modificar (5.63)) e ((5.64) como:

len()llx12 < Chl2| ™| fll 172 (5.87)
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len(2)llx < CR*2 721 fllx2, (5.88)
respectivamente. De fato, de (5.67) e ), = wy, — w" segue a desigualdade:

[lllenlli + lleallkz < 01(l2lllen + enllxlw — @"|lx + cllen + onllxizllw — @[ x12)
< & (lzllxllw — "% + elllw — @"%12)

< Clzlllw = @[5 + llw — @"[[%/2). (5.89)
Logo, usando as desigualdades e em , obtemos
|2lllenllx + llenll5r2 < CRA(zlllwlie + Wl g)- (5.90)
Por outro lado,

lwllxi2 = [AYw]x = |AY2(z = A)7' fllx
= Iz = ATAfllx < Iz = A7 2o [A2 fllx < ailel M fllxe (5.91)

]l < CullAwllx = CullA(z = A) ' fllx = Cu AY2(2 — A)TTAV2f | x
< CullAY2 (2 = A) 7z [AV2 fllx < Ol ™2 fllx0re, (5.92)

onde temos usado (5.59). Agora, substituindo as desigualdades ((5.91)) e (5.92)) em (5.90)),

obtemos

[lllenllX + llenll%rs < CR2|27HIf5 e (5.93)

De (5.93)) segue ([5.87)) e também

len(2)llx < Chlz =1 £l x- (5.94)
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Para mostrar ([5.88]), seguimos o mesmo raciocinio feito para provar a desigualdade (5.64))
no Teorema Assim,

[(ens 9)] < C[=lllenllx[lv = vallx + llenllxizllv = vnllxi2)

< Ch(lz[llenllx [0l xiz + llenllxrrzllvl a2(@)

< CR2(If Lz lvllxiz + 1221 fll 2 0]l o) (por[5.94]e[5.87)

< CR* (127 (lgllx + 12172 Mgl f 1| e (por [5.59] e [5.69)
< CRP[2[ 72| fllxvsellgllx (5.95)

Usando (5.29) e ((5.95)), resulta (5.88]). Agora, de ([5.80) e (5.87)), temos

1 i Chlla 1/2 iz _
len(®llxiz < o~ | e “Ilen(2)llx1r2ld2| < Chllalx 2 / le™[1217%dz]. (5.96)
T Jr, 2w I

1/2

Podemos ver que em ([5.96)) a fungao z~"/“ nao estd definida para z = 0, por isso mudaremos

o caminho de integracao F1 para Iy = TI', UIl', UT, para todo t > 0, onde I', = {,oew1
t1<p<oo}, Ty={t1e? 0, <] <n}el.={pe ™ : ¢! <p< oo} (ver Figura

-. Logo,
c —tz||,|—1/2
len(t)llx1r2 < o /. |6 1272 hllall x1/2|d2]
T
Chllallxm e e le™"|
ol / s |+/ 1/2|dz|+/rc Rl

Ch||aHX1/2 e8] |€7t pcosf1+ipsendy) ‘ "
N /t—l | peiti|1/2 ™ [dp

T |6—tt—lei0| 1 49 00 ‘e—t(pcosﬁ—ipsonOl)l ;
1 -
+/0 Wht e |d19 -+ /t_1 |pe_i91|1/2 | —je 1|d,0
1
. Oh”a/HXl/Q /OO e—tpcoselye—ipsenalyd
N 2m -1 pl/2 P

T ,—cos?|,—isend oo —tpcosf ipsen O
+/ d19+/ dp |. (5.97)
o t1/2 -1 p1/2
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Sabemos que |¢®| = 1, entdo

ChHCL“Xl/Q o] eftpcos& ™ efcosﬂ
Jen(t)ws < “Ixve 2/tl poJr/el —

Cht*1/2||a||X1/2 2 e s T
= —d fcosﬂdﬁ
27 (005«91)1/2/C s1/2 8+/91 ¢

0S 01

Cht*1/2||a||X1/2 2 o e’ T
< ———d dy
- 27 (00891)1/2/C . (cos ;)72 S+/9 c

0s 0 1

< Cht*1/2||a||X1/2 2

o _— 01 6—00591 —+ (71' - 81)e> = Cllht_l/QH(]JHXl/g, (598)

assim temos mostrado ([5.84]). Similarmente, usando ([5.80) e (5.88)) obtemos

Imz
A

_t \ \\\\/\/ el Rez

Figura 5.2: Fronteira I'y =1, UT, UT'..

Ch?||a 21l -
Jer(s < 5= [ e llentedlaldsl < P [ et/
I
Ch2
< e / Y] < Cule o
™ T
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temos mostrado (5.86)). Resta mostrar (5.85]), para isto, usamos ((5.80)) e (5.94)), entao

Ch?||la _ _
Jenttls < 3= [ e llentedlvldsl < ZpA [ oo s
™ T:

Ch —tpcos b1 | ,Fipsen by ™ )
_ H;”Xlﬂ 2/ € ’6 |dp+/ 6—cos19|6—zsen19|d19 )
™ t—1 Y 01

Novamente como |e®| = 1, obtemos

Ch o] 7tp00301 ™
Jen(t)lx < ”“”X“< o [ e—m”da?)

01

(2 h ds—l—(7r—91)>
00591

l\D

Cht||a||X1/2

o

2 ds+(7r—91)>

cos 0,

Oht”a”Xl/z

os 01

—0056’1
ChHaHXm <ze r— 91)e>

= 012hHCLHX1/2,

Observagao 5.2.2 Note que no Teoremal[5.2.3 as constantes que aparece sao independente
det eh.

5.2.1 Discretizacao com o método de elementos finitos do problema geral

A seguir descrevemos o problema discretizado nao-linear correspondente a (4.4)).
Com os resultados obtidos nas se¢oes anteriores a discretizagao de (4.4)) pode ser escrita

como

I.Lh + Ahuh = Fh(uh)

(5.99)
up(0) = u) € Xl/2

onde Fj, = P,F : X,i/z — X,i/Q, para todo h € (0, 1].
Denotemos por uy(t,ult) a solugao de (5.99) e por Tj(¢,ul) o semigrupo nao-linear
associado a ([5.99)) o qual é dado pela férmula da variacdo das constantes

t
Th(t, ul) = e~ Antyl +/ e~ A E (Ty(s,ul))ds, Yt >0ehe(0,1]. (5.100)
0
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Sob as hipdteses feitas anteriormente (como no Capitulo [4)) pode ser provado que

Teorema 5.2.4 Suponhamos que , (]E) e (5.15) wvalem, entao a solugdo do problema
(5-99) com u) € BrN X;p ¢ globalmente definida e existe uma constante Ko = K3(R) tal
que

timsup [[un (¢, u) | oy < Ko(R). (5.101)

t—o0
Demonstracdo. Seguindo o Lema [4.4.2) para o problema (5.99) e o Teorema [4.3.1] |

Conseqiientemente,

Teorema 5.2.5 O problema (5.99) tem um atrator global A;, em X,l/2 para todo h € (0,1].






CAPITULO

§

Continuidade de atratores de problemas
parabolicos discretizados através do método

de elementos finitos

Neste capitulo vamos aplicar os resultados desenvolvidos nos capitulos anteriores para
mostrar a atragao exponencial uniforme em h dos atratores. Além disso, obteremos a taxa
da & —continuidade dos atratores. Neste trabalho refinamos os resultados obtidos em [35]

Exemplo 4.1].

6.1 Estimativas do resolvente e a taxa da convergencia dos

Semigrupos

No que segue vamos calcular a taxa de convergéncia dos resolventes do operador Ay,
h € (0, 1] fazendo uso das projecoes Py, e dos semigrupos lineares quando parametro h — 0.
Conseqilientemente, obteremos a convergéencia dos semigrupos nao lineares via a férmula de

variagao das constantes.

o 1 6E  ,_ .
Primeiramente comecaremos mostrando Ahl ~% A~! quando h — 0 e estimaremos a
& —convergéncia em termos do parametro h. Denotaremos o operador A =: Ay quando

seja necessario.

Lema 6.1.1 A familia de operadores A;' : X;/Q — X,t/2 com h € (0,1] converge

compactamente para o operador A~ : X — X com

|A Pyv — PoA | xs < CRP9|vlx, Yo € X e5=10,1/2. (6.1)

157
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Prova. Primeiro, mostraremos que a familia {A;l}he[o,ho] ¢é formada por operadores
compactos (e a compacidade independe de h). Para h = 0, sabemos que 0 < Reo(A),
logo 0 € p(A). Lembrando que A tem resolvente compacto, pela Observagao segue

que A tem resolvente compacto em 0. Entao, A~! € ¢ (X).

Agora, para h € (0,1]. Como Ay, é bijetivo e fechado (Teorema , temos que Agl
é fechado, e do Teorema do Grafico Fechado segue que A;l é continuo. Logo, 0 € p(Ap).
Seja g, € X;/Q tal que ||gn|lx12 < 1. Entdo, para v, = A, gp, temos o (vp, vs) = (gn, vn)x-
Logo, usando (5.4)), ¢ sendo a constante de imersao de Hj(Q2) em L?(2) e a desigualdade
[I.1.7], obtemos

N

Ellvnllie < lo(on,vn)| < llgnllxllonllx < cllgnllxizcllvallxie

Allgnllne | 0 onllinn _ 0 onll

= 26 2 =9 2

Com isso,

02

2
12<—, .
||Uh||X/ = (202—(502)(5 Vo >0

Portanto, existe ¢y > 0 tal que
AEl(BX}ILﬂ (O, 1)) C BX;L/Q (O, Co), Vh € [0, ho],

onde By (0,r) denota a bola no espago Y centrada na origem de raio r. Assim, A,:l €

%(Xi/Q), entdo A, ' é compacto (Ver Proposicio 1.4.4). Da Observacao para z = 0,
obtemos

A Pov — Py A7 ] xs < CRP79)||o||x,

para todo v € X. Pela Proposicao |3.1.1} segue-se A,:l Ly

Seja uma seqiiéncia {v}re(,1) com v, € X,t/z e |lunllxie = 1. Como (A — A)~' ¢é
compacto para algum A (pois A tem resolvente compacto) e das equagoes (5.63) e ((5.64),

segue-se

(2 = A0 Men) < (= = A) o) + | = (2 = Ao — (2 = An) o)

<0+ limsup [[(z — A) v, — (2 — Ap) " Pyup||xs = 0,
h—0

onde (z — Ap) vy, é limitada por (5.51)). Logo,

1 1
p( Ay on) = u(—/ 2z - Ah)‘lvhdz> = 5= / 2 u((z — Ap) " top)dz = 0.
I 1T

21 v
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Com isto, temos mostrado que {A;lvh}he(o,l] é & —relativamente compacto. Portanto,
AL 28 A 0

Corolario 6.1.1 O operador Ay, € f(X}IL/Q) satisfaz a condi¢ao (Hy)) para todo h € [0, 1].

Prova. Pelo Teoremal[5.1.3 e o Lema[d.1.2] sabemos que os operadores A;, sdo setoriais para
todo h € [0, 1], logo os operadores A, sao fechados para todo h € [0,1]. Pela hip6tese do
problema inicial sabemos que 0 € p(A) e como A tem resolvente compacto, da Observagao
1.4.2) resulta que A tem resolvente compacto para todo A € p(A). Do Lema , vemos
que 0 € p(Ay) e A1 € ICO(X}IL/Q). Logo, A, tem resolvente compacto para todo h € (0,1] e
A € p(4;). Concluimos a prova usando o Lema[6.1.1] O

6.1.1 Taxa de convergencia dos resolventes das linearizagoes

Calcularemos a taxa da & —convergéncia da familia de operadores {(A;, + PyVi) ™' bhe(o]
quando A — 0. Daqui em diante, denotaremos por V,, = P,F'(u}) tendo em conta que
Vo=F(u*)e Py=1.

Lema 6.1.2 Seja P, : X — X;/z a projegao definida em (5.15]). Se Ay, : X;/Z — X,tﬁ € um
operador linear invertivel e Vo um operador linear limitado tais que (A+Vy) e (An + PVo)

sao ambos invertiveis, entdao

(Ap 4+ Py Vo) ' By — Pu(A+ V) ! =
[ — (An+ PVo) ' PuVO)(A, PPy — PR A DT = Vo(A+ Vo) Y. (6.2)

Prova. Primeiro, vemos que [ + A;lPhVO é o operador inverso do operador I — (A, +
PyVy) " Py Vg, pois

I =[(Ap+ PVo) " Apl[(Ap + PuVo) T AR
= [(An + PuVo) (A + PuVo — PoVO)[A,  (An + PuVo)]
= [I — (A + PVo) ' BVO)(I + AL PVG).

Assim, a igualdade (6.2)) pode ser escrita da forma

(I + A PV (A + PVo) PPy — Pu(A+ Vo) Y =
(A Py — Po AT = Vo(A+ V)71 (6.3)
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Como Vo(A+ Vo)™t =1 — A(A+V;)™!, expandindo o lado direito de (6.3)), obtemos

(A" Pu = PRATHT = Vo(A+ Vo)™
= A, Py = BAT = AT PV (A+ Vo) T+ PLAT V(A + V)
= A,'P, -~ PAT = AT PV (A+ Vo) + PBATT — A(A+ V)]
= A P — AT PVL(A+ Vo) + Pu(A+ V)t
= A Py — AT R P VO (A + Vo) T+ Pu(A+ Vo) (6.4)

Também, vemos que A, " = (I+ A, P,Vo)(An+P,Vo) ™. Logo, expandindo o lado esquerdo
de (6.3)), temos

(I + A PaVo)[(An + PiVo) ™ Po — Pu(A+ Vo) ™' = A" Py — (T + A B Vo) Pa(A + V)™
= A Py — Pu(A+ Vo) = AP VoPa(A+ Vo) (6.5)

Por ultimo, note que P, o Vy = Vo P, pois
(ProVof,v)x = (Vof,v)x = (f, (Vo) v)x = (Puf, (Vo) v)x = (Vo o Puf,v)x,

para todo f € X ev € X;/Q. Portanto, (6.4]) e (6.5)) sao iguais e o resultado segue. O

Proposicao 6.1.1 Se (A+Vp) : D(A) C X — X possui inversa limitada, entdo eziste um
ho > 0 tal que

(A + BuVo) ™ Py = Pu(A+ Vo)™ zxxs) < CRPT, s =0,1/2, (6.6)

para todo h € (0, ho] e onde a constante C' > 0 nao depende de h.

Prova. Sabemos que se A + Vi é invertivel, entao A, + P,Vy € invertivel para h
suficientemente pequeno (pelo Teorema [3.2.1). Logo, a estimativa faz sentido.
Sabemos do Lema [6.1.2] que vale a seguinte igualdade

U= (Ap + PVo) Py — Pu(A+ V)t =
[ — (An + PaVo) TPVl (A Py — PoA™Y T — Vo(A+ Vo). (6.7)



161

Na identidade (6.7]) adicionando e subtraindo o termo [P, (A+ V) Vo (A, ' Py — P, A~ —
Vo(A + Vo)™, temos

Un = —=[(An + PVo) ™ Py — Pu(A+ Vo) ' IVo[(AL P — PR AT — Vo(A+ Vo) ™)
+ [I = Pu(A+ Vo) VOl(A By — B AT = Vo(A+ Vo). (6.8)

Primeiro, estimaremos
O = —[(An + PVo) ' Py — Pu(A+ Vo) V(A Py — PLA YT — Vo(A+ Vo)1

Note que, da Observagao [5.1.6, (5.16) e o Lema obtemos

1©nallx < [[¥nll 2o IVo(Ay Po — PoATHT — Vo(A + Vo) allx
< C(R)|[¢nll 200 | (A " Pr = PuA™T = Vo(A + Vo) al 2
< C(R)Ch|gnllzco Il = Vo(A + Vo) allx
< C(R)CH[vnll ) lllallx + [Vo(A + Vo) allx]
< C(R)Ch|vnll 2 [llallx + C(R)[I(A + Vo)™l x1/2]
< C(R)O(1 + C(R)K)hl|enl| 2x) llall x
< Chl[¢nllzx)llallx, (6.9)

para todo a € X, onde C' = C(R, K) com K > [[(A+ V5)~"|| #(x,x1/2). Logo,
1Okl 2(x) < Chl|Yn| 2x)-
Escolhendo hy > 0 tal que Ch < 1/2, para todo h € (0, hy] e substituindo em (6.8)), obtemos
lvnallx < 1/2[¢nallx + (1[I — Pu(A+ Vo) Vol (A Py — PoATIT = Vo(A + Vo)™ allx.
Assim,

[nallx < 2||[I = Pa(A+ Vo)™ 'Vol (A, Py — Po AT [T = Vo(A + Vo) Hallx
< 2|1 — Pu(A+ Vo) Vol ool (A Po — Ba AT = Vo(A + Vo) Hallx
< 2(1+ [[(A + Vo) Vol 2x) ) CR?(|[T = Vo(A + Vo) ~Hallx
< 2(1+ K)[llallx + [Vo(A + Vo) allx] < 2(1 + K)(1 + C(R)K)|lallx < Ch?|allx.
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Analogamente como foi feito para , temos

1Ol 2(x,x172) < Ch||Yn]l 2(x, x1/2)-
Logo, escolhendo hy > 0 tal que Ch < 1/2, para todo h € (0, hy] e (5.37)), resulta

[nallxie < 2[|[I — Pu(A+ Vo) Vol (A, Py — PaA™H[T — Vo(A + Vo) al x2
< 2([|(A, P — PoATH[I = Vo(A + Vo) al xr2
+ [ Pa(A+ Vo) VoA, Py — PRA™YT = Vo(A+ Vo) Hall x/2)
<2([(A Py — PhATT = Vo(A+ Vo) allxe
+ C|[(A+ Vo) VoA, Py — B ATHT = V(A + Vo) Mallx12).

Como, K > [[(A+ Vo) |l #(x x1/2), obtemos

[nallxi2 < 2(11(A By — PoA™I = Vo(A+ Vo) al x/2
+ CK|[Vo(A, Py = PoATHT = Vo(A + Vo) allx)
< 2([[(A Py — PRATHI = Vo(A + Vo) all x/a
+ CKC(R)|(Ay Py — PLAYI = Vo(A + Vo) allx1/2)
< 2(1+ OKC(R))|[(A; Py — BaA™)I — Vo(A + Vo) Yall /2
< 2(1 + CKC(R)Ch||[I = Vo(A+ Vo) Mal|x/2
<2(1+ CKC(R))(1+ K)Chl|a|x
< Chllal|x.

Portanto, escolhendo hg := min{hy, ha} o resultado segue. O

6.1.2 Taxas de convergéncia dos equilibrios hiperbdlicos e suas linearizagoes

Esta se¢ao tem como objetivo achar a taxa da &?—convergeéncia dos equilibrios hiperbdlicos
dos problemas (4.4) e (5.99). Também, a & —convergéncia com taxa da familia de
operadores {Vj}neo]- Além disso, este mesmo andlise serd feito para o operador A, =

Ap 4+ Vi + b e obteremos a & —convergencia do semigrupo linear gerado pelo operador Ay.

As solugoes de equilibrio de (4.4) e ((5.99) respectivamente sao dadas por

Au* = F(u") (6.10)
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Denotemos por £ e &, o conjunto de solucdes de (6.10) e (6.11) em X'/2 e X;/Q,
respectivamente.

Os problemas (6.10) e (6.11) podem ser vistos da seguinte forma

onde Xo/? = X1V2 yl =u* Eg=E, Ag=Ae Py =1.
Lema 6.1.3 O conjunto de &, ¢é uniformemente limitado em X'/?, para todo h € [0,1].

Prova. Multiplicando a equagao (6.12)) por u;}, integrando sobre €2 e usando (5.4), (5.15))
com (4.18]), obtemos
callui e < lo(ug, ui)l = [(PuF (uf), ui) x| = [(F(u}), uj) x|

/ i () () < € / i (2) P+ me Q] < Cellu Porye +me|.

Logo, escolhendo €y > 0 tal que Cey < ¢5/2, obtemos

2m, ||
C2

< = R%

[uhllr2

Portanto,
[ubllxie < R

O

Lema 6.1.4 Sejam a;;,bj,c € L*(Q) e go dado sobre Ty = 0. Seja u € H(Q) uma

solugao fraca do problema

—Lu =g, em()

u = gg, em ['y.
Entao

(i) Se g e LP(Q), go € L®(Ty) e 25 < p <, entdou e L7 (1) e

lull 225 ) = Clllglize@ + I 90ll o) + llull2@),

para alguma constante C' = C(€2, igf |ai;], max 1651, ll¢ll o= (02), 75 1) -
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(ii) Se g€ LP(Q2), go € L™®(T) ep > §, entdo u € L=(12) e

[l =) < CUllgllze@) + l9oll e oy + l[ullz2(),
para alguma constante C' = C(€2, igf |ai;l, max b1, [|c]| Lo ()5 15 D).

Prova. Os detalhes da prova podem ser vistos em [9, Lema B.1] onde usamos a identidade

| b Vu@) @)l Pute)ds = 2 [ b V(a0 @) fide 1225 = 1 0

r

O

Corolario 6.1.2 Sob as hipdteses do Lema seque-se que a solucao uj do problema
(6.12)), satisfaz os items (i) e (i1) do Lema|0.1.4}

n2—f:2 <p< g, entaor = % > 2. Sejam k > ||go| zoo(ro) € ¢ = (u—Fk)*. Logo,

podemos ver

Prova. Se

4(r—1) 2 r r
(Lo [0 ~20)x] = (A, lo1"26)x] > min {1, X2 2 jeajaps joj5)

(=L, 8] ) x| = [(Ak, |o]"¢) x| = [{c(x)k, |¢]"*d)x].

Como (Apon, on)x = o(dn, 1), para todo ¢ € X;/Q e h € [0,1]. Segue-se

4r—1) 2 . v
= ealllonlF 2y @) = dullénlE1%).

[(—Lén, |dn|""*Pn) x| > min {1,

r2
Logo, o resto da prova conclui-se do Lema [6.1.4 O

Lema 6.1.5 Com as hipdteses do Lema seque-se que a inclusao H} () — L>®(Q) é

continua e a constante da inclusio depende de €2, ;Ielsfl lai;(z)], max bj(z)|, [|c||r= € n.
Prova. Ver os detalhes em [9, Lema 4.2]. O
Lema 6.1.6 Sejam u* € Hj(Q) e u} € X,}L/Q. Sob as hipdteses do Lema seque-se
(i) F'(u*)u; € Ho(Q).
(i) F(uj) € Hy ().

(1i1) Além disso,
| F(up) + F'(u*)u) || xs < Co(R), s =0,1/2. (6.13)
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Prova. (i) Denotemos por u* = u e uj = w. Primeiramente vamos calcular a derivada
classica de D*(F'(u)w)(x).

De fato, para u,w € C3°(2), segue da regra da cadeia que
D*(F'(w)w)(z) = f"(u(x)) D*u(z)w(x) + f'(u(z)) Dw(z), (6.14)

onde |a| < 1. Com isto, obtemos que F'(u)w € HJ ().

Agora vamos construir a derivada fraca (F'(u)w)®. Para isto consideremos w,w €
HJ(Q2) N By arbitrarios, e definimos (F”(u)w)® analogo a (6.14)), dado por

(F'(ww)*(z) = f"(u(x)) D*u(z)w(z) + f'(u(x)) D*w(z).

Como C§°(€) é um subconjunto denso de H} (), segue-se que existe {u, }nen, {wn fnen C
Ce () tal que

n—o0 n—oo

lu = unllg) — 0 e lw —wn || g3 0) — 0.
Afirmamos:
(F'(u)w)® é a derivada fraca de F'(u)w. (6.15)
De fato, vamos mostrar que
(F'(u)w)® = lim D*(F'(u,)w,), (6.16)
n—oo
no sentido de L?(£2). Mas mostrar (6.16)) é equivalente a mostrar:
I1F' (w)w — F' (u,)wy || 120) — 0 (6.17)
e
[(F'(u)w)® — D*(F" (u)w,) || 200 — 0, (6.18)

para |a| = 1.

Do Lema [4.2.3] segue que

[F (w)w = F (un)wn| 2 (@) < | F'(w)w = F'(un)wll 20 + [[F'(w) (w = wn)| 12()

n—o0

< O(R)(flu — Un||H3(Q)||w||H3(Q) + [Jw — wn“Hg(Q)) — 0,

e dai obtemos (6.17]).



166

Agora observemos que

[ (F'(w)w)® — D(F"(wn)wn) || 22(0)
= [|f"(u).Du.w + F'(u)Dw — " (uy).Dup.wy, — F' () D*wy || 1202
)
_ \Hf”(u).Dau.w . f”(u”>'Dau"‘wHL2(Ql+Uf”(un).Daun.w . f”(un)-Daun-wnHH(Q)J

zz;{(n) ::;;(n)
+ || F'(u) D*w — F'(uy) Dw|| 2y + || F' (un) D*w — F' () Dy || 202 - (6.19)
:’_Z:;(n) ::i(n)

Vamos mostrar que T;(n) — 0, n — oo (j = 1,2,3,4).

De fato, usando os Lema e Lema e A(u —u,) = F(u) — F(u,) obtemos

[ = tn | o) < C([F(w) = Fun)ll ) + [lv = unllmy@)
<C

n—o0

(CR) + Dl — o) =5 0.
Assim,
(@ < Nullz=@) + 1 < CC(R) + ullmyey) +1 < C(C(R) + R) +1 =i 10, (6.20)
Com isto e usando o fato que f € C?*(R), temos

1" (un) | oo () = sup [f*(y)] = 7 < o0. (6.21)

lyl<ro

Logo, da desigualdade de Hélder (com 3 = =+ 3 + =) ¢ 0 Lema obtemos

Ti(n) = || f"(u).D%w — f"(up).D%up.w]| 20
< L (un) D% (u = wun)-wll 2 ) + 10" (w) = f7(un))-D*uw]| 220y
< L (un) [z @ 1D (= wn) [ 220 1wl oo @) + 177 (w) = " (n) | oo (@) [ D ul| 2@ 1wl oo )
< (rllu = unllay @) + 17 (w) = " (wn) |2 @ 1ull ) C(C(R) + lwll my(s)
< (rllw = unllagy + 1" (w) = f" (un) || e () R)C(C(R) + R) =5 0.

Pois, como f € C*(R) e definindo I = [—7g, ro], segue-se que f” é uniformemente continua
em I. Logo, u(x),u,(x) € I para x € Q) e existe ng € N e 6 > 0 tal que |u(x) —u,(z)| < g
0.

n—0o0

para todo n > ng e x € 2, portanto |f”(u(x)) — f" (un(x))]
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Usando a desigualdade de Holder como antes e o Lema [6.1.5 obtemos

Ty(n) = |1 (ttn)- Dt 0 — (1) Dt 0| 202y = | F" (1) Dt (0 — 0,)] 220

<N (un) [z @) 1 D unll 2@ llw = wnll oo () < rC(1[u = unlliy (@) + B)llw — wallmy o)

n—oo

— 0.

Novamente, usando a desigualdade de Holder e o fato que f’ é uniformemente continua em

I, obtemos

T3(n) = |F'(u) D*w — F"(un) D*wl| 120y = [|(f'(w) = [ (un)) D"w| L2

< (W) = f (un) | e @ 1D wll 20y < (L' (w) = f(un) loe (@) w0l 123 )

< R f'(u) = f'(un) | =) = 0.

Finalmente, usando a desigualdade de Holder para Ty(n), obtemos

Ti(n) = [ F'(un) D*w — F'(tn) D*wn|| 12() = |1/ (un) D*(w — wn)l| 12(0)

n—oo

< (un) [l oo @ 1D (w = wn) || 12(@) < Fllw = wallgg@) — 0,

onde r = sup |f"(u,)|-

lun|<ro

Voltando a ([6.19)), obtemos
n—0o0

| (F'(u)w)® — DY(F" (up)wn)|| 22() — 0. (6.22)

Assim, (/6.18]) fica mostrado.

Finalmente, para ¢ € C3°(Q2) e |a| < 1, segue-se

| [(F@uw@D s (1) [ (Fawr @i
= | [P @ = Pu)wl@Dow)ds = (1) [ [(Fw)” = D (Fw)u,)@)o()ds

Q
< F (w)w — F'(un)wn] DGl L0y + [[[(F7 (w)w)® — D*(F'(un)wn)]@| 1)

< [P (w)w = F'(un)wn || 2@ 1D Gl 120y + [[(F(w)w)® = D*(F'(un)wn) || 2@ 19]l 2) — 0,

onde temos usado (6.17) e (6.18). Com isto, concluimos a demonstragao de (7).

O item (i7) segue do item (i), pois (F(w))*(z) = f'(w(z))D*w(x),Ya € N*: |a] < 1.
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Finalmente vamos mostrar o item (i7i). Usando o Lema e o Lema [6.1.3] obtemos

1 F (up,) + F'(u )upllx < [[F(up)l|x + [|1F(w")ug [l x
< C(R) + C(R)|luj ]| x12 < C(R) + C(R)R =: Cy(R).

Usando as desigualdades de Poincaré e Holder (com % ==+ %), obtemos

L
oo

I (ui)ll e < (1Fi)l5 + IVE@i)13)"? < CIVF(u3)llx
< OV fup(Nlx < Clf (uy () Vg ()l x
< C|IF'(up) Vg llx < CIF' (up) |z Vuyl x
< Céllup || x12 < CER =: Co(R),

onde || F'(u},)| =) < ¢ devido que |[uy||z=@) < CR (pelos Lemas |6.1.3 ” e “

Novamente usando as desigualdades de Poincaré e Holder (Com s == —|— + ) temos

1F' (u*)up |l < (1" (u)ui |5 + IVF (w)up|[3)? < O VF (u)uj || x
< OV (W ()up ()l x
< O f"(w ()Vur(up () + f/(w () Vg ()l x
< O f"(w () Vur (Yuy()llx + CIF (u") Vg [ x
< C[f" (W)l @I VUl x [upl =) + CER
< Crllu*|| xvzllupllxiz + CoR
< CPR? 4+ CéR =: Cy(R),

onde || f"(u*)|| L) < 7 pois ||u*||r=@) < CR. Com isto, o resultado segue. O

Proposicao 6.1.2 Sejam u* um equilibrio hiperbolico de (6.10)) e {u} }re(o,1) uma seqiiéncia
de equilibrios hiperbolicos de (6.11)), satisfazendo que uj e ow em X e X2

respectivamente. Entao,
|up — Pou*|lxs < Ch*™*, 5=0,1/2, (6.23)
para todo h € (0, ho] e onde C' > 0 nao depende de h.

Prova. Seja u* um equilibrio hiperbélico para (6.10) com ||uj — Pyu*|
h — 0 para s = 0,1/2. Denotando por Vy = F'(u*), temos

xs — 0 quando

ui = (An+ BVO) " Pa(F(uf) +Vouh) e ut = (A+ V) (F () + Vo).
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Tomando a norma em X*® para s = 0, 1/2, obtemos

xo = [[(An + PuVo) ™' Pu(F (u) + Vouy,) — Pu(A + Vo) (F(u”) + Vou')|

[up, — Pyu|

.
< N[(An + PuVo) ™" Pr — Pu(A+ Vo) |(F(u) + Vouy,) | xs
+ (| Pa( A+ Vo) THF (") + Vou™ — (F(uy) + Vouy, )] || x
< C(R*7%|| F(up) + Vourllx + (A + Vo)™ znllxs)
< C(h* || F(uy,) 4+ Vouy || x + Kl|zn]|x+), (6.24)

onde z, = F(uj) — F(u*) + Vo(up — u*) e [[(A+ Vo) M gxx12 < K, temos usado a
Proposicao [6.1.1| e Lema |6.1.6]

Além disso, para zj tem-se

|2 ()] = [F () (2) = F(u®)(2) + Vo(a) (uy, — u")(2)]
= [f(u(2) = f (" (2)) + f /(" (2)) (uj(2) — u*(2))]
< (17 @) + [ (" (@) ]|up (x) — v ()],

TN

onde & (x) = 0(x)uj(x) + (1 — O(x))u*(z) com 0 < O(z) < 1lexz €T, para todo T € T".

Isto, implica

1zallz2@) < IHE (€D o= (@) + 1E () o] g, = u” |l 2o
< Clllup = Bavllr20) + |1Pav” = ™| 12()
S CHU;; - Phu*||L2(Q) + COhQ.

Usando a desigualdade de Poincaré e Holder temos

Iznll ) = (l2nll72() + 1 V20ll720) " < CllVznll 2
= C|IVIf (& ()w(-) + f'(w () w2
= O\l f"(&()VEw(-) + F'(&)Vw + f"(u*(-)) V' (Jw(-) + F'(u*) V| 20
< C(IF"EnN o @IVE N 2@ 1wz ) + 1 (€)@ [ Veol 2y
17w (Dl @IV | 2@ llwl o ) + [1F (@) ||z @[] 22()

onde w = u} —u*. Como, & € |J &, é uniformemente limitado em H}(Q) (Lema[6.1.3),
he(0,1]
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f" é limitado em L*>(2) (por (6.21))), segue-se

||Zh||Hg(Q) < C(||§Z||H(%(Q)||w“H5(Q) + ||w||H5(Q) + ||U*||H3(Q)||w||H01(Q) + ||w||H5(Q))

< CHw”Hg(Q) < OHU}: - PhU/*HHé(Q) + C%h.
Logo, juntando os resultados anteriores para s = 0,1/2, obtemos

xs < Ch* % + Oljuj, — Pyu’|

||Zh| Xs-.

Com isto, substituindo em ((6.24)), temos

xs < C(RZ%||F(u}) + Vil |x + K (Coh?™ + Cllul — Pou*||x:)) < ChZ2.

[uh, — Puu”]

Portanto, substituindo s = 0 e s = 1/2 os resultados seguem. O

Definimos os seguintes operadores V}, = — P, F'(u}) € X(X:L/Q,X}ll/z) eVo=—F'(u") €
Z(X'?, X). Também, denotamos por Wj, = Vj,+be Wy = Vy+b com b € R de tal maneira

que Wy, e W, sao operadores positivos.

Como ||uj||L=(n) < C para alguma constante C' > 0, segue que

V()] = [PuF"(up) ()] = [Pof'(uj(2))] = | f(uj(2))] < b,

onde b = sup{|f'(s)| : |s| < oo} e dai V}, € L>(Q2), para todo h € [0, 1].

Com as notagoes anteriores escrevemos A, = A, + W), o operador A, é setorial em
X i/ 2 pois o operador A, é setorial e o operador linear W), é limitado (pelo Teorema |3.2.1))

e verifica a estimativa (pela Observagao [5.1.1])

M
1(z = An) Mz xe) < W,Vz € Sog,h€0,1] esel0,1]. (6.25)

A seguir, estudaremos a convergéncia dos operadores resolventes Agl, onde W) converge

para W, em algum sentido especifico. Precisamos deste estudo porque desejamos comparar

os operadores resolventes da linearizacao em torno de um equilibrio.

Corolario 6.1.3 Nas condicoes da Proposi¢ao seque-se

Vi — PuVollxs < Ch*7% Vs =0,1/2. (6.26)
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Prova. Usando a Proposicao [6.1.2], o Lema e Lema [6.1.3] obtemos

Vi = PuVollx = [|Pu" (uf,) — PP (u) || x < [|F'(uz,) — F'(u")||x

< 1" (@M r=@llug, — wllx < NF7 (€ e (luh — Pautllx + (| Phe” — u™[|x)
< F(ED @) (CR? + CR2[|[u | m2()) < 1F7(€0) @) (Ch* + Ch?[| Au*| x)

< f"(E e (@) (Ch? + CR?|| F(u7)||x) < Ch2. (6.27)

Por 1ltimo, usando (2.37) (com =1, m=0e p=2=¢q) e (6.27), temos
Vi = BuVollxre = |Pa(F" (uy) — F'(w))|[x172 < ChTHPu(F' (uy) — F'(u"))[|x < Ch.
Portanto, a desigualdade ((6.26)) fica mostrada. O

Observacgao 6.1.1 Do Corolcim'o seque que Wy, e Wy satisfaz (6.26]).

Proposicao 6.1.3 Dada f € X, existem uma constante C' > 0 e hg > 0, independente de
h tal que

A Pof — Pyt fllxs < CR*7 f|lx, Vh € (0,ho] e s=0,1/2. (6.28)

Prova. Definamos v;, = A,:lth = (A, + W) 'Pyf evg = Ayt f = (A + W)~ f. Logo,

Ah’l}h + Wy, = th =5 Ahvh + P,Wovy, = th — (Wh — PhWO)Uh
< (Ah + PhW())Uh = th — (Wh — PhWO)Uh

Assim,
vp = (Ap + PWo) ' Pof — (A 4+ PuWo) " (W), — PuWo)uy,

Dali, usando a Proposicao [6.1.1| e Lema |6.1.5|, obtemos

lon — Prvollx = [(An + PuWo) ™ Paf — (An + PuWo) ™' Wivn — Pu(A+Wo) ™ fllx
< (An + BuWo) T P f — Pu(A+Wo) ™ fllx + [[(An + PaWo) ™ Wiun|x
< CR?(| fllx + [I(AR + PaWo) ™ o) [Wall x vn ()
< CR*||f]lx + CChQHUhHHol(Q) < CR?| fllx + CCR*||on | 2
< CR| fllx + CCR*|[Apupx < CR?||fl[x + COR?|| Pufl|x
< CP?||flx,

onde temos denotando W, = W), — P,W;. Dai, como v, e P,vy pertencem ao espaco X ,}L/ 2
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e usando (2.37) (com =1, m=0ep=2=q), obtemos
[on = Puvollx1/2 < Ch™Hlon — Puvollx < Chl|f|x.

Disto, segue o resultado. O

Proposigao 6.1.4 Ezistem C = C(0;) > 0 e hy > 0, tais que
||(Z — Ah)_lph — Ph(z — A0>_1||$(X,XS) < Ch2_28, (629)

para todo z € Spg,, s =0,1/2 e h € (0, hy].

Prova. Substituindo A, por —A; e z por Vj em ([6.7]), obtemos

I(z = Ap) Py — Pz — Ao) "l
< = 2(2 = Aw) MLz 1A, Po = Pulg 2ol — 2(2 = Ao) ™ Hl(x)-

Por outro lado, note que os espectros dos operadores A, e Ay sdo subconjuntos de [1, 00).
Portanto, se z € Spg,, entdao ambos (z — Ay)™! e (2 — Ag)™! fazem perfeito sentido para
h € (0, ho).

Usando a estimativa setorial , temos

12(z = Ap) 2 < M,
para todo z € Sy, e h € [0,1]. Com isso, usando ((6.28)), concluimos que
1z = &)™ Py = Palz = Ao) Loy < CR22

Por tltimo, como (z — Ap) ' Pyf e Py(z — Ag) ™' f pertencem ao espaco X;L/Q para todo
f € X eusando (2.37) (com =1, m=0ep=2=q), obtemos

1z =Aw) " Puf = Pz —A0) ™ Fllxare < Ch7 (2= Aw) ™ Puf = Palz—Ao) ™ fllx < CHIIf|x.

Portanto, juntando os resultados anteriores segue ((6.29)). 0

Observacgao 6.1.2 A Proposicao ¢ wvdlida para o operador Ay, se fazemos W, =
Wy = 0 nos operadores Ay, para todo h € [0, 1].

Corolério 6.1.4 Existem C = C(01) > 0 e hg > 0, tais que

[(z = Ap) " Py — Pu(z — Ao) " Hlzix xsy < CRIET) || 1=9)@0-1) (6.30)
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para todo z € Spg,, s =0,1/2, 0 € (0,1/2) e h € (0, hy].

Prova. Primeiro, denotemos por Aj, = (2 — Ap)"'P, — Py(z — Ag)~". Logo, usando ([6.25))
e os Lema e 9.0.9, obtemos

IR fllxs < (2 = An) "' Pufllxe + 1 Palz — Ao) " fllxs
P,
< M”|Z’ifc_”f +max{C, 1}]|(z — Ao) ™" f|x-
1/ 1x 1/ x 1/ 1x
<M C,1}M <C 6.31
< M (o < ol (6.31)
para todo z € Spp,, f € X e s =0,1/2.
Finalmente, usando (6.29)) e (6.31]), obtemos
18w fllxs < ClURRFIG AR F I < CR2E=2 Il 112D
< th2(1—s)oz|Z|(1—s)(a—1)||f||X7
para todo a = 20 € (0,1/2). Com isto, fica mostrado (6.30)). O

Observacao 6.1.3 De (6.1), (6.26) e o Lema[5.1.5, segue-se
A7 LS AT,

Sabendo que, wy,(u},v) = A Ep(uf +v) — AV (u)) — A FL(up)v. Tem-se,

||wh(u27v)| Xs S O||U||§(1/2, S = O, ]_/2

De fato, lembremos que A;" é um operador compacto, logo ||A;1||$(X7X1/2) < C. Assim,

usando (4.15)), obtemos

lwn (i, 0)llx12 < AR e 2y | Fn(uy, + ) = Filu) — Fy (wh)vllx
< Az x| Pull 2ol F (uy, + v) = Fu) = F'(uh)v]lx
< OIIIF (up, + ) = F'(up)vllx < COR)|pvllxiellvlxie < CR)[vll5a e

onde 0 < p < 1. Com isto, vemos que a condi¢do (L) € satisfeita.

Nosso seguinte objetivo é o estudo das propriedades de convergéncia dos semigrupos lineares

gerados pelos operadores A;, + V;, e A + Vg, onde V), e V} satisfazem (6.26)). Para isto,
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consideramos o semigrupo gerado por Ay, dado por

1
—/ e *(z — Ap)"tdz, Yh € ]0,1], (6.32)
I

e~ Mnt .= -
2mi

com as condigdes definidas para ([5.8)).

Proposicao 6.1.5 Existem constantes C = C(61), b€ R, hg >0 e 6 € (0,1/2) tais que
le~AntVaE By — Pe=AFWR |y oy < et D=8 pa001=3), (6.33)

para todot >0, s =0,1/2 e h € (0, hy).

Prova. Primeiramente, observemos que

e*(AthVh)tPh . Phef(A+V0)t _ ebt(efAhtPh o Pheont)’

isto é, somente precisamos analisar a diferenca e=**P, — P,e "*. Como

_ _ 1 . _ _
e8Py, — Pre ™| (x,xs) = 7 e )|(z = Ap) "' Po— Palz — Ao) Ml zix xo)
Iy

dz|.

Logo, usando ((6.30]), obtemos

C«h40(1—s)
o /F |6_zt||Z|(1_S)(20_1)|d2|.
1

Dali, utilizando argumentos similares com em (5.97)) e (5.98)), segue-se

e Py — Pre || g(x,xo) <

Ch40(1—s) e~ costs
27 ( cos 6,
_ 0(91>t29572075h40(173)’

He—AhtPh . Phe_AOtH.,f(X,XS) S + (7{' . 91)€> t2937297s

e~ Cos 01

onde C(0;) = g(

o + (7r—c91)e>.

cos 0,
Portanto,

e Py — Pue™ Y0 g x ey = € le™ M Py — Pre™ |z xxe)

< 0(61)ebtt2957297sh49(173) 7

para todo t > 0. O

Lembremos que o operador A + Vj é setorial que satisfaz a condicao eooa(A+ V)
é um conjunto discreto com Reo (A + Vy) > 8 > 0 (pelo Coroldrio [3.2.1] o Teorema [L.4.6]
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e o Teorema . Pela continuidade do espectro de A, + V} para um h suficientemente
pequeno (Teorema segue que o(Ap+V},) é um conjunto discreto com Reo (A, + V) >
8> 0.

Com isto, segue que existe um § > 0 tal que [ — 6,8+ 0] No(A+Vy) = 0. Assim, o
espectro do operador A + Vj estd dividido em duas partes disjuntas, o(A + Vy) = of Noy ,
onde o conjunto o4 que estd abaixo de 3 — § e é um conjunto finito e, o, que estd acima
de 5+ 6 e é um conjunto infinito (tem uma seqiiéncia que converge para 0o). Novamente,
pela continuidade do espectro de A + V) para h suficientemente pequeno, segue que [ —
5,8+ No(A,+ Vi) =0 e o espectro de Ay, + Vj, estd dividido em duas partes, o; que
estd abaixo de 8 — 0 e ¢ um conjunto finito e, o, que esta acima de 3+ J e ¢ um conjunto
infinito. Além disso, pedimos ainda que o ¢ seja tal que exista uma curva fechada fixa

I'; C{z€C:Re(z) <3 — 0} em torno de o, e a curva I'; D o, , dada por

Fg:{ZGC:z:pewl—i—ﬂ,pZd}U{zEC:Re(z):5+5,|Im(z)|gg}
U{z€C:z=pe ™ 48 p>d} (6.34)

onde d = §(cos0;)~! e g = dtan 6y, para todo h suficientemente pequeno, respectivamente.

(Ver Figura
Logo disto, podemos decompor o espaco X2 pelo operador projecio QF (og)

determinada por oy, isto ¢,

1

2mi

QF = Qi (o) = 5 [ o= (A Vo) i

Agora, vamos decompor o espago X,i/z pela projegao Q; (o}") : X,ll/2 — X,l/2 dada por

Qf = Qf (o7) = —— /F e (A Vi), (6.35)

~om

para todo h suficientemente pequeno.

Proposicao 6.1.6 Existem constantes C > 0, hg >0 e 0 € (0,1/2) tais que
e ARV p, (1 — Q) — Pue AT — Qi) || pxxey < Ce P26 D=5 p100-5) (g 36)
para todo h € (0,ho], t >0 es=0,1/2 e,
le=An VP (T — Q)| xy < Ce™ P72, (6.37)

para todo h € [0, ho], t >0 es=0,1/2.
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B

Figura 6.1: Curvas FE el;.

Prova. Podemos ver

e*(Ah+Vh)tPh<I_Q;)_Phef(AJrVO)t(I_QaL) =

Assim, usando o Corolario temos

1
271

/ e’Zt[(z—Ah—Vh)’IPh—Ph(z—A—VO)’l]dz.

le™ VAR (T — Q) = Pae™ YOI — QF) | 2(x x9)

1
21 FE
Ch46(1—s)

2T

<

Ts

e |[(z = Ap = Vi)' Py — Pu(z = A= Vo) zx x0)ld2]

/ ‘e_Zt’ ’Z|(1_8)(29_1)|d2|.
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Logo, usando ((6.34]) e denotando ¥ := (1 — 5)(20 — 1) < 0, obtemos

||€—(Ah+Vh)tPh(I _ QZ) _ P, e (A+Vo)t (1 Qo )||g(x x¢)

C hAo0(1—s) 00 , . &

- —[2/ e HPeostit )| petitn +B|19|6i“’1|dp+/ ~EEON (B 4 6) + iy’ Idy]
2m d -8

CRH0=o) T [ 0 9 | a0 9 ¢ 8)t

< {2 / e teeoshtB) (o0 1 37)dp + 2 1/ SR8+ 0)” + )dyl
d —g

Ch40(1—s)€—6t Ooe—tpcos(%(ptcos‘gl)ﬁ oo —tpcosb
<2 T oY d(ptcosby) +2°3Y / d(ptcos@
- 2m [ /d (t cos 0y)9+1 (ptcos ) +275 4 tcosth (pt cos 61)

+27 e (2g(B+6)” + 2g(0>‘9)]

Ch49(1—s)e—,8t o0 e_uuﬂ 0o e_u
<2 — du+2°p° / du + C' o0t
B 2m |: /d; cos 01 (t COs 91)79+1 + 5 dt cos 01 t cos 91 T 9,6,0.8

Ch40(lfs)efﬂt |:219F(1 + 19) _9—1 2’ 6

27 (cos fy)?+1 cos 0

<

t_l _6t+0ﬁﬁ6ge 6t:|’

onde u = ptcosby e Cypse = 2°g(B8 + 6)”. Dai, escolhendo § > 0 de tal maneira que

max{t e % e %} < Ct7771 segue-se

le™ VAR (T = Q) = Pae™ YT — Q)| 2(x xo)
C [2T(1+9) 298°C
~ 27| (cos b))+ cosb,

+ Cﬂﬁ 5g0:| efﬁttfﬂflhlw(lfs) — Cefﬁtt20(371)73h49(1fs)'
De maneira similar, usando (6.25)) e supondo que ¥ = s — 1, temos

le” At IP(T = Q)L xny S C e[|z |dz| < Cet7.
-
B

Coroldrio 6.1.5 No caso que Vo = Vi, = 0 e Qi = 0 para h suficientemente pequeno,

temos
le™ " Py — Pre™ || (x xoy < Ce P20t mspt0li=s), (6.38)

para todot >0 es=0,1/2.

Observagao 6.1.4 Observemos que, Q" € um operador uniformemente limitado para todo
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h € [0,1]. De fato,

1 _
1Q5 | 2(x.x5) < o [ Iz = An=Va) 2 x,x0)ldz]
T FE
M M
< (s—1) dz| < == . 5 s—1 F+
< or [ 1Vl < 50 = o

onde [T;| € o cumprimento de I'j.

6.1.3 Taxa de convergéncia dos semigrupos nao lineares

A continuagao, estudaremos a & —convergéncia com taxa dos semigrupos nao lineares em

funcao do parametro h.

Lema 6.1.7 Sejau € C([0,7(u?)), X'/?) a solugdo correspondente a equagdo integral (&.5)
com dado inicial u® C X'/? no intervalo de existéncia mazimal [0, 7(u®)). Além disso, dado
R>0etye (0,7(u?) com ||u(t)]|x12 < R para todo t € [0,to]. Entdio,

[u(t)|| 2 < C(R, to)t 2, ¥t € (0,t0). (6.39)

Prova. Fazendo uso do Teorema 3.5.2 (ver [37, pdgina 71]) para a = 1/2, v =0 e t,=0, a

1
regularidade eliptica e 0 < tz < i3, segue-se

[u®)lr20) < CllAu(t)||x = ClIF(ut) — at)l|lx < C|F(u®))|lx + Clla)|x
< CC(R)+Ct™2 = [CO(R)t: + C|t™2 < C(R, o)t 3,

para todo t € (0, to). O

Lema 6.1.8 Sejau € C([0,7(u®)), X/2) a solugdo correspondente & equagdo integral (4.5)
com dado inicial u® € X2 no intervalo de existéncia mazimal [0, 7(u°)). Além disso, dado

R>0,0¢€(0,1/2) ety € (0,7(u’)) com ||u(t)||x12 < R para todo t € [0,ty]. Entdo,

| Puu(t) — u(t)||xs < C(R,to)t Ph1=) Wt € (0,1)) e s =0,1/2. (6.40)

Prova. Seja u(t) dada por (4.5) satisfazendo ||u(t)||x1,2 < R para todo t € (0,to]. Logo,

[ Pru(t) — u(t)]

xo <[ Bru(t)lxs + [lu()]lxs < (max{C, 1} + D)fju(t)] x/2
< (max{C,1} + 1)R := Cy, (6.41)
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onde temos usado ((5.16]) e ((5.37)). Por outro lado, usando (5.17)), (5.22) e (6.39), obtemos

[ Phu(t) — u(t)]

xo < 2% u(t) || mog) < Cot~2h*, (6.42)

onde Cy := CC(R,ty). Interpolando as expressoes (6.41) e (6.42) com 1 — 20 e 26,

respectivamente. Tem-se

| Pou(t) — u(t)||xs < C(R,to)t n100=%),

onde C(R, ty) = CL=20C2°. O

Teorema 6.1.1 Seja T(t)a € C([0,7(a)), XV/2) (ou Ty(t)a, € C([0,7(an)), X)), a
solugao correspondente da equagao integral (ou ) com dado inicial a := u® €
X2 (ouay = uj € X;/z), a qual eziste no intervalo mdzimo [0, 7(a)) (ou [0,7(ap))). Além
disso, dado R >0, 0 € (0,1/2) e 0 < tg < 7 := min{7(a),7(an)} com ||T(t)a|x12 < R e
| Th(t)an] x1/2 < R, para todo t € [0,to]. Entao, existem constantes C >0 e L > 0 tais que

||Th(t)ah — PhT(t)a| Xs S CeLtt_w(l_s)_S(Hah - PhCLHX + h40(1_8)), t> 0, s = 0, 1/2

Demonstragao. Da féormula da variagao das constantes, segue que
t
Th(t)a, = e ray, + / e~ APy F (T (r)ay)dr, 0 < h < hg,
0

onde t € (0,7), T < 0.
Denotando por ©(t) := Ty,(t)an — P,T(t)a, obtemos

xs < |le7ray, — Pre~al

1Ok (1)]

XS

t
+ / ||€_(t_T)AhPhF(Th(’I“)ah) — Phe_(t_r)AF(T(T)CL)’
0

Para o primeiro termo do lado direito de (6.43)), segue que
e~ na, — Pre "al

xs < |le7Mray — e Pral|xs 4 ||e 7 Pya — Pre” "l

e (6.44)

Usando (|1.21)) e o Corolério |6.1.5/em ((6.44]), obtemos

||e_tAhah — Phe_tAa| xs < 6e_ﬁtt_5||ah — Pual|x + C’e‘ﬁtt_%(l_s)_shw(l_s)||a||X
< (57_29(1—3) ||ah i PhaHX + CRh49(1—s))e—ﬂtt—ZG(l—s)—s

< 03777975(Hah — PhaHX + hw(lis))67’8%729(175)75, (645)
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onde Cr o5 = max{ér?1-9) CR}.

Para o segundo termo do lado direito de (6.43) denotemos por W(t,r) :=
”6_(t_T)AhPhF(Th(T)ah) — Phe_(t_r)AF<T<T>CL)|

s+ Assim,

/Ot U (t,r)ds < /Ot He_(t_T)AhPh [F(Ty(r)an) — F(PT(r)a)]| o dr
+ /t | [e= (=N 40P, — Ppe~(714] F(PT(r)a)|| .dr
+ [ IR AP ()) - FE00)]

Pela desigualdade ([1.21]), Corolario Lema e Lema[5.0.9, obtemos
t t _
/ Uy (t,r)dr < / Coe Pt — )| F(Th(r)an) — F(P,T(r)a)|| xdr
0 0
t
+/ Ce_ﬁ(t_r)(t — r)_ﬁh‘w(l_s)||F(PhT(r)a)HXdr
0
t
4 / Coe PN (t — 1) | F(PT(r)a) — F(T(r)a)||xdr,
0

onde ¥ = 20(1 — s) + s. Denotando por Lg a constante de Lipschitz de F', usando o Lema

e , obtemos
t B t
/ U (t,r)dr < CoLi / P — 1) O ()| xdr
0 0
t
+ CC(R)h*0~9) / e Pt — ) Vdr
0
t
+ CoLpC(R, 7)1~ / e A==y, (6.46)
0
Chamando y = (¢t — r) na segunda expressao do lado direito de (6.46)), resulta

t 1 Bt 1 0o
/ (t =) dr = 2 / y ey < 5 / y e Vdy
0 0 0

< %m — ) = Cyy. (6.47)

Também, para a terceira expressao do lado direito de (6.46), tem-se

1-6

t T
/ r0e Py < / rOdr = —— = Cro. (6.48)
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Assim, substituindo (6.45)), (6.46)), (6.47) e (6.48) em (6.43]), obtemos

1O (1)]

xs < Crros(|lan — Pallx + hw(l_s))@_ﬁtt_ﬂ + (éoLFC'(R, 7)Cro

t
+ CCByﬁC’(R))hM(l_S) + C’OLF/ e Pt — )70 On (1)
0

XSdT'

< CR,T79,S(||ah — Phallx + hw(l’s))e’ﬁtt*ﬁ + (é’oLFC'(R, 7)Crp

Xs d?”

¢
+ CCgﬂQC(R))Tﬁ€676_6tt_ﬂh49(1_s) + C'OLF/ e Blt=T) (t —r)~*||On(r)|
0

t
< & (|lan — Puallx + W) P 4 COLF/ e Pt — )72 O (1) xsdr,
0

onde ¢ = max{Cr g5, (é’oLFé(R, 7)Cro + C’C'ﬁﬂgC(R))TﬂeﬁT}.

Logo, multiplicando a expressao acima por e”, temos

™[O (t)]

t
xs < (flan = Paallx + hC7) + OOLF/ " (t = 1) (|On(r) | x=dr-
0
Agora, escrevendo

¢h<t) = eﬁtHGh(t)Hxs, ap = él(Hah — PhaHX —+ h40(1is)) € bo = CY()LF,
reescrevemos a ultima desigualdade da seguinte forma
t
on(t) < apt™ + bo/ (t —7r) " pp(r)dr

0

e usando a Desigualdade de Gronwall (Lema [1.1.3]), obtemos
gbh(t) S C’aht_ﬁ.

Agora, vamos supor que existe € > 1 tal que

e~ Pteht | Th(t)an — PT(t)al

e < C«t—%)(l—s)—s(Hah . PhCLHX + h49(1_5)).
Portanto, denotando por L = (e — 1) > 0, obtemos

|Th(t)an — PuT(t)al

xs < CeMt707975(||ay, — Poal|x 4 h*0Y).
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6.2 Atracao exponencial uniforme e convergéncia com taxa das

variedades instaveis locais

Nesta secao mostraremos que as variedades instaveis dos pontos de equilibrio estao
proximas no sentido da &?—convergéncia. Para isto, vamos comegar nosso estudo do
problema ([5.99) entorno de uma vizinhanga do ponto de equilibrio u}, fazendo a mudanca

wy, = up, — uj, obtemos
w, + (A — Fy(up))wn = Fi(wn, + up,) — Fu(up) — Fy(uy)ws, (6.49)

onde Fj, = P, F. Considerando o operador proje¢ao @} dado em (6.35) com 3 = 0 obtemos
a seguinte decomposi¢ao do espago X;L/ Y= oW onde ¥ = Q;{X,}L/ e =
(I-QHX ,1/ 2, esta decomposicao induz a representagao da solucao do problema na
forma wy = vy, + 2.

Denotando por fl;[ a restrigdo da projegao de A, + Vj, a imagem de @} e por fl,: a
restrigio de A, + Vj, ao nucleo de Q) podemos reescrever o problema como um

sistema acoplado

U;l + szh = Hh(’l}h, Zh),
_ (6.50)
Z;L + A;Zh = Gh(’Uh, Zh),

onde

Hy(vn, zn) = Qp [Fu(vn + 2 + up) — Fu(ug,) — Fy(up)(vn + 2n)];
Gn(vn, 2n) = (I = Q) [Fu(vn + 2z + upy) — Fu(uy) — Fy(up) (o + 21)].

Observemos que H,(0,0) = 0 = G(0,0). Além disso, sob as hipéteses dadas para F' e P,

segue que Hy, e G, sdo continuamente Fréchet diferenciaveis com Hj (0,0) = 0 = G}(0,0).

Usando a Observacgao [6.1.3] e a Observagao [6.1.4] segue que, dado p > 0, existe § > 0
tal que para (vp, z;) € Bs(0,0) e h € (0, 1], obtemos

||Hh(UhaZh)||~//h+ <p, |Gr(vn, z)|x: < ps

), (6.51)

[ Hp(0n; 20) = Hy(0n, Zn) by < p(llon = Onllyr + llzn — 2l

|Gh(vn, 2n) — Gr(Un, Zn)|

xo < pllon = nllyr + 120 = Znllxs)-

para s = 0,1/2. Estamos interessados em estudar o comportamento das solugoes préximas

ao (0,0), deste modo podemos cortar a nao-linearidade Hj, e G}, fora da bola Bs(0,0) de
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modo que as estimativas (6.51)) permanecam vélidas para todo (vp, z,) € X ,t/ ?. Nao ¢ difcil
de mostrar que os resultados do Teorema sao validos também para A} .

Como Ay, + V}, é setorial, podemos tomar M > 0 e > 0 apropriadas independentes de
h € [0, ho| tais que

_+ AT+
le™olly+ < M ull+, t <0,
e 2l xe < Me ||z xe, t >0, (6.52)

et 2| x« < Mt=5e™||2]

xs, t > 0.

Teorema 6.2.1 Seja u* um equilibrio hiperbdlico de (4.4). Entao, sabemos que existe uma
unica u; € &, suficientemente prozima de u* para todo h € [0, ho|. Para D > 0, M > 0,
¢>0e0< ¥ <1 dados, seja py > 0 tal que para todo 0 < p < pg, valha

pMB*'T(1—s) <D, pM*(1+¢)B 'T(1—s)<¢

B s pM(1+5)
§§B—pM(1—|—§)§6, pMT(1—s)5 11+5—pM(1+§) <v<1
e pMB*'T(1 — s) + pM?*(1 +¢)B7H28 — pM(1 + )] 'T(1 — ) < %

Entao, existem .7} : W, — W, tal que

1=

x+ 1= sup [|.75(v)]

v EWth

xs <D, || (v) = Z(0)]

xe < Ao =3+

para s = 0,1/2 e, a variedade instdvel de u}, é dada como sendo o grdfico da aplicag¢io .7,
por

Wit o= Wi(uy) = {(vn, 2n) € X2 23, = 7 (on), vn € #,7 ).

Além disso, existem p; >0 e M > 1 independente de h tais que
120 (1) = 5 (n (D) | xs < Mt — to) e 70|z, (H0) — 5 (vn(to)) | x+,

para todo t >ty e s = 0,1/2, durante o periodo em que a orbita (v, (t), z,(t)) permanece na

vizinhanga de uy,.

Por conseguinte, existe C’o > 0 tal que

|F5 Py — Po ||| xcs < Coh*072),

para todo h € (0, hy).
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Demonstracao. Primeiramente, definamos o seguinte conjunto

B = {5 W = W] swp |75 W)

vE 7//h+

|75 (v) = L5 (0)]

XSSDa

Xs S §||’U - ’Ij”u//}j,v,ﬁ E ’W}j_},
munido da aplicagao || - || 2; : Z» — [0, 00) dada por

w125, = sup [|77(v)]

vE W}f

XS.

Nao é dificil de verificar que (%4, || - ||2;) é um espago métrico completo.

Seja vp(t) = V(t, 7,n, L) a solugao de
U;l"i_AZUh:Hh(Uh,y/f(Uh))’ t<7’,
Uh(T) =1,

com . € Zj, e n € #,". Definimos ® : 2}, — £, por

T

S = [ G0 (r). 7 (o))
Usando ([6.52), obtemos
12(Z) ()] xs < / M(t — )2 P pdr = pMB*~IT(1 — s).

Logo, (73l 2;, < D-

W(t,T,7, jh) Entao,

(6.53)

(6.54)

(6.55)

Suponhamos agora que %, % € Zi; 1,7 € Wb, e sejam vy, (t) = Y(t, 7,m, %), 0n(t) =

vp(t) — Op(t) = 6_@@_7)(77 — 1)+ /t e~ An =) [Hp(vh, Zh(vr)) — Hp (0, jh@h))}dr‘
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Logo, usando ([6.51]), obtemos
[[on(£) — O ()]l +
< M|y — My + M/ PN Hy(vp, F(vn)) — Hy, (0, F(0n) ||W+dr
< MeHDly = 7l + Mp /t D[S (w0n) = Fa (@)l x- + l[on = Bull, - |dr
< M =il + Mp /tT IS (on) — L3 (0n) | x
+ {10 (n) = L (@) | xs + [lon(r) = Ta(r)ll+ | dr

< My =l + Mp [ P15~ Fall + (14 D) = )
< M=l + Mpll = il [ e

+(1+¢)Mp / Do (r) = 501l -
t

Definamos ¢(t) = e #¢=|juy,(t) — Un(t)]l+, entao

6(0) < Ml =il + Mol = Gl [+ [ otoyar
t t
Pelo Lema supondo sem perda de generalidade ¢ =1 e como I'(1) = 1, obtemos

[on(t) — On ()] + < <M€ﬁ(t*T)HU =l + Mpl| S — thm/ eﬁ(t*’”)dr)e”M(”g)(T*t)

t

< (Mg =l + MpB~ (1 = P = F )M+
< (Mlln =il + MpS~ S5 = Fil| 23, ) P OFI=0E=0, (6.56)

lembrando que ¢t < 7.

Por outro lado,

1 ()(n) — ®(F3)(n

XS<M/ (7 = 1)~ PTG (om, Fh(0n)) — G (s Fi(n)|

XSdT

< Mp/ (7 — )~ 2e P (|| A (o) — Lo (0n)|

< Mp/ (7_ . T)_SB_B(T_T)«l + §)||Uh — 6||Wh+ + ||<5ﬂh — jh||£}1)d7’
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Agora, usando (/6.56), resulta

1©(F3) () = (F2)()llxg < Mp(L+ <) (Mlln = illly + MpB~H S5 — Fill 2

X / (1 — r) "5 B=MpU+NT=) g 4 Mp||. 5 — Sl 25, / (1 —7r) e P ap,

—00 —00

Das propriedades da funcao Gamma, temos

10() () = D(F3) ()l xp < Mp(L+ <) (Mg —iflly+ + MpB~ S5 — Ll 2,
X [B = Mp(1+ )P 'T(1 = 5) + Mp||-Fh = Fh]| 2,8 'T(1 = s)
= {M?p*(1+ )87 [B = Mp(1+ )" 'T(1 = 5) + MpB* 'T(1 — ) } |54 — Zll 2,
+ M?p(1+9)[8 = Mp(L+ )"~ 'T(1 = s)|ln — 7]+

Mp(1+¢)B71[B = Mp(1 +¢)]*
:MpF(l—S){ B —Mp(l+5)

+ M?p(1+¢)[B = Mp(1+ QP 'T(L = s)[In = ifll+

_ _ s—1 Mp<1+§)
= MpI'(1 —s)p [ﬁ—Mp(l—i—g

+M2p(1+ )BT (L = 8)lln —ill .+,

+68‘1}H5”h ~ Gl

) +1] 1% — il

onde temos usado que § — Mp(1+¢) < B.
Sejam,

Mp(1+5)
B —Mp(l+5g)

I,(h) == M?p(1+¢)B3*'T(1 — s).

Iy (h) == MpI'(1 — s)B* "1+

Dado ¢ < 1, existe py tal que, para p < po, I»(h) <9 e I, (h) <. Assim,
12()(n) — D) (M)l xe < <l — iy + 0% — Zll 2.- (6.57)

As desigualdades (6.55)) e (6.57]), garantem que ® é uma contragao em Z},. Portanto, existe
um tnico ponto fixo .7 = () € Z.

A seguir, provaremos que W := {(v,2) € X : z = .7 (v),v € #}," } é uma variedade
invariante para (6.50)). Sejam (v, z9) € W} com zy = . (vg) € vj(t) a solu¢do do problema
de valor inicial

vj, + Ajfon = Hy(vn, 5 (vn))

vp(0) = wp.
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Isto, define uma curva (v} (t), 7 (vy(t))) € Wi, t € R. Podemos ver que a tnica solugao de
2+ Apzn = Gu(vy, 5 (V7))

que permanece limitada quando ¢t — —o0 é

t 1T —
% (t) = / e~ NG (v (r), 5 (w5 (r)dr = 5 (v (2)).
Portanto, (vj(t), % (vi(t))) é uma solucao de (6.50|) passando por (v, zp), mostrando assim

a invariancia de Wp!.

Agora, mostraremos que a variedade instavel é exponencialmente atratora. Provaremos
que se Hj, e G, satisfazem para todo (v, 2,) € #," & #,  com p suficientemente
pequeno, e (vy(t), zx(t)), t € R é uma solugao global de que estd em W}, entao
2 (t) = 5 (vn(t)) para todo ¢ € R. Com esta idéia mostraremos que existe 7 > 0,

independente de h, tal que

lon () = 5 ()l < Me™ 0 — t0)~*[|2n(to) — 5 (vn(to)) l1x=, VE > to.
Note que, para t >ty + 1, temos
lon () = 5 (o) = < Me™ 1z (t0) — 5 (on(to)) | x--

Quando ty — —oo, obtemos z;,(t) = .7/ (v, (t)) para todo t € R.

De fato, seja yp(r,t) com r <t a solugao de

y;l + fl,fyh = Hh(yhyyl2<<yh))’ r<t
yn(t,t) = vp(t).

A figura abaixo ilustra o que ocorre em uma vizinhanca de um ponto de equilibrio
hiperbdlico. Definindo &,(t) = z,(t) — 7 (vn(t)) e usando (6.52)), temos
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Figura 6.2: A Variedade Instavel.

ALy, (1 1) +/ e~ =0 Hy (yn (6,1), 5 (yn (0, 1)) )dO

[yn (s £)=on(r)ll e =
t

Ay (1) / e OO, (1n(0),20(0)) )
t

et
7,

<|

/ O [H, (5 (0.1), 75 (n0.0))) — Halvn(6). (6))] db|

+
Wh

< pM/ Oy (0,8) — on(0)lly+ + 175 (yn(6,2))) — 20(6)]|x-]d0

t
< pM/ PO lyn(0,8) = vn(O) [+ + 15 (yn (6, 8)) — 5 (0a(0)) |1 x<
+ [ (0n(0)) — 2a(0) | x+ ] dO
t
< pM/ T+ lyn(0,6) = va(B) 1y + 116r(0) ]| x] 6.
Se pn(t) = e P||yn(r,t) — ’Uh(T)HWth, entao
t t
on(t) < pM(L+) [ )i+ oM [ P NnO)]db, 7 <t
Pelo Lema |1.1.3| e supondo sem perda de generalidade que d = 1 = ¢/, obtemos
t
lyn(r,t) = on(r)lly+ < pM / e =M= 6, (6)]| x-dB, T <t. (6.58)
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Agora, seja r < ty < t, entao

At (r—
lyn(r. ) =yn s t0)ll < [~ ynto, 1) = wn(to))

v,r

|

/r e AR, (yn (0,), 75 (yn(0,1))) — Hi(yn (0, o), 5 (yn (0, to)))]de’

to

W,:r

< MePT=10)|y, (to, t) — vn(to) ”WJ
to
+ M / O Hy(yn (0,1), 5 (yn (0, 1)) = Hu(ya0: t0), 7 (yn (0, 10))) |, A6
< MePr=10)||y, (2o, 1) — Uh(to)H%f

to
+ pM/ O Nlyn(0,6) = yn(8,t0) Ly + 1175 (un (6, 1)) — 5 (yn (8, to)) || x:]d6

t
< pM26,8(r—to)/ e~ 1=PMAFNO—t0) |1 £, ()| x+db

to

to
©pM(14) / Oy (0,1) — 11 (0, o)l 4B,

onde temos usado ((6.58]).

Supondo que #(r) = e "||yn(r, t) — yu(r, t0)||7,h+, temos

t
H(m < pMQe‘BtO/ e—[ﬂ—ﬂM(1+<)](9—to)Héﬁh(9)|

to

to
edf+ pM(1+ ) / (0)d6.

Novamente, usando o Lema mais especificamente a desigualdade (|1.10]), obtemos

t
Jon8) = (ot < pM2 [ BN g )]0 (6.59)

to

Agora, vamos estimar o termo ||&, ()| xs. Para isto, observemos

En(t)—e M UT0Ig, (1) = 2,(t) — F5 (un(t)) — e W 1)z, (1) — 7 (va(to))]

| e A EDG o (r). 20 = i (wn0) ¢ )

to

t

/t e‘AZ(t—”Gh(vh(r),Zh(r))dr_/ e~ M Gy (yn(r, 1), S (yn(r, 1)) )dr

—0o0

. to -
s [ A6 . t0), 5 ()

—00

= /tt e_A;(t_r) [Gh(’l/h(r), Zh(TD - Gh(?/h(h t)v yi:k (yh(rv t)))] dr

—/0 e I Gy yn(r,t), T (n(1,1))) — Gr(yn(r, to), 75 (yn(r, to))) ] dr.

—0o0
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Logo, usando ([6.51)) e (6.52)), resulta

1€n (L) — e E=0)g, (1) | e

<M / A=\ G (v (1), (1)) — Gl (r, £), 5 (un (7, £)))]

xsdr
+ M/ D Gryn(r, 1), S5 (n(r, 1)) = Grlyn(r, to), 75 (yn(r, to))) || x=dr
< pM/ Mllva(r) = ya(r, )y + llzn(r) = F5 (yn(r, 1)) || x- ] dr

+ pM/ e XD Nlyn(ryt) = yu(r, o)y + 1175 (yn(r,8)) = 5 (nr, t0)) | xp ] ds

t
< pM / P [lon(r) = ynlr, )Ly + l2a(r) — 5 (g, 0) -] dr
to

M1+ 6) [ eIy rt) = st

<pM [ eI on(r) = yn(r, Ol + llan(r) = 5 (wn (1))l xs

to

xo]dr + pM(1 +5) / e Py (r,t) = ya(rsto) |1y +dr

—00

+ 75 (on(r)) = 5 (un(r, 1))

t t
<pM(1+5) [ P o) =l Olledr + oM [ e (1)
to

to
to

+pM(1+§)/ e_ﬁ(t_’")Hyh(r,t)—yh(r,to)HW;dr.

—00

Assim, usando (6.58)), (6.59) e o Teorema de Fubini, obtemos

- t t
1€n(t) — o~ An (t_tO)éh(to)HX,c; < p2M2(1 +g>/ 6—B(t—r)/ 6—[5—pM(1+<)](0—T)||£h(@)| s dOdr

to
t t
+ pM / e 6 (r) | xedr + p*MP (1 +<) / 6‘5“_”/ S (A
to

—0o0 to

to

x=dfdr

Xs dr

t
< pM / e ¢, (1)
to

t 0
+p2M2(1+§)6_6t/ 6—[B—pM(l+§)]9||§h(0)||Xs/ e[Q,B—pM(H-Q]rdrdQ

to to

t lo
—l—pQMg(l—i—g)eﬁt/ e[BpM(1+c)]9H§h(6)”Xs/ e[2ﬁpr(1+<)]rdrd9.

to —00
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Logo,
i 2M2(1 + ) t
£) — e At e, (1) xo < | pM p / —B(t-) od
[€n(t) — e En(to)llxe < |p +25_pM(1+§) toe 1€ () || xsdr
2 3 t
PMIAS) g / (B pM(14<))(0—to)
e e ) sdf.
28 — pM(1+ ) \ 1€1(0) ]| x

Das propriedades da norma, a desigualdade (6.52)) e 5 — pM (1 + <) < /3, obtemos

2 2 t
p M (1 +§) :| / B(r—to)
s+ |pM + rto «d
* {p 28— pM(1+9)] )i, © (-

2173 t
P> M3(1 +) / —[28—pM(1+<))(r—to) ,B(r—to)
e e En(r)||xsdr
28— pM(1+5) J, &l

PMP(A+)A+ M " 50
< Mt + b1 + S [ e

g ()]

xs < M€ (to)]

Xs d?"

Do Lema [I.1.3] segue

Xse—“/(t—to),

1€n(2)]

xs < M||&n(to)]

onde

2072

p*M (1+§)(1+M)}

=06— |pM + 0,
1o {p 25— pM(1+<)

com v independente de h, sempre que, 8, M, p e ¢ independem de h para 0 < h < hy.

Assim,
120 (t) = 5 (on ()| x= < Me™ 0|2, (t0) — 75 (wnlto))llx, VE 2 to.

Logo, fazendo ty — oo, temos z(t) = .7 (vn(t)), para todo t € R.
Com um abuso de notagao, acabamos de mostrar que para cada vizinhanga B(uj,d) de
u} com § < g, se u, € B(uj,d), entdo existem v > 0 e M > 0, independentes de h, tais
que
d(T, (H)up, Wh(u})) < Me (10

durante o tempo em que a érbita Ty,(¢)uy, de uj, permanece em B(uj},d).
Finalmente mostraremos a continuidade das variedades instaveis dos pontos de
equilibrio. Isto é, se u; € &, com h < ho é tal que sua variedade instavel é dada pelo

grafico de .}, mostremos que

| P — Pyl x: < CRY09),

xs = sup ||L () = P (n)]

T)EB(O,TQ)

onde B(0,7) ¢ uma bola em #;" e lembremos que dim(#;") = dim(#,") < co. De fato,
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observemos

|75 (Pun) — Pu5 ()| x
< / e~ TG (o (1), F5(vn (1)) — Pue™ 0 TG (ug(r), F5 (vo(r))) ||

—00

< /T =40 TG (v (1), F5(0n () — €40 TG (Pyvo (), PoT s (vo(1))) || o dr

+ / eI (Bran(r). B (00(r)) — 50 PG (wolr). Zy (eofr)) | .

b [ ARG olr), 5 wn(r)) ~ PGl 7 o) .
(6.60)

Denotemos as trés ultimas integrais por Iy, Is e I3, respectivamente. Assim,

I < / C M e = )| Galon(r), 7 (o)) — G Patolr), Pui (0(r) ||
< / C M (=) p[(1+ () = Pavo()lly+ + 175 P — Pu L] dr

< pMB*'L(1 = 9)|||.L5 Pu — PuSg || x

+ pM(1+5) /_T e P (=) () — Puvo(r) ||+ dr. (6.61)
Agora,
I < /_T M (7 — 1)~ PTG Pyvo(r), Pug (vo(r))) — PuGo(vo(r), L5 (vo(r))) || ¢ dr-

Podemos observar

G (Pyvo,PrSo) — PrnGo(vo, So)
= (I = Qy)[Fn(Pyvo + PiSo + up) — Fy(up) — Fy () (Pavo + PiSo)]
— (I = Q) [PuF(vo + So + uy) — PoF(u*) — P F'(u*)(vo + So)]
+ (I = Q) [PuF (vo + So +u*) — P F(u*) — B F'(u*)(vo + Sp)]
— Pu(I = Q¢)[F(vo + So +u*) = F(u") — F'(u”)(vo + Sp)]
= (I = Q)Th+ (PuQy — @ Pu)[F(vo + So +u*) — F(u") — F'(u")(vo + So)],
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onde S, = . (vp(r)), vo = vo(r) e

Th = Fh(Ph’Uo + PhS() + 'LL;;) - Fh(u;;) - F,’L(u;‘L)(tho + PhSO)
— Ph[F(U() + S(] + U*) - F(u*) - F/(U*)<Uo + So)]

Usando (6.40), (6.26]), (5.17)), (5.22)) e (4.53]), obtemos

155, (u) (Prvo + PrSo) — PuF" (u”)(vo + So) [l x
< [[F"(up) (Pavo + PrSo — vo — So)llx + [|Pa (£ (uh) — F'(u”))(vo + So)llx
< [ (i)l oe (o | Pa(vo + So) = (vo + So)llx + 1 Pa(F" (uz,) — £ (u™)) || x[lvo + Soll (o)
< " (up) |z [ P (vo + So) = (vo + So)llxs + ([ Pa(F" (up,) — F'(u"))]
< CO(R, m)r 0" + Cn? =)0,
< R0, (6.62)

xs||vo 4 So| e ()

pois r € (—oo, 7].
Por outro lado, usando (4.14]), obtemos

1 (u) (Prvo + PrSo)—PuF (u”) (vo + So) Il x
< || Fy (i) (Prvo + PuSo)llx + ([ PaF" (u") (vo + So) | x
< C(R)(|Phvo + PuSollx1/2 + [lvo + Soll x1/2)
< 2CC(R)p. (6.63)

Interpolando (6.62)) e (6.63]) com 26 e 1 — 26, respectivamente. Tem-se,

| E (u}) (Prvo + PuSo) — P (u)(vo + So)||x < C(R, T, p)h*0=%). (6.64)

Agora, usando (6.40]), (6.23]) e (6.64]), obtemos

[Thllx < ||Fh(PhUO + PuSo + uy) — PoF(vo + So + ug) || x

+ ([ Fn(up) = PoF (u”) | x + ([ Fy (up) (Pavo + PuSo) — P (u”)(vo + So) |l x

< (&)o@ (1Pn(vo + So) — (vo + So)| xs) + C(R)RHI)
n(uh) (Prvo + PrSo) — PuF" (u”)(vo + So) || x

C(C(R, to)r*h*0-9) 4 C(R)R*0=)) 4 C(R)R*0—) 4 C(R, 7, p)h**0—)
C(R, 7, p)h 09,

xs + HU;

+IE
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Note que, usando
1@y Pr — Pa@g lL2x) < NG = A= Vi) Py = Pu(z = A = Vo) [l zix xo)ldz|
g

Ch49 1-3s) C«h40(1—s)
< 2—/ |Z|(1—s)(26—1)|dz| < —(ﬂ o 5)(1_8)(26_1)|FE|,
m r+ 2

o

B

onde ]F;| ¢ o cumprimento de FE. Logo,

Cp(B — 6)=9E=D|r 7]
2

I < <M55‘11“(1 — $)C(R, 7, p) + >h49(1‘5). (6.65)

Por 1ultimo, usando o Corolario [6.1.5 obtemos

I3 < Cph40(1_s) /T e~Alr=r) (T — T)_(20(1_3)+5)d7”

—0o0

< CppRI-DU=9P(1 — 20(1 — 5) — 5)h20=9), (6.66)

Assim, substituindo (6.61]), (6.65]) e (6.66]) em (6.60]), temos

175 (Pan) — Puy (n)llxc- < CRYC) 4 pM BT (1 = 9)|[|.75 Py — Pu?5 || x-

+pM(1+¢) / e T — 1) lon(r) = Puvo(r)

—00

Cp(B = 6)|T5]
2

onde C' = max{Mp* T (1—s)C(R, T, p)+ , CpBP=D0=9T(1-20(1—5)—s)}.

Portanto é suficiente estimar ||vy, () — Pyvo(t) HWJ' Como n € B(0,r), de maneira andloga

com o feito anteriormente, obtemos
lon(t) = Pavo(8)ly+ < [l Py = Pre™ 54|,
+/tT le= ) Hy (un (), i (vn (1)) — €5 Hyy(Pyug(s), Puiy (vo(r) Dl dr
n / ’ e =1 Hy (Pyuo(r), P (v (r))) — e~ % 67 By Ho (w0 (1), 5 (v0(1))) [Pty
+/ ||e =) Py Hy (v(r), -2 (v0(r))) — Pre™% @7 Ho(vg(r), 7 (vo (1) Dl dr
< Coe I M55~ P e [ e

t

+pM(1+5) / eﬁ(t_r)th(r) — tho(r)||Wh+dr.
¢
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Seja ((t) = AT ||up,(t) — tho(t)||Wh+. Entao,

((t) < Coh™ =) 4 pM ||| Py — PS5 ||| x» /t " dr + pM (1 + <) /t ¢(r)dr.
Como antes, usando o Lema [I.1.3] temos

|vn(t) — tho(t)H%f < [Cohw(lfs) + pM B[S Py — PhY0*|||Xs}e[pM(1+g)’m(T’t).
Com isto, obtemos

15 (Pan) = Pu5 (m)llxs < CHCO7) 4 pMB ' T(1 = 5)|||.5 Py — Poc5 |||
+pM(1 + ) / elPMUF)=28=0) (7 — )= [Coh 0 ) 4 pM B |5 Py — P55 ||| x+ ) dr

—0o0

< Cight60-9)

X9,

+ {pMﬁHf(l — )+ P MA(1+ Q)87 28 — pM(1+)" T (1 - 8)}|||Y5Ph — Pl
onde Cy = {é +pM(1+9)[28 — pM (1 +¢)]*'T(1 — s)C_’o}. Portanto,
1175 P = Pug [l < Coh™*072),

A seguir, vamos mostrar o resultado principal do trabalho, no qual obteremos as taxas

da convergéncia da continuidade da familia dos atratores nos espacos X e X2,

Teorema 6.2.2 Seja {T,(t) : t > 0} o semigrupo gradiente nao linear associado ao
problema (5.99) com atrator global A,. Suponhamos que existam 6 € (0,1/2), hy > 0,
L>0,8>0eC >0 tais que

| T (t)uh — P, T ()| xs < CeFt20=975(||ud) — Pyul||x + R1909)),

para todot >0 e s =0,1/2. Além disso, os pontos de equilibrio do problema (4.4)) existam
em numero finito & = {u’io, e ,u;"o} e que todos sejam hiperbolicos. Entao, para todo
h € (0, hol,

(1) O semigrupo {Ty(t) : t > 0} possui um nimero finito de pontos de equilibrios &, =
{ui,m e vu;,h} €

p
An =W (ui);

=1
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(i3) Emiste p > 0 tal que dado B C X'/? limitado, existe ¢ = c¢(B) > 0 tal que
dy (Th(t)B, Ap) < ce™ para todo t > 1;

(i7i) Erxiste C' > 0 tal que

40(1—s)p

dﬁs (-Ah; Ph-Ao) + d}éS(PhAO, .Ah) < Ch ¥t

onde dy" (A, B) = sup gng la —bllxs com A, B C X ¢é a semidistancia de Hausdorff.
acA bE

Demonstragao. (i) Segue-se da Observagao [6.1.3] a Proposicao e o Teorema [3.6.4]

(77) Segue-se da caracterizacao dos atratores obtida no item (i) do Teorema Teorema,

[1.5.8 e do Teorema [6.2.1] pois

dyy (Ty(t)B, Ap) < ce*" para todo t > 1;

onde ¢ > 0 e p > 0 independente de h.
(171) Segue-se do Teorema |1.5.10] com isto obtemos

40(1—s)p

d)]_(lvs (Ah, Ph.Ao) + dgs(PhAo, .Ah) < Ch »¥L

para alguma constante C' > 0 independente de h e para todo h € (0, hg]. [
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