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Resumo

O proposito deste trabalho é estudar alguns corpos abelianos, mais especificamente, as
extensoes reais maximais contidas nos corpos ciclotomicos de grau 8 e, os subcorpos
dos corpos ciclotomicos Q((7) e Q(¢17). Em tais corpos, determinamos base integral,
discriminante, grupo de Galois e construimos submédulos de posto maximo do anel dos
inteiros algébricos com sua respectiva representacao geométrica. Além disso, calculamos a

densidade de centro destes reticulados.

Palavras-chave: Reticulados. Homomorfismo de Minkowski. Corpos abelianos reais.



Abstract

The purpose of this work is to investigate some Abelian Number Fields, especifically
the maximal extension contained in the cyclotomic fields of degree 8, and the subfields
of the cyclotomic fields Q(¢7) and Q({17). In such fields, we compute: integral bases,
discriminant, Galois group and submoduli with maximal rank in the ring of algebraic

integers, its geometrical realization with the respective center density.

Keywords: Lattices. Minkowski homomorphism. Real Abelian fields.
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N: Conjunto dos niimeros naturais

Z: Conjunto dos nimeros inteiros
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C: Conjunto dos ntimeros complexos
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R, A, B: Anéis



A’ Conjunto dos elementos de R que sao integrais sobre A
L, K,M: Corpos

Ok: Elementos de K que sdo integrais sobre Z

[L : K]: Dimensao de L sobre K, ou, grau da extensao
K[a]: Conjunto de todas as expressoes polinomiais em « com coeficientes em K
Q(¢n) T : Subcorpo real maximal de um corpo ciclotémico
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®,,(X): n-ésimo polinémio ciclotémico
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A(A): Densidade de empacotamento do reticulado A
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Apresentacao

O Problema Cléassico do Empacotamento Esférico, consiste em dispor esferas idénticas
n-dimensionais em R"™, nao sobrepostas, de maneira que, o maior volume possivel seja ocupado. Este
problema matematico desperta o interesse de pesquisadores, e futuros pesquisadores, pois ainda possui
grandes questoes sem solucoes.

Em terceira dimensao, um exemplo desse desafio é o problema de disposicao das laranjas
do feirante. Em dimensao mais alta, uma de suas aplicagoes pode ser encontrada em sistemas de
telecomunicagcoes.

Neste trabalho, estaremos interessados nos empacotamentos esféricos cujo conjunto dos centros,
constitui um subgrupo discreto de R”, o qual denominamos reticulados. Mais ainda, nosso objetivo serd
determinar reticulados, via homomorfismo de Minkowski, de corpos abelianos, mais especificamente,
trabalharemos com os subcorpos reais maximais de corpos ciclotémicos de grau 8, o qual denotamos
por Q(¢,)T e n assume um dos seguintes valores: 15, 16, 20, 24 e 30, e também, com os subcorpos de
Q(¢7) e Q(¢17) - Para isto, divimos esta dissertacao em trés capitulos.

Os conceitos elementares utilizados neste trabalho estao agrupados no primeiro capitulo. Neste,
abordamos conceitos substanciais da Teoria dos Ntumeros, tais como elemento integral sobre um anel
e elementos algébricos sobre um corpo. Na sequéncia definimos os corpos de niimeros e apresentamos
um caso especifico, os corpos quadraticos, no qual aplicamos toda teoria desenvolvida neste capitulo,
com o intuito de auxiliar na compreensao do leitor, definimos também norma, trago, discriminante e
base integral, fazemos uma breve revisao sobre o corpo dos niimeros complexos e por fim, apresentamos
alguns resultados da Teoria de Galois. Neste capitulo, a principal referencia utilizada foi [10].

No segundo capitulo, apresentamos outro exemplo de corpo de niimeros, os corpos ciclotomicos
pois, como ji4 mencionamos, estes serdo o foco deste trabalho. Além disso, abordamos com mais
detalhes os conceitos matemédticos envolvidos no problema do empacotamento esférico. Definimos
o raio de empacotamento, e as densidades de empacotamento e de centro, definimos também, o

homomorfismo de Minkowski, bem como, resultados que nos garante obter reticulados via este
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homomorfismo. Isto posto, apresentamos algumas propriedades, de tais conceitos postos, a corpos
totalmente real ou totalmente imaginarios. Em seguida, apresentamos a forma quadratica. Por
fim, exibimos algumas propriedades da funcao trago e as aplicamos em raizes n-ésimas primitivas
da unidade, mostramos também como é o compositum e a intersecao de dois corpos ciclotémicos.

O terceiro e ultimo capitulo, tem como objetivo aplicar todos os resultados até entao
desenvolvidos no trabalho & todos os subcorpos de Q({7) e Q({17) e, aos subcorpos reais maximais de
corpos ciclotomicos de grau 8. O iniciamos explicitando o grupo de Galois de um corpo ciclotémico
qualquer, posteriormente, definimos base integral normal e apresentamos um resultado que nos auxilia
no calculo do discriminante, valido apenas para corpos abelianos. Em seguida, com o objetivo de
detalhar a teoria desenvolvida para corpos abelianos de condutor primo, exibimos uma base integral
normal de Q({p), p primo, bem como para seus subcorpos, para estes, além de sua explicitacao,
discutimos em quais casos estes sdo totalmente real ou totalmente imagindrio. Apresentamos também
a forma quadratica e sua minimizagao, e finalmente, aplicamos a teoria desenvolvida em Q((7),
Q(¢17) e seus respectivos subcorpos. A ultima se¢do, tem como foco os subcorpos reais maximais
de corpos ciclotomicos de grau 8, para estes, determinamos o seu anel de inteiros e exibimos uma
base integral. Além disso, em cada caso, explicitamos o n-ésimo polinémio ciclotémico, apresentamos
a respectiva agdo do grupo de Galois e calculamos o discriminante de cada subcorpo. Obtivemos
também, reticulados a partir da imagem de um Z-médulo de Q(¢,)™", considerando n = 15 e 24, pelo
homomorfismo de Minkowski, e determinamos seus respectivos raio de empacotamento e densidade
de centro. Por fim, para todos os subcorpos citados, determinamos reticulados via homomorfismo de
Minkowski aplicado no anel dos inteiros, bem como seu respectivo raio de empacotamento e densidade

de centro.



CAPITULO

Corpos de Numeros

O presente capitulo, abrange conceitos elementares de Teoria dos Ntimeros. Primeiramente,
nosso objetivo serd mostrar que o conjunto dos elementos integrais sobre um anel constitui um anel. Em
seguida, particularizamos o conceito anterior, isto é, abordamos os denominados elementos algébricos
sobre um corpo. Definimos corpos de ntmeros e exploramos algumas de suas propriedades, neste
momento, os principais resultados sao a Proposicao Multiplicidade de Graus e o Teorema do Elemento
Primitivo. Depois disto, exibimos os corpos quadraticos, um exemplo de corpos de numeros, para
o qual explicitamos seu anel dos elementos integrais. Além disto, conforme a teoria deste capitulo
é desenvolvida, retornamos a este corpo para aplicar os novos conceitos. Os referidos conceitos sao
tais como a norma, o trago, o discriminante e a base integral, em todos os casos, além da aplicacao
ja mencionada, as propriedades fundamentais serdao estudas. Neste capitulo também, revisamos os
corpos dos numeros complexos e alguns resultados da Teoria de Galois.

Nosso objetivo, além de, proporcionar ao leitor familiarizagdo com a notagao adotada, é
oferecer as ferramentas necessarias para a compreensao do restante do trabalho. A principal referéncia

deste capitulo é [10], no entanto, também consultamos [6] e [11].

1.1 Elemento Integral sobre um Anel

O objetivo principal desta secao, é mostrar que o conjunto constituido pelos elementos integrais
sobre um anel, é um anel. Para isto, primeiramente, definiremos o que sdo elementos integrais sobre um
anel, posteriormente, apresentaremos alguns resultados importantes para a compreensao deste conceito
e que serao necessarios para a demonstracao do resultado principal, além de algumas consequéncias

relevantes.
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1.1 Elemento Integral sobre um Anel 15

Definigcao 1.1.1. Sejam R um anel e A um subanel de R. Dizemos que um elemento x de R € integral
sobre A, se este € raiz de um polinémio ménico com coeficientes em A. Em outras palavras, x satisfaz
a sequinte equacdo:

2"+ ap_12" M+ o+ aiz 4+ ag =0,

onde a; € A,Vi=1,....,n—1.

A referida equagdo € denominada Equagdo de Dependéncia Integral de x.

Exemplos 1.1.2. 1. Considerando R =R, A =7 e x = /2 + /3, temos que x € integral sobre A,

onde x* — 10x? + 1 = 0 € sua equacio de dependéncia integral.
2. Considerando R=R, A=7 e x =/3+ /5, temos que x € integral sobre A.

De fato, x € raiz do polinémio ménico p(X) = X% —9X* —10X3 +27X? — 90X — 2.

3. Os numeros racionais da forma %, n € N* sao integrais sobre Q pois satisfazem a sequinte equacdo:

r——=0.
n

4. Os numeros racionais q € {%, keN, k> 2} nao sao integrais sobre 7.

De fato, suponha por absurdo que q = %, comk € N ek > 2, seja integral sobre Z, entdo existem

alse€Z,i=0,1,---,n—1 tais que:

1 1 1
ﬁ-l-an_lﬁ-l-”--i-mé-i-aozo.

Multiplicando a equagao por k™, temos:
14+ an1k+ - +a k"' 4+ agk™ = 0.
Colocando k em evidéncia, temos que:
1+k(ap—+---+ alk" 2 + aok"_l) =0.

Isto significa que 1 € multiplo de k, k > 2, o que € um absurdo.

O elemento = = v/7 — V/5 + V4 € R é integral sobre Z. No entanto, encontrar sua equacio de
dependéncia integral, ndo é uma tarefa simples. Para este caso e similares, podemos garantir que um

elemento é integral sobre um anel, sem mostrar explicitamente sua referida equacao. Essa garantia
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nos é concedida pelo seguinte teorema, cuja demonstracao serd omitida mas, pode ser encontrada na

referéncia citada:

Teorema 1.1.3. ([10], pdg: 27) Sejam R um anel, A um subanel de R e x € R. Entdo, as sequintes

condi¢coes sdo equivalentes:
(i) x € integral sobre A;
(i) O anel Alz] é um A-mddulo finitamente gerado;
(iii) Existe um subanel B de R tal que, B é um A-mddulo finitamente gerado contendo A e x.

Com este resultado, podemos refazer o exemplo Seja q € {%, neN, n> 2}, e suponhamos

por absurdo que ¢ é integral sobre Z. Entao pelo Teorema m Z[q] é um Z-médulo finitamente

gerado. Logo, existe um conjunto finito, {3, ~%, ,%} com ¢y, ,cp € L ety ,tr € N, que
gera Z[q]. Sejat =t; + -+ tx, é claro que # € Zlq|, assim, # é combinacéo linear dos elementos
que geram Z[q|, isto é,

1 . dici daco dicy,

nt ~ nh ntz T Tt

multiplicando por n! em ambos lados da igualdade temos:

t—t t—t t—t
1=dieyn”™ "t +dscon'™ "2 + -« + dpcpn’ ™%,

isto é, 1 é multiplo de n, n > 2, o que é um absurdo, e portanto, ¢ nao é integral sobre Z.
Agora, para alcangar nosso objetivo principal, mostrar que o conjunto dos elementos
integrais sobre um anel é um anel, a seguinte proposicao e seus coroldrios serao fundamentais, suas

demonstragoes serdo omitidas mas podem ser encontras em [10].

Proposicao 1.1.4. ([10], pdg: 28) Sejam R wm anel, A um subanel de R e xy,...,x, elementos
de R tais que x; € integral sobre Alxy,--- ,xi—1], i = 1,...,n. Entdo Alxy,--- ,x,] € um A-mddulo

finitamente gerado.

Corolario 1.1.5. ([10], pdg: 29) Sejam R um anel, A um subanel de R, x e y elementos de R que

sao integrais sobre A. Entao, x +vy, x —y e xy sdo integrais sobre A.

Corolario 1.1.6. ([10], pdg: 29) Sejam R um anel, A um subanel de R. Entdo, o conjunto A" dos

elementos de R que sao integrais sobre A é um subanel de R que contém A .

Segue que, o conjunto A’, dos elementos que sao integrais sobre um anel é um anel. Agora,

definiremos algumas terminologias.
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Definicao 1.1.7. Sejam R um anel e A um subanel de R.
(i) O anel A’ dos elementos de R que sdo integrais sobre A é chamado fecho integral de A em R.

(i) Sejam A um dominio e R seu corpo de fragoes. O fecho integral de A em R é chamado

simplesmente de fecho integral de A.

(iii) Dizemos que um anel A € integralmente fechado quando A € um dominio e € seu proprio fecho
integral, isto é, A = A’. Em outras palavras, um anel A é integralmente fechado se todo elemento

do seu corpo de fragdes que € integral sobre A estd em A.

(iv) Dizemos que R € integral sobre A se cada elemento de R € integral sobre A, isto é, se o fecho

integral de A em R € o proprio R.

Exemplos.

1. Sejam R = Z[\/5] e A =Z. Entdo, R ¢ integral sobre A.

E possivel provar que Z[/5] = {a + bV/5; a,b € Z}.
Observe que a, b sao integrais sobre Z pois, satisfazem X —a = 0 e X — b = 0 respectivamente,
além disso, v/5 é raiz de p(X) = X2 — 5 e portanto, /5 é integral sobre Z. Como o conjunto dos

elementos integrais sobre um anel é um anel, segue que Z[v/5] é integral sobre Z.
2. Sejam R=17 [%] e A=7. Entao, A’ = 7.

J& mostramos que % nao é integral sobre Z portanto, (%)n, com n € N* nao pode ser integral

sobre Z . De fato, suponha por absurdo que (%)n ¢é integral sobre Z entao, como o conjunto dos
elementos integrais sobre um anel é um anel e, 2"~! é integral sobre Z, segue que, 2" (%)n = % é
integral sobre Z, o que é um absurdo.

Portanto, os elementos de Z [%] que sao integrais sobre Z sao apenas os elementos que pertencem

aZ.
3. O anel Z é integralmente fechado.
}. Sejam R=1. [%] e A=17. Entio, A' = Z[\/3).

De modo andlogo ao Exemplo 1, podemos provar que

Z[H'Q—‘/g] = {a#—b(%)—i—c(@)#—d\/g; a,b,c,dEZ}.
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Pelo Exemplo 3, o anel dos inteiros é integralmente fechado, assim, a, b, ¢, d sdo integrais sobre
7, além disso, /5 é integral sobre Z pois satisfaz a seguinte equacido X2 — 5. Porém, vimos que % nao
¢é integral sobre Z e portanto, é também nao é pois, do contrario, teriamos que (§> V-2 = %
seria integral sobre Z, o que é um absurdo. Portanto, o conjunto dos elementos de Z [1‘*'2—‘/5] que sao

integrais sobre Z sdo os da forma a 4 by/5, com a,b € Z, ou seja, Z[\/g]
5. Sejam R = Q[V/5] e A = Q. Entio, R € integral sobre A.
A demonstracao deste é andloga a do Exemplo 1.

O proximo resultado garante a transitividade do conceito integral sobre um subanel:

Proposicao 1.1.8 (Transitividade). ([I0/, pdg: 29) Sejam R um anel, B um subanel de R e A um

subanel de B. Se R ¢é integral sobre B e B € integral sobre A, entao R € integral sobre A.

Demonstragdo. Seja x € R, como R é integral sobre B existem by, -+ ,b,_1 € B tais que
bo+ 01z + ..+ by L+ 2" =0

Denotando C = Albg,...,b,—1], segue pela equagado acima que x é integral sobre C. Usando a
hipdtese de que bg,--- ,b,—1 sdo integrais sobre A temos que by, - ,b,_1,2 s@o integrais sobre
C = Alby, ..., bp—1], e portanto estamos nas hipétese da Proposi¢ao [.1.4] que nos garante que C|z] é
um A-médulo finitamente gerado.

Portanto temos que, Alx] C Clz] C R e pelo item (i7i) do Teorema segue que x ¢é integral

sobre A, como isto é valido para todo = € R, segue que R é integral sobre A. ]

Exemplo. Sejam R=7 [(75} , B=17 [\/5] e A ="7. Temos que R € integral sobre B e B € integral

sobre A assim, pelo Teorema anterior, seque que R € integral sobre A.

De fato, podemos mostrar que R = Z [V/5] = {a + bV/5 + cV5 + d(%)g; a,b,c,d € Z}.
Portanto, para que R seja integral sobre B é suficiente mostrar que v/5, v/5, (\4/5)3 ea, tal que a € Z,
sejam integrais sobre B.

V5 é raiz de X2 — /5 € Z[V/5][X].

V5 é raiz de X — /5 € Z[V5][X].

(V5)? 6 raiz de X2 — 5v/5 € Z[V/5)[X].

a; a € 7, é raiz de X — a € Z[\V/5][X].

Donde, R = Z [V/5] ¢ integral sobre B = Z[v/5]. Lembre-se, que mostramos anteriormente

B= Z[\/g] é integral sobre A = Z. E portanto, pelo Teorema anterior, R ¢é integral sobre A.
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O préximo resultado assegura quando um anel de integridade, ou dominio, é também um corpo,

usando seu anel de elementos integrais. Sua demonstragao pode ser encontrada na referéncia citada:

Proposicao 1.1.9. ([10/, pdg: 29) Sejam R um dominio e A um subanel de R tal que R € integral

sobre A. Para que R seja um corpo € necessdrio e suficiente que A seja um corpo.
Exemplos. 1. Z[\/5] ndo é corpo pois, Z[\/5] ¢ integral sobre 7. que néo é corpo.

2. Q[v/5] ¢ corpo pois, Q[\/5] ¢ integral sobre Q que é corpo.

1.2 Elementos Algébricos sobre um Corpo

Nesta secao, restringiremos o conceito de elemento integral sobre um anel, para corpos, neste
caso, os denominamos, elementos algébricos sobre um corpo. Posteriormente, definiremos os corpos
de nimeros e exibiremos alguns resultados fundamentais, tais como, a Proposicao Multiplicidade de

Graus como o Teorema do Elemento Primitivo.
Definigao 1.2.1. Sejam L. um corpo e K um subcorpo de L.

(i) Um elemento x € L. é chamado algébrico sobre K se existem: ag,--- ,a, € K, nao todos nulos,
tais que apx™ + -+ + arx + ag =0, a, # 0. Em outras palavras, x € raiz de um polindomio ndao

nulo, com coeficientes em K.
(ii) Se todo elemento de 1L for algébrico sobre K, dizemos que I € algébrico sobre K.
(i1i) Um elemento de L que nao € algébrico sobre K é chamado transcendente sobre K.

(iv) Um corpo K é chamado algebricamente fechado se, todo polinémino nao constante, p(X) € K[X]

pode ser escrito como um produto de fatores lineares, todos pertencentes a K[X].

Exemplos. 1. 7w € transcendente sobre QQ.

2. O conjunto dos numeros reais nao € algebricamente fechado.

De fato, p(X) = X% +1¢ R[X] no entanto, ndo pode ser escrito como produto de fatores lineares
pertencentes a R[X].

3. C € um corpo algebricamente fechado.

Proposicao 1.2.2. ([10], pdag: 30) Sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide com o

de elemento integral.

Segue da Proposicao acima que, os resultados vistos para elementos integrais valem para elementos

algébricos sobre um corpo.
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Exemplos. 1. % é algébrico sobre R pois € raiz do polinémio p(X) = 2X — 1. Além disso, % € integral

sobre R pois é raiz do polinomio q(X) = X — %

2. Note que a hipdtese de K ser corpo € indispensdvel pois, para anel a proposicdo nao € vdlida.

De fato, do contrdrio teriamos que % é algébrico sobre Z pois € raiz de p(X) = 2X — 1. No entanto,

sabemos que % nao € integral sobre Z. FEste é um caso particular do Exemplo item .

3. Sejam H o anel dos quatérnios (formado por todos os nimeros da forma q = a+ bi+ cj + dk, onde
a,b,c,d € R e i,j,k satisfazem as relagoes i = j2 = k? = —1,ij =k e ji = —k) e R, o conjunto

dos numeros reais, subcorpo de H. Temos que H € algébrico sobre R.

Com efeito, o corpo dos numeros reais € em particular um anel, além disso, todo niumero
quatérnio € integral sobre R. Pois, basta tomar para i, 7,k a equacio de dependéncia integral X2+ 1
dat, como o conjunto dos elementos integrais sobre um anel € um anel, seque que a+bi+cj+dk é
integral sobre R para todo a,b,c,d € R, donde H € integral sobre R. Usando a Proposi¢do anterior,

seque que H € algébrico sobre R.

Vale ressaltar que, embora H nao seja corpo, isto nao contradiz a Proposicao pois, H

nao € anel comutativo e portanto nao pode ser dominio integral.

Dados K C L corpos e « € L, denotamos por K[a] o conjunto de todas as expressoes polinomiais
em « com coeficientes em K.

Assim, aplicando o item (iii) do Teorema para uma extensao L|K temos que: z € L e x
é algébrico sobre K se, e somente se, [K[z] : K] é finito.

Logo, se o grau de L sobre K é finito, entao L é uma extensao algébrica de K, isto é, todo

elemento de L é algébrico sobre K.

Definigcao 1.2.3. Definimos um corpo de nimeros como sendo uma extensdo finita de Q, isto €, K €

um corpo de nimeros se [K: Q] é finito.

Decorre da definicao que todo elemento de K é algébrico sobre Q.
O préximo resultado é a equivaléncia da Proposicao da Transitividade, para extensoes finitas,

sua demonstragao pode ser encontrada na seguinte referéncia:

Proposicao 1.2.4. (Multiplicidade de graus) ([10], pdg: 31) Sejam K um corpo, L uma extensao
finita de K, e M uma extensao finita de .. Entdo M € uma extensao finita de K. Além disso,

[M: K] =[M:L]L:K].
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Na se¢ao anterior, provamos que o conjuntos dos elementos integrais sobre um anel é um anel.

A proposi¢ao seguinte é a correspondente para o conjunto dos elementos algébricos.

Proposicao 1.2.5. ([10], pdg: 31) Sejam L um corpo e K um subcorpo de L. Entio o conjunto K

dos elementos de I algébricos sobre K é um subcorpo de L. contendo K.

A demonstracao segue do Corolario da Proposicao e da Proposigao|1.1.9

E importante ressaltar que a Proposicao anterior é valida considerando subcorpos, nao podemos
considerar subaneis, primeiramente pois a definicdo de elemento algébrico considera um subcorpo.
Além disso, escolhendo L = Q e K = Z, terfamos que o conjunto dos elementos Q algébricos sobre Z

seria um subcorpo, ou seja, Z seria um subcorpo de Q, o que é um absurdo.

Definiremos na sequéncia polindmio minimal e irredutivel, além de apresentarmos algumas
caracteristicas do primeiro. Posteriormente, apresentaremos um teorema relevante para a continuidade

deste trabalho, o Teorema do Elemento Primitivo.

Defini¢ao 1.2.6. Sejam L|K uma extensio de corpos e a € L algébrico sobre K. O polinémio
p(X) € K[X] — {0}, ménico de menor grau tal que p(cr) = 0 € chamado polindmio minimal de c.

Notagao: p(X) = min(a, K).

Definicao 1.2.7. Sejam K um corpo e p(X) € K[X], de maneira que o (p) > 1. Dizemos que p(X)
é irredutivel sobre K se, p(X) = f(X)g(X) implicar que f(X) = a € K ou g(X) = b € K, onde
f(X),9(X) € K[X]

Observagao. O polinémio minimal p(X) = min(a, K) € dnico, além disso, é irredutivel sobre K.

Com efeito, suponhamos que o polinémio minimal nao seja unico, isto é, que existam p(X)
e g(X) polinémios minimais distintos de « sobre K, tais que d(p) = 9(g9) = n com n > 1. Assim,
p(X)=ay+a1 X+ Fa, 1 X"+ X"eg(X)=by+ 01 X+ +b, 1 X"+ X" Além disso,
como estes polindomios sao distintos, temos que h(X) =p(X) —g(X) #0, d(h) <n—1e h(a) =0, 0
que é um absurdo pela minimalidade do grau de p(X).

Suponhamos agora que p(X) = I(X)t(X), com 9(1) > 1, 9(t) > 1 e d(p) = n. Usando o fato
de que K é corpo, temos que d(p) = 9(1) + A(t). No entanto, p(a) = 0 e assim, I(a)t(a) = 0 ou seja,
l(a) =0 ou t(a) = 0 absurdo, pois, 1 <9(l) <n—1el <09(t) <n—1o que contradiz a minimalidade

de 9(p). Portanto, p(X) = I[(X)t(X) implica que I(X) = c ou t(X) = ¢, isto é, p(X) é irredutivel.

Teorema 1.2.8 (Teorema do Elemento Primitivo). ([11], pdg: 40) Seja K um corpo de niumeros.

Entao existe u € K tal que K = Q(u), além disso, u é chamado elemento primitivo.
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Demonstragao. Seja K um corpo de nimeros, entao K é infinito e podemos supor K = Q(ay, -+, o).
Faremos a demonstragao por indugao sobre n. Se n = 1, temos K = Q(«1) logo, basta escolhermos
u = «aq. Note que, é suficiente mostrar que Q(aq, a2) = Q(u) pois, esta afirmagao associada a hipdtese

de inducao sobre s, s < n — 1 equivale:

K=Q(a1, ,an-1)(an) = Q(B)(an) = Q(B, an) = Q(u).

Considere K = Q(a, 1), e sejam p(X) e ¢(X) polindmios minimais de ay e 1 respectivamente.

Tomemos as fatoragoes de p(X) e ¢(X) em C:

p(X) = (X —a1) (X —an)
q(X) = (X =51) (X —Bm)
Paracadai=1,--- ,nej=2,---,m, considere
o — Qg

T Bi-B

Podemos escolher ¢ € Q, de forma que ¢ # x;; para todo ¢ e j, pois Q possui infinitos elementos.

xij

Escolha u, de forma que u = ay + ¢f1, mostraremos que Q(u) = Q(aq,S1). Observe que u é uma
combinagao linear de ay e 51 com coeficientes em Q, logo Q(u) C Q(aq, 51)-
Para mostramos que aq, 51 estao em Q(u) é suficiente provar que 51 € Q(u), pois a; = u — ¢f3.

Seja r(X) = p(u — c¢X) € Q(u)[X]. Note que 1 é raiz de r(X), pois

r(B1) = p(u —cpr) = p(a) = 0.

Entretanto, para que r(X) e ¢(X) tenham somente uma raiz em comum =, é preciso que vy seja
um dos f1, -+, Bm € u — ¢f1 seja um dos aq,- - ,a,. Mas, pela escolha de ¢, v = (1. Seja h(X) o
polinémio minimal de 31 com coeficientes em Q(u). Entao, h(X) divide ¢(X) e r(X), pelo fato de
q(X) e r(X) ter exatamente uma raiz comum em C e, todo polinémio irredutivel em C n&o ter raizes
repetidas, tem-se que o grau de h é um, isto é, h(X) = X — 3, logo 8 pertence a Q(u).

Portanto, Q(a1, 1) € Q(u) e assim, Q(u) = Q(az, B1).
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1.3  Corpos Quadraticos

Nesta secao, estudaremos um caso particular dos corpos de ntimeros, os corpos quadraticos.
Além de sua definicao, verificaremos que todo corpo quadratico é um corpo obtido por adjuncao de
um elemento especifico a Q. Posteriormente, caracterizaremos como sao os elementos integrais sobre

€SSes Corpos.

Definicao 1.3.1. Todo corpo de nimeros de grau 2 sobre o corpo dos numeros racionais Q, €

denominado corpo quadrdtico.

Se K é um corpo quadratico, K é um corpo de nuimeros, além disso, todo elemento o € K — Q
é de grau 2 sobre Q, assim, o é um elemento primitivo de K, isto é, K = Q(«) e {1, a} é uma base de
K sobre Q.

Suponha que p(X) = X2 +bX + ¢, com b,c € Q, seja o polinémio minimal de a. Resolvendo
a equacdo quadrética o + ba + ¢ = 0 temos que, o = %‘/m. Logo, K = Q(v/b? — 4c).

Notemos que b?> — 4¢ é um ntimero racional, portanto podemos escrevé-lo como uma fracao
irredutivel de niimeros inteiros, ¢ = 3 com u,v € Z. Donde, K = Q(y/uv), com u,v € Z.

Consequentemente, K = Q(\/&), onde d é um inteiro livre de quadrados, ou seja, d é mais ou

menos o produto de distintos primos. Assim, temos a seguinte proposicao, cuja demonstracao estd

concluida:

Proposigao 1.3.2. ([10], pdg: 34) Todo corpo quadrdtico ¢ da forma Q(\/d), onde d é um inteiro

livre de quadrados.

Vale ressaltar que este elemento d é tinico. De fato, suponhamos que K = Q(v/d) = Q(y/¢), com
d e c inteiros livre de quadrados, entdo, em particular temos que vd € Q(,/¢), isto é, Vd = a + b\/c,

com a,b € Q. Portanto,

Vd = a+bye

a = Vd—b/e

a> = d—2bVdc+ b
2Vde = d+bc—a?

db2_2
\/@:%Za

2
d+ b — a?
de = _
2b
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Denote por x = d + b%c — a? e y = 2b, logo, =, y, € Q. Seja + a fracao irredutivel equivalente a

5. Com isto, temos que:

- (2

Note que, d,c € Z e assim, dc € Z, consequentemente v = 1. Fatorando u em ndmeros
primos temos que u = (p1 - - pn) logo, u? = (p1---py)?, ou seja, os elementos primos que decompoe
u? tem expoente no minimo 2. Por outro lado, fatorando dc em nimeros primos obtemos dc =
(g1 qn)(d} -~ q,,) podendo, eventualmente ter algum nimero primo se repentindo, tal repetigao
pode ocorrer apenas uma vez pois, ambos sao inteiros livres de quadrado, e portanto, os primos que
2

decompoe dc tem grau no maximo 2. De maneira que, os fatores primos que decompode dc = u

possuem, sem excecao, expoente dois e portanto, d = c.

Nosso préximo objetivo, serd caracterizar os elementos integrais sobre um corpo quadratico.

Seja K um corpo quadratico entao, K = Q(\/&) onde d ¢ inteiro e livre de quadrados. Denote
por Ok o anel dos elementos de K que sao integrais sobre Z, nossa intencao é descrever Ok.

Note que v/d é raiz do polinémio irredutivel p(X) = X2 — d, ou seja, v/d é integral sobre Z.
Portanto, se a = a + bV/d, com a,b € Z, a € Z[\/d], além disso, o € Og. Donde, Z[/d] esté contido
em Og.

Suponhamos agora que o = a + bv/d € Ok.

Se b =0, a = a é integral sobre Z por hipétese, dado que Z é integralmente fechado, segue que
o € Z C Z[\/d]. Portanto, se b =0, Og = Z[V/d].

Se b # 0, « satisfaz a seguinte equacio: X2 —2aX + a? —db?> = 0 onde, 2a € Z e a® — db* € Z.

Desta 1ltima, temos:

4(a® — db*) = (2a)? — d(2b)? € 47 (1.1)

Em particular, da equacdo de dependéncia integral de «, obtemos que (2a)?> € Z e

(2a)? — d(2b)? € Z. Consequentemente, (2a)? — [(2a)? — d(2b)?] = d(2b)? € Z. Mais ainda, 2b € Z,

pois do contrario, poderiamos escrever 2b = %, com % irredutivel. Assim, decompondo-os em fatores

primos teriamos:

2
p ...pn
(a1 a) () ez

Todavia, os fatores primos de d sao todos de grau 1 enquanto que, os fatores do denominador

possuem grau 2, para que este produto seja inteiro obrigatoriamente devemos ter y = 1. Donde,
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2b € Z.

Sejam u = 2a e v = 2b com isso, a = 5 e b = 5 donde, a = %‘/3. Reescrevendo em
termos de u e v temos que, u? — dv? € 4Z. Em outras palavras, u?> — dv?> =0 mod 4.

Atentemos para os seguintes fatos, se n é par, n = 2t, para algum t € Z, além
disso n? =4t>=0 mod4. Se n é fmpar, n = 2t + 1, para algum t € Z, além disso
n?=4t>+t)+1=1 mod 4.

Temos entao os seguintes casos a considerar:

(i) u e v sao pares. Temos que:

u> =0 mod 4 e v> =0 mod 4. Portanto, u?> — dv?> =0 —d0 =0 mod 4 para todo d.

(ii) w é par e v impar. Entao,

uw?—dv’=0—dl = —-d=0 mod 4. Ou seja, d € 4Z, isto é, d = 4n = 2?n para algum n € Z, o

que é um absurdo ja que d é livre de quadrados.

(iii) w é fmpar e v par.

u? —dv>’=1—-d0=1=0 mod 4. Portanto, 1 € 47, com isso, 1 = 4n para algum n € Z, o que

¢ um absurdo.

(iv) u e v sdo impares.

uw?—dv®’=1—dl=1-d=0 mod 4. Isto ocorre se, e somente se, d =1 mod 4.

Além disso, se d =1 mod 4, usando a hipdtese que o = a + bv/d € Ok temos que 2a, 2b € 27Z

donde, 2a = 2b = 0 mod 2. Portanto, como u = § e v = % segue que u e v tem a mesma paridade.

Logo, u — v = 2w e com isso, u = v + 2w, donde

1
QZWZQ(UH\/@_

Consequentemente, se d Z 1 mod 4, resta que d =2 mod 4 ou d =3 mod 4 (j& que d é inteiro
livre de quadrados e portanto, d Z 0 mod 4) com isso, u e v sdo pares, logo Og = Z[\/;i]

Com isto, demonstramos o seguinte resultado:

Teorema 1.3.3. ([10], pdg:35) Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico com d € Z livre de quadrados
(portanto, 0 mod 4).

a) Sed =2 mod4 oud =3 mod 4, o anel Ok dos integrais de K sobre Z consiste de todos os

elementos da forma a + b\Vd com a,b € Z.
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b) Se d =1 mod 4, Og € formado por todos os elementos da forma %(u + v\/g) com u,v € Z de

mesma paridade.

Observacgao 1.3.4. Note que, no caso em que d = 2 mod 4 ou d = 3 mod 4, (1,v/d) é uma base
para Og como um Z-modulo enquanto que, se d = 1 mod 4, (1, %(1 + ﬂ)) é uma base para Ok
como um Z-médulo. Além disso, se d > 0, Q(v/d) é chamado Corpo quadrdtico real, se d < 0, Q(\/Zi)

€ chamado Corpo quadrdtico imagindrio.
Exemplos. 1. Seja K=Q [\/6] , visto que 6 = 2 mod 4 entao, Og = 7Z [\/6}

2. Seja K=Q [\/5], sendo que 5 =1 mod 4 logo, Og = 7Z {127\/5]

1.4 Norma e Traco

Em algebra linear, dado um corpo K e V um K-espago vetorial de dimensao finita n, a todo
operador linear de V' existe uma matriz quadrada (n x n) associada a este operador. De acordo com
esta matriz, define-se o trago, a norma, o determinante e o polinémio caracteristico do operador linear
em questao.

Sejam A um anel, £ um A-mddulo livre de posto finito e o um automorfismo de F, isto é, o é
um homomorfismo cujo dominio e contra-dominio sdo E. Se dada uma base (e;) de E, A = (a;;) for
a matriz de o em relag@o a esta base entao, o traco, o determinante e o polinémio caracteristico de A

sao, respectivamente,

Tr(o) = Za”’ det(o) = det(a;;), e det(X -Ig — o) = det(Xd;; — aij).
i=1

Estes valores independem da base escolhida. Além disso, é consequéncia imediata que:

Tr(c+o') = Tr(c)+Tr(o),
det(oco’) = det(o)det(o’)

det(X -Ig —0) = X" —(Tr(o)) X" '+ + (=1)"det(0).

Neste momento, nosso intuito é definir trago, norma e polinémio caracteristico para uma
extensao de anéis, para isto, sejam B um anel e A um subanel de B, onde B é um A-mdédulo livre
de posto n. Observe que, para todo x € B, a multiplicacao por x, m,, que associa todo y € B a
mg(y) = zy, ¢ um automorfismo do A-médulo B.

Note que, para z,2' € B e a € A, tem-se:
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o (my+my)(y) =ay+2'y = (z+2')(y) = myyw(y) para todo y € B, e portanto, my, + my =
Myta’s

o my omy(y) =my(2'y) = z2'y = my (y) para todo y € B, e portanto, m, o my = my,;

o maz(y) = (az)(y) = a(ry) = am,(y) para todo y € B, e portanto, mg, = ams.

Além disso, a matriz de m, com respeito a qualquer base de B sobre A é a matriz diagonal,

isto é, todos os elementos da diagonal sao a e o restante sao nulos.

Definicao 1.4.1. Definimos o trago (respectivamente, norma e polinémio caracteristico) de x € B,
relativo a B e A, como sendo o traco (respectivamente, determinante e polinomio caracteristico) do

automorfismo m.

Observagao: O ftrago (respectivamente, norma) de x ¢ denotado por Trp a()

(respectivamente, N 4(x)) ou T'r(z) (respectivamente, N(z)) quando ndo hd duvidas entre os anéis

envolvidos.

As propriedades do traco (e norma) de x sdo andlogas as propriedades do traco (e norma) de

um automorfismo. Mais precisamente, temos:

Proposigao 1.4.2. ([10], pdg: 36) Sejam B um anel e A um subanel de B, onde B é um A-mddulo

livre de posto n. Se x,x' pertencem a B e a pertence a A, entao:
(i) Tr(z+2") =Tr(z) + Tr(z);

(ii) Tr(azx) = aTr(x);

(iii) Tr(a) = na;

(iv) N(za') = N(@)N(a');

(v) N(a) = a™;

(vi) N(ax) = a"N(x).

A seguinte proposi¢ao nos diz como determinar o trago e a norma de um elemento, conhecendo

as raizes do seu polindmio minimal. Sua demonstracao pode ser obtida na seguinte referéncia:

Proposicao 1.4.3. ([10], pdg: 36) Sejam K um corpo de caracteristica zero (isto €, nao existe n
inteiro positivo tal que n - 1x = Og) ou um corpo finito, L uma extensdo algébrica de grau n de K, x
um elemento de I e x1,- - ,x, raizes do polinémio minimal de x sobre K, onde cada um se repete
[L : K[z]] vezes. Entdo, Try k() =1+ +n, NLk(T) = 21Ty € 0 polindémio caracteristico de

x, relativo aL e K € (X —x1) - (X — xy).
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Assim, o polinémio caracteristico é a [L : K[z]]-ésima poténcia do polinémio minimal de x

sobre K.

Exemplo. Sejam K = Q[\/&], um corpo quadrdtico, onde d € um inteiro livre de quadrados e

a=a+bVdeK. Entao, uma das duas coisas ocorre:

a) Se b = 0 entao, « = a € Q e portanto, p(X) = X — a € o polinémio minimal de . Assim,

Tr(a)=a e N(a)=a .

b) Se b +#0, o polinémio minimal de o € ¢(X) = X? — 2aX + a®> — db® e suas raizes sio a + b\V/d e
a—bVd. Assim, Tr(a) = 2a e N(a) = a® — db>.

Agora, nosso objetivo serd relacionar os conceitos que definimos hé pouco, com elemento integral

sobre um anel, isto sera feito por meio da seguinte proposicao e seu corolario.

Proposicao 1.4.4. ([10], pdg: 38) Sejam A um dominio integral, K seu corpo de fragoes, L uma
extensao finita de K e x um elemento de IL integral sobre A. Assumindo que K tem caracteristica zero
entdo, os coeficientes do polinomio caracteristico P(X) de x relativo a L e K, sdo integrais sobre A.

Em particular, Try x(v) e Ny (z) sdo integrais sobre A.

Corolario 1.4.5. ([10/, pdg: 38) Seja A um anel integralmente fechado. Entdo, os coeficientes do

polinémio caracteristico de x, em particular Try () e Ny k(x), sio elementos de A.

Demonstragdo. Por definicdo os coeficientes do polindmio caracteristico de x sdo elementos de K.
Pela Proposicao (1.4.4) sao integrais sobre A. Portanto, sdo elementos de A, pois A é integralmente

fechado. O

Concluimos esta secao com a seguinte observacao: Suponhamos a € Q[\/ﬁ], onde d é inteiro
livre de quadrados, tal que « € integral sobre Z. Sabemos que Z é integramente fechado, portanto, pelo
Corolario (1.4.5), Tr(«) e N(«) pertencem a Z. Por outro lado, se Tr(«) e N(«) sao nimeros inteiros,
tem-se que a é rafz do polinémio p(X) = X2 — Tr(a) + N(a) pois, mostramos que se o = a + bv/d
entdo, Tr(a) = 2a e N(a) = a® — db®. Donde, a é integral sobre Z. Consequentemente, temos que
um elemento de um corpo quadrético é integral sobre Z se, e somente se, seu trago e sua norma sao

numeros inteiros.

1.5 Discriminante

Nesta secao, definiremos o conceito discriminante, bem como, algumas de suas propriedades e

sua relagao com o conceito norma, definido na segao anterior.
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Definigao 1.5.1. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B € um A-mddulo livre de posto

finito n. Dados (x1,--+ ,x,) € B™ define-se seu discriminante por:
Dpja(@1, -+ an) = det(Trp a(@iz;)).

Exemplo 1.5.2. Seja K um corpo quadrdtico entdo, K = Q[\/&] onde d € inteiro livre de quadrados.
Considere {1,v/d} uma base de Q[\/d] sobre Q. Temos que D(1,v/d) = 4d.

De fato,
Tr(1) Tr(v/d)

D(1,Vd) =
Tr(vd) Tr((Vd)?)
Vamos calcular Tr(1), Tr(vd) e Tr((v/d)?).

Temos que: mi(1)=1=1-14+0-vdemy(vd) =+vd=0-1+1-+d. Portanto, a matriz de m;

¢é a seguinte:

10
my =
0 1
E portanto, Tr(m;) =Tr(l)=14+1=2.
Analogamente,
01 d 0
Vi 10 0 d

Assim, Tr(m /) = Tr(Vd) =0 e Tr(mg) = Tr(d) = 2d
Donde,

2 0
D(1,Vd) = = 4d.
0 2d

Proposicao 1.5.3. ([10], pdg: 38) Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-mddulo
n

livre de posto finito n. Se (y1,--- ,yn) € B™ € um conjunto de elementos de B tais que y; = Zaijxj
7j=1

com a;; € A e x; € B, entao

D(yla T 7yn) = (det(aij))QD(wh . ,.Z‘n).

Observacgao. Note que a Proposicao anterior implica que o discriminante das bases de B sobre A sdo
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associadas, isto €, a matriz (aij) que expressa uma base em termos da outra tem uma matriz inversa
com entradas em A. Portanto, ambos det(a;;) e det(a;;)~! sio inversiveis em A. Com isto temos a

sequinte definicdo:

Definicao 1.5.4. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-mddulo livre de posto
finito n. O discriminante de B sobre A, denotado por Dp,a, € o ideal principal de A, gerado pelo

discriminante de qualquer base de B sobre A.

O préximo resultado caracteriza bases de B sobre A em termos do discriminante Dp 4,

considerando algumas hipdteses especificas.

Proposicao 1.5.5. ([10], pdg:39) Suponha que Dpa contem um elemento que nao é um divisor de
zero (isto €, existe a € Dp/a tal que a-x = 0 se e somente se, x = 0). Entdo, para que o conjunto

(w1, ,xn) C B" seja uma base de B sobre A é necessdrio e suficiente que D(w1,- -+ ,xyn) gere Dp 4.

O préximo resultado nos mostra como calcular o discriminante em casos mais gerais, quando

ao invés de anéis temos corpos, a demonstracao serd omitida mas pode ser encontrada em [10].

Proposigao 1.5.6. ([10], pdg: 39) Sejam K um corpo finito ou de caracteristica zero, L. uma extensao
finita de grau n sobre K e o1,--- , 0, 0s distintos K-isomorfismos de . em um corpo algebricamente

fechado M contendo K. Entao, se {ai,---an} € uma base de L sobre K,
D(ay,- - ap) = det(o;(a;))? # 0.
Com o objetivo de relacionar os conceitos Norma e Discriminante, apresentaremos o préximo
resultado, cuja demonstracao pode ser encontrada em [IT].
Proposicao 1.5.7. ([11], pdg: 55) Sejam K = Q(«) um corpo de nimeros e p(X) o polinémio

minimal de o sobre K, onde p(X) tem grau n. Entdo, a Q-base {1,a,--- o™ '} tem discriminante

1n(n -1)
DK/Q(L Q- 7an—1) = (_1)2 NK/Q(;DI(O[)),

onde p'(X) € a derivada de p(X).

1.6 Base Integral

Considere K = Q(#) um corpo de ntimeros de grau n, onde # é integral sobre Z, ou seja, 0 é raiz
de um polinébmio moénico com coeficientes inteiros, considere também, Ok o anel dos elementos de K

que sao integrais sobre Z.
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Temos que Ok é um grupo abeliano sobre a adigao. Além disso, uma Z-base para (Og,+) é
denominada base integral para K.
Assim, {aq, -+ ,a,} é uma base integral se, e somente se, todo «; é integral sobre Z, ou seja,

a; € Og para i = 1,--- ,n e, cada elemento de Ok é unicamente determinado por
ajaq + -+ apoy

com a; € Z, parat=1,--- n.

Observagao. Toda base integral de Og € uma Q-base de K mas, nem toda Q-base de K constituida

de elementos integrais sobre Z. € uma base integral de Ox.

Exemplo. O conjunto {1,/5} ¢ uma Q-base de K = Q(\/5) no entanto, nio pode ser uma base
integral de K pois o elemento % ¢ raiz de X?> — X — 1 e portanto, € integral sobre 7. mas, nio pode

ser escrito como combinacdo linear de 1 e V5 com coeficientes em 7.
Isto posto, nosso objetivo serd mostrar que a base integral sempre existe.

Teorema 1.6.1. ([10], pdg: 40) Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragaes,
L uma extensdo finita de K com grau m, e A" o fecho integral de A em L. Suponha que K € de

caracteristica zero. Entao, A’ é um A-submddulo de um A-mddulo livre de grau n.

Corolario 1.6.2. ([10], pdg: 40) Adicionando nas hipdteses do Teorema que A € anel principal.

Entao, A’ é um A-mddulo livre de grau n.

Note que para o caso particular, em que, A=Z, K=Q,L=Q(f) e A’ = Oq(g) a demonstragao
decorre do Teorema . Para consultar a demonstragao do caso geral veja ([10]). Assim, Og)
¢ um Z-médulo livre, consequentemente, sempre existe uma Z-base para Og(g), a qual denominamos
anteriormente base integral.

Na Observacao formalizamos como sio as bases de Ok, onde K = Q(vd) é um
corpo quadratico, como um Z-médulo, ou seja, definimos as bases integrais de um corpo quadratico.
Portanto, a referida Observagao pode ser reescrita da seguinte forma: no caso em que d = 2 mod 4
oud=3 mod 4, {1,V/d} é uma base integral para K enquanto que, se d =1 mod 4, {1, %(1 +Vd)}
é uma base integral para K.

Portanto, considerando o exemplo anterior, temos que {1,% (1 + \/5)} constitui uma base

integral para Q(v/5), e também, forma uma Q-base .

Definicao 1.6.3. Dado um ideal nao nulo T de Ok, definimos a norma de T sendo o mumero

card(Ox/T).
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Observagao 1.6.4. Se < a > for um ideal principal de Og entio, N(< a >) = |N(a)|. Para a

demonstragao veja ([10]), pdgina 52.

1.7 Corpo dos Nimeros Complexos

Os numeros complexos surgiram da necessidade de encontrar raizes de equagao do tipo
X? 41 =0 pois, ndo existe nimero real que satisfaca tal equacdo. Assim, convencionou-se que o

2 = —1. Construiu-se assim, um novo corpo,

numero imaginario ¢ teria esta propriedade, ou seja, @
extensao do corpo dos numeros reais, pela adicao do elemento ¢, o qual chamamos de corpo dos
nimeros complexos e denotamos por C, em notagdo matemética, C = R[i] = {a + bi; a,b € R}.

Nesta secao faremos uma breve revisao de alguns conceitos do Corpo dos Niimeros Complexos,
tais como as representacoes de seus elementos, forma algébrica, polar e exponencial, assim como
calcular poténcia e raizes naturais de nimeros complexos.

Tradicionalmente, representamos um numero complexo pela sua forma algébrica, isto é, z € C
entao, z = a + bi para algum a,b € R. No entanto, conhecer apenas esta representacao, algumas vezes
é insuficiente. Por exemplo, a radiciacao de niimeros complexos nao é uma tarefa simples tratando-se
deste tipo de representacao todavia, na forma polar, esta operacao é elementar como veremos mais
adiante.

Dado um numero complexo na sua forma algébrica, z = a + bi, 0 escrevemos na sua forma
polar, dada por z = pcos(0) + ipsen(0) = p(cos(f) + isen(d)), onde p = Va2 + b> = |z|, a = pcos(h)
e b = psen(f). Observe que este nimero § nao é unico, pois, o substituindo por #; = 6 + 2km com
k € Z teremos o mesmo elemento z, sendo assim, deste momento em diante, sempre que falarmos
em forma polar estaremos nos referindo a 6 € (—m, w]. Relacionada com esta representagao, temos a
forma exponencial dada por z = p(cos(f) 4 isen(f)) = pe®.

Nosso objetivo agora, sera formalizar poténcia e raizes n-ésimas de nimeros complexos. Para

isto, serd necessario o seguinte Teorema e seu Corolario.

Teorema 1.7.1. (Férmula de DeMoivre) Seja n € N, entao
(cosf + isen )™ = cos(nf) + isen(nd) para todo 6 € R.

Corolario 1.7.2. Se n <0, a Formula de DeMoivre € vdlida, isto €,

(cosB + isen )™ = cos(nb) + isen(nd) para todo 0 € R.
Agora temos as ferramentas necessédrias para definir uma poténcia de nimeros complexos.

Definigao 1.7.3. Dadon € Z e z € C, z = p(cos @ +isenf), definimos a n-ésima poténcia de z como

sendo o nimero z™ = p"(cos(nf) + isen(nd)) .
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Analogamente, dado z € C e n > 0, definimos a raiz n-ésima de z como sendo o nimero complexo

1 . . o~ ~ . ,
w, representado por zw ou {/z, que satisfaz w™ = z. Assim, pela definicdo de poténcia de ntimeros
complexos, se z = p(cos f+isen ) entdo, w = {/p (cos ((”%k”) + isen ((”%k”)) comk=0,1,--- ,n—1.

Os n nimeros complexos assim obtidos, sao denominados as n raizes distintas de z.

1.8 Teoria de Galois

Nesta secao, faremos uma breve sintese sobre a Teoria de Galois, tal teoria serd de grande
importancia para o decorrer deste trabalho.

Dados (L, +, ) e (K, ®, ®) corpos, uma aplicagao f : L — K é um homomorfismo se: f(x+y) =
f@)® f(y) e f(z-y) = f(z) ® f(y) para todo z,y € L. Um homomorfismo bijetor, é denominado
isomorfismo e, um isomorfismo cujo dominio e contra-dominio coincidem é denominado automorfismo.
Além disso, o conjunto dos automorfismos sobre o corpo L, Aut(L) = {f : L — L; f é automorfismo},
com a operagao composicao de aplicagoes é um grupo, isto é, (Aut(L),0) é um grupo.

Seja L|K uma extensao de corpos. O grupo formado por todos os automorfismos que fixam K
com a operagao composicao, {f € Aut(L); f|lx = id}, é um subgrupo de Aut(L). Com efeito, dados
f e g pertencentes ao referido grupo, tem-se que f|x = id e g|g = id, disso, g~ '|x = id, portanto,

fo gillK = id. Donde, prova-se a afirmagao.

Definicao 1.8.1. O subgrupo Gal(L|K) = {0 € Aut(L);o|x = id} é denominado Grupo de Galois da

extensao L|K.

Observagao 1.8.2. E importante resaltar que, se o € L € raiz de um polinomio p(X) € K[X] entao,
o(a), o € Gal(L|K), é também uma raiz de p(X). De fato, suponha que p(X) = ag+a1 X +---+a, X",
como «a € raiz de p(X) tem-se que p(a) =0, isto €, ap + a1+ - - -+ a,a™ =0, aplicando o em ambos
lados da igualdade, temos: o(ag) + o(ar)o(a) + -+ o(ay)o(a™) = 0(0), usando que o|x = id, e que
o(a™) = o(a)”, pois o é automorfismo, obtemos: ap+aro(a)+---+ano(a)” = 0. Donde, p(c(a)) =0

e assim, o(a) € raiz de p(X).

Definicao 1.8.3. Uma extensao finita LK é Galoiseana ou de Galois, se L = K(R,), para algum
polinémio separdvel p(X) € K[X]. Onde, R, ¢ o conjunto de todas as raizes de p, além disso, um

polinomio € dito separdvel se suas raizes sao distintas.

Se L|K é uma extensdo Galoisiana entdo a ordem do grupo de Galois da extensdo (sua
cardinalidade) coincide com o grau da extensao, isto ¢, o(Gal(L|K)) = [L : K].

Pelo feito anteriormente, a toda extensdo de corpos L|K, associamos o grupo de Galois,
Gal(L|K). Agora nosso objetivo serd o reciproco, associar a cada subgrupo H de Gal(L|K),

H < Gal(L|K), uma extensao de K.
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Para isto, considere . um corpo e H < Aut(L) o conjunto L = {a € L;o(a) = a,Vo € H}
¢ um subcorpo de L. Com efeito, tome oaq,as € LH entdo, para todo ¢ € H,
ola; £ ag) =0(aq) £ o(ag) = a; £ ag, onde a primeira igualdade ocorre pois o é homomorfismo
e, a segunda igualdade ocorre pois, oy e ap € L. Donde, a; + as € LY. Analogamente,
olar - ) = o(ay) - o(ag) = a1 - ag, e portanto, a; - ay € L¥. Além disso, para todo o € L,
a # 0, e para todo o € H tem-se: o(a™!) =o(a)™! =a~! e assim, a~! € L¥. Logo, L é subcorpo

de L.

Definigao 1.8.4. O subcorpo LY = {a € L;o(a) = a,Vo € H} delL é nomeado Corpo Fizo Associado
a H.

Agora, apresentaremos alguns resultados cujas demonstragoes serao omitidas mas, podem ser

encontradas em [6].
Lema 1.8.5. ([0], pdg:18 - adaptado) Seja I um corpo.
(i) Se Ky C Kg sdo subcorpos de L, entdo, Gal(L|Ky) C Gal(L|Ky).
(i) Se K é um subcorpo de L, entdo K C LEAUELK),
(iii) Se Hy C Hy sdo subgrupos de Aut(L), entdo LH2 C LH1,
(iv) Se H é um subgrupo de Aut(L), entdo H C Gal(L|LY).
(v) Se K =L para algum H < Aut(L), entio K = LEULIK),
(vi) Se H = Gal(L|K) para algum subcorpo K de L, entdo H = Gal(L|LH).

Proposicao 1.8.6. ([0, pdg: 21) Seja G um grupo finito de automorfismos de L. Entao,
o(G) = [L: LY e assim, G = Gal(L|LY).

O préximo resultado nos garante a reciprocidade que desejavamos.

Teorema 1.8.7. (Teorema Fundamental da Teoria de Galois)([6l], pag: 51) Sejam L|K uma extensao
finita de Galois e G = Gal(L|K). Entdo, eziste uma correspondéncia (biunica) entre os corpos
intermedidrios entre K e L e os subgrupos de G, dadas por Ml — Gal(L|M) e H — LA, onde M ¢é um
corpo intermedidrio entre K e L, e H é subgrupo de G. Mais ainda, se M <+ H, entao [L : M] = o(H)
e M:K]=(G: H). Além disso, H € subgrupo normal de G se, e somente se, a extensio M|K ¢é de
Galois. Quando isto ocorre, temos Gal(M|K) ~ G/H.



CAPITULO

Corpos Ciclotomicos e Reticulados

Considere a seguinte situagao: Tem-se uma sala no formato de um paralelepipedo e, com cubos
idénticos, deseja-se ocupar o maior volume possivel da sala. Com célculos elementares, conseguimos
encontrar as dimensoes de tais cubos, de maneira que a drea preenchida seja 100%, pois os cubos
se encaixam de tal modo, que ndo sobram espacos vagos entre eles. Agora, imaginemos o mesmo
problema, porém, ao invés de cubos, queremos preencher a sala com esferas. Pergunta-se: é possivel
preencher completamente a sala? Sabemos que nao. Entdo, qual o maior volume que esta sala pode
ser preenchida por esferas idénticas?

Generalizando o tltimo problema, desejamos cobrir a maior drea do espaco R? com esferas
idénticas. Similarmente, podemos generalizar este problema para o R™. Este problema é conhecido
como Problema Classico do Empacotamento Esférico, com grandes questoes em aberto até hoje.

Este capitulo, estd dividido em duas grandes partes: Os corpos ciclotomicos e os reticulados
pois, o capitulo posterior terd como objetivo principal aplicar os conceitos abordados dos reticulados
a corpos ciclotomicos. Iniciaremos portanto, apresentando os corpos ciclotomicos e suas propriedades,
além de determinar conceitos vistos no primeiro capitulo tais como: base integral e discriminante.
Abordamos também o subcorpo real maximal de um corpo ciclotémico, apresentamos uma maneira
de representa-lo bem como sua base integral.

Posteriormente, estudaremos os conceitos matematicos descritos na situagao problema anterior.
Nosso interesse principal é obter o maior raio para as esferas, de modo a maximizar o espago preenchido
pelas mesmas. Neste trabalho, restringimos os conjuntos de centros aos reticulados. Apresentamos
também, uma férmula para calcular a proporcao do espaco coberta pela uniao das esferas e, a solugao

deste problema para as dimensoes 1 e 2. Em seguida, indicamos uma maneira de obtermos reticulados,
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via homomorfismo de Minkowski, bem como, para casos especificos, a férmula para calcular o volume
do reticulado assim obtido. Além disso, se estivermos no caso em que o corpo ¢ totalmente real ou,
totalmente imagindrio, o comprimento dos vetores da imagem pelo homomorfismo de Minkowski pode
ser descrito usando a forma traco, essa descricao também pode ser encontrada neste capitulo. Por fim,

calculamos os valores da funcao trago da raiz n-ésima da unidade.

2.1 Corpos Ciclotomicos

Nesta secao, estudaremos os corpos e os polinémios ciclotomicos, além de suas respectivas
defini¢cbes, mostraremos alguns exemplos e propriedades para uma melhor compreensao destes
conceitos, que serdao a esséncia da continuidade deste trabalho. Posteriormente, apresentaremos o
subcorpo real maximal de um corpo ciclotémico, a respeito destes corpos, mostraremos o respectivo
anel dos elementos integrais e apresentaremos uma base integral.

Consideremos K um corpo e n € N*. Definimos como raiz n-ésima da unidade, todo elemento
¢ de K tal que (" = 1. Consequentemente, ¢ é raiz do polinomio X" — 1 € K[X].

Denote por U o conjunto de todas as raizes distintas de X™ — 1 em K, em outras palavras,
U={¢eK; ("=1}. Temos que o conjunto U é um grupo multiplicativo, subgrupo de (K, ).

Usando o fato de que todo grupo multiplicativo finito num corpo é ciclico, temos que U é
ciclico. Sendo assim, podemos representar as n raizes n-ésimas da unidade por ¢,¢2,---, ", donde ¢
é um gerador do grupo U.

Além disso, temos que se |[U| = n e U = ({) entdo, ¢* serd outro gerador de U se, e
somente se, k e n sdo primos entre si, isto é, mde(k,n) = 1. As raizes n-ésimas da unidade que
possuem esta propriedade, de gerar U, sao denominadas raizes n-ésimas primitivas da unidade. O
nimero das raizes n-ésimas primitivas da unidade é obtido pela funcao de Euler, ¢ : N* — N

definida por, p(n) = {m € N;1 < m < n e mde(m,n) = 1}| no qual tem-se n = ng(d),
dln
onde d sao os divisores de n. Ou, equivalentemente, podemos definir a fungao de Fuler por:

—1 -1 s—1
on)=@E1—p2—1)--(ps — 1)1)5’“ )pé’” Vooopl®™Y onde, n = pItpy? - pls, com pr, P2, -, Ds
numeros primos e ai,as, - -+ ,as nimeros naturais.

Dado n um nimero inteiro positivo, definimos (,, como sendo e » , isto é, (,, ¢ uma raiz primitiva

n-ésima da unidade, e o corpo Q((,) é chamado o n-ésimo corpo ciclotéomico.

Definigao 2.1.1. O n-ésimo polinémio ciclotomico, € o polindmio monico cujas raizes sao as raizes

primitivas da unidade, isto €,

o,(X)= ] (x-¢.
=1

mdc(i,r;)zl
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E imediato da definicao que (P, (X)) = ¢(n). Além disso, 0 n-ésimo polinémio ciclotémico é
irredutivel sobre Q. De fato, sabemos que existe um tunico polinémio minimal p(X) tal que p(¢,) = 0.
Além disso, [Q(¢n) @ Q] = ¢(n), donde, I(p(X)) = 9(Py(X)), temos também que ®,(¢,) = 0.
Portanto, p(X) = ®,,(X) e assim, ®,,(X) é irredutivel sobre Q.

Agora, demonstraremos um lema que nos ajudard a construir exemplos de polinémios

ciclotomicos.

Lema 2.1.2. ([J], pdg: 100) Se n é um inteiro positivo, entdo

X" —1=]]®uX).
dln

Demonstragdo. Sejam 1 =dy < dy < --- < dg = n todos os divisores de n. Entéo,

n—1 n—1 n—1
xt—1= ] «x-¢) I x-¢)- J] &x-<¢.
i=0, i=0, =0,
mde(i,n)=d1=1 mdc(i,n)=dz mdc(i,n)=ds
onde,

n—1 )
[I &-c)=0px)=0,x).
=0,

mdc(i,n)=d1=1

j/d

Note que, se d = mdc(j,n) entao @ = Cn/d. Logo,
n—1 A t—1 S t—1 ‘
x-ay= I (x-dli) - (X -d) = 2ux),
i=0, j=0, j=0,
mde(i,n)=d mde(j,t)=1 mde(j,t)=1

_n s 1
comt=_ej=g.

Repetindo o mesmo argumento em todos os fatores, obtemos:

X' =1=Cr)Pnx) Pr(x),

uma vez que %, -+, 7~ sao todos os divisores de n, segue o resultado.
S

O Lema demonstrado nos garante que

X" —1=][]2uX) = ®p(X)P2(X)-- Pn(X)
dn
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onde, 1,do, - ,ds sdo todos os possiveis divisores de n. Logo,

X" -1

Portanto, uma consequéncia direta do Lema ([2.1.2)) é:

Xm—1
P, (X)= ———.
I 2«x)
dn; d<n
Desta forma,
(X)) =X -1

X2-1 XxX?-1
Dy(X) = = =X +1;
2(X) P(X) X -1 +h

X3-1 X3-1 5
P3(X) = 50~ X1 =X+ X +1;

oXr-1 Xt-1
TEXNnX)  (X-DE+n Tt

D4(X)

E assim por diante. Quando n é primo, ou uma poténcia de primo, podemos generalizar o

resultado.

Exemplos. 1. Seja n = p primo entao, XP —1 = ®1(X)®,(X), jd que 1 e p sdo os tinicos divisores

de p, portanto,

S XP—1 (X -D)(XPr 4 XPE 4 4 X 4 1)

b (X) = = = XP 1y XP2 4. 4 X 41,
p(X) %1 X -1 + +- 4+ X+

o qual é chamado p-ésimo polindomio ciclotémico.

2. Quandon=9p", r € Z tal quer > 1 e p € primo. Pelo Lema tem-se

XP" 1 =01 (X)Pp(X)P2(X) - D1 (X)Ppr (X)

p p

onde,

X 1= 0 (X)Bp(X)D2(X) - D (X).
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Logo,

() = o = Xl ot x e

D1 (X)Dp(X)Pp2(X) -+ Py (X)  XP -1

Este polinémio € denominado p"-ésimo polindomio ciclotomico.

Agora, nosso intuito sera explicitar o anel dos elementos de Q((,) que sao integrais sobre Z,
onde p é um numero primo qualquer.

Vimos que o p-ésimo polinémio ciclotémico é o polinémio ®,(X) = XP~1+ XP=24 ... + X +1.
E portanto, ¢, Cg, e ,Cg_l sdo as raizes de ®,(X).

Vimos também que o traco de x sobre Q, Tr(z) = Trg,) o), pode ser obtido através da soma
das raizes do polindmio minimal de = sobre QQ ou, pelo traco da matriz do operador m,. Portanto,

temos:

Tr(¢)=-1 e Tr(l)=p—1.

Além disso, TT(C,Z) = —1paraj=1,---,p—1 e portanto,
Tr(l—¢)=Tr(1)=Tr(¢)) =p—1—(=1) =p para j=1,---,p—1.

Vimos também que a norma de z sobre Q, N(x) = Ng,)o(), pode ser obtida através do

produto das raizes do polindmio minimal de x sobre Q. Logo,

ou seja,

1=G) (1= =2,(1) =p. (2.1)

Denote por A o anel dos elementos de Q((,) que sdo integrais sobre Z. Queremos mostrar que
Al - () NZ = pZ.

E claro que A contem (, e suas poténcias. Portanto, por temos que p € A(1 — ().
Consequentemente, pZ € A(1 — (,) NZ. Para mostrar a outra inclusao, suponha por absurdo que pZ
esta contido propriamente em A(1 — (,) NZ C Z. Usando o fato de que pZ é um ideal maximal de Z
temos que, A(1 — (,) NZ = Z. Além disso, como 1 € Z, segue que 1 = (1 — (p)a, para algum a € A.
Logo, 1 — ¢, ¢ inversivel em A, e assim 1 — Cg sao inversiveis em A para j = 2,--- p — 1. Donde,
(1-G)A=¢) - (1— p=1) = p & inversivel em ANZ, o que é um absurdo. Logo, A(1 —(,)NZ = pZ.

Agora, vamos mostrar que, para todo y € A, Tr(y(1 — (,)) € pZ.
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Cada conjugado y;(1 — C;;) de y(1 — ¢p) é um multiplo de 1 — Cziv em A, parai=1,---,p— 1.
Como 1 — C;; =(1-¢)A+G+--+ C]’;_l) segue que 1 — C;} ¢ um multiplo de 1 — ¢, em A.

Sendo o traco a soma dos conjugados, segue que Tr(y(1—(p)) =y1(1—¢p) +- - -+ yp—1( g_l) =
= a(1—(p,), com o € A. Portanto, Tr(y(1—(p)) € A(1—(,). Além disso, sabemos que Z ¢ integralmente
fechado e, pelo Corolario (|1.4.5) segue que T'r(y(1—(,)) € Z. Assim, Tr(y(1—(p)) € A(1—{)NZ = pZ
a igualdade ocorre do que provamos anteriormente.

Agora temos as ferramentas necessérias para determinar o anel dos elementos de Q((,) que sao

integrais sobre Z.

Teorema 2.1.3. ([10], pdg: 43) Seja p um nimero primo e (, wma p-ésima raiz primitiva da unidade
em C. Entdo, o anel Og,) dos elementos integrais de um corpo ciclotomico Q((p) € Z[Gp], além disso,

{1, Cp> Cg, SRR 572} ¢ uma base do Z-mddulo Ogc,), ou seja, o referido conjunto determina uma base
integral de Q(p).

Demonstragdo. Seja Ogc,) o anel dos elementos integrais de Q((p). Uma vez que Z[(y] C Ogc,)s
precisamos mostrar que Og¢,) C Z[(p)-

Seja v € Ogy¢,), entao a € Q((p), e assim, podemos escrever
a=ag+ CL1Cp + -4+ ap_2C£72, (2.2)

coma; € Q, parai=0,1,--- ,p— 2.

Multiplicando ambos membros da equagao por (1 — () temos:
a(l=G) =ao(l = G) +ar(G— )+ +apa(@ = 7).
Aplicando o trago nesta equacao, temos que:
Tr(a(l —¢p)) =aoTr(l —(p) + -+ ap—2Tr( 5_2 - Cg_l).

Usando que T?“(C;'7 — C]’;H) =0parai=1,---,p—2, segue que Tr(a(l —(p)) = agTr(l — (), €
usando o que ja provamos, T7(1 — ¢,) = p, temos Tr(a(l — () = app. Além disso, mostramos que
Tr(y(1 —¢p)) € pZ, consequentemente, agp € pZ, donde, ag € Z.

omo (, - =(, ,segueque( € e portanto, pela equacao (|2.2]) segue que:
Como ¢ = ¢~ G € Ogg,) e portanto, pel (2:2)
(@ —a0)Gy ' = a1 +asty + -+ ap2Ch* € Oge,)-

Usando o mesmo argumento anterior, a; € Z. Aplicando o mesmo argumento sucessivas vezes
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tem-se que a; € Z, 1 =0,--- ,p— 2.
Portanto, Oq¢,) € Z + Z¢, + -+~ + chfz, ou seja, Og(¢,) < Z[Cp). Deste modo, concluimos que
Oq(,) = ZIG)-
Além disso, como 1,(p,--- ,C5_2 sao linearmentes independentes sobre Z, pois o sdo sobre Q e
como O,y =Z+Zg, + -+ ngfz, segue que {1,(p, - -, 5_2} ¢ uma base de Z[(p).
D
O

O préximo Teorema é uma generalizagao trivial do teorema anterior, quando n é uma poténcia
de um nimero primo. Para sua demonstracao precisaremos dos resultados que seguem.

Primeiramente, vale ressaltar que o seguinte resultado, demonstrado para o caso em que p é
um nimero primo, estende-se naturalmente para os p"-ésimos corpos ciclotomicos, Q((,r), ou seja,

valem:
1) (1= Gr)ANZ=pZ;

ii) Troe,)/o((1 —Gr)y) € pZ, Vy € A;
onde A ¢é o anel dos elementos de Q((,r) que sao integrais sobre Z.

Lema 2.1.4. ([J], pdg:30) Sejam p um niamero primo e r um numero natural.  Entao,

Z[1 — g‘pr] = Z[gpr] e DQ(Cpr/@)(LCP” e ’C;';(p )*1) — DQ(Cpr/Q)(lv 1 — Cpryo e (1= Cpr)go(p’“)—l)’ para
todo p" > 3.

Demonstragao. Para todo a € Z[1 — (] temos:

o = ag+ar(l=Gr)+ar(l—Gr)? 4+ apopypr (1— Gr) PP

= (ao+ar+az+ - +agp 1)+ (—ar — 2a2)Gr + -+

r—1

Assim, a = by + b1 + bgg“gr + et b(p_l)pr—lg‘]g{’*l)P e portanto, o € Z[(pr].

_ r—1
Por outro lado, se o € Z[(yr], entdo, o = ag + a1(r + aggﬁr + o F a1 Iﬁi’ bp , como

G =1— (1 —(pr), podemos reescrever a da seguinte forma:

o = ag+a(l—(1=Gr)) +as(l— (1= )+ +ag (1 — (1= )@
= aot+ar—ar(l = Gr)+az(l = 2(1 = Gr) + (1= Gr)?) +

= (a0t art ag) + (a—2a— = (p = )P a1 - Gr) o

donde, o = by + b1 (1 — (pr) + ba(1 — (pr)? + -+ + bp—1)pr—1(1 — Cpr)(p_l)prfl, e assim, a € Z[1 — ¢r].

Consequentemente, vale a primeira igualdade.
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Para mostrarmos a segunda igualdade, note que, como os conjugados de (,» sao os elementos Cgr,

comk=1,---,p" —1 e mdec(k,p") = 1, segue que os elementos 1 — qu sao os conjugados de 1 — (pr.

Além disso, como det(0;(¢})) é o determinante de uma matriz de Vandermonde (isto ¢, os termos de

cada linha estdo em progressao geométrica), segue que:

DQ(CPT/Q)(]_’ gpr, e 7(]‘?(10'”*1) — H(CII;‘T o C;r)Q

t<k

= [[a-¢g)-a-¢)?

t<k
= Do, /@) (1,1 =Gy ooy (1= Gr)?®D 7).

]

Lema 2.1.5. ([{], pdg:31) Sejam p um nimero primo e r um nimero natural. Entao,

H(l - C;:T) =D

k
com 1 <k <p", tal que, p | k.

~ , _oxr o1 Pt 277 L (p—1)p" "

Demonstragao. Temos que @, (X) = T = 14+X +X 4+ X , portanto, todos
08 Cf,fr, com 1 < k < p", tal que, p [ k sdo rafzes de ®,-(X) uma vez que sdo raizes de X" — 1 mas
nao sio de X?" ' — 1. Deste modo, o, (X) = H(X - C;fr) e existem exatamente p(p”) = (p — 1)p"~!

k
valores de k pois 9(®,r (X)) = (p — 1)p" L. Tomando X = 1, obtemos que

T

p
()= [ A-¢h)y=1+17 1% 4 1 oy
k=1, pl/k

O]

Lema 2.1.6. ([4], pdg:29) Sejam K uma extensdo finita de grau n sobre Q, {aq,- - an} uma base de
K sobre Q, onde a; € Ok e DK/Q(al, ---ay) = d. Entao, todo elemento de Ok pode ser escrito na

forma
miay + -+ mpay

d )

2

; € divistvel pord, j=1,--- ,n.

onde m;j € Z em

Demonstragao. Se a € Ok entdao a € K, uma vez que Og C K. Além disso, como {aq,- -y} é uma
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base de K sobre Q, existem aq,--- ,a, € Q tais que
a=a1a] +aga + -+ apay,.

Considere o1, -+ , 0, 0s Q-monomorfismos de K em C. Aplicando-os em «, obtemos um sistema

de n equagodes dado por:
O'i(oz) = alai(ozl) + agai(ag) + -+ anai(an),

com i = 1,--- ,n. Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer, obtemos que as n raizes sao dadas
por a; = %, onde § = det(oi(c;)) e v;j é obtido de d trocando a j-ésima coluna por oy(cr). Além disso,
temos que os 7;, com j = 1,--- ,n, e § sao inteiros algébricos, uma vez que, sao obtidos a partir dos
«;’s, que o sao por hipdtese.

Pela Proposicao 1) temos que 62> = d e portanto, daj = d% = 52% = 07 ¢ um inteiro

algébrico. Usando que Z ¢ integralmente fechado, segue que da; € Z, j = 1,--- ,n. Considere
2
m; = daj, para j = 1,---,n, se mostrarmos que % € Z, teremos que mj2 ¢é divisivel por d. No
m2 m2

entanto, como Tj € Qe Q é o corpo de fracoes de Z, é suficiente mostrarmos que Tj é um inteiro

algébrico.
2
Temos que, m; = da; = J7; portanto, mJQ- = dza? = 52%2 = dﬁ. Logo,% = 7]2 ¢ um inteiro
2
algébrico pois 7; o é. Donde, % € 7 e assim, m? é divisivel por d. Segue que,

miaq + -+ My,
= ] ,

2

; ¢ divisivel por d, j =1,--- ,n. O

com mj € Zem

Lema 2.1.7. ([4], pdg:31) Seja K = Q({p), onde p é um nimero primo e r é um numero natural

nao nulo. Se Do, jq)(1, Gy« - 7@271)]“7171) =d entdo, d = p° para algum s € N.

Demonstragao. O p"-ésimo polinémio ciclotomico é dado por:

xv-!
Dpr (X) = X _ 1’
portanto,
X 1= @y (X)g(X), (2.3)

onde g(X) = XP' 1.



2.1 Corpos Ciclotomicos 44

Derivando ambos os lados da Equagao temos:
PPXTT = @ (X)g(X) + @y (X)g'(X),
substituindo X por (,r, obtemos:

PrCﬁ:fl = ‘?;T(Cpr)g(gp’")+(I)pr(Cp’“)g,(<pT)

= CD;T (Cp”)g(gp’")a

uma vez que, ®,r((yr) = 0.
.. ., r_1 L _
Mais ainda, temos que p" = (pr @ (G )g(Gpr), j& que (™ = ¢r prl = 1(pr1.

Agora, aplicando a norma temos:

r(p— r—1
prPmP = No(e,r)/(Ppr (6 )) N,y /(G 9 (Gor))s

Donde, pelo Teorema [1.5.7]

7‘71_1

r(p—1)p™~1 _ (p—1)
PP = Do a(L 5 Gr P T ) Ny a(Grrg(Gr)),
Portanto, d\g)r(f”*l)pr_l7 ou seja, d = p®, s € N. O

Teorema 2.1.8. ([, pdg:30) Seja K = Q((pr), onde p € um nimero primo e r é um nimero natural

nao nulo. Entao, Ox = Z[(yr] e {I,Cpr, o angE_l)pril_l} ¢ uma base de Z[(yr] como um Z-mddulo.

Demonstragao. Mostraremos que Og = Z[1 — (pr].
Suponhamos, por absurdo, que Ok # Z[1 — (,r] e, consideremos o € Ok, entao, pelo Lema m

podemos escrever o da seguinte maneira:

_ my + m2(1 - Cpr) ++ mn(l - Cp’")n_l
d )

onde, n = ¢(p") e m; € Zparai=1,---,n.

Pelo Lema [2.1.7] temos que d = p® para algum s € N. Logo, existe « € Og de modo que nem todos
os m;’s sao divisiveis por p°.

Considere i < n de modo que, m; nao seja divisivel por p®. Assim, temos que m; = p°q + r, com

q,7 € Z e 0 <r <p®. Com isto, podemos reescrever o da seguinte forma:

_omatmy(1—Gr) 4+ (PP ) (1 = Gr) T A (1 )
P '
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Desse modo, Ok contém um elemento da forma:

y = r(l— Cpr)i_l +mip1(1 — CpT)i + o+ my (1 — CpT)n_l
pS

)

multiplicando ambos os lados por p*~!, obtemos que

’Yps—l — r(l - Cp”)i_l +mip1(l — Cp’“)i + o+ my (1 — Cpr)n_l
p b

o qual, podemos reescrever como:

5o =) i (1= ) e (1= )"
p

com a; € Z e a; nao divisivel por p.

Pelo Lema [2.1.5) temos que ﬁ € Z[(yr] pois, (1—(pr ) é divistvel, em Z[(pr], por (1 — (pr).
— (pr
Assim, Lﬁ € Z[Cpr] e portanto, temos que LZ € Ok. Subtraindo termos que estdao em
(1 —Gr) (1—¢pr)

i
(1 - Cp’”)
Lema temos que Ng (1 — (pr) = p, segue que, pla}’, o que é um absurdo pois, a; ndo é divisivel

Ok, obtemos € Ok. Disto, segue que Nk (1 — (pr)|Ng/g(ai). Como Nk g(ai) = ail e, pelo
por p.
Donde, Og = Z[1 — (r] = Z[(pr], a tltima igualdade segue pelo Lema [2.1.4
0

O préximo resultado nos diz quem é o discriminante de Q({p-), onde p é um ndmero primo
e r é um inteiro maior que 1. A demonstracdo serd omitida mas, pode ser encontrada na referida

referéncia.
Teorema 2.1.9. ([12], pdg: 9): O discriminante de Q(pr) é:

r—l(

_pp prfrfl)’ se p” =4 ou se p= 3(m0d4)

r—1 o )
pr er=r=1), caso contrdrio.

O préximo Teorema é a generalizagao dos resultados anteriores, quando n nao é necessariamente
primo, para sua demonstragao serd necessario o seguinte Lema, sua demonstracao serd omitida mas

pode ser encontrada em [3].

Lema 2.1.10. ([3], pdg: 68) Sejam K e L dois corpos de nimeros. Assuma que seus discriminantes
sao relativamente primos e que o0s corpos sao linearmente disjuntos, isto €, se {wy,--- ,w,} € uma

base de K sobre Q e {vi,--- ,vm} € uma base de L sobre Q, entdo {w;v;} € uma base de KLL sobre Q.
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Entao,

O]K]L = OKO]L € DK]L = D%Dﬂ
Teorema 2.1.11. ([12], pdg: 11) Z[(,] € o anel dos inteiros algébricos de Q((y,)

Demonstragao. Inicialmente, observamos que, se n; e mng sao primos entre si entao
Q(¢ny)Q(Cny) = Q(Cnyny) uma vez que, [Q(Cpyny,) : Q] = p(nin2) e pela definicdo da fungao
de Euler, usando que m; e ng s@o primos entre si temos, @(ning) = ¢(n1)e(n), donde,
[Q(Cnmg) : Q] = [Q(Cm)@((nz) : Q] e, portanto, Q(Cm)@((nz) = Q(Cnmz)

Consideremos Q((¢,,), onde n é um numero qualquer. Decompondo n em poténcias de nimeros
primos, digamos, n = a; - - - as, onde a; = p;*, com p; primo e r; natural. Provaremos o resultado por
indugao sobre s.

Se s =1 entdo n = a; = p;* e, portanto, o resultado segue pelo Teorema

Suponhamos vélido para s, isto é, se n = a1 - - - as entao, Ogc,) = Z[(n)-

Provaremos para s + 1, seja m = aj---asasy1 entdo, pela observagao inicial, temos que
Q(¢m) = Q(¢n)Q(Cauyy )s agora, usando o Lema|2.1.10, temos que Ogyc,,.) = OQ(Cn)OQ(Casﬂ) e portanto,
Oq(¢m) = Z[Cn)Z[Ca, s 1] = Z[Cm]. Donde concluimos a demonstracio. O

Observagao 2.1.12. Como consequéncia do teorema anterior, temos que a base integral de Q((,) €

: _ 2 o(n)—1
o conjunto B ={1,(n, (5, G }.
Nosso préximo objetivo serd calcular o discriminante de corpos ciclotéomicos.

Teorema 2.1.13. ([12], pdg: 11) O discriminante de Q((,) sobre Q é dado por:

o) nPM
Doy/e = (-1)"2 [/

pln

Demonstracao. Pelo Lema[2.1.10, temos que, dados dois corpos de niimeros linearmentes disjuntos, K

e L, tais que, seus discriminantes sao relativamente primos, entao:
D(KL) = D(K)= . p(L)&Q

Aplicando a fungao logaritmo em ambos os lados da igualdade acima, temos:

log| D(KL)| = log (|D(K)|™¥ - |D(L)|*Y) = [L: Q]log | D(K)| + [K : QJlog|D(L)],
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dividindo ambos os lados da igualdade por [KL : Q], obtemos:

log| D(KL)| _ log |D(K)| | log|D(L)|
(KL : Q] [K: Q] [L: Q)

Agora, decompondo n em fatores primos, digamos, n = pi*p5® - -~ p{*, temos que Q((e:) e Q(Cpaj)
i j
estao nas condigoes do Lema [2.1.10} para¢,j =1,--- ,s com i # j, e portanto vale a ultima igualdade.

Portanto,

log |[D@(Gu)| _ 10slD@(G)l - 1og |D(Q(Gee )
¢ (n) p(pi') p(p5°)
s '71(piai—a7;—1))

_ Z (1ngi ;l:

i=1 pgl 1(pl - 1)

_ ZS: P (piai — a; — 1) (log p;)
=1 p?lil(p'b - 1)

s

iai—ai—l lo i u a; i_l — 1)(lo 5
Z(p )(log p;) Z( (pi —1) —1)(log p:)

P (pi — 1) P (pi— 1)
S 1 S S logpl
= > |ai— ) (logp) =D ailogp; —
Pt ( (pi — 1)) Pt — (pi—1)

S s 1 S S o1
= Y logp{ = logp] " =log [T pf" —log [[p)"
i=1 =1 =1 =1

S 1
= 1og(n)—lognpfi_l.
=1

Donde,
portanto,

Com isto, temos:
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2.1.1 Subcorpos Reais Maximais de Corpos Ciclotomicos

Seja Q(¢,), denotamos por Q(¢,)*T = {z € Q((,); * =T} = Q(¢,) N R o subcorpo real maximal
de Q(¢), isto 6, Q(¢,)™ é o maior subcorpo de Q(¢,,) que estd contido nos reais.

Da Teoria de Galois, temos a seguinte associagao:

Q) ————{a1}

Q(Cn)+ —H = {0170n—1}

Q—— G

Onde, 01, 0,1 representam a identidade e a conjugagao complexa respectivamente, isto pois, estes
dois isomorfismos fixam qualquer subcorpo real. Além disso, temos que [Q((,) : Q] = p(n) e como
o(H) = 2, pelo Teorema fundamental da teoria de Galois, [Q({,) : Q(¢,) "] = 2, donde, Pelo Teorema
da multiplicidade de graus, [Q(,)" : Q] = @.

Queremos nesta secao, explorar o corpo Q((,)", para isto, nosso primeiro objetivo serd
reescrevé-lo de uma maneira mais familiar.
Primeiramente, note que ¢?~' = (!, jd que n — 1 e —1 estdo na mesma classe de equivaléncia

médulo n, além disso, ¢, ! é o conjugado de ¢,. De fato,

1 2T . or]1 7t 2T . 2 2T . 2T —
¢, = |cos— +isen— = cos — — +isen — — = cos— — isen— = (.
n n n n n n
Observemos que a = (, + (' pertence a Q((,)T, uma vez que o1(a) = a e

On—1(a) = (Cn + C;l)_l = (' + ¢y = a, onde w™! representa o conjugado complexo de w, portanto,
« ¢ fixado por H, donde, o € Q(¢,) "

Por outro lado, ¢, é raiz do polinémio irredutivel p(X) = X% —aX + 1 € Q(«a)[X], além disso,
p(X) é o polinébmio minimal de ¢, sobre Q(«), pois do contrario, seu polindmio minimal ¢(X) teria
grau 1, isto é, ¢, € Q(a), o que é um absurdo pois ¢, é um nimero complexo e Q(«) é totalmente
real, donde, [Q((,) : Q(a)] = 2. Assim, temos Q(a) C Q(¢,)™ e ambos com o mesmo grau sobre Q
consequentemente, Q((,)T = Q(a) = Q(¢, + ¢, h).

O seguinte resultado determina uma base integral para Q(¢,)™, valido para qualquer n € N.
Proposicao 2.1.14. ([12], pdg: 16) Seja K = Q((, + ¢, 1) entdo, Ox = Z(¢ + ¢ 1).

Sendo assim, uma base integral para Q(¢,)* é dada por {1, ((, + ¢ 1), (G + ¢ N2, - -,
(Gu+ Gy 1P/ 1,
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2.2 Reticulados no R"

O objetivo desta secdo ¢é formalizar os conceitos matematicos envolvidos no problema de
empacotamento esférico. Iniciamos estudando o conjunto dos centros das esferas em questao,
exemplificamos casos em que sao possiveis, e casos que nao sao possiveis, obter um empacotamento
esférico. Destes que sdo possiveis, focamos nos denominados reticulados, apresentamos sua definicao
formal e algumas propriedades. Por fim, definimos densidade de empacotamento, abreviamos o

problema inicial e mostramos a solucao para esse problema em dimensoes 1 e 2.

Definigao 2.2.1. Sejamr > 0 e xg € R™. A esfera n-dimensional de raio r e centro em ¢y é denotada
por S(xo,r) e definida por:

S(xg,r) ={z € R"; || — x| < r}.
Definicao 2.2.2. Um empacotamento esférico em R™ € uma disposicao de esferas n-dimensionais de
mesmo raio em R™, de modo que a intersecdo de duas esferas quaisquer tenha mo mdxrimo um ponto.

Exemplos. 1. Os intervalos fechados de comprimento 1 com centro nos niumeros inteiros € um

exemplo de empacotamento esférico em R.

2. A sequinte figura ilustra um exemplo de empacotamento esférico em R?:

OO0
OO0
QOO0

3. A seguinte figura ndo é um empacotamento esférico em R?:

O interesse deste trabalho sdo os casos em que os centros, de tais esferas, formam um subgrupo

discreto de R™.
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Definigao 2.2.3. Sejam n um inteiro positivo e {vi,--- vy} um conjunto de vetores de R™, com
m < n, linearmente independentes sobre R. Definimos o reticulado A de posto m e base {vi,--+ , v}

como sendo o conjunto
m
A= {Zawi; a; € Z} .
=1

Antes de continuarmos falando sobre os reticulados, precisamos do préximo resultado, cuja

demonstracao encontra-se em [10]

Teorema 2.2.4. ([10], pdg: 53) Seja H um subgrupo discreto de R™. Entao, H é gerado como um

Z-modulo por r vetores linearmente independentes sobre R com r < n.
Segue do Teorema anterior que, todo subgrupo discreto de R™ é um reticulado.
Definicao 2.2.5. Um empacotamento reticulado é aquele cujo conjunto dos centros é um reticulado.

Exemplo. Se tomarmos A = 7", com a base canénica, e o raio de tais esferas igual a 1/2, temos um

empacotamento reticulado.

Definigao 2.2.6. Dado A um reticulado, de R"™, e B ={vy,--- ,v,} uma base de A, o conjunto
n
R(B) = {x ERY =) Avi; 0< N < 1},
i=1
€ chamado de regigo fundamental de A com relagdo a base B.

Dado um reticulado A de R™, existem diferentes maneiras de escolher uma base e uma regiao

fundamental. No entanto, independente desta escolha, o volume sempre é o mesmo.
Lema 2.2.7. ([10], pdg: 55) O volume da regido fundamental v(R) independe da base escolhida.

Portanto, denotaremos v(R) por v(A).
Dado um reticulado em R"™, ao maior raio, para o qual seja possivel definir um empacotamento
de A, denominamos raio de empacotamento de A e é dado por:

min{|A|; A € A, A # 0}
5 :

Isto posto, define-se a densidade de empacotamento de A como sendo

volume de uma esfera de raio p

A(N) = :
(4) volume da regido fundamental
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Assim, a densidade de empacotamento pode ser reescrita por:

onde S(p) é a esfera de centro na origem e raio p.

Definigao 2.2.8. Definimos a densidade de centro 6(A) do reticulado A como sendo

Logo, o problema do Empacotamento Esférico, discutido no inicio do capitulo, equivale ao

estudo da densidade de centro. Neste trabalho, restringimos aos empacotamentos reticulados.

Exemplos. 1. Seja A o reticulado em R gerado por 1, isto é, A = 7Z. Temos que,
min{|Al; A€ A, A#0} = 1. Assim, p=1/2 é o raio de empacotamento de A. Além disso, v(A) =1
e v(S(1)) =2, portanto

Este reticulado tem a maior densidade de empacotamento em R.
2. Seja A o reticulado de R? gerado pela base {(1,0), (1/2,4/3/2)}, ou seja, A = Z(1,0) + Z(1/2,/3/2).
Assim sendo, min{|A[; A € A, A#0} =1, logo p=1/2 € o raio de empacotamento de A. Além disso,
1

v(A) = |det 0 =3/2.
1/2 V3/2

Além do mais, v(S(1)) = 7, e p?> = 1/4, donde

1
A(A) = \/% ~0,9069 e 3(A) = o = 0,2886751,

Este reticulado tem a maior densidade de empacotamento em R2.

Logo, para as dimensoes 1 e 2, o problema estd solucionado.

2.3 Reticulados Algébricos

O principal objetivo desta secao, é identificar um Z-mddulo livre de posto n, contido num corpo
de nimeros K de grau n, com um reticulado de R™. Esta identificagdo é importante pois, nos permite
apresentar algumas caracteristicas do reticulado obtido, como o volume e a densidade de centro, através

das propriedades do Z-médulo.
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Considere K um corpo de nimeros de grau n. Usando o fato que o polinébmio minimal de um
elemento primitivo de K sobre Q tem exatamente n raizes em C, pois C é algebricamente fechado,
temos que existem n distintos monomorfismos o; : K — C.

Se 0;(K) C R, dizemos que o; é um monomorfismo real , caso contrario, dizemos que o; é um
monomorfismo imagindrio. Também, se todos os monomorfismos sao reais, dizemos que K é um corpo
totalmente real, similarmente, se todos os monomorfismos sao imaginarios, dizemos que K é um corpo
totalmente imagindrio. Além disso, se 0; ¢ um monomorfismo imagindrio, seu conjugado complexo
difere dele e é também um monomorfismo imaginario, consequentemente, sempre temos um nimero
par de monomorfismos imaginarios. Desse modo, denotando por r; o nimero de monomorfismos
reais e por 2ro 0 nimero de monomorfismos imaginarios, segue que n = r1 + 279, além disso, podemos
ordenar os monomorfismos de modo que oy, - - - , 0y, sejam os monomorfismos reais € o, 41, , O 427,
correspondam aos monomorfismos imagindrios, de maneira que o, 4, seja o conjugado de o, +; para

7 =1,---,7ry. Donde, temos a seguinte:

Definicao 2.3.1. O homomorfismo injetivo de anéis ok : K — R", definido por:

O-K(SU) = (01($)’ 0 (x)7 Re(UTl-H (x))v Im(ar1+1(x)), T 7R6(JT1+2T2 (aj))’ Im(0r1+2r2 (l‘))),

é chamado de homomorfismo de Minkowski, ou homomorfismo candnico, onde Re(z) e Im(z)

representam, respectivamente, a parte real e imagindria de um niumero complezxo z.

Exemplo. 1. Considere o corpo ciclotomico K = Q((3). Tem-se que os monomorfismos o1 e oy de
K em C, sao dados por 0j((3) = Cg, com j = 1,2. Deste modo, K € totalmente imagindrio (ri =0 e
ro=1). Sex =a+ b3 €K, entio, ox : K — R? € dado por

by/3i b bV/3i b bV3

Amla—gr—==)=\e"3 5

ox(x) = (Re (o1(x)) , Im (o1 (x))) = | Re a_g+ g

O homomorfismo de Minkowski é a identificacdo que nos referiamos no inicio da segdo. A

garantia desta afirmacao é a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.2. ([10], pdg: 56) Seja K um corpo de nimeros de graun. Se M C K é um Z-mddulo
livre de posto n e se {x1, - ,xn} € uma Z-base de M, entio ox(M) € um reticulado em R™, cujo

volume é:

v(og(M)) =27"2

det_ ((0,)

1<i, j<n
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Proposicao 2.3.3. ([10], pdg: 57) Considere D o discriminante de K e Z um ideal ndo nulo de Ok.

Entao, ox(Z) é um reticulado no R™, cujo volume é:
v(ow(T)) = 27| DYAN(D).

Segue da tltima Proposicao que a densidade de centro do reticulado ok (Z) é dado por:

272 (p(or(Z)))"
e

onde, p(ox(Z)) = 2 min{|ox(z)|; = € Z, = # 0}. Observe ainda que, N(Z) = 1 se, e somente se,

7 = Ox.

Definicao 2.3.4. Se K é um corpo de niimeros e I € um ideal nao nulo de Og. O reticulado ox(Z)

€ denominado Realizacdo Geométrica ou Reticulado Algébrico de T .

Exemplo. Consideremos o Corpo Quadrdtico K = Q(i) entdo, Ox = Z[i] com Z-base {1,i}.
Além disso, os monomorfismos o1 e oo de K em C, sao respectivamente, as aplicacées identidade

e conjugacdo complexa. Para x = a + bi € K, temos

ox(r) = (Re(o1(x)), Im(o1(x))) = (a,b).

Seja T =< 2 — 1 > um ideal principal de Z[i|. Dado x € I, temos x = (2 —i)(a + bi) =
(2a +b) + (2b — a)i, com a,b € Z. Logo, a imagem de ok (Z) C R? ¢ dada por:

ox(Z) = {(2a + b,2b — a) € R?; a,bc Z}.

Desse modo, oy (I) é um reticulado no R?, do qual {(2,—1),(1,2)} é uma base. Além disso, temos
que K = Q(i) = Q(v/—1) assim, usando o Exemplo temos D = —4, e portanto, |D]% = 2. Pela
Proposicao [2.53.3,

v(og(Z)) =2"1-2-N(Z) = N(2).

pela Observagao , temos N(Z) = |N(2 —1i)| =5 e, portanto,

v(og(Z)) = 5.
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Agora, se considerarmos o reticulado ox(Ok), temos
’U(O'K(OK)) =271.9. N(OK) = 1.
Os casos mais interessantes ocorrem quando K é totalmente real ou totalmente imaginario.
Portanto, apresentaremos alguns resultados para estes casos especificos.
Proposicao 2.3.5. ([, pdg: 225) Seja K um corpo de nimeros, x € K e ox o homomorfismo de

Minkowski. Entao,

1, se K for totalmente real,
2=¢. TTK/Q(JUT), c=

ok ()
%, se K for totalmente imagindrio.

Considere K um corpo de ntimeros e Z um ideal nao nulo de Ok, podemos reescrever o raio de

empacotamento do reticulado ox(Z) da seguinte forma:

plox(Z)) = %min{|aK(a:)|; r€e€l, x#0} = %min {1 [cTrgg(zT); v €T, x # 0} . (2.4)

Fazendo ¢ = min {Trg g(27); x € Z, x # 0} temos:

1. Considere K, um corpo de nimeros totalmente real, entao:

5(o%(T)) = (?)n B 0 .
DIEN(Z)  29D|IN(Z) 27D|FN(T)

2. Se K é um corpo de ntmeros totalmente imaginario, temos:

(2}) (72%) o i t2
5(JK(I)) = 1 = 21 22 = 12 = 1
DIN(T)  DEN@)  IDEN@)  20DIEN)

|3

2

(VB

Isto posto, a expressao da densidade de centro é a mesma em ambos casos.

Observagao 2.3.6. Se K|Q ¢ uma extensao galoisiana entao, K € totalmente real ou totalmente
1Mmagindrio.

Demonstragao. Todo monomorfismo o de K satisfaz o(K) = K, ja que K|Q é uma extensao galoisiana.
Se K C R entao o(K) C R, para todo o e portanto K é totalmente real. Analogamente, se K nao estd

contido em R, temos que K é totalmente imaginario.
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Consequentemente, se K|Q é uma extensdo galoisiana, e Z é um ideal nao nulo de Ok, a
densidade de centro do reticulado ox(Z) é dada por:
ta

§(ox(Z)) = m,

onde ¢t = min {TTK/Q(@“E); r €L, x# 0}.

2.4 Forma Quadratica

Na se¢ao anterior, mostramos alguns métodos para obter reticulados via homomorfismo de
Minkowski, para estes, conhecemos uma férmula para calcular seu volume correspondente. Nesta
secao, nosso objetivo é reescrever o raio de empacotamento para tais reticulados, pois com isto, temos

as ferramentas necessdrias para calcular as respectivas densidade de centro.

Vimos na Proposicao que dado um corpo de ntmeros K, a imagem do homomorfismo
de Minkowski por um Z-moédulo de K é um reticulado. Isto posto, escolhemos elementos arbitrarios
do seu anel de inteiros, Ok, e seus respectivos conjugados. Para escolhas convenientes, este conjunto,
B ={w,o0(w),B,0(B)}, constitui uma base de um Z-médulo M de K.

Suponha que o grau de K sobre Q seja igual a 4. Aplicando o homomorfismo de Minkowski

temos:
ox:Ox — R*
w = (w0(w),0*(w),0° W)
o(w) — (0(w),0*(W),0%(w)w)
B — (B,0(8),0%(8),0%(8))
a(B) — (0(8),0°(8),5%(B), B)

A Proposicao nos dé uma férmula de como calcular o volume do reticulado ox (M). Nosso

objetivo serd encontrar uma expressao para p. Para isto, dado v € M, existem X1, Xo, X3, X4 € Z

tais que:
w ow) B aB) Xy Xiw + Xoo(w) + X368 + Xy0(P)
| o) o?(w) o(B) %(B) Xz | X10(w) + X202 (w) + X30(B) + X40%(B)
ok (v) = =
o*(w) o’(w) o*(B) o*(B) X3 X10%(w) + X20%(w) + X30%(B) + X40°(B)
odw) w o3B) B Xy X103 (w) + Xow + X303(B8) + Xuf
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Donde, usando que o(w)’ = o(w?), i = 2,3, temos:

lox()? = XP® +o(w?) + 0 (w?) + 0% (w?)] + XF[o(w?) + 0 (W) + 07 (W) + W] +

+X3[6% + 0(8%) + o?(8%) + 0°(8°)] + Xi[o(8%) + 0*(8%) + 0°(8%) + 57] +
+2X1 Xo[wo (W) + o(w)o? (W) + 0 (w)o’ (w) + o (w)w]

+2X1 X3[wB + 0 (w)a(B) + 0*(w)a?(B) + a*(w)a*(B)]

+2X1 Xy[wo (B) + o (w)a?(B8) + 0° (w)o*(B) + o° (w) ]

+2X5X3[0(w)B + 0” (W) (B) + 0° (w)o*(B) + wa®(B)]

+2Xo X4[o(w)o(B) + 0% (w)o?(8) + o°(w)a*(B) + wh]

+2X3X4[B0(8) + o(B)0*(8) + 0*(8)0*(8) + 0*(8) 8]

= (Tr(w?) (X7 + X3) + (Tr(5%) (X3 + X3)
+ (Tr(wo(w))) (2X1X2) + (Tr(wp)) (2X1 X3 + 2X2Xy)

+ (Tr(wa(B))) (2X1X4) + (Tr(o(w)B)) (2X2X3) + (Tr(Bo(B))) 2X3X4)  (2.5)

Portanto, para determinar o raio de empacotamento, precisamos calcular os coeficientes da
forma quadrética anterior.
Vale ressaltar que:
2
lox(a)|” =

(2.6)

onde, a primeira desigualdade ocorre pois, de um lado, temos a média aritmética de elementos positivos
que é sempre maior ou igual a média geométrica. A segunda desigualdade ocorre pois N(z) é sempre
maior ou igual a 1. Donde, |ox(v)|? > 4, consequentemente, se conseguirmos um elemento v € M,
cuja imagem pelo homomorfismo de Minkowski tenha comprimento exatamente igual a 2, este serd o

menor comprimento possivel, neste caso, o raio de empacotamento serd 1.

Nas mesmas hipéteses, pela Proposigao temos que ok (Ok) é um reticulado e sabemos
como calcular seu volume. Supondo que {b1,be,bs, by} formam uma Z-base para Ok, para todo

elemento de Ok, existem X1, Xo, X3 e X4 pertencentes a Z, tais que 8 = X1b1 + Xobo + X3bg + X4by,
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portanto,

B2 = X0+ X3b3 4+ X303 + X303 + 2X 1 Xobiby + 2X1 X3b1bz + 2X1 X4b1by +

+2X5X3babs + 2X2 X 1b2by + 2X3X 40304

t onde,

ot

Usando a Equagao e supondo que K é totalmente real temos que p(ox(Ok)) =
t = min {TTK/Q(ﬁ2); BeOk, B# 0} . Além disso,

Trgso(8%) = XiTrgq(b) + X5Trgq(b3) + X3Trkq(b3) + XiTrk o (b]) +
+2X1X2TTK/Q(b1b2) + 2X1X3T7’K/Q(blb3) + 2X1X4TTK/Q(b1b4) +

+2X2X3TTK/Q(b2b3) + 2X2X4TT]K/Q(Z)2Z)4) + 2X3X4TTK/Q(b3b4).

Observagao 2.4.1. Se by = 1 pertence a base integral de K, podemos considerar § = 1, neste caso,

TrK/Q(,B2) =4 e, pela desz’gualdade temos que o raio de empacotamento € 1.

2.5 Outras Propriedades

Nesta se¢ao, agrupamos resultados importantes para a continuidade deste trabalho. Iniciamos com
um lema da Teoria de Galois, o qual nos permite deduzir propriedades da fungao traco. Posteriormente,
explicitamos qual o valor da funcao trago aplicada na raiz n-ésima primitiva da unidade. Por fim,

apresentamos quem é o compositum e a intersecao de corpos ciclotémicos.

Lema 2.5.1. ([4], pdg: 263) Sejam L e K extensées galoisianas de M, tais que, LNK = M. Entdo, o
compositum de L e K, LK € uma extensdo galoisiana de M e Gal(LK/K) € isomorfo ao Gal(L/M).

Faremos a demonstragao deste Lema, para o caso particular, LNK = Q. A demonstracao geral

pode ser encontrada em [4] pags: 263 -264.

Demonstragao. Considere K = Q(«) entao, LK = L(«), o qual é uma extensao galoisiana sobre LL
ja que, os conjugados de « sobre L estao entre os conjugados de a sobre K, pois K contém todos os
conjugados de a por hipdtese.

Além disso, a restrigao dos automorfismos de Gal(LK/K) a L. geram um isomorfismo. Em outras

palavras,

Y : Gal(LK/K) — Gal(L/Q)

¢ um homomorfismo e é imediato que ker(¢) = 0, ou seja, 1 é injetora.
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Agora, considere H = ¢(Gal(LK/K)) , isto é, H é a imagem de v, temos que H fixa o corpo
LNK = Q. Entao, pela correspondéncia de Galois, H = Gal(L/KNL) = Gal(L/Q). Donde, ¢ é

sobrejetiva e portanto, ¥ é um isomorfismo. O

Observacao 2.5.2. Decorre do Lema anterior que, [LK/K : K] = [L : LNK].

Observagao 2.5.3. E consequéncia imediata do Lema que, nas mesmas hipoteses, para todo elemento

a de L, temos:

Trig k(o) = Tryg(a).

Teorema 2.5.4. ([J], pdg: 23) Sejam K, e M corpos de nimeros, tais que, L é uma extensao de K

e M é uma extensao de L. Entdo, para todo o € M, temos:

Tryk (TrvL(e)) = Try(c).

Demonstragao. Sejam oy,--- ,0, o0s automorfismos de L. que fixam K e, sejam 7y, ---,7p, O0S
automorfismos de M que fixam L.

Seja N uma extensao normal de Q (isto é, todo polindémio que pertence a Q[X] que possui uma raiz
em N, se decompoe em N'), de modo que NV seja uma extensao finita de M. Assim, os automorfismos o;
e 7; podem ser estendidos & automorfismos de N, fixando ainda, K e L respectivamente. Denotando
estes novos automorfismos, novamente, por o; e 7;, podemos fazer a composicao destas aplicacoes.

Donde, para o € M, temos:

m
Tryjx (Trgn(@)) =Y oi | D 7i(@) | =Y (0i07)().
i=1 j=1 ij
Resta mostrar que as aplicacoes o; o 7j, quando restritas a M, resultam num automorfismo que fixa
K. Como todos os 0;,7; fixam K (o; fixa K por definicao e 7; fixa L por definicao e, portanto, fixa
K, j& que, por hipétese K C L) e existem m - n automorfismos, é suficiente mostrar que eles sdo todos
distintos quando restritos a M.

Suponha por absurdo que ; o 7; = 0}, 0 7; com 0; # 0. Entao, para todo o € M, temos:
oioTj(a) = op o Tj(a) = 04(a) = ox(a)

donde, o; = o}, absurdo. Portanto, o; o 7; sao todos distintos, e assim, a demonstracao esta concluida.

O]

O proéximo resultado calcula o trago das raizes n-ésimas primitivas da unidade.
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Teorema 2.5.5. Seja n um nimero inteiro maior que 1, n = p{'ps*---p%, sua fatorag¢do primdria.

Se (, = en € uma raiz primitiva n-ésima da unidade entao:

(=1)%, sen é livre de quadrados

Tron/e(Gn) = .
, caso contrario.

Demonstragao. Inicialmente, recordemos uma consequéncia da Proposigao[1.4.3] se « é algébrico sobre

Q entao, o polinémio p(X), minimal de a sobre Q é dado por:
p(X)=X"+ (—l)TTQ(a)/Q(a)Xm_l + -+ + (£) No(a) /0(a), (2.7)

onde m = [Q(«)/Q].

Faremos a prova usando inducao sobre s, isto €, sobre a quantidade de nimeros primos que dividem

n.
Provaremos para s = 1. Com esta hipdtese temos dois casos a considerar:
1° Caso: n=p. Sabemos que o p-ésimo polinomio ciclotémico, que ¢ o minimal de (, sobre Q, é
dado por:

Op(X)=XP 4 XP 24 X

logo, por [2.7] temos:
1= (=DT7ro)(G);

e, portanto, —1 = T'rg(c,)/0(Cp)-

2° Caso: n=p", com r > 1. O p"-ésimo polindmio ciclotoémico, é dado por:

r—1 r—1

o (X) = XU x e xr

Portanto, por temos que TT@(C;)/Q(C;) =0.

Segue do 1° e do 2° caso que, se s = 1 entao o teorema ¢é vialido.
Suponha que o teorema seja valido quando n possui s — 1 divisores primos e, provaremos para §.
Antes, recordemos a Identidade de Bezout.
IDENTIDADE DE BEZOUT: Se (m,n) = 1 entdo, existem u,v € Z, tais que, un +vm = 1.
ai, a2 As—1 as

Temos que n = pi*p5? - - - p, "' pls = pi*k. Por Bezout, como (p}*,k) = 1, existem u,v € Z, tais

que up{* + vk = 1, note que, (v,p{') =1e (u,k) = 1. Logo, podemos reescrever (,, da seguinte forma:

a1+ k a1
=" T =G G = GG
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Calculando o trago de (, temos:

Troey/a(e) = Troeg.) /o (GJCZ;I)

= Troe,)/o (C;?TT@(@)/@(@) (CZ‘P»

= Troe/e (475 Tro,e/e (%1))

onde, a segunda igualdade é valida pelo Teorema e a terceira igualdade decorre do Lema [2.5.1

Além disso, como C;;al é conjugado de Cpal, segue que o traco de ambos coincidem. Portanto,
1 1

Traeny/0(6n) = Troe /0 (Cz? T””@(cp;u)/@Cp?)
Pelo 2° caso, temos que

T ¢ -1, sea; =1
ra e (G ) =
Eh & 0, sea; >1

Consequentemente, se a1 > 1, teremos Trq¢,)/q(¢n) = 0. No entanto, se a3 = 1,

Troe.)/e(6n) = Tro)o(—C%) = —Tro)/o(Ck)

Pela hipétese de inducio, se k ¢ livre de quadrados Trq(c,)/q(Cn) = (—1)*~! caso contrario, temos
Troe,y /() = 0. Donde, Troe,)o(Cn) = (—1)(=1)*1 = (=1)* se n ¢ livre de quadrados e
Tro(e,)/@(¢n) = 0 caso contrario.

]

Observagao. O Teorema anterior calcula o trago de (,. Sabemos que o traco de um elemento coincide
com o trago de seu conjugado, além disso, jd mostramos que o polinomino minimal de (, € o n-ésimo
polinémio ciclotomico, cujas raizes, os conjugados de (,, sao as demais raizes n-ésimas primitivas da

unidade, logo, o Teorema anterior é vdlido para toda raiz n-ésima primitiva da unidade.

O préximo resultado nos garante que, o compositum e a intersecao de corpos ciclotomicos, é

ainda um corpo ciclotomico.

Lema 2.5.6. Dados m e n inteiros positivos, denote por d o mdxrimo divisor comum e por f o

minimo mailtiplo comum entre eles. Entio, o compositum Q((n)Q(¢n) = Q(Cr) e a intersecio

@(Cm) N Q(Cn) = Q(Cd)
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Demonstracao. Da relacao entre minimo multiplo comum e méaximo divisor comum temos: d = %,

além disso, usando a identidade de Bezout, temos que existem a e b elementos inteiros tais que:

d = am + bn, donde, am + bn = %, e portanto, & + % = % Desta forma,

o que implica que Q((y) estd contido no compositum Q((m)Q(¢n). Além disso, é claro que Q(¢p) €
Q(¢n) estao contidos em Q((r) portanto, Q((m)Q(¢n) = Q(¢y).

Agora, usando que d = %, temos que

3

()T = (6%>7 —en =( e (C)F = (e%)? — e = (o,
ou seja, Q(C1) C Q(Cn) e Q(Ca) C Q(Gn), donde, Q(Ca) C Q(Cn) N Q(Gm)-
Por outro lado, usando a Observacao temos: [Q(Gn) : Q(Gn) NQ(G)] = [Q¢y) : Q)] =

elf) _ glm)
olm) = otd) - 1080,

[Q(Cm) N Q(Cn) : Q] = ‘P(d)

Como [Q(Cq) : Q] = ¢(d), temos a igualdade Q(¢m) N Q(Cn) = Q(Ca)- u



CAPITULO

3

Corpos Abelianos e Aplicacoes

O objetivo deste capitulo é aplicar os resultados desenvolvidos nos capitulos anteriores, em

alguns corpos de nimeros abelianos. O resultado abaixo garante:

Teorema 3.0.7. (Kronecker-Weber)([12], pdg: 341) Seja K um corpo de nimeros abeliano. Entao,

K estd contido em algum corpo ciclotomico.

Os referidos corpos de ntimeros abelianos que trabalharemos sao: os subcorpos reais maximais
de corpos ciclotomicos de grau 8, os subcorpos de Q(¢7) e os subcorpos de Q(¢17)-

Iniciaremos este capitulo estudando o grupo de Galois de um corpo ciclotémico qualquer.
Posteriormente, definiremos base integral normal e apresentaremos um resultado que nos auxilia
no calculo do dicriminante, valido para corpos de nimeros abelianos. Na sequéncia, aplicamos os
resultados até aqui obtidos em p-ésimos corpos ciclotomicos e por fim, faremos o mesmo para subcorpos

reais maximais de corpos ciclotomicos de grau 8.

3.1 Grupo de Galois de Corpos Abelianos

Dado um corpo ciclotémico Q((,), nosso primeiro objetivo serd determinar o grupo de Galois de
Q(¢y) sobre Q, o qual denotamos por G,,. Posteriormente, indicamos em quais situagoes G, é um
grupo ciclico, e apresentamos propriedades para estes casos.

Para o em G, arbitrario, temos:

o (M) =D olaich) =Y ala)o(G) = Y aio(G)"
Consequentemente, conhecer o((,) é suficiente para determinamos o grupo de Galois desejado.

62
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Da Observagao temos que o((,) é raiz do n-ésimo polinémio ciclotomico. Além disso,
mostramos que as raizes de ®,,(X) sao os ¢l onde mdc(j,n) = 1. Portanto, o((,) = ¢} para algum
J, tal que, mdc(j,n) = 1. Definindo 0;((,) = ¢} para cada j que cumpra mdc(j,n) = 1 segue que,

Gn=A{0j; j=1,2,--- ,n; mdc(j,n) = 1}. Vale ressaltar que o(G,) = ¢(n).

Teorema 3.1.1. ([§], pdg: 39) Sejam n € N e G,, o grupo de Galois de Q((,) sobre Q. Entao,

Z\" L . .=
(Z ~ Gy. O referido isomomorfismo € o isomomorfismo natural, que associa j a 0.
n

Isto posto, pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, Teorema [1.8.7], os subcorpos K de
Q(¢n) estao em bijegao com os subgrupos H de (Z/nZ)*, além disso, pelo mesmo Teorema, temos que
uma extensao é galoisiana se o grupo de Galois correspondente é um subgrupo normal de G. Mais
ainda, sabemos que todo grupo ciclico é abeliano, e todo subgrupo de um grupo abeliano é normal.

O préximo resultado nos garante quando o grupo de Galois, de uma extensao Q(¢,,) sobre Q, é
ciclico, lembrando que, neste caso, todo subgrupo é ciclico. Sua demonstragao serd omitida mas, pode

ser encontrada na referéncia citada.

Teorema 3.1.2. ([8], pdg: 44) O grupo (%)* € ciclico se, e somente se, n = 2,4, p" ou 2p", onde p

€ um primo impar er > 1.
O seguinte resultado nos informa a quantidade de subgrupos, que um grupo ciclico contém.

Teorema 3.1.3. ([9/, pdg: 28) Se G € um grupo ciclico de ordem n, entdo existe um tunico subgrupo

de ordem d para cada divisor d de n.

Demonstragao. Seja G =< a > assim, a” = 1. Note que o subgrupo gerado por ad tem ordem d
pois,(a%)d =a"=1.

Seja H =< b > um subgrupo de G de ordem d, assim, b = 1. Além disso, como b é, em particular,
elemento de G, segue que b = o' para algum m € Z.

deoqgn = 1, isto implica que md é um multiplo de n, ou seja,

Portanto, temos que 1 = b% = (a™)
existe um inteiro k tal que md = nk e assim, b =a™ = (a%)k.

Logo, o grupo gerado por b, < b > é subgrupo do grupo gerado por < ad >. Mais ainda, estes
grupos coincidem pois possuem a mesma ordem. Donde, existe um tnico subgrupo de ordem d para

cada divisor de n. O

Proposigao 3.1.4. Sejam G um grupo ciclico de ordem n e d um divisor de n entdo, o subgrupo H

de G, de ordem ¢ = %5 € o conjunto de todos os elementos b € G =< a > tais que b =1, isto é,

H=<a%> .
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e

Demonstragao. Primeiramente, observe que, se d é um divisor de n entao, ¢ = %, logo, d = %

portanto, ¢ é um divisor de n assim, pelo Teorema anterior, existe um tnico subgrupo H de ordem c.

Suponha que H tenha ordem ¢, e considere b € H entdo, b = a**. Logo,

Suponha agora que b = a™ e b% = 1. Assim, a™¢ = 1 e consequentemente, m - d = k - n.

Portanto, m = k-4 =k - ¢, donde, b = (ac)k € H. O

3.2 Base Integral Normal e Discriminante

No primeiro capitulo definimos base integral e discriminante de um corpo, agora, apresentaremos
um caso particular do primeiro conceito, a denominada base integral normal, e exibiremos um resultado
que auxilia o cdlculo do discriminante, valido para corpos de ntimeros abelianos. Por fim, aplicaremos

o referido resultado em subcorpos reais maximais de corpos ciclotomicos de grau 8.

Definigao 3.2.1. Seja K/Q uma extensao galoisiana finita, com
Gal(K/Q) ={o1, - ,on}.

Se eriste a € Ok tal que {o1(),--- ,0n(a)} € uma base integral de K, entdo ela é dita uma base

integral normal de K. O elemento « € dito um gerador dessa base.

Teorema 3.2.2. Se K ¢ um subcorpo de Q((,), com n livre de quadrados, [K : Q] = r e
Gal(K/Q) = {61,--- ,6,}, entao
{el(t)a 797’(t)}

¢ uma base integral normal de K, cujo gerador é t = Trg,yx (Cn) -

Neste momento, exibiremos o principal resultado desta secao, para isto, a seguinte definicao é

fundamental.

Definigao 3.2.3. Seja K um corpo de nimeros abeliano. Definimos como condutor de K, o menor

inteiro m tal que, o m-ésimo corpo ciclotomico contém K.
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S
Teorema 3.2.4. ([2], pdg: 39) Seja K um corpo de nimeros abeliano de condutor m = Hpé“, p;i’s
i=1
primos e a;’s € N. Entao, o discriminante de K € dado por:
(K:Q]
p%Tl_Hw sem # 2" Vn € N;
|Disc(K)| = I o, pli -1
2(77,—1)2”71 se K — Q(CQn)’
gn2" -1 se m = 2" para algum n € N mas K # Q((ont1),

onde, u; = [K ) Q(Cm/pjl) : Q(Cm/p?l )]/pfiliil'

Agora, usando o Teorema [3.2.4] calcularemos o discriminante dos subcorpos reais maximais de
corpos ciclotomicos de grau 8.
Consideremos n e m ntimeros naturais, de modo que Q(¢,)"™ C Q((;), temos portanto o

seguinte diagramas:

Assim, temos duas possibilidades a considerar: [Q((,) @ Q(¢n) N Q(¢m)] = 1 ou 2. Se tivermos
a segunda condigao, entao Q(¢,)" = Q(¢n) N Q(¢m), o que é um absurdo pois, pelo Lema [2.5.6
Q(¢n) N Q(¢m) = Q(¢q), onde d é o maximo divisor comum entre m e n, em particular é um corpo
ciclotémico, portanto nao é totalmente real. Segue entdo que [Q((y) : Q(¢n) N Q(¢n)] = 1, ou seja,

Q&) NQ(Gm) = Q(¢r)- Donde, n é o condutor de K.

Seja K = Q(¢15)" entao m, o condutor de K, é 15 = 3 - 5, logo

15
31_1_1+37Il 51_1_1_'_57:21
3 3l-1@-1) .5 s5l-1(5-1)

|Disc(K)| =
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Precisamos calcular uy e us,

ur = [K-Q(C1) : Q(C1s)] = [K- Q(C5) = Q(C5)]

uz = [K-Q(C1s) : Q(C1s)] = [K- Q(C3) = Q(C3)]

Temos portanto o seguinte diagrama:

Q(¢s) K = Q(¢15)*" Q(¢)

Além disso, K- Q(¢5) é o menor corpo que contem K e Q((5). Sabemos que Q((y5) contém
ambos os corpos em questao, portanto o grau de K - Q((5) sobre Q({5) é menor ou igual a 2, isto é,
pela multiplicidade de graus, temos duas hipéteses a considerar: [K-Q(¢5) : Q(¢5)] = 1 ou 2. Se a
primeira opc¢ao for verdadeira, temos que K = Q((5) e isso é um absurdo, pois K é totalmente real e
Q(¢5) nao. Donde, u; = [K-Q(¢) : Q(¢5)] = 2.

Analogamente, [K-Q((3) : Q(¢3)] = 1,2 ou 4. Suponha que [K-Q(¢3) : Q(¢3)] = 1 entao,
K C Q(¢3) absurdo, pois [K: Q] =4 e [Q(¢3) : Q] = 2. Agora, suponha que [K-Q((3) : Q(¢3)] = 2
entdao, [Q(C15) : K- Q(¢3)] = [Q(¢15) : K] = 2, e como K C K- Q((3), segue que K = K- Q((3),
consequentemente, Q(¢3) C K, o que é um absurdo pois K ¢ totalmente real e Q({3) nado. Donde,
uz = [K-Q(¢3) : Q(¢3)] = 4.

Portanto,

Considere K = Q({16)" entdo m, o condutor de K, é 16 = 2* = 23! mas K # Q((1), portanto
pelo Teorema temos:
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Disc(K) = 932°-1 _ ol

Suponha K = Q({20) " entdo m, o condutor de K, é 20 = 22 . 5, pelo Teorema temos:

4
20
|Disc(K)| = P —
92—zt .51
4
20
— e
272 -bHu2

_ [EQG0G) _ 2 _

onde, procedendo de maneira analoga a feita no primeiro caso, uy s

U = w = 4. Consequentemente,

. (22)4 . 54
|DZSC(K)| = W = 24 . 53.

Escolha agora, K = Q((24)" entdo, o condutor de K é 24 = 23-3. Segue do Teorema que:

4
. 24
|Disc(K)| = Gz
21 .33
4
B 24
= - - ,
271 - 3u2
no qual, u; = w = % =leuy = MW = 2. Consequentemente,
23 4, 34
Dise(®)| = E)3 g5 g2

21.32

Por fim, tome K = Q((39)". Devemos nos atentar para o fato de que 30 nao é o condutor de

K. Isto se deve pois, Q(¢30) = Q((15) e portanto, K = Q((30)" = Q({15)™, o qual tem condutor igual
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a 15, e assim:

|Disc(K)| = 32 - 55

Vamos mostrar o caso geral da afirmagao feita anteriormente, Q((39) = Q({15). Isto é, dado

n um numero natural impar entdo, Q(¢,) = Q((2y,). Primeiramente, vamos verificar qual é o menor

2km
n
2km

n

2km

niimero natural k tal que, (—C,)¥ = 1, isto é, (—1)*-¢* = 1. Sabendo que, ¢* = cos 2£™ i sen =T, para

que C,’f = 1 é necessario que k seja um multiplo de n, pois neste caso, temos ¢ sen =isenk'm = 0.
Assim, k = n - t, onde t é o menor niimero natural possivel que cumpre (—1)F - ij =1.

e Set = 1 entdo, k = n fmpar e assim, (—1)¥- ¥ = (-1)"- ("= —-1-1=—-1#1.

e Se t =2 entdio, k = 2n e assim, (—1)F . ¢¥ = (=1)%n- (¢7)* = 1.

Sendo assim, k = 2n. Sabemos também que k = 2n é o menor natural que cumpre Cé“n =1,

portanto ambos sdo raizes do polinémio X* — 1, donde, Q(¢,) = Q(=¢n) = Q(Can)-

3.3  Corpos Abelianos de Condutor Primo

Nesta secao, com o objetivo de estudar os corpos abelianos de condutor primo, explicitaremos uma
base integral normal para um p-ésimo corpo ciclotomico e seus subcorpos, apresentaremos uma forma
de representar os referidos subcorpos, estudaremos quando estes sao totalmente reais ou totalmente
imagindrios, além de apresentar e minimizar sua forma quadratica. Posteriormente, aplicaremos os
resultados obtidos para os corpos Q(¢7) e Q(¢17)-

Iniciaremos determinando uma base integral normal para os p-ésimos corpos ciclotomicos e,
em seguida, faremos o mesmo para seus subcorpos.
Considere p um nimero primo e L = Q((,), vimos que Gal(L/Q) ~ (Z/pZ)* = {1,2,---p — 1}

assim, aplicando o Teorema temos que o gerador da base integral de L. é dado por:

TryL(Gp) = Gp

Portanto, {01(¢p),02((p), -+ 0p-1(G)} = {Gpn Cha -+ P=11 constitui uma base integral normal de

Q(¢p)-

Usando a notacao ja adotada, G = Gal(L/Q) ~ (Z/pZ)*, G, é ciclico como visto no Teorema
Pelo Teorema [3.1.3] para cada divisor d de p— 1, existe um tnico subgrupo H de G, de maneira
que [G : H] = d, consequentemente, da Teoria de Galois, existe um unico subcorpo K de L, tal que

K =L de grau d sobre Q. Em forma de diagrama temos:



3.3 Corpos Abelianos de Condutor Primo

69

L = Q(¢) — {1d}

.
da
K——=Hd
d d
Q——G

Uma vez que G, ¢ ciclico, podemos supor G, =< o >, para algum o € G, usando a Proposicao

H =< o¢ >, assim

H = Gal(L/K) = {o?, 5%, ... ,U%d} = {Jd, (0d>2 R (0d>

S
=

Explicitaremos uma base integral normal de K, para isto, observe que podemos reescrever Gy,

da seguinte maneira:

G, = HUGHUG?HU---Ug?1H =

p—1
_ {Ud702d7_”70 d701+d oit2d

) )

g1+ gd=1+2d

) Y

0d71+%d}.

Seja x € Ok, entao, x € Op e x € K. Consideremos a seguinte base integral normal de L,

B={0'(),0(Gp) 0P H(Gp)}, assim,

r=ayo'(() + -+ ap_10P (),

reordenando as parcelas, tem-se:

-1
r = adgd(Cp) + a2d02d(<p) +oet QP%IUPT(CP) + a1+d01+d(Cp) + a1+2d01+2d(Cp) +e

p—1 _
a1 0T (G) + ot agaTG) +

_ 141
Fad—112a0" T T2HG) + -+ ad,H%Ud T (G)
Além disso, sabemos que y € K se, e somente se, o(y) = y, para todo o € H. Assim,

-1
v = 0%@) = ap10%(G) + aa0(G) + o a0 T (G) +ay 10 TG +

p—1
+a1+d01+2d(Cp) +ot C‘1#’%1—101Jr

_ 14 p=1
+ag-1440" 1+2d(<p)+“‘+ad—1+%—1‘7d T(G)

d (Cp) 4+ 4 ad—1+L;10-d71+d(Cp) +
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Consequentemente, temos:

aqg = a2d:"‘:a%_1:au
Grd = Q== =0
Ad—1+d = Gd-1+2d = " T Ag_qyp=l g = Qg g p1

Donde, colocando os termos comuns em evidéncia, temos:
d—1
T = agtg + a1440 (tg) + -+ + ag—1440"" " (tx),

E assim, {tg,o(tk), - ,0% ! (tx)} constitui uma base integral normal de K.

Vale ressaltar que
p—1

tx = Tryx(Cp) = i <0d>i ()

i=1
é o gerador da base integral normal de K, conforme o Teorema [3.2.2
Note que, determinamos a base integral normal de um corpo abeliano de condutor primo, sem
explicitar tal corpo, isto serd nosso préximo objetivo, mostrar que K = Q(txk).
Dado que T'rp x(z) € K, para todo z € L, entdao, Q(T'rpx(z)) C K, em particular, para

T = (p, temos:

Além disso,

-1 = Trye(é) =Trrg (Trx(G)) =
= Trou) /o (Tx/ow) (Trx(6))) =

= Trow) /o (Trr/ou) (tx)) =
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= vTTgy)/otk)

como o grau de uma extensao é sempre positivo e T, /0(tk) € Z, segue que v = 1 e Troy,)/0(tk) =
—1. Donde, [K: Q(tx)] =1 e, portanto, K = Q(tk).

Sabemos que, se K/Q é uma extensao galoisiana entao, K é totalmente real ou totalmente
imaginario. Nosso objetivo portanto, serd determinar em quais casos K é totalmente real ou totalmente
imaginério.

Visto que G, = Gal(L/Q) ~ (Z/pZ)* é ciclico, para cada d;, divisor de o(G)p) = p—1, existe um
tnico subgrupo H; de G), tal que, o(H;) = d;. Além disso, pela Teoria de Galois, existe um subcorpo
K; de L, K; fixado por H;, tal que [L : K;] = d;

Uma vez que, todo primo diferente de 2 é impar, temos p— 1 par, assim, 2 é um divisor de p— 1.
Isto posto, existe um tnico subgrupo Hy de G tal que, o(H2) = 2. Além disso, o sugbrupo de G,
formado pela identidade e conjugacao complexa, {o1,0,—1}, é um subgrupo de ordem 2, assim, pela
unicidade da existéncia de um subgrupo de G, de ordem 2, segue que, Hy = {01, 0,—1}. Observe que, o
subcorpo fixado por Hs é constituido por todos os elementos reais de L, a este subcorpo denominamos
subcorpo real maximal de L, o qual denotamos por L™, a partir de agora, denotaremos Hy por H™,

em forma de diagrama temos:

L {Id}
|
Lt——H*
Q G

Para os outros divisores d; de p—1, existe um tnico subgrupo H; de G, de ordem d;, denotemos
, . . . . —1 ~ , . ;.
por ¢; o indice de H; em G). Assim, se ¢; divide pT entdo, H; estd contido em H™, caso contréario,
- .. —1 ~ , .
se ¢; nao divide % temos que, H; nao estd contido em H™T e portanto, o subcorpo K;, fixado por H;

¢é totalmente imaginario. Donde, temos o seguinte:

Teorema 3.3.1. Sejam L = Q((p), p primo, K um subcorpo de L e H = Gal(L/K) entao, K é

totalmente real se, e somente se, o indice de H divide %.

Todo corpo ciclotémico possui, pelo menos um subcorpo totalmente real, como o foco deste
trabalho sao os subcorpos reais, estaremos interessados em saber para quais numeros primos p,
L = Q(¢p) possui apenas subcorpos préprios reais. Observe que, para isto ocorrer, [L : Q] = p — 1

A . . ’ n , ’ . .
deve ser uma poténcia de 2, isto é, p = 22" 41, n € N, tal ntimero é conhecido como primo de Fermat,

faremos uma breve explicacao de tais nimeros.
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Um numero de Fermat é um nimero inteiro positivo que assume a formas:
n
F,=2"+1

Pierre Fermat acreditou que os niimeros que podiam ser escritos nessa forma eram primos e,
apresentou tal conjectura a Marin Mersenne. No entanto, Leonard Euler, em 1732, provou que tal

conjectura era falsa pois, considerando n = 5, temos:
Fy =22 11 =252 11 = 4204967297 = 641 - 6700417

O problema de encontrar ntimeros primos de Fermat é um dos problemas mateméticos em
aberto até os dias de hoje, sado conhecidos cinco nimeros primos de Fermat, e ndo se sabe se hd mais

ou nao, tais nimeros sao:

Fp = 22 +1=3
F o= 22 11=5
B o= 22 41=17
Fy = 22 +1=257

Fy = 22' +1=65537

Os nuimeros de Fermat de ordem 5 até 32 sao comprovadamente compostos, além de outros
casos que podem ser encontrados em: <http://www.prothsearch.net/fermat.html>.

Mais adiante, abordaremos Q((,), considerando p = 17, que é um dos primos de Fermat.
3.3.1 Forma Quadratica para Corpos Abelianos de Condutor Primo

Com o objetivo de determinarmos reticulados a partir de corpos abelianos de condutor primo,
explicitaremos sua forma quadratica. Do mesmo modo que construimos a secao anterior, primeiro
explicitando os resultados para L = Q((,) e posteriormente adapatando-os para seus subcorpos, o
faremos nesta segao.

Conforme apresentado na secao [2.3] consideremos o homomorfismo de Minkowski

or : L — RP™! que associa a cada z € L & sua imagem op,(z), assim:
2 1 —
oL@ = 5 Trjg o7,

Além disso, podemos escrever x e T como combinacdo linear dos elementos de
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B={1,¢, -, 5_2}, base integral de L, assim:
= xo+a1lp+ a2+ + 3y o(h
T = zo+ailyt F el i+ +zpal, P
Assim,
— .2, .2 2 -1
T = xgtai+oFa o+ (GG ) (wory Frime 4+ TposTp2) +
2 -2 p—2 —(p—2)
+ (G +¢7%) (@ome + a3 + -+ pap2) + -+ (4G, TOTp_2.
Logo,
Tryg 2T = (p—l)($(2)—i—x%—|—---+x§_2)—2 Z T
0<i<j<p—2
p—2 p—2
= py_wi— | D ai+2) wm
=0 =0 1<J
p—2 p—2 2
- o5t ()
i=0 i=0
Donde,

p—2 p—2 2
Tryg =7 :pZa:? - <Z mz> . (3.1)

=0
Nosso objetivo agora, sera minimizar a forma quadratica acima. Para isto, faremos a seguinte
identificacao:

x=mo+21( + 22 + -+ TpaB 7 ~ (20,71, Tp—2).

Observacgao 3.3.2. Se subtrairmos uma unidade de algum elemento da (p—1)-upla e a adicionarmos

p—2 2
em outro elemento, a parcela (Z x2> nao se altera.
i=0
Analisaremos entao, quando esta troca é conveniente, isto é, quando esta troca torna a parcela
p—2
Z 27 menor, simbolicamente:
i=0
p—2
doalzag (-1 4 (1) 42,
=0
Equivalentemente,

g tal > (w174 (2 + 1) =27 — 2w+ 1427 +22;+1
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v

2(.%'2' —.%'j) 2

v

x; z;+1

Isto posto, tal mudanca serd conveniente se, e somente se, z; > x; + 1.

p—2
Agora, consideremos E x; = k, k > 0, e facamos todas as trocas convenientes possiveis,
i=0
conforme a Observagao Reordenando a (p — 1)-upla, se necessério, temos:

(u+]~7 7u+1vua"' 7u)7

T vezes

onde k = (p—1u+r, 0<r <p-—2. Donde,

p—2 p—2 2
Py wi- <Zx@) = p(rlu+ 1)’ +(p—1-r?) —((p - Du+r)*
= plrut+2ru+r+(p— 1u? — Tu2) —(p—1)%u?-2(p — Vur —

= (p—-Du’+r(p+2u—r)
Portanto, nosso objetivo é minimizar a funcao nas varidveis u e r:
Q= (p— D’ +r(p+2u—r),

onde, ;= (p—Du+r,r=0,1,--- ,p— 2.

Note que, se fixarmos o resto r, Q é uma funcao crescente na varidavel u. Portanto, para
minimiza-la escolhemos o menor valor que u pode assumir, isto é, escolhemos u = 0, assim,
Qo =rp — 12, e temos as seguintes possibilidades para r: 0,1,---,p — 2. Graficamente, temos a

seguinte situacao, primeiramente considerando p = 3 e posteriormente para p qualquer:
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Note que, tal grafico é simétrico, atinge sua imagem mdaxima em £ e sua imagem minima,
diferente de zero, em 1 e p — 1, como r é estritamente menor que p — 1, segue que o menor valor
da funcado é atingido quando r = 1. Portanto, o menor valor que a forma quadratica [3.1] assume é

p—2
atingido quando temos E x; = (p— Du+r =1, isto é, temos uma (p — 1)-upla que contém um
. Z:O . . . . .
elemento igual a 1 e os demais iguais a 0, e neste caso, a forma quadratica vale p — 1. Sendo assim,
min{7Try g 2T} =p — 1.

p—2 p—2 p—2 2 p—2
Observe que, se E zi =0, Tryg 2T = p g w? — <§ l‘Z) =0p g xf e assim, o minimo
=0 i=0 i=0 =0

ocorre quando z; = 1 e r; = —1 para algum 4, j € {0,--- ,p — 2}, assim, min{T'ry g 7} = 2p.

Procederemos de modo analogo aos subcorpos K de L. = Q((,). Seja y € K, escrevendo-o como

combinacao linear dos elementos da base integral normal de K, temos:

y = it + y20(t) +...+yd710,d71(t)

Além disso,

2

p—2 p—2
Tryoyy = sz? - (Z $z>
i=0 i=0

2 2 2 2
= p $0+"'+$E_1+$E+"‘+xp,2 — x0+"'+x%_1+"‘+xp—2
d d
p:rl p—1

Por outro lado,

Trigyy = Trejg (Trix vo)
p—1 _
= Trg/g (d yy>

donde,
d _ _
1 1T/ Y9 =TT/ ¥

e portanto,
2

d [(0-D& 5 (p-1\V (L o ~
el o > v ;yz- = Tri/q Y7




3.3 Corpos Abelianos de Condutor Primo 76

logo,

d d 2
_ p—1
TrejQui=p) v — (E yz> (3.2)
i=1

=1

d
Fixando Z y; = m, onde m = dq+ s, e aplicando a troca sugerida na Observacao (3.3.2] temos
i=1
a seguinte d-upla:

—_———
S vezes
Assim,
= 2 2 p—1 2
Treigyy = p(slg+1)°+(d=9)q") = ——(dg +5)
1
= 3 {(dg+ )2 + ps(d — s)}
d d
Se Z yi = 0, usando a Equacao [3.2| temos que Ty qyy = pz y; € o minimo ocorre quando
i=1 =1
y; =1 ey; =—1, para algum 4, j € {1,---d}, neste caso, a forma quadrética vale 2p.

Nosso objetivo agora serd minimizar a fungao Q = é {(dq +8)2 + ps(d — s)}, onde d e p sao
constantes e s assume um dos valores: 0,1,--- ,d — 1.

Se s =0, temos Q = é(dq)2 = dq?, portanto, min{Q} ocorre quando g assume seu menor valor
possivel diferente de zero, pois do contrério, ) y; = 0 que ja analisamos. Assim, ¢ =1e ) y; = d,
neste caso, min{Q} = d.

Além disso,

1
Trgg yy = p {(dg+s)*+ps(d—s)} >dg* >d

ou seja, o minimo que a funcdo assume é d.

Neste momento, deixaremos os anéis dos inteiros e estudaremos seus sub-médulos que podem

ser caracterizados por:

d—1 ‘ d—1
M,, = {:c = Zai 0'(t); Zai =0 mod (m)}
=0

1=0

Um dos objetivos da préxima secao, serd determinar reticulados e calcular sua densidade de
centro. Para isto, precisamos determinar o indice de M,, sobre Ok, o qual denotaremos por [Ok : M],
e tal indice é exatamente a quantidade de classes laterais de M, em Ok.

E claro que 0,¢,2t,--- , (m—1)t € Ok, assim, 0,7,2¢,--- , (m — 1)t € Og /M, 0 n0sso primeiro
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objetivo serd mostrar que essas classes sao todas distintas. Vale ressaltar que as classes T e § sdo iguais
se, e somente se, * —y € M,,. Com isto, it = jt se, e somente se, (i — j)t € M,,, isto é, se e somente
se, i —j =0 mod (m) ou seja, se i = j. Donde, as classes laterais listadas anteriormente sao duas a
duas distintas e assim, temos pelo menos m classes de laterais. Nosso préximo objetivo serd mostrar
que nao ha mais nenhuma classe lateral.

Consideremos x um elemento arbitrario de M,,,

x=agt +a10(t) + -+ ag_10971(t)

assim, Zai =mq+7r, q € Z e r assume um dos valores: 0,1,--- ;m — 1. Seja y = rt, fazendo = — y
temos
d—1
x—y=(ag—7r)t+arf(t)+-- +ag_ 1071 (t) :Zai—r:mq—i-r—r:mq
i=0

donde, = € rt e portanto, existem apenas m classes laterais. Consequentemente, [Ok : M;,] = m

Isto posto, para calcularmos a densidade de centro, precisamos ainda, minimizar a funcao:

(Z yz> +ps(d - s)

&M—*

d d
Além disso, como Z y; =0 mod (m) entdo existe b € N tal que Zyi = bm, assim:
i=1 i=1

Zyi:bmzs mod (d), 0<s<d-1,
i=1

logo, para todo ¢ € N tal que b # c¢m mas bm = s mod (d) e em = s mod (d), o minimo de Q

d
ocorrerd no menor valor de Zyz portanto, temos d + 1 casos a analisar, os d casos considerando
i=1
d
s=0,s=1,--- ,s:d—leocasoZyizo.
i=1
Exemplo. Ezemplificaremos o que foi escrito anteriormente, para isto, considere K = Q((5) e

consideremos a sequinte restricdo:

Mg—{x—Zyz (s > =0 mod<>}

=1
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Nosso objetivo, como ja dito, é minimizar a seguinte fungao:

(Zm) +ps(d—s) ¢,

neste exemplo, d =4, p =5 e s assume um dos valores: 0,1,2,3. Isto é,

2
(Zyz) +5s(4—s)p: se{0,1,2,3}.

4 4
Considerando a restri¢do para Z =0 mod (3), temos que Z =3-k, k € N. Observe que,
i=1 i=1

se tivermos Z =9e Z = 21, ambos sdo congruos a 1 mod (4), isto é, s = 1. Assim:
i=1 i=1

1 4
Qo= {0 +5-14 -1} = 7= =24
Qo1 = {(21)+5.1(4—1)}:44f‘+15:114.

Logo, como mnosso objetivo é minimizar @Q, basta considerarmos os valores para

4
Z =r=s mod (4), onde r é o primeiro nimero natural congruo a s mod (4), para s = 0, 1,2, 3.

i=1
4

Isto é, além do caso Z = 0 temos os seguintes casos a analisar:
i=1
3=3 mod (4) 6=2 mod (4)

9=1 mod (4) 12=0 mod (4)

Nestes casos, a funcdo Q assume os seguintes valores:

YU | Q

0 2p =10

3 (3245-3-(4—3)) /4=6
6 (6> +5-2-2) /4=14

9 (81+5-1-3) /4 =24

12 | (144+5-0-4) /4 =36

4
Donde, min Q = 6, e este valor é atingido quando Z =3.
i=1
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3.3.2  Aplicagoes

Nesta secao, aplicaremos os conceitos desenvolvidos para corpos abelianos de condutor primo, aos
corpos Q({7), Q((17) e seus respectivos subcorpos. Em outras palavras, apresentaremos os subcorpos
dos referidos corpos, bem como, seu grupo de Galois, base integral normal, discriminante, e por fim,
calcularemos a densidade de centro de algumas realizagoes geométricas.

»p="T.

Seja L. = Q(¢7) entao, G = Gal(LL/Q) ~ (Z/7Z)* e portanto, ciclico. Assim, pelo Teorema
[3.1.3] existem, e s@o tinicos, os subgrupos Hi, Ha, Hs e Hy de G, onde, o(H1) = 1, o(Hs) = 2 o(H3) = 3
e o(Hy) = 6. Logo, H] =< 01 >, Hy =< 06 >, H3 =< 09 > ¢ Hy =< o3 >. Além disso, pela teoria

de Galois, temos a seguinte correspondéncia:

Para determinarmos Ky e K3 usaremos o resultado que provamos, K = Q(tx ), onde tx = T /x((7).

tk, = Tryx,(C7) = 01(¢7) + 06(C7) = (7 + G=G+¢!

tks = Tr i, ((7) = 01((7) + 02((r) +04((r) = G+ G + ¢

Donde, K1 =L, Ko = Q(&r + G 1), Ks =Q(Gr + Z + ) e Ky = Q.

A seguir, em cada subcorpo K de L, determinaremos seu discriminante conforme o Teorema
exibiremos uma base integral normal, minimizaremos a forma quadratica e por fim, calcularemos
a densidade de centro da realizagao geométrica de Ok.

oKy =L =Q(¢r)

Neste caso, K é totalmente imaginério, G; = Gal(L/K;) =< 01 >, uma base integral normal



3.3 Corpos Abelianos de Condutor Primo 80

é composta por {(7, C?, C?, e ,C?} e seu discriminante absoluto é dado por:

7\ 6
|Disc(Ky)| = <1> =7
76

Vimos que min{Trg, /o(27);z € Ok;z # 0} = p — 1 = 6, assim,

(SI[e)

6> 27
26.73 8.7

5(0K1 (OK1 )) =

~ 0,0037.

N~

6
26 . (75)3

oKy = Q(¢r + ¢
Neste caso, Ky é totalmente real, Go = Gal(L/Ky) =< 0g >, uma base integral normal é dada

por {(¢7+ ¢ 1), (B +¢2), (¢ +¢?)} e seu discriminante absoluto é dado por:

7\ 7
Disc(Ko)| = | ) = = =7
| Disc(Ks)| <7§> 7

Vimos que Trg, o(y7) = 3 ((3¢ + 5)? + 7s(3 — s)) = 3¢* +2¢s — 25> 4 Ts, assim, 0 menor valor

¢ obtido tomando ¢ = 1 e s = 0, neste caso, Trg, /Q(yy) = 3, portanto, temos:

3

Njw

3
332 32
= = — =~ 0,0927.
56 ’

5(0K2(OK2)) = S.7

N

3
23 . (72)

oK3 = Q(¢7 + ¢ +¢7)
Temos que K3 : Q] =2 e 2t3 = [L" : Q)], portanto, K3 é totalmente imagindrio, uma base

integral normal é {({7 + (2 + (3), (3 + ¢ + ¢9)}, seu grupo de Galois, G3 = Gal(L/K3) =< 09 > e

seu discriminante absoluto é:
7\* 72
|Disc(Ks)| = <1) =— =7
T2

Visto que Trg, /o(yy) = 2 ((2¢+5)%+ 7s(2 — 5)) = 2¢® +2¢s — 35> + Ts, assim, o menor valor

¢ obtido tomando ¢ = 1 e s = 0, neste caso, Trg,/g(yy) = 2, portanto, temos:

SIS

2 1
6(oks(Oks)) = ﬂ = 277 ~ (0, 1889.

» p=17.
Uma vez que, [L = Q((17) : Q] = 16 e G = Gal(L/Q) ~ (Z/17Z)* que é ciclico, temos para
divisor de 16, um tnico subgrupo de G cuja ordem ¢ igual ao divisor. Além disso, como o subgrupo

de um grupo ciclico é ainda um grupo ciclico, a propriedade anterior se repete, donde, temos:
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Ki =L =Q(¢i7) Hy = {Id}
2
Kg HQ 4
8
Ks H; 16
K4 Hy
Ks=Q—— Hy =G

Ou seja, como a ordem do grupo G é a quarta poténcia de 2, e este é ciclico, ele possui um tnico
subgrupo de ordem 22,222 e 1, pelo mesmo argumento, o subgrupo de ordem 22 possui um tnico
subgrupo de ordem 22,2 e 1 que, pela unicidade, coincide com o subgrupo com ordem correspondente
de G, isto é, os subgrupos de ordem menor estao contidos nos subgrupos de ordem maior. Assim, pela
Teoria de Galois, temos uma torre de corpos. Donde, como Ko é subcorpo real maximal, os demais
subcorpos sao totalmente reais.

Os subgrupos de G sao: Hi =< 01 = Id >, Hy =< 015 >, H3 =< 04 >, Hy =< 09 > ¢
Hs = G =< 03 >. Vamos determinar agora os subcorpos de L, para cada caso determinaremos uma
base integral normal, calcularemos o discriminante do referido corpo bem como, a densidade de centro
da realizagao geométrica de Ok e de um modulo de Ok, para cada K subcorpo de L. Em relagao ao

discriminante, vale ressaltar que, do Teorema [3.2.4] temos:

17 \ 0 IK::Q)
; AV — (1—u;)
| Dise(K;), <1 = ) (17 ) ,

onde u; = [K-Q: Q] = [K: Q]

oKy =1L
Neste caso, uma base integral normal para K; é dada por {(17, C127, Cf’7, ‘e ,C1176}. Além disso,
seu discriminante é
17 \ 16
|Disc(Ky)| = <1716) =17%

Neste caso, vimos que min{Tr]L/Q xT} = p — 1, portanto, 16. Donde,

16
162 48
i — 2 0,00003.

) @ = =
(UK1( Kl)) 21617% 172
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oKy = @(th)
tk, = Trir,Cir = Gir + (7

Donde, Ky = Q((17 + C1_71)' Além disso, uma base integral para Ko é constituida por
{o3(GrH¢) 1 i <8 =Ko : QY = {(Gr + G7) s (G +GF) s (G + G (G + 6" (Cr+ 67
(Chr+ G7') s (¢l + G7) o (Gl + Gi7') ) Além disso,

, 17\°
|Disc(Kg)| = (178> =177

Vimos que, min{7'rg o ¥y} = d, portanto, 8. Donde,

Njoo

8 84 16
— ~0,0007.

50’ O — = =
O = it T part

oKz = Q(th)
try = Trik,Cir = Cir + G + Gy + (7

Donde, K3 = Q(¢i7 + C1_71 + ¢+ C1_74)- Neste caso, uma base integral para K3 é formada por

{(Qr+¢7 + ¢+ G G+ 67+ +67) s G+ G+ ¢+ 67 (G + G+ ¢+ 67 -

Também,

1 4
|Disc(Ks)| = <1774) =173

Neste caso, min{7'rg g yy} = 4, portanto,

[T

4 1
= —— ~0,0071.
24172 2.172

5(0K3 (OKJ)) =

.K4 == Q(tK4)
_ _ 1, 2 2 | 4 —4 | 8 -8
tk, = Tryx,Gir = Q7 + Cp +Cr +G7 + G +CGr + G+ G7

Donde, Ky = Q(C17+ (7 + ¢ + G2+ Gl + ¢+ 4 (7). E uma base integral normal para Ko
¢ {(Gr+ G+ G+ G G+ G G (Gl G G G G G T+ G

Além disso,
Disen) = () = 17
viTm\1r2) —

Assim, min{Trg g yy} = 2, donde,

923 1
-~ 0,1212.

92175 2.173

5(UK4 (OK4)) =
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Agora, consideremos a seguinte restricao de Ok, o médulo

M?,—{Zaz (tx); Zaz—o mod (3 )}

Nosso objetivo serd determinar a densidade de centro, do reticulado obtido através do
homomorfismo de Minkowski aplicado em M, sabemos que:
t2

6(ox(Mm)) = 2”]D|%[OJK s M)

onde, t = min{Trg g 7; © € My, # 0}, n = [K:Q], D é o discriminante de K e [Ok : M| = m,
que neste caso é 3. Portanto, para determinar a referida densidade de centro, precisamos determinar ¢,
faremos isto para cada subcorpo de Q((17) e, por fim, apresentaremos uma tabela com as respectivas
densidades.

Seja Zyz =qd+ s,onde g € N, d = [K; : Q] e s assume um dos valores: {0,1,2,---,d — 1}.

i=1
Nosso objetivo é minimizar a funcao:

&\»—‘

(Zyz>2+ps s) 0

d
com a restricao, Z y; =0 mod (3).
i=1

oK = Q(¢17)

d d
Note que, se Z Yi = qd+ s ou Z y; = rd + s entao, quando aplicarmos a fungao Q em ambos

i=1 i=1
d

valores, o menor E y; € o que assume o menor valor de Q. Como nosso objetivo é minimizar a funcao
i=1

d
Q, temos d casos a analisar, além do caso Z y; =0 .
=1
' 16 16
Exemplificando o que foi escrito anteriormente, considere Zyz =0-16+3 =3¢ Zyi =
i=1 i=1
1-16 4+ 3 = 19, ambos possuem o mesmo d = 16, o mesmo s = 3, e 0 mesmo p = 17, sendo assim,
16

o que determinard qual deles tem a menor imagem serd o valor de E Y;, isto é, o menor valor tem
i=1

também a menor imagem. Em outras palavars, o primeiro nimero positivo congruo a 3 mod (16) é

o que corresponde a menor imagem de Q, considerando s = 3. Isto posto, temos os seguintes casos a

considerar:
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3=3 mod 16 6 =6 mod 16 9=9 mod 16 12 =12 mod 16
15=15 mod16 18=2 mod16 21=5 mod16 24=8 mod 16
27=11 mod 16 30=14 mod 16 33=1 mod 16 36=4 mod 16
39=7 mod16 42=10 mod 16 45=13 mod 16 48 =0 mod 16

Nestes casos, a funcao Q assume os seguintes valores:

> Yi min Q
0 2p =34
3 | (3%24+17-3-(16—3)) /16 = 42
6 (36 +17-6-10) /16 = 66
9 (81+17-9-7) /16 = 72
12 (144 4+17-12-4) /16 = 60
15 (225 +17-15) /16 = 30
18 50
21 86
24 106
27 104
30 86
33 84
36 132
39 162
42 174
45 168
48 144
16
Donde, t = 30 e este minimo é atingido em Z y; = 15.

i=1
oKy Agora, procedendo de modo andlogo ao feito no caso anterior, precisamos analisar os

Zyi iguais aos primeiros nimeros positivos congruos a r mod (8), onde r = {0,1,2,3,4,5,6,7},

i=1
8

considerando a restricao E y; =0 mod (3). Ou seja, temos os seguintes casos a considerar:
i=1

3=3 mod38 6 =6 mod 8 9=1 mod 8 12 =4 mod 8§
15=7 mod8 18=2 mod& 21=5 mod& 24=0 mod 8

Para estes valores, a funcdo Q assume:
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> yi | minQ

0 2p =34

3 (324+17-3-(8-3)) /8=233

6 (36 4+17-6-2) /8 =30

9 (814+17-7) /8 =25
(144 4+17-4-4) /8 = 52

15 | (225+17-7)/8 =43
(
(
(

12

18 3244 17-2-6) /8 = 66
21 441 +17-5-3) /8 = 87

24 | (576) /8 =72

8
Assim, t = 25 e este valor é atingido quando Z ¥ = 9.
=1

4 4
K3 Agora, analisaremos os primeiros valores de g y; tal que, E yi =r mod 4, r={0,1,2,3},
i=1 i=1
4
além do caso g y; = 0. Isto é, temos seguintes casos a considerar:
=1

3=3 mod4 6=2 mod4
9=1 mod4 12=0 mod 4

Nestes casos, a fungao Q corresponde:

>y | minQ

0 2p = 34

3 (32+17-3-(4—3)) /4=15
6 (36 4+17-2-2) /4 =26

9 (81417-3) /4 =33

12 | (144) /4= 36

4
Consequentemente, t = 15 e este valor é atingido quando Z y; = 3.

i=1
2

oK, Finalmente, analisaremos g y; = r mod (2), r = 0,1. Assim, temos os seguintes casos a

=1
2

considerar: Zyz igual a0,3=1 mod2e 6 =0 mod 2.
i=1

Nos quais a funcao Q assume os seguintes valores:
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>y | minQ

0 2p =34

3 (9+17) /2 = 13
6 (36) /2 = 18

2
Donde, t = 13 e este valor ocorre quando Zyz =3.

i=1
Assim, temos a seguinte tabela:
K; §(ok, (M))
Ky | 30— = 155 ~0,0019
216.172 .3 28.172 .3

Ko — 25 ~0,0251
28.172.3

K 15~ 0,0668
24.172.3

Ky —1B_ ~0,2627
22.172-3

3.4 Subcorpos Reais Maximais de Corpos Ciclotomicos de grau 8

De agora em diante, restringimos nossos estudos aos subcorpos reais maximais dos corpos
ciclotomicos de grau 8. Em conformidade com [Q((,) : Q] = ¢(n), n assume um dos seguintes

valores: 15,16, 20,24 ou 30.

Observagao 3.4.1. Resulta da Proposi¢cao que, para mnossos casos particulares,
B={1,(C+¢1), G+ H2% (G + 3 € uma base integral de Q((n)t. Mais ainda, temos que
(G +GH2 = C+G2+2e G+ GH = &+ 63+ 36 + 3¢ Logo, os elementos de
B={1,(a+ ¢+ C2% ¢+ (3 podem ser escritos como combinagao linear dos elementos de B
e reciprocamente, 0s elementos de B podem ser escritos como combinacao linear dos elementos de B.

Donde, B é também uma base integral para Q((,)™T, e serd esta que usaremos daqui em diante.

Em seguida, determinaremos o grupo de Galois de cada extensao Q((,)*.
*Q(C15)*
Primeiramente, vamos escrever os elementos de Q((15) como combinagao linear dos elementos
da base integral de Q((15), ou seja, como combinacao linear de {1,C15,C1257'" 7C175}. Para isto,
precisaremos do polinémio ciclotémico que é dado por:

X% -1
T 05(X)03(X) @1 (X)

15(X) =X P XT4+ XXt X3 - X +1.

Assim, denotanto (15 por ¢, temos que ¢ é raiz de ®15(X), logo, (¢ — "+ —*+ 3 -(+1=0e
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portanto,

CS
<-9

a0
o
a2
s
o
o

(-C+¢-¢+¢-1
Gl=("-CH+C-C+¢-1) (=-CH+* -G+ - 1-C+ -+ P -¢
(- -+ -1

—¢0 -1
¢
_C7 _ CQ

—(T+¢ =M=+
_C7+C6_C4+C3_C2+1

1

Agora, vamos determinar como é a agdo do grupo de Galois neste corpo. Temos que

Gal(Q(¢)1)Q) =< o9 >, além disso, para determinarmos a agao deste grupo no corpo, é suficiente

determinarmos, sua acdo em um elemento arbitrario, faremos isto para ag+a1 ((+¢ 1) 4+ao(¢? + ¢72)+

az(¢®+¢7?).

Observemos que, o2(1) =1, 02(C+ (1) = 02(0) +02(¢H) = 2+ ( 72, 02(C2+ () = ¢t + ¢

e aa(C3 4 ¢3) = (0 + (5. Portanto precisamos escrever ¢* + (™% e (% 4+ (=% como combinacao linear

dos elementos da base. Temos que:

C At = ata((+H M+ aa(C+ Y +as(C )

CH M = ata((H M aa(CH ) +as(P+ ()

= = atra( T+ E-CH ) ra (T O -+

+az(—¢"+ ¢ = ¢?)

—O+¢"=¢ = (a1 +az2—a3) + a1’ + aa® + (*(—a1 — az) + *(a1 + as) +

+(%(—a1 + ag — ag) + ((a1 — az) + ag + a1 + az

Donde, a; = —1, as = 0, a3 = 1 e ag = 1. E portanto, (* +¢* =1 — ¢+ C_l) + (CS + C_3).

Analogamente,

CH¢t = ata((+C M +a(C+H) +as(C+ )

¢t = antar(C+ M aa(C+ ) +as (¢ ?)
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CHT—C-C+-1 = ag+a(C+C -+ -+ D) ta((T+ -+ - (+1) +
+az(—¢"+ ¢ = ¢?)
"=+ -1 = ("(~a1+ag—az) + a1’ 4+ a® + ¢*—a1 — az) + (a1 + az) +

+¢*(—a1 + az — az) + C(ay — az) + ag + a1 + az

Donde, a; =0, az =0, a3 = —1 e ag = —1. E portanto, (5 +¢ 6= -1 — (¢ +(¢73).
Aplicando o9 e suas poténcias em um elemento arbitrario de Q(¢i5)", e denotando (¢ + ¢~*

por «; temos:

oa(ap + aron +azas + azaz) = o2(ag) + o2(aran) + o2(aza2) + o2(azas)
= apo2(l) + ar02(a) + agoe(az) + asoa(as)
= ap+aaz+a(l —ag +a3)+az(—1 — az)
= ap+ a1+ az —axq; + a3 — a3z — azQg

= (ap+ay —a3z) —agay + ajag + (ag — ag)as

o3(ap + a1 + azan + azas) = o2 ((ap + a2 — ag) — azaq + arag + (az — as)as)

agp + ag — ag) — agoa(ay) + aroa(ae) + (ag — az)oa(as)

(

= (ap+az —a3) —agaz +a1(l —aq + az) + (ag — a3)(—=1 — az)
(ap + ag — ag) — agag + a1 — a1y + ajag — ag + ag + (—ag + as)as
(

ap+a1) —ajoy — agas + (a1 — az + az)as

o‘%(ao + a1 + as0i0 + CL30£3) = 09 ((ao + al) —ajo] — a0 + ((Zl —as + ag)ag)
= (ap +a1) — a102(a1) — agoz(az) + (a1 — a2 + az)oz(as)
= (ao + al) — ajog — a2(1 — o1 + 043) + (a1 — a9z + ag)(—l — 043)

= (ap —a3) + azaq —ajaz + (—a1 — az)as

Os demais casos sao similares a este, portanto, os descreveremos sem tantos detalhes.
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*Q(C16)"
Neste caso, temos ®16(X) = X® + 1, portanto, denotando (16 por ¢, temos (8 = —1. Além

disso, Gal(Q(¢16)T|Q) =< 03 > e, sua agao na base integral é dada por:
0'3(1) =1 0'3(011) = (3 0'3(052) = —Q9 0'3(053) = —Q1

Donde, para um elemento arbitrario de Q((16)™", ag + ajay + asas + azas, a agao do grupo de

Galois, e de suas poténcias é dado por:
o3(ap + a1 + agan + azaz) = ap — azo — azqn + a1a3

2
o3 (CL() + a1 + asaip + a3a3) = ap — a1 + asp — azQ3

oi(ag + ajaq + asas + azas) = ag + azon — azaz — ajas

*Q(C20)"
J& que ®oo(X) = X® — X6 + X4 — X2 + 1, denotando (a9 por ¢, temos (& = (g — ¢* +¢% — 1.
Além disso, Gal(Q(¢20)1|Q) =< o3 > e, sua acdo na base integral é:

(73(1) =1 03(041) = Q3 0'3(062) =1- (6%) 0'3(063) = —Q1

Assim, para um elemento arbitrdrio de Q((20)", ag + a1 + azas + azas, a agao do grupo de

Galois, e de suas poténcias é dado por:
o3(ap + a1 + aga + azaz) = ag + az — a3y — agag + ajas
U%(ao + a1 + a0 + CL3043) = agp — a1 + asp — azQs

o3(ap + a1on + asas + azas) = ag + as + azar — azas — aray

*Q(Caa) "
Temos que ®o4(X) = X® — X* + 1, portanto, denotando (a4 por ¢, temos ¢® = ¢* — 1. Além

disso, Gal(Q(¢24)T|Q) =< (05,07) >. A agao do grupo de Galois para um elemento arbitrério de
Q(¢24)™ ¢ dada por:

o5(ag + ajoq + agan + azaz) = ag + ajoy — agap + (—ar — az)os
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o7(ap + aroq + asa + agaz) = ag — aro — agap + (a1 + az)as

(05 0 07)(ao + ara1 + aag + azag) = ag — a1 + azan — azas

*Q(Cz0)*
Agora, ®30(X) = X® + X7 — X5 — X* — X3 4+ X + 1, portanto, denotando (39 por ¢, temos
="+ +*+3—(¢—1. Além disso, Gal(Q((30)T|Q) =< 07 > e, sua acdo, e de suas poténcias,

em um elemento qualquer do corpo Q((309)™ sdao dadas por:
o7(ag + a10q + agag + asas) = (ag + as) — asag + ajag + (—a; — az)as

o3 (ag + a1 + asas + azas) = (ag — a1) — ara1 — azaz + (a1 + az + az)as
o3(ao + a1y + agzag + azaz) = (ag + az + az) + agay — ajon + (—ag — az)as

3.4.1 Aplicagoes

Nesta secao, explicitaremos alguns reticulados obtidos via homomorfismo de Minkowski, para
subcorpos reais maximais de corpos ciclotomicos de grau 8, bem como seu volume, raio de
empacotamento e densidade de centro.

Iniciamos escolhendo dois elementos arbitrarios de Ok, « e 3, supondo que Gal(K|Q) =< o >,
escolhemos também o(a) e o(f), de maneira que estes elementos constituam uma base para um
Z-modulo.  Assim, como ja vimos, aplicando o homomorfismo de Minkowski temos um reticulado.
Neste trabalho, explicitaremos as estapas deste método para K = Q((15)" e para K = Q((24)™, o0s
demais casos sao analogos ao primeiro.

e K=Q(G5)*"

Uma vez que Gal(K|Q) =< o2 >, escolha o Z-médulo M de K| cuja base é formada por 3oy,
ag, 02(3a1) e o9(ag), isto é, B = {3aq,302(a1), a3, 02(as)} = {3a1,3a2,a3,—1 — asg} forma uma
Z-base para M. Além disso, pela Proposi¢ao[2.3.2] a imagem de um Z-médulo pelo homomorfismo de
Minkowski é um reticulado, cujo volume é o determinante da matriz M dada por: a primeira coluna
sao os elementos da base, a segunda é a imagem de oy da primeira, a terceira coluna é a imagem de

03 da primeira, ou equivalentemente, a imagem de o3 da segunda, e por fim, a quarta é a imagem de
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Jg' da primeira, ou a imagem de o9 da terceira. Isto é:

3o 3o 3—3a1 4+ 3a3 —3as —3as
M= 3o 3—3a1+3a3 —3as —3as3 3o
e %) —1—as3 o3 —1—ag
—1— a3 a3 —1—a3 Qg

Donde, det M = 135(2 + v/5). Usando a Equacio dado v € M, tem-se:

lox(v)|? = 81X7 +81X2 +6X5+6X7 — 18X Xo + 12X X3 — 18X X, — 18X X3 + 12X2 Xy — 8X3Xy
= (3X1 —3X2)% + (6X1 + X3)2 4 (6X1 — X4)? + (6Xo + X4)? + (6X2 — X3)% + (2X3 — 2X,)?

—6(X1X4 + X2X3)

Donde, |ok(v)|> assume valor minimo quando X; = 0, Xo = 0, X3 = 1 e X4 = 1. Neste caso,

temos |ox (v)|? = 4 consequentemente, |ox (v)| = 2 e portanto, p = 1. Logo,

1
0= 7135(2 V5 ~ 0,001
o K=Q(Ca)*

Neste caso, o grupo de Galois nao é ciclico, ja que, Gal(K|Q) =< (05,07) >. Escolhemos o
Z-médulo M de K, cuja base é formada por 1+ 2a1, —2 + aw, 05(1 4+ 2a1) e 05(—2 + a3). Assim,
temos que B = {1 + 2a1,1 + 201 — 2a3, —2 + a9, —2 — ap} forma uma Z-base para M. Também,
pela Proposi¢ao 2.3.2] a imagem de um Z-médulo pelo homomorfismo de Minkowski é um reticulado,
cujo volume é o valor absoluto do determinante da matriz M = (o;(z;)). No caso anterior, estavamos
considerando o1 como sendo a funcao identidade, oy o gerador do grupo de Galois que naquele caso era

09, 03 = a% e oy = Ug’, no entanto, neste caso nao ha um unico gerador do grupo de Galois, portanto,

consideramos o1 como sendo a funcao identidade, oo = 05, 03 = 07 € 04 = 05 0 07, donde temos:

1+ 20 14201 —2a3 1—2a1 + 203 1—-2a

1+ 201 — 203 1+ 204 1—20q 1 —2a1 + 2a3
—2+042 —2—a2 —2—0[2 —2+a2
—2— o —24 a9 —2+ o —2— o

Donde, det M = 768.
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Usando a Equacao dado v € M, tem-se:

lox(v)|? = 36X7 +36X5 +28X2 +28X7 + 40X Xy — 16X1 X3 — 16X X, — 16X9X3 — 16 XXy + 8X3X,
= (65X +4X2)% + (2X1 —4X3)% + (2X1 — 4X4)? + (4X2 — 2X3)? + (2X2 — 2X4)? + (2X3 + 2X,)?

+3X7 4+ 4X3 +4X7 — 8X2 X,y

Donde, |0k (v)|? assume valor minimo quando X1 =0, Xo =0, X3 =1e¢ X; =0, ou, X; =0,
X;=0,X3=0e X4 =1. Assim, temos |og(v)|? = 28 consequentemente, |ox(v)| = 21/7 e portanto,

p = /7. Logo,

VT 49

A Proposicao [2.3.3] nos garante que aplicando o homomorfismo de Minkowski no anel de
elementos inteiros obtemos um reticulado, cujo o volume correspondente é dado pela raiz quadrada
do médulo do discriminante do corpo. Além disso, pela Observacao [2.4.1] o raio de empacotamento é

igual a 1. Portanto,

1

5(0@(415)+)(0Q(<15)+) = m%0,0298

500y ) Oaay) = 251@%0,0220

500t OCaayt) = 201\/5%0,0223

5006 Oaa) = 57— = 0,0208
1

8(0Q(es0)t ) (Oa(cso)t) = mmo,m%
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