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RESUMO

O fluxo de carga convencional é considerado inadequado
para a obtenção do ponto de máximo carregamento devido
à singularidade da matriz Jacobiana. Os métodos da conti-
nuação são ferramentas eficientes para a solução deste tipo
de problema, visto que diferentes parametrizações são utili-
zadas para evitar a singularidade da matriz. Neste trabalho
apresenta-se uma técnica de parametrização geométrica que
possibilita o traçado completo das curvas P-V sem os proble-
mas de mal-condicionamento. A técnica proposta associa a
robustez com a simplicidade e a facilidade de compreensão.
A singularidade da matriz Jacobiana é eliminada pela adição
da equação de uma reta que passa por um ponto no plano for-
mado pelas variáveis perdas de potência ativa total e o fator
de carregamento, dois parâmetros físicos de fácil compreen-
são. A técnica, aplicada aos sistemas do IEEE, mostra que as
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características do fluxo de carga são melhoradas.

PALAVRAS-CHAVE: Método da Continuação, Colapso de
Tensão, Fluxo de Carga, Múltiplas Soluções, Ponto de Má-
ximo Carregamento.

ABSTRACT

The conventional Newton’s method has been considered in-
adequate to obtain the maximum loading point of power sys-
tems due to the Jacobian matrix singularity. Continuation
methods are efficient tools for solving this kind of problem,
and different parameterizations are used to avoid the matrix
singularity. This paper presents a new geometric param-
eterization scheme that allows the complete tracing of the
PV curves without ill-conditioning problems. The proposed
technique associates the robustness to the simplicity and easy
understanding. The Jacobian matrix singularity is overcome
by the addition of a line equation, which passes through a
point in the plane determined by the real power losses and
loading factor variables, two parameters with clear physi-
cal meaning. The application of this new technique to the
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IEEE systems shows that the characteristics of the conven-
tional Newton’s method are improved.

KEYWORDS: Continuation Methods, Voltage Collapse,
Load Flow, Multiple Solutions, Maximum Loading Point.

1 INTRODUÇÃO

Os métodos da continuação, baseados em algoritmos
preditor-corretor, vêm sendo utilizados por longa data na
análise de sistemas de equações algébricas não-lineares pa-
rametrizadas (Seydel, 1994), e, mais recentemente, para o
traçado das curvas de carregamento, obtenção de múltiplas
soluções e do ponto de colapso de tensão de sistemas de po-
tência (Ajjarapu e Christy, 1992; Alves et alii, 2000; Cañi-
zares et alii, 1992; Chiang et alii, 1995; Iba et alii, 1991;
Long e Ajjarapu, 1996; Mansour, 1993). As curvas P-V e V-
Q possibilitam a compreensão das condições de operação do
sistema para diferentes carregamentos, e a sua utilização têm
sido recomendadas pelas empresas do setor elétrico interna-
cional (WSCC, 1998) e nacional (Força Tarefa, 1999), para
avaliação da estabilidade de tensão. Entre outras aplicações,
elas são usados para determinar os limites de transferência
de potência entre as áreas de um sistema, ajustar margens,
observar o comportamento das tensões das barras do sistema
em análise, e comparar estratégias de planejamento.

Um dos principais objetivos da análise estática de estabili-
dade de tensão é a obtenção do ponto de máximo carrega-
mento (PMC) do sistema. Sua obtenção é importante tanto
para o cálculo de margens de estabilidade quanto para a rea-
lização da análise modal, uma vez que é neste ponto que ela
fornece informações para a determinação de medidas efetivas
para o reforço do sistema, já que o PMC define a fronteira en-
tre as regiões de operação estável e instável (Gao, 1996). A
utilização do fluxo de carga (FC) convencional para a obten-
ção do PMC não é possível em conseqüência das dificuldades
numéricas associadas à singularidade da matriz Jacobiana (J)
neste ponto. Observa-se que a solução do FC também de-
pende das características comuns aos processos de solução
de equações algébricas não-lineares, tais como da existência
da solução, das múltiplas soluções existentes, do método uti-
lizado na resolução, da estimativa inicial, etc. Assim, muito
embora o uso de métodos de FC convencionais possibilitem o
cálculo de pontos de operação muito próximos ao PMC, sem-
pre será necessário ponderar se os problemas de não conver-
gência são devidos aos problemas numéricos ou a limitações
físicas do sistema. Em geral, as diferenças não são óbvias.

Nos estudos relacionados com a análise estática da estabili-
dade de tensão, os métodos de fluxo de carga continuados
(FCC) superam as dificuldades numéricas acima menciona-
das pela adição de equações parametrizadas (Ajjarapu e Ch-
risty, 1992; Alves et alii, 2000; Cañizares et alii, 1992; Chi-

ang et alii, 1995; Long e Ajjarapu, 1996). A reformulação
das equações do FC visa a eliminação da singularidade da
matriz J no PMC e, consequentemente, dos problemas nu-
méricos que ocorrem em torno deste. Entre os diversos mé-
todos de FCC descritos na literatura, o traçado completo das
curvas P-V e V-Q é efetuado variando automaticamente o
valor de um determinado parâmetro do sistema (p. ex., o fa-
tor de carregamento ou tensão de uma barra qualquer), sem
preocupação com as singularidades das equações do sistema
de potência. A diferença entre estes métodos está no modo
como o novo parâmetro é escolhido e em como a singulari-
dade é eliminada.

Uma outra característica importante dos métodos da conti-
nuação é que estes podem fornecer informações valiosas a
respeito da geometria do espaço de soluções das equações
do FC. A visualização geométrica do espaço de soluções das
equações do FC é útil não só do ponto de vista didático, posto
que esta facilita a compreensão do problema em si, mas tam-
bém pode auxiliar no desenvolvimento de novas estratégias
para a eliminação de problemas numéricos relacionados aos
métodos de solução das equações, a obtenção das múltiplas
soluções e de índices de estabilidade de tensão (Alves e da
Costa, 2002; Hiskens, 1995; Chen e Wang, 1997; Overbye e
Klump, 1996; Yorino et alii, 1997). Observa-se que apesar
das técnicas de parametrização baseadas em parâmetros físi-
cos simplificarem a definição matemática e o entendimento
do método (Alves et alii, 2000; Ajjarapu e Christy, 1992;
Long e Ajjarapu, 1996), constata-se que os métodos de conti-
nuação existentes na literatura muitas vezes utilizam técnicas
de parametrização complexas e de interpretação puramente
geométrica (Chiang et alii, 1995; Cañizares et alii, 1992),
posto que estas técnicas são consideradas mais robustas, e
portanto mais apropriadas do que as baseadas em parâmetros
físicos (Mansour, 1993).

Em Alves et alii (Alves et alii, 1999) mostrou-se que ao se
utilizar a tensão de uma barra k qualquer como parâmetro,
a nova matriz Jacobiana também pode tornar-se singular na
superior da curva PV. Portanto, como não se conhece a pri-
ori comportamento de cada uma das variáveis de tensões à
medida que o carregamento do sistema aumentar, haverá não
só a dificuldade em se escolher inicialmente uma delas como
parâmetro, mas também poderá ser necessário mudar de pa-
râmetro várias vezes durante o processo de traçado da curva
P-V. Em Alves et alii (Alves et alii, 2000) foram apresen-
tadas outras técnicas de parametrização, baseadas em parâ-
metros físicos, que podem ser utilizadas para eliminar a sin-
gularidade da matriz J no PMC. Em particular, mostrou-se
que a grande vantagem do uso da perdas de potência ativa to-
tal como parâmetro é que, para a maior parte dos casos, não
há a necessidade de troca de parâmetro até pouco depois do
PMC. Além disso, não são necessárias grandes alterações no
programa de FC convencional.

Revista Controle & Automação/Vol.17 no.3/Julho, Agosto e Setembro 2006 343



Este trabalho apresenta um novo procedimento de parametri-
zação para o método da continuação desenvolvido a partir da
análise geométrica das trajetórias de soluções das equações
do FC apresentadas em Alves et alii (Alves et alii, 2000).
O objetivo foi o de se obter uma técnica de parametrização
geométrica que associasse a robustez com a simplicidade e
a facilidade de interpretação, que possibilitasse ao mesmo
tempo o traçado completo da curva P-V de qualquer sistema
de potência sem a preocupação com a singularidade da nova
matriz Jacobiana, e que mantivesse assim, a vantagem apre-
sentada pelo uso das perdas de potência ativa total como pa-
râmetro da continuação. Como se verá na seção 3, a solução
do problema é obtida pela adição de uma equação de reta
que passa por um ponto escolhido no plano formado pelas
variáveis perdas de potência ativa total e o fator de carre-
gamento, dois parâmetros físicos de fácil compreensão. O
traçado da curva P-V é efetuado variando o coeficiente angu-
lar da reta. A mudança de reta é realizada somente quando
for necessário, i.e., ou quando o número de iterações exceder
um determinado valor preestabelecido ou quando o método
divergir. A mudança é preestabelecida, isto é, é conhecida a
priori. Os resultados obtidos com a nova metodologia para
os sistemas testes do IEEE (14, 30, 57 e 118 barras), con-
siderando os limites de potência reativa dos geradores e a
atuação de "taps"de transformadores no controle de tensão,
mostram que as características de convergência do método
de Newton do FC convencional são melhoradas na região do
PMC e que este ponto pode ser determinado com a precisão
desejada. Diversos testes são realizados para proporcionar
a compreensão e possibilitar a avaliação do desempenho do
esquema de parametrização proposto. Outro aspecto impor-
tante a ser ressaltado é que os respectivos PMC dos sistemas
analisados, obtidos com o procedimento proposto, foram os
mesmos obtidos com as metodologias utilizadas em (Alves
et alii, 2000) e (Alves et alii, 1999). Assim, mostra-se que
a diferença do ponto de divergência dos métodos, quando da
obtenção do PMC, se deve mais a sua inadequação para o
cálculo do respectivo ponto, do que do método em si.

2 O MÉTODO DA CONTINUAÇÃO

Os métodos de FCC realizam o traçado dos perfis de tensão
(curvas P-V, Q-V e S-V), a partir de um caso base até o PMC,
por meio de sucessivas soluções de FC. Além da margem
de carregamento (MC), obtém-se informações adicionais a
respeito do comportamento das tensões das barras do sistema
em análise. Em geral as equações de FC podem ser escritas
como

G(V, θ, λ) = 0 (1)

onde V é o vetor das magnitudes de tensões nodais e θ é o

vetor dos ângulos de fase nodais, excetuando os da barra refe-
rência. λ é o fator de carregamento e G é um vetor composto
pelas equações dos balanços de potências ativa e reativa no-
dais. Essa equação pode ser reescrita como

[Pger (λ) −Pcarga (λ)] −P (θ,V) = 0

[Qger −Qcarga (λ)] −Q (θ,V) = 0,
(2)

onde λ é o fator de carregamento,Pcarga (λ) = λkpcP
esp
carga,

Pger (λ) = λkpgP
esp
ger e Qcarga (λ) = λkqcQ

esp
carga.

Pesp
carga, Qesp

carga e Pesp
ger são respectivamente os valores es-

pecificados no caso base (λ=1) das potências ativa e reativa
das barras PQ, e das potências ativa das barras PV. kpg , kpc

e kqc são parâmetros prefixados usados para caracterizar um
cenário de carga específico. Eles descrevem as taxas de va-
riação de potência ativa (Pger) nas barras de geração (bar-
ras PV), e das potências ativa (P) e reativa (Q) nas barras de
carga (barras PQ). Assim, é possível realizar uma variação de
carregamento individual, isto é, para cada barra do sistema,
considerando para cada uma, um crescimento de carga com
fatores de potência diferentes aos do caso base. Tradicional-
mente, entretanto, assume-se que o aumento de carga de uma
determinada área é feito com fator de potência constante e
proporcional ao carregamento do caso base com modelo de
carga de potência constante (nesse caso kpg , kpc e kqc são
todos iguais a um), visto que este fornece a condição opera-
cional mais segura para o sistema (WSCC, 1998). Esta será
a estratégia adotado nesse trabalho. Uma vez definido um
padrão de variação da carga e uma estratégia de despacho da
geração, é necessário saber o quanto a demanda poderá au-
mentar antes que o sistema entre em colapso, ou seja, qual é
a MC para as condições preestabelecidas. Para isso realiza-
se o traçado da curva P-V por meio de sucessivas soluções
de (2) utilizando um FC e considerando um crescimento da
carga na direção predefinida. Nesse procedimento, Pger , P,
Q, e λ são as variáveis independentes, enquanto que V e θ

são as variáveis dependentes. Com a inclusão de λ como va-
riável a dimensão do sistema de equações (2), que é de n =
2nPQ +nPV (onde nPQ e nPV correspondem ao número de
barras PQ e PV, respectivamente), resultará em n equações e
n + 1 incógnitas. Assim, qualquer uma das n + 1 incógnitas
pode ser definida como parâmetro (Mansour, 1993; Alves et
alii, 2000; Ajjarapu e Christy, 1992).

No FC λ é usado como parâmetro (variável independente,
seu valor é prefixado), assim o sistema de equações (2) passa
a ter novamente n equações e n incógnitas. O seu valor é in-
crementando gradualmente, a partir do caso base (λ=1), até
um valor para o qual não mais se obtenha solução (o pro-
cesso iterativo do FC não converge). Nesse ponto realiza-se
um controle de passo que consiste numa simples redução no
incremento de λ e a solução de um novo FC a partir da úl-
tima solução convergida. O PMC é considerado como sendo
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o último ponto convergido, após sucessivas repetições desse
procedimento. Entretanto, a divergência do FC é conseqüên-
cia da singularidade da matriz J do sistema de equações (2)
no PMC e, portanto, não será possível determiná-lo precisa-
mente. Em Alves et alii (2004) mostrou-se que diferentes
valores de PMC eram obtidos quando do uso dos FC conven-
cionais de Newton e desacoplado rápido. Além da incerteza
a respeito do ponto obtido ser realmente o PMC, as sucessi-
vas reduções no passo (incremento do parâmetro λ) pode re-
sultar num processo computacional lento e oneroso quando
comparados aos métodos de FCC.

Ao contrário do FC, no procedimento utilizado pelos méto-
dos de FCC em geral, λ é considerado como variável de-
pendente e, portanto, varia automaticamente, e o número de
variáveis do sistema de equações (2) passa a ser n + 1. A
diferença entre os métodos de continuação está na forma de
tratar esta nova variável e em como contornar a singularidade
da matriz J. No contexto do traçado das curvas P-V, a adição
de equações parametrizadas ou normalizadas tem sido um
procedimento padrão nas análises numéricas (Seydel, 1994).
Entre os diversos métodos de FCC descritos na literatura, o
mais amplamente utilizado consiste de quatro elementos bá-
sicos: um passo preditor, um procedimento de parametriza-
ção, um controle de passo, e um passo corretor. O passo
preditor é executado para encontrar uma estimativa para a
próxima solução a partir da solução da equação (2) para o
caso base (V0, θ0, λ0=1), ver figura 1. Os preditores mais
utilizados são o tangente e o secante. No preditor tangente
a estimativa é encontrada dando um passo de tamanho apro-
priado na direção do vetor tangente à curva P-V, no ponto
correspondente à solução atual. São utilizados dois métodos
secantes ( Chiang et alii, 1995; Seydel, 1994): o de primeira
ordem, que usa as soluções atual e anterior, para estimar a
próxima, e o de ordem zero, que usa a solução atual e um
incremento fixo no parâmetro (λ, θk, ou Vk) como uma esti-
mativa para a próxima solução. A principal vantagem desses
preditores é que eles demandam um esforço computacional
muito pequeno e não apresentam problemas relacionados à
singularidade da matriz J. O preditor secante de ordem zero
será a técnica adotada neste trabalho.

A parametrização fornece uma forma de identificar cada so-
lução ao longo da trajetória a ser obtida. As técnicas de pa-
rametrização mais utilizadas pelos FCC para eliminar a sin-
gularidade de J são a local (Ajjarapu e Christy, 1992) e a ge-
ométrica (Cañizares et alii, 1992; Chiang et alii, 1995). Na
parametrização local o FCC parte de um ponto inicial con-
vergido, obtido por um FC convencional, utilizando λ como
parâmetro e posteriormente é realizada a troca de parâmetro,
o quê se dá, geralmente, próximo ao PMC (Ajjarapu e Ch-
risty, 1992). A variável escolhida é aquela que apresentar a
maior variação no preditor tangente, e no secante, a que apre-
sentar a máxima variação relativa. A partir daí λ passa a ser

�

Figura 1: Preditores tangente e secante utilizados nos méto-
dos da continuação (λ como parâmetro).

tratado como variável dependente, enquanto que a variável
escolhida, a qual em geral é a tensão de uma barra k qual-
quer (Vk), passa a ser o novo parâmetro. Assim, o sistema de
equações (2) permanece com n equações e n incógnitas.

Em (Chiang et alii, 1995) foi proposto a utilização do com-
primento de arco (s) como parâmetro. De acordo com os
autores esta técnica de parametrização não só garante a não
singularidade de J ao longo de todo o traçado da curva P-
V, não havendo portanto a necessidade da troca de parâme-
tro, como também é considerada mais robusta do que a téc-
nica utilizando parametrização local, possibilitando assim,
que sejam dados passos maiores durante todo o traçado da
curva. Entretanto, uma vez que a equação acrescentada no
passo preditor é não linear, o sistema resultante exige um mé-
todo especial para ser resolvido, o qual pode consumir muito
tempo computacional. A opção sugerida pelos autores é o
uso do preditor secante logo após a obtenção de dois pontos
da curva. Maiores detalhes pode ser encontrado em (Chiang
et alii, 1995).

Em (Iba et alii, 1991) foi apresentada uma técnica para con-
tornar a singularidade de J sem a necessidade de parametri-
zação e posteriormente, associada a um controle de passo,
foi aplicada com sucesso em vários sistemas em (Cañizares
et alii, 1992). A técnica consiste em definir um vetor per-
pendicular ao vetor tangente ao ponto da curva, e que passe
pelos pontos previsto subsequente e um outro que se encon-
tra sobre a curva da trajetória de soluções (Seydel, 1994). Por
outro lado, esta técnica exige um bom controle de passo nas
proximidades do PMC.
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Finalmente, após se efetuar a previsão, torna-se necessário
realizar a correção da solução aproximada para obter-se a so-
lução final. Na maioria das vezes o ponto obtido pelo passo
preditor está próximo da solução correta e assim, poucas
iterações são necessárias no passo corretor para a obtenção
da solução correta, dentro da precisão desejada. O método
de Newton é o mais usado no passo corretor, embora outro
método numérico também possa ser utilizado (Alves et alii,
2004). Neste passo uma equação do tipo y–yest=0, onde y

e yest correspondem à variável escolhida como parâmetro
de continuação e seu respectivo valor estimado, obtido pelo
passo preditor, pode ser acrescentada a equação (2), ou o va-
lor do parâmetro, como é feito no caso do preditor de ordem
zero, pode ser simplesmente fixado em yest. Mais detalhes
sobre estes métodos podem ser encontrados em (Ajjarapu e
Christy, 1992; Alves et alii, 2002; Chiang et alii , 1995).

3 METODOLOGIA PROPOSTA

A metodologia proposta foi desenvolvida a partir da análise
geométrica das trajetórias de soluções das equações do FC
apresentadas em Alves et alii (Alves et alii, 2000), onde di-
versos parâmetros foram utilizados para eliminar a singula-
ridade da matriz J no PMC. Nestas novas técnicas de para-
metrização, a seguinte equação é acrescentada ao sistema de
equações (2):

W (V, θ, λ, µ) = µW 0 − F (V, θ, λ) = 0 (3)

onde F pode corresponder, entre outras, à perda total de po-
tência ativa ou reativa. W 0 é o respectivo valor da função
no caso base. Um novo parâmetro µ é adicionado ao pro-
blema. Como uma nova equação é adicionada, λ pode agora
ser tratado como uma variável dependente, enquanto que µ é
considerado como um parâmetro. Uma vez que, devido à sin-
gularidade de J, não é possível obter o PMC de um sistema
aumentando-se diretamente o parâmetro λ, pode-se transfor-
mar este parâmetro em uma variável dependente, e simular
aumentos de carga através da especificação de qualquer outra
variável de folga no FC convencional, como por exemplo, a
perda total de potência ativa. Em resumo, ao invés de especi-
ficar o carregamento e obter o estado convergido, especifica-
se, por exemplo, o valor da perda total de potência ativa, e
obtém-se o estado convergido (ou o ponto de operação), in-
cluindo o nível de carregamento para o qual o valor da perda
total de potência ativa especificada ocorre. Adotando-se um
passo fixo para o valor do novo parâmetro µ, pode-se de-
terminar, através de sucessivas soluções do novo sistema de
equações formado pelas equações (2) e (3), os demais pontos
da curva P-V. Deve-se lembrar que a prefixação do valor da
perda total de potência ativa corresponde à técnica de previ-
são trivial ou polinomial modificada de ordem zero (Seydel,

1994). Por exemplo, para µ = 1, a solução convergida deverá
resultar em λ = 1.

Conforme se pode observar da figura 2(a), a singularidade da
matriz Jacobiana do novo sistema de equações ocorrerá no
ponto B, ou seja, após o PMC onde ocorre a singularidade da
matriz J. Assim, a grande vantagem do uso do parâmetro µ

é que para a maior parte dos casos não há a necessidade de
troca de parâmetro até pouco depois do PMC. Além disso,
não são necessárias grandes alterações no programa de FC
convencional para se implementar essa nova equação. En-
tretanto para alguns casos, conforme se pode ver na figura
2(b), embora o ponto de singularidade da matriz Jacobiana
do novo parâmetro (ponto B) ainda ocorra após o ponto de
singularidade da matriz J (ponto PMC), eles são muito pró-
ximos. Nesses casos em particular, esta proximidade exigirá,
em conseqüência dos problemas numéricos que surgem, que
se efetue um bom controle de passo, procedimento este que
se assemelha em muito aos apresentados pelo uso do FC con-
vencional para a determinação do PMC. Assim, em certas
situações ainda permanece a dificuldade em discernir se a di-
vergência é conseqüente das limitações físicas do sistema ou
de problemas numéricos. Com o intuito de se eliminar essa
limitação, na metodologia se propõem acrescentar à equação
(1), ao invés da equação (3), a equação da reta (ver figuras
2(a) e 2(b)) que passa por um ponto escolhido (λ0

, Pa0) no
plano formado pelas variáveis perda total de potência ativa
(Pa) e o fator de carregamento (λ):

G(θ, V, λ) = 0
W (θ, V, λ, α) = α

(

λ − λ0
)

−
(

Pa(θ, V, λ) − Pa0
)

= 0,
(4)

onde parâmetro α é o coeficiente angular da reta. Com a
adição dessa nova equação, λ pode ser tratado como uma va-
riável dependente e α é considerado como uma variável inde-
pendente, ou seja, escolhida como parâmetro da continuação
(seu valor é prefixado). Assim, o número de incógnitas per-
manece igual ao de equações, isto é, a condição necessária
para que se tenha solução do novo sistema é atendida, desde
que a nova matriz tenha posto máximo, isto é, seja não sin-
gular. Após obter a solução do caso base (θ1, V 1, Pa1, e λ1)
por meio de um FC, calcula-se o valor de α a partir do ponto
inicial escolhido (λ0

, Pa0) e dos seus respectivos valores ob-
tidos no caso base (λ1

, Pa1)

α1 =
(

Pa1 − Pa0
)/(

λ1 − λ0
)

. (5)

A seguir, o FCC proposto (FCCP) é utilizado para calcular
as demais soluções através dos sucessivos incrementos (∆α)
no valor de α. Para α = α1 +∆α, a solução de (4) fornecerá
o novo ponto de operação (θ2, V 2, Pa2, e λ2) correspondente
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Figura 2: Perda total de potência ativa como função de λ para
os sistemas: (a) IEEE-14 e (b) IEEE-57.

a interseção da função Pa com a reta cujo novo valor de coe-
ficiente angular (α1 + ∆α) foi especificado. Para α = α1, a
solução convergida deverá resultar em λ=1. A expansão do
sistema (4) em série de Taylor, incluindo somente os termos
de primeira ordem, considerando o valor prefixado no valor
do parâmetro α calculado para o caso base, resulta em

[

−J −Gλ

∂Pa/∂x −α

] [

∆x

∆λ

]

=

[

∆G

∆W

]

(6)

onde x =[θT VT ]T e Gλ corresponde à derivada de G em re-
lação a λ. ∆ representa os fatores de correção (mismatches)
das respectivas funções em (4). Deve-se observar que estes
serão iguais a zero (ou praticamente nulos, isto é, inferior
a tolerância adotada) para o caso base convergido. Assim,
somente ∆W será diferente de zero devido à variação de α.

4 RESULTADOS

Para todos os testes realizados, a tolerância adotada para os
desbalanços de potência é igual a 10–4 p.u.. O primeiro
ponto de cada curva é obtido com o método de FC conven-
cional. Os limites superior e inferior adotados para os taps
de transformadores foram 1,05 e 0,95. O ajuste de tap nos
transformadores OLTC (transformadores com comutação de
tap sob carga) consiste da inclusão da posição do tap como
variável dependente, ao passo que a magnitude da tensão das
barras controladas são consideradas variáveis independentes
(Peterson e Meyer, 1971). A consideração dos limites de Q
nas barras PV é feito da mesma forma que no método con-
vencional de FC. Em cada iteração as gerações de reativos
de todas as barras PV são comparadas com seus respectivos
limites. No caso de violação, a barra PV é alterada para tipo
PQ. Estas barras podem voltar a ser PV nas iterações futuras.
As violações de limite de tap também são verificadas.

As cargas são modeladas como de potência constante e o pa-
râmetro λ é usado para simular incrementos de carga ativa e
reativa, considerando fator de potência constante. Cada au-
mento de carga é seguido por um aumento de geração equiva-
lente usando λ. O objetivo dos testes é comparar os métodos
propostos com o propósito de explicitar suas características,
considerando a influência dos limites de potência reativa (Q)
e de tap dos transformadores.

Em todas as figuras apresentadas a seguir, o traçado com-
pleto das curvas de tensão na barra crítica versus λ (curva
P-V) e de Pa versus λ, foi obtido primeiramente através da
parametrização pela tensão com passo de 0,01 p.u. usando a
técnica apresentada em (Alves et alii, 1999; Alves et alii,
2002). Posteriormente, foram plotados os pontos obtidos
com o FCCP. O objetivo é mostrar que as curvas obtidas pelo
FCCP e pelas técnicas apresentadas em (Alves et alii, 2000)
e em (Alves et alii, 1999), são exatamente as mesmas.

4.1 Desempenho da Metodologia Pro-
posta para o Sistema IEEE-14

A figura 3 mostra o desempenho do método para o traçado da
curva P-V do sistema IEEE-14. Na figura 3(a) é apresentado
a tensão na barra crítica (V14) como função de λ, curva P-V.
Na figura 3(b) podem ser vistos os pontos obtidos ao longo
da curva de perda total de potência ativa (Pa) como função do
carregamento (λ), juntamente com as respectivas retas utili-
zadas. O ponto P (λ1=1,0 p.u.; Pa1=0,1344 p.u.) foi obtido
com o FC e corresponde ao caso base. O correspondente
valor do coeficiente angular da reta (α1=0,1344) que passa
pela origem (0; 0), ponto O, e pelo ponto P, foi calculado por
meio da equação (3). As demais retas foram obtidas consi-
derando um passo (∆α) de +0,05 para α, ou seja, usando a
técnica de previsão trivial. O número de iterações necessárias
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pelo passo corretor pode ser visto na figura 3(c). De acordo
com os resultados obtidos, o método apresenta um bom de-
sempenho ao longo de todo o traçado da curva P-V. Na vi-
zinhança do PMC o FC convencional apresenta dificuldades
numéricas, enquanto que o método proposto não só obtém
êxito em encontrar a solução, mas também permite a obten-
ção de pontos além do PMC (isto é, pontos da parte inferior
da curva P-V) com um número reduzido de iterações e, para
esse sistema, sem a necessidade da troca de parâmetro. Caso
se queira valores mais precisos para o PMC, deve-se retornar
para o ponto anterior ao da mudança de sinal de λ, e reduzir
o passo de α. Observa-se que para os últimos pontos foram
gastos apenas uma iteração. Isto se deve à forma da curva
de Pa e à pequena variação da inclinação da reta ocasionada
pela manutenção de um passo fixo em α, o que levou a um
aumento desnecessário do número global de iterações e a ob-
tenção de muitos pontos próximos entre si. Nesse caso, como
será visto mais a frente, poder-se-ia contornar essa situação
ou com o aumento do passo, ou o que se mostrou mais efici-
ente, com a mudança de reta através da escolha de um outro
ponto inicial (λ0

, Pa0) mais apropriado.

4.2 Desempenho da Metodologia Pro-
posta para o Sistema IEEE-30

A figura 4 mostra o desempenho do método para o traçado da
curva P-V do sistema IEEE-30. Na figura 4(a) é apresentada
a tensão na barra crítica (V30) como função de λ, curva P-V.
Na figura 4(b) podem ser vistos os pontos obtidos ao longo
da curva de perda total de potência ativa como função do car-
regamento, juntamente com as respectivas retas utilizadas e
o ponto inicial P (λ1=1,0 p.u.; Pa1= 0,1762 p.u.). O valor
inicial do coeficiente angular da reta (α1=0,1762), que passa
pela origem (0; 0), ponto O, e pelo ponto P, foi calculado por
meio da equação (3). As demais retas pertencente ao feixe de
retas que passa pelo ponto O, foram obtidas considerando um
passo (∆α) de +0,05 para α, ou seja, usando a técnica de pre-
visão trivial. O número de iterações necessárias pelo passo
corretor pode ser visto na figura 4(c). Observa-se que para
este sistema foi necessária uma mudança de estratégia uma
vez que o processo diverge para a solução seguinte à do ponto
R, ver figura 4(b), caso seja mantido o passo de +0,05 para
α. Nesse ponto o passo de α foi dividido por 10 e o processo
prosseguiu até que divergiu novamente. Como se pode ver
na figura 4(b) e no detalhe apresentado na figura 4(a), a di-
vergência ocorre porque a intersecção da reta rI com a curva,
se dá no ponto I, ponto este que se encontra após a singula-
ridade da matriz Jacobiana do novo parâmetro αI. Isto pode
ser confirmado pela tabela I, onde se pode ver os respectivos
valores dos coeficientes angulares das retas pertencentes ao
feixe de retas que passa pelo ponto O (αI , coluna 3), e os
correspondentes ao conjunto formado pelos feixes de retas
que passam pelo ponto O e pelo ponto B (αM , coluna 5). O
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Figura 3: Desempenho do método proposto para o IEEE-
14: (a) magnitude da tensão na barra crítica como função do
carregamento, (b) perda total de potência ativa como função
do carregamento, (c) número de iterações.

ponto B (ver figura 4(b)) é o ponto situado no eixo das abscis-
sas, cujo valor da abscissa corresponde ao valor médio entre
λ=1p.u. e λ = λmax (maior valor obtido antes do processo
divergir novamente). O valor do determinante do parâmetro
αI (|JI |, coluna 4) troca de sinal, i.e., passa por zero (ponto
de singularidade do parâmetro, ou seja, ponto onde a reta tan-
gência a curva) entre os pontos 20 e 21 da tabela, enquanto
que com a troca de parâmetro, i. e., de feixe de reta, o de-
terminante (|JM |, coluna 6) não se anula. Apenas 4 soluções
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(pontos da curva) foram calculadas com as retas pertencente
a este último feixe de retas. O primeiro ponto foi obtido com
o mesmo passo inicial (∆α=0,05) e uma vez que o processo
precisou de apenas uma iteração para convergir, o passo foi
multiplicado por 10 (∆α=0,5) e os demais pontos foram cal-
culados com este novo valor de passo. As demais soluções
foram obtidas adotando-se a equação da reta que pertence ao
feixe que passa pelo ponto C (0; PaPMC), situado no eixo
das ordenadas, juntamente com um passo de –0,5 para α,
conforme se pode observar na figura 4(b). Essa estratégia foi
adotada porque possibilita caminhar mais rápido na trajetó-
ria de soluções do que se caminharia, com o mesmo passo,
usando as equações das retas pertencentes ao feixe anterior,
o que passa pelo ponto B, evitando-se com isso um aumento
desnecessário do número global de iterações. Assim, uma
vez superada a singularidade com a mudança de reta, foi pos-
sível se aumentar o passo e, conforme se pode verificar nas
figuras 4(b) e 4(c), alcançar uma solução (ponto M) distante
da anterior (ponto L) com um número razoável de iterações,
neste caso igual a 6. Na coluna 2 da tabela I também se pode
ver a mudança do sinal, ao passar pelo PMC, do determinante
da matriz correspondente ao parâmetro λ (|Jλ|).

4.3 Procedimento Geral para a Mudança
de Reta Durante o Traçado da Curva
P-V

Em função da análise feita nas seções 4.1 e 4.2 definiu-se
um procedimento geral para escolher o melhor feixe de retas
a ser utilizado em cada região da curva P-V. Após muitos
testes concluiu-se que o algoritmo a seguir é o mais robusto
e o que exige a menor demanda em termos do número total
de iterações necessária para o traçado da curva P-V:

1. Obtenha o ponto P resolvendo o caso base utilizando o
FC convencional;

2. Obtenha os próximos pontos da curva P-V incremen-
tando gradualmente (i.e., com um passo fixo) o valor do
coeficiente angular da reta (α) que passa pela origem
(0; 0), ponto O, e pelo ponto P;

3. Reduza o tamanho do passo dividindo-o por 10 quando
o processo não convergir;

4. Quando o processo não convergir novamente após a re-
dução do passo, retorne à solução anterior, adote a equa-
ção da reta pertencente ao feixe que passa pelo ponto B
e a última solução obtida, e retomando o passo inicial
calcule apenas alguns pontos (4 ou 5);

5. Calcule os demais pontos da curva adotando as equa-
ções das retas pertencentes ao feixe que passa pelo
ponto C, situado no eixo das ordenadas.
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Figura 4: Desempenho do método proposto para o IEEE-
30: (a) magnitude da tensão na barra crítica como função do
carregamento, (b) perda total de potência ativa como função
do carregamento, (c) número de iterações.

O intuito do cálculo de apenas alguns pontos da curva (4 ou
5) com as retas pertencentes ao feixe que passa pelo ponto B
e os demais com as retas pertencentes ao feixe que passa pelo
ponto C, é apenas do ponto de vista da eficiência, i.e., o de re-
duzir o número de iterações global necessário para o traçado
da curva P-V. Por outro lado, o uso das retas pertencentes ao
feixe que passa pelo ponto B é importante do ponto de vista
da robustez do método, posto que é necessário para eliminar
as singularidades das matrizes Jacobianas. Observe também
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Tabela 1: Ponto de singularidade para o novo parâmetro, para o sistema IEEE-30.

Ponto
da curva

|Jλ |×1049 αI |JI |×1049 αM |JM |×1049

5 2.29541496473739 0.42643 7.04556135670351 0.426 7.04556135670351

6 0.01164928479041 0.47643 0.08181755879507 0.476 0.08181755879507

7 -0.00000469675458 0.52643 0.00091610307375 0.526 0.00091610307375

8 -0.00000125209607 0.57643 0.00000952169456 0.576 0.00000952169456

9 -0.00000002172155 0.62643 0.00000008645978 0.626 0.00000008645978

10 -0.00000000024315 0.67643 0.00000000059386 0.676 0.00000000059386

11 -0.00000000024385 0.68143 0.00000000059608 0.681 0.00000000059608

12 -0.00000000015094 0.68643 0.00000000035104 0.686 0.00000000035104

13 -0.00000000009295 0.69143 0.00000000020483 0.691 0.00000000020483

14 -0.00000000003467 0.69643 0.00000000006733 0.696 0.00000000006733

15 -0.00000000002098 0.70143 0.00000000003777 0.701 0.00000000003777

16 -0.00000000001261 0.70643 0.00000000002070 0.706 0.00000000002070

17 -0.00000000000751 0.71143 0.00000000001094 0.711 0.00000000001094

18 -0.00000000000443 0.71643 0.00000000000542 0.716 0.00000000000542

19 -0.00000000000258 0.72143 0.00000000000227 0.721 0.00000000000227

20 -0.00000000000257 0.72146 0.00000000000208 5.765 0.00000000001504

21 -0.00000000000224 0.72292 -0.00000000000152 6.265 0.00000000001086

22 -0.00000000002725 0.70547 -0.00000000004483 6.765 0.00000000011892

que a troca de feixe de retas implicará apenas na alteração do
valor de α na matriz Jacobiana, e não em mudanças na sua
estrutura ou na criação de novos elementos.

Ao aplicar esse procedimento ao sistema IEEE-14 não houve
nenhuma mudança com relação aos valores já apresentados
na figura 3, posto que não ocorreu, como já era esperado, ne-
nhuma divergência e assim, foi possível obter todas as solu-
ções usando as equações das retas pertencentes ao feixe que
passa pelo ponto O, ou seja, o algoritmo ficou restrito apenas
aos passos 1 e 2.

4.4 Desempenho da Metodologia Pro-
posta para o Sistema IEEE-57

Na figura 5 apresenta-se o desempenho da metodologia du-
rante o traçado da curva P-V do sistema IEEE-57. Na fi-
gura 5(a) é mostrada a tensão na barra crítica (V31) como
função de λ, curva P-V. Na figura 5(b) podem ser vistos os
pontos correspondentes às soluções obtidas ao longo do tra-
çado da curva de perdas total de Pa como função de λ, jun-
tamente com as respectivas retas utilizadas e o ponto inicial
P (λ1=1,0 p.u.; Pa1= 0,2723 p.u.). O número de iterações
necessárias pelo passo corretor pode ser visto na figura 5(c).

O valor inicial do coeficiente angular da reta (α1) é igual a
0,2723. Os resultados mostram que a aplicação da metodolo-
gia proposta, considerando o procedimento geral apresentado
no item 4.3, conduz a um bom desempenho ao longo de todo
o traçado da curva P-V.

A figura 6 apresenta alguns detalhes observados com o tra-
çado das curvas P-V para os sistemas IEEE-57 e IEEE-30.
Nestes detalhes fica evidente a importância do uso das re-
tas pertencentes ao feixe que passa pelo ponto B (λmédio;
0) para o bom desempenho geral da metodologia. Na figura
6(a) mostra-se os detalhes do uso destas retas no procedi-
mento geral, enquanto na figura 6(b) elas não são conside-
radas. É interessante observar que apesar da existência da
singularidade do parâmetro (ver os comentários da tabela 1,
referentes ao sistema IEEE-30) é possível utilizar apenas as
retas pertencentes ao feixe que passa pelo ponto C, ou seja,
não seria necessário utilizar as retas pertencentes ao feixe que
passa pelo ponto B. Entretanto, conforme se vê nos detalhes
da figura 6(a), para o sistema IEEE-30 a última solução ob-
tida (ponto S) após a redução do passo (ponto R) encontra-se
antes do ponto máximo da curva de perdas e, dessa forma, ao
utilizar as retas pertencentes ao feixe que passa pelo ponto
C, o processo convergirá para as soluções da parte inferior
dessa curva, ou seja retornará pelo mesmo caminho. Con-
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Figura 5: Desempenho do método proposto para o IEEE-
57: (a) magnitude da tensão na barra crítica como função do
carregamento, (b) perda total de potência ativa como função
do carregamento, (c) número de iterações.

forme se vê nos detalhes da figura 6(b), no que diz respeito
ao sistema IEEE-30, para que o processo convirja para as so-
luções da parte superior da curva é necessário que no ponto R
se efetue uma redução maior do passo e, ao invés de dividi-
lo por 10 como seria feito no procedimento geral, o passo,
neste caso, precisou ser dividido por 20. O mesmo já não
se mostrou necessário para o sistema IEEE-57, para o qual a
redução do passo foi mantida, i. e., o passo foi dividido por
10. Uma vez que a última solução obtida (ponto S) após a re-
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Figura 6: Pa como função de λ para os sistemas IEEE-57
e IEEE-30; desempenho do uso do procedimento geral: (a)
utilizando as retas pertencentes ao feixe que passa pelo ponto
B (λmédio; 0), (b) sem utilizar as retas pertencentes ao feixe
que passa pelo ponto B.

dução do passo (ponto R) encontra-se após o ponto máximo
da curva de perdas, o processo obtêm êxito em encontrar a
solução I, ver detalhes da figura 6(b). Observa-se também
nestes detalhes, que para encontrar a solução I usando as re-
tas pertencentes ao feixe que passa pelo ponto C, também foi
necessário para ambos os sistemas, IEEE-57 e IEEE-30, re-
duzir os passos de –0,5 para –0,25 e –0,1, respectivamente.
Todas essas complicações desaparecem com o uso do proce-
dimento geral apresentado na seção 4.3.

4.5 Desempenho da Metodologia Pro-
posta para o Sistema IEEE-118

Na figura 7 apresenta-se a aplicação da metodologia pro-
posta, considerando o procedimento geral, para o traçado da
curva P-V do sistema IEEE-118. Na figura 7(a) é mostrado
a tensão da barra 9 (V9) como função de λ, curva P-V. Na
figura 7(b) podem ser vistos os pontos obtidos ao longo da
curva de Pa como função de λ, juntamente com as respec-
tivas retas utilizadas e o ponto inicial P (λ1=1,0 p.u.; Pa1=
1,3176 p.u.). O número de iterações necessárias pelo passo
corretor pode ser visto na figura 7(c). O valor inicial do coe-
ficiente angular da reta α1 é igual a 1,3176.

Observe na figura 7 que para este sistema o PMC também é
muito próximo do ponto de máximo de Pa, ou seja, ambas as
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Figura 7: Desempenho do método proposto para o IEEE-
118: (a) magnitude da tensão na barra crítica como função do
carregamento, (b) perda total de potência ativa como função
do carregamento, (c) detalhes do processo de convergência,
(d) número de iterações, (e) comparação entre o número de
iterações gastas por diferentes esquemas de parametrização.

matrizes, a que usa λ como parâmetro e a modificada que usa
Pa como parâmetro (Alves et alii, 2000), são praticamente
singulares no mesmo ponto. Seguindo o procedimento geral,
partindo-se do ponto P da figura 7(b) e considerando-se um
passo de +0,05 para α, o processo diverge ao se alcançar o
ponto R, ver detalhe apresentado na figura 7(c). Nesse ponto
o passo de α foi reduzido para +0,005 e o processo prosse-
guiu. Quando este divergiu novamente, retornou-se ao ponto
anterior e adotou-se a equação de uma reta que pertence ao
feixe de retas que passa pelo ponto B (ver figura 7(b)).

De acordo com o que se pode ver nos dois detalhes da figura
7 (c), com a mudança da reta foi possível encontrar a solução
S2 a partir da última solução anterior S0.

Também, devido à característica de convergência do método
de Newton, o sistema convergiu para a solução mais próxima,
S2, e não para a S1. Após 4 soluções (pontos da curva) se-
rem calculadas com as retas pertencentes ao feixe que passa
pelo ponto B, todas as demais foram calculadas adotando-se
as equações das retas pertencentes ao feixe que passa pelo
ponto C situado no eixo das ordenadas, e considerando um
passo de –0,5 para α, conforme se pode observar na figura
7(b). Essa estratégia é adotada pois, conforme já comentado
anteriormente, possibilita caminhar mais rápido na trajetó-
ria de soluções do que se caminharia, com o mesmo passo,
usando as retas que passam pelo ponto B, evitando-se com
isso um aumento desnecessário do número global de itera-
ções.

A figura 7(d) mostra que o número de iterações gastas no
traçado, incluindo as gastas com a transição entre as retas,
permaneceram reduzidas. Na figura 7(e) é feita uma compa-
ração, em termos do número de iterações, entre a fluxo de
carga proposto (FCCP) e os apresentados em (Alves et alii,
2000), parametrizado por Pa (FCCPa), e em (Alves et alii,
1999) parametrizado por V (FCCV). Observa-se que o FC-
CPa não possibilita obter pontos após o PMC, o que nesse
caso, impossibilita se concluir que a divergência é devida à
limitação física do sistema e não apenas restrições puramente
numéricos. No tocante aos demais, FCCV e FCCP, ambos
apresentaram praticamente o mesmo desempenho.

A figura 8 mostra o desempenho (número de iterações) do
FCCP para o mesmo caso do sistema da figura 7, partindo-
se da mesma condição inicial (ponto P obtido por um FC) e
considerando o passo inicial de α igual a 0,2, ou seja, 4 vezes
o valor anterior. O objetivo é mostrar a robustez do método.
Observa-se pela figuras 8(a) e 8(b) que os desempenhos pra-
ticamente se mantiveram.

A figura 9 apresenta os resultados do FCCP para uma ou-
tra condição operativa do IEEE-118, para a qual as tensões
das barras 25, 59, 61, 66 e 80 foram controladas somente
pelo tap dos OLTC. O passo utilizado para α nesse caso, foi
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Figura 8: Desempenho do método proposto para o IEEE-
118, quadruplicando o passo inicial: (a) número de iterações,
(b) comparação entre o número de iterações gastas por dife-
rentes esquemas de parametrização.

de +0,5. Também, não foi necessário nenhuma mudança de
feixe de retas para se traçar a trajetória de soluções. Nesse
caso observa-se, conforme figura 9(b), um melhor desempe-
nho global do FCCP em relação aos demais. O FCCP pos-
sibilitou a obtenção de mais soluções sem que ocorresse a
divergência. Uma das vantagens da metodologia proposta
é que no caso do FCCV sempre ocorrem mudanças de parâ-
metro (parametrização local (Ajjarapu e Christy, 1992) na re-
gião do PMC, enquanto que para o FCCP, a mudança, quando
se fizer necessária, é previamente estabelecida.

5 CONCLUSÕES

Neste trabalho apresenta-se um novo esquema de parame-
trização que possibilita o traçado completo das curvas P-V
baseado em simples modificações do método de Newton, en-
quanto se melhora suas vantagens características. A meto-
dologia proposta não só obtém êxito em encontrar, com a
precisão desejada, as soluções na região do PMC e no pró-
prio ponto, mas também permite a obtenção de soluções além
deste (isto é, pontos da parte inferior da curva P-V) com um
número baixo de iterações.

Outro aspecto importante a ser ressaltado é que os PMC obti-
dos com o procedimento proposto, foram os mesmos obtidos
com as metodologias já conhecidas (Alves et alii, 1999; Al-
ves et alii, 2000). Assim, mostra-se que a diferença do ponto
de divergência dos métodos, quando da obtenção do PMC,
se deve mais à sua inadequação para o cálculo do respectivo
ponto, do que do método em si. Também é apresentado um

�
�

����

����

Figura 9: Desempenho do método proposto para outra con-
dição operativa do sistema IEEE-118: (a) perda total de po-
tência ativa como função do carregamento, (b) comparação
entre o número de iterações gastas por diferentes esquemas
de parametrização.

procedimento para realizar-se, durante o traçado da curva P-
V, a mudança automática nas posições das retas localizadas
no plano formado pelas variáveis perda total de potência ativa
e o carregamento, objetivando a determinação mais eficiente
de todos os pontos da curva, ou seja, com um menor número
de iterações.

Uma das vantagens da metodologia proposta é que no caso
dos FCC parametrizados por tensão sempre ocorrem mudan-
ças de parâmetro (parametrização local (Ajjarapu e Christy,
1992) na região do PMC, enquanto que na metodologia pro-
posta a mudança, quando se fizer necessária, é previamente
estabelecida. Observa-se também que apesar das mudanças
nas posições das retas, as posições dos respectivos elementos
da matriz Jacobiana permanecem inalterados, exceto no que
diz respeito aos seus respectivos valores. Assim, o método
mostra-se como uma opção muito atrativa e de fácil imple-
mentação computacional visto que seriam necessárias pou-
cas alterações no programa de FC convencional, apenas a in-
trodução de uma linha e uma coluna, correspondentes à nova
variável λ. Não haveria nenhum problema relacionado com
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perda de esparsidade, uma vez que apesar de se introduzirem
uma linha e uma coluna praticamente cheias, essas podem
ser deixadas por último no processo de fatoração.
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