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OLIVEIRA, L. P. Bosons de spin 0 e spin 1 em um duplo degrau de potencial com
acoplamento vetorial ndo-minimo no formalismo de Duffin-Kemmer-Petiau. 2012. 53 f.
Dissertacdo de Mestrado — Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta,
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RESUMO

O problema relativistico de bosons de spin 0 e spin 1 em um duplo degrau de potencial
é explorado no contexto da teoria de Duffin-Kemmer-Petiau com acoplamento vetorial ndo-
minimo. Os estados de espalhamento sdo analisados e um coeficiente de transmissdo
oscilatdrio é encontrado. Um aspecto interessante relacionado ao espalhamento de bdsons de
spin 0 é que o coeficiente de transmissdo nunca desaparece, independentemente do tamanho
do degrau de potencial. Surpreendentemente, nunca se pode ter uma onda incidente
totalmente refletida, e a amplitude de transmissdo tem polos complexos correspondentes a
estados ligados. Mostra-se que tais estados ligados sdo intrinsecamente relativisticos.

Estendendo a andlise de bdsons de spin 0, o espalhamento de bdsons de spin 1 é
investigado em termos dos autoestados do operador helicidade. E mostrado que o coeficiente
de transmissdo, com a mesma forma que para bosons sem spin, € insensivel a escolha da
polarizacdo do feixe incidente. O interessante caso especial de bdsons sujeitos a um potencial
sinal, com a sua unica solucao de estado ligado para bosons sem spin, é analisado como um
caso limite. Mostra-se a inexisténcia de estados ligados de bdsons de spin 1 em um potencial

sinal.

PALAVRAS-CHAVE: equacdo de Duffin-Kemmer-Petiau, acoplamento ndo-minimo, duplo
degrau de potencial.



OLIVEIRA, L. P. Spin-0 and spin-1 bosons in a double-step potential with nonminimal
vector coupling in the Duffin-Kemmer-Petiau formalism. 2012. 53 f. Master (Physics) —
Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista,
Guaratingueta, 2012,

ABSTRACT

The relativistic problem of spin-0 and spin-1 bosons subject to a double-step potential
is explored in the context of the Duffin-Kemmer-Petiau theory with nonminimal vector
coupling. Scattering states are analyzed and an oscillatory transmission coefficient is found.
An interesting point regarding the scattering of spin-0O bosons is that the transmission
coefficient never vanishes, regardless of the size of the potential step. Surprisingly, one can
never have an incident wave totally reflected, and the transmission amplitude has complex
poles corresponding to bound states. It is shown that such bound states are intrinsically
relativistic.

Extending the analysis of spin-0 bosons, the scattering of spin-1 bosons is investigated
in terms of eigenstates of the helicity operator. It is shown that the transmission coefficient,
with the same form as that for spinless bosons, is insensitive to the choice of polarization of
the incident beam. The interesting special case of bosons subject to a sign potential, with its
unique bound-state solution for spinless bosons, is analyzed as a limiting case. It is shown the

inexistence of bound states of spin-1 bosons in a sign potential.

KEYWORDS: Duffin-Kemmer-Petiau equation, nonminimal coupling, double-step
potential.
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Capitulo 1
Introducao

A equagao de Duffin-Kemmer-Petiau [1]-[2], doravante equagao de DKP, tem sido utilizada
com sucesso na analise de interacoes relativisticas entre hadrons e nicleos. Esta equacao
de onda relativistica de primeira ordem permite a descricao unificada de bdsons de spin
0 e spin 1, tornando-se assim uma alternativa aos formalismos convencionais de segunda
ordem de Klein-Gordon e Proca. A equagao de DKP assemelha-se muito a equagao
fermionica de Dirac, no entanto a algebra das matrizes * difere radicalmente das matrizes
~#. A equivaléncia entre a equagao de DKP e as equagoes de Klein-Gordon e Proca foi
mostrada recentemente para o caso das interagdes vetoriais minimamente acopladas [3]-
[4], embora a equivaléncia entre a equagao de DKP e a equacao de Proca ja tivesse
um precedente, se nao considerarmos correntes parcialmente conservadas nem interagoes
escalares [5]-[6].

A grande variedade de acoplamentos, incapazes de serem expressos nas teorias de
Klein-Gordon e Proca, garantem ao formalismo de DKP uma rica descri¢ao dos sistemas
fisicos. Os acoplamentos sao classificados de acordo com seus respectivos comportamen-
tos perante transformacgoes de Lorentz. Para o setor escalar (spin 0) as interagoes sao
constituidas por dois escalares, dois vetores e dois tensores [7]. J& para o setor vetorial
(spin 1) as interagoes sao constituidas por dois escalares, dois vetores, um pseudoescalar,
dois pseudovetores e oito termos tensoriais [8]. Os acoplamentos escalar e vetorial, no for-
malismo de DKP, tém sido empregados no tratamento fenomenolégico de espalhamentos
elasticos méson-nucleo com melhores resultados experimentais quando comparados aos
formalismos de Klein-Gordon e Proca [9]-[14]. A teoria de DKP tem sido aplicada em
diversos ramos especializados da fisica, encontrados em [15].

No caso de particulas de spin 0, os acoplamentos vetoriais da teoria de DKP conduzem
a uma equacao de Klein-Gordon generalizada para um dos componentes do espinor de
DKP [16]. Na auséncia do potencial vetorial ndo-minimo obtém-se a equagao de Klein-

Gordon na presencga de um potencial minimamente acoplado. A forma dos dois distintos
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acoplamentos vetoriais na equagao de Klein-Gordon generalizada so se torna ébvio porque
a interagcao opera sob a tutela da teoria de DKP. Caso contrario, somente o acoplamento
minimo poderia ser obtido pela aplicacao da substituicao minima na equacao de Klein-
Gordon livre. Ja no caso de particulas de spin 1, os acoplamentos vetoriais da teoria de
DKP conduzem a uma equacao de Klein-Gordon generalizada para um dos componentes
do espinor de DKP e uma outra equagao de Klein-Gordon generalizada para dois outros
componentes do espinor de DKP [16]. As duas equagoes de Klein-Gordon generalizadas
sao acopladas, e isto pode restringir a classe de solugoes para bdsons vetoriais quando
comparadas as solugoes do caso escalar.

A adicao de um acoplamento vetorial nao-minimo ao potencial minimamente acoplado
afeta diretamente os processos de espalhamento, e o objetivo deste trabalho é a inves-
tigacao das implicagoes desta adicao com uma forma funcional unidimensional simples
para o potencial de interacao.

A descrigao de férmions relativisticos de spin 1/2, sob agao de duplo degrau de po-
tencial com acoplamento pseudoescalar, foi objeto de investigagao em [17] e deu origem
a resultados surpreendentes: solucoes de estados ligados sao obtidas quando o potencial
é suficientemente intenso. Destarte, o estudo de bdsons de spin 0 e spin 1, submetidos
a um duplo degrau de potencial com acoplamento vetorial nao-minimo, pode trazer luz
para a descrigao fenomenologica dos espalhamentos elasticos méson-ntcleo.

O método desenvolvido neste trabalho permite abordar o problema de espalhamento
e estados ligados de uma forma unificada [18]. A andlise dos polos do coeficiente de
transmissao surge como um caminho alternativo no estudo das solucoes de estados ligados.
Os resultados para um simples degrau, ou potencial sinal, sao obtidos por meio de um
processo limite.

Esta dissertacao encontra-se divida em trés partes: o capitulo 2 aborda a origem e
as propriedades da equacao de DKP, o texto foi desenvolvido seguindo-se a estrutura
encontrada nas referéncias [19]-[20]; no capitulo 3 sdo apresentadas as solugoes e por fim
no capitulo 4, as conclusoes.

Os resultados obtidos nesta dissertacao resultaram em dois artigos. Um deles, “Scatte-
ring and bound states of spin-0 particles in a nonminimal vector double-step potential”[21]
ja encontra-se publicado, e o outro “Transmission coefficient and two-fold degenerate dis-
crete spectrum of spin-1 bosons in a double-step potential”, encontra-se submetido a

publicagao.
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Capitulo 2

A equacao de DKP

2.1 Origem e propriedades

A equacao de Duffin-Kemmer-Petiau foi desenvolvida independentemente por Petiau,
Kemmer e Duffin [1]-[2], numa série de trabalhos publicados na década 1930. A equagao é
muito semelhante a equagao de Dirac, no entanto descreve bésons de spin 0 e spin 1, além
de " obedecer a algebra de DKP. As matrizes 5* sao quadradas de ordem 16, enquanto
o espinor de DKP possui 16 componentes. Devemos salientar que cada componente do
espinor de DKP satisfaz automaticamente a equagao de Klein-Gordon, como esperado
para uma equagao relativistica [4]. Mais detalhes sobre o desenvolvimento histérico da
equagao da equacao de DKP podem ser encontrados nas referéncias [22]-[23].

A equacao de DKP livre pode ser escrita como:
(1", — m)yY(r,t) =0 (2.1)
onde i = ¢ = 1 e as matrizes " obdecem a seguinte algebra:
BrBYBN + BABY B = g B+ g B (2.2)

onde g"” é o tensor métrico do espaco-tempo de Minkowski com assinatura (1, —1,—1, —1)
epn=20,1,23. E importante notar que, diferentemente das matrizes y* pertencentes a
algebra de Clifford e presentes na equacao de Dirac, as matrizes * nao possuem inversa.
Algumas propriedades tuteis da algebra de DKP sao apresentadas abaixo.

Fazendo-se = v = A em (2.2), obtemos
(81)? = g (2.3)

Definindo
= 2(8")7 — g (2.4)
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observamos que
() =1=(g")? (2.5)
A relagao de anticomutatividade entre as matrizes S* e as matrizes n* pode ser obtida a

partir do seguinte processo: a) multiplica-se a relacio (2.4) por 4* & direita, obtendo-se
B =258 — g (2.6)
b) fazendo-se . = v em (2.2) obtemos
(7728 + B(B)? = g™ + B9
(8")°8* = g™ + prg — pA(B") (2.7)
Substituindo-se (2.7) em (2.6) obtemos
B =20 25 g — 2B (B — g
= 231N+ g — 287 ()
— Qﬁ#g)\# + ﬁk(g“” _ 2(6”)2)
= 201 g — B
portanto
{m, B} = 28" g™ (2.8)
ou seja,

{2} =0,  p#A
(2.9)

{n", B} =2g"p" =\
Para obtermos agora o comutador entre as matrizes n* e S, devemos multiplicar (2.4)

por G a direita

nhpr = 2<5u)3_g#u5#
W = g (2.10)

Simili modo, multiplicando (2.4) por 8" pela esquerda obtemos

g = 2(8") = prg
= prg (2.11)

Pela diferenga entre (2.10) e (2.11), obtemos
", 8"] =0 (2.12)
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Fazendo-se = A em (2.4) obtemos

=28 = g™ (2.13)
Podemos concluir que
"0 = 187, (8Y)°) (2.14)
Fazendo-se p # A em (2.7), podemos obter
(B)2(BY)? = (BY)%(B")?, para p# A (2.15)
Logo
[ n"] =0 (2.16)

2.2 Uma equacao de continuidade para a teoria de

DKP

Uma equacao de continuidade pode ser obtida para a teoria de DKP. Podemos definir um

campo 1) correspondente ao conjugado de ¢ da seguinte maneira

b =9iC (2.17)

onde C' é uma matriz constante inversivel. Aplicando o conjugado hermitiano da equagao
de DKP, obtemos

(18”9, —m)¥]" = 0
—ia,ﬂﬂﬁ”—mzﬂ - 0
10, TCO B +myt = 0 (2.18)

Multiplicado (2.18) por C pela direita, temos

i0,)TCCBMC + myp'C = 0
i0,0C~ 1B C +myp = 0 (2.19)

Multiplicado (2.19) por ¢ pela direita, temos
i (0,0) C7HBMCp + mapyp = 0 (2.20)
Multiplicando-se a equacdo de DKP por 9 pela esquerda, obtemos

159y tp — mip = 0 (2.21)
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Somando-se (2.20) e (2.21) temos

(0u) C71BMCY + 9 Br O, 0
0, (0B ) = (0,9) 8" + 9 bCT M CY = 0
0u(B*Y) = (0,0)B8" — (9ub) CBMCy
Ot = 0+ pr=C"'1pMC (2.22)

Portanto podemos definir uma densidade de quadricorrente

JH = Zq) (2.23)

1
2
se e somente se f* = C~1B*C. O fator % ¢é necessario para que se obtenha uma densidade
de quadricorrente similar aquela utilizada na equagao de Klein-Gordon [24]. No entanto,
o componente temporal de J* nao é positivo-definido, o que elimina a possibilidade de
interpretarmos J° como uma densidade de probabilidade.

Podemos concluir de (2.22) que a matriz S é hermitiana com respeito a matriz C, de

maneira que

(Bt =cprc! (2.24)
Uma representagao adotada na literatura [4],[6],[7],[16]-[18] para a matriz C é
C=n (2.25)

Portanto, 1) é definido como
b =y’ (2.26)
A equagao de DKP livre pode ser obtida através da densidade de lagrangiana [4]

L= 200 o~ miy (2.27)

que ao satisfazer a equacgao de Euler-Lagrange, fornece a equacao de movimento dos

bdsons.

2.3 Covariancia de Lorentz da equacao de DKP

Uma teoria relativistica adequada deve ser covariante de Lorentz, ou seja, sua forma deve
ser invariante por uma transi¢ado de um sistema inercial para o outro [25]. Dois obser-
vadores, X e X', em diferentes sistemas inerciais descrevem o mesmo evento fisico com
suas particulares coordenadas espago-temporais. A lei de transformacao das coordenadas

e suas respectivas derivadas, sao definidas como
=AY, 9, =AM\ ,0, (2.28)
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A distancia entre dois pontos espago-temporais é invariante sob transformacoes de Lorentz
2
ds* = datdx, = dx™dz), (2.29)

e consequentemente

AP A, = 5t (2.30)

chamada de relagao de ortogonalidade para transformagoes de Lorentz. Da relacao (2.30),
segue-se que
det(A*,) = £1 (2.31)

onde sinal superior representa uma transformacao de Lorentz propria e o inferior uma
transformacao impropria. As transformagoes de Lorentz proprias finitas podem ser obtidas
por um numero infinito de transformagoes infinitesimais sucessivas a partir da identidade.

Definindo as seguintes transformagoes
(2" = UN)yp(a), m =m (2.32)
exigimos que a equacao de DKP permaneca invariante, isto é
(B8, —m') (') = 0 (2.33)
Devemos exigir, também, que as matrizes ' satisfacam a dlgebra DKP, i.e
BUBY BN+ AT B = g B + g B (2.34)

A fim de conectar os dois referenciais inerciais, devemos obter a forma explicita das trans-
formagoes 3 e U(A). Lembrando que deve haver também uma transformagao inversa U !,
que possibilita o retorno ao sistema de referéncia inicial. Substituindo as transformagoes
(2.28) e (2.32) em (2.33), obtemos

[i" A, U(N)D, — mU(A)]Y(z) =0 (2.35)
Multiplicando (2.35) por U~! & esquerda temos
iU BHUN .0, — m] ¥(x) =0 (2.36)

Comparando (2.36) com a forma da equagao de DKP, observamos que as matrizes "

devem-se transformar como
U*I(A)B’“U(A) = A", B (2.37)

Desta forma, construamos o operador U(A) para as transformagoes de Lorentz préprias

infinitesimais, dadas por
A, =6+ Aw” , + O(Aw?) (2.38)
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Visando a relacao de otogonalidade (2.30), podemos concluir que
Aw,,, = —Aw,, (2.39)
Expandindo U(A) em poténcias de Aw*”
U(A) = 1+ iaAw,, S" + O(Aw?) (2.40)
substituindo em (2.37) e desprezando os termos de segunda ordem em Aw? obtemos
B+ iaAw,, S ST — iaAw,s ST B = B+ Aw” , B (2.41)

Igualando os coeficientes dos polinomios (em Aw) de ambos termos de (2.41), obtemos
que

g = g (2.42)

ioAw,, [, SP7] = Awt , 57 (2.43)

Ou seja, a relagao (2.43) é uma consequéncia do fato de exigirmos que as matrizes f* sejam
independentes das coordenadas escolhidas no espaco de Minkowski. A forma explicita do

gerador infinitesimal S*? e o valor do coeficiente «, sao dados por

S =ilp, 8] e a=—3, (2.44)

Logo, a transformacao de Lorentz prépria finita fica completamente determinada por
1 oo
U(A) = exp 5 Aw,; S | . (2.45)
Como consequéncia da covariancia sob rotacoes, a matriz definida como
Sy = tenB' B =ilB, F] (2.46)

satisfaz a dlgebra do momento angular [S;, S;] = ig;;#S, e o spin é automaticamente
incorporado a teoria de DKP como um ingrediente necessario para descrever a mistura

de varios componentes do espinor.

2.4 Valores esperados e condicao de normalizacao

Apés a tentativa de obtermos uma densidade de probabilidade positiva definida, J° pode
ser intepretada como uma densidade de carga. A condigao de normalizagao [ drJ" = £1

é expressa na teoria de DKP como
/ drip O = £2 (2.47)
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em que o sinal positivo (negativo) deve ser usado para uma carga positiva (negativa). O

valor esperado de qualquer observavel O ¢é dado por

_ [drd (BP0
0= [ dri o

(2.48)

onde $°0 deve ser hermitiano com respeito a 7°, ou seja, [n° (50(9)]T = n° (8°0), para

assegurar que () seja uma quantidade real.

2.5 O operador projecao na teoria de DKP

As matrizes S* formam uma base constituida por 256 matrizes linearmente independen-
tes. No entanto as representacoes da teoria de DKP sao redutiveis e podem ser divididas
em trés representagoes irredutiveis, contabilizando um conjunto de 126 matrizes indepen-
dentes: uma representacao de primeira ordem sem significado fisico, uma representacao
de quinta ordem (25 matrizes) que descreve o setor escalar e uma representacao de décima
ordem (100 matrizes) que descreve o setor vetorial. Desta feita, o espinor de DKP apre-
senta um excesso de componentes e a teoria deve ser complementada por uma equacao
que possa eliminar os componentes redundantes. Multiplicando a equagao de DKP por
(1 — B°BY) pela esquerda, temos
(1—8°6°) (18", —m)y =0
. i ) 3 . 2 i 2
iB°00t) + 180 — map — i (50) Ot — 1 (BO) B0 +m (50) =0 (2.49)
Da equagao (2.3) temos, para o caso em que g =0
3
(8°)" = p° (2.50)
Simili modo, da relagao (2.2), temos para p=v=0e A =1
(8°)° B =p"—p5(8) (2.51)

Podemos reescrever (2.49) como

80000 + 80 — mip — i8°0g — i |6 = B (8°)"] O+ m (8)7 0 = 0
iB" (8°) 0 +m (8°) ¢ — myp = 0 (2.52)

isto é,

i6'6°6°0p = m (1 - p°B°) ¢ (2.53)
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2.5.1 Setor escalar

Da referéncia [7], define-se os operadores projegao para o setor escalar como
1
P=_(8"8,~1), P'=Pp (2.54)

que obdecem as seguintes relacoes algébricas

pPl=rp (2.55)

PrBY = PBrBY = Pgt” (2.56)
PSH = SWP = (2.57)
PHS"™ =i (g" P — g" PY) (2.58)

Dadas as transformagoes de Lorentz, (5*) = g, P' = P, (P*) = (PS*) = P* e usando

a relagao ( 2.57) pode-se mostrar que
(PY) = Py = PUy =P (1 + % Aw,, S* + O(Aw2)> Y = Py (2.59)
onde U = (1 + 5 Aw,, S* + O(Aw?)). Similarmente, para o projetor P*, temos que
(P*y)) = P*UY = P* (1 + % Aw,,, S* + O(Aoﬂ)) 0 (2.60)
usando a relacao (2.58) obtemos que
(PH1) = (6 + Awl + O(Aw?)) Py = A* \ PNy (2.61)

Desta maneira, podemos concluir que P*1 transforma-se como um vetor de Lorentz.
Destarte, esses operadores que foram definidos de forma independente da representagao,
sao chamados de projetores do setor escalar da teoria DKP. Esses operadores selecionam
as componentes do espinor ¥ que se transformam como um campo escalar e como o seu
vetor gradiente associado.

Por outro lado, aplicando o operador P a equacao de DKP, obtemos

iPBFO —mPl = 0
i0,P") = mPip (2.62)

onde Pg* = PH*. Aplicando-se P” a equagao de DKP

iP' B9 —mPY = 0
Py = —3' Py (2.63)
m
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onde PYf# = Pg"”. Substituindo (2.63) em (2.62)

i0, (iaup¢) —mPy =0 (2.64)
m

e portanto
9,0 (P) +m?* (Py) =0 (2.65)

que é a equacao de Klein-Gordon para um bdson livre. Portanto, quando o operador
projecao P é aplicado a equacao de DKP, o setor de escalar da teoria é entao selecionado,
fornecendo apenas o componente fisico do espinor que obedece a equacao de Klein-Gordon

livre.

2.5.2 Setor vetorial

Simili modo ao caso escalar, definimos os projetores [26]

R = (81)(8°)°(8°)° (5"6° = %), R™ = R'G" (2.66)
com as seguintes propriedades
RN = —R" (2.67)
R* (3% = RFg"™ — RV g"* (2.68)
RAS™A =i (g™ RN — g R") (2.69)
RS =i (g"* R — "R — g"P RI 4 g7 R®) (2.70)
Aplicando os projetores do setor vetorial a equacao DKP, obtemos
O, R'" Y = —imRMy (2.71)
e aplicando R* a equagao de DKP e usando (2.68) obtemos
fr—— (2.72)
m
onde
U" = "Ry — 9" R"y (2.73)
Substituindo-se (2.72) em (2.71), obtemos
8, (i U”“) —  —imR"
m
o,U™ = —m’R"y (2.74)
e portanto
U* = O0F Ry — 0" RV
4 4 (2.75)
0,U"" = —m2RMy
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que ¢é a equacao de Proca livre. Combinando as equagoes acima temos que
0, (9" R'p — " R) = —m* Ry
0,0" R — 0,0" R") + m* Ry = 0 (2.76)
diferenciando (2.76) obtemos
0,0,0" R — 0,0"0, R"v + m*0,R'“) = 0
9,0"0,R"p — 0,0"0, R"1) + m*0, R = 0

m?0, R =0 (2.77)
e portanto
o,R'p =0 (2.78)
aplicando (2.78) em (2.76)
(0,0" +m®) R*p = 0. (2.79)

Portanto (2.79), mais o vinculo dado por (2.78), correspondem a equagao de Proca para
R,

2.6 Limite nao-relativistico da equacao de DKP livre

Os componentes do espinor de DKP, bem como os componentes do espinor projetado, obe-
decem a equacao de Klein-Gordon para o setor escalar. Consequentemente o limite nao-
relativistico da equacao de Klein-Gordon resultara no limite nao-relativistico da equagao
de DKP para o setor escalar. Enquanto que para o setor vetorial, o espinor obedece a
equacao de Proca. Esta por sua vez, resulta em uma equacao de Schrodinger livre mais
os seus vinculos quando levada ao limite nao-relativistico.

Para analisarmos o limite nao-relativistico da equagao de Klein-Gordon, introduzimos
0 ansatz

O(7,t) = (7, t) exp(—imt) (2.80)

onde ¢(7,t) é uma fungao de onda nao-relativistica. Diferenciando a equagao acima com

respeito ao tempo até segunda ordem e utilizando o limite £ —m < m — i%f < my,

obtemos e e 2 |
il (2@m§ +m gp) exp(—imt) (2.81)
Substituindo (2.81) na equacao
(0,0" +m*)® =0 (2.82)
obtemos a equacao de Schrodinger livre
—%v% = z‘aa—f (2.83)
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2.7 Interacoes no formalismo de DKP
A equagao de DKP (2.1) com interagdes pode ser escrita como
("0 —m —=V)p=0 (2.84)

onde o potencial de interacao V' possui uma estrutura matricial, a qual é escrita em termos
de 25 (100) matrizes linearmente independentes que pertencem a representagao irredutivel
associada ao setor escalar (vetorial) da teoria.

Podemos obter uma equacao de continuidade para a equacao de DKP analogamente

a secdo (2.2). Aplicando o conjugado hermitiano da equagao de DKP com interagoes,

obtemos
[(i"0, —m - V)" = 0
10,1 BT+ maypT + TV = 0
10,08 0" n” + m"n® + P’ Vig® =0
10,84+ mytn® TPV =0
10, 08" +mp +ym°Vin® = 0 (2.85)
Multiplicando (2.85) por v pela direita, temos
i (0,0) B + Vi’ + map = 0 (2.86)
Multiplicando-se a equacdo de DKP por 9 pela esquerda, obtemos
HDFOutp — Mt — PV = 0 (2.87)
Somando-se (2.86) e (2.87) temos
i (0,0) B + B0+ (Vi = V)y = 0
10,05 0) + 0 (VI — V) = 0
O J" + z/i(v Vi = 0 (2.88)

Portanto a quadricorrente (2.23) sé sera conservada apenas quando V' for hermitiano com
respeito a n°. O potencial de interacao V pode ser escrito em termos de estruturas de
Lorentz bem definidas, e estas sao classificadas de acordo com seu comportamento com
respeito as transformacgoes de Lorentz.
Neste trabalho sera abordada uma interacao vetorial nao-minima com a seguinte es-
trutura
V =[P, 5"|A, (2.89)
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onde P é o operador projecao definido por (2.54) no setor escalar, e definido por

P =(8"8.—2) (2.90)

para o setor vetorial, A, é a funcao quadripotencial. Desta maneira P comporta-se
como um escalar e 1 [P, 3#] 1) um vetor perante transformacoes de Lorentz. Substituindo

(2.89) na equacao de DKP nao livre, obtemos
(iB"*0,, — m —i[P,B* A, )¢ =0 (2.91)

Na secdo (2.9) veremos que A, ¢é invariante sob conjugacdo de carga, i.e., o potencial

nao distingue particulas de antiparticulas.

2.8 A equacao de DKP independente do tempo

Sendo o potencial de interagao independente do tempo, o Ansatz
(7, t) = ¢(F) exp(—iEt) (2.92)
pode ser aplicado a equagao de DKP (2.1), resultando
B°E¢ +if'0;p —mdp — Ve =0 (2.93)
Com o acoplamento vetorial nao-minimo a equacao de DKP se torna
(B°E +iB'0; — m —i[P, B"]A,)p = 0 (2.94)

com a densidade de quadricorrente dada por
1-
= 0By

_ %gbexp(iEt)ﬁ“(beXp(—iEt)

1

= 560" (2.95)

Logo ¢ descreve um estado estacionario.

2.9 Paridade, conjugacao de carga e reversao tempo-

ral

A fim de auxiliar a interpretacao das solugoes da equacao de DKP com acoplamento

vetorial nao-minimo, estudaremos a simetria PCT da referida equacao.
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A transformacao de paridade é definida pela atuagao do operador

A

P=P,P; (2.96)

onde Py atua sobre fungoes, efetuando a transformagao ¥ — —7, e P, = % exp(if,), tal
que P2 =1 (6, = 0 ou m). Desta maneira, a atuacio do operador de paridade sobre

matrizes funcionais, é dada por
Plaf(7.t) + Bg(F 0P~ = af (=7.t) + Bg(~T7'1) (2.97)

Definindo a atuacao do operador paridade sobre o espinor de DKP como

A

Pi(7,t) = (7, 1) (2.98)

e aplicando o mesmo operador sobre a equacao de DKP com interacao vetorial nao-

minima, temos
{iPnB°P, 0y — iPyf8* P 0 — m — iPp[P, B P PrAL(F 1) Pt} aby(Frt) = 0 (2.99)
Para mantermos a covariancia da equagao de DKP sobre paridade, podemos concluir que

PPt = 4

PP, = =5

P,PP,} = P (2.100)
PulP, NP, = —[Pp"]
PrA(F )Py = —AR(=T1)

A conjugacao de carga é definida pela atuacao do operador

~

C = CnCy (2.101)

onde Cy atua sobre funcoes, efetuando o complexo conjugado e a conjugacao de carga, e
C = n°n' exp(ib,.), tal que C2 = I (6, = 0 ou 7). Desta maneira, a atuagao do operador

conjugacao de carga sobre matrizes funcionais, é dada por
Claf(7t) + Bg(FOIC™" = o™ fu(F 1) + Bge(7 1) (2.102)
Definindo a atuacao do operador conjugacao de carga sobre o espinor de DKP como
CY(7, 1) = (7 ) (2.103)

e aplicando o mesmo operador sobre a equacao de DKP com interacao vetorial nao-

minima, temos
{iCnB°C, 0 — iCm B CL O — m — iC [P, B1C Cr AL (F ) O (P 1) = 0 (2.104)
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Para mantermos a covariancia da equacao de DKP sobre conjugacao de carga, podemos

concluir que

Cnf'CLt = —p°

CnfrCLt = —p*

C,.PC1 = P (2.105)
CnlP,BYIC, = —[P,BY]

A reversao temporal é definida pela atuacao do operador

A

T =T,T; (2.106)

onde T atua sobre funcoes, efetuando o complexo conjugado e a transformacgao t — —t,
e T,, = n’exp(ib;), tal que T2 =T (6; = 0 ou 7). Desta maneira, a atuagao do operador

reversao temporal sobre matrizes funcionais, é dada por
Tlaf(7,t) + Bg(F. )T~ = o fr(F, —t) + B*gr(F, —t) (2.107)

Definindo a atuacao do operador paridade sobre o espinor de DKP como

~

Ty(r,t) = r(r) (2.108)

e aplicando o mesmo operador sobre a equacao de DKP com interacao vetorial nao-

minima, temos
{—iT 8T, 00 — iTn T, O — m — T, [P, BT, Tr A (F, )T} bp(7,t) = 0 (2.109)

Para mantermos a covariancia da equagao de DKP sobre reversao temporal, podemos

concluir que

BT, = B

TnB*T," = -5
T,,PT,;' = P (2.110)

TfAk(’F; t)Tf_l = Ak(f; _t)
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Capitulo 3

Solucoes da equacao de DKP

independente do tempo

3.1 Setor escalar

Para o setor escalar da teoria DKP (spin 0) usaremos a representacao dada por [27]

0 0 : 0 p
0 , i — ‘1, i=1,2,3 3.1
5 (OT 0) 5 (_pz 0) 1)
0 1 -1 0 0
0 = s plz
1 0 0O 0 0
[0 =10 (00 —1
P2 o0 o) " loo o

em que 0, 0 e 0 sao matrizes nulas 2x3, 2x2 e 3x3, respectivamente, enquanto o sobres-

onde

(3.2)

crito T designa a matriz transposta. Nessa representagao temos que

= ( GIT _OI ) (3.3)

em que I e I sdo matrizes identidade 2 x 2 e 3 x 3, respectivamente. A matriz de spin é

0 0
S, = (_T ) L i=1,2,3 (3.4)

dada, entao, por

0 Si
onde s; sao matrizes 3 x 3, tais que (s;);x = —ig;. Uma consequéncia direta de 8°S; = 0
é que

(Si) =0 (3.5)
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($*) =0 (3.6)

Aqui o operador projegao pode ser escrito como [7] P = (p*5,—1)/3 = diag(1,0,0,0,0),
e neste caso seleciona o primeiro componente do espinor de DKP. O espinor pode ser es-
crito como YT = (11, ..., ¥5) de tal maneira que a equacio de DKP independente do tempo

para um bdson submetido a um potencial unidimensional (eixo X') decompoe-se em

(05 = D7D +m?)yy =0

Do = —1maby, D£+)¢1 = —1mab3 (3.7)
Yy =15 =0
onde
D = o, + A, (3.8)

Observamos que na auséncia de um potencial ndo-minimo, a primeira linha de (3.7)
se reduz a equacao de Klein-Gordon e 3, ¥4 e 15 sao componentes supérfluos do espinor
de DKP (¢4 = ¥5 = 0 é uma consequéncia do movimento unidimensional). Para o caso

independente do tempo, temos

d? dA
<—+E2—m2+Ag—A§+ 1)¢1:o

dx? dr
1 .
¢2 = — (B +1iAg) ¢ (3.9)
m
1 [ d
3 = — <—+A1> O, Pa=0¢5=0
m \ dz
com . ;
1
J'=—|f*, J'=—Im (aﬁﬂ), JP=J=0 (3.10)
m m dx
Podemos escrever (3.9) como
d? )
E
P2 = —@1 (3.11)
m
i (d
¢3=—(—+A1)¢1, s =5 =0
m \ dx
onde "
k2= E*—m?— A2+ =L 3.12
m 1+ A ( )

Dado um potencial de interagao que satisfaca a certas condi¢oes, temos entao um pro-
blema de Sturm-Liouville bem definido para determinar os possiveis autovalores discretos

ou continuos do sistema. Observamos que hé apenas um componente independente no
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espinor de DKP para o setor escalar. Segue-se que a paridade de ¢3 é oposta a paridade
de ¢1 e ¢y de tal maneira que o espinor de DKP tem paridade definida. Além disso,
a mudanca A, — A,+ constante altera drasticamente o espectro. Concentramos nossa
atengao para o componente espacial do potencial nao-minimo com A;(—z) = —A;(x).

Consideramos o duplo degrau de potencial (figuras 3.1 e 3.2)
Aj(x) =Vy[0(x —a) — 0(—x — a)] (3.13)

com Vj e a definidos como niimeros reais (a > 0) e f(x) é a fun¢ao passo de Heaviside.

Af)

+a

Figura 3.1: Duplo degrau de potencial para Vg > 0.

A}

+a

Figura 3.2: Duplo degrau de potencial para Vy < 0.

E interessante notar que no limite a — 0 a fungao duplo passo se reduz a 2Vysgn(x),
onde sgn(x) = x/|z|. Nosso problema ¢ resolver (3.11) para ¢; e determinar as energias

permitidas. Neste caso a primeira linha de (3.11) pode ser escrita como

—ﬁ‘ﬁfﬁ + {;/—21 0(x —a) + 0(—x — a)

(3.14)
— o (§(z —a) + 6(x +a)]} ¢ = B0,

2m
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onde 0(z) = df(z)/dx é a fungao delta de Dirac. Observamos, a partir da equagao (3.14),
que ¢ obedece a uma equagao de Schrodinger efetiva com os potenciais efetivos ilustrados

nas figuras 3.3 e 3.4, e energia efetiva dada por (E* —m?) /2m.

2
Figura 3.3: Potencial efetivo para V5 > 0. A altura do pogo (regiao |z| > a) é dada por ;/—fn

2
0

Figura 3.4: Potencial efetivo para Vj < 0. A altura do pogo (regiao |z| > a) é dada por ;/—m

Concentramos nossa atencao para os estados de espalhamento de modo que a solucao

descreva um boéson de spin 0 movendo-se da esquerda para direita e pode ser escrita como

Aet™e + Be™™Ma  paraz < —a
d1(x) =9 Cet® + De s  paralz| <a (3.15)

s X
Feta para x > a

onde

E=aVE?—m? n=+& —v% v=dl (3.16)
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Para |E| > /m?+ V§, a solugao referente ao intervalo (z < —a) reverte-se em ondas
planas propagando-se com velocidade de grupo dada por

_dE

Ug—d—n,

(3.17)

igual a velocidade clédssica da particula. Se ecolhermos particulas incidindo sobre o pogo
de potencial efetivo teremos que Ae*™a descreve particulas incidentes (v, = n/Ea* > 0),
enquanto Be~ " descreve particulas refletidas (v, = —1/Ea® < 0). Portanto, nesta regido,
a densidade de corrente de uma onda refletida movendo-se para a esquerda e uma onda

incidente movendo-se para a direita é dada por

JHz < —a) = —(|A]* — |BJ?), (3.18)

/a
am
enquanto uma onda transmitida move-se para a direita com
Tz > a) = - |F]. (3.19)
am

Exigimos que ¢, seja continua em x = =+a, i.e.

lim ¢ [* =11 = 0. (3.20)
e—0

r=%da—¢e

Caso contrario, (3.14) conteria uma derivada da fungao delta. Efeitos devido ao potencial
em d¢y/dx na vizinhanga de © = f+a podem ser calculados pela integragao de (3.14) de
+a — ¢ a +a + ¢ e tomando o limite ¢ — 0. A conexao entre d¢;/dx pelo lado direito e

d¢, /dx pelo lado esquerdo pode ser resumida como

d¢1 x::l:a—l—a v

lim = ¢1(Ea) (3.21)

=0 dx r=da—e

Com ¢; dado por (3.15), as condigoes (3.20) e (3.21) implicam que
¢MF = e*C +e D
eMA+eMB = e C + €D
(3.22)

eMF(n —iv) = £(e®C — e 7% D)

£(e78C — D) = (n +iv)e A — (1 — iv)e" B
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Omitindo os detalhes algébricos, temos as seguintes amplitudes relativas

B 2ie 2"y cos 26

A d
[ e e (& +n —iv)
A d
(3.23)
D efe (€ —n+iv)
A d
F 2e72"gy
A d
onde definimos
d = 2(n —iv)(§ cos 26 — in sen2f) (3.24)
Podemos identificar as amplitudes de reflexao (r) e transmissao (t) como
B
- = 2
r T (3.25)
F
t = — .2
. (3.26)

A fim de determinar os coeficientes de reflexao e transmissao usamos as densidades de

corrente J'(z < —a) e J'(z > a), obtendo
2 2
, T'=

A

com R+T = 1. A ultima amplitude relativa de (3.23) permitem-nos escrever o coeficiente

B
R= ‘Z (3.27)

‘ F

de transmissao como .

T =t = {1 + (% cos 25)21 (3.28)
independente do sinal de v (Figura 3.5). Note que 7' — 1 com 77 — oo e que hé transmissao
ressonante (7" = 1) sempre que £ = (2n + 1)7/4 com n =0, 1,2...

A possibilidade de estados ligados (com |E| < \/m) exige uma soluc¢ao dada
por (3.15) com n =i|n| (£ < |v|) e t = oo, a fim de obtermos ¢; de quadrado integrével.
Portanto, se considerarmos a amplitude de transmissao como uma funcao da variavel
complexa 7, observamos que os polos situados ao longo do eixo real positivo, correspondem
aos estados de espalhamento. Simili modo, os estados ligados sao obtidos pelos polos
situados ao longo do eixo imagindrio positivo do plano 7 complexo. Denotando |n| =
/0?2 — &2 e expandindo t em série de poténcias em &, em torno de & = 0, obtemos

e2lvl |y
(lo] =) (1 + 2 v])

onde O(§) denota termos de mais alta ordem. Observamos que £ = 0 é um polo tnico

t =

+0(¢) (3.29)

para v > 0. Os outros polos sao solucoes da equacao transcedental

¢
= 0 3.30
o £70 (3.30)
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a qual é obtida do segundo termo entre parénteses de (3.24).

Com as amplitudes dadas por (3.23), obtemos as relagoes

% _ %ﬁie (3.31)
? = z% cos 2& (3.32)
que podem ser reescritas como
% _ o i(2+arctan &) (3.33)
% = |%| cos 26 (3.34)

para 1 = i|n|. Para estados ligados, a densidade de corrente J' desaparece nas regioes

|z| > a, enquanto que assuma a forma

%(|C|2 — |D|2) para £ real
Jt = (3.35)

%I m(C*D)  para £ imagindrio

para a regido |r| < a. Desta feita, concluimos que ha estados ligados unicamente se
& =0ou |C|=|D|. Até o momento, os argumentos de simetria ndo entraram em nosso
desenvolvimento. Desde que A;(x) é impar com respeito a z, segue-se que ¢ pode ser

par ou impar. Portanto,

C B
I 3.36
5= 7 (3.36)
de modo que
+Fethla para r < —a
¢1(z) = ¢ 2Ccos(€L)  para |z <a (3.37)
+Fe g para r > a
para ¢1(—x) = +¢1(x), e
([ _FethlE para r < —a
¢1(x) = 2iCsen(£2)  para |z| <a (3.38)
+Fe I3 para x > a

para ¢1(—x) = —¢1(x). A condi¢ao C'/D = +1 demanda

tan 2§ = _& >0 (3.39)

n|’
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Usando a identidade tan2z = 2tan®z/(1—tan?z), podemos escrever esta ultima relacao
como

Etan& = |n| — A|v|, A==+l (3.40)

com a ressalva de que a raiz £ = 0 é vélida unicamente para A\ = +1 (de (3.33) ve-
mos que C'/D = +1 para £ = 0). Além disso, em virtude da identidade cos (2z) =
(1—tan®z)/(1+tan?z), podemos verificar que (3.34) implica em

? = \ sgn(v) (3.41)

Agora vemos que A sgn(v) é o autovalor paridade e que £ = 0 fornece uma legitima
solucdo de estado ligado par para v > 0 (qualquer que seja a intensidade de v, a solucao
¢ = 0 implica JY independente de z para |z| < a). E instrutivo notar que, exceto para
¢ = 0, a equacao para solucoes de paridade par é mapeada nas que possuem solugoes

de paridade fmpar sob a mudanga de v para —v, e vice-versa. Além disso, pois |n| =
Vv? — €2, (3.40) pode entao ser escrita como

—Ecoté =|n|+A|v|, A==£1 (3.42)

Com base em tanh z = —i tan iz, a equagao (3.40) é transformada em
— Jel tauh €] = Il = Ao, A= +1 (3.43)
para £ = i|¢] (|n] = 1\/v2 + |€]°). A equacdo (3.43) é a condicio de quantizacio correspo-

dente a |E| < m. As solugbes desta equagao transcedental sdo encontradas por métodos
numeéricos ou graficos.

Abordando (3.43) primeiro, vemos que exceto para & = 0 para v > 0 e ¢; par, ou
v < 0 e ¢ impar, o lado esquerdo de (3.43) é sempre negativo enquanto o lado direito é
sempre positivo. Portanto, a equagao (3.43) nao fornece solugoes, exceto & = 0 para ¢,
par com v > 0. O método grafico para £ € R ¢ ilustrado na Figura (3.6). As solugoes
para estados ligados sao dadas pela intersecao da curva representada por £ tané com as
curvas representadas por |n| — A |v]. Podemos ver imediatamente que, execeto para & = 0
para A = +1, necessitamos de valores criticos, correspodentes a |v.| = — arctan A, para
obtermos estados ligados. Se v é maior quanto os valores criticos teremos uma sequéncia
finita de estados ligados com paridades alternadas. Como comentado antes, a solucao de
paridade fmpar com \ = 41 é espuria. Quando v tende ao infinito as intersegoes ocorrerao

nas assintotas de & tan ¢ (exceto para £ = 0) de modo que as solugoes serao dadas por

Entao, se
T

% < o] < (2N +1)7 (3.45)
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havera N estados ligados, exceto para & = 0 para v > 0, com autovalores dados por

(2N — 1)2 <y < Ng (3.46)

Os niveis de energia estao apresentados na Figura (3.7).

Finalmente, no limite a — 0 (£ — 0) temos

i\
T — (1+E2—m2—V02> (3.47)
e a amplitude de transmissdo tem um e unicamente um polo (|E| = m para Vy > 0)

correspondente a uma solugao par de estado ligado com

¢1(x) — Fe "ol (3.48)

a—0

Figura 3.5: Coeficiente de transmissao para |v| = 1.
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A figura (3.8) esquematiza os intervalos de energias pertencentes as solugoes de estados
ligados e estados de espalhamento para |E| > m (devido a simetria, analisamos s6 o eixo
positivo). Observamos que o intervalo correspondente aos estados ligados estao limitados
a regido m < |E| < /m2+ Vg visto que ¢ € R. Da figura (3.7), observamos que o
valor minimo de |v| para termos estados ligados é 7/4. Podemos concluir que |Vmin| =
(m/4a), ou seja, possivelmente hd limite nao-relativistico para estados ligados (|E| ~ m)
com potencial fraco e em regioes de interagao muito maior que o comprimento de onda
Compton do béson (1/m). No entanto observamos que &in = (7/4a), ou seja, as energias
correspondentes as solugoes de estados ligados nao-relativisticos encontrariam-se na regiao
|E| << m, contradizendo nossa observagao anterior que os possiveis estados ligados devem
possuir |E| = m. Logo, ndo h4 limite nao-relativistico para estados ligados.

As energias correspondentes aos estados de espalhamento estao localizadas no intervalo
|E| > \/m , possibilitando o limite nao-relativistico para o processo de espalha-

mento para um potencial fraco.

Gtang

51&5

Figura 3.6: Solugoes de estados ligados para |v| =5 .
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n=4
’..—-—-—"'"_
2w 1
—_—
n=2
3 —_
n=1
e
n=0
U= T T T
0 im im 4n
fl
Figura 3.7: Espectro de energia.
Limde ndo-refwisico

|

Energia
ﬁ =
m (m? + V)=
s\ AL

v
Estados ligados

u
]

Estados de espalhamento

Figura 3.8: Intervalos de energia.

3.2 Setor vetorial

Para o setor vetorial da teoria DKP (spin 1) usaremos a representacao dada por [29]

0 000 0 0 e O
T T .
00 0TI o . 0 0 0 —is4
g = N (3.49)
I 00 " 0 0 0
00 000 00 —is;, 0 0O
onde s; sa0 matrizes 3x 3 em que (si)jk = —ig;jk, € SA0 matrizes 1x3 em que (€i>1j =0 e

0= (O 0 0), enquanto 0 designa uma matriz nula de 3x3. Nesta representacao temos

que

-1 0 0 0
00 T 0 0

| 01 0 (3.50)
00 0 0 —I
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A matriz de spin é dada, entao, por

0 0 0 0
—T
s; 0 0 )
Si= |-, . i=1,23 (3.51)
S; 0
0" 0 0 s

Temos que 52 6 uma quantidade conservada com <§2> = 2, como esperado para bdsons
de spin 1, decorrente do fato que 6052 = 2/3°. Na representacao utilizada, P = (3, —
2 = diag(1,1,1,1,0,0,0,0,0,0). O espinor pode ser escrito como ¥ = (11, ...,110), e

particionado como

W= (1”6), W7 =y (3.52)

(o
= (M), -

A equacao de DKP pode ser expressa de forma compacta

(9 = DYDY+ m?)y” = 0
Ooty” = —imuyy . DY = —imf]) (3.53)
s =0
onde o ¢ igual a + ou —, ¢ D§J) é novamente dado por (3.8). Observamos que a terceira
linha mais a segunda equacao da linha do meio de (3.53) s@o equagoes de vinculo que
permitem eliminar os componentes supérfluos (¢, 1, 19 € 1) do espinor de DKP.

Como consequéncia das relagoes

[S1,8°] =0
[51,8'] =0 (3.54)
[S1, [P, 8] =0

pode-se prever uma outra quantidade conservada, além de S?: a projecao do spin na

dire¢do do movimento, chamado operador helicidade. De fato,

fj;o dz Re(v;00v)s — ¥300¢4)
J2Z deIm (3 67" 000)”)

(S1) =
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mede o grau e a direcao da polarizagao de tal maneira que w;f) esta relacionado a um
auto-estado do operador helicidade com valor esperado 0 (3 = ¥4 = 0), e w}” com auto-
valores +1 (i, = i3 e 15 = 0). Portanto, o desempenha um papel importante para
especificar o estado de polarizacao: ¢ = — para tranversal e 0 = + para longitudinal. A
constancia de (S;) implica que o grau de polarizagdo de um feixe de bdsons incidentes
em uma regiao com um potencial nao é afetado, nao importando a forma do componente
espacial do potencial vetorial nao-minimo.

A equacao de DKP independente do tempo decompde-se

d2
()i =0

a E g
o = o (3.55)
o [ d o
o) = o (@+UA1) o), ¢s =0

onde
dA,

k‘?szQ—mQ—Af—i—J%

(3.56)

Agora os componentes da quadricorrente sao
E ()2 (o)t d¢] 2 3
—— J! I J=J"=0 3.57
- EU o717, m g oy ; (3.57)

Interessante notar que ¢§+> (no setor vetorial) obdece a mesma equacdo para o primeiro
componente do espinor de DKP no setor escalar e, além disso ¢, e ¢(IU) sao funcgoes de
quadrado integravel.

Com o potencial dado por (3.13), a primeira linha de (3.55) pode ser escrita como

1d%@+{%

[0 (z —a)+0(=z —a)

2m  dx? 2m
Vo 0 _ B2 —m®
—05 [0 (a:—a)+5(w+a)]}¢1 = g (3.58)

3.2.1 Espalhamento

As solugoes que descrevem bdsons de spin 1, com energias pertecentes ao espectro continuo
(E? > m? + V), movendo-se para a esquerda podem ser escritas como

([ A@e+ing 4 Blo)e—ing para r < —a

ngg) (z) = Cleti€a + D@e™a  para |z| <a (3.59)

Fo)eting para x > a
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onde

C—aVE =2, = /@2, v=aV (3.60)

Como discutido anteriormente, o esta relacionado a um estado de polarizagao longi-
tudinal (o = +4) ou transverssal (o0 = —). O espinor ¢§U) descreve uma onda incidente
movendo-se para a direita (7 é um ntimero real) e uma onda refletida movendo-se para

esquerda com

Ui o o
JH(z < —a) = — > (JA9P —|B9P) (3.61)

e uma onda transmitida movendo-se para a direita com
Ui 2
J'(z>a)=—") |F9 3.62
(w=0) = LS IF) (362

Exigimos que ¢§") seja continua r = =+a. Efeitos devido ao potencial em d¢§”) /dx na
vizinhanga de x = +a podem ser calculados pela integragao de (3.58) de +a—ec a +a+e¢
e tomando o limite € — 0. A conexao entre dqb(f)/ dzx pelo lado direito e dgbga) /dx pelo

lado esquerdo pode ser resumida como

d¢(a) r=%da+e
i oL _ _ %Y )
L e (a) (3.63)

Desta maneira, obtemos as seguintes amplitudes relativas

B 2ie7?M v cos 26
Ale) dlo)
C) e ey (E+n —iov)
Al d©)
(3.64)
D) ey (E —n+iov)
Ale) dlo)
F© B 2e% &y
Ale) dlo)
onde
d) = 2 (n —iov) (€ cos 26 — insin 2€) (3.65)

A fim de determinarmos os coeficientes de reflexao e transmissao, usamos as densidades

de corrente J! (x < —a) e J' (z > a) que fornecem

> |FP
T - W (366)
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A dltima amplitude relativa de (3.64) permite-nos escrever

1

1+ (% cos 25)2] _ (3.67)

independente do sinal de ov. Observamos que 7' — 1 quando 7 — oo e que ha transmissao

T =

ressonante (7" = 1) sempre que £ = (2n+1)7/4 comn =0,1,2,...
Observamos que é possivel construir estados iniciais representando bdsons polariza-
dos em qualquer direcdo antes do espalhamento (A*) = 0 ou A = 0), entretanto o

coeficiente de transmissao nao é sensivel a escolha da direcao de polarizacao.

3.2.2 Estados ligados

Diferentemente do caso escalar, a determinacao dos estados ligados de bdsons de spin 1
nao pode ser realizada em conexao aos estados de espalhamento. Para estados ligados
(E?* < m? + V), nosso problema é solucionar (3.58) para ¢(°) e determinar o espectro
de energias permitidas. A possibilidade de estados ligados exige uma solucao dada por
(3.59) com 1 = i|n| (€ < |v]) e A = 0 para obtermos um espinor de quadrado integravel.

Portanto, se consideramos a amplitudade de transmissao

o) — %

e (3.68)

observamos que para 7 real e positivo podemos obter os estados de espalhamento, en-
quanto os estados ligados seriam obtidos pelos polos situados ao longo do eixo imaginario
positivo do plano complexo 1. As equagoes para qaf,”) e gb(l_a) nao sao independentes visto
que F aparece em ambas as equagoes. Por conseguinte, devemos procurar por solugoes
de estados ligados para ¢§") e ¢§“’) com o mesmo valor de F. Isto significa que o espectro
para bésons de spin 1 é duplamente degenerado com respeito a o.

Fixando |n| = \/T—ga observa-se que (%) tem um polo em & = 0 quando ov > 0,
e t-9) quando ov < 0. Polos independentes do sinal de o sdo solucdes da equacio
transcendental

fan2¢ — - (3.69)

Inl
Com as amplitudes dadas por (3.64) obtemos as razoes

@ _ 6—i(2§+arctan é—‘)
D)
(3.70)
B) ov
m = m COS 25
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para 1 = i|n|. Para estados ligados, a densidade de corrente J' desaparece nas regioes

|z| > a, enquanto que assuma a forma

% > (’C(U)P - ‘D(G)P) para & real

g

J = (3.71)
% S Im (C(U)*D(U)) para ¢ imaginario

para a regido |z| < a. Assim, conclui-se que estados ligados s6 sdo possiveis se |C(@)| =
|D@)|. Desde que A (x) seja fmpar com respeito a x, segue-se que ¢§a) pode ser impar ou

par. Assim,
cl) Bl

D(U) — W - Zl:l (372)

de modo que
.

+F@ethla  paraz < —a

) (x) = { 20@ cos (£2) para |z| < a (3.73)

+F@e e para z > +a

\

( x
—F@ethle  for z < —a

¢§g) (z) = ¢ 2iC@sen (L) for |z] < a (3.74)

+F@e=G  for z > +a

\
para qb(]g) (—x) = —qb(lg) (z). A condicio C?)/D) = 41 demanda
§

tan 2§ = —— (3.75)
7]
Podemos escrever esta tltima relagao como
Etané = |n| — Mv|, A==+l (3.76)
Além disso, podemos checar que (3.76) implica em
B)
o = Asgn (ov) (3.77)

Observamos que Asgn(ov) é o autovalor paridade e que a equagao para solugoes de pari-
dade par é mapeada nas que possuem paridade impar sob a mudanca de ov para —ov, e
vice-versa. Além disso, pois |n| = \/v? — &2, (3.76) pode ser escrita como

—Ecot& = |n| + Ajv], A==+l (3.78)
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Para & = i|¢] (In] = /v? +|£]?), a equagao (3.76) é transformada em
—[¢[tanh |¢] = |n = Alvl, A= +1 (3.79)

Para ¢ € R as solugoes para estados ligados sao dadas pela intersecao da curva represen-
tada por £tané com as curvas representadas por |n| — Alv|. Pode-se observar que sao
necessarios valores criticos, correspondentes a |v.| = — arctan A, para obtermos estados
ligados. Se |v| ¢ maior que os valores criticos, haverd uma sequéncia fiinita de estados
ligados com paridades alternadas. Por outro lado, o lado esquerdo de (3.79) é sempre
negativo enquanto o lado direito é sempre positivo e assim (3.79) nao fornece solugoes.

Finalmente, no limite a — 0 (£ — 0) obtemos

%3 -
T — (1 + > (3.80)
E? vy

a—0 —m?—

e a amplitude de transmissao nao possui nenhum polo comum para os casos ¢ = + e

O = —.

46



Capitulo 4
Conclusoes

Os estados estacionarios de bésons de spin 0 e spinl, interagindo via acoplamento vetorial
nao-minimo, foram investigados por uma técnica que mapeia a equacao de DKP num
problema de Sturm-Liouville. Os estados de espalhamento em um duplo degrau potencial
foram analisados e um coeficiente de transmissao oscilatorio foi encontrado. Uma interes-
sante caracteristica do espalhamento é que o coeficiente de transmissao nunca desaparce,
nao importa quao grande seja |Vp|. Isto mostrou que, para um potencial suficientemente
intenso, a amplitude de transmissao exibe polos complexos correspondentes as solucoes de
estados ligados. As autoenergias para estados ligados sao solugoes de equagoes transce-
dentais classificadas como autovalores do operador paridade. Mostramos que tais estados
ligados sao intrinsecamente relativisticos.

O caso de um potencial sinal foi analizado como um caso limite. Neste ultimo caso
obtemos um coeficiente de transmissao nao oscilatéorio e um unico estado ligado para
bésons de spin 0. O mesmo nao foi possivel para bésons de spin 1, pois a amplitude de
transmissao nao possui nenhum polo comum para os dois possiveis sinais de ¢. Como o
potencial é um duplo degrau, ou um potencial sinal em um caso limite, nao esperavamos
a existencia de estados ligados, e segue-se que estados ligados sao consequéncia de um
acoplamento peculiar na equacao de DKP.

As equacdes (3.14) e (3.58) mais [ dw 1672 < o0 e [ dx |¢1|? < o0, correspon-
dem a descri¢cao nao-relativistica de uma particula de massa m com energia F.¢¢ sujeita a
potencial Vi ¢¢. Como o potencial efetivo tem uma estrutura mais complicada, com termos
quadraticos e derivadas, o sucesso da estratégia deste mapeamento depende crucialmente
da escolha de A, (z). Examinando o duplo degrau de potencial dado por (3.13) mostramos
que

V. (x) = V—‘)z[(a(a; —a) 40—z — ) — 2205 (@ — a) + 8 (x + a)] (4.1)

2m 2m

Portanto, procuramos por solucoes da equagao de Schrodinger para uma particula sob a

influéncia de um poco de potencial quadrado finito com fungoes delta atrativas (repulsivas)
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quando Vi > 0 (V5 < 0) situadas nas bordas. Seja Vj positivo ou negativo, o potencial
efetivo Vs (z) também tem uma forma que permite solugoes de estados ligados com
Eets < VZ/(2m), e E.pp > 0se Vo < 0.
Para a — 0, o caso do potencial sinal, o potencial efetivo torna-se o potencial delta
deslocado: 2
Vage (z) — =& — =25 (x) (4.2)

a0 2M m

o qual nos leva a um coeficiente de transmissao nao oscilatorio independente do sinal de
Vb, e para V) > 0 exatamente uma solucao de estado ligado independente do valor de V4.

Obtivemos que o espectro de bésons de spin 1 é duplamente degenerado devido ao
vinculo existente entre os espinores ¢>§") e I_g). Obtivemos um coeficiente de transmissao
que nao distingue o spin dos bdsons, bem como o sinal de V4.

Os resultados encontrados nesta dissertacao podem auxiliar o entendimento do espa-
lhamento eldstico entre mésons e nicleos. A classe de potenciais com estrutura vetorial
nao-minima, reserva novas aplicacoes ja comentadas na introducao deste trabalho. As im-
plicacoes de um acoplamento vetorial nao-minimo em alguns processos eletromagnéticos,
envolvendo bdsons vetoriais, podem trazer resultados surpreendentes para a fenomenolo-

gia de particulas.
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Capitulo 5

Apéndice A - Representacoes

explicitas das matrizes g*

As representacoes explicitas das matrizes S, utilizadas neste trabalho, estao apresentadas
abaixo

A1) Setor escalar

01000
10000
B=10000 0 (5.1)
00000
00000
00 -1 00
00 0 00
B'=110 0 00 (5.2)
00 0 00
00 0 00
000 —10
000 0 0
B=1000 0 0 (5.3)
100 0 0
000 0 0
0000 —1
0000 0
B=10000 0 (5.4)
0000 O
1000 O
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A.2) Setor vetorial

(5.5)

000O0O0O0O0OO0OTO 0O

000O01O0O0O0O0O®O

000O0O0OT1TO0O0®O0O®O0

0000O0O0OT1TO0TO0OQO0

01 000O0O0O0O0®O
001 0O0O0O0O0OGO0®O0
0001O0O0O0O0O0O®O

000O0O0O0OO0OO0OTO 0O®O0

0000O0O0OO0O0OO0OO0

000O0O0O0O0OO0OTO 0O

8 =

(5.6)

(5.7)

10000 O

0 00 O

0O 00 0 0O0O0OO0OO0O O

—1

0 00 0 0O0O0O0OO
0 00 0 0O0O0O01

0

-100 0 O0O0O0OOO0O O
0O 00 0 0O0O0OO0OO0O O
0O 00 0 0O0O0OO0OO0O O
0 00 0 0O0O0O0O0O O

0 00

-1 00000 O

0O 000O0O0 O

1

0

0

0O 00010 0 00

0
0
0
0
0
-1
0
0
0
0

0 00000 0 01

0O 000O0O0 O 00

0 000O0O0

-1 0 0

0O 000O0O0 O 0O
0 000O0O0 O 0O

0O 000O0O0 O 00

0 01 000 0 00

0 000O0O0O O 0O
-10 0000 0 0O

8 =
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(5.8)

0 0 000010 0 O

0
0

—1
0

0 0 0 0O0O0O0O0

0 0 0 00O0O0T1

0O 0 0 000O0OO0O O O
0 0 0 000O0O0 O O
0O 0 0 000O0O0O O O
-10 0 0O0O0O0OO0O O O

0 0

-1000O0O0 0 O
0O 000O0O0 O O

1
0O 0 0 00000 0O O

0

8 =
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