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BLOCH, M. D. Simulacdo Numérica de Camada Limite em Turbinas
Hidraulicas. Guaratinguetd, 2000. 92p. Dissertagio (Mestrado em
Engenharia Mecanica) — Faculdade de Engenharia, Campus de

Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista.

RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma forma pratica

de obter dados para tomada de decisdes para o projeto de uma turbomaquina,

permitindo chegar diretamente as suas perdas hidraulicas e avaliar o

comportamento do escoamento. A previsao do escoamento completo num
rotor de turbomaquina ¢ um trabalho extremamente complexo pelo fato de que
este escoamento € tridimensional, turbulento e submetido a influéncia da

rotagdo e da curvatura das pas. Neste trabalho, um modelo de analise do

desenvolvimento da camada limite tridimensional sobre as pas de

turbomaquinas € proposto. Seu objetivo € fornecer algumas propriedades do
escoamento e os parametros da camada limite de modo a poder ser utilizado
na etapa de projeto de uma turbomaquina. O método apresentado permite uma
previsdo rapida porém suficientemente completa do desenvolvimento de
camadas limites, sendo o mesmo adaptado para uma associagdo com um
calculo tridimensional em fluido perfeito. Essa aproximagao consiste em supor
que os efeitos viscosos sdo limitados a uma regido fina de escoamento
proéximo a superficie, dominada pelas for¢as de pressao na superficie, pelo

atrito, e pelas forgas de Coriolis, onde a teoria de camada limite ¢ valida. Esse

tipo de escoamento pode estar sujeito a efeitos tridimensionais importantes e

ele constitui um rigoroso teste para a aplicagao da teoria da camada limite.

PALAVRAS-CHAVE: Camada limite, Turbinas hidraulicas, escoamento
turbulento, simulagdo numérica, Dindmica dos Fluidos Computacional, CFD.
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BLOCH, M. D. Numeric Simulation of the Boundary Layer in Hydraulic
Turbines. Guaratingueta, 2000. 92p. Dissertation (Master Degree in

Mechanical Engineering) — Faculdade de Engenharia, Campus de
Guaratingueta, Universidade Estadual Paulista.

ABSTRACT

This work aims at gathering data for the project of a turbine,
calculating directly its hydraulic loses and evaluating the flow behavior. The
complete flow calculation in a turbine is an extremely complex work due to
the fact that it is tridimensional, turbulent and is submitted to the influence of
the rotation and blade curvature. In this work it is proposed a model of
analysis for the development of the tridimensional boundary layer on the
turbine blades. Its objective is to predict some flow properties and parameters
of the boundary layer for the project of a turbine. The method presented allows
a simple but complete prediction of the boundary layer development, which
could be applied, in association with a tridimensional calculation, for ideal
flow. This approximation supposes that the viscuous effects are limited to a
thin flow region close to the surface, dominated by the pressure forces in the
surface, by friction, and by the Coriolis’ forces, in cases to which the
boundary layer theory can be applied. This kind of flow can be under

important tridimensional effects. It is therefore a rigorous test for the

application of the boundary layer theory.

KEYWORDS: Boundary Layer, Hydraulic Turbines, turbulent flow, Numeric -

simulation, Computational Fluid Dinamics, CFD.
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Capitulo 1

Introducao

Levando-se em conta a importancia dos elementos constituintes de
uma turboméaquina para se chegar a um nivel de desempenho elevado; um
engenheiro tem necessidade de previsdes rapidas e simples para ajudar nas
decisdes que devem ser tomadas em um projeto.

O presente trabalho tem como objetivo obter dados para tomada de
decisdes para o projeto de uma turbomaquina, permitindo chegar diretamente
as suas perdas hidraulicas e avaliar o comportamento do escoamento.

A previsao do escoamento completo num rotor de turbomaquina ¢ um
trabalho extremamente complexo pelo fato de que este escoamento ¢
tridimensional, turbulento e submetido a influéncia da rotagdo e da curvatura
das pas. Atualmente, a solugdo numérica das equagdes de Navier-Stokes
permite descrever a camada viscosa proxima da parede das pas. Porém, devido
a complexidade da malha gerada para a obtengao de tais resultados, o custo da
solugdo computacional imposto pela memoria e velocidade de calculo dos
computadores atuais ¢ consideravelmente alto. Por outro lado, o problema ¢
fortemente tridimensional, turbulento e complexo e nao pode ser analisado de
maneira completa por métodos baseados na teoria de fluido perfeito. O
desenvolvimento de técnicas de previsdo podendo tratar os efeitos viscosos
tridimensionais do escoamento no rotor ¢ necessario para o projeto de

turbomaquinas. Uma técnica eficaz, rapida e precisa para estudar o

escoamento, proximo do ponto nominal de funcionamento de uma

turbomaquina, é a modelagio e analise de camada limite tridimensional.
As camadas limites que se desenvolvem sobre as pas do rotor de

turbomaquinas sdo complexas, turbulentas, tridimensionais, submetidas a

forgas centrifugas e de Coriolis. Essas forg¢as induzem escoamentos na direg¢ao
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transversal no interior das camadas limites, onde a intensidade ¢ diretamente
ligada a velocidade de rotagdo do rotor e a geometria da pa. Além do mais,
préximo da carcaga e do cubo, interagdes complexas do escoamento tém lugar
nas camadas limites. Por essas razdes, as camadas limites sobre as pas sdo um
dos fendmenos menos conhecidos do escoamento em turboméquinas e
numerosos trabalhos sdo desenvolvidos nessa area.

Devido a complexidade introduzida pelas equagdes tridimensionais,
inicialmente o método mais utilizado foi um método “quasi-tridimensional”
baseado na hipotese de um fraco escoamento transversal permitindo o
desacoplamento entre as duas equagdes da Q.D.M.. Thompkins & Usabe
(1982) fizeram uma tentativa de calculo da camada limite numa pa em rotagao
a partir desta técnica. Porém essas solugdes aproximadas ndo podem ser
consideradas confidveis nos casos onde o escoamento transversal induzido
pelos efeitos viscosos € significativo; elas ndo sdo aplicaveis para prever o
comportamento de escoamentos num grande niimero de casos praticos, onde a
velocidade do escoamento viscoso transversal e suas derivadas sdo de mesma
ordem de grandeza que as variaveis correspondentes longitudinais. Para esses
problemas, a solu¢do de equagdes completas de camada limite tridimensional
€ necessaria.

A analise das equagdes completas de camada limite tridimensional ¢
feita a partir de dois métodos distintos: o método integral e o meétodo
diferencial. Estudos bibliograficos sobre esses métodos de calculo de camada
limite tridimensional foram feitos por Smith (1982), por Cousteix (1986) e
por Humphreys e Lindhout (1988). A maior parte dos métodos propostos
consiste em célculos de escoamento sobre superficies tridimensionais externas
tais como asas de avido.

Para as pas de turbomaquinas, as primeiras técnicas de previsao de

camada limite tridimensional turbulenta, foram feitas pelo método integral

utilizando as equagdes globais de camada limite. Mager (1952) propds as

equagdes integrais generalizadas para um sistema de coordenadas ortogonais
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em rotagdo. Entre outras aplicagdes, Arakawa et al (1980) fizeram uma
tentativa de previsdo do comportamento da camada limite sobre as pas de uma

bomba axial. Lakshminarayana & Govindan (1981) estudaram o

desenvolvimento da camada limite sobre as pas fixas e em rotagdo de um

compressor axial. Sata et al (1983) fizeram uma analise sobre o

desenvolvimento da camada limite num rotor de bomba centrifuga e, baseados

num método semelhante, posto em pratica por Ubaldi (1985), Soares Gomes

(1990) realizou uma aplica¢@o no caso de uma turbina bulbo.

Os métodos diferenciais sdo, potencialmente, mais gerais que os
métodos integrais. Uma aplicagdo com sucesso deste método por uma técnica
de diferencas finitas para analisar a camada limite tridimensional sobre as pas
de turbomaquinas foi feita por Vatsa (1985). Ele utilizou para essa analise um
modelo de turbuléncia do tipo comprimento de mistura para representar o
tensor de Reynolds. Zhang & Lakshminarayana (1990) introduziram nesse
método um modelo de turbuléncia ARSM / k-g para capturar os efeitos da
rotacdo sobre a estrutura da turbuléncia.

No presente trabalho, baseado no trabalho de Amorim (1991), um
modelo da analise do desenvolvimento da camada limite tridimensional sobre
as pas de turbomaquinas € proposto. Seu objetivo ¢ fornecer algumas
propriedades do escoamento e os parametros da camada limite de modo a
poder ser utilizado na etapa de projeto de uma turbomaquina. O método
apresentado permite uma previsido rapida mas suficientemente completa do
desenvolvimento de camadas limites e ele ¢ adaptado para uma associagdo
com um calculo tridimensional em fluido perfeito. Essa aproximagao consiste
em supor que os efeitos viscosos sdao limitados a uma regido fina de
escoamento proximo a superficie, dominada pelas forgas de pressdo na
superficie, pelo atrito, e pelas forgas de Coriolis, onde a teoria de camada

limite ¢ valida. Esse tipo de escoamento pode estar sujeito a efeitos

tridimensionais importantes e ele constitui um rigoroso teste para a aplicagiio

da teoria da camada limite.
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A figura 1.1 mostra um organograma dos procedimentos necessarios
para o célculo de camada limite tridimensional pelo método estudado neste
trabalho.

Para melhor tratar as superficies curvas de uma pa de turboméquina,
um sistema de coordenadas curvilineas ndo ortogonais foi escolhido. Esse
sistema de coordenadas curvilineas ¢ mostrado na segdo 2.2. As relagdes
geométricas de base sdo discutidas no anexo A. As equagdes de camada limite
tridimensional escritas num sistema de coordenadas curvilineas ndo ortogonais
em rotag@o, onde as forgas de Coriolis e centrifuga aparecem claramente, sio
mostradas e discutidas na segdo 2.3. A segdo 2.4 define algumas grandezas

caracteristicas da camada limite correntemente utilizadas.

Figura 1.1 — Procedimento para calculo da camada limite tridimensional.

GEOMETRIA /
DADOS DISCRETIZADOS!

v

ANALISE DA CALCULO DO ESCOAMENTO
GEOMETRIA / MALHA UG,

! !

METRICAS / “Uint” e “Vinr” CONHECIDOS
COORD. CURVILINEAS FUNCAO DE COORD. CURV.

CALCULO DA CAM. LIMITE 3-D 4—|

v
PARAMETROS DA CAM. LIMITE

PERFIS DE “VEL.” E “PRES.”

As propriedades de camada limite fazem com que a escolha de uma
malha seja delicada se o escoamento for estudado em variaveis fisicas, sendo
particularmente interessante fazer uso de uma transformacio de variaveis nas

equagdes de modo a seguir o crescimento da camada limite e de manté-la
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aproximadamente constante num espago transformado. Por essa razdo, a
transformag@o de Levy Lees generalizada aos escoamentos tridimensionais
incompressiveis ¢ mostrada na se¢@o 2.5. Essa transformag@o tem também a
vantagem de permitir definir uma familia de solug¢des similares que pode ser
utilizada para calcular as condigdes de entrada do escoamento, como mostrado
na se¢ao 2.6.

O calculo da camada limite tridimensional faz aparecer propriedades e
dificuldades que nao sdo apresentadas no calculo bidimensional. Uma atengado
particular deve ser dada a formulagdo diferencial de modo a levar em conta o
principio de zona de dependéncia e de influéncia, que sdo fungdo de natureza
matematica nas equagdes de camada limite tridimensional. A definigdo de
dominios de influéncia e de dependéncia dita as condigdes de entrada e de
contorno a associar as equagdes de camada limite. Na se¢do 2.6, a natureza
matematica das equagdes € discutida e as condigdes de contorno e de entrada
necessarias sao mostradas. As condigdes de entrada sdo definidas a partir de
dados experimentais ou estabelecidas a partir de aproximagoes alternativas tais
como as solugdes similares.

Uma das numerosas dificuldades encontradas no desenvolvimento de
uma técnica de calculo de camada limite tridimensional sobre geometrias
complexas ¢ associada a geragdo numérica da malha fina necessaria a
especificagdo das condigdes de contorno requeridas sobre os pontos dessa
malha. O campo de pressdo sobre a superficie da pa pode ser obtido
experimentalmente ou através de um calculo com fluido perfeito.

No caso de escoamento laminar, o sistema formado pelas equagdes de
camada limite ¢ fechado. No caso de um escoamento turbulento o tensor de
Reynolds introduz termos desconhecidos. Um modelo de turbuléncia deve
entdo ser utilizado para calcular esses novos termos e para fechar o sistema de

equagdes de camada limite. Para o presente trabalho, um modelo de

turbuléncia algébrico do tipo comprimento de mistura € utilizado. Ele é uma

extensdo ao caso tridimensional do modelo proposto por Cebeci € Smith
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(1974). Na seg@o 2.7, um estudo bibliografico sucinto sobre os modelos de
turbuléncia freqiientemente utilizados nas equagdes de camada limite ¢
mostrado, seguido de uma discussdo sobre a fisica da turbuléncia no caso de
um escoamento tridimensional; o modelo de turbuléncia utilizado nesse
trabalho é em seguida detalhado.

As equagdes diferenciais parciais que governam o desenvolvimento
da camada limite sdo discretizadas por um esquema de diferengas finitas de
segunda ordem na segdo 3.2. Na secdo 3.3, o sistema de equagdes algébricas

ndo lineares acopladas, obtido apods a discretizagdao das equagdes de camada

limite, ¢ linearizado pelo método de Newton e o sistema de equagdes

tridiagonal por blocos assim obtido € resolvido por um processo numérico
proposto por Anderson et al (1984). Amorim (1991) demonstrou a aplicago
do modelo proposto em alguns casos testes de camada limite tridimensional.

No capitulo 4, a aplicagdo do método no calculo do desenvolvimento

de camada limite sobre as pas de uma turbina Francis, estudada

experimentalmente pela Escola Politécnica de Lausanne — Suiga, conhecida

como turbina GAMM, ¢ apresentada.
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Capitulo 2

Equacdes de Camada Limite

2.1 - Introducio:

O conceito de camada limite foi introduzido por Ludwig Prandt em
1904. Prandt (1904), a partir de evidéncias experimentais, observou, para um
numero de Reynolds suficientemente elevado a existéncia de uma regido fina
proxima da superficie onde os efeitos viscosos sdo ao menos tdo importantes
quanto os efeitos de inércia, independentemente do valor da viscosidade do
fluido. Prandt (1904) concluiu que uma forma reduzida das equagdes que
governam o escoamento pode ser utilizada pelo emprego sistematico de duas
limitacoes:

(a) que a camada viscosa seja relativamente fina em relagdo ao

comprimento caracteristico na dire¢@o do escoamento da superficie
solida em questao, 6/L << 1,

(b) que o maior termo viscoso seja da mesma ordem de grandeza que

qualquer termo de inércia.

A partir de uma analise de ordem de grandeza, ele mostrou que as
derivadas segundas das componentes da velocidade na dire¢ao de escoamento
sdo negligenciaveis com relagdo as derivadas normais correspondentes na
diregdo do escoamento e que a equagdo da Q.D.M. na diregdo normal a
superficie pode ser ignorada.

Atualmente sabe-se que uma redugéao similar pode ser aplicada para as
equagdes dos escoamentos em que uma dire¢ao principal ¢ identificada. Esses

escoamentos compreendem por exemplo, 0s jatos, as esteiras € as camadas de

mistura. Assim, a denominagéo escoamento de camada limite ou aproximagio

de camada limite tomou um significado mais geral e engloba o caso de
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escoamentos onde a equagdo da Q.D.M. na diregdo normal a superficie e as
derivadas segundas nas duas outras equagdes da Q.D.M. podem ser ignoradas.
No caso de equagdes de camada limite tridimensional, uma escolha
importante é a do sistema de coordenadas. Um sistema de coordenadas
cartesianas pode ser utilizado para o escoamento sobre uma superficie plana
ou desenvolvida, porém, um sistema de coordenadas curvilineas ¢ necessario
para um escoamento sobre corpos mais genéricos. Alguns estudos foram feitos
com o sistema de coordenadas curvilineas coincidentes com as linhas de
corrente do escoamento ndo viscoso, por exemplo Cebeci et al (1973). Porém,
a maior parte dos calculos de camada limite tridimensional sdo feitos com um
sistema de coordenadas ligados a geometria da superficie. Na Segdo 2.2, ¢
mostrado um sistema de coordenadas curvilineas ndo ortogonais escolhido
para este estudo. As equagdes de camada limite tridimensional escritas nesse
sistema de coordenadas em rotag@o sao mostradas na Segdo 2.3 ¢ as grandezas
caracteristicas da camada limite na Se¢do 2.4. Uma transformagido das
equagdes de camada limite é proposta na se¢dao 2.5 e as propriedades dessas

mesmas equagdes sdao discutidas na se¢@o 2.6. Finalmente, um modelo de

turbuléncia € descrito na segdo 2.7.

2.2 - Sistemas de Coordenadas:

A escolha do sistema de coordenadas € particularmente importante
nos casos de um escoamento tridimensional sobre uma superficie arbitraria.

Para um calculo de camada limite, as equagdes sdo geralmente escritas num

sistema de coordenadas curvilineas ligadas a superficie do corpo sobre o qual

se desenvolve a camada limite. Esse sistema pode, por exemplo, ser ligado as
linhas de corrente do escoamento exterior e suas ortogonais mas, na maior

parte dos casos, ¢ mais interessante trabalhar em um sistema de coordenadas

curvilineas generalizadas, ndo necessariamente ortogonal.
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Os sistemas de coordenadas ligados as linhas de corrente tém a
vantagem de que os parametros geométricos nao apresentam singularidades,
como pode ser o caso em um sistema de coordenadas orientadas de superficie.
Seu principal inconveniente ¢ que ele requer a solugdo do escoamento nido
viscoso exterior a camada limite para cada configuragdo. Um outro
inconveniente, que aparece também no caso de um sistema de coordenadas
orientadas de superficie ortogonal, ¢ devido a dificuldade de constru¢do da
malha, particularmente sobre os corpos onde as superficies nio sdo conhecidas

analiticamente.

Cada sistema de coordenadas tem suas vantagens €  seus

inconvenientes. O sistema de coordenadas curvilineas orientadas de

superficies tem a vantagem de ser independente do angulo de ataque do
escoamento e ¢ facilmente estabelecido mesmo nos casos onde a geometria
dos corpos ndo ¢ conhecida analiticamente. Além do mais, os efeitos das
curvaturas longitudinal e transversal podem ser introduzidos sem dificuldade.
Uma comparagido de equagdes de camada limite escrita num sistema
de coordenadas curvilineas nao ortogonais com relagdo as mesmas equagdes
escritas num sistema de coordenadas curvilineas ortogonais mostra que os
termos de curvatura e os termos de pressdo sdo mais simples nessa tltima
forma, mas sob o ponto de vista numérico essa vantagem nio ¢é preponderante.
Além do mais, como foi discutido acima, a obtengdio da malha na superficie é

muito mais simples com as coordenadas ndo ortogonais. Do ponto de vista da

solugdo por diferengas finitas, o algoritmo ndo ¢ tdo influenciado pela escolha

do sistema de coordenadas. Isso € verdade porque os termos de curvatura niio
sdo de ordem elevada e ndo incluem derivadas.

Levando-se em consideragdo as discussdes que foram feitas acima,
Amorim (1991) optou por um sistema de coordenadas curvilineas nio

ortogonais para representar as equagdes de camada limite, as quais também

serdo utilizadas no presente trabalho.
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A Figura 2.1 mostra a superficie de um corpo arbitrario definido num
sistema de coordenadas cartesianas (xla, x>, x°) de referéncia. Para as
equagdes de camada limite, um sistema de coordenadas curvilineas nao
ortogonais (x', x%, x°), é definido sobre a superficie do corpo tal que as linhas
x'= constante e x’ = constante sdo definidas sobre a superficie e sdo, em
geral, ndo ortogonais. A coordenada x> é retilinea e normal as duas outras, e,
por conseqiiéncia, normal a superficie também. O sistema (x', X% x3) ¢, entao,
um sistema de coordenadas orientadas de superficie dito localmente
monoclinico, onde x', x> ou x*, a =1, 2 sdo os pardmetros da superficie

Gaussiana. Todas as relagdes geométricas de base entre esses dois sistemas

sao mostradas no Anexo A.

>><3'A

Figura 2.1 — Sistema de Coordenadas

As coordenadas orientadas de superficie localmente monoclinicas sao

muito bem adaptadas para representar um escoamento proximo da superficie

solida. Elas podem ser utilizadas sem restrigdes nas superficies convexas. Nas
fudois s . 3

superficies concavas, as linhas de coordenadas x” convergem e eventualmente

se cruzam. Porém, na regidao de validade da aproximagdo de camada limite, a

espessura normal a superficie de calculo, ou seja, a espessura da camada
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limite, é por definigdo pequena em relagdo ao menor raio de curvatura da

superficie, e nessa regido, o cruzamento nao ocorre.

As coordenadas orientadas de superficie x' sdo as coordenadas de
calculo e as coordenadas cartesianas x', utilizadas como referéncia para a
transformag@o, sdo as coordenadas fisicas. A transformagao X =2 ), i, j’ =
1,2, 3 define um sé ponto no espago fisico a partir do ponto correspondente
no espago de calculo se o Jacobiano da transformag¢ao for ndo nulo em todo o
dominio de calculo. Em geral, as coordenadas x' e x° ndo representam
diretamente as distancias fisicas ao longo das superficies dos corpos. Essas
distancias fisicas sdo obtidas com a ajuda de fatores de escala.

E necessario ainda considerar o fato de que no caso das pas de
turbomaquinas as superficies ndo sdo conhecidas numericamente. Assim, a
utilizagdo de “splines” de superficie € necessaria para interpolar os pontos

sobre a superficie e para calcular suas derivadas primeiras e segundas.

2.3 - As Equacoes de Camada Limite:

As equagdes de camada limite, num sistema de coordenadas
curvilineas néo ortogonal, foram utilizadas anteriormente por muitos autores,
por exemplo Cebeci et al (1977) e Johnston (1987). De modo mais geral,
considerando os efeitos de superficie em rotagdo, Vatsa (1985) escreveu essas
equagoes para escoamento turbulento sobre as pas em rotagdo de uma turbina.

As equagdes de camada limite tridimensional para um escoamento
permanente incompressivel sao obtidas a partir das equagdes de Navier-Stokes
medias de Reynolds num sistema de coordenadas orientadas sobre uma

superficie em rotagdo. As hipoteses de camada limite sdo entdo introduzidas

ignorando-se os termos de ordem inferior a & (espessura da camada limite) e

o gradiente de pressdo normal introduzido pela rotagao e curvatura das pas. As

equagdes de camada limite obtidas fazem aparecer explicitamente as forgas de
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Coriolis e centrifuga, e tém a seguinte forma :

Continuidade: (ku, v' )'1 + (kmv2 ).2 + (k o )._‘ =0

(R)Q]ﬁlkm(p)..+k”(p).z+[ﬂ(v1).3—pv"v3'L

(vz)'z +V3(V2)3 +k2|(vi)2 +k22VIV2 +k23(vz)2 +k24(03V1 +k25(1)3V2 ay

(@)"R[ky(R), +ky(R),|= %{k%(p),l +k,,(p), +[p(v2),3 -pvz'v-"m (2.3)

Deve-se observar que essas equagdes sao validas apenas para as
camadas limites finas com relagéo ao raio de curvatura da superficie. Para as
camadas limites espessas sobre uma superficie fortemente curvada, um
sistema de coordenadas mais geral deve ser utilizado para levar em conta
corretamente a divergéncia das linhas de corrente segundo a espessura da
camada limite. Observa-se também que certos termos ligados a curvatura da
superficie sdo ignorados. Porém, como mostrou Bradshaw (1987), os efeitos
de curvatura da superficie sobre a produgdo e dissipagdo da turbuléncia sio
muito mais importantes que sobre o escoamento médio. Esses efeitos de
curvatura podem ser levados em conta no modelo de turbuléncia. Do mesmo
modo, certos efeitos da for¢ca de Coriolis na produgdo e dissipagio da

turbuléncia podem também ser tratados no modelo de turbuléncia. Observa-se

I : : et
Para representar as derivadas, a seguinte notagdo ¢ utilizada, por exemplo: W), = v
1

ox'
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ainda que ha somente uma componente da forga de Coriolis que aparece nas
equagdes da camada limite. Essa componente ¢ normal a superficie e age
desviando o escoamento na dire¢io x' ou x’. No exterior da camada limite as
equagdes de quantidade de movimento (2.2) e (2.3) sdo reduzidas as equagdes
de Euler, que serdo utilizadas para eliminar os termos de pressdo nessas
mesmas equagoes.

O conceito de viscosidade turbulenta proposto por Boussinesq (1877)
¢ utilizado para representar o tensor de Reynolds. Ele considera que, por
comparagdo com as tensdes viscosas de um escoamento laminar, as tensdes

turbulentas sdo proporcionais aos gradientes de velocidades médias. No caso

desse trabalho, esse conceito € representado por:

v =p(v'), —pv'v = (n+p ) (v), (2.4.)

1oy — p(vz)_3 —pviv? = (p +ul)(\12)_3 (2.4.b)

No caso de um escoamento laminar, as equagdes (2.1) a (2.3)
constituem um conjunto fechado de equagdes. Para um escoamento turbulento,
um modelo de turbuléncia é necessario para determinar a viscosidade efetiva
(+ u,) de escoamento. Um modelo de turbuléncia € proposto na segio 2.7.

Nas equagdes (2.1) a (2.3) as velocidade v', v> e v’ sdo as
componentes fisicas contravariantes da velocidade, as quais sdo
adimensionalizadas por uma velocidade de referéncia v, Todas as distancias

sdo adimensionalizadas por um comprimento de referéncia L., e as demais

variaveis apresentadas nessas equagdes sao adimensionalizadas por:

p
p=—>r— , - 2.5
p(vref) v-a ( )

As distancias e as velocidades normais sdo ainda multiplicadas pela
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raiz quadrada do niimero de Reynolds de referéncia Re=p_ v L /1, - Essa
multiplicagdo permite ter as variaveis da mesma ordem de grandeza nas

diferentes dire¢des € ndo muda as consideragdes geomeétricas.
o . 5 [0
Os fatores métricos k,, sdo fungdes das componentes a_,(x', x°) do

tensor métrico da superficie. Para a equagdo de continuidade:

Para a equagdo de Q.D.M. em x' :

1
— 171 1)2‘_'h_](g)1}
= { h,[ }(h)z 28(}’2):}
hh,

—h, (h,), - UIZ){\

B oe
(d
h‘fn

Tl

le
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Para a equacdo de Q.D.M. em X

(g) —h (), — E(hl )I}
h,

h,)
h h,] }Uh)l & }

|al =deta,, =a,a, - (af)t

h, =\/a_|1 > hz:\’azz » &=4a
O quadrado da distancia elementar na superficie ¢ dado por:
(ds)’ = a,,(dx")? + 2a,,dx'dx’ + a,,(dx*)’ + (dx*)’ (2.9.¢)

2 AN O )
e o coseno do angulo entre as coordenadas de superficie X' e X“ se escreve:

cos9=-2 (2.9.d)

h,h,
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2.4 - Grandezas Caracteristicas da Camada Limite:

Nesta segdo definem-se algumas grandezas caracteristicas da camada
limite freqiientemente utilizadas. Para isso considera-se um sistema de
coordenadas formado a partir de linhas de corrente do escoamento ndo viscoso
¢ suas proje¢des ortogonais. As variaveis definidas na dire¢do das linhas de
corrente exteriores tém o indice s (Stream flow) e aquelas

definidas na
direciio ortogonal o indice ¢ (Cross flow).

Um dos maiores objetivos do calculo de camada limite ¢ a

determinagdo da forga de atrito na parede. Ela pode ser obtida pela integragio

da tensdo na parede 7, que, de acordo com a lei de Newton, estd relacionada

a derivada normal da velocidade na parede. Chama-se coeficiente de atrito a

tensdo adimensionalizada pela pressao dinamica:

C,=————

> pv,)

Serdo definidas a seguir, as espessuras caracteristicas da camada
limite. A espessura da camada limite & ¢ definida convencionalmente pela
distdncia medida a partir da superficie onde a velocidade vs equivale a uma
certa fragdo da velocidade exterior; neste trabalho § € o valor de x* para o
qual se tem v/v, = 0,99. As espessuras de deslocamento 65 ¢ &, de

quantidade de movimento 04 € 6. sdo formadas por integrais que levam em

consideragao os perfis de velocidade. Fisicamente, o espessura de

deslocamento representa a altura para onde seria necessario deslocar em cada
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ponto a parede para manter a vazdo inalterada no escoamento de fluido
perfeito, e, do mesmo modo a espessura de quantidade de movimento
representa a altura para onde seria necessario deslocar em cada ponto a parede
para manter a fluxo da quantidade de movimento inalterado no escoamento de

fluido perfeito. No caso de um escoamento incompressivel, definem-se:

(2.11.a)
(2.11.b)
(2.12.2)

(2.12.b)

Definem-se também os parimetros de forma H e H' dos perfis de
velocidade:

(2.13.2)

(2.13.b)

2.5 - Transformacgio das Equacdes:
2.5.1 - Introducio:

No caso da camada limite tridimensional ¢é particularmente

interessante fazer uso de transformagdes para as equagdes de camada limite

de modo a seguir o crescimento da espessura da camada limite ¢ de manté-la
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aproximadamente constante no espago transformado. Para as camadas limites
laminares bidimensionais, a transformag¢@o de Blasius ou a de Levy-Lees
proposta por Blottner (1970) controlam efetivamente o crescimento da camada
limite e sua analise é bastante simplificada. Para as camadas limites
turbulentas, Werle & Verdon (1980) generalizaram a proposi¢do de Blottner
(1970) introduzindo a viscosidade turbulenta efetiva, resultando numa versao
turbulenta da transformagdo de Levy-Lees. Uma das principais vantagens
dessa transformacdo vem do fato de que as variaveis de escoamento s@o
associadas aos valores locais na fronteira exterior da camada limite, o que
impede, em particular, os perfis de velocidade transformados de mudar
bruscamente na dire¢do do escoamento, a0 menos na auséncia de um forte
gradiente de pressao adverso.

Blottner (1975) fez um estudo bibliografico de transformagdes
correntemente utilizadas para as camadas limites tridimensionais. Neste estudo
encontra-se, por exemplo, para as coordenadas cartesianas, a transformacgao
utilizada por Blottner & Ellis (1973) para os escoamentos incompressiveis.
Uma transformag¢do muito semelhante foi proposta por Cebeci (1975). No
trabalho de Cebeci (1975) duas fungdes corrente séo introduzidas de modo a
satisfazer a equag@o de continuidade.

Mesmo se essas transformagGes se comportarem relativamente bem
para os escoamentos laminares ou turbulentos, elas ndo sdo completamente
satisfatorias para todos os tipos de escoamento (laminar, turbulento e/ou de
transigdo) e para todas as geometrias de turbomaquinas. Vatsa (1985)
desenvolveu uma transformag@o mais eficaz para a extensao das variaveis de
Levy-Lees para as equagdes de camada limite tridimensional.
Essa transformagdo se reduz a de Blottner (1970) para as camadas limites
bidimensionais. A transformag@o de Levy-Lees tem também a vantagem de
permitir definir uma familia de solugdes similares que foi utilizada por

Amorim (1991) como condigdes iniciais do escoamento. Neste trabalho sera

utilizada uma versio para escoamento incompressivel desta transformag?o.
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2.5.2 - Transformacio de Levy-Lees Generalizada:

A transformagdo de Levy-Lees generalizada, para o caso de

escoamento incompressivel, utiliza as variaveis independentes definidas por:

(2.14.2)

(2.14.b)

(2.14.c)

onde o indice e representa as variaveis consideradas externas a camada limite.

As novas variaveis dependentes sdo introduzidas por:

(2.15.2)

(2.15.b)

onde v, pode ser v. ou v: .Nessas novas variaveis, uma velocidade normal

transformada ¢ definida pela integragao da equag@o de continuidade (2.1):

e [P A2 n Ve V'“ijd

&l 7 .Vl £ (h,)?

(2.16)

c

2.5.3 - Equag¢des Transformadas:

Com as variaveis definidas acima nas equagdes de camada limite (2.1)

a (2.3), pode-se escrever as equagdes de camada limite transformadas da

seguinte forma:
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Continuidade:

(V) + Ko (F)p + Ky (G) g + KgsF+Kp,G =0

Q.DM.em ¢:
(B ], = VCE), + K F(E) + K, G(F)g + Ky (F)
+K,,FG+K,(G)* +K,(F+K;G+K,;; =0

Q.D.M.em &:

[(G)'n ]’1-, . V(G)'n 2 KEIF(G)'Q & K?.ZG(G)'@ + K23(G)2 (2 19)
+K,,FG + K, (F)* + K,G +K,,F+K, =0

Os coeficientes K,,, presentes nessas equagdes contém apenas as
propriedades no exterior da camada limite ¢ os fatores métricos. Para a

equacao de continuidade:

Km 2@ (2.20.&)

Ko = 2C.~h_l£g‘ (2.20.b)

1
hosva

Ko

K=
03 CI

(€ (2.20.c)

h
K =261
04 th

c

[fo") +-K£(C2),ﬁ (2.20.d)
Ve ) C,

Para as equagoes de Q.D.M. em C;
K, =-2¢ (2.21.a)
hy Vier

1 (2.21.b)

€

Klz =“2C.»1
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K3 = —2@—1‘-(VL)., —2Ch EC-‘

1
) .
i al

himve ;
K, =-2 =il ( )i ]

h, (V.,)

C rcf} m_z_cs
al

ol

A

-2
K -4 ES
16 — ’\/M VL
(h) h2 Vref 3

"W

K,

K =—Ki5— (K +K )G, - K5(G,)" - K

Para as equagdes de Q.D.M. em &;

= -2
El_v

ho v

rcf

e

h, gV
Ky =-26—" — 2421 C
23 h;,_V ( u.t)é CJH

K24:_2CVL( lcf) = _1

T

K25 =

(2.21.¢)

(2.21.d)

(2.21.¢)

(2.21.9)

(221.g)

(2.21.h)

(2.22.2)

(2.22.b)

(2.22.c)

(2.22.d)

(2.22.¢)

(2.22.9)

(2.22.8)




] v
K, =2G { 3 ‘C hl (Ve 'a}“ Ky =Ky +
vl'ct' 2 Vc

[ . I‘C K%] {2@ h‘llg ref C }(G )

E os termos de curvatura C; a Cg sdo descritos por:

(2.22.h)

(2.23.a)

(2.23.b)

1
€= (lf)z () + () = -@)c (2.23.0)

2
G :h,h{n[—gm] }(h,),é ~2g(h,). (2.23.d)
hth

Cs =(8)¢ —ha(hy) - h&(hz)‘g (2.23.¢)
2

C()
(hz)

2
C, = h]hz{l +[th—] }(hz)t —2g(h;) (2.23.g)
2

1

== ({n z)g__(g)g +(hy) (2.23.9)

Cy = (8) —hy(hy)g - hg(h.)u; (2.23.h)

2.6 - Propriedades das Equacdes de Camada Limite:

O calculo de camada limite tridimensional gera propriedades e

dificuldades que ndo sdo encontradas no cdlculo de camada limite
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bidimensional. A solug@o do escoamento ndo viscoso, necessaria para o inicio
do calculo da camada limite, ¢ claramente mais dificil de ser obtida que no
caso bidimensional. A obtengao dos tensores métricos e de outras informagdes
necessarias para estabelecer o sistema de coordenadas curvilineas ndo
ortogonais orientadas ¢ também dificil para geometrias complexas. Os
modelos de turbuléncia devem ser adaptados aos casos tridimensionais. Ainda
mais, uma aten¢@o particular deve ser dada a formulag@o diferencial de modo
a levar em conta o principio de zona de dependéncia e de influéncia, as quais
sio fung¢do da caracteristica matematica das equagdes de camada limite
tridimensional. No item seguinte discute-se a caracteristica matematica dessas

equagdes e apresentam-se as condigdes de contorno e de entrada necessarias,

assim como a maneira de obté-las.

2.6.1 - Caracteristica Matematica das Equacoes:

A natureza matematica das equagdes de camada limite é examinada
para o caso laminar tridimensional permanente e incompressivel; no caso
turbulento, o modelo de turbuléncia pode eventualmente modificar os
resultados. Além do mais, admite-se que € possivel escrever as equa¢des numa
referéncia ortonormal, mas o resultado da analise ¢ idéntica as escritas numa

referéncia qualquer.

(v')y +(¥) +(v*)5=0 (2.24.2)

vV, + v (), +V (V) = —%(p)., +(v(v')3)4 (2.24.b)

VI(VZ)‘I +V2(V2)'2 +V3(V2)'3 = _”:;(p)'z +(V(V2)‘3)‘3 (2‘24'0)
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a) Caracteristicas:

Para estudar as caracteristicas do sistema, consideram-se apenas os
termos com derivadas de ordem mais elevada de cada equagao do sistema. Se
A denota a superficie caracteristica, entdo o determinante caracteristico, Q,

para o sistema de equagdes (2.24) pode ser escrito por (Wang, 1971 e Krause,
1973):

Dy D)y (A
o=A 0 0
ORI O

A=—V[(A) T (2.26)

A primeira linha de (2.25) € associada com a equagdo de continuidade
e A é associado aos termos de difusdo. Apos o desenvolvimento de (2.25),

tem-se:

0 =(A);{V(A)- 1"} (2.27)

A equagao (2.27) mostra a propriedade conhecida de que as equagdes

de camada limite s@o parabodlicas, ja que todas as raizes de Q = 0 sdo reais e
idénticas. O termo (A)3 = 0 implica que todas as superficies A(x;, x;) = 0

normais a parede sdo superficies caracteristicas. Ele indica também que a

velocidade de propagagdo de uma perturbag@o é infinita na direco x°. Porém,

a presenga de termos viscosos mascara o papel dos termos de convecgdo e

para apreciar sua influéncia, estudam-se as sub-caracteristicas do sistema

formado pelas derivadas de ordem imediatamente inferior.
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b) Sub-caracteristicas:

As sub-caracteristicas do sistema sdo obtidas ignorando os termos

viscosos nas equagdes (2.24). O determinante caracteristico ¢:

)y ), (),
0= |FATSER 0NN 0
DISEATEN

onde

A =v,(A)y +v,(A), +V5(4)4

e A" é associado aos termos de convecg@o. De (2.28):

0=(1),(4") (2.30)

O primeiro fator de (2.30) € o mesmo da equagéo (2.27). O segundo

fator indica que as superficies de corrente sdo as superficies sub-

caracteristicas. A raiz (A); = 0 ¢ ligada a equacdo da continuidade. Entdo as

raizes (A*)2 = () sdo ligadas aos termos de convecgao das equagdes da Q.D.M..

Segundo Krause (1973), o sistema de equagdes assim constituido ¢
hiperbélico. As perturbagdes sdo entdo transportadas ao longo das linha de
corrente com a velocidade finita do escoamento em comparagio com a
velocidade infinita de difusdo na dire¢do normal a parede. Por conseqiiéncia,

os dominios de influéncia e de dependéncia podem ser identificados.

¢) Dominios de Influéncia e de Dependéncia:

Apoiando-se nas sub-caracteristicas ¢ na natureza difusiva das

equagdes segundo a normal a parede, determinam-se os dominios de
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influéncia e de dependéncia de um ponto P representado na Figura 2.2. Uma
perturbagio introduzida no ponto P se propaga ao longo do eixo x* devido aos
termos de difusio viscosa e ao longo das linhas de corrente na camada limite
passando pela normal ao ponto perturbado. Pelo efeito de difusdo, uma
perturbagdio transportada ao longo de uma linha de corrente ¢ transmitida ao

longo das normais a parede passando por essa linha de corrente.

Zona de
denendéncia

Figura 2.2 - Dominios de influéncia e de dependéncia do ponto P no interior
da camada limite.

Os dominios de influéncia e de dependéncia sdo determinados por
uma superficie de corrente definida por todas as linhas de corrente que
passam pela normal a parede no ponto P. O dominio de dependéncia ¢
definido pelo espago varrido por todas as linhas verticais passando pela
superficie de corrente a montante da linha em questdo. Do mesmo modo, o
dominio de influéncia ¢ definido pelo espago varrido por todas as linhas

verticais que passam pela superficie de corrente a jusante da normal em

questdo. Desde que a informagdo € propagada ao longo das superficies

caracteristicas, o calculo das propriedades do escoamento sobre a normal em
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questdo depende de propriedades de escoamento a montante, no dominio de
dependéncia. Do mesmo modo, as propriedades de escoamento sobre a normal
em questdo influenciam o escoamento a jusante, no dominio de influéncia.
Assim, num algoritmo de calculo passo a passo, as propriedades do
escoamento devem ser conhecidas no dominio de dependéncia para permitir o
calculo do escoamento, ndo importando qual a linha vertical. Entdo, as
condigdes iniciais do problema sio todas as propriedades do escoamento sobre
uma superficie que ndo seja uma superficie de corrente. Essas condigoes
iniciais sio chamadas condigdes de entrada pois a solug@o s6 pode ser obtida a
jusante ao longo das superficies de corrente.

Enfim, a definigdo de dominios de influéncia e de dependéncia dita as
condi¢des de entrada e de contorno a serem associadas as equagdes de camada
limite. A regra geral ¢ que, se se deseja calcular a camada limite num dominio
delimitado por uma superficie normal a parede, as condi¢des de entrada e de
contorno devem ser impostas ao longo de regides através das quais o fluido
penetra no dominio de célculo.

Se supde que ao longo de uma linha normal a parede o fluido ndo
entra nesse dominio, esta claro que ndo ha condig¢des a impor ao longo dessa
linha. Ao contrario, se o fluido entra no dominio ao longo de uma linha normal
a parede, é necessario impor os perfis de velocidade v'(x’) e vz(x3) mas, em
principio, ndo ¢ necessario precisar os perfis Vv'(x’) pois eles sio
determinados da equagdo da continuidade que fornece uma condigio de

compatibilidade para a componente v’ (Krause, 1973).

2.6.2 - Condicdes de Contorno:
As condigdes de contorno sdo as mesmas condi¢des dos casos de

camada limite bidimensional. As condigdes na parede (x> = 0) tomam a forma:

vi(x',xz,0)=0 ’ i=1)253 (2.31)
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No exterior da camada limite (x’ = &), as condigdes se escrevem:
vi(x',x?,8) = ve(x'x) (Ge2:a)

vz(xl,x2,6)=v§(x',x2) (2:32b)

As mesmas condi¢des de contorno para as variaveis transformadas

introduzidas na se¢do 2.5.2, sdo representadas, na parede (n = 0), por:

F(¢,&n)=0 (2.33.a)
G(¢,¢n)=0 (2.33.b)
V(¢,sn =0 (2.33.c)

e, no exterior da camada limite (n = Nw), POI:
E(Csemmiel (2.34.a)

2

GGEN.) =~ (2.345)

refl

A especificagdo das condigdes de contorno exige a especificagdo das

: : s [ 2 P "
velocidades no exterior da camada limite, v, e v,. Estas variaveis, obtidas

freqiientemente por um calculo do escoamento exterior nao viscoso, devem ser
interpoladas para os pontos da malha de camada limite.

2.6.3 — Condicoes de Entrada:

Para um escoamento incompressivel as condigdes de entrada sdo as
velocidades v' e v ao longo dos planos de entrada do escoamento. Estas
grandezas sdo definidas a partir de dados experimentais ou estabelecidas a
partir de relagdes analiticas quando elas ndo sdo conhecidas. Algumas
aproximagoes alternativas para determinar estes perfis de velocidade na

entrada serdo apresentadas a seguir.

a) Perfis de Velocidade Semi-empiricos

Muitos autores introduziram procedimentos para determinar os perfis

de velocidades a montante de uma camada limite, nos casos laminar e/ou
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turbulento, eventualmente com a possibilidade de impor a transi¢do pela
utilizagdo de um fator de intermiténcia.

Com o objetivo de obter as solugdes de entrada, um sistema de
coordenadas ortogonais de superficie ¢ empregado. Uma das coordenadas ¢
definida ao longo da linha de corrente do escoamento exterior a camada limite,
a outra coordenada € perpendicular a esta. Os perfis de velocidade na diregdo
da linha de corrente do escoamento exterior sdo estabelecidos a partir dos
métodos desenvolvidos para as camadas limites bidimensionais, e os perfis de
velocidade na diregdo transversal sdo estabelecidos a partir de uma familia de
perfis apropriados.

Os perfis de velocidade para escoamentos laminares na dire¢do do
escoamento exterior podem ser obtidos pelo método desenvolvido por
Polhausen (Schlichting, 1979) e modificado por Launder (1964) para tratar os
escoamentos fortemente acelerados. No caso de um escoamento turbulento,
Whitfield (1979) desenvolveu algumas expressdes para os perfis de
velocidades. Para o escoamento transversal, os perfis de velocidade propostos
por Mager (1952) podem ser utilizados para completar a especificagdo dos

perfis de velocidade iniciais.

b) Soluciio por um Plano de Simetria

Do fato de que ndo ha escoamento através de um plano de simetria, este
plano é uma superficie caracteristica. Considerando o esquema apresentado na
Figura 2.3, pode-se escrever que v* & igual a zero no plano de simetria x° = 0,

2EN3 2 k)L ity I
que V(x' x2.x°) = vVi(x',x%x) e que (V) # 0 em x* = 0. As outras variaveis

3 i -
sdo finitas quando x~ = 0, mas suas derivadas com relagdo a x° sdo nulas,

devido a simetria. Uma vez que uma simetria geométrica ¢ admitida, os
elementos métricos a,p também sdo nulos. Se as coordenadas sdo ortogonais
os fatores métricos K, definidos nas equagdes (2.6) e (2.8) se simplificam

enormemente porque o termo aj;; = a;; do tensor métrico de superficie se
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anula, e neste caso ainda, na vizinhanga da linha de simetria, (a),), = 0 para

x>

¥l

Figura 2.3 — Escoamento em um plano de simetria em um sistema de

5
coordenadas localmente ortogonal em x“ = 0.

No plano de simetria a equago da quantidade de movimento em x” ¢ singular
porque v* e (p), sdo iguais a zero. Entretanto, a derivada com relagdo a x>
elimina a singularidade desta equagdo. Levando em conta todas estas
consideragdes e com @ =0, as equagdes de camada limite transformadas

(2.17) a(2.19) se reduzem, para o plano de simetria x2=0, a:

Continuidade:

(V) + Koy (F)r + K sF + KoG =0
QDM.em ¢:

), | V), + K FE) + K (F) Ky =0

QDM. em &:

[(G').n]n ~V(G")y +KyF(G") +K53(G") +K,FG™ + K5 = 0
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onde G* = (G) eos coeficientes K,,,, sdo definidos por:

para a equagdo de continuidade:
Ko =26 (2.38.a)

K,y =1 (2.38.b)

LR
K‘U-’I = zcm}i-\"—i(v‘. )é (238‘0)

paraa Q.D.M.em ¢ :

(2.39.2)
(2.39.b)

(2.39.¢)
paraa Q.D.M.em &:

(2.40.a)
hy
h,

Ky, = -28[In((v2). ), (2.40.0)

Ko = —(Kp +Kyy) (2.40.d)

K& =26

1
7(\;5),& (2.40.b)

la| = 2,5, (2.41)

As condi¢des de contorno sdo as mesmas definidas nas equagdes (2.33) e

(2.34), exceto a variavel G que é substituida por uma nova variavel G

¢) Solucdes Similares Locais:
O conceito de solugdes similares locais foi largamente utilizado na
analise de camada limite bidimensional para obter as condi¢des iniciais. Neste

caso, a solucdo das equagdes de Falkner-Skan com um gradiente de pressao
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especificado ¢ a opgdo mais utilizada. Para as equagdes transformadas de
camada limite tridimensional escritas em um sistema de coordenadas nio
ortogonais, a obteng@o de solugdes iniciais a partir de solugdes similares locais
pode ser vislumbrada. Para isso, considera-se que as condigdes de entrada sio
funcdes somente de € e de 1 ao longo de uma fronteira & constante e de & e de
N ao longo de uma fronteira C constante.

Esta condigdo implica que os perfis das variaveis dependentes sio
invariantes nas coordenadas transformadas até os planos de entrada. A
hiptese solugdes similares locais ndo pode entdo prever corretamente as
solugdes iniciais no caso em que a estoria do escoamento a montante nio tem
uma influéncia muito grande sobre o desenvolvimento da camada limite. Por
exemplo, se o escoamento ¢ acelerado na zona de entrada. A precisdo das
solucdes similares locais ¢ melhorada no caso onde o escoamento é laminar
até os planos de entrada porque neste caso a transformagao de Levy-Lees
representa corretamente o crescimento da camada limite.

Uma analise das equagdes transformadas de camada limite
tridimensional (2.17) a (2.19) permite rescrever estas equagdes para a hipotese

de solugdes similares locais ao longo de uma fronteira & constante:

Continuidade:

(V). + Ko (F) + KsF + K G =0
Q.DM.em ¢:
(F), ] V(). + K F(F)( + K (F) 4K, FG+

K (G} +K,,F+K,G+K; =0

Q.D.M.em ¢&:

[(G)'ﬂ ]'n =V (G Kle(G)'g + K23(G)2 + K, FG +

K,s(F)> +K,G+K,F+Ky =0
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Os coeficientes K, sd3o os mesmos do caso geral ¢ sao dados pelas
equagoes (2.20) a (2.22) e as condigdes de contorno sao expressas por (2.33) e
(2.34).

Da mesma maneira, para a hipotese de solugdes similares locais ao

longo de uma fronteira € constante as equagdes sdo escritas por:

Continuidade:

(V) + K (G) ¢ + KsF + KyuG=0
Q.D.M.em ¢:
[(F),nln ~V(F), +K;G(E), +K;3(F)* + K ,FG +

K,:(G)?+K,F+K,,G+K;=0

Q.D.M.em &:

(G)., ]n ~V(G),, +K,G(G) +Kp(G)* +K,,FG +

K5 (F) + K,G + Ky F + Koy =0

Os coeficientes K, sdo, como no caso anterior, dadas pelas equagdes (2.20) a

(2.22) e as condigdes de contorno sdo também idénticas.

2.7 Modelos de Turbuléncia

No caso de escoamento laminar, o sistema de equagdes formado pela equagio
de continuidade e as equagdes de Q.D.M. constituem um sistema fechado de
equagdes para as trés componentes da velocidade pois, apds a aproximagio da
camada limite, a distribui¢do de pressdes ¢ conhecida. Para um escoamento

turbulento , o sistema de equagdes ndo € fechado porque o tensor de Reynolds
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introduz novas incognitas. Um modelo de turbuléncia deve ser utilizado para
calcular esses termos e para fechar o sistema de equagdes de camada limite.

A maior parte dos métodos de céalculo da camada limite turbulenta
tridimensional emprega modelos de turbuléncia definidos a partir de uma
simples extensdo de modelos bidimensionais e, freqiientemente faz-se a
hipotese de que o vetor de tensdo turbulenta ¢ alinhado com o vetor gradiente
de velocidade de escoamento médio (nesse caso, a viscosidade turbulenta é
dita isotropica).

Uma aplicagdo pratica dos principais modelos de turbuléncia
comumente utilizados foi feita por Lakshminarayana (1986). Ele fez a
aplicagio de modelos algébricos a uma equagdo e a duas equagdes, ARSM e
FRMS, respectivamente.

Os dados experimentais de van der Berg et al (1975) e de Bradshaw e
Pontikos (1985), indicam que a tridimensionalidade do escoamento afeta a
estrutura da turbuléncia. Nessas duas experiéncias tdo proximas , os autores
analisam numa asa com flecha infinita o desenvolvimento da
tridimensionalidade de uma camada limite inicialmente bidimensional. Na
medida em que o escoamento transversal se intensifica, foi observado que o
comprimento de mistura na zona exterior da camada limite diminui e também
que a relagio entre a tensdo turbulenta e a energia cinética turbulenta diminui.

Assim, com relagdo a uma camada limite bidimensional, ha uma
redugdio clara da intensidade da tensdo turbulenta aparente. Além do mais, a
dire¢io do vetor tensdo turbulenta ndo segue a do vetor gradiente de
velocidade. A amplificagdo da tridimensionalidade se traduz por uma rotagao
do vetor gradiente de velocidade que deve acarretar com ela uma rotagio igual
a do vetor de tensdo turbulenta, mas a experi€ncia mostra que ela é menos
rapida. Conclui-se entdo que a viscosidade efetiva nao € isotropica.

Por essa razao, os modelos classicos de turbuléncia representam mal a

fisica dos fenomenos. Isso ndo € necessariamente contraditorio com o fato que

esses modelos reproduzem corretamente o escoamento médio. Nas
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experiéncias de van der Berg et al (1975), o escoamento ¢ essencialmente
guiado pela pressao e o modelo de turbuléncia ndo tem uma importincia
primordial. Além do mais, nas experiéncias onde a pressio tem um papel
menos importante, os modelos cldssicos com hipéteses sem justificativa
tedrica, conduzem a resultados muito corretos.

Rotta (1977) prop6s uma relagdo para considerar uma viscosidade nio
isotropica, ligada a dire¢do do vetor velocidade. Porém, essa proposicido ndo
respeita o principio de invariancia galileana, e assim ela néo ¢ independente
do sistema de coordenadas. Uma relagdo invaridvel foi obtida por van der
Berg (1982) a partir de uma modelagdo de diferentes termos nas equacdes de

transporte exatas. Essa proposi¢do néao foi validada no contexto de um método

de calculo pratico. Cousteix et al (1981) realizaram um estudo da relagao

proposta por Rotta (1977), mas os resultados ndo sao conclusivos. Do mesmo
modo, a relagdo ndo isotrépica utilizada por Tassa et al(1982) nao assegura
uma melhora das previsdes comparada ao caso de uma viscosidade isotrépica.
Devido a falta de uma formulagdo ndo isotropica satisfatoria, os resultados
mostrados neste trabalho s@o obtidos a partir de uma hip6tese de viscosidade
efetiva isotropica.

Entre os modelos de turbuléncia com uma viscosidade isotrépica, o
mais utilizado é o modelo algébrico, do tipo proposto por Cebeci e Smith
(1974). Ha excegdes como os métodos NLR (Wesseling e Lindhout, 1972) ¢
de Rastogi ¢ Rodi (1978). O primeiro método resulta em duas equagdes de
transporte modeladas para o tensor de Reynolds, a partir de um modelo
proposto por Bradshaw (1971), baseado na equagdo de energia cinética
turbulenta. O de Rastogi e Rodi (1978) utiliza o modelo de turbuléncia bem
conhecido a duas equagdes k-, que resolve as equagdes de transporte
modeladas para a energia cinética turbulenta k e a taxa de dissipag@o €, mas o
método ¢ restrito ao escoamento incompressivel num sistema de coordenadas

polares cilindricas ou cartesianas.
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Johnston (1987) fez um teste com muitos modelos de turbuléncia,
para o célculo de um escoamento compressivel turbulento tridimensional.
Esses modelos compreendem: o modelo algébrico de Cebeci e Smith (1974),
um modelo de um equagéo, adaptado a partir do modelo proposto por Hasid e
Poreh (1975) e uma versdo, para baixos numeros de Reynolds, do modelo k-
proposto por Chien(1982). Uma avaliagdo dos resultados indica que,
contrariamente as expectativas, o aumento da complexidade dos modelos nio
¢ seguido de uma equivalente melhora na previsdo do escoamento.

No caso de um célculo de camada limite tridimensional turbulenta que
se desenvolve sobre as pas de um rotor de turbomaquina, os efeitos da rotagio
contribuem para o desvio do escoamento médio, € modificam também a
estrutura da turbuléncia. Para levar em conta os efeitos da rota¢@o na estrutura
da turbuléncia, o emprego de um modelo de turbuléncia de ordem elevada se
faz necessario. Uma tentativa nessa diregdo foi feita por Zang e
Lakshminarayana (1990) pela utilizagio de um modelo de turbuléncia
ARSM/k-¢ combinados. As equagdes de camada limite e as equagdes de
energia cinética turbulenta k e de dissipacdo € sdo resolvidas de uma
maneira ndo acoplada, e as equagdes do modelo ARSM sio entiio resolvidas a
partir dos valores de k e de €. Uma primeira aplicagdo deste método a um
calculo de camada limite sobre as pas do rotor de um compressor axial
permitiu uma melhor previsdo das distribui¢des de velocidade sobre as pas,
com relagdo aos modelos algébricos e k-g. Esses primeiros resultados podem
ser considerados como encorajadores se nao levarmos em conta o enorme
aumento da complexidade do célculo.

Um modelo algébrico de viscosidade turbulenta foi adotado no

presente trabalho. Esse tipo de modelo foi proposto inicialmente por Cebeci e

Smith (1974) para o caso bidimensional. Uma extensdo deste modelo para o

caso de camada limite tridimensional com um sistema de coordenadas nio

ortogonais de superficie foi descrito por Cebeci et al (1977). O modelo
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considera uma viscosidade turbulenta isotropica definida em duas partes. Uma
formulag@o do tipo comprimento de mistura foi utilizada na regido interna da

camada limite.

()i =p Um) (), (2.48)

onde a derivada da velocidade total € o comprimento de mistura sao dados por

[(v')‘z3 +(v2)i +2003S((v')‘}(vl)ﬂ]2 (2.49)

Im =k x? (1-e) (2.50)

onde k ¢ a constante de von Karman, geralmente considerada igual a 0,4. O

coeficiente A na fung¢do de van Driest € definido por:

(2.52)

7, = (1) ] e (2.53)

Na zona exterior da camada limite, a escala de comprimento do
modelo de turbuléncia ¢ modificada de acordo com a sugestio de Mellor e

Herring (1977).

() =pr (2.54)

onde 7 ¢ a constante de Clauser, geralmente adotada como 0,016 ¢ I, é a
escala de comprimento representativa da zona exterior da camada limite dada
por:

1= (V) St (2.55)
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Esse modelo de turbuléncia deve também ser escrito nas variaveis
transformadas introduzidas na se¢do 2.5. Apos alguns tratamentos algébricos,

para a zona interna, o modelo € escrito por:

32| (8) +{VL{[J"(T)?‘ +
(4,), =Rek™n’ ﬁ[] ,ed] v,

h', T
; 28 | Voo | o
hh, vl

(2.57)

£ % (RC)E ?}[ JE ]2 (chp )L +(vf't'f T.n )' r

N Ao 2 e

e~ p ref p
1552

e o indice p representa as varidveis consideradas para 1 = 0. Do mesmo
modo, na zona exterior da camada limite o modelo de turbuléncia nas

variaveis transformadas se escreve por :

2

(s) +[2‘.f ] (T)? +

e

J2¢ -
e

I 2g (Ve
_g(L{}ST
| by \ v,

(4,)e=vRey
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Capitulo 3

Solucdo Numérica
3.1 - Introducao

Estudos bibliograficos sobre os métodos existentes de calculo de
camada limite tridimensional foram feitos por Smith (1982), por Cousteix
(1986) e por Humphreys e Lindhout (1988). Os métodos podem ser separados
em duas classes distintas, em fun¢do do modo pelo qual as equagdes de
escoamento sdo resolvidas, seja sob a forma diferencial seja sob a forma
integral. Os métodos integrais sdo, do ponto de vista da informatica, mais
rapidos que os métodos diferenciais, uma vez que hd somente duas
coordenadas espaciais que intervém. Entretanto, um certo numero de relagdes
auxiliares devem ser introduzidas para fechar o conjunto de equagdes
integrais. Essas relagdes compreendem, usualmente, a consideragdo de
familias de perfis de velocidade nas duas diregdes mutuamente ortogonais
escolhidas mais ou menos empiricamente. A precisdao de um método integral &
entdo limitada pela aplicabilidade das relagdes empiricas consideradas para a
previsio do escoamento. Contrariamente, no caso onde as equagdes de
escoamento estdo na forma diferencial, nenhuma consideragdo ¢ feita sob a
forma dos perfis de velocidade. Por essa razdo, os métodos diferenciais séo,
potencialmente, mais gerais que os métodos integrais. Um certo empirismo ¢
todavia introduzida pela utilizagdo de um modelo de turbuléncia para o tensor
de Reynolds.

No presente trabalho o método de diferengas finitas € utilizado para a

discretizagio das equagdes de camada limite tridimensional. O esquema

escolhido e as equagdes discretizadas sdo mostrados na Segdo 3.1. Apos a
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discretizagdo das equagdes, sua solugdo numérica pode ser estudada. O
procedimento utilizado ¢ descrito na Se¢do 3.2
Se a aproximagdo por diferengas finitas for feita de maneira
consistente a solugdo obtida das equagdes converge para a solu¢do exata das
equagoes diferenciais quando o passo de distretizagdo tende a zero. A Figura
3.1 mostra alguns dos esquemas de diferengas finitas mais conhecidos.
CHANG

1] CEBECI
INTEGRAL PATEL HMcLEAN BOX KORDULLA 216G = ZAG LI NOHOUT

Diregies
caracteristicas
1}
4 /
Direglies
caracteristicas -
0
4 L

Diregdes
caracteristicas |

PDe<0

O derivadas em ¢ et
O derivadas em § /" Ponto de cilculo
¥ denvadas em "

¢

Figura 3.1 - Esquemas de diferengas finitas.

No presente trabalho utiliza-se o esquema box proposto por Cebeci et
al (1977). Nesse esquema as equagdes sdo centradasem P(¢ ,.& ,,n ,)eas
i- j= k-
& =i 2
derivadas sdo dadas por:

[( )_ ];» I [( ):,_: +( )r.J—! _'( )f—].; _( );--1._;—1 ]k

TN

OV O {0 O, O

&

2
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1 ( )i,;‘,k +( )i—l,.ﬂ',k +( ):'.__:‘—J.A- +( ).‘-l,,‘-l‘r.- =
[( )'” ]P :m ( )s.j.:.-—l _( );’—L,-“k—l _( );‘.,a'—l.k—l _( ]i—l._;‘—l.k—-!

ACS= o CiTaT 55:5,-‘_5;4 s An=n, -1,

¢ definida pela média dos oito valores nos vértices. A técnica box

i ~=uk:
3 2

A

s6 pode ser empregada se v* é positiva e Cebeci et al (1977) propdem uma
técnica na qual a solug@o avanga na dire¢do & positiva ou negativa em fungio
do sinal de v*. Essa técnica apresenta problemas de programagdo. Assim,
Cebeci et al (1979) propuseram duas técnica alternativas. A primeira entre
elas, o esquema box “zig-zag”, combina os métodos box e “zig-zag” quando
v & negativa. O uso desta aproximagdo estd sujeito as restrigdes de
estabilidade. A segunda técnica, o esquema box caracteristico, ¢ baseada na
solugdo das equagdes ao longo das linhas de corrente locais. Esse esquema néao
pode ser facilmente aplicado a equagio da continuidade.

Segundo Smith (1982) as comparagdes realizadas no Royal Aircraft
Establishment (RAE) entre os trés diferentes esquemas de Cebeci et al,
permitiram concluir que o esquema box caracteristico ¢ o menos robusto e
requer aproximadamente trés vezes mais tempo de calculo. A estratégia

preferida pela RAE ¢ a utilizagdo do esquema box, com a utilizagdo do

esquema “zig-zag” na linha 7 constante quando isso é necessario.

3.2 — Discretizacao por Diferencas Finitas

Os conjuntos de equagdes obtidas nas segdes 2.5.3 e 2.6.3 sdo os

conjuntos de equagdes diferenciais parciais nio lineares acopladas. Uma vez
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que a caracteristica primaria dessas equagdes ¢ parabolica, um procedimento
numérico de avango passo a passo pode ser utilizado para obter a solugao
completa das equagdes.

As equagdes diferenciais parciais que modelam o desenvolvimento da
camada limite serdo discretizadas e aproximadas pelas expressdes de
diferengas finitas apropriadas, antes que uma solu¢do numérica dessas
equagdes possa ser obtida.

A seguir, as equagdes completas de camada limite e também as

equagdes discretizadas para um plano de simetria e em similares locais serdo

estabelecidas.

3.2.1 — Equa¢des Transformadas de Camada Limite

Considerando-se as observagdes feitas no inicio deste capitulo, o

esquema box proposto por Cebeci et al (1977) foi escolhido para discretizar as

equacdes de camada limite neste trabalho.
Considera-se as equagdes transformadas (2.17) a (2.19) e as rescreve-

se pelas equagdes diferenciais parciais de primeira ordem. Nesse sentido, as

novas variaveis independentes S(¢,&,n) e T(£,&,n) sdo introduzidas:

S=(F), (3.1)

(3.2)

Assim, as equagdes transformadas (2.17 ) a (2.19) podem ser rescritas por:

Continuidade:

(V) + Koy (F) + Ky (G) + Ky 7+ K(,G =0
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Q.DM.em ¢:
[E(F).q]q —VS + K\ F(F). +K,G(F)., + K, (F)?
PKNEG K (G) K Rt R G K = 0

Q.D.M.em ¢&:

[T}, - VT + K, F(G) + K,G(G),, + K,,(G)’ (3.5)

PR EGTE (F) K GRK K =0 '

Os coeficientes K, mostrados nessas equagoes sdao dados pelas equagdes
{5

(220)a(222)e £=—.

Agora, considera-se o esquema cubico mostrado na figura 3.2. A
malha no espago transformado ¢ composta por (I,J,K) pontos com os
espagamentos (A¢;,AS;,An, ) entre eles nas trés diregdes (£,&,7). Os indices
(1, J, k) sao utilizados para representar os valores de uma quantidade em um
ponto particular da malha. A solugdo das equagdes discretizadas de camada
limite € conhecida em (i - 1, j, k) para todos j e k, ou seja, no plano £ -n. O
calculo avanca a jusante do ponto (i, j, k) submetidos as condi¢des de contorno

impostas. Pode-se escrever:

¢o=0 ,  6=6, tAG; ' (36‘1)
£,=0 £ =&, +AL, i (3.6.b)

7, =0 M =N, + AN, (3.6.c)

As equagdes diferenciais representadas por (3.1) e (3.2) sdo

aproximadas pelas médias no ponto (£,&,,7 ,):
k-
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n(k)

(-1, j=1, k)
i1e

'

(i1, j—1, k-1) (i,)-1,k=1)

—

Figura 3.2 — Esquema box para as equagoes diferenciais.

Do mesmo modo, as equagdes (3.3) a (3.5) sdo aproximadas no ponto

[g“ e i) 1] do esquema box representado na Figura 3.2. Assim, as
1-— T1- 1-
2 2 1

equagdes discretizadas sdo escritas por:

Continuidade:
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Q.D.M.em ¢:

{M}(ﬁ)* LKl

An, Fz)k——'z- ""I?m(ﬁ)l2

it F(_ls(Gz)k_% + E,GF;‘_; it I?”Fék__:: LR

{F} = F_!._, }
I
ry A;;

by

com, por exemplo:
o e L s
Sk :_4_(8;-.! +S;"H __l_S;—l‘_f +S;_]"" i)

Fi= (B R R R

1 i.f iJj- i.f i, =
i — Z(Gk‘ ar Gk.f I +ijl +Gk_'_l I)

Koy = k) + () () + ()7

As equagdes (3.7) a (3.11) sd@o impostas para k = 1, 2, ..., K, com

i-1,j-1 i-1,j-1 i-1,j-1 i-1,j-1 i=1,j=1 i,j-1 i, -1 i, j-1 1,j-1 i, j=1
(FiliE Gt palia s EURR A plda Gt pllst gl aphist)) e

(FiM, G  p S Tl ) conhecidos em 0<k<K. Entdo as equagdes

(3.7)a(3.11)para 1<k <K e as condigdes de contorno:

£/ =0 GHl= ORI/

12 13 14 15 1e 17 18
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Fili | S ol e (3.13)

constituem um sistema de equagdes algébricas ndo lineares implicitas de 5 K +
5 equagdes nas incognitas (F,f‘-" Gl Vil S ST ) Para simplificar a notagao,
essas incognitas serdo representadas por (Fy , Gy, Vi .Sk, T)).

Apos alguns tratamentos algébricos as equagdes discretizadas podem

ser rescritas por:

An, ,
Fy~Fy == (8, +5,,)=0 (3.14)

A
Gy =Gy == (G, +T,.,)=0 (3.15)

Continuidade:
[Va- i Vk—l

Q.DM.em ¢:

[(ES);{—(ES);-—I}—(VS)&__ [K + K }(Fz)*—-;-+[Eu4+2§;)(FG)k_%

Ay 2A¢;

k——
2

K % S el
1+ K" 4 — FU| ; G” =l G'_]l" +G'_1|'"_1 v (32070)
’ &C 2A§ k—- k—— k

2
= K, BEyRs
+| K, + F”'+F"’+F"" GN= O
2A§f ; k—— k-E k——

2 2 5 2

Q.D.M.em ¢&:

{(5?),{;,7(?),;-. MO }(Gz),,u2+[;?24+2’;2 }(FG)k__yz_

i

2 2

i {F"'+F"’+F""]il6 , (3.18)
2A§ k- k=L : k-—

_. fil
(GrJI_I_Gi];_}_Gl];l]i\ 4
71 2 2 ko
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18R] 1R

==y f=— i ==, z - :
ondeiOs s evDE e 2 s6 contém grandezas conhecidas.
k- : k

3.2.2 — Equacoes de Camada Limite para um Plano de Simetria

As equagdes a discretizar nesse caso sdo as equagoes (2.35) a (2.37) e,
do mesmo modo que para as equagdes completas de camada limite,

introduzem-se as variaveis independentes S definidas pela equagdo (3.1) e T*

¢ definida por :
T =(G"), (3.19)

onde G'=(G),. Assim, as equagdes (2.35) a (2.37) sdo rescritas como

equagdes diferenciais de primeira ordem por:

Continuidade:

(V)'q & KUI(F)(; i K(IJF 1 K(NG. — 0

Q.D.M.em ¢:

&S], VS + K, F(F), +K;(F)* + K, =0

Q.D.M.em ¢&:

[ | e e (G8) R  (G) EK F G K = 0 (3.22)

Os coeficientes K,,, presentes nessas equagdes sdo dados pelas
equagdes (2.38) a (2.40). Para discretizar essas equagdes considera-se o

esquema simplificado representado na Figura 3.3.
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2 3 4 5 6

|
|
|

|GG k-1)
AG;

.ﬁml
¢(d)

Figura 3.3 — Esquema simplificado para Plano de Simetria.

As equagoes diferenciais (3.1) e (3.19) sdo aproximadas no
ponto(¢;,7, ,):

Ar
F—F ==k (5, +5,,)=0 (3.23)

A, (3.24)

G, -G, _T(Y;: +7Y-1)=0

e as equagdes (3.20) a (3.22) sdo aproximadas no ponto (¢ 571 ). Apos
Ty

alguns tratamentos algébricos obtém-se:

Continuidade:

==

V., -V, K. 2
[—"———i:'—)+ Ky+2—2-|F |, +K,G
An, AG; |k =

Q.D.M.em ¢:

Fﬁh%ﬁk.

A,

AV
AVAYE

7 8unespm 12 13 14 15 16 17

18

19



3.2.3 — Equac¢do de Camada Limite em Similares Locais

Essas equagdes foram estabelecidas no Capitulo 2 e, no presente

trabalho, elas constituem dois conjuntos de equagdes. O primeiro conjunto de

equagdes for definido ao longo de uma fronteira & constante. Ele ¢

constituido pelas equagdes (2.42) a (2.44) e elas sao discretizadas pelo

mesmo esquema de diferengas finitas utilizado para um plano de simetria. As

equagoes do escoamento discretizadas resultantes sao dadas por:

Continuidade:

s

= 2
VA- Vk—l ik Km i) Knl F
An, ' ae s

QDM.em ¢:

AVA
AVAYA)
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(3.29)

el
=
o)

2 Kq 3
R Wy GO

]

-

1
2 K 2 i- i i-
R (F~),‘_% +Kn P, +K,G +A¢€[GL& F —deFk_‘l_} .

2 i 2 2 2

1 1

R it , :
onde O 2,P ? e Q ? sOcontém grandezas conhecidas.
k== k== f=
2 2

I[j!k_I)
3

£G)

Figura 3.4 — Esquema simplificado para um plano ¢ constante.

O segundo conjunto de equagdes definido ao longo de uma fronteira
¢ constante € constituido pelas equagdes (2.45) a (2.47), que sdo
discretizadas pelo esquema de diferengas finitas representado na figura 3.4, a

partir dos mesmos processos empregados no caso anterior. As equagdes

resultantes nao sdo mostradas.
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3.3 - Solucdo Numérica

As equagdes (3.14) a (3.18) obtidas apos a discretizagdo das equagdes
de camada limite constituem um sistema de equagdes algébricas ndo lineares
acopladas de 5K + 5 equagdes nas incognitas (F,,G,,V,,S,,T,). Esse sistema
de equagdes pode ser linearizado pelo método de Newton. Para isso

introduzem-se as (n) iteragdes sobre as variaveis desconhecidas e escrevem-se

as corregdes no ponto (i, j, k) por:
A s D) Gl =G+ 06 (3.31.a)
Kt = e oM S = I Ny (3.31.b)
D= TN ST n=1,23,.. (3.31.¢)

Agora, essas expressdes sdo introduzidas nas equagdes (3.14) a (3.18)
e os termos de ordem &° ndo sdo considerados, Apds alguns tratamentos

algébricos, esse processo leva ao sistema de equagdes lineares abaixo:

OF, —OF, , — =11 (85, + 85,.,) = M, (332)

B =68, —ég—*wn ST =N, (3.33)
Continuidade

ABI(S‘V!; +;825Fk +ﬁ3‘§Gk +ﬂ46Vﬁ-—l +ﬁ5§Fk—l +ﬁ656k—1 = Qk (3-34)

Q.D.M.em ¢:

0,08, +0,0V, +0,0F, +0,6G, +
0508, +6:0V,_ +0,0F,_, +60,6G,_, =0,
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Q.D.M.em &:

7,01, +y,0V, +y,0F, +y,0G, +
Ys0T,_ +7s0Vioy + ¥70F, + 746G, = B,
parak=1,2,3,...; K.
Para fechar o sistema de equagdes acima, as condigdes de contorno

dadas pelas equagdes (3.12) e (3.13) devem ser satisfeitas. Para guardar os

valores iniciais impostos em todas as iteragdes escreve-se:

{SEI(") =0 P 5Gn{}”) =0 5Vn(") =0 (3.373)

SFM =0 SG® =0 n=1,2,3,.. (3.37.b)

O sistema de equagdes lineares (3.32) a (3.36) pode ser resolvido de
um modo eficaz levando-se em conta sua estrutura tridiagonal por blocos. Os
procedimentos para a resolugdo nao sdao simples e com a finalidade de
simplifica-los, escreve-se o sistema de equagdes numa forma matricial por:

A-5=R (3.38)

onde:

Definem-se antes os vetores &, ¢ R, :
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s
5G,

SV,
oS,
oT,

=

A solugado para k = 0 ¢ dada por
B,d, + Co0, = R,

para satisfazer as condigdes de contorno, impoe-se:

OF, =0 nas equagdes (3.35), entdo: By(l,1)=1 ¢ Oy=0
0G, =0 nas equagdes (3.36), entdo: By(2,2)=1 ¢ Py=0

8V, =0 nas equagdes (3.34), entdo: By(3,3)=1 ¢ Qy=0

Assim, as matrizes By, Cy ¢ Ry podem ser escritas por:

A solugdo para 0<k <K -1 ¢ dada por:

A0y + B0, +Cop, =R, (3.43)

Assim, as matrizes Ay, By, Cx e Ry podem ser escritas por:
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[ @), (@) (6, (65), 0 |
e s ek 0 (75)i

(Bs)e (B (B 0
ORRN0
OO

[ (6,),
(73 )
(B

(3.44.b)
-1

0

A solug¢@o para k = K ¢ dada por:
Aby_ + By =Ry

para satisfazer as condigdes de contorno impoe-se:
OF, =0 nas equagdes (3.32), entdo: Bg(4,1)=1 ¢ Mg=0

0G, =0 nas equagdes (3.33), entdo: Bg(5,2)=1 e Ny=0

Finalmente, as matrizes Ag, Bx ¢ Rx podem ser escritas por:

KCHY (G} (CHENCRE
e e (o 0 (75)
B Bede (B O 0

0 0 0 0 0
{0 0 0 0
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1(6,), = (6,);
s

(B (Bs . : (3.46.b)
1 0

0 1

O sistema de equagdes tridiagonal por blocos (3.38) sera resolvido por
uma rotina proposta por Anderson et al (1984).

A partir de uma linha em x* = constante, o processo de solu¢do das
equagdes mostradas acima avanca na diregdo x'. Uma vez que uma forma
linearizada das equagdes € resolvida, os calculos sdo repetidos para cada
estagdio x' até que um critério de convergéncia seja satisfeito. Nos calculos de
camada limite um parametro proporcional ao cisalhamento na parede ¢
freqlientemente utilizado como critério de convergéncia.

Neste trabalho, para um escoamento laminar, o calculo é parado

quando:

lc‘)sSP‘ <C|

Um valor tipico para ¢; ¢ 10, O indice p representa o valor na

parede. Para um escoamento turbulento, o critério de convergéncia é dado por:

onde um valor tipico de ¢, ¢é 10,
O procedimento mostrado acima consiste em resolver as equagdes de
camada limite de modo direto, onde a solugao ¢ guiada pela distribuigdo da

pressdo no exterior da camada limite. Em muitos casos de interesse pratico, o

descolamento da camada limite ¢ inevitavel. O presente método ndo permite o
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calculo do escoamento nas regides com descolamento € nos primeiros sinais
de descolamento o célculo para.

O descolamento numa camada limite tridimensional pode ser
observado no calculo de diferentes maneiras. Pode ser devido a uma causa ja
presente nos calculos bidimensionais. E o caso em que o coeficiente de atrito
tende a zero. O mesmo ocorre no caso de uma convergéncia das linhas de
corrente, instabilidades numéricas podem boquear o célculo mesmo antes do
descolamento fisico. Quando o escoamento ¢ desviado completamente para a
diregdo transversal o calculo pode igualmente ser bloqueado. Esse caso nao
corresponde necessariamente a um descolamento e ndo deve ser confundido
com os precedentes.

Para tratar as regides com descolamento, € possivel utilizar um método
inverso para o calculo de camada limite tridimensional. Delery e Formery
(1983) mostraram a aplicagdo de um processo deste tipo para as equagoes de
camada limite numa forma diferencial. O método proposto por van Dalsem e
Steger (1985) aparece como uma aproximagdo interessante para tratar os
escoamentos com regides de descolamento importantes.

Neste trabalho nao sera utilizado nenhum tipo de método inverso e o
calculo para quando o descolamento ocorre. Na realidade, na sua quase
totalidade, os escoamentos descolados ndo satisfazem mais as hipéteses de
camadas limites finas e um acoplamento fraco entre o escoamento exterior € o
calculo de camada limite ndo €, em geral, mais possivel.

O procedimento de solugdo numeérica detalhado acima foi descrito

para as equagoes transformadas de camada limite. Para as equag¢des num plano

de simetria e em similares locais, o processo utilizado ¢ 0 mesmo; por essa

razao a solugdo numérica dessas equagdes nao sera detalhada aqui.
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Capitulo 4

Aplicagdo nas Turbomaquinas — Turbina GAMM

4.1 - Introducio:

Este capitulo apresenta algumas aplicagdes do método para o caso de
turbomaquinas. Especificamente, sera feita uma analise do escoamento sobre a
pa do rotor da turbina GAMM. Maiores detalhes referentes a turbina GAMM
sdo encontrados no item 4.3.

O escoamento na camada limite € a origem de uma parte importante
de perdas hidraulicas nos rotores de turbomaquinas e a sua previsdo é
particularmente importante para a melhor concepgao dos mesmos.

A camada limite tridimensional sobre a pa de um rotor de
turboméquina ¢ muito diferente da que se desenvolve sobre uma placa plana.
Os gradientes de press@o agem em duas dire¢des do escoamento: longitudinal
e transversal. O campo de pressdo depende do escoamento exterior e pode
provocar uma mudanga consideravel no comportamento da camada limite. A
geometria ¢ outro fator que afeta de maneira significativa seu comportamento
e as curvaturas de superficie podem atuar como um fator estabilizador ou
desestabilizador do escoamento. E possivel que o efeito mais importante seja
aquele imposto pela rotagdo do rotor, que ndo introduz somente a

tridimensionalidade no escoamento mas pode também mudar a estrutura da

turbuléncia, como mostra o estudo feito por Galmes e Lakshminarayana
(1984).

As forgas de Coriolis associadas a rotag@o contribuem para a produgdo

das tensdes de Reynolds. Em fung@o da dire¢do e do mddulo da velocidade de
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rotagdo, os componentes do tensor de Reynolds serdo afetados diferentemente.
Os efeitos da curvatura e da rotagdo sdo sentidos simultaneamente sobre esse
tensor e conduzem a um aumento ou a uma diminuig@o da turbuléncia. Para as
turbomaquinas centrifugas, Galmes e Lakshminarayana (1984) verificaram
que a rotagdo afeta os escoamentos com pequenas velocidades transversais
mais fortemente que os escoamentos com grandes velocidades transversais.
No caso de turbomaquinas axiais as forgas de Coriolis agem na dire¢do radial
e o efeito da rotagdo nas propriedades da turbuléncia ¢ menos pronunciado que
no caso centrifugo, onde as forgas de Coriolis agem na diregdo normal a pa.

Todos esses fatores fazem com que o calculo da camada limite
tridimensional nas pas do rotor de turbomaquinas seja um grande desafio. O
método de calculo deve ser capaz de levar em conta todos os efeitos descritos
acima.

Para estimar as perdas e controlar os riscos de descolamento as
grandezas caracteristicas de camada limite uteis sdo as espessuras de
deslocamento ¢ de quantidade de movimento e o coeficiente de atrito. E

também interessante ter uma estimativa da evolugdo de perfis de velocidade na

camada limite ao longo da pa.

4.2 — Procedimento para obtencio de resultados numéricos:

Uma descrigdo do procedimento utilizado para o calculo do da camada

limite nas pas de turbomaquinas, ¢ mostrado no fluxograma da figura 1.1. Esse

procedimento € o mesmo para todos os casos. O célculo € constituido de trés
partes:

1) Uma anélise da geometria para construir um sistema de
coordenadas ndo ortogonais ¢ uma malha na superficie das pas, com o calculo
de todas as propriedades geométricas de base necessarias. Ele é realizado com

a ajuda de relagdes definidas na se¢@o 2.2 e anexo A;
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2) para a malha fina da camada limite, o calculo das velocidades do
escoamento externo fornece as condigdes de contorno a partir de um calculo

Nnao VisScoso;

3) o célculo de camada limite tridimensional na superficie da pa, com
as condi¢des de entrada do escoamento conhecidas.

As condigdes iniciais sdo estimadas a partir de aproximagdes em
similitude descritas na se¢do 2.6. Ao longo da linha de pontos de estagnacao,
proxima do bordo de ataque, estimam-se as condigdes de entrada impondo-se
na jungdo com o cubo e com a carcaga um perfil de velocidade seguindo uma
lei de poténcia do tipo Mager para a componente transversal. Sobre o plano
¢ —n ao longo da jungdo entre a pa e o cubo ou a carcaga impdoem-se as
derivadas transversais de velocidades nulas.

A progressiao do célculo se faz ao longo da diregdo longitudinal do
escoamento, do bordo de ataque ao bordo de fuga, para um plano x” constante
que vai do cubo a carcaga, ou vice versa, em fungdo da caracteristica do
escoamento. Desde que uma forma linearizada de equagdes € resolvida, o
calculo é repetido para cada estagdo x' até obter convergéncia segundo um
critério satisfatorio.

Apoés a convergéncia, as propriedades integrais da camada limite tais
como as espessuras de deslocamento e de quantidade de movimento, os
coeficientes de atrito na parede definidos para os casos tridimensionais s@o

calculados a partir de vetores de velocidade definidos num sistema de

coordenadas ligadas as linhas de corrente exteriores, como mostrado na segao

2.4. As distribuicdes de velocidades na camada limite sdo também
determinadas. Elas permitem melhor compreender a evolugdao do escoamento
ao longo da pa.

Os calculos descritos acima foram realizados por um programa
utilizando Visual Fortran 6.0 num microcomputador PC Pentium 133MHz. A
convergéncia da solugdo € boa. Entre 3 e 7 iteragdes sdo usualmente

necessarias para obter a convergéncia para cada um dos pontos da malha. Para
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uma malha de 40x40x60, o tempo de CPU para realizar o calculo completo, da

mudanga de coordenadas até o céalculo de parametros de camada limite, ¢ em

torno de dois minutos.

4.3 - Dados da Turbina GAMM:

Uma geometria de turbina Francis foi proposta pela ERCOFTAC
como caso teste para estudo de turbomaquinas hidraulicas. Esta maquina foi
construida e ensaiada no ponto nominal de funcionamento e os dados foram
divulgados em um “workshop” em 1995. Essa turbina € do tipo diagonal ¢ ¢é

adequada para quedas médias e altas, a figura 4.1 mostra um esquema de

instalagdo com uma turbina Francis deste tipo.

\ \

Figura 4.1 - Esquema de instalagao com uma turbina Francis.

Os dados disponibilizados pela Escola Politécnica Federal de

Lausanne, Sui¢a, consistem de um certo nimero de perfis longitudinais da pa
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ao longo da diregdo principal do escoamento. Dispde-se de uma definigdo
geométrica de perfis longitudinais num sistema de coordenadas cilindricas (r,
0, 2).

No ponto de maximo rendimento as caracteristicas operacionais desta
turbina sdo: vazdo de 0,361 m’/s; rotagdo de 52,36 rad/s; energia especifica de
58,78 J/kg e torque de 369,14 Nm.

4.4 — Resultados obtidos para a Turbina GAMM:

O calculo da camada limite tridimensional sobre o extradorso e o

intradorso da pa do rotor da turbina GAMM foi realizado. Para a realiza¢do

deste calculo, a malha sobre a superficie da pa foi estabelecida da linha dos
pontos de estagnag¢do, proximo do bordo de ataque, até o bordo de fuga (60
pontos) e do cubo a carcaga (40 pontos). Ao longo da normal & parede, a
malha foi constituida por 65 pontos distribuidos logaritmicamente. A malha da

superficie ¢ representada na figura 4.2

i
(i

o T
T ”“!,

il
i

MALHA )/ 7 MALHA
INTRADORSO EXTRADORSO

Figura 4.2 — Malha gerada.

A figura 4.3 mostra o campo de pressdo obtido pelo calculo de

escoamento ndo viscoso e a figura 4.4 mostra o campo de velocidade do
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escoamento no contorno exterior da camada limite. O campo de velocidades €
utilizado como condi¢do de contorno e foi determinado pela resolugéo das
equagdes de Euler, diretamente sobre a malha fina da camada limite.

Figura 4.3 — Campo de pressdo calculado sobre a pa.

T

CUBO R l:]
i X
. LA

CARCACA

Figura 4.4 — Campo de velocidade no contorno externo da camada limite.

O célculo da camada limite foi inicializado com condigdes de entrada
obtidas a partir de solugdes em similitude local da equagdes de camada limite
tridimensional, ao longo dos planos de entrada do escoamento.

Uma outra caracteristica de escoamento importante para ser
apresentada, ¢ a evolugdo de perfis de velocidade na camada limite ao longo

das linhas de corrente € o desvio do escoamento na dire¢do transversal. A

previsdo de perfis de velocidade transversais entre as pas, € dificil pelo fato de
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que essas velocidades sdo de ordem de grandeza bem inferior as velocidades
longitudinais.

A previsao de grandezas caracteristicas médias da camada limite
tridimensional € possivel com um modelo de turbuléncia isotropico mas, uma
previsdo correta de perfis de velocidade na camada limite deve levar em conta
a anisotropia da turbuléncia. Por essa razdo, ndo estdo sendo apresentados

estes perfis.

Na figura 4.5 os vetores proporcionais ao cisalhamento na parede, no

lado de pressdo (intradorso) sdo mostrados. Eles permitem verificar a

evolugdo do atrito na parede bem como o desvio do escoamento no interior da

camada limite, responsavel pela tridimensionalidade do escoamento.

carcaca

PRV RP B B B B P b ol o
PIEP I B RS B 3 B N s
PP B B R B e e B, A
PRV RP R R R R S S

VENFAENEN BN NG N NN
NN NN NENENEN N

NENEINE NNV IN TN SN AN BN
VRN S NN SN N TN TN

NENENANT BN BN NN

AV AVAVAC AURCARAN AT A B S

LI AL ACAL Y
{E\ENE N

B.A.

Figura 4.5 — Vetores proporcionais ao cisalhamento na parede (intradorso)

Na figura 4.6, os angulos calculados do escoamento s@o comparados

com os angulos determinados experimentalmente. A curva com linha continua
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representa o angulo do escoamento em cada ponto ao longo de uma linha de
corrente. A curva com linha tracejada € o angulo calculado ao longo do plano
médio da pa. A comparagdo dos vetores velocidades no exterior da camada
limite com os vetores na parede indicam que o escoamento sofre um desvio no
interior da camada limite de aproximadamente 10". Desta observagio, pode-se
concluir pela necessidade de uma modelagem tridimensional para uma correta

representagdo do escoamento.

40

O Experimental
— Calculado (L.C.)
—— Calculado (P.M.)

X

Figura 4.6 — Angulo do escoamento sobre a pa (intradorso)
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Capitulo 5

Comentarios e Conclusoes

As camadas limites que se desenvolvem nas pas do rotor de
turboméquinas sdo complexas, turbulentas, tridimensionais e submetidas a forgas
centrifuga e de Coriolis. Essas forgas geram escoamentos transversais na camada
limite, cuja intensidade ¢ ligada a velocidade de rotagdo do rotor € a geometria
das pas. Além disso, préximo ao cubo e a carcaga, interagdes complexas do
escoamento tém lugar na camada limite. O conhecimento das caracteristicas
desses escoamentos ¢ importante para a analise e o projeto de turbomaquinas e
pode permitir a previsdo de perdas hidraulicas no rotor.

Um método de calculo baseado na teoria da camada limite tridimensional
foi desenvolvido para resolver os escoamentos viscosos em superficies arbitrarias,
com ou sem rotagdo. As equagdes completas de camada limite tridimensional
num referencial em rotagdo sdo discretizadas por uma técnica de diferengas
finitas. Um esquema de segunda ordem ¢ utilizado. Um sistema de coordenadas
curvilineas ndo ortogonais ¢ empregado para dar um maximo de flexibilidade na
escolha do dominio de célculo e de sua malha. Para determinar as condigdes de

contorno, as equagdes de Euler sdo resolvidas. No caso de um escoamento

turbulento, para fechar o sistema de equagdes, um modelo de turbuléncia do tipo

comprimento de mistura € introduzido.

A validagio do método no calculo de camada limite nas pas de
turboméquinas se tornou dificil pela falta de uma base de dados experimentais

adequados. Entretanto, os resultados obtidos para a turbina hidraulica estudada

sdo encorajadores e coerentes com a teoria.

AV
AVAVAY

3 4 5 6 7 8unespm 12 13 14 15 16

17 18

19



No caso de escoamento em uma turbomaquina, os modelos classicos de
turbuléncia com viscosidade efetiva isotropica representam corretamente as
caracteristicas do escoamento médio, mas para levar em conta os efeitos da
rotacdo na estrutura da turbuléncia na camada limite, um modelo com uma
viscosidade efetiva ndo isotropica € necessario.

Para o caso em que um descolamento da camada limite tem lugar, o
presente calculo pode prever o ponto mas ndo pode avangar além dele. Na
realidade, freqiientemente os escoamentos descolados ndo satisfazem mais as
hipoteses de camada limite fina ¢ um acoplamento fraco entre o escoamento
exterior e o calculo da camada limite ndo é mais possivel.

Nos exemplos mostrados de célculos de camada limite tridimensional nas
turbomaquinas, fez-se a hipotese de que o escoamento exterior nao € perturbado
pelo crescimento da camada limite

A técnica proposta € rapida e precisa para estudar o escoamento na
vizinhanga do ponto nominal de funcionamento da turbomaquina. Associado a
um calculo de escoamento exterior do tipo S1/S2, ou Euler ou eventualmente
Navier Stokes e apds validagdo da técnica de ligacdo entre o célculo de camada
limite € o calculo exterior, esse método devera se tornar um instrumento de
trabalho particularmente 1til para o projeto de turbomaquinas, pois os parametros

gerados pelo mesmo podem fornecer as perdas geradas pelo atrito devido a

viscosidade do fluido, buscando-se assim durante o projeto de uma turbina, as

condigdes que minimizem as perdas, de forma rapida porém eficaz.
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Anexo A

Relag¢does Geométricas de Base

Nesse anexo, apresenta-se as relagdes geométricas mais importantes. A
teoria correspondente foi descrita em detalhes por Hirschel e Koprdulla (1981).

Observa-se que todos os comprimentos sdo adimensionalizados por uma

grandeza de referéncia J, /€ que X’ e v’ ndo sdo ainda multiplicadas pela raiz
re,

quadrada do numero de Reynolds de referéncia.

A.l - Sistema de coordenadas generalizadas

A Figura A.1 mostra o sistema direto de coordenadas cartesianas x'

utilizado como referéncia. Os vetores de base desse sistema s3ao os vetores
unitarios ¢, nas diregdes x'. Se ¢ definido um sistema de coordenadas curvilineas

X tal que as coordenadas do vetor posi¢io R

=193 (A.1)

sdo conhecidas; entdo as coordenadas ,8; dos vetores de base covariante g, do

sistema X' sdo dadas por:
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onde ! sdo as derivadas parciais das coordenadas do vetor posigdo R .

Figura A.1 — Sistema de Coordenadas

O tensor métrico covariante ¢ simétrico e definido por:

3 j’k: 132)3

e a distancia elementar ds por:

3 —y —y .
(ds)* =) B; B dx’dx"*
i'=1
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As relagdes geométricas (A.1) ndo sdo faceis de estabelecer numa forma
analitica para o caso de coordenadas espaciais gerais x’. Freqiientemente, para
contornar essa dificuldade, recorre-se a técnicas numéricas para gerar a malha
(e.g. Thompson et al , 1985). A utilizagdo pratica dessas técnicas ndo é sempre
evidente. Se as coordenadas orientadas de superficie localmente monoclinicas
(ver defini¢do abaixo) sdo aplicaveis, como ¢ o caso para o calculo de camada
limite, as relagdes (A.1) sdo facilmente obtidas ao longo de toda a superficie. As

relagdes geométricas para esses sistemas sao mostradas em seguida.

A.2 - Sistema de coordenadas orientadas de superficie localmente

monoclinicas

A Figura A.1 mostra um sistema de coordenadas orientadas de superficie
localmente monoclinicas. Tal sistema ¢ caracterizado pelo fato de que a superficie
dos corpos define a coordenada de superficie x* = 0, e as linhas x’ = cte. e x’ =
cte. sdo definidas na superficie dos corpos. A terceira coordenada x’ é retilinea e
localmente normal a superficie dos corpos. O angulo 9 define o 4ngulo entre as
linhas x’ = cte e x’ = cte; ele é em geral niio ortogonal.

Pelas regras de adigdo de vetores, o vetor posi¢do R’ ¢ considerado em

Sy 3
duas partes, onde uma varia linearmente com x":

R =Rk =)+, ()0 piyi=1,23eia=1,2 | (A6)

onde 7'(x“) ¢ o vetor posi¢do de um ponto Py na superficie, ¢ a,(x*) € o vetor

unitario na dire¢fio x’. As coordenadas deste tltimo vetor sio obtidas por:

i, =R, = (®), ("), =8B (A7)
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ou da condi¢do de que a, € normal a superficie, a, ~a, xa, , e que a,ea, =1.

Assim, 7 e a, sdo fungdes de propriedades da superficie do corpo ou, o
que leva ao mesmo , das coordenadas de superficie x“.

Desse modo, ndo importa qual ponto P no espago acima de uma
superficie convexa (para as superficies concavas ao menos na vizinhanga da

superficie) ¢ unicamente definido se o ponto P correspondente na superficie e as

coordenadas 3. sdo conhecidas. O problema da defini¢do das coordenadas é pois

reduzido a defini¢@o das coordenadas de superficie.

Essas coordenadas orientadas de superficie localmente monoclinicas tém
a caracteristica, para os casos gerais, que as linhas de coordenadas nas
superficies 0<x’ =cte sdo inclinadas com relagdo as linhas de coordenadas
correspondentes na superficie do corpo x’ = 0. Entretanto, nos casos onde a
espessura da camada considerada ¢ pequena com relagdo ao menor raio de
curvatura da superficie do corpo, essa inclinagio ¢ desprezada.

Levando-se em conta que o conceito de coordenadas orientadas de
superficie localmente monoclinicas produz uma formulagdo exata, ele pode ser
utilizada em todo o dominio de calculo. As tnicas limitagdes possiveis tém lugar
nos casos de superficie concavas pois as linhas de coordenadas x* convergem e
se cruzam a uma certa distancia do corpo. Essa distdncia aumenta com o
aumento do raio de curvatura. No caso da teoria de camada limite essa limitagao ¢
eliminada por definigao.

Na seqiiéncia, as propriedades dos sistemas de coordenadas orientadas de

superficie localmente monoclinicas serdo mostradas e a notagdo localmente

monoclinicas sera omitida.
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A.3 - Vetores de Base Covariantes de um Sistema de Coordenadas

Orientadas de Superficie

Considere um ponto P na superficie de um corpo (ver Fig. A.1) definido
pelo vetor posi¢do 7’ no sistema de referéncia,

F=F(x)=r(;)

Xig= 1 (vs ) TSR (o) BN =R RO Ra e =172 (A.8)
onde x“ sdo os parametros de superficie Gaussiana escolhidos. Assim, os

componentes dos vetores de base covariantes a, correspondentes as diregdes x“,

sao dados pela derivada de 7* com relagdo a x*,

(-ifz = ('F')'u = Exﬁ:x = él'ﬁril + Elﬂj ar é’iﬁrj 3 a = ]" 2 (A9)

Na tltima equagdo, B/ representa as derivadas parciais das coordenadas

cartesianas de referéncia com relagdo as coordenadas de superficie Gaussiana,

B0 )" (A.10)

O terceiro vetor de base a, €, por defini¢ao, ortogonal a @, e a,, entdo:

(A.11)

O vetor a, ¢ determinado por:

a. xda —
pat T 1 2. i
dal= e 1 G172

|”1 xazl
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[sso elimina a necessidade de estabelecer as relagdes gerais da

transformagdo (A.l), sO precisa-se conhecer as propriedades da superficie. Os

coeficientes B) sdo definidos por:

=~ A,
R

onde:

A= )6|2I/323‘ _/8|3’)822’
A, = /Bzrﬁﬁ _ﬁ;'ﬂlr
A, =ﬁ|1ﬂzzl “52?/33‘

€

1

A=A +(4,)2 +(a,)% ) (A.15)

As definigdes (A.2) de g, e (A.9) de a, com a relagido do vetor posi¢ao

(A.6) permite escrever que

oI T () R 7 =] &)

Da mesma forma, as componentes /3 : sd0 escritas:

B; =B, +x°(B)q

, =123,
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A4 - Transformacio de um Vetor

A transforma¢do das coordenadas contravariantes de um vetor v do

sistema x’ no sistema x'* é dada por:

=T A T DS (A.20)

onde os coeficientes B3] sdo obtidos das equagdes (A.2) ou (A.18) e (A.19).

Observa-se que a equac¢do (A.20) ndo representa a lei de transformagdo

contravariante dos vetores na forma fisica que quando as coordenadas diagonais
do tensor métrico sdo iguais a unidade: g, =1.

Considerando que:

7
B
ﬁ:‘

B
B=| B/’
B!

N3y N K

W D ™|

¢ a matriz transformagdo da transformagdo de coordenadas contravariantes do

vetor, equagao (A.20), obtém-se por inversao de matrizes:

g B B
B = ;21? 2 ,g;, =
B B By

(BB BB B
| B2 BB (B -
BB, B B) (BB, -
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com

|B|= BBy By =B B+ B (By By = B B+ Bs (BPB; =B B) (A23)

A matriz (A.22) ¢ a matriz transformag¢@o para a transformag¢do inversa.

As equagdes explicitas, as quais ndo sdo simples de obter com outras técnicas, sdo

dadas por:

W=g8H" i j=11,2,3 (A.24)

Nota-se que IB"|=1 i \ ¢ chamada de Jacobiano da transformagdo. As

relagdes (A.20) a (A.24) sdo validas para as coordenadas gerais. No caso de
coordenadas orientadas de superficie com o tensor métrico de superficie a, os

coeficientes de transformagdo com a barra sdo substituidos por esses sem barra

definidos nas equagdes (A10) e (A.13).

A5 - O Tensor Métrico Covariante nas Coordenadas Orientadas de

Superficie

As relagdes para o tensor métrico covariante g;; nas coordenadas gerais
foram mostradas nas equagdes gerais (A.4). No caso de coordenadas orientadas

de superficie localmente monoclinicas, o tensor métrico ¢ simétrico e definido

por:
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e o tensor métrico de superficie se escreve por:
2% Gz
auﬂ E
4 4y

As componentes do tensor métrico sao obtidas por:

guﬂ:ZBth; ] a’ﬂ =1’2
k=1

ou explicitamente por

gn=(B) +(B) +(B}) (A.28)
= EIEJ 1 312.322‘ + B:B; (A.29)
£ = (le)z +(Bzz.)2 it (Ezjl)z (A-?’O)

Os componentes do tensor métrico de superficie a,, sdo obtidos do

afl
mesmo modo, substituindo ,{_3: por ﬂj Na literatura, as componentes do tensor

métrico de superficie sdo comumente representadas por
i {(k.)z g J
aff —
ge(l)f
A distancia elementar ¢ determinada pela relag@o:
(ds)* = g,,(dx")* +2g,dx'dx* + g,,(dx*)* + (dx*)?
e a distancia elementar na superficie por:

(ds)* = a,,(dx")? +2a,,dx"dx* +a,, (dx*)?
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