FUNDAMENTOS DA SOLUCAO DE UMA CLASSE
DE EQUACOES DO TIPO CONVECTIVO-DIFUSIVO

JOAOQO BATISTA APARECIDO

I' 1210001180

ABRIL DE 1994

AVA

8unespw 12 13 14 15 16

6

17

18

19



FUNDAMENTOS DA SOLUCAO DE UMA CLASSE
DE EQUACOES DO TIPO CONVECTIVO-DIFUSIVO

JOAO BATISTA APARECIDO

Diec. 0400{ mg % ol

UNESP-"s:« -. AR
SERVICC 15

WULTZIRA"
5k nmnrrracAo
BATA DE CHEGALA | i \l‘A DE TOMBO

e j;g.zz, 1

:AQUISEO CLASSIFICACAO
41000 !
L &5 aex ) |
il R BRIL DE 1994
MV AV~ TLCOMU @0, ol Pl odon

Z ¢:¢‘v
cm 1 2 3 4 5 6 7 Eunesp 12 13 14 15 16

17

18

19



UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA “JULIO DE MESQUITA FILHO”
FACULDADE DE ENGENHARIA DE ILHA SOLTEIRA

FUNDAMENTOS DA SOLUCAO DE UMA CLASSE
DE EQUACOES DO TIPO CONVECTIVO-DIFUSIVO

TESE SUBMETIDA A UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA
PARA OBTENCAO DO GRAU DE LIVRE-DOCENTE
EM MECANICA DE FLUIDOS

JOAO BATISTA APARECIDO

ILHA SOLTEIRA, ABRIL DE 1994

.cm 1 2 3 4 9 6 7 Eunespw 12 13 14 15 16 17 18

1.9



FUNDAMENTOS DA SOLUCAO DE UMA CLASSE
DE EQUACOES DO TIPO CONVECTIVO-DIFUSIVO

JOAO BATISTA APARECIDO

ESTA TESE FOI JULGADA ADEQUADA PARA OBTENCAO DO TiTULO DE
LIVRE-DOCENTE EM MECANICA DE FLUIDOS
PELA BANCA EXAMINADORA:

EDSON LUIZ ZAPAROLLI (CTA-ITA)
LUIZ FERNANDO MILANEZ (UNICAMP)
NELSON MURCIA (UNESP-FEG)
PAULO MAGALHAES FILHO (UNESP-FEG)
SERGIO MOURAO SABOIA (CTA-ITA)

Z ¢:¢‘v
Icm 1 2 3 4 5 6 7 Eunesp 12 13 14 15 16 17 18 19



Na confecgdo deste documento agradego a Sra.
Adelaide Amaral dos Santos Passipieri pela digitagdo e arte final,
aos Professores Paulo Isamo Hiratsuka e Cassio Roberto Macedo Maia

pela leitura atenciosa, bem como pelas valiosas sugestdes.

: AVA
| o
cm 1 2 3 4 5 6 7 Eunesp 12 13 14 15 16 17 18 19



Aos

Pedro Henrique Aparecido*

Luiza Maria T. Aparecido
André Luiz T. Aparecido

Z A¢:¢A‘
Em 1 2 3 4 5 6 7 Ellr]eas;r) 12 13 14 15 1le 17 18

19



SUMARIO
Pagina

1. INTRODUCAO.: Puntos: oedindvise: da. imiaadan, Difavans 1
2. ALGUNS ASPECTOS DE TEORIA DE EQUACGES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS .. Sadaad s, Y334 A0 05 a0 na. a. 08 Poat a0
2:1. EspagosdVetoriais BReais . ..iiviicoiiosanensesne
2.2. Transformagdes Lineares ......ccoeeeeeeecsess
2.3. Equagdes Diferenciais Lineares ..............
2.4. Dimensdo do Espago de SOlUGOeS ...veeesvenenn
2.5+ 0. Wrongkianods. Sadids. . taeailisdobhansasade. o
2.6. Operadores Adjuntos e Auto-Adjuntos .........
2.7. Sistema Normal de Equa¢des Diferenciais Ordi-
narias-de:Primeira Ordemweiui: sics iis et ads
Existéncia e Unicidade de Solugdes de Sistema
Normal de Equagdes Diferenciais Ordinarias de
Primairs Orden n 0 vsviens saie i o emmeime s amms
Solugdo de Sistema Linear Normal de Equagdes
Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem ...
3. AUTOVALORES, AUTOFUNGOES E EXPANSAO EM SERIE DE
FUNCOES  ORTOGONAT S . i Ml 0 oo s bt e o b s i s i
3.1. Autovalores e AUtOfuUnNGdeS ...vevrereeeenanasns
3.1.1. Problemas de Sturm-Liouville .........
3.1.2. Alguns Aspectos do Problema de Sturm-
Liouvillepi fasanadades « il gaassaadsadas

3.1.2. Comparagdo entre Fungdes Oscilantes ..

3.1.3. Problemas de Sturm-Liouville Singu-
LATEE; | oae WINTIN wpvioio s epssareis sforsispoin i wes spersin g
Expansdo em Série de Fungdes Ortogonais
3.2.1. Fungdes Quadrado Integraveis .........
3.2.2. Fungdes Linearmente Independentes ....
3.2.3. Introdugdo ao Espago de Hilbert ......
3.2.4. Aproximagdo Linear de Fungdes ..
325 Convergéncia NaM8A1a ..o sesaness
3.2.6. Expansao em Série de Fungdes Orto-
gonals s as. dae St o« Nt Ssad g« Baal:
4. SOLUGAO DE CERTO TIPO DE EQUAGCAO DIFERENCIAL




ORDINARTIA Lvsedo: Dranaloemnda, ot naral. v covmeies sio
4.1. Método de Solugédo

4.2.

4.1.1.

4.1.2.

4.1.3.

4.1'4'

4.1-5.

Pontos Ordindrios de Equag¢des Diferen-
claisdordinarias do. Fanclon. .00 5480 0
Solugdo Valida Préxima a um Ponto Or-
Adins&rioA. DA PRANSFORMADA. INDEGRAL, (08
Singularidades das Equac¢des Diferen-
ciais Ordinarias Lineares de Segunda
OrAem CONTIiIN. sl swstanis siosstie’ s slsie et
Solugdao VAalida na Vizinhanga de um
Ponto Regular Singular ..........

Tratamento de Dois Casos Excepcionais.

Solugdo da Equagdo Diferencial Hipergeométri-

caiDegenerada cas it doddmantai il Faudilos. o ve e

4.2.1.

4.2.2.

4.2.3.

4.2.4.

4.2.5-

Obtengdao da Segunda Solug¢do Quando

l—czmzII.I..!.ICQIII..!..
Obtengdo da Segunda Solugdo Quando

c

Cl= C2II.i.l..l0.'..0..‘..."!....-!

Obtengdo da Segunda Solugdo Quando

Cl—CzeN...-..-..-..............--

Solugao Geral da Equagdo Diferencial
Hipergeométrica Degenerada ...........
Outras Representagdes das Solugdes da
Equagdao Diferencial Hipergeométrica
Degenerada Ci..o. « ams anlena. Parasaant o
Wronskiano das Oito Solugdes Particu-
laresicdarEDHD ida. ot ras dan Dutoa. Rokds
Identidades Especiais, Relag¢des de Re-
corréncia, Propriedades Diferenciais e
Casos Especiais das Fungdes Hipergeo-
métricas Degeneradas .......eeeeeeee..

5. TEORIA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA .....

5.1.
5.2-
5-3.

Fungdes de iDuascVarifivels Parada. do. ko, J8i:

Problema de Valor Inicial e de Contorno .....

Expansdao de Fungdes de Duas Varidveis Reais

em Séries Infinitas de Fungdes Ortonormais ..




5.6.

Técnica de Transformada Integral

Técnica da Transformada Integral Genera-
11zadalltol LA BRCRILBEARBCEINACEG (B N0 00
Truncamento da Expansdo de Fungdes em Séries
Infdnitasdnpilhic (Jn BRnehan Kahnrilinnn e sones

APLICAGCAO DA TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GE-
.NERALIZADA NA SOLUGAO DE PROBLEMAS DE CONVECGAO
EMDUTOS L I I I B B

6'1.
6.2.

6.3.
6.4.
6.5.

Hipbtese do Continuoiinuif: «4 dhakeiGins
Campo de Tensdes em um Meio Continuo Defor-
mavel

Estado de Deformagdes em um Meio Continuo ...

Fluldos Newbonilanos) .q6 «inGrnaitits sesiss ¢ s« sisiae

Equagdes Basicas do Movimento de Fluidos ....
6.5.1. Equagao da Conservagdo da Massa ......
6.5.2. Equagdo da Conservagdao da Quantidade

de Movimentor RunGhan REGLGRALE o ceiwnaie
6.5.3. Equagdo da Conservacgdo da Energia ....
Equagdes Basicas para Fluido com Propriedades
CONBSLANtes LG (8 JHUNAAN RAGVGRA S e s liliie
Escoamento Laminar Totalmente Desenvolvido em
DutosiRetilineosiGnial o ARG HinaiRtl s sicnisns
Escoamento Laminar Totalmente Desenvolvido em
Dutos Retilineos. CITCULATES, oo e minviein m wininise:s
Transferéncia de Calor, em Regime Permanente,
por Convecg¢do Forgcada em Escoamento Laminar

Totalmente Desenvolvido dentro de Dutos Reti-

lineos

Transferéncia de Calor, em Regime Permanente,
em Escoamento Laminar Totalmente Desenvolvido
no Interior de Dutos Circulares Retilineos ..
6.10.1. Solugdo para Condigdo de Contorno do
Primeiro Tipo na Parede do Duto, Uti-
lizando a Transformada Integral .....
6.10.2. Solugdo para Condigdo de Contorno do
Primeiro Tipo na Parede do Duto, Uti-




lizando a Transformada Integral Gene-
ralizada L L D L B B I I D R I TR Y RN T R TR T T R

7. ALGUNS ASPECTOS DA TEORIA DE APROXIMACAO E DO COM-
PUTO DE FUNCOESAESPERCIALS iscedvse o ss oot sesssnnns
7.1. Erro no Cémputo de Fun¢des Matem&ticas ......

7.1.1.
7.1.2.
7.1.3.

7.1.4.

7.1.5.

Requisitos de Rotinas de Cémputo de
EUNCOBE r st dicins Dassasl s ens s ainmme s
ErrocAbsolutosedRelativonicsiscsosnei s
Erro de Truncamento e Arredondamento
Instabilidade e Propagagdo do Erro
derArredondamento, v i s'ee s s eisiee s
Acuracia dos Resultados Computados ..

7.2. Redugdo do Intervalo do Argumento ..........

Métodos de Cémputo de Polinémios ...........

7.3.1.
7332
Método
7.4.1.

7.4.2.

Ninho de Multiplicagdes ......eeve.u..
Betodo) BECORBNLCO vy e & By ases 5 &
de COmputo de Fungdes Racionais .....
Coémputo da Fungdo Racional na Forma
Fracionfriag .S0sahe «es « Dess s e s oo s vis
Computo da Funcdo Racional na Forma
Continuadm) FPinita. s sovinn s vans

Aproximagdo Polinomial do Tipo Miniméx .....

7.5.1.

7.5.2.

7.5'3'

7.5.4.

7.5.5.

A Melhor Aproximag¢do Polinomial de
PUNCOeESN e e i orehcas s s s ds i ¢ 5om
Teorema de Chebyshev sobre Aproxima-
¢do Polinomial

Aproximagdo quando F(x) tem uma Raiz
emz[asb)os«e5% idnme ks

A Aproximagdo Polinomial Minim&ax

Fungdes Pares ou Impares ............

Método de Remez (1934) para Aproxima-

¢Oes Polinomiais Minimax ............

A Aproximagdo, com Fungdo Racional, do Tipo

Minimax .

7.6.1‘

A Melhor Aproximagdo, com Fung¢do Ra-
cional, de FUNGOES .vvivvvcccnnnnnnns




7.6.2.

7.6.3.

Comparagdo entre Aproximagdes Utili-

‘zando Polinémios ou Fungdo Racional .

Método de Remez para Aproximagdao Mi-
nimdx Usando Fung¢des Racionais ......

Aproximagdo Utilizando Série Truncada de Po-

ténCiaS L R I I I I R I I I I I I I I R N A Y

7.7.1.
7.7.2.
T:7.3.
7.7.4.

Série Truncada de Poténcias .........
Série Truncada de Polinémios ........
Aproximagcdo de Padé ....cceccvcecceece
Truncamento de Fragdes Continuadas ..

8. RESULTADOS E SUA ANALISE .....cceeeeuss
8.1. Rotinas Computacionais para o Cémputo

8.4.

Fungdes Especiais ..c.civsvessee

-8.1.1'

8.1.2.

8.1.3.

8.1‘4.
8.1.5‘

8.1.6‘

Rotinas para Cémputo da Fungdo Exp(X)
Rotinas para Cémputo da Fungéao

SETI (M) N SN A iTa e s ien miwinisints min wteiminte s e

Rotina para Cémputo da Fungdo leﬂ%..

Rotinas para Cémputo da Fung¢do 1ln(x).
Rotinas para Céputo da Fungdo Hiper-
geométrica Degenerada de Primeiro Ti-
po M(a,q,Xx)

Rotinas para Cémputo de Outras Fun-

gBes EBpeclials iiiiiscasves ionnnns sas

Obtengdo dos Autovalores .....ccceeeseosneos

Coémputo das Grandezas Fisicas de Interesse..

8.3.1.

8.3.2.

8.3‘3.

Resultados Obtidos Através da Técnica
da Transformada Integral ............
Resultados Obtidos Através da Técnica
da Transformada Integral Generalizada
Coparagao dos Resultados ............

ComentArios FINA1S .uveeeeeeeecssasncnsnsases

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS U T T N T TR T T T I I I I I I I I

ANEXO LI T T T I T T T I T T T I T R I T T T T R I T A T T I I I T )




Apresenta-se, inicialmente, uma sintese de alguns conteddos
matematicos bem conhecidos, tais como: equagdes diferenciais
ordindrias, sistemas de equagdes diferenciais ordindrias de
primeira ordem; Problemas de Sturm-Liouville; expansdao de fungdes
em séries infinitas de fungdes ortonormais; solugdao de equagdes
diferenciais ordindrias de segunda ordem pelo método de Frobenius,
com enfoque especial na equagdo diferencial hipergeométrica
degenerada. Estes contelGdos e outros que nao foram tratados
diretamente neste trabalho sdo utilizados para fundamentar a

Técnica da Transformada Integral Generalizada na solugdo de

equagdo diferencial parcial do tipo convectivo-difusivo. Aplica-se

entdo esta técnica para obtengdo de representagdes formais para a
solugdo de um problema exemplo. Apresenta-se também uma sintese da
teoria de aproximagdao de fungdes objetivando a transformagdo das
representagdes formais obtidas para a solugdo do problema exemplo
em resultados quantitativos (nGmeros).
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1. INTRODUCAO

A necessidade de solugdo de problemas do tipo difusivo ou
convectivo-difusivo sdo comuns na adrea de transferéncia de calor e
massa bem como de outras &reas do conhecimento que sejam
matematicamente modeladas pelos mesmos tipos de equagdes e
condigdes de contorno. Um procedimento analitico que tem sido
bastante utilizado para solugdao deste tipo de problemas é a
Técnica da Transformada Integral. Alguns exemplos de utilizacao
desta técnica sao: (KAKA¢ & YENER, 1973), (MIKHAILOV, 1973 e
1977), (MIKHAILOV & 5ZISIK, 1980 e 1981), (MIKHAILOV &
SHISHEDJIEV, 1975), (OLCER, 1964 e 1965), (TSACALOS et al., 1981)
entre outros. Estes trabalhos foram entdo analisados sintetizados
e unificados em um 1livro por MIKHAILOV & OZISIK (1984).
Posteriormente ao aparecimento deste texto, naturalmente
surgiram outras publicagdes utilizando esta técnica, entre estes
pode-se citar: (COTTA et al., 1987), (MIKHAILOV & OZISIK, 1985 e

1986a,b), (OZISIK & VICK, 1984).

Uma extensdo da Técnica da Transformada Integral é a
denominada Técnica da Transformada Integral Generalizada. Do ponto
de vista das aplicag¢des pode-se dizer que o conjunto de problemas
resolviveis pela Técnica da Transformada Integral Generalizada é
um super-conjunto que contém o sub-conjunto de todos aqueles
resolviveis pela Técnica da Transformada Integral. Alguns exemplos
de utilizagdo desta técnica sdo: (APARECIDO, 1988), (APARECIDO &
COTTA, 1987, 1990a,b,c, 1992), (APARECIDO et al., 1989), (COTTA,
1989), (COTTA et al., 1992 e 1993), (DINIZ & APARECIDO, 1990),
(DINIZ et al., 1990 e 1992), (SILVA, 1990), (SILVA et al., 1992)
entre outros. Estes textos foram reunidos e sintetizados em um
livro publicado por COTTA (1993).

Neste contexto os objetivos deste trabalho sdo:

a) apresentar um texto interdisciplinar envolvendo as seguintes

matérias: algebra 1linear, teoria e solugdo de equagdes
diferenciais ordinarias, teoria e solugdao de sistemas de equagdes
diferenciais ordinarias, teoria de fungdes especiais, teoria de
transformadas integrais, teoria de problemas convectivo-difusivos,

teoria de aproximagdo, e programagdo computacional de fungdes;




b) apresentar estudos sintéticos de varios contedos matematicos,
tais como: aspectos qualitativos de equagdes diferenciais
ordindrias e sistemas de equagdes diferenciais ordindrias, teoria
de Problemas de Sturm-Liouville e expansdo de fungdo em série de
fungdes ortonormais, método de solugdo de equagdes diferenciais
ordindrias de segunda ordem lineares bem como a solug¢do da equagao
diferencial hipergeométrica degenerada, Técnica da Transformada
Integral e da Transformada Integral Generalizada, e teoria de
aproximagdo de fungdes;

c) apresentar andlise formal da Técnica da Transformada Integral e
da Técnica da Transformda Integral Generalizada para uma classe de
problemas do tipo convectivo-difusivo;

d) Mostrar o funcionamento das técnicas de transformada integral
apresentadas através da solugdao formal de um problema-exemplo
consistindo na convecgdo térmica em escoamentos laminares
completamente desenvolvidos de fluidos Newtonianos no interior de
dutos retilineos de segdo transversal circular;

e) Desenvolver fungdes aproximantes para aquelas fungdes especiais
obtidas na solugdo formal do problema-exemplo;

f) codificar e implementar computacionalmente as fungdes
aproximantes obtidas; e

g) utilizar as fungdes aproximantes para obter resultados
quantitativos para as fungdes especiais bem como para o
problema-exemplo.

Para a consecucgdo destes objetivos este texto foi dividido em
oito capitulos (inclusive esta introdugdo) e um apéndice. A segquir
descreve-se suscintamente o conteGdo destas partes.

No Capitulo 2 apresenta-se uma andlise qualitativa de alguns
aspectos da teoria de equagdes diferenciais ordinadrias (EDO).
Destacando-se ai a independéncia linear de solugdes; a dimensao do
espago de solugdes, de uma EDO de ordem n; o Wronskiano das
solugdes; a definigcdo e algumas propriedades dos operadores
adjuntos e autoadjuntos; a definigdo de um sistema normal de
equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem (SEDO); a
demonstracdo da existéncia e unicidade de solugdes; a apresentagdo

da solugdo do sistema 1linear normal de equagdes diferenciais

ordindrias de primeira ordem com matriz dos coeficientes variavel




bem como a solugdo do caso particular em que esta matriz é

constante.

No Capitulo 3 apresenta-se uma andlise qualitativa das
equagdes diferenciais ordindrias de segunda ordem linear de
determinado tipo. Na literatura correlata estas EDO sdo conhecidas
como Problema de Sturm-Liouville. Determina-se varias propriedades

dos autovalores e das autofungdes. Uma destas caracteristicas é
que as autofungdes sdo ortogonais poodendo facilmente obter-se

as respectivas fun¢gdes ortonormais. Desenvolve-se critérios para
determinar se a solugdo de uma EDO de segunda ordem é& oscilante,
bem como qual entre as solugdes de duas EDO de segunda ordem
oscila mais rapidamente. Por fim utilizam-se as propriedades do
conjunto completo das autofungdes para efetuar-se a expansdo em
série de fungdes quadrado integraveis.

No Capitulo 4 apresenta-se uma técnica de solugdo de equagdes
diferenciais ordindrias, mais especificamente aquelas lineares de
segunda ordem com coeficientes varidveis possuindo pontos
ordindrios ou regulares singulares. Esta técnica consiste em fazer
a expansdo dos coeficientes e da fungdo incégnita da EDO em série
de poténcias, sendo conhecida na literatura correlata por Método
de Frobenius. Esta técnica é wutilizada para determinar-se a
solugcdo de uma determinada EDO conhecida como equagdo diferencial
hipergeométrica degenerada ou equagdo diferencial de Kummer. Por
fim apresenta-se a solugdo obtida que & a fungdo hipergeométrica
degenerada em suas varias formas, bem como algumas de suas

propriedades.

No Capitulo 5 apresenta-se uma fundamentagdo matematica da
Técnica da Transformada Integral e da Transformada Integral
Generalizada. Para tal faz-se uso dos contetdos desenvolvidos nos
capitulos anteriores, tais como: equagdes diferenciais ordinéarias;
sistemas de equagdes diferenciais ordinarias; problemas de
Sturm-Liouville; expansdao de fungdes em termos de conjuntos
completos de fungdes ortonormais; técnicas de solugdo de EDO de
segunda ordem linear. Utilizando-se deste ferramental matematico
desenvolve-se a técnica da transformada integral, que transforma

uma dada equagdo diferencial parcial de segunda ordem linear em um




SEDO linear o qual é& resolvido em conformidade com o desenvolvido
no Capitulo 2, por fim a determinagdo da fungdo incégnica original
é efetuada utilizando a férmula de inversdao.

No Capitulo 6 apresenta-se um exemplo onde a Técnica da
Transformada Integral e Transformada Integral Generalizada é

exercitada. Para um maior entendimento e clareza do

problema-exemplo desenvolve-se preliminarmente no capitulo uma
fundamentagdao do equacionamento basico utilizado nestes problemas
do tipo convectivo-difusivo. Ao final apresenta-se a solugdo do
problema de convecgao térmica em escoamentos laminares
completamente desenvolvidos de fluidos Newtonianos no interior de
dutos retilineos de seg¢dao transversal circular.

No Capitulo 7 apresenta-se a fundamentacdo matematica
necessdria para transformar as fungdes especiais, que aparecem em
consequéncia da aplicagdo de todo o ferramental desenvolvido nos
Capitulos 2 a 6, em fungdes aproximantes que dentro de um
determinado erro maximo previamente estabelecido possibilitem a
obtengdo de resultados guantitativos. Este processo de
transformagdao consiste em encontrar fungdes de cdmputo exequivel
(aptas a serem executas no aparato-de-cémputo disponivel) e que
aproximem adequadamente aquelas complexas. No caso do cémputo ser
efetuado em computadores digitais toda fungdo deve ser reduzida a
um conjunto de adig¢des, multiplicagdes e divisdes.

No Capitulo 8 apresenta-se os resultados qualitativos e
quantitativos obtidos neste trabalho bem como sua andlise.
Faz-se a comparagdao dos resultados com aqueles gque foram

encontrados na literatura correlata.

No Apéndice Unico apresenta-se detalhadamente as rotinas
computacionais desenvolvidas para efetuar o cémputo das fungdes
especiais (raiz quadrada, seno, cosseno, exponencial, logaritmo
natural e hipergeométrica degenerada de primeiro tipo) e

matriciais ( inversa e exponencial) que aparecem neste trabalho.




2. ALGUNS ASPECTOS DE TEORIA DE EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Apresenta-se alguns tdépicos da teoria de equag¢des diferenciais
ordindrias que serdo fGteis no desenvolvimento dos préximos
capitulos. Maiores detalhes podem ser encontrados nas referéncias
bibliograficas ARNOLD (1985), BOYCE & DIPRIMA (1979), BURKILL
(1975), DERRICK & GROSSMAN (1976), FINNEY & OSTBERG (1976), INCE
(1956), KREIDER et al. (1972), MILLER & MICHEL (1982), OLIVA
(1973), PONTRIAGUINE (1969), RABENSTEIN (1966) e SOTOMAYOR
(1979).

2.1. Espagos Vetoriais Reais.

Um espago vetorial ¥V & uma colegdo de objetos chamados vetores
munida de uma adigcdo e de uma multiplicagdo por escalares
(nGmeros reais) satisfazendo os seguintes axiomas:

Axiomas da adigdo: Dado qualquer par de vetores x e y em V
existe um (Gnico) vetor x + y em ¥V chamado soma de x e y. Exige-se
que

i) a adigdo seja associativa
x+ (y+2z)=(x+y)+2z,
ii) a adigdo seja comutativa
X+y=Yy +X

iii) exista um vetor 0 (vetor zero) em V tal que

para todo x em V e
iv) para cada x em V exista um vetor =-x em V tal que

X + (=-x) =0 . (2.4)

Axiomas da multiplicagdo por escalar: Dado qualquer vetor X em
V e qualquer nGmero a existe um (Gnico) vetor ax em V chamado o
produto, ou o produto por escalar, de a e x. Exige-se que
V) a(x + y) = ax + ay,
vi) (¢ + B)X = ax + Bx,

vii) ~aB(x) = a(Bx),

viii) 1x = x.




Um subconjunto W de um espago vetorial V & um sub-espago de V
se W & um espago vetorial que atende as operagdes de adigdo e

multiplicagdo por escalar definidas em V.
2.2. Transformagdes Lineares

.Uma’ transformagdo 1linear, ou operador 1linear, de um espago
vetorial V num espago vetorial Vz é uma fungdo A que associa a
cada vetor x em Vl um Gnico A(x) em Vz de tal modo que

A(x1 + xz) = A(xl) + A(xa)

A(ax) = aA(x)

para todos os vetores X, X, em V1 e todos os escalares «.

Se A é& uma transformagdao 1linear de V1 em Va, escreve-se
A:Vla Vz' e diz-se que v, é o dominio de A. Neste caso o conjunto
de todos os vetores y em Vz tais que y = A(x) para algum x em 1/1
é chamada imagem de A e denotada por #(A).

Teorema 2.1. - Uma transformagdo linear sempre leva o vetor zero
de Vl no vetor zero de Vz; i.e., A(0) = 0.
Demonstrag¢ao: Basta fazer o = 0 na equagdo (2.6b) =

Teorema 2.2 - Para toda colecdo finita de vetores X, X,...,X en

V1 e escalares «o O peee s tem-se

!
.A(alx1 2 e ok anxn) = alA(xi) + 18 gE anA(xn).
Demonstracdo: Pela equacgdo (2.6a)
A(a1x1‘+ e ag%) = A(alxi) + A(a2x2+...+ anxn) =
= ... = A(alxl) + Lo o A(anxn)

e pela equagao (6.3b)
‘A(alxl) T A(anxn) = alA(xl) + ... + “5A(xn)

logo

‘A(“1x1 o S anxn) = “1A(x1) + e o anA(xn) ]




Exemplo 2.1 - A Transformagdo identidade, definida pela expressao
E(x) = x para todo x em V & linear.
Demonstragdo: Pela expressdao identidade tem-se que
E(x+y) = x + Yy, E(x) = x, E(y) =y e E(ax) =
Assim
E(x+y) = E(X) + E(y) e E(ax) = aE(X) =

Seja I um intervalo arbitrario e limitado da reta real, e para

{M(I,m) o espago vetorial de

cada inteiro ndao negativo n, seja €
todas as fungdes a valores reais que tem derivada n-ésima continua
em todo ponto de I (LIMA, 1970a:13). Por brevidade considera-se

6(I,rR) = 6°(1,R)

Exemplo 2.2 - A transformagdo integral, definida pela expresséao
A(f) = J‘:f(t)dt, f(t) € €({a,b),R), x € [a,b] & 1linear.
Demonstragdo: Pela expressdao integral tem-se que

A(f + g) = JI(f + g)(t)dt = [If(t)at + [ig(t)dt, g(t) e €[a,b];

A(f) = [f(t)dt, A(g) = f:g(t)dt e A(af) = J‘:at‘(t)dt.
Assim

A(f + g) = A(f) + A(g) e A(af) = aA(f) =

Exemplo 2.3 - A transformagao diferencial, definida pela expressao

- L) (n)
dat”

Demonstragdo: Pela expressdo diferencial tem-se que

D"f (t) , f(t) € €"([a,b],R) é linear.

a" (1)

= (r+g)(t) = 2L L SO gty e
dt dt dt

D" (f+g) (t) [a,b];

D f(t) = dnf% , D'g(t) = @ e D"[af(t)] = S— (af(t)].
at dat a

Assim,

D"(f + g) = D"(f) + D"(g) e D"(af) = aD"(f) =
2.3. Equagdes Diferenciais Lineares.

Uma transformagdo linear L":6(I,R) - €(I,R) diz-se um

operador diferencial linear de ordem n € N no intervalo I = [a,b]




se pode ser expresso na forma

= n (n-1)
= an(x) D + a(wq,D Al ik al(x)D + ao(x) ; (2.8)

n

onde os coeficientes ao(x), al(x),..., an(x) sdao fungdes continuas
em I, e o primeiro coeficiente ah(x) ndo é& identicamente nulo em
I. Assim a imagem de uma fungdo f em 6" (I,R) pelo operador
diferencial linear descrito anteriormente & a fungdao em 6(I,R)
definida por

df (x)

d"f (x)
i dx

L"f(x) = a (x)
2 dx

IR ai(x) + ao(x) Bix) .
ou mais simplesmente por

(1)

L"f = an(x)f‘“’+ zsssel 8L ()) i

+ ao(x)f :

onde fu), f

Uma equagdo diferencial linear de ordem n num intervalo I &,

(2) (n) o :
Lope '™ ‘afio as n primeiras derivadas de f (x).

por definigdo, uma equagdo da forma

L'y (x) = h(x) (2.9)
onde h(x) & continua em I. Uma tal equagdo é& dita homogénea se
h(x) €& identicamente nula em I, ndo homogénea caso contrario, e
normal sempre que o primeiro coeficiente de L" ndo se anule em
nenhum ponto de I. Uma fungdo y(x) & solugdo de (2.9) se e s se

(n) .

y(x) € € (I,R) e satisfaz a equagdo identicamente em I.

2.4. Dimensdo do espago de solugdes.

Teorema 2.3 - Sejam y&(x), yé(x),..., yn(x) e €"(I,R) solugdes da
equagao diferencial linear homogénea normal de ordem n (mais
adiante, neste capitulo, tratar-se-& da existéncia e unicidade

destas solugdes)

I (2} =/0; % €I, (2.10)

e suponha que no ponto x €1 é verdadeira a seguinte restrigao




entdo, as fungdes y&(x),..., yn(x) sdo linearmente independentes
en &' (1,R).

Demonstragdo: Suponha-se que existam constantes C,r C,ree+4C , nem

todas nulas de tal forma que as ylnq, i € N, solugdes sejam
linearmente dependentes, i.e.

clyi(x) + cayz(x) + cee + cnyn(x) =0, x € I.

Entdo esta identidade, juntamente com suas (n-1) derivadas
fornece o sistema

Y, (%) Y, (%) cee YL (X)

(1) (1) (1)

(%) g () Yo (%)

Para o ponto x = X,

Y, (%))

(1)
1 (xo)

Yy

(n=-1

y," " (x) y

;n 1)(x0)
disto e da equagdo (2.11) segue-se que c,
contradizendo a hipétese inicial.

Logo yl(x), yz(x),...,yn(x) sdo linearmente independentes em
"I R)-

Resta provar que toda solugdo de (2.10) pode ser escrita como
uma combinagdo linear de y&(x),...,ynhq. Seja y(x) uma solugdo
da equagao (2.10), y(x) = C1Y1(x) + cayz(x) 4 St cnyn(x), e
suponha-se que
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n-1

L ly"(x)| =0, (2.12)
1=0
caso contrdrio a solugdo seria trivial. De fato y(x) é solucgao
de (2.10), pois,

Ly (x) = L"[clyl(x) oot cy ()] = ciL“yl(x) oot c%L“yn(x)=0.
Aplicando y(x) e suas (n-1) derivadas no ponto x = X1 tem-se
y(x) =cy (x) + ... +cy(x),

(1) (1) (1)

Y (xo) =rC oy, (xo) + "Sda'E cy

: (%),

(n-1) (n-1) (n-1)
= F e e E
y (%) = oy’ ° () cy,

ou na forma matricial
- Y1(xo) Ya(xol oo Yn(xo)

(1)
e (%)

Y 0

disto e das equagdes (2.11,12) segue-se

Icil =0 ’
=1

isto é, existem constantes C,+ C,e-+yC nem todas nulas de tal
forma que yl(x), yz(x),...,yn(x) geram o espago de solugdes da
equagdao (2.10) =

2.5. 0 Wronskiano

(n-1)

Sejam Yo Yyreeor Y, fungdes arbitrarias em € (I,R) e para

cada x € I considere-se o determinante

Y, (%) ¥, (%) ot ()

(1) (1)

- O I A )

(x) y
WLY, (%) o ¥, (%) jouop V. (X)] =

(x)




denominado Wronskiano.

Teorema 2.4 - As fungdes yi{x), yz(x),...,yn(x) sdo linearmente

("'”(I,IR) sempre gque seu Wronskiano ndo seja

independentes em &
identicamente nulo em I.
Demonstragdo: Da teoria de matrizes e determinantes (HOFFMAN &
KUNZE, 1971:138) tem-se que o determinante de uma matriz n x n é
diferente de 2zero se e s6 se suas colunas sdo linearmente
independentes quando consideradas como vetores em R". Assim o
Wronskiano de yl(x),...,yn(x) é diferente de zero em x = x €I se
e s6 se as colunas de (2.13) sdo linearmente independentes em
todo x . Como por hipdtese Wiy, (X),...,y (x)] # 0, x € T e o
operador diferencial Dk, k = 1,...,n-1, é linear (Exemplo
2.3) logo, pelo Teorema 2.3., yl(x),...,yn(x) sdo linearmente
independentes em €™ (I,R)u
Teorema 2.5 - Sejam yl(x), yz(x),...,yn(x) solugdes de uma equagao
diferencial linear homogénea normal de ordem n, equagdo (2.10),
num intervalo I, e suponha-se que W[y1 (X) 4o o ,yn(x) ] é
identicamente nulo em I. Entao Yy, (X),...,y (X) séo linearmente
dependentes em 6" (I,R).
Demonstracgdo: Seja x € Ie considere-se o sistema de equagdes
lineares

ciyl(xo) + czyz(xo) +: aae oE cnyn(xo) =0,

(1) (1) (1) _
oLy, (xo) +cy, (xo) t ... tcCcy (xo) =0

(n-1) (n=-1) (n=-1)
C X + X o Ly " FEC X =0
lyl ( 0) 2ya ( 0) nyn ( 0)

nas incégnitas C,» C,++-,C . Como o Wronskiano de Y, (X)eee,y (X)

é identicamente nulo em I, o determinante do sistema homogéneo
acima é nulo e possui solugdo ndo trivial de tal forma que as
constantes CireeesC ndo sao todas nulas. Logo yi(x),...,yn(x)

formam uma combinag¢do linear entre si =

Teorema 2.6 - Sejam yi(x), ya(x),...,yn(x) solugdes, num intervalo
I, da equagdo normal de ordem n, equagao (2.10). Entao




a[n—i)(x)
WIY, (%), ¥,(X) oo ery (X)] = C exp [=f ——oy— dxX]

sendo ¢ uma constante adequada.

Demonstragdo: Utilizando as propriedades de determinantes (HOFFMAN
& KUNZE, 1971:138) tem-se que

2

2

2 n

. .
. .
. -

(n=3) s ¢ o__(n=3) (n=3) ¢ o o__(n-3)
2 n 2 yn
(n-2) « . .__ (n=2) (n-2) ¢ o o__(n-2)
2 n 2 n
(n-1) + » »__(n-1) (n-1) o« o o __(n-1)
n

(n=-3) .« «__(n=3) (n-2) ¢« s «__(n-2)
2 n 2 n
(n-2) ¢ s «__(n-2) (n-2) ¢« ¢« »__(n-2)
2 n 2 n
(n-1) . . .__(n-1) (n-1) ¢ o »__(n-1)
2 n

Y,

2

2 % n

.
. .

(n-3) « o« «__(n-3) (n=3) .« s .__(n=3)
2 n 2 n
(n-1) + s »__(n-1) (n=2) . . . __(n=2)
2 n 2 n
(n-1) ¢« o o __(n-1) (n) ees__(n)
2 n 2 n

Na equagdao acima todos os determinantes do lado direito da
igualdade, exceto o Gltimo, sd3o nulos uma vez Que possuem sempre




duas linhas

1
(n-1)
1

Y
y

iguais, assim

(N=2) ¢ o &
2
(n-1) ...
2

(n-2)
n
(n-1)
n

(n=2)

1
(n)

Yy

(n-2) ...
2
(n) .
2

(n=-2)
n

(n)

n

Reestruturando-se a equagdo (2.10), da seguinte forma

a a a

(n) _ _ (n-1) (n-1) _1 ) 0 =L
l — [ a—n 1 + .. + an y‘ + _an yl]' l 1,2,--.,“,

b4

substituindo na equagdo (2.15) e descartando os determinantes

nulos que aparecerdo, obtém-se
a
(n-1) (X)

My, (%), ey ()] = - wry

WIY(X) e oY (X)]
que ao ser integrada sobre o intervalo I resulta

a(n—ll (x)
3, (%)

ax| .

A constante c pode ser determinada se o Wronskiano em um

WEY, (%) oo,y (x)) = cexp [ -

determinado ponto x €I €& conhecido, assim
a(n—i ) (x)

= a_(x)

WEY, (%g) - -- 0¥, (%) ] exp [ 7

de tal forma que

a (t)
X (n-1)
WEY, (), ooy ¥, (X0 ] = WIY, (%) ,ee 0¥, (x,)] exp [-7 —22n at],
0 n
(2.16)
implicando que se o Wronskiano & nulo em algum ponto de I, sera

identicamente nulo em qualquer ponto de I m
2.6. Operadores Adjuntos e Auto-Adjuntos.

(2.10). Em
12, 3de

-

Considere-se o operador linear L" definido em

correspondéncia a L" define-se um segundo operador linear,

-

ordem n, o qual denomina-se adjunto de L". O dominio de L] é o

tal forma

conjunto das fungdes continuas de que




[a, (x)Y(x)] e e e ry, vt 12, 4,

Para cada funcdo y(x), define-se

L, y(x) = (-l)n[an(x)y(x)]("’-+ (-1)m'n[a(md)(x)y(x)}‘“*’+ N

- 2,y +ay(x). (2:17)
A equagao
' L} y(x) = 0 (2.18)

definida num intervalo I & chamada, neste caso particular, de

equagdo adjunta de L" y(x) = 0.

Teorema 2.7 - Se ak(x) c g'®

™ (1,R), entdo

(I,R) para k = 1,2,..,n-1 e se u(x) e
v(x) € €

_ dP(u,v)

v(x) LMu(x) - u(x) L] v(x) 3 ,

(2.19)
onde P(u,v) representa a forma bilinear
1

k-
P(u,v) = r (-1’ u
=1 J=0

(k-j-1) (§)

(akv) i

Demonstra¢ao: Para k = 0,1,2,...,n=-1 e para gqualquer par de

(n-1)

fungdes f(x) e g(x) € € (I,R), tem-se a identidade

k

d [): (_1)J f(k-Jlg(Jl] 2 f(k+1)g = ("l)kfg(luli.

dax
=0

Utilizando-se a expressdo acima e as definigdes de L" e LQ

resulta

n
vLu = uLlv =} [(vak)u(k
k=1

) (k+1) (k)

+ (1) “V(a,v) ¥u] =

k
% [E (-1)’ u(k-j_”(akv)”}] = g_z(“"’)

=0 J:O

Teorema 2.8 - Se ak(x) € Gm’(I,m) para kK = 1,2,...,n-1 e se u(x)

(k)

e v(x) €e € '(I,R), entdao para I = [xb, xi],

b4
J, (v L'u - u Liv] dx = P(u,V) xl (2.20)
0
Demonstracdo: Imediata, através da integragdo da equagdo (2.19)
sobre o intervalo I =




O operador L" & dito autoadjunto se e somente se os
coeficientes correspondentes dos operadores L" e L: sdo idénticos
em I.

Um problema & dito adjunto quando os valores de u(x) e v(x) em

. 1
X, e X sdo tais que P(u,v) Y l.e.

0
I Iv L'u - u L}v] dx = 0. (2.21)

Similarmente um problema & dito autoadjunto quando os valores
X

de u(x) e v(x) em x e x sdo tais que P(u,V) x1=0 el" =1L, i.e.
0

I, v Lu - u L] dx = 0. (2.22)

Maiores detalhes sobre operadores autoadjuntos podem ser
encontrados em THAYER (1987).

2.7. Sistema Normal de Equagdes Diferenciais Ordinarias de

Primeira Ordem.

Seja A um subconjunto aberto, ndo vazio, do espago euclidiano
R*! e f:A > R, n = 1, uma fungdo definida e continua em A
assumindo valores no R". Dada uma fungdao x = X(t) com valores em
R", definida num intervalo aberto I da reta R e de classe A
M_ x"(t) a derivada de X(t),

t e I. Se estiver verificada a condigdo

neste intervalo, indica-se por x

x"(t) = f(t, X(t)), para todo t € I, (2%23)

X(t) denominar-se-a& uma solugdo do sistema normal de equagdes
diferenciais ordinéarias

x" = f£(t,x), (2.24)

sendo
X = (Xl, X

T T T
,...,xn) r x= (X' x,l..’xn) ef= (f' fz'...'fn) -

2 1 2 1

Teorema 2.9 - Toda equagdo diferencial normal de ordem n

it L e AW St R e i (2.25)

é equivalente a um sistema de equagdes diferenciais ordindrias de

primeira ordem.
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Demonstragdo: Sejam X, X,,+..,X novas variaveis definidas por

= x (£) = x(t) ,

1
_x()

= x,(t) (t),

.

C=x (t) = x" e,

consequentemente

e da equagao (2.25) obtém-se

(1) _
Xioom f(t, xz,xa,...,xn).

Logo (2.25) torna-se

x = £(t,x), t eI,

T

T
sendo x = (xl,x ,...,xn) e f = (xa,xa,...,xn,f) [

2

2.8. Existéncia e Unicidade de Solugdes de Sistema Normal de
Equagdes Diferenciais Ordindrias de Primeira Ordenm.

Sejam |a| € R o valor absoluto de o, y = (Y, yz,...,yJT e
Iyl = max{|yl], i=1,2,...,n} a norma de y. Por definigdo, se
= T e z = A z z )' sdo dois elementos

23 (er er--'ryn) = ( 1: St % 2 n) ;

de R" tem-se

Iyl = o;
[|y|| =0 ¢y =0;
eyl = |e]lyl:

ly +z| = Iyl + |=]-

Por vizinhanga clbica (a,b) de (t,, X)) entende-se o produto
cartesiano de duas bolas fechadas, uma de centro tD e raio a e
outra de centro x e raio b, isto &, & o conjunto fechado dos

pontos (t, x) € R™' tais que |t—to| s ae [xx| = b.
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Seja X(t) = (X (t), X,/(t),...,X (t))' uma fungdo continua,
definida no intervalo I = {t1 < t < tz}, com valores em R". Dados
tb e t e I, define-se H(t) = I:X(t)dt como segue

0
H(t) = (H (t), H(t),...,H (t)), H (t) = [, X (T)dT, i=1,2,...,n.
¢ (2.27)
Teorema 2.10 ] Se X(t) = (Xl(t), )riz(t),...,x“(t))T é continua em
I = {t1 < t < tz} entdo

|5, X(vyac] = |5, |x(v)dT|, (t,,t] < I. (2.28)
0 0
Demonstragdo: Utilizando a norma definida anteriormente tem-se

t w t t t _
||ItOX(1:)d‘c|[ - [|(J‘tox1(r)dt . Itoxz(t)dt '."'Itoxn(t)dtll =

= max {Lﬁ xi(t)dtl ; i=1,2,...,n}) s max {lf:lxl(T)Idt|;
0 0

i=1,2,...,n} = |méx Lﬁ |X, (T) |[dT; i=1,2,...,n}| = ]f:“X(t)"dtl B
0 0

Teorema 2.11 - Se f = (f1' fz,...,ggrz A » R", A aberto ndo vazio
de R"H, for continua em A e admitir continuas em A as n°
afi(t,x)

derivadas T , i,3 = 1,2,...,n, entdo dado (t,, x)) € A
J

existem uma constante K > 0 e uma vizinhanga cdbica (a,b) < A de

(to, xo) tais que
If(t,x) - £(t,x)]| s K [|x - x|, (2.29)

para todo (t,x) e (t, x‘) na vizinhang¢a clbica.
Demonstragdo: Seja uma vizinhanga cGbica (a,b) < A de (to,xo) € A,
f (t,x) ‘

L

seja também uma constante K > 0 tal que %
J
vizinhanga.

Fixando-se t em [t-t | < a e utilizando a norma tem-se

I£(t,x) - £(t,x)]| = max {|£ (t,x) - £ (£,x)]|; i=1,2,...,n).

Definindo y = x + n(x‘ - x), 0 = n = 1, os pontos (t,y)
estardo na vizinhanga ctGbica (a,b).
Utilizando o Teorema do Valor Médio (APOSTOL, 1974:116),
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(LIMA, 1970a:26 e 1989:89) obtém-se

£ (t,x) - £ (t,x') =
de onde

) n o Of (t,y) .
Ifl(t,X) - fl(t,x )l . §:=1——'§)—{J— (XJ u= XJ)

" | 9E, (E,Y)
il ' 3% | li¢x
1=1 )

snK[x-x] =K[x-x|s

'As fungdes que satisfazem & condicdo (2.29) s3o ditas
localmente lipchitzianas em A relativamente & x.

Teorema 2.12 - Seja

22 mE (B %)y d = 12,0051, (2.31)

um sistema normal de equagdes diferenciais ordindrias de primeira
ordem. Se as fungéeé fi(t, x), i=1,2,...,n, além de continuas
no aberto ndo vazio A de Rmi, possuirem também todas as derivadas
6fl(t,x)

__ﬁij__'

parciais i,j = 1,2,...,n, também continuas em A,

tem-se:

i) Para cada (to’ xo) € A existe em correspondéncia uma solugdo
X = X(t) do sistema (2.31) tal que X(t) = x .

ii) Se duas solugdes x = X(t) e y = Y(t) do sistema (2.31)
coincidirem em t = t i.e. X(to) = Y(to), entdo elas coincidirao
identicamente para todo t em que ambas estiverem definidas.

Demonstragdo: i) Pelo Teorema 2.11, dado (to, Xx) € A existem
K > 0 e uma vizinhanga cGbica (a,b) de (to, xo) contida em A tais
que para |t - t | = a, |x - x | s Db e Ix* - x| = b, vale a
desigualdade (2.29). Como f(t,x) & continua em A pode-se garantir

que nessa vizinhanga cGbica (a,b) de (to,xo), contida em A, tem-se
If(t,x)] =MeR, M > 0.

Seja a' € R tal que 0 < a' < min (a, b/M, 1/K).
Construa-se a seguinte sequéncia de fungodes:
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X, (t) = x,

t -
X (t) x + Itoffr, X (t))dt, |t-t0| <a,

-
X, (t) = x + .I':of(t, X (t))dr, |[t-t | sa’,

L]
(1-1,(T))AT, |t—t0| =a, ! €N,

X, (t) = x + J‘:of(t, X

e assim por diante.
Observe-se que as fungdes da sequéncia xo(t), x1(t)""'x1(t)
sdo continuas em |t-t0| s a e que seus graficos estdo contidos na

vizinhanga ctbica (a., b) de (to, X ), pois,

I, (0,1 = 15} £, (2] =

= 5% 1z, (T))ldT| = |[SiMdTr| = M|t-t | s M a < b,
0 0

(1-1)
(2.32)

ou seja [X (t) - x| < b, i e N.
Tem-se também que

Ix,,,(8) = X (t)] = llftof(r,x,(r))dr = J";of(r,x“_”(rndr|| =

= |5, [£(T, X (T) - £(z,X,_ (T))ldT| =

(i-1)

(T))|dz]; (2.33)

s |J':0||f('c,xl(t)) S8 {617

como todas as fungdes da sequéncia tem seus graficos contidos na
vizinhanga caGbica (a',b) pode-se utilizar a desigualdade (2.29)

para obter
2ot o ; :
IX,, (t) - X (t)] = |J‘toK||X1(t) X, (D ldat|, ieN;
1:
IX,(t) - x (t)] = |J, K|X,(T) - X (T)]dT| = J, KbdT = b(Ka),
] 0

para i = 2

I%,(0)-K, () | = IS, KIX, (%) = X, () dz| = §, bKPa’dr s bKa)?,

para i = 3:
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I%,(6)-X, ()| = |1, KIX, (%) - X (%) ]ac| = | bK’a’*dv = b(xa')”,

e para todo i,
Ix,,,(t) = X ()] = b(ka')', i =1,2,... (2.34)

Como a série acima & convergente, ja& que ka < 1, tem-se pelo
critério de Weierstrass (HYSLOP, 1950) e (KNOPP, 1966), que a
sequéncia Xo(t), xi(t),...,xi(t),... converge uniformemente para a
fungdo X(t) definida em [t-t | < a" satisfazendo Ix(t) - x| < b.

Observa-se também que a seguinte sequéncia de fungodes

I (e % (TN, L= 1,2, s
0
converge para J“:: f(t, X(t))dt; pois,

0

IS, £(T,X (T))dT - J, £(T,X(T))dz| =
o] ]

= |4, [£(x, X, (T))dT - £(T,X())ldT| =
o}

< |I:“f(t,xl(t))dt - f(t,X(7))|dt| = Lﬁ K"xi(t) - X(t)|at].
0 (]

Utilizando o lim X (t) » X(t) e a expressdo acima obtém-se que
{200

o lim J| £f(t, X (t))dT > J, f(t, X(t))dT . Assim
120 0 0

X(t) = x + I £(t, X(t))dt,
0

e portanto X(t)) = x e xV(t) = £(t, X(t)), |t-t | < a .

ii) Se x = X(t) e y = ¥Y(t) sdo duas solugdes do sistema (2.31)
satisfazendo X(to) = Y = %y seja J o intervalo aberto
r < t < r,, conjunto de todos os valores de t para os quais X(t)
e Y(t) estdo ambas definidas. Seja I o subconjunto dos t para os
quais se tem X(t) = Y(t); & imediato que t0 € I, isto &, I nao é
vazio. Se uma sequéncia (t,) de elementos de I converge para
tu e J, tem-se que X(tv) = Y(tv) e como X(t) e ¥Y(t) sdo continuas
pode-se passar ao limite esta dltima igualdade que fornecera
X(tu) Y(tu), logo tu € I, i.e., I & fechado. Seja t eI, P
X(tn Y(tl); procedendo-se com O par (t1' xl) da mesma maneira
como com O par (to, xo) na parte(i) deste teorema, determina-se

uma vizinhanga clbica (a',b) para a qual seja valida a expressao
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(2.29) e ka' < 1.
Diminuir-se-a a., se for necessirio, para que se tenha, pela
continuidade de X(t) e ¥Y(t), [X(t) - ¥Y(t)| = b.
Como X(t) e Y(t) sdo solugdes do sistema (2.31), tem-se
X(t) = X, + I:f(t, X(t))dt e Y(t) = x1+ f:f(t, Y(tT))dt, assim
1 1

Ix(t) - ¥(t)| = I} £(x, X(v))dr - f; £(r, ¥(T))dT| =
1 1

= “J‘: [£(z, X(v)) ~"f(z, ¥(v))dz] =
i

s |§, I£(z,X(x) - £(z, ¥(T))|dr s
1

< |f, KIX(zr) - ¥(T))|dz| = Kba',
1

e portanto |X(t) - ¥Y(t)| = Kba , que levada novamente na equacgio
anterior fornece |X(t) - Y(t)| = b(Ka )2 e assim sucessivamente
até ||X(t) - Y(t)| = b(ka)', i = 1,2,...; como Ka < 1
conclui-se que

lim |X(t) - ¥(t)| = 1lim b(ka)' = o

{20 100
assim X(t) = ¥Y(t) para |t1—t| < a', logo existe uma vizinhanga de
t, onde X(t) e Y(t) coincidem, i.e., I é& aberto. Sendo I nao

-

vazio, aberto e fechado em J, é imediato que I = J =

2.9. Solugdo de Sistema Linear Normal de Equagdes Diferenciais

Ordinarias de Primeira Ordem.

Quando f(t,x) = A(t)x(t) + b(t) o sistema (2.31) torna-se

linear, i.e.
xM(t) = A(t) x(t) + b(t), (2.36)

com a condigdo inicial x(t)) = x,.

Seja R"" o conjunto de todas as matrizes m x n a valores

™" da seguinte forma

reais. Define-se a norma da matriz A € R
|A] = sup{|Ax|: x € R" com |x| = 1}. (2.37)

Esta norma possui as seguintes propriedades:
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(M1) [ax| = |A] |x|, para qualquer x € R",
(M2) [a +B| = [a] + |B],
(M3) [eA] = |a]| [A] , « € R,
(2.38a-f)
(M4) |A] z0 e |[A] =0 e A =0,

(us) |ac] = [a] o], e

(M6) ||A| = £ (max |A
bl L, e e,

DRER
1=

1)

1 =1

m
L |AU|'
J
onde A, B sdo quaisquer matrizes em R e G & qualquer matriz em
Eznxk
Uma sequéncia de vetores {xm} = {(xuﬁ xaﬂ...,xmﬁr} é

convergente para um vetor x, i.e., x - x, se lim |x -x| - 0.
m-)o0

Teorema 2.13 - Seja A(t) uma matriz real, continua e variéavel,
nxn. Seja SN(t) uma soma parcial de matrizes definida pela férmula

t k
- Lﬂhh(t)dr)

S (t) =E + T
2 k=1

(2.39)
K1 '

onde E é a matriz identidade e I (A (T)]dT = [, A (t)at],
0 0
123 = 1;2; seans

Entdo cada elemento da matriz SN(t) converge absolutamente e
uniformemente em qualquer t € (-a, a), a > 0, quando N - o,
Demonstragdo: Aplicando a norma de matrizes definida anteriormente

(2.37) e fazendo uso de suas propriedades (2.38a-f) obtém-se

. (L A(man” o (5 A(ryan)’

5,01 = [E+E —pr—— | = Il + [T —pr—
k=1 =
It A(T)ac|” ¢ aco) Jan)®
24l ' I \ tOII I QT

L X1 R N KT S LR Seaery
k=1 k=1 k=1

N k
Is, (&) = (n-1) + }E:o"@%”_ ,

sendo M = max  [|A(t)|.

(-a,a)
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Desta forma a sequéncia {SN(t)} é convergente, pois,

N oam®
lim “Sn(t)" = lim {(n-l) + 7 L—%Tl—} = (n-1) + exp(2aM)m
N N k=0 '

(2.41)

Teorema 2.14 - Para a sequéncia Sn(t) (2.39)

vale a seguinte
relagao

ds, (t)

—gt— = A(t) s (t) (2.42)

Demonstrag¢do: Derivando a equagdo (2.39), resulta

t k-1 t k-1

0]
—ag— = T = A(t) ¥
=1 & k=1

(k=1)!

ds_ (t) w1y A(T)aD)*
N 0

—g— =A%) { E + );‘=1 KT } = A(t) S _ (t) =

Teorema 2.15 - Para S(t) = lim Su(t)’ vale a seguinte relagao

N—ow
ds(t) _
St = A(t) S(t) (2.43)

Demonstrag¢do: Tomando o limite na equagdo (2.42) obtém-se

ds (t)

lim T = lim {A(t) Sn—l(t)}'
N-w

A(t)s(t),

(It A(T)dr)*

1]
S(t) = lim S (t) = lim S, _ (t) = E + [ °k,
N->00 N=o k=1 %

Seja B(t) uma matriz real, continua e variavel, nxn. Define-se
exp[B(t)], expressa pela seguinte férmula

© k
exp [B(t)] =E + [ ‘[E}%l]_;—w<t<m. (2.44)
k=1 :

Uma consequéncia imediata da definigdo acima é

exp(0) = E. (2.45)

Teorema 2.16 - Seja I = (-o, o), t € I e seja A(t) uma matriz




real, continua e varidvel, nxn. Entdo a Gnica solug¢do do sistema
linear normal homogéneo de equag¢des diferenciais ordinarias de
primeira ordem

(1)

X '(t) = A(t) x(t), com x(to) =X (2.46)

0

é fornecida por

x(t) = exp[J‘: A(t)dT] X . (2.47)
0

Demonstragdo: Derivando a equagdo (2.47) resulta

(J': A(t)dr)
lexp(J! A(T)dT]lx, = S [E + 4
(1] =1

= a

x(l)(t) =

] x, =

k! 0

= A(t) x(t).
Que a solugdo é& Gnica ja estd demonstrado no Teorema 2.12.
Quando

t » J't A(T)dT = 0 » exp [,l‘: A(t)dT] = E » x(t)
0 0

Teorema 2.17 - Sejam I = (-w, ); &(t,t) = exp[.rth('c)dt], £ e T,
0
a matriz associada & solugdao do sistema (2.46); A(t) uma matriz

real, continua e variavel, nxn. Entdo a Gnica solugdo do sistema
linear normal ndo homogéneo de equagdes diferenciais ordindrias de

primeira ordem

x(t) = A(t)x(t) + b(t), com (L) = (2.48)

0'

é fornecida por

X(t) = &(t,t) x + f:@(t, T) b(t) dt. (2.49)
= 0

Demonstragdo: Derivando a equagdo (2.49) resulta

xP(t) = %%(t,to)xo + &(t,t) b(t) + ft%(t,t)b(r)dt =
0

= A(t)8(t,t )x + b(t) + I, A(t)®(t,T)b(T)dT =
0

= A(t)[8(t,t )% + I\ &(t,T)b(T)dT] + b(t) = A(t)x(t) + b(t) .
0

Que a solugdo & Gnica ja estd demonstrado no Teorema 2.12.




t=t » ,rz A(t)dT = 0; I: &(t,T)b(T)dT
0 0

> ®(t,t) = E » x(t) =

Teorema 2.18 - Seja I = (-o, w), t € I e seja A(t) = A uma matriz
real, continua e constante, nxn. Entdo a solugdo do sistema (2.48)
é fornecida por
x(t) = exp[A(t—to)] x + Itexp[h(t-t)]b(r)dt. (2.50)
0
Demonstragdo: De fato, para A constante tem-se
®(t,t)) = exp[l, Adt] = exp[A(t-t )].

0
Apds substituicdo da equagdo acima na (2.49) obtém-se a

(2.50) =

: AVA
| o
cm 1 2 3 4 5 6 7 Eunesp 12 13 14 15 16 17

18

19



3. AUTOVALORES, AUTOFUNGOES E EXPANSAO EM SERIE DE FUNGOES
ORTOGONAIS.

Neste capitulo apresenta-se os principais aspectos do problema
de Sturm-Liouville bem como da expansdo de fungdes em termos de um

conjunto de fungdes ortogonais.
3.1. Autovalores e Autofungodes.

Apresenta-se uma sintese de resultados da teoria sobre
problemas de Sturm-Liouville encontrados nas referéncias (BO6CHER,
1917), (BOYCE, 1979), (BURKILL, 1975), (HONIG, 1970 e 1978),
(INCE, 1956) e (SOTOMAYOR, 1979).

3.1.1. Problemas de Sturm-Liouville.

Considere-se os operadores diferenciais 1lineares de segunda

ordem

L)) = - gz [ koo L]+ 1ae0 - aweal v, x e a,bl;

(3.1a,b)
d

L] = - [ koo HEL ]+ am v = weawen, x < a0l

onde k(x) € @“}([a,b],m), com k(x) > 0 para x € [a, D],
w(x) € ¢é((a,b],R), com w(x) > 0, para x € [a,b] e
d(x) € €([a,b],R), para x € [a,b]. Considere-se também as
condigdes de fronteira

F (¥(a)) = ay(a) + a TEX)

ay (x)
F (¥(b)] = By(b) +p TX)

x=b

onde a , &« , B, , B, € R, com |a | + | | # 0 e [B]| + |B]| = 0.

0 ! T4

Diz-se que A & um autovalor do sistema formado pelas equagdes
(3.1b) e (3.2a,b), ou do Problema de Sturm-Liouville, se existe
uma solugdo Y(x) # 0. Esta solugdo ¥(x) chama-se autofuncgao,




correspondente ao autovalor A.
A solugao da equagdo (3.1b) depende de x e A, e pode ser

escrita na forma

V(X) = c ¥ (X,1) + c ¥ (x,2) (3.9)

onde {wl(x), wz(x)} € um conjunto fundamental de solugdes,
linearmente independentes. Substituindo y¥(x) nas condicdes de
contorno, equag¢des (3.2a,b), resulta

ay, (x,2) Ay, (%,2)
a lcy (a,a) + cy (a,r)] + etl[cl o 1 ST IR

ay, (x,2) ay, (x,2)
Bgle,¥, (DA} + c ¥ (b,2)] #+ 31[°1 S g O

de onde pode ser rearranjado para fornecer

dy, (x,2) v, (x,2)

[ao"l'i (xa) +“1T] x=a [aowz(x' A T ] .
Ay, (%,2) ay, (X,A)

[Bowl(x,a)+Bl——7§§———]x=b[ﬁow2(x,A)+a1——7§i———]x=b Sa

X=a

(3.5)
Como (cl, cz) £ (0,0), pois, caso contrario a solugdo geral,

equagdo (3.3), seria identicamente nula, & necessirio que

Ay, (x,1) Ay, (x,)
[Cowl (x! A) +a1"'_'a'x_'__] [aowz (x, A) +GIT——

X=a

ay, (x,2)

' dy. (x,2)
[Bowl(X'A)+B1___3§___Jx=b[Bowz(x'l)+a{*—?ﬁf__—

(3.6)
A equagao (3.6) & conhecida como autocondig¢do e tem como Unica

incégnita o(s) autovalor(es), A. Suas raizes sdo os valores dos

autovalores.

3.1.2. Alguns Aspectos do Problema de Sturm-Liouville.

Teorema 3.1 - Dados u(x), Vv(x) € G“”([a,b]), entao




identidade de Lagrange
b

j (V L{u] - u T[v]) dx = M[u,v](b) - M[u,v](a) ,

a

du (x)

x v(xX) = u(x) gxééll.

Demonstragao: De fato, tem-se que

M{u,v](x) = -k(x) [

V L{u] - u T[V] = ¥(x) & [k(x) dulx) ]+ u(x) & [k(x) av(x) ] :

ou
v L[{u] - u L[v] = -

dx dx

{reo [ueo T ]- v 2400 1}

assim

: el
J(V L{u] - u L[V]) dx = - {k(")[ u(x) d;f(}c) ]'

= M(u,v) _ - M(u,v)x=a m

(2)

Teorema 3.2 - Sejam wl(x), wz(x) € 6" ([a,b]) satisfazendo as

condig¢gdes de contorno, equag¢des (3.2a,b), entdo tem-se:

1) MUY, (%), ¥,(x)]_ = MY, (x), ¥,(x)]_ =0, (3:7)

b
2) [ @00 L, - v,(x)) TW(3) dx = 0. (3.8)

Demonstragdao: 1) Como wl(x) e wz(x) satisfazem as condigdes

de contorno F1 , entao

ay (x)
ao wl(a) * a1 dx

como (cx0 p al) 2 (0,0) , segue-se que
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ay, (x)
V(@) —ax—

av, (x)
V() —ax—

: W, ay_ (x) i
0= [0 —g— - HW —p— | =m0, vl

Repetindo o procedimento para x = b, tem-se

W, ay  (x)
0 = [w,0 —g— - G — 55— ]b =M W, (x) , ¥,00]_ -

2) Combinando o Teorema 3.1 e o primeiro item deste teorema, a
demonstragdo & imediata =

Teorema 3.3 - Todos os autovalores do sistema definido pelas
equagdes (3.1b) e (3.2a,b) sdo reais.

(2)

(fa,b]),

Y(x) # 0 , entdo L[Y(x)] = Aw(x) ¥(X). Do teorema 3.2 segue que

Demonstragdo: Seja L[Y(x)] = aw(xX)Y(x), Y(x) € €

b

= [ 0 L) - v LTI} ax =

a

b b
= [F® ) v - weo TEDIax = (- N [we veoax,

b
como J.w(x) Y(x)dx # 0 > A = A , i.e., todos os autovalores séao
a

reais =

Teorema 3.4 - Todas as autofungdes que satisfazem o sistema
definido pelas equagdes (3.1b) e (3.2a,b), correspondentes a
autovalores distintos sdo ortogonais, relativamente a w(x). Ou
seja, se L[y, (x)] = aw(x) ¥ (x) e LY (x)] = uw(x)y (x), com
A#u, e Y (X), Y (x) e ¢‘® ((a,b]), entdo

1

b
Wy ¥ = [w(x) v, 0 T, ax = o .
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Demonstragdo: Do Teorema 3.3 tem-se que os autovalores A e u sio
reais, e pelo Teorema 3.2 tem-se que

b
0o = [ W, WX - §,30 Ly, ()] ax =

b

= [ w00 wwe) B0 - B0 A wx) v (x)] dx =

b
= -2 [ we v T ax,

como 4 # A , obtém-se o resultado postulado na equagdo (3.9).

Teorema 3.5 - Todas as autofungdes que satisfazem o sistema
definido pelas equagdes (3.1b) e (3.2a,b), sdo combinagdo linear
de autofungdes reais.

Demonstragdo: Se L [¥ (x)] = Aw(x) ¥ (x), pelo Teorema 3.3 segue
que LIF (X)] = Aw(X)¥ (), V¥ (x) e 62
fungdes reais da seguinte forma: wu(x) = Y (x) + WTT?T e
v(x) = iy, (x) - ¥ (X1, u(x), v(x) € &7
L{u(x)] = LY, (x)] + LY (X)] = aw(x) [¥, (%) + P (X)] = aw(x)u(x)

e

L{v(x) ]=i{L[¥,(X)] = L{T (X)1}=iaw(x) [V, (x) = ¥ (X)]= AwW(X)V(x),
portantoe u(x) e v(x) também sdo autofungdes. Tomando uma

([(a,b]). Definindo duas

([a,b],R), tem-se que

combinagdo linear de u(x) e v(x), da seguinte forma

v(x) = ciu(x) + czv(x) 5 3.10)

tem-se
Liy(x)] = C1L [u(x)]+ch [(V(xX)] = cll w(x)u(x) + CA w(x)v(x) =

= A w(x) [cu(x) + c,v(x)] = Aw(x) ¥(x),

portanto para yY(x) = wl(x) ¥ e = 1/2 e = -i/2 =

Teorema 3.6 - Para cada autovalor que satisfaz o sistema definido
pelas equagdes (3.1b) e (3.2a,b), existe apenas uma Gnica
autofungao.

Demonstragdo: Sejam wi(x) e wz(x), duas supostas solugdes
linearmente independentes deste sistema, e ¥ (%), v (x) €

¥ 1a,b1)"
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Da teoria de equagdes diferenciais ordindrias tem-se que o
Wronskiano das solugdes é

v, () Y, (x)
WY (x), ¥,(x)] = |dy (x) ¥, (x)| =0, x e [a,b] ,
dx dx

com a seguinte propriedade (Teorema 2.6)

WOY, (X), ¥, (x)] = Wl (x), ¥,(x )] ™, x , xe[ab],

ou seja, se o Wronskiano das solugdes & nulo em algum ponto, &
nulo em todo o intervalo [a,b]. Por outro lado as solug¢des também

satisfazem a condigdo de contorno F1 ou Fz, equagdes (3.2a,b).
Assim,

ay | (x)
Fi[wi(x) ]x=a 4 aowl(a) o 0‘.1 dx
v, (x)
Fl[wz(x) ]x=a = aowz(a) & (I1 T

Como (ao, al) £ (0,0), resulta que
ay, (x)
e W

ay, (x)
v, (x) T dax

0 = WY, (a), ¥,(a)] = WY (X), ¥,(x)] ,

implicando que v (x), wa(x) sdo linearmente dependentes e que
existe apenas uma solugdo 1linearmente independente para cada
autovalor =

Teorema 3.7 - .Todas as autofungdes que satisfazem o sistema
definido pelas equagdes (3.1b) e (3.2a,b) sdo reais.

Demonstragdo: Se L[¥(X)]=Aw(X) ¥ (X) segue que L[¥(X)]=Aw(X)¥(X).
Pelo Teorema 3.6 existe apenas uma solugdo correspondente a um

dado autovalor A, portanto yY(x) = yY(x), consequentemente yY(x) é
real m

(2)

Teorema 3.8 - Sejam A e Y(x) € 6°([a,b],R) o autovalor e a

autofungdo que satisfazem o sistema definido pelas equagdes (3.1b)
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e (3.2a,b). Seja também a restricdo adicional

b B o
jk(x) [M] ax + [[a@)vPxrax + 22 k(b) ¥¥(b) - Fk(a)y’(a)=0
a 1 1
(3.11)
Nestas condig¢des os autovalores sdo nao negativos.
Demonstrag¢do: Multiplicando a equagdo (3.1b) por ¥ (x) e integrando

no intervalo [a,b], tem-se

b b >
j v(x) L [p(x)lax = Af w(x)y¥(xax ,

b
j Y(x) L [¥(x)]dx

b

I w(x) wz(x)dx

Efetuando a integragao por partes no numerador do lado direito

da equag¢do acima, resulta

J k[gw ] dx + J d(x)y? dx + k ¢ dw | e w

Jb ww2 dx

Isolando o termo gg , nas condig¢des de contorno F1 e F2 e

substituindo na equagdo acima, tem-se

b 2 b o B
jk[ig-)-‘{x—’] ax + dex)wztx)dx - 3= k(a) ¥*(a) + 7= k(b) ¥*(b)

1 1

b

I w(x) ¥2(x)dx

a

(3.12)

para «a , Bl # 0. Por inspegao percebe-se que o lado direito da

equagdo acima & ndo negativo, portanto A = 0. Quando o, e/ou 81

sdo nulos este resultado se mantém, pois,

= 0= y(a) = 0= k(x) px) L& - e/ou

X=a

1

0 » Y(b) = 0 » k(x) ¥(x) w(x)

x=b

.l".t
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Evidentemente existem infinitos casos onde a desigualdade
(3.11) ocorre. Um caso particular importante & estabelecido quando
d(x) =z 0, BO/Bl 20 e “o/“1 = 0, isto é todos os termos do lado
esquerdo da desigualdade sd3o ndo negativos. Adicionalmente,
pode-se estabelecer, para este caso particular, em que condigdes
havera algum autovalor nulo. Por inspeg¢do da desigualdade (3.11)
percebe-se que haverad algum autovalor nulo, quando todos os
componentes do numerador forem nulos. Considerando que
P(x) = 0+ d(x) = 0; k(x) > 0» WX oo gy yuX)| o,

x=a,b

X € [a,b]. Como g%%il = 0 = a B = 0. Portanto, uma das
x=a,b

condigdes em que ocorrerd um autovalor
Q%éﬁl =0, xe€ [a,b] =

Teorema 3.9 - Sejam A € R e Y(x,A) € gl®

([(a,b)],R) o coeficiente
e a solugdo que satisfazem o sistema definido pelas equagdes
(3.1b) e (3.2a). Sejam, também, A, e Y(x, A,) o autovalor e a
autofuncdo que satisfazem o sistema definido pelas equagdes (3.1b)
e (3.2a,b). Para este segundo sistema A, € de multiplicidade um.
Demonstragdao: De acordo com a proposicdo yY(x, A) & solugdo da
equagao diferencial e ajusta-se & primeira condigdo de contorno,
F1‘ Desta forma, para a segunda condig¢do de contorno, obtém-se
F,(\) = By(b,A) + g TLX:A) R

Como y(x,A) e Y(x, A,) satisfazem a equagdo (3.1a), resulta
Ly(x,A)] = aw(x) ¥ (x,A),

Ly (x,2,)] = A, w(x) ¥(x,A,),

Multiplicando a primeira equagdo acima por yY(x,A,), a segunda
por yY(x,A), subtraindo uma da outra, e integrando sobre o

intervalo [a,b], tem-se

ay (x,1,) .
[keo{veen) —5—= - vexa o) V"

b
= (A, - ) [ w(x) ¥(x,A) ¥(x,A,) dx ,




ou rearranjando os termos

b aw(x,1,) F, (1)
B[ w0 w(x,A) w(x,2,) dx = k() —g;

onde

F,0) = [, vexn) + s BEA] =0, para an,,

=b

passando ao limite quando A -5 A, , tem-se

tix (o]

ou

b

ay(x,a,) F,(A)
w(x) ¥(x,A) w(x,h‘)dx} = lim = {k(x) T } '
ASA,

A =R =

b - ay(x,A,) dF_(A)
B, [wx)w®(x,2)ax = k(x) —5;

r B* 0.

b
da A

x=
A'= -
(3.13)
Como o lado esquerdo da equagdao acima é diferente de zero,
para BO # 0, implica que sz(;\)/dA, para A = A,, & ndo nulo e
consequentemente, A, tem multiplicidade um.
Quando Bo =0 = Efé;lfll - 0 e FZ(A) = Bl gﬂéﬁLil

x=b

assim, procedendo da mesma maneira, a equag¢do (3.13) torna-se

5 2 dF_(2)
B, J Wi wPexa) ax = - k(b) w(b2) —=
: A=A,
‘ (3.14)
Como o lado esquerdo a equagdo acima & diferente de zero, uma
vez que |80| + IB:' # 0, conclui-se que A,, neste caso particular

também tem multiplicidade um =

3.1.3. Comparag¢dao entre Fungdes Oscilantes.

Teorema 3.10. Sejam v (x) e wa(x) A

([a,b],R) duas solugdes
reais linearmente independentes da equagdo diferencial (3.1b).
Supde-se que wl(x) anula-se no minimo duas vezes em [a,b]; sejam

X e X dois zeros consecutivos de ¥ (x) naquele intervalo. Entaéo




wz(x) anula-se no minimo uma vez no intervalo aberto (x ,x%,) .
Demonstragdo: Primeiramente, wa(x) nao pode anular-se en X, ou x,
uma vez que o Wronskiano de wl(x) e wz(x) seria nulo neste ponto e
consequentemente em todo o intervalo, contrariando a hipétese de
independéncia linear. Suponha-se entdo que ¥, (x) ndo anula-se em
nenhum ponto pertencente ao intervalo (xl, xz). Desta forma
v, (x) /¥, (%) é continua e possui derivada continua em [a,b], e
anula-se nas extremidades deste intervalo.

Portanto a derivada de wl(x)/wa(x) deve anular-se no minimo
uma vez em (xl, xz). Assim

ay, (x) ay,, (x)

1
v, (x) V(%) —g— = ¥, (®) —q5—

d =
a_}z [ wa(x) - watx)
2

(3.15)

onde o numerador, do lado direito, & o Wronskiano de wl(x) e wa(x)
que nao pode se anular em [xi, xz]. Esta contradigao prova que
wz(x) deve anular-se no minimo uma vez em (xl, xz). Adicionalmente
pode-se estabelecer que wz(x) ndo pode ter mais que um zero em
U%,xz), pois caso contrério wl(x) teria no minimo um zero entre
O0s zeros de wz(x) , e consequentemente X, e X ndao seriam zeros
consecutivos. Desta forma conclui-se que os zeros de duas solugdes
linearmente independentes da equagdo diferencial (3.1b) separam-se
uns dos outros, consecutivamente =

Teorema 3.11 (Sturm, 1836) - Sejam duas fungdes distintas wl(x) e
v,(x) ¢ 8”([a,b],R). Se neste intervalo Y,(x) tem mais zeros
que wi(x), entdo diz-se que wz(x) oscila mais rapidamente que
wl(x) em [a,b]. Quando uma fung¢do tem no maximo um zero em [a,b]
diz-se que & ndao oscilatéria em [a,b]. Entdo as solugdes de

d_

= (ko0 B - g v =0, 90 < ® (3.16)

dx

gque oscilam em [a,b], oscilardao mais rapidamente quando k(x) e
g(x) diminuirem.
Demonstragdo: Sejam

3 i il o = 351
& [0 =] - a0 w00 = (3.17a)
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av, (x)
F [x.00 =] - 9.0 v (3.17b)

onde k (x) = k,(x) > 0, g (x) = g (x), |g,(x)] + |g,(x)| = 0 em
[a,b].
Considere-se a férmula de Picone (1909)

¥
d 1 r '] —
dx [ l,b_z (kiwlwz - kaw1w2)] =

’

2
= (9,7 G+ (= k) WD+ x, (0] - v, f] i1 (35 18}

que integrada sobre o intervalo [x,,%], resulta

¥, 4 X
[E; (kxwlwz € k2$1w5)]x =
1

r

2
[(9,- 908 + - k) x, (w) - v, 52]] ax. (3.19)

1 2

Sejam os limites de integracgédo X e X tomados como dois zeros
consecutivos de wl(x); e suponha-se que wz(x) nao tenha zeros em

[xi, xz].

O lado direito da equagdo (3.19) é positivo e o esquerdo é
nulo. Esta contradigdo prova que wz(x) tem no minimo um zero no
intervalo [x,, Xx,)]. Portanto wa(x) oscila mais rapidamente que
wl(x) em [a,b].

O resultado do teorema mantém-se quando wz(x) anula-se em uma
das extremidades do intervalo ou em ambas. Como exemplo suponha-se
que wz(x) anula-se em x = X, . Assim faz-se necessdria uma pequena

adaptag¢do no lado esquerdo da equag¢do (3.19), como segue

1i e Ky’ ky ')} = 1i ' 2)) -
Y { "R (k¥i¥, - 2¢’1W2)} = {wl[klwl = k¥, w_]} &

X=X 2 X% 2
) § 1

r

; 2 T2

= - l1lim {kzw1 v
x—)x.l 2

} i kz wiw; x:xl

Neste caso particular, o teorema mostra que wz(x) anula-se
novamente antes que wl(x). Entdo diz-se que wz(x) oscila mais
rapidamente que Y (x). Para o problema de Sturm-Liouville,
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g(x) = d(x) - A w(x), e assim, quando A aumenta g(x) diminui e
consequentemente a oscilagdo da autofungdo aumenta =

Teorema 3.12 - Sejam g = T}nb]g(x), k = T}nb]k(x), G = Téxmg(x),

K = péx k(x) e ¥(x) e ‘%

Entdao V¥(x) serd ndo oscilatéria se

([a,b],R) solugdo da equagdo (3.16).

2
m

< T r
(b-a)®

(3.20)

e oscilatéria se

2
L4

(b-a)? '

Demonstragdo: Em consequéncia do enunciado tem-se

-gz

G =2 g(x) =z g para x € [a,b].

Considere-se a equac¢do diferencial

%ﬁ [k g%éﬁl] - g ¥(x) =0

pode ser rearranjada para

a’y (x)
dx?

E ¥(x) =0 (3.22)

As solugdes da equagdo diferencial (3.16), pelo Teorema 3.11,
ndo oscilam mais rapidamente em [a,b] que as solugdes da equacao
diferencial (3.22). A equagdao (3.22) pode ser resolvida de

imediato e apresenta as seguintes variantes:

172 1/2

a) Se g > 0 a solugdo é ¥(x) = a exp [(%) X] + azexp[-(%) x];

que tem no maximo um zero em ([a,b]. Se g = 0 a solugdo é
¥(x) = a1+a2x, que tem no médximo um zero em [a,b]. Entdo, se g = 0
a solugdo da equagdo (3.22) é ndo oscilatéria. Isto implica que se
g(x) =z 0 em [a,b], as solugdes da equagdao (3.16) sao nao

oscilatérias.

1/2 1/2
)

b) Se g < 0 a solugdo & ¥(x) = asen[(- }%) x] + ajcos[(- % x]

entdo o intervalo entre dois zeros consecutivos é mn(- 5)1&. Se,
entretanto m(- g)”2 > |b-a| esta solugdo ndo terd mais que um
zero em [a,b]. Consequentemente, as solugbes da equagdao (3.16)

serdo ndo oscilatérias quando




(b-a)®
Considere-se também a equacdo diferencial

d av (x)
ax | dx

que pode ser rearranjada para

K ] - G¥(x) =0

2
a¥(x) _ S ¥(x) =0 . (3.23)

dx2

As solugdes da equagdo diferencial (3.16), pelo Teorema 3.11,
oscilam em [a,b] no minimo tdo r4pido quanto as solugdes da
equagdo diferencial (3.23). Para G =2 0, da mesma maneira gquando
gz 0, ¥(x) & ndo oscilante. Para G < 0, da mesma maneira quando
g < 0, ¥(x) é& oscilante, e o intervalo entre os zeros consecutivos

de ¥(x) é mn(- g)uz. Assim, uma condigdo suficiente para que as

-

solugdes da equagdo (3.16) tenham, no minimo m zeros em [a,b] é

que

mmnu (- g)uz < |b-al] .

2_2
m

Heea,
K

(b-a)®

Em particular, uma condigdo suficiente para que a equagao

(3.16) tenha uma solug¢do que oscile em [a,b] € que m = 1, ou

2
_gz"_.

(b-a)?

Teorema 3.13 - Sejam as equagdes diferenciais

. ay, (%) -
KX)o | & N IEIR (5] =0 e e [agb]
(3.24a,b)

- ay, (x)
Lkz(x) —dx | i ga(x)k’f?_(x) 0, xe [a,b];

sujeitas as seguintes condigdes iniciais
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v, (a)
(3.25a,b)

v, (a)

onde-
k, (X) = k(%) >0, g (x)=g,(x) ey (x), ¥, ¢ €7 ([a,b],R).

Sejam também as seguintes hipdteses:

a)|oc0|+|al|=0,|{30|+|31|¢0,a0,a B B. € R.

¢ Sol Ty

ak (a) Bk (a)
b) oax £ 032 a1 - g 31 2 0.

1 1

c) A identidade gl(x) = ga(x) = 0 nao ocorre em nenhum
subintervalo de [a,b].

Se wl(x) tem m zeros no intervalo (a,b], entao wz(x) tem no
minimo m zeros no mesmo intervalo, e o i-ésimo zero de wz(x) é
menor que o i-ésimo zero de wl(x).

Demonstragao: Sejam X XyreoesX X os zeros de
w:“q' X € [a,b]; enumerados de tal forma que a < X, <X, <...= b.
Pelo Teorema 3.11 tem-se que a cada par de zeros consecutivos X e

X i=1, 2,...,m1, existe no minimo um zero de szx). Isto

’
illn;lica que se houver no minimo um 2zero de wz(x) em (a, xl), o
teorema esta demonstrado. Se wl(x) tem um zero em x = a, isto &,
se a = 0, entao wz(x), pelo Teorema 3.11, certamente tem um zero
em (a, x ), por isto a hipdbtese a * 0. Utilizando a férmula de

Picone (Teorema 3.11) em [a, xl], tem-se

[V’z[k1 ':{z% =i %]]:l e ri (9,- 9,) viax + r‘ (k,- k) (¥!)%ax +

1
a a

Wi, - vy)®

+Ilk ax ,
2 2
a lﬂz

sendo o lado direito da equagdo acima positivo e o lado esquerdo

torna-se




@ B

1

¥i(a) Y’ (a) 3 k (a)a, k_(a)B,
-w(a)[k<a)m-k(a)wa)]=l()[ : ] -
que €& nao positivo, em consequéncia da hipdtese b. Esta
contradigdo prova que existe no minimo um zero de wz(a) em (a,x”,
confirmando o teorema =

Se os zeros da solugdo da equagdo diferencial (3.24a) sujeita
d condigdao inicial (3.25a) sdo marcados em um segmento de reta AB,
onde o ponto A coincide com x = a, e B com x = b (a < b), entdo o
efeito de se diminuir k(x) e g(x), porém mantendo fixo e a, é
que os zeros de witx) desloquem-se del B em diregdo a A. Quando
k(x) e g(x) diminuem continuamente, ocorre uma situagcdo em que
um novo zero de wl(x) ocorrera no segmento AB, aparecendo
inicialmente no ponto B. A continuagdo do processo de diminuigédo
de k(x) e g(x), provocarao um deslocamento do novo zero de B em
diregdo a A, até a ocorréncia de um novo zero, e assim
sucessivamente.

No problema de Sturm-Liouville, g(x) = d(x) - A w(x), assim
quando A aumenta continuamente, provocard o aparecimento discreto
de zeros na solugdao da equagdo (3.1b).

Teorema 3.14 - Seja c¢c € [a,b] que ndo & zero da solugdes das
equacgdes (3.24a,b) e (3.25a,b). Se c & tal que wl(x) e wa(x) tem o
mesmo nGmero de zeros no intervalo (a,c) entédo

k (c) ¥/(c) Kk, (c) ¥ (c)
N0 I N (=) {225)

Demonstragdo: Seja um 2zero em X, imediatamente antes ao ponto

-

c. De acordo com o Teorema 3.13, este & necessariamente um

zero wl(x). Utilizando a férmula de Picone em [xl,c] resulta

[w (x) [k (x) ﬁ‘ﬁﬁi = K, (0 3 g: ]]

v (c) v:(c)
k(C)m>k(C)w(c)].

Se wi(x) e wa(x) ndo possui qualquer zero em [a,c] entdo
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aplicando a férmula de Picone em [a,c] resulta

[0 [x, 00 i - % INERE

v [x (o) ;——% = k,(e) i EZ: )]

Vi (a) V! (a)
> [v2@ [k, 2 7. Ty (353 iy ]

Pela hipdétese b) do Teorema 3.13, tem-se que

Vi (a) v:(a)
v (a) [k, (a) Py T (@ W]

assim a equagdo (3.27) torna-se

v (c) v (c)
st Pelerc= {330

No sistema formado pelas equagdes (3.24a) e (3.25a) o efeito

de se diminuir continuamente k(x) e g(x) é& que Y’(x)/yY(x), em

qualquer ponto de [a,b] que ndo seja originalmente um zero de
Y(x), diminui até tornar-se um zero de Y(x).

Teorema 3.15 - Seja o sistema formado pela equacgdo diferencial

& [k LA - geapxa) =0, xeab],  (3.28)

e pelas condi¢des de contorno

ay(x,A)

aow(a,h) + o, A%

(3.29a,b)
By (b,a) + g RLK2)

x=b

sujeito as segquintes condig¢des adicionais:

a) k(x,A) e g(x,A) sdo fungdes reais monotdnicas decrescentes de A;

b) g(x,A) & ndo identicamente nula em nenhum sub-intervalo finito
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de [a,b];
c) G(A) = max g(x,A), K(A) = max k(x,A), g(A) = min g(x,A) e
[a,b] (a,b] (a,b]

k(A) = min k(x,A), sdo fungdes reais continuas monoténicas
(a,b]
decrescentes de A no intervalo (M, A2);

o
d) -k(a,A) &2 é uma fungdo monotdnica decrescente de A;
1

e) k(b,A) EE é uma fungdo monoténica decrescente de A;
1

f) i € o nGmero de zeros em (a,b) da fungdao que satisfaz o sistema
formado pelas equagdes (3.28) e (3.29a);

g) m € o nGmero de autovalores que satisfaz o sistema formado
pelas equacgdes (3.28) e (3.29a,b).

Entdo este sistema tem um nGmero infinito de autovalores (A)
os quais nd3o possuem um limite & direita, i.e. A2v+wo. Para cada
inteiro m = i, existe um e somente um autovalor (A,), ao qual
corresponde uma autofung¢dao com (m+l1l) zero em (a,b).

Demonstragdo: A equagdo diferencial (3.28), tomada conjuntamente
com a condigdo (3.29a), tem uma e somente uma solugdo distinta,
Y(x,A). A jungdo desta solugdo com a segunda condigdo (3.29b)

fornece a equagdo caracteristica ou auto-condigao

£(A) = BW(b,A) + g LEA| — o, (3.30)

x=b

cujas raizes sdo os autovalores.
Demonstrou-se no Teorema 3.12 que se, para dqualquer valor
particular de A, a equagdo (3.28) é& tal que

2_2
m

>

- (b-a)?

entdo para aquele valor de A, a equagdo admite uma solugdo real,
satisfazendo a condigdo (3.29a), e tendo no minimo m zeros em
[a,b].

Da equag¢do acima implica que

lim {'-' -ﬁ—%%} 5> + o,
m->+eo

como K(A) > 0, e considerando a condigdo adicional c, e as




condigbes para oscilagdo de fungdes em [a,b], resulta

lim (A) > + w : (3.31)

m=3+00

Nas condig¢gdes do Teorema 3.7, demonstrou-se que A = 0 e pela
equagdo (3.31) tem-se A < + o, assim [/'\1, /\2) = [0, + »).

Seja A € [Al, Az), submetido a um acréscimo a partir de
um nGmero arbitrariamente préximo de Al, e que a solugéao
considerada tenha inicialmente i zeros no intervalo aberto (a,b).
Quando A aumenta o nUimero de zeros aumenta, devido & condigdo
adicional a), e o Teorema 3.11. Cada zero tende a mover-se do
ponto x = b para X = a. Consequentemente, para um certo valor de
A, i.e. A = Mo, a solugdo adquirird um novo zero, o qual aparecera
no ponto x = b e entdo deslocar-se-a4, quando A aumenta, em diregdo
ao ponto x = a. Para o valor A = pu outro zero aparecera em

i+1
X = b, e assim por diante. Entdo existe uma sequéncia de nimeros

a1’ My
um ponto limite /\2, e sdao tais que ao realizar a desigualdade

discretos, e portanto contéaveis, Mo, M ... OS dquais tém
e < & < M, as equagdes (3.28) e (3.29a) admitem uma tGniva
solugdo com exatamente (m+1l) zeros em (a,b).

Pelo Teorema 3.13, quando A varia de poa u ., a expressao
k(b,A) ¢’ (b,A)/Y(b,A) é& uma fungdo monotdébnica decrescente de A.
Este termo deve necessariamente decrescer de + w a - o, pois,
,r W(b,A) =0 e y’(b,A) = 0.

Analisa-se agora o efeito da imposigdo da segunda condigdo de

quando A = u_ ou A=

contorno (3.29b). Assume-se que pEi1 # 0, pois, caso contrario a
segunda condig¢do de contorno torna-se Y(b,A) = 0, e os autovalores

sdo ui' M1+1
Uma vez que k(b,A) y’(b,A)/yY(b,A) é& uma fungdo que diminui,

g

com o aumento de A € (,um, “mn)' de + o para - wo; e due
-k(b,2)B /B, aumenta no mesmo intervalo, existe um valor simples

de A € (um, KL ) para o qual estas duas expressdes tornam-se

m+1
iguais, i.e., para o qual a segunda condigdo de contorno é
satisfeita, bem como a primeira. Para este valor de A, nomeado
aiiita 2 sistema formado pelas equagdes (3.28) e (3.2a,b) é

compativel, i.e., admite uma solugdao que tem exatamente (m+1)

zeros em (a,b) =




Teorema 3.16 - Os autovalores do sistema formado pelas equacgdes
(3.28) e (3.29a,b) e pelas condigdes adicinonais postuladas no
Teorema 3.15, podem ser arranjados em ordem crescente de valor,
sendo denotados por Ao’ Ai,...,hm,...; se as autofungdes
correspondentes sdao wo(x,ho), wl(x,kl),...,wm(x,hm),... entédo
w_hghh) tera exatamente m zeros em (a,b).

Demonstragdo: Fazendo a seguinte hipdtese

{ (3.32)

AA
1

e lembrando que k(A) > 0, implica que g(A) > 0 na vizinhanga de

Considerando a equag¢dao de comparagao

2
d:";'" - s*(A) #(x,1) =0, x € [a,b], s°(A) = g(A)/k(A), (3.33)
X

cuja solugdo satisfaga a condigdo inicial

_ oy 99(x,2)
$(a,A) = -a , SEZA)

1 0:(‘.l s(x-a) 1 ao
P{x;A) =g (=i°Ta )ie =5 (G-tla)) e

gl (3.35)
Para valores de s(A) suficientemente grandes, i.e., para
valores de A na vizinhanga de A1' ¢(x, A) aproxima-se de
{ﬂHCOSh[S(X-a)]} que ndo possui zeros em [a,b] e portanto nao é
uma solugdo oscilante neste intervalo. Pelo Teorema 3.11 ¢(x,A) é
no minimo tdo oscilante quanto y(x,A), como ¢(x,A) & ndo oscilante
na vizinhanga de A:' Y(x,A) também ¢é ndo oscilante nesta

vizinhanga, portanto lim ¥ (x,A) ndo possui qualquer zero em [a,b].
AN

Quando aumenta-se A de A1 para Az' ocorrera um primeiro valor
A= M, onde w(b,uo) = 0. Demonstra-se agora que existe um e apenas

um autovalor Ao e (A u& e que satisfaz as equagdes (3.28) e

1!
(3.29a,b). Como ¢(x,A) e Y(x,A), x € [a,b], nd3o possui zeros em

(A, /u,) , segue pelo Teorema 3.13 que




k(b,A) ¥’ (b,A) , k(A) ¢’(b,2)
Y(b,a) ¢(b,A) :

Pela equagdo (3.32) lim sz(h) > + o, e consequentemente
AN

. ¢’ (b,A)
in { 4583} } o+ -
1

como k(A) > 0, implica

. [ k(b,A) ¥’ (b,A) "
ml{ ¥(B,%) } S U

Quando aumenta-se A de ’\1 para u , k(b,A)y’(b,2)/y(b,A)
diminui monotonicamente de + ®» para - o. Portanto o sistema
formado pelas equagdes (3.28) e (3.29a,b) possui somente um

autovalor ?‘o e (A u). Pelo Teorema 3.15 tem-se dque os

1! 0

autovalores restantes formam um conjunto enumeravel, assim
A € (uo,/\z), i=1,2,.... Também pelo Teorema 3.15, a quantidade
de zeros de w(x,hm) , X € (a,b) & exatamente m. No caso do problema

de Sturm-Liouville, g(x,A) = d(x) - Aw(x) e k(x,A) = k(x) =

Teorema 3.17 - Sejam Ae R e Y(x,A) e ¢*(ra,b],R) os
autovalores e as autofungdes que satisfazem o sistema definido

pelas equag¢des (3.1b) e (3.2a,b). Entdao o espagamento assintético,
i.e., quando VA - + o, entre dois autovalores consecutivos é

lim (V& - ‘/7‘_.;] = w(x) 172 (BE S5

Ea J IFn
bem como o valor dos autovolores pode ser expresso por

lim \/—-
m-+e w(x) 172
I [k xy!
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dependendo dos valores de o, o, B, e B,.

Demonstracdo: E necessario efetuar a seguinte mudanga de variaveis

no sistema de equag¢des (3.1b) e (3.2a,b):

w(x) 172
J k)
+ X € (a,b], z € [0,1] ;

[ e

w(x) 172
‘/_J (x)? o

Q(z,1) = [(k(x)w(x)1"* Y(x,2).
Apbés estas mudangas de variaveis o sistema torna-se
d*Q(z,u)
dz?

FL(0,1)] = ax@(0,u) + a; SRLZM)

+ (% - p(2)] Q(z,u) =0

dQ(z, u)
F [Q(1,u)] = BQ(l n) + B m——

d2 1/4
S tk(x)w(x)]
1/2 dz

_ d(x) W (x) 3
[k(x)w(x)]"*

L= =ty et

& k(x)w(x)]"?

b
2k(x)L [z—gﬁ]“z ax|

[w(x)/k(x)]”2
2 w(x). 172
|t

& kw(x) ]

b
2k(x)Ja [E&;] ax |

AV
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- 5 [w(xuk(xn‘”
1t w(x), 172
L [y ]

Percebe-se pela equagao (3.38b) que lim u - 4o, assim
A+
lim [.m2 -p(2)] » u®, portanto a equagdo (3.39) torna-se
A+

x=b

2
gt i) z'“) + u® Q(z,u)
dz

cuja solugdo geral é
Q(z,n) = A sen(uz) + B cos(uz). (3.42)

Substituindo a expressdo (3.42) nas condigdes de contorno
(3.40a,b) obtém-se a auto-condigcdo nos moldes das equacgdes
(3.4a,b), (3.5) e (3.6), que & expressa por

- - L ] L ] " * » LR 2
Mlee, B, = Bl cos(u) = [aB + aBu"] sen(u). (3.43)
Em fungdo dos valores de a;, a:, B;, B: esta equacgdo apresenta
as seguintes possibilidades:
a) Se (a: B; - B:a;) = 0, implica de imediato que sen(u) = 0 e

portanto o= O oo Uit L A€ N. Utilizando a equagao

(3.38b) resultam os autovalores assintéticos

I [w(x) 172
k(x)

e o espacamento assintético entre os autovalores

VA

b * L] L I ] L]
) Se (o(1 80-131010)==Oecc1

reestruturada da seguinte forma

a equagao (3.43) pode ser

_ i | L ] % Bo
cotg(u) = ——; T | % Bt —5 ' (3.44)
a B, - B

o
10
quando u - +o = |a;B;/u| - 0, |rx:B:u| 5> +o e |cotg(u)| - +o,

implicando de imediato que sen(u) = 0 e portanto p = mm, e

AV
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m € N. Procedendo da mesma maneira do item

X) ,1/2 %

2 w(x),1r2
L Gyl O

L] L ] L I
c) Se (txl BO - fﬁao) # 0 e a: B: = 0, na equagao (3.44) quando
L > +o = |a;B;/u| > 0, |a

131

imediato que cos(u) = 0 e portanto .= % + mmoe g -H= T,

m € N. Procedendo da mesma maneira dos itens a e b, tem-se

u| » 0 e cotg(u) » 0, implicando de

L
= +mn

Vi = z

" » w(x). 172
L o)) PO

VA - VA = R

4 J‘ [w(x) 1/2
k(x)

3.1.4. Problemas de Sturm-Liouville Singulares.

Nas equagdes (3.l1la,b) os coeficientes variaveis k(x), w(x) e
d(x) satisfaziam certas condigdes sobre o intervalo fechado [a,b].
A expressdo problemas de Sturm-Liouville singulares refere-se aqui
a determinada classe de problemas em que as fungdes k(x), w(x) e
d(x) satisfazem as condigdes previamente estabelecidas, porém
apenas sobre o intervalo aberto (a,b), e que pelo menos uma destas
fungdes ndo satisfaz as condigdes em um ou ambos os pontos do
contorno.

Para algum caso objetivo de problema de Sturm-Liouville
singular faz-se necessirio repetir toda a andlise efetuada até o
momento para verificar quais propriedades mantém-se e quais outras
sdo obtidas (BOYCE, 1979: 518).

.l".t
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3.2. Expansdo em Série de Fungdes Ortogonais.

Apresenta-se agora os principais teoremas sobre a expansido de
fungdes em série de fungdes ortogonais. Este texto é uma
sintese/adaptagdo dos livros de BOYCE (1979), HILDEBRAND (1962),
LIMA (1983), SANSONE (1959) e SHILOV (1974).

3.2.1. Fungdes Quadrado Integréaveis.

Os conceitos sobre teoria de integrag¢do aqui mencionados podem
ser encontrados em APOSTOL (1974), BARTLE (1976), GATICA (1977) e
LIMA (1989).

Uma fungdo possui uma dada propriedade em gquase todos os
lugares (eqtl) de um conjunto I = [a,b] se possui esta propriedade
em todos os pontos de I exceto em um conjunto de medida nula.

Se I & um conjunto mensurdavel de pontos de uma linha reta,
Y(x) & uma fungdo definida eqtl em I e wz(x) é integravel, entao
Y(x) é& dita quadrado integravel em I. Assume-se no restante do
capitulo que o conjunto mensuravel I é de medida finita.

Teorema 3.18 - Se wl(x) e wz(x) sdo duas fungdes mensuraveis
quadrado integraveis em I, entdo o produto de ¥ (x) e ¥ (x)
também integréavel em I.

Demonstragdo: Como II wl(x) wa(x)dx < J}|w1(x)w2(x)|dx, é
suficiente mostrar que |w1(x) wa(x)| é integrdvel em I. Como
(v, (x) | =] v, (x) )% = ¥i(x) + ¥o(x) = 2|y, (x) ¥,(x)| = 0 implica

|w1(x) wa(x)] < -12- {wf(x) +wz(x)} eqtl em I e desta forma [w1w2|

admite um majorante que & integréavel =

Corolario - Se wi(x) € uma funcdo quadrado integravel em I,
entao wi(x) é integréavel em I.

Demonstragdo: Considerando que a constante 1 & quadro
integravel em I, desta forma, pelo Teorema 3.18, o produto
1.y (x) = ¥ (x) é integravel em I =

Dagqui em diante, quando ndao houver possibilidade de equivocos,

as fungdes wl(x), wz(x),...,wn(x) serdo designadas apenas por
wl' w2f0011wn’ n € [N.




Teorema 3.19 - Se ¥, V¥, ,...,¥ sdo fungdes quadrado integréaveis
em I, e C, CyreeesC, sdo constantes, entao clwl + czwz +...+cnwrl
é fung¢dao quadrado integravel em I.

Demonstragdao: Uma vez que

2l n
(ciw1 + czwz + ... + cnwn) = W )J:=1 cicjn,biwj (3.45)

e que o segundo membro & integravel, segue que o primeiro membro é
integravel em I =

3.2.2. Fungdes Linearmente Independentes.

As funcgodes w1' w,...,wn sdo ditas linearmente dependentes em

2

I se existe n constantes C,r Cyyee+,C, nNem todas nulas, para as
n

2
quais a fungdo c1w1 + °a¢z+-'-+ cnwn é nula eqtl. Se tais
constantes ndo existirem, as n fungdes sdo ditas linearmente

independentes.

Teorema 3.20 - Uma condigdo necessaria e suficiente para as

fungdes wl, 1] ,...,wn quadrado integréaveis em I, serem linearmente

2
dependentes em I, relativamente a w(x) > 0, também quadrado

integravel, & que o determinante de Gram (1883)

flwwfdx Fwp Y dx ... S wpy dx
2
wawawldx Ilwwzdx s sis J‘lwwzwndx

T T RN B

2 . . .

Swp g dx S wyyodx ... Ilwwidx

anule-se.
Demonstragdo: A condigédo é suficiente. De fato, se
G(wl,wz,...,wn) = 0 é possivel encontrar n constantes

C,r Cype++,C_, NEm todas nulas para as quais
n

] =l'2’l“'n'

Plj = II w(x) wl(x) WJ(X) dx.

F(x) & definido por F(x) =




J}w ij dx

n n
I cJ IIw ij dx = J‘Iw )J:=1c’wj )[:ﬂclwidx = J‘Iw F? dx,
(3.47)
entdo Fa(x) e consequentemente F(x) & nulo eqtl em I.
Reciprocamente, se as funcgdes wl, wr...,wn sdo linearmente

dependentes em I, existira um sistema de constantes C» C,re-e4C,
n

nem todas nulas de tal forma que } cloll;i = 0 eqtl em I. Disto
1=1

segue

j=1’2’000’n

0=Jwl cy dx =] c, v wle dx = ?:1 L

i=1 1=1

(3.48)
e portanto G(wa' wa,...,wn) =0m

Teorema 3.21 - O pdésto da matriz correspondente ao determinante
G(¥,, V¥,

independentes. Se o pésto é r = n, r € N, entdo existem r fungdes

,...,wn) fornece o nimero maximo de fungdes linearmente

sdo linearmente independentes, e as outras (n-r) fungdes séo
linearmente dependentes destas.

Demonstragdo: Seja r o pésto da matriz correspondente ao
determinante de Gram. Sem perda de generalidade, assume-se que ©
pésto é& formado pelas primeiras r 1linhas e pelas primeiras r
colunas. Caso contrario, apdés uma sequéncia de permutas de linhas
e de permutas de colunas, chega-se ao enunciado da frase anterior.

Uma vez que as fungdes w1' w,...,wr sdo linearmente independentes

2
segue que G(wl, wz,...,wr) # 0. Como o poésto é& r segue que

G(w1'wz"“'wr' ¥y ) = 0, 3jJ = 1,2,...,n-r; implicando, pelo

r+j

Teorema 3.20, que cada fungao wnj é linearmente dependende de w“

Vyreonr¥,.

2

Teorema 3.22 - Se as fungdes wi, w,...,wn, quadrado integraveis

2,'00,wn) > 0-

Demonstracgao: Para as constantes €+ C,ye-+,C, nem todas nulas
2 .

(clw1 + czwi+...+cnwn) > 0, eqtl em I. Assim

2
em I, sdo linearmente independentes, entdo G(wl, /]

2
J'I w(cly,!;1 + c2w2+...+cnwn) dx > 0




e consequentemente a forma quadratica em Cir CyreeesC
n

Cﬁﬂ II W wiwj dx > 0
e seu determinante é G(wl,wz,...,wn) >0 m

Dos Teoremas 3.20 e 3.22 segue dgue se wl,wz,...,wn sao
quadrado integraveis em I, entédo G(wl,wz,...,wn) = 0, sendo que a

igualdade vale apenas para os casos em que as fun¢gdes consideradas
sdo linearmente dependentes em I.

Teorema 3.23 - Se uma fungdo Y(x), definida em I, é quadrado
integravel, entao

(v ¥(x)dx)® = M(I) rw ¥®(x)dx, onde M(I) = I w(x)dx.

Demonstracdo: Sejam as fungdes wl(x) e watx) quadrado integraveis
em I. Como

S v (x)dx SW ¥ ()Y, (x)dx

G(Y,,¥,) = .
J}w wl(x)wa(x)dx J}w wa(x)dx

G(Y,,¥,) = W ¥; dx Sw Yl dx - (Sw y, ¥, dx)® = 0
assim
v v, dx)® = Fw oyl dx S wi dx. (3.52)
Fazendo wl(x) = Y(x) e wz(x) = 1 na equagdo (3.52), resulta
(S, W(x) ¥(x) dx)® = M(I) 5w (x) v (x) dx = (3.53)

3.2.3. Introdugdo ao Espago de Hilbert.

Denomina-se um Espago Real de Hilbert, ou simplesmente espago
H, o conjunto de todas as fun¢gdes que sao quadrado integraveis em
I. Duas fungdes sao consideradas, como o mesmo elemento de H se

sdo iguais eqtl em I. Qualquer uma das fun¢gdes deste conjunto sera




um ponto de H. A fungdo que anula-se eqtl em I & a origem de H.
Dois pontos wl(x) e wz(x) sdo distintos em H sSe wl(x) e wz(x) sdo
diferentes eqtl em I. Se wl(x) e wz(x) sdo dois pontos de H,
denomina-se distdncia entre estes pontos a raiz quadrada positiva
de .n w (wl— wa)zdx; consequentemente se d & a disténcia entre
wl(x) e wz(x), entdo d =z 0 e

a = Fow(x) [ (x) - v, (x)1%dx. (3.54)

-

Se Y(x) e ¢(x) sdo dois pontos distintos de H e ¢ & distinto
da origem, chama-se linha reta passando através dos pontos yY(x) e
¢(x) a totalidade dos pontos Y (x) + v¢(x), onde vV € (-», +w).

Considere-se a linha vy(x) passando pela origem; os pontos
desta 1linha que estdo a uma distdncia unitaria da origem
correspondem a valores de v para os quais V%} w(x) wz(x) dx = 1;
consequentemente, existe na 1linha vyY(x) somente dois pontos
vx) /15, w v* ax1'® e - y(x) /1S, W v® dx)'’?, os quais estdo a
uma disténcia unitéaria da origem.

Uma fungdo ¥ (x) quadrado integrdvel em I & dita normal ou
normalizada em I se

Fow(x) ¥¥(x) ax = 1. (3.55)

As fungdes normais em I sdo todos os pontos, e somente aqueles
pontos de H que estdo a uma distédncia unitaria da origem.
Normalizar uma fung¢do Y (x) quadrado integravel e ndo nula eqtl
em I, significa determinar um fator c para o qual cy(x) €& normal
em I. Os valores de c que satisfazem esta condigdo sé&o:
c =i = — . (3.56)
(J, w(x) ¢~ (x) dx]

Seja vy (x) e €¢(x) duas linhas de H, passando pela origem; da
desigualdade (3.52) tem-se

(F, w(x) ¥(x) ¢(x)ax)* = J w(x) y*(x)ax J w(x) ¢°(x)ax,

disto segue a existéncia de um nGmero w € [o,m], de tal forma que

I, w(x) ¢(x) ¢(x) dx
cos(w) = = 2 i (3.57)
[J, w(x) ¥7(x) dx J w(x) ¢ (x) dx]

O nGmero w € [0,m] que satisfaz a equagdo (3.57) & denominado




de angulo entre as duas 1linhas vyY(x) e €¢(x) em H. Caso
J‘lw(x)w(x) ¢(x)dx = 0, implica que w = m/2. Diz-se, neste caso,
que as duas linhas vyY(x) e €£¢(x) sdo ortogonais em H, em I. A

condigdo necesséiria e suficiente para w = 0, m é

(, wix) ¥(x) ¢(x) ax)® = [ w(x) ¥*(x) dx J w(x) ¢°(x) dx,
(3.58)
implicando que as fungdes Y (x) e ¢(x) sdo linearmente dependentes.

Teorema 3.24 - Se ci1 e d2 sdo as disténcias de dois pontos yY(x) e
¢(x) de H, até a origem, se w & o &ngulo de duas retas vy(x) e
£p(x), e se d é a distdncia entre os pontos Y (x) e ¢(x) entdo

2 42 2 _
d® = df + d] - 2dd, cos(w). (3.59)
Demonstragdo: Da equagdo (3.54) tem-se
a® = S, w(x) yE(x)ax + Fw(x) $°(x)dx - 2 [ w(X) ¥(X) ¢(x)Ax

IIW!Jqudx

172

a® + a% - 2[5, wplax)' . weldx)'?
1 2 I 1 [II wwadx I lw ¢2d)(]2

(3.60)
assim

d°=ad°+d° - 2dd cos(w) =
1 2 1 2

Teorema 3.25 - Seja wl, wz,...,wn, fungdes quadrado integraveis em

I e seja ¢1, ¢ ,...,qbn, fungdes definidas pela seguinte equacgéao

2

$,(x) =L b ¥ (x), (i=1,2,...,n)
Jj=1

onde blj sdo constantes de tal forma que B = det[b”] # 0. Entao

G} . yonnsd ) = BGIY, , Wiitene ¥ )
Demonstragdo: Seja

e II w¢l¢} dx = f:“§=1b1k v, )m:=1bjm Y dx =

ik bu: bjm ‘rl W wk wm dx,

k=1 m=1

fazendo c = J w ¥y ¥ dx, resulta
km I k m




e consequentemente

BG(Y,, ¥,/ -+.,¥) = det [b ] det [c ] = det [b:k],
e

BG(¥,,¥,,---,¥,) = det[b Jdet(b ] = det[c, ] = G(4,,8,, ---,8 )n

(3.61)

Teorema 3.26 = Se Y wﬂ""wmq'wn sdo fungdes quadrado

1f
integraveis e 1linearmente independentes em I, existe wuma
combinag¢do linear delas que é ortogonal a wi, wa,...,wnq.

Demonstragdo: Escrevendo-se

6 (X) =7 Y (X) + ¥ ¥, (X) +oout ¥ ¥ (X),
c,, =5, w(x) ¥, (x) ¥ (x) ax,

b =t w(x) ¥y (x) ¢ (x) dx,

e considerando a ortogonalidade de ¢n(x)
implica !
n

?_111 c,,=b =0, 3=1,2...,n1.

n
O teorema estard demonstrado se [ |7 | # 0.
i=1

Como W“ wz""’wm:'wn sdo linearmente independentes tem-se

que G(W,, ¥, ---,¥ ) * 0 e G, ¥,
a equagao (3.62a) por w(x)¢n(x) e integrando em I, tem-se v pela

,...,wn) # 0. Multiplicando

expressao

Iow q&:(x)dx =7 JW(x) ¥ (x) ¢ (x)ax, (3.64)

assim a equac¢do (3.63) pode ser rearranjada para formar o sistema
linear de equacgdes

1 2 3 4 9 6 7 Ellr]t;s;F) 12 13 14 15 16 17
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1,2,...,1]-1, (3-65)

que possui (n-1) equagdes e (n-1) incdgnitas, sendo ndao homogéneo,
uma vez que ¥ * 0 (equagdo (3.64)); e ndo singular uma vez dque
det [c, ] = G(¥, ¥

n
possui solugdo ndo trivial de tal forma que ):]71| # 0. Portanto
: i=1

2,...,;0“_1) # 0; por conseguinte o sistema

existe ¢ (x) = 0 =

Teorema 3.27 - Sejam “’1' wz,...,wn, fungoes linearmente
independentes e quadrado integrédveis em I; seja p, @ distéancia
de wl(x) a origem; ¢, (x) a combinagdo linear de v (%), wa(x) e
ws(x), normal e ortogonal a wl(x) e wz(x); ¢4(x) a combinagao
linear de wl(x), wz(x), wa(x) e wa(x), normal e ortogonal a wl(x),
wz(x) e ws(x) Siaiae ¢n(x) a combinagdo linear de w1(x), wz(x),...,
wn(x), normal e ortogonal a wl(x), wz(x),...,wn_l(x). Entao tem-se
a sequinte expressao

G(W, ¥ 0 s¥) = PP P seN° (Y, ¥ ) cos® (¥, 8 ) cos®(¥,,9,) . .

cosz(wn,¢n), (3.66)

onde o termo (wn, ¢n) representa o adngulo entre estas duas fungdes
em H.

Demonstragdo: Da equagdo (3.62a), uma vez que v ¢ 0, tem-se

[/

an sdo constantes nem todas nulas.

Yo%) = a¥ (x) + ay (x) + ...+ (x) +ag (%),

a(n-—‘l) (n-1)

onde “1' O pene @ oy

Multiplicando por w(x) ¢ (x) e integrando sobre I, tem-se

o« =5 w(x) ¥ (x) ¢ (x) dx ,

2 2 172 II Y wn ¢ndx
an N ['rl n wndx 'rl W ¢’ndx:I 2 2 1/2 ]
J, wydx J w¢ dx]

= P .cos (¥, §)s
Quando efetua-se a transformagao linear que leva
(1 TR

transformagdo é o, assim pelo Teorema 3.24 resulta

i gbn) em (l.’;1 ,wz, B ,w{n_“ ; wn) o determinante da




Gy Wyreeea¥ [o¥) = P2 cos® (W, @) G Wyreees¥, | 19),

e considerado que qbn(x) é normal e ortogonal a wl,wa,...,w
tem-se

(n-1

(n-1)'

G(W, Wyreee ¥ 1)08,) = G, Vy0eee¥, ),

(n-1)

e consequentemente chega-se & férmula de recorréncia

G, Wyreees¥y oY) = P, COS (U, 8 )G, W, eeer¥, )

(3.67)
Isto implica

GV, eees¥) = PP ...p5 cos’(Y ,¢) cos’(¥_ ,¢)

n n-1 n=-1

cov cos®(¥,8) G, ¥,),

GV, ¥,) = Sw yi dx Sw Y] dx - (Sw Yy, dx)°

J}w wiwz dx ]2} p2 p2
W wf dx [ w wf dx)'/? Le

= [1 - cos®(y,, ¥,)] P P>

G, ¥,)] = 9] o, sen’(¥, ¥,) ;

G(Y, 1 ¥Wyseer¥) = Pipoe..p- sen’ (¥ ) cos’ (¥ ,9.)

B cosz(wn,¢n) .

Teorema 3.28 - O determinante de Gram de n fungdes normalizadas é

menor ou igual & unidade, e se & igual & unidade, as fungdes sdo
mutuamente ortogonais.

Demonstragdo: Sejam wl, wz,...,wn fungdes normalizadas, entédo
pa =1, i =1,2,...,n. Considerando que pf = senz(wl,wz) = b

1
cosz(wl, ¢1) = 1, entdo, pela equagao (3.66) resulta
G(Yys¥yreeer¥) = 1.

pPara G(Y ,¥,,...,¥) = 1 & necessdrio que sen(y,y)) = 1,
cosz(w3,¢3) s e cosz(wn,¢n) = 1. De sena(wl,wz) = 1 implica




que W; e ortogonal a wz. De cosz(w3,¢3) = 1, segue

UW(x) W (x) ¢,(x) dx)® = Sw(x) Y] dx Su(x) ¢3(x) dx,

como Y _(x) e ¢.(x), sdo linearmente dependentes, i.e.,
$,(x) =2y (x) + 7. ¥ (x) + 7 ¥ (x), |v]| + [v,] + |v,] # 0, e por
definigao ¢, (%) é ortogonal a wl(x) e wz(x), portanto y_(x) e
ortogonal a wi(x) e wz(x). E assim por diante =

3.2.4. Aproximagdo Linear de Fungdes.

Um sistema de fun¢gdes mutuamente ortogonais e normais é& dito
um sistema ortonormal e as fungdes sdo chamadas ortonormais.
Teorema 3.29 - Sejam w1' wz,...,wn fungdes quadrado integréaveis e
linearmente independentes, em I, entdo existird n combinacgdes
lineares delas, as quais sdo ortonormais.

Demonstragdo: Pelo Teorema 3.26 existe n fun¢gdes normais
¢l(x), ¢2(x),...,¢n(x), de tal forma que

1
¢ (x) =L ¢, ¥ (x), i=1,2,...,nj ¢c =*0;
: J=1

II w(x) ¢i(x) ‘f’j(x) dx = 0, i= 1,2,...,n, j =1,2,...,1-1;

S w(x) ¢2(x) dxr=ulcso] =312, 7N

As fungodes q&l, ¢ ,...,qbn sdao mutuamente ortogonais; de fato

2
para i < j

I, wi(x) $,¢, dx = J, i lclm Swe Yy dx=10=u

(3.69)
Considera-se agora o problema de determinar uma combinagdo
linear (ciwi(x)' + cy (x) + ... + cy (x)) de n fungdes
v, ¥,

distdncia minima de outra fungdo F(x), também quadrado integréavel

,...,wn, quadrado integraveis em I, a qual tenha uma

em I. Este procedimento é& denominado a melhor aproximagdao na

-

média, de F(x) relativamente a combinagdo linear de wl,wz,...,wn.

Teorema 3.30 - Se F(x) é quadrado integravel em I, e
wi(x), wz(x),...,wn(x) sdo ortonormais em I, a combinagdo linear




n
) c, wi(x) na qual c, sdo os coeficientes da sequéncia é expresso
i=1

c, =J w(x) ¥ (x) F(x) dx, - i L (SIRER i (3.:70)

é a melhor aproximagdo, na média, de F(x) de todas as possiveis
combinagdes de wi(x) ’ wz(x),...,wn(x) ‘
Demonstragdo: Pelo Teorema 3.29, pode-se supor que o sistema

r,bl, wz,...,wn é ortonormal ou ortonormalizavel. A disténcia entre

F(x) e L c, ¥ (x) é
i=1

a® = Jw(x) (F(x) =L c¥, (x))]%ax ,

i=1

n n
@*=JwFdx+L c-2F ¢ f ¥y Fdx,
i=1 . i=1

2
que serd minima quando i(%l =0, i=1,2,...,n; assim obtém-se

2 n

a(d’) _ _ » _
¢, == 2 LW (F )j:=lcj wj) Y, dx =

c = J‘Iw(x) Y (%) F(x) dx, le= 152, =nEfi.

Para c, fornecido pela equagdo (3.70), tem-se a segunda

derivada da distancia relativamente a Cs fornecida por
2 J'Iw wlfx) dx =2 > 0,
e por conseguinte d® & minimo nesta condigao =

Teorema 3.31 - Se {wi(x), i=1,2,...} & uma sequéncia de fungdes
ortonormais em I; F(x) & uma fungdo quadrado integravel em I; {cl}
é uma sequéncia de coeficientes relativos a sequéncia {wi(x)},

fornecidos pela equagdo (3.70), entdo a série § c? é convergente,
1=1

e também satisfaz a desigualdade

cf s II w(x) Fz(x) dx.
=1




Demonstragdo: Desenvolvendo a equagdo (3.71) e considerando a
(3.70), tem-se

% maf v (x)a[B(X)irmil re (x)]° dx
i=1

n n n
J‘I w Fldx - 2 .l‘I wFY ciwidx + IIw ¥ clwi Y Cjwj ax ,
1=1 1=1 =1

n n n
J} w Fldx - 2 ¥ cl‘n w F widx + ¥ ¥ c.c

Jwyy dx ,
1=1 i1=1 j=1 ; 1

J

n
d2=J‘IwFadx—£ e =0,
i=1

¥ cf s II w(Xx) Fz(x) dx ,
1=1

para cada valor de n € N e em particular para n - », assim

cf = J‘I w(x) Fz(x) dx
=1

3.2.5. Convergéncia na média

Se p > 0 e |y(x)|° & integravel em I, entdo yY(x) é dita
integréavel L’ em I e escreve-se Y(x) € T

Se {wn} é uma sequéncia de fungdes integraveis L’ em I, e
Y(x) é& integravel L’ em I, entdo diz-se que {y_} converge na média
de ordem p em I para Y(x), ou converge fortemente " em 1 para
¥(x), se

lim £ w(x)[¥(x) = ¥ (x) ¥ dax = o . (3.74)
n-w T
Se p = 2, diz-se que {wn(x)} converge na média em I para Y(x);
se p = 1, diz-se que {w“(x)} converge em I para Y(x).

Teorema 3.32 - Sejam {wi(x)} uma sequéncia de fung¢des ortogonais
em I, F(x) uma fun¢do quadrado integravel, {cl} a sequéncia de
coeficientes de F(x) em relagdo a sequéncia {w[DQ}. Entdo uma
condigdo necessiria e suficiente para se manter a igualdade na

equagdo (3.73) & que a sequéncia




¢.(x) =L cy (x)
i=1

convirja na média em I para a fungdo F(x).
Demonstragdo: Retendo o sinal de igualdade na equagdo (3.73),
resulta

cf = I w(x) F°(x) dx ,
=1

n
lim § ¢ = £ w(x) F(x) dx . (3.76)
n=0 =1

Considerando que .I‘Iw wiwj dx = 0, i1 = j; J‘Iw wf dx: = 1; e

Oyl Ilw F !,bi dx, a equagdo (3.76) pode ser rearranjada para

lim J'Iw(x) [F(x) - E c, wl(x)]2 dx = 0 , (3.77)
n-w 1=1

n
entdo, escrevendo-se qbn(x) =¥ c, wl(x), tem-se
i=1

lim £ w(x) [F(x) - ¢n(x)]2 dx = 0 ,

n—)o
e consequentemente %g;g\ q&n(x) - F(x), eqtl em I.
Reciprocamente, ao admitir-se que r];gsgl ¢ _(x) » F(x) eqtl em I,

obtém-se as equagdes (3.78), (3.77) e por fim a equagdao (3.76) =

Teorema 3.33 - Uma sequéncia {wn(x)} convergente na média para a
funcdo Y (x) & convergente para yY(x).

Demonstragdo: Utilizando o conceito contido na equagao (3.53),
pode-se escrever
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0 = J w(x) |Wn(x)-l.’!(x)| dx = {M(I)IIW(X)[‘l’n(X)"lﬂ(Xledx}
(3.79)
1im fw |y - | ax s (M(I)lim Sw(y - ¥)* ax}'® = o,

1im fw(x) |y (x) - ¥(x)| ax = 0,

e a sequéncia {wn(x)} converge para Y (x) =




Teorema 3.34 - Dada uma sequéncia {wn(x)} de fungdes definida eqtl
em I e quadrado integriveis em I, uma condigdo necesséaria e

suficiente para sua convergéncia na média em I & que

lim  Sw(x) |y (x) -y (x)|*ax =0, (3.80)

-

Demonstracdo: A condigdo & necessdria. Se a sequéncia {wn(x)} é

convergente na média para yY(x), entdo
2
0= w|wn— l/Jm| dx =

=5l W= -9 |Pax s 2 5wy -Y)Pax + 2 v (¥ -y)dx

(3.81)
e devido a

m S (v, - vl ax =0, limsw |y, - ¥ ax =0,

segue que

lim, Sw(x) W (x) = ¥ (x)]° dx =

A condigdo é suficiente. De fato, pela equagdo (3.53) pode-se

escrever
0 =S wly=-y|dxs (MI)JS wly -y |°adx}
I n m I n m i
e em decorréncia da equagdo (3.80), segue que

lim, = Jfw(x) ¥ (x) =¥ (x)]| dx =

Teorema 3.35 - Se {wn(x)} é uma sequéncia de fungdes e F(x) é& uma
fungdo definida eqtl em I e quadrado integréavel em I, e se

Lim, Sw(x) 0 (x) = ¥ (x)]° dx = 0, (3.83)

m,
onde {wn(x)} converge para Y (x), entao
%ig I}w(x) F(x) wn(x) dx = J}w(x) F(x) y(x) dx .
Demonstragdo: Utilizando o conceito contido na equagao
pode-se escrever

0 s sw |F||y-v ldx = [J, v Fax fw |y -y, |*ax]'”?,




e considerando a equag¢do (3.83), resulta

lim S w(x) |F(x)||wn(x) - wm(x)| dx = 0, (3.86)

m, n=wo

entdo pelo Teorema 3.34 segue que a sequéncia {F(x)wn(x)} converge

para F(x) Y (x) em I. Portanto
lim S w(x) |[F(x)||v_(x) - ¢(x)| dx = 0, (3.87)
e uma vez que

0 = |Sw(x) F(x) [¥_(x)=¥(x)] dx| = Jw(x)|F(x)[[y_ (x)-¢(x)|dx
(3.88)
tem-se

lim S w(x) F(x) [y (x) - ¢¥(x)] dx = 0, (3.89)

lim [ w(x) F(x) ¥ _(x) dx = fw(x) F(x) ¥(x) dx =

Teorema 3.36 - Se {wn(x)}, {¢“(x)} sdo duas sequéncias
convergentes na média em I para duas fungdes Y(x) e ¢(x),
respectivamente, entdo a sequéncia {wn(x) + ¢n(x)} converge na
média em I para yY(x) + ¢(x).

Demonstragdo: Considerando que

0 s w [(Y +¢)-(+¢))%ax = Sw [(¥ - ¥)-(¢ ~¢) ] ax

2

20w (U -¥dx+ 2w (4 - ) dx,

e por hipbtese

2 2

lim fw (y =-¥)" dx =0, lim Sw (¢ - ¢)

segue que

Lim S OAW, (X) + 6 (0] = [W(x) + ¢(x)])° dx =

3.2.6. Expansdo em Série de Fungdes Ortogonais

Teorema 3.37 - Se {wn(x)} é uma sequéncia de fungdes ortogonais em
[+
- . L3 . 2 -
I, {c} & uma sequéncia de constantes para as quais } c, e
n
i=1
convergente, e escrevendo-se




9. (x) e ¥.(%) (3.92)

entdo a sequéncia {QJx)} converge na média em I para a fungdo
¢(x), na qual os termos da sequéncia {cn} sdo fornecidos por

c, =J w(x) ¢(x) ¢ (x) ax, (i =1,2,...). (3.93)

Demonstragdo: Para n > m, tem-se

= = + 2 iae
¢n ¢m Cm+1 wm+1 o wmz B . lll’n §
e consequentemente

Fow(x) [8.(x) - ¢ (x)1°dx =c, +c 4+ +

c2
m+1 m+2 el n'

n
a . P 2
e pela convergéncia da série } c resulta

=1
. 2
lim S ow(x) [4,(x) - ¢ (x)]% dx = o, (3.96)

assim, pelo Teorema 3.34 a sequéncia {¢_(x)} converge

na média em
I para a fungao ¢(x). Portanto, para todo i < n tem-se

cw e Ilw(x) wl(x) ¢n(x) dx«, (3.97)

e consequentemente, pelo Teorema 3.35, tem-se com n-w que

G, = Ilw(x) ¢ (x) wi(x) dx = (3.98)

Um sistema de fungdes ortonormais em I & dito completo em I
quando a Gnica fungdo quadrado integrdvel que é ortogonal em I a

todas as outras fungdes do sistema & a fungdo que é nula eqtl em
I.

Teorema 3.38 - Se {wn(x)}

€ um sistema completo de fungdes
ortonormais em I,

e ¢(x) é& qualquer fungdo quadrado integravel em
I, entdo a sequéncia {¢n(x)}, onde

¢$.(x) =T ¢ v (%

i=1

c, = Ilw(x) wi(x) ¢(x) dx (3.100)
converge na média para ¢(x), isto é

lim fw(x) |¢(x) - ¢n(x)|2 dx = 0 ,

(3901)
n=>w




e portanto

cf = I, w(x) #°(x) dx. (3.102)
=1

w
Demonstrag¢do: Da equagdo (3.73) conclui-se que [ c? é

i=1
convergente. Do Teorema 3.37 segue que a sequéncia {¢n(x)}

definida em (3.99) converge na média para ¢'(x), e portanto

c, =, w(x) ¥ (x) ¢ (x) dx. (3.103)

Subtraindo as equag¢des (3.100) e (3.103), resulta

FW(X)Y (%) [9(x) - ¢ (x)] dx =0, i =1,2,... (3.104)

Mas wuma vez que o sistema & completo, a diferenga
[¢p(x) - ¢'(x)] é zero eqtl em I e portanto as equagdes (3.100) e
(3.103) sdo iguais =

n
Uma série }§ c
1=1

: wl(x) é dita convergente na média em 1 para

¢(x) se

lim [ w(x) [4(x) - )rf ¢ “’1]2 dx = 0 . (3.105)
i=1

n->0

Teorema 63.39 - Uma condigdo necessaria e suficiente para uma
sequéncia {¥_(x)} ortonormal em I formar um sistema completo é

que, para toda fungdo Y (x), quadrado integréavel em I,

Fowx) yi(x) dx = LS w(x) ¥ (%) Y(x) ax)”. (3.106)
i=1

Demonstragdo: Do Teorema 3.38 segue que a condigdo & necessaria. A

condigdo também é suficiente. De fato, se a sequéncia ndo é
completa, existe uma fung¢do ¢(x) quadrado integravel, ndo nula

eqtl e ortogonal a todos os wl(x), isto é
II w(x) ¥ (x) ¢(x) dx = 0, s 8103 [0 [
Devido a equag¢do (3.107), a (3.106) torna-se

Fow(x) ¢°(x) dx =0 ,

e portanto ¢(x) = 0 eqtl em I, contrariamente & hipdtese m
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4. SOLUGAO DE CERTO TIPO DE EQUAGAO DIFERENCIAL ORDINARIA

Neste capitulo apresenta-se uma técnica de solugdo de equagdes
diferenciais ordinarias, mais especificamente aquelas lineares de
segunda ordem com coeficientes variaveis. A técnica apresentada é
utilizada para se obter as solugdes da equagao diferencial
ordindria conhecida como hipergeométrica degenerada. Por fim,
apresenta-se as principais propriedades destas solugdes.

4.1. Método de Solugdo.

0 método de solugdo aqui apresentado data do século passado
(FROBENIUS, 1874) e existe farta 1literatura sobre o assunto;
maiores detalhes que aqueles aqui apresentados podem ser
encontrados em: (BOYCE & DIPRIMA, 1979: 136-193), (BURKILL,
1975:33-57), (HILDEBRAND, 1962: 119-167), (INCE, 1956:158-185)
(KREIDER et al., 1972:278-322), (RAINVILLE, 1943:67-128) e
(RAINVILLE & BEDIENT, 1974:312-368).

4.1.1. Pontos Ordinarios de Equagdes Diferenciais Ordinéarias
Lineares de Segunda Ordem.

O ponto z, * © é chamado de ponto ordinario da equagéao

diferencial

dzw

dz2

+p(z) o+ a(z)w =0, w=w(z) (4.1)

se, e somente se, ambos p(z) e g(z) sdo analiticas (MARKUSHEVICH,
1977) em z . Para tratar o ponto z = w, efetua-se a seguinte
mudanga de variavel: z = % . Entdo o ponto z= « & dito um ponto

ordindrio da equagao (4.1) se, e somente se, { = 0 & um ponto

ordindrio da equagdo transformada. Considerando-se que

dw _




a equagdo transformada torna-se

—)]g—g+§zq(%)w=0. (4.2)

Desta forma z = o & um ponto ordindrio da equagao (4.2) se, e

somente se, ambos

X x LN e
[ PN, e C4Q(c)

1
Eé

sdo fungdes analiticas em { = 0.
4.1.2. Solugdo Valida Prdéxima a um Ponto Ordinério.

Teorema 4.1 - Se z, é um ponto ordindrio da equagao
entdo existe uma série

w(z) ” a_ (z-zo)" , onde
(a) o raio de convergéncia é nao nulo,
(b) contém duas constantes arbitréarias, e
(c) satisfaz a equagdo diferencial dentro do circulo
convergéncia da série.
Demonstragdo: Pode-se escrever (MARKUSHEVICH, 1977) que

w0
p(2) =7 (b= )".5,.|2=22| 7%IR

n=0

1 r

w
n .
a(z) = L d(z-2)) ;i |z-z | <R, ,
n=0
onde R1 > 0 e Rz > 0 sao, respectivamente, os raios de
convergéncia das séries para p(z) e q(z).

Assumindo-se que

[+ ]

w(z) =L a (z-z)
n=0

n+c

a equagao (4.1) torna-se




w

L (n+c) (n+c-1) a_ (z-zo)“"*z +
n=0

n=0

n] = B
n=0

Efetuando as multiplicagdes a equagdo acima torna-se

(z—zo)“] [E (n+c) a_ (z-—zo)“*c"] +

L (n+c) (n+c-1) a_ (z-zo)""*z +

n=0

n

; Eio(k+C) a b“k (z-zo)

©
+ L
n=

n+c

a dupu) (z-zo) = 0. (4.5)
=0 =0

Efetuando um deslocamento nos indices de tal forma que o

expoente de (z-zo) em todos os termos seja (n+c-2),

a equagao
(4.5) torna-se

w

L (n+c) (n+c-1) a_ (z-zo)““':"2 +
n=0

n+c-2

(k+c) a b( (z~zo) +

k n-k-1)

ntc-2 _
L dupme) (z-zo) = 0. (4.6)

A equagdo

(4.6) permite um reagrupamento dos termos de forma
que obtem-se

c-2 c-1 c-1
c(c—-1) ao(z zo) + (1+c) ¢ al(z zo) + C anD(z zo) +

1

[(n+c) (n+c-1) a -+ E— (k+c) a b +
k=

k (n-k=-1)
n=2 0




A identidade expressa pela equagdo (4.7) sb6 ocorre gquando
todos os coeficientes das varias poténcias de (z-zo) sdao nulos.
Entao

c(c-1) a g o,

c [(1+c) a + aobb] =0,

n-1

(ﬂ+c) (n+c-1) a + ) (k+c) a b

o (n-k-1)

£ importante lembrar que a €& o primeiro termo ndo nulo da
série de poténcia, i.e., a, * 0. Entdo resolvendo a equagao
(4.8a), resulta ¢ = 0 ou c = 1. Escolhe-se ¢ = 0, no sentido de
que a equagao (4.8b) é automaticamente satisfeita e que a
permanece uma constante arbitraria. Para n =z 2, a é obtida por

-1

“-
Ri{n=1) o s i k A bhvk-ll i E_ a, d(w«—zl' (4.9)

0

2

Sabe-se que existem (MARKUSHEVICH, 1977) constantes positivas
r, < R!, r, < Rz, M1 e Ma, de tal forma que

Ml M2

]bn| Si— 4 ]dn| £ = (4.10)
r
1 2

Introduz-se outras constantes r = Min (rl, rz) e

M > Max (M1' Ma’ r |a1|, r, 1). Em termos das novas constantes
tem-se

M M M
oo IR T - S S | W PSS
r

Assumindo que para cada k € N; 1 s k = n,
k

la, | < EI , necessita-se demonstrar que |a | <
Y

verdadeiro que

&
M
n

Da equagao (4.9) e da desigualdade triangular
|]A + B| = |A| + |B|, tem-se




[Sejit—t——[pak [a ] (B | +T Ja.]la ...|]c5z=e
n n(n-1) iy k (n-k-1) ) X (n-k-2) ' |’ i

Substituindo os termos |a |, e na

Ib(n-k-i ) | |d(n—k-—2) I

equagdo acima obtém-se

1 [n—l Mk -2 Mk M
—— |T k — — ———| , n=z 2.
n(n-1) T _o ¥ pk-2

la | <

Devido a definigdo estabelecida anteriormente, M > 1 e % > 15

pode-se introduzir fatores adicionais que mantém a relagdo e
simplifica a forma. Assim

n-1 n n-2
o [f o xZer

la | <
k=1 r k=0

3 —n(n-l) ; ] , N = 2.

% n(n-1) + n-1 M
la | < =
n n(n-1) rn

n

n+2 M."

o V). 2,

a | <
n

n+2
como —— < 1, para n =z 2, resulta-se em

demonstrando que existem nGmeros positivos M e r tais que, para
cada n = 1, |an] < M"/r". Isto significa que a série

w(z) = 1y an(z-zn)“

tem um raio de convergéncia no minimo de r/M. Adicionalmente
demonstrou-se que a e a, sdo ambos arbitréarios =

4°1.3. Singularidades das Equagdes Diferenciais Ordinarias
Lineares de Segunda Ordem.

Se o ponto z , finito ou infinito, ndo & um ponto ordinario de
uma equagdo diferencial, diz-se que & um ponto singular ou uma
singularidade da equag¢do diferencial.




0 ponto z,, no plano finito, & chamado de ponto regular
singular da equagao

QE.F__?_&.w:o,w:w(z) (4.11)

2
(2-z,)

dz

se, e somente se, as condigdes (a) e (b) sdao ambas satisfeitas:
(a) z, ndo é& um ponto ordindrio da equacgdo;
(b) P(z) e Q(z) sdo analiticas em z .

Diz-se que z = o & um ponto regular singular da equagao
(4.11) se, e somente se, quando a equagdo transformada por
z = 1/ tem um ponto regular singular em { = O.

Se z_ é um ponto singular de uma equagdo diferencial linear,
mas ndo & um ponto regular singular daquela equacgdo, entao
chama-se z, um ponto irregular singular. Este estudo restringe-se
as solugdes validas na vizinhanga de ponto regular singular.

4.1.4. Solugdo Valida na Vizinhanga de um Ponto Regular Singular.

Apresenta-se agora a solugdo por meio de série de poténcia em
torno de z, da equagdo (4.11), sob a hipdtese que z, é um ponto
regular singular. Consequentemente P(z) e Q(z) sdo analiticas em
Z, assim

P(z) pn(z-zo)n i |lz-z | <R
=0

1 ’

n - —
Q(z) -G ) |z-z | <R

2?

onde R, "0 aR, >0 sdo os raios de convergéncia das respectivas
séries de poténcia. 0 fato de que z  nao é um ponto ordinario da
equagdo (4.11) é equivalente a estabelecer que P, 9, © 9, nao
sdo todos nulos.

Seja a solugdao na forma

w(z) an(z-zo)"+c : (4:12)
=0

onde a, * 0 é arbitréario, e c, a A, eeey A constantes a serem

1!
determinadas. Efetuando-se a substituigcdo da equagdo (4.12) na




equagao (4.11), tem-se

n+c-2

(n+c) (n+c-1) an(z-zoj +
=0

+ [§=0 pn(z—zo)"][E (n+c) an(z-zo)“w'z] +

n=0

+ [ § qn(z—aﬂn][ E an(z-zof"°2] =0 .

n=0 n=0

Rearranjando a equagdo acima, resulta-se

]
n+c-2

Y (n+c) (n+c-1) an(z-zo) +
n=0

o n
+ §=0 §=o(k+c) ak p(n_kl(z—-zo)

n+c-2
+

n+c-2
a q(m&l(z zo) = 0
=0 =0

L {(n+c) (n+c-1) a + )L a [(k+c) p_  +
k=

n=0 0

+ g Di(z-2 )" F =0 . (4.13)

A identidade expressa pela equacgao (4.13) s6 ocorre quando

todos os coeficientes das vAarias poténcias de (z-z ) sdo nulos.

Entao
[c(c-1) + cp0 + qo] ao =0, n=0;

[(nt+c) (ntc-1) + (n+c) p  + g ] a =
=1
=oak L{kte) Pt q(m«)] (20 & L

na qual a é expresso em termos de {ak; 0 =k < n}.
Como a * 0, tem-se

c® + (p = 1) e+ g = o,

que & uma equagdo indicial Gtil para a obtengdo de c.




As duas raizes desta equagdo sdo chamadas de expoentes da
equagdo diferencial na singularidade regular z . Por facilidade
define-se

F(c) =c® + (p, = 1) ¢ + q. (4.15)

Entdao a equagdo indicial torna-se F(c) = 0, e a equagao geral

de recorréncia para an,': n z 1, torna-se

n-1

F (n+c) Blg m = E:oak [ (k+c) p(n_k)+ q(n_k)] = (4.16)

Denomina-se as raizes da equagdo indicial de c, e c,  de tal
forma que R(cl) z R(cz), onde a notagdo R(z) significa parte
real x do nGmero complexo z = x+iy. Da mesma maneira I(z) = y
significa a parte imaginéria y de z. Definindo s = c -c_,
obviamente R(s) = 0. Vale ressaltar que é& possivel escrever F(c)
em termos das raizes da equagdao indicial, pois de fato
F(c) = (c-cl)(c-cz). Escolhe-se entdo uma das raizes da equagdo
indicial para encontrar a primeira solugdo da equagdo diferencial.

Fazendo entdo c = e, F(n+cl) torna-se
F(n+cl) = (n+ci—ci)(n+c1-c2) = n(n+s),
assim a equagdo (4.16) de recorréncia resulta-se
n-1
n(n+s) a = a, [(k+c1) p{n_k)+ q{n_k}] - (4.17)

k=0

Sabe-se que existem constantes positivas r, r M1 e Ma de

2!
tal forma que

implicando que

le, p

1 n




Definindo M = Max M, M, |cl| M + M, 1), entdo

M M M
Pl <=5 o la,l S 'S, Ba¥iaglys = -

r r"

A relagdo de recorréncia para n = 1 torna-se

(1 + s) a =-a (c

0 1 Py ¥ q1)‘

Como a 6 a priori é& arbitrario e ndo nulo escolhe-se nesta
parte da demonstragdo que a, = 1, entretanto isto ndo limita o
resultado, pois, & possivel obter os mesmos aspectos qualitativos
utilizando-se de outros valores para a .

Lembrando-se que

|1 + s| ={[1 + R(s)]® + [I(s)1}"%1 + R(s) = 1,

ley 2y g G
|a1| - 1 1: =k 1 <E
|1 + s :

Assumindo-se que |ak| < M*/r* & verdadeiro para valores
1 =k < n, para k = 1 esta hipbétese esta de acordo

com a equagao acima. Para completar a indugao

n n
demonstrar que |an| < M /r , como segue. Tem-se

inteiros de Kk,

basta

n-1

}E:oak [(k+c1) p(n—kl+ q(n—k]

]
|2l a8

njn + s

Mas |n+s| =z n, uma vez que R(s) = 0, e as outras

desigualdades podem ser utilizadas para transformar a equagdo de




Novamente, utiliza-se o fato de que M = 1 para escrever

n-1 n-1
x4y X
n=0 r“ n=0 r"

2
n

la| <

1
3 n(n-1) + n M

la | <

Consequentemente

de tal forma que, para n = 1, |an| <

Demonstrou-se que se z, é um ponto regular singular da equagao
(4.11) e que se a equagdo indicial tem raizes c ec, designados

de tal forma que R(01) z R(cz), entdo existe uma série

C
1

w (z) = (z-z)) =+ an(:»:«zo)“'":1 - (4.20)
-1

que satisfaz a equagéao (4.11) dentro da regido de convergéncia
das séries de P(z) e Q(z) e tendo um raio de convergéncia nao
nulo.

Para obtengdo da segunda solugdo linearmente independente de
wl(x), procede-se da mesma forma anteriormente descrita, sob a

condigdo de que ST R e N. Nestes casos excepcionais é

2 2
necessirio efetuar um procedimento adicional para encontrar a

segunda solugdo linearmente independente.
4,1.5. Tratamento de Dois Casos Excepcionais.

Considera-se primeiro o caso de raizes iguais na equagdo

indicial, c, = ¢, ou s = 0. Antes de se introduzir o valor
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repetido c, na equagdo de recorréncia (4.16) e de se determinar

a“ Areeey an, diretamente em termos de ao, supde-se dgue o0s

coeficientes a, a cesy, @@, ... sd0 expressos na férmula de
n

2!‘
recorréncia, em termos de a, e c. Indica-se este fato escrevendo
QT al(c), a=
a’s, em termos de c, a fungdo w torna-se dependente de c, bem como

az(c), ceep @ = an(c), ... Com estes valores dos

de z sendo denotada por wc(z),

n+c

W_ (2z) = an(c)(z - zo) . (4.21)
=0

Substituindo a equagdao (4.21) na equagao (4.11), e
adicionalmente considerando a equagdo de recorréncia (4.16) para
nz1, resulta

L w (z) =a F(c)(z - zU>°'2

L=20) , B(2) a() , Q(z)()
dzz A Zo A (2_20)2

No caso de raizes da equagdo indicial iguais
F(c)=(c—cl)2, portanto

c-2

L w(z) = ao(c-—cl)z z (4.23)

O fato de que o lado direito da equagdao (4.22) anula-se para
c, estd de acordo com o fato que a equag¢do (4.21) é solugao
da equagao (4.11) . Entretanto, uma vez que <c = c, é uma raiz
dupla do membro do lado direito da equagdo (4.23), segue também
que o resultado da diferenciagdo desta equagdo em relagdo a c é

também nula para c = C - Assim

8 Lw(z) =aj2(cc) + (c-c)? log (z-2,)°7]. (4.24)

Os operadores lineares Qéal e L sd3o independentes e portanto
intercambidveis, logo

= D (4.25)

ERTCIREIE

Comparando a equagdo (4.25) com a equagdo (4.11) conclui-se
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awc(z)

¥(E) S e

c=cC
€ a segunda solug¢do, linearmente independente da primeira.
Substituindo a equagéo (4.21) na (4.26), e efetuando as
diferenciagdes, resulta

© da (c)
w (z) = {z [;—c + a_(c) 1n(z-zo)] (z-zo)'"c} ! (4.27)
n=0 c=c1
O segundo caso excepcional é& aquele no qual as raizes da
equagdao indicial diferem de um inteiro positivo s, eo e S8 & 1%
e que o lado direito da equagdo indicial (4.16) nao seja
identicamente nulo. Neste caso supde-se novamente que a férmula de
recorréncia é satisfeita quando n = 1 para todos os valores de c,
de tal forma que os a’s sejam expressos em termos de a, e c,
novamente definimos a fungao w_(z) do tipo (4.21).

Fazendo c = C, F(n+cz), torna-se
F(n + cz) = N+ cz—cl)(n + o ca) = n(n - s),
assim a equagao de recorréncia (4.16) resulta

n-1
n(n-s) ALSMLS Y. Bea [(k+cl) B

oA, ACHEE A R (4.28)

k)

Neste caso, nota-se através da inspecdo da equag¢dao acima que
as expressdes para os coeficientes a() , a,(c), ..., terdo
todos o termo (n-s) no denominador, e entdo ndo tenderdo a um
valor finito quando n 2 s. Ao considerar-se o produto (c-c)v_(2),
quando ¢ - c, verifica-se que os termos com coeficiente a_ para os
quais n < s irdo anular-se e os termos remanescentes tenderdo a um
valor limitado, dando inicio a uma série de poténcias de (z-z&

comegando com um termo envolvendo (z~gﬂ°£5

= (z—zo)°1. Entdo a
série resultante deve ser proporcional a série utilizando c = c,-
Considerando que F(c) = (c - c”(c - cz) a equagao (4.22)

torna-se

(z) = a, (c-c)(c-c,) (z-2 )" ,
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multiplicando por (c—czj, resulta
(c—cz) L u%(z) =a, (c-cl)(c—c:z)a(z-zo)‘°"2 . (4.29)

0 lado direito da equag¢do acima tem uma raiz dupla, c = c,. de
tal forma que sua derivada em relagdo a c também é& nula quando
¢c » c,. Com argumentagdo similar aquela utilizada para se obter a

equagao (4.26), conclui-se que

L { -g-g [(c-c,) wa(z)]} (4.30)

C=cC

de tal forma que

w(2) = { & le-c)) v ()1}

;. (4.31)
Substituindo a equagao (4.21) na (4.31) e efetuando as

diferenciagdes, resulta

= +

ue(z) = [ Z_o (c—ca) an(c) (z-zo) ] 1 1n (z-zo) +
n= % C—C2
d n+c
dc [(c-cz) an(c)]} (z—zo) 2. (4.32)
C=02

O coeficlente de ln(z—zo) é %3@2[(c-c2)wc(z)] , ©O qual

verificou-se anteriormente ser proporcional a w (2z).
Conclui-se entdo que, nestes dois casos excepcionais da
equagdo diferencial, tendo z = z, como um ponto regular singular

e com as raizes da equagdo indicial iguais a c e c, possui
somente uma solug¢do na forma

I i n+c
wl(z) = a (z zo) 1 (4.33)
=0
qualquer outra solucdo linearmente independente terd a seguinte
forma

L+ ]
n+c
wz(z) = wl(z) ln(z—zo) +A4Y Bn (z—zo) 2. (4.34)
n=0
Entdo, ao invés de se utilizar as equagdes (4.26) ou (4.31)

nestes casos, uma segunda solugdo pode ser obtida diretamente
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assumindo-se a equagdo (4.34) e determinando-se os coeficientes
desconhecidos B, através da substituigdo na equacg¢do diferencial.

4.2. Solugdo da Equagdo Diferencial Hipergeométrica Degenerada.

A equagdo diferencial ordindria linear de segunda orden,
conhecida como hipergeométrica degenerada (ABRAMOVITZ & STEGUN,
1972: 503-535), (BURKILL, 1975: 52-58), (ERDELY et al., 1953:
248-295), (GRADSHTEIN & RYZHIK, 1965: 1039-1068), (INCE, 1956:
465-467) , (JAHNKE & EMDE, 1945: 275-282), (LEBEDEV, 1972:
238-276), (RAINVILLE, 1943: 144-179), (RAINVILLE, 1971: 123-128),
(RAINVILLE & BEDIENT, 1974: 370-380), (WHITTAKER & WATSON, 1973:
337-354), é expressa pela férmula

2
g dd 2z) 4 (vgzez) Qlégl -ay(z) =0, 12, y, « ¥ €C. (4.35)
Z

Por inspecdo percebe-se de imediato que o ponto z = 0 é& do
tipo regular singular. Para se obter as duas solugdes linearmente
independentes da equagao (4.35), procede-se de acordo com a
técnica descrita no item (4.1). Desta forma, assume-se dque a

primeira solugdo tem a seguinte forma

n+c

y, (2) a z (4.36)

n
=0
sendo a e ¢, constantes desconhecidas, por determinar. Em
consequéncia da equagdo (4.36), tem-se

dy. (z) o
1 o~ n+c-1
—dz = 4 sinig) a2 '
n=0

(4.37a,b)

d’y (z2) =
e e = I: (lj-k(g) (114-(:-]_) a 2z
2 n
dz n=0

n+c-2

Substituindo-se as equagdes (4.37a,b) e (4.36) na equagao
(4.35) e efetuando-se algumas manipulag¢des, resulta

+ I {(ntctl) (n+c) + 7(ntctl)] a | =
n=0

[c(c-1+7) ) aozc'1

- [(n+c) + a) a)z"® =0 . (4.38)

Para que a equagdo acima seja identicamente nula & necessario




c(fc=-1+7%) =0 (4.39a,b)

(n+c+1)(n+c+7)am1 (n+c+a)an,nzo.
As equagdes (4.39a,b) sdo respectivamente a equagdo indicial
e a de recorréncia. Resolvendo a equagdo indicial obtém-se as duas

raizes, S, = 0 e c, = 1-y. Adotando c = i 0 para se obter a

primeira solugdo, a equagdo de recorréncia torna-se

(n + 1)(n + 7) A F (n + a) a , nz 0 (4.40)

Assumindo os valores de n = 0, na equagdao de recorréncia,
obtém-se

n 0= a1

e i a(otl) a ;
2(7y+1) 1 27 (v+1) o

— (a+2) - o(otl) (a+2) 5.y
3(7+2) “2 3.27 (7+1) (7+2) “o '

(x+n-1)

~ _ of(o+l) (a+2) ... (ax+n-1) 3
= nr -1 %1 T nly(a+1) (742) ... (740-1) 2o’

(@)

(), = { ot +1) oo (@ +n=1) ,n>0 ;

r

L T 0
{ (¥ +1) ... (¥ +n-1) , n>0

(), =

Desta forma obtém-se a primeira solugdo procurada,

o (a) 2"
Yltz) = A L nl (7) .
n=0 n
Quando uma fungdo & combinagdo linear de uma solugdo, esta

fungdo também é& solugdo. Sem perda de generalidade pode-se tomar
apenas que




Neste momento é necessdrio fazer uma restricdo e uma
observagdo: a restrigdo refere-se ao fato de que o termo (',r)n fica
no denominador da equagdao acima e portanto nao pode anular-se,
devido a problemas de convergéncia, portanto é& necessario que
7 ¢ {0,-1,-2,...}. A observagdo refere-se ao fato de que o termo
(a:)n fica no numerador e portanto quando assumir valores tais que
¢ =.-m; m € {0, 1, 2,...}, a série ndo serd infinita, mas um
polinémio de grau m. Assim

o (a) 2"
M(a,7,2) =y (2) = E—o m(—;)—n— ; ¥ € {0,-1,-2,...} s (4.42)

Na literatura, M(a,7,2) é conhecida como funcgao
hipergeométrica degenerada de primeiro tipo.

4.2.1. Obtengdo da Segunda Solugao Quando c, -c, ¢ z.

Como c = 0 e c, = 1-¥, a restricgdao c, - c, ¢ Z, implica que
c,¢Zequey¢lZ. Portanto trata-se do caso de raizes distintas,
e simultaneamente a diferenga entre ambas & distinta de um nimero
inteiro. Portanto, de acordo com o desenvolvido no item (4.1)

existe uma segunda solugdao com a seguinte forma

n+c

yz(z) = a z 2. (4.43)
=0
Procedendo da mesma forma em que se obteve a primeira solugédo,
encontra-se
(a—';+1)n
=F!-(-§-:?—)———-ao;n20. (4-44)
n

Desta forma obtém-se a segunda solugédo

(a-y+1) PRt

n!(2—7)n g

v ¢, (4.45)

yla)-=-=a h

0

ou ainda, sem perda de generalidade, pelas razdes expostas quando

da obteng¢do da primeira solugdo

- o (a—‘ﬁ-l)n N 1-7
yz(z) = Z r nT(2=7) zZ =2 M(o-y+1, 2-y, 2), v ¢ Z .
n=0 n
(4.46)




Considerando a priori que yl(z) = yz(z) sejam linearmente
independentes (posteriormente, ainda neste capitulo retorna-se a
este tema) & possivel definir outras solugdes que sejam combinagdo
linear destas duas. Assim, define-se

U(a,7,2) = Y(2) = [l v,(2) + Sy (), (4.47)

ou

U(@,7,2) = Fripgrgy Wen2) + gk 2wy 2,2 (449)

-

Na literatura, U(a,7,2) é conhecida como fungao
hipergeométrica degenerada, de segundo tipo.

4.2.2. Obtengao da Segunda Solug¢dao Quando C, = C,.

Trata-se do caso quando as raizes da equagdo indicial sao
iguais, c =c,comc =0=sc =0>7=1.

De acordo como o desenvolvido no item (4.1), existe uma
segunda solugdo com a seguinte forma

y (z) = 2X{2:6)

ac c=0

+C

y(z,c) =Y a (c) S
=0

Tomando-se a equag¢do de recorréncia, para ¥ = 1, tem-se

(n+c+1)‘°‘am=(n+c+a)an,nzo (4.50)

- (cta)

2 a,
(c+1)

0

_ (cta+l) & = (c+a) (ctat+l)
(c+2)2 [ (c+1) (c+2))°

_ (ctat+n-1) 3 _ (cta) (cta+l) ... (cta+n-1)
(c+n)? [(c+1) (c+2)...(c+n)]?

0 r

ao,

(cta) |
a ’

[(c+1) )° °




portanto

. (c+a)n
Yiz C)ss a Ll i—r—m 8 (4.52)
n=0 [ (C+l)n]

Diferenciando a equagao (4.52) em relagdo a c¢ e fazendo

c » 0, resulta

y,(2) =y (2) 1ln(z) + I L

n=1 (n!)z k=1

0 (oz)n {n

(4.53)

Para ¥ = 1 » (ar)n =n! , yl(z) toma uma forma mais particular

(2) ()
y.(z) = z
! =0 (n!)?
A partir de yl(z) e yz(z), para ¥ = 1, obtém-se a fungado
hipergeométrica de segundo tipo,

n

ferflal a 2 n
U(a,1,2) _— {E [——f:— - —] + log(z)} Z- oy =11
(n!)? k= atk=1 Kk oy

para n = 0, o termo } [Eéi:f - %] deve ser tomado igual a zero.

k=1

4,2.3. Obtengdo da segunda solugdo quando e N.

Neste caso especial a diferenga entre as raizes da equagdo
indicial é um nGmero inteiro, i.e., c, -¢c = i € N. Como e =0
ec, = 1 - 7 » 7 =1 + 1, portanto trata-se de solugao para
aqueles valores nos quais ¥ € {2, 3, 4 ...}. Em concordancia com o
desenvolvido no item (4.1) e efetuando um procedimento similar ao

dos casos anteriores, obtém-se

n

) _ (_1)1+1 © (a)n z { [ 1 i
U(a,i+1,2) r‘(a_l') ks (n+i)!n! E=1 aFk—-1

fr 112 (F1)pti=n=2) Lasd)
+ 1og(z)} + (o) z n! g

n=0
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-1
para i = 0, o termo ¥ (...) deve ser assumido igual a zero.
n=0

Vale ressaltar que a equagdo (4.54) & um caso particular da
(4.55), quando i = 0.

4.2.4. Solugdao Geral da Equagdo Diferencial Hipergeométrica
Degenerada.

De acordo com o desenvolvido, pode-se afirmar que a equacgao

diferencial hipergeométrica degenerada tem solugdo geral na forma
Y(a,¥,2) = AM(x,7,2) + BU(x,7,2) ; A, B, constantes (4.56)

com as restrigdes ja referidas anteriormente neste capitulo.

4.2.5. Outras Representagdes das Solug¢des da Equagdo Diferencial
Hipergeométrica Degenerada.

Demonstrou-se anteriormente que M(«,7,2) e U(a,7,z) sdo
solugdes da EDHD, neste item demonstra-se que existem mais seis
solugdes possiveis.

a) Fazendo a seguinte mudanga de variaveis

y(z) = e° v(2)

e substituindo na equagdo (4.35) resulta

A

d’v(z)
d22

+ (v+2) Qgéil - (a=7) v(z) =0

cuja solugdo, obviamente, é
v(z) = M(y-a, 7, -2),
ou

v(z) = U(y-a, 7, -2) ,
portanto

y(z) = e’ M(¥=d; ¥: ~2) i
ou (4.58a,b)

y(z) = e U(y-a, 7, =-2) .
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Tomando-se os mesmos passos do item

demais itens:
b) Mudanga de variavel: y(z) = z'"
Equacgdo diferencial:

2 5
b A El:-v_g_z_)_ + [(2—3’) —z] %L -
Z

Solugao
v(z) M(1L + ax - 7,
ou

v(z) Ul + a - 7,
portanto

(a),

Loz)y

resulta para os

(1 + a - %) v(z)

2"7.!

2 -7,

y(z) =2 ML +a - 7, 2 -

y(2) 2 v+ a-7, 2 -

c) Mudanca de variavel y(z) = z'7

Equagdo diferencial:

+ [(2-7) +z]

d®v(z)
2

dz dz

Solucgao:

v(z) = M(1 - «, 2
ou

v(z) = U(1 - a, 2

portanto
y(z) =277
ou

y(z) = 2'7 e? u(1 -

d v(z) _

e’ v(z),

- ¥

_1'

o, 2

(x

- 1)

-z),

=2)

i

Desta forma obtém-se oito solugdes da EDHD,

Unes

1 2 3 4 9 6 7
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-2).
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y,(z) = M(a, 7, 2),

)
YZ(Z) = 2 ! M(l + -7, 2 - ¥ z)f

Y,(2) e” M(y - a, 7, — 2),

v, (z2) =27 e* M(1 -@a, 2 -7, -2), (4.61a-h)
Y, (z) = U(a, 7, 2),

fﬁ(z) = z'77 U124+ ap~'Ty, 2= 5, 2),

Y?(Z) ez U(?"af L -Z),

Y, (2) 22 ok U(L)-cal 2 - ¥, ~2):

Pode-se, agora, ampliar o conceito de solugdo geral expressas
na equagao (4.56) e que utiliza as solugdes y,(z) e yg(z). E
correto construir solugdes gerais utilizando outras das solugdes
particulares, listadas acima, desde que escolhidas duas a duas e

que o Wronskiano de ambas ndo seja nulo.
4.2.6. Wronskiano das Oito Solugdes Particulares da EDHD.

De acordo com a teoria contida no capitulo 2, as equagodes
diferenciais ordindrias 1lineares de segunda ordem tem solugdo
geral construida como uma combinagdo 1linear de duas solugdes
particulares que sejam linearmente independentes. O teste de
verificagdo da independéncia de uma solugdo em relagdo a outra é
efetuada através do determinante denominado Wronskiano, e para

este caso expresso pela férmula

Y, (2) y,(2)

Wiy (2), vy, (2)] = g PP i, j € {1,2,...,8}.
y, (2 y,(z

dz dz

(4.62)
Quando as solugdes sdo linearmente dependentes o Wronskiano é
nulo, caso contréario & ndo nulo.
Efetuando o cdlculo do Wronskiano para combina¢des duas a duas
das solﬁqées listadas nas equagdes (10,6la-h), obtém-se os mais
importantes (ABRAMOWITZ & STEGUN, 1972: 503-535):
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W{1,2} = W{3,4} = W{1,4} = -W{2,3} = (1-7)z 7 &7,
W{1,3} = W{2,4} = W{5,6} = W{7,8} =

W{1,5} = -T'(7) 2z ¥ e*/T'(a) ,

eTlly

W{1,7} = T(7) e 277 e*/T(7-a) ,

W{2,5} = -I'(2-7) z 7 ez/F(1+a—1) ;

W{2,7} = -T'(2-7) 2z ¢ e*/T'(1-a) ,

ent(y-a) -7z

W{5,7} = e e,

onde: e = sinal [I(2))] 1 se I(z) >0,
-1 se I(z) s 0.

4.2.7. Identidades Especiais, Relagdes de Recorréncia, Proprie-
dades Diferenciais e Casos Especiais das Fungdes

Hipergeométricas Degeneradas.

A partir das fungdes hipergeométricas degeneradas mostradas
anteriormente neste capitulo, pode-se, em decorréncia, obter
varias de suas caracteristicas (ABRAMOWITZ & STEGUN,
1972:503-535), (ERDELY et al., 1953:248-295) e (GRADSHTEIN &
RYZHIK, 1965:1039-1068). Portanto, tem-se:

a) Identidades especiais
M(x, 7, 2) = eM(v-a, 7, -2),

2177 M(1+a-y, 2=-7, 2) = z! 7V ¢* M(l-a, 2-%, -2),

Ua,7, z) = 277 U(1+a-7, 2-7, 2), (4.64a-d)

e* U(y-a,7, -2) = e 'Y y(1-a, 2-7, -2);

b) Relagdes de recorréncia
(y-a)M(a-1, ¥, 2) + (20-y+2)M(a, 7, 2) oM(x+1, ¥, 2) = 0,

Y(¥=-1)M(a,v-1, 2) + ¥(1-y-2)M(a, 7, 2) + Z2(¥-a)M(e, ¥+1, 2) = O,
(1+o-y)M(x,¥, 2) -aM(a+l,¥, 2) + (¥-1) + M(a, 7-1, 2) = O,

M(x, ¥, 2)-vM(a-1,7, 2) -zM(a,7+1, 2) = 0O, (4.65a-9g)
7 (a+z)M(x,7, 2) +2(a-y)M(ax,7v+1,2) -ayM(a+l, 7, 2) = 0,
(x=1+z)M(a,¥, 2) +(y-a)M(a-1, ¥, 2) + (1-7)M(ax, -1, 2) = O,

7(1-v+2)M(a,”y, 2) +¥(v-1)M(a-1, ¥-1, 2) -azM(a+l, ¥+1l, z) = 0;
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U(a=1, 7, 2) + (¥y-2a-2)U(x,¥,2) + a(l+a-y)U(a+l, 7,2)
(y=a-1)U(a,7-1, 2) + (1-7-2)U(a, 7,2) + 2U(a, 7+1, 2)
U(x, 7, 2) - aU(x+1, 7, 2) - U(a, 7-1, 2) = O,
(y-a)U(x, ¥, 2) +U(a-1, 7, 2) - 2U(a, ¥+1, 2) = O,
(a+z)U(a, 7, z) =-zU(a, ¥+1, 2) + o(7-a=1)U(a+l, 7,

(e+2-1)U(x, ¥, 2) -U(a-1, ¥, 2) + (l+a-7)U(x, 7-1,
c) Propriedades diferenciais

M (a, ¥, 2) =T M(a+l, 7+1, z),
d“ (a)

‘E {M(d, T, Z)} = (T")n M(C('Hl, 7+nr Z),

aM(a+1, 7, 2) = aM(x, ¥, 2) + zM'(a, 7,2),
(v=a)M(a=1, ¥, 2) = (¥y-a=z)M(x, 7, 2) + zM’'(a, 7,
(v=a)M(a, 7+1, 2) = 7M(a, ¥, 2) - ¥M'(a, ¥, 2),
(y=1)M(e,%-1,2) = (¥y-1)M(«, 7, 2) + 2M'(a, 7, 2),
(y-1)M(a-1,7-1,2) = (¥-1-2)M(a, ¥, 2) + 2M' (a, 7,
Doi(a, ¥, 2) = =aU(a+l, ¥+1l, 2),

4"

dz

{U(a, 7, 2)} = (-1)"(@) U(a+n, 7+n, z),

n
a(l+a=y)U(a+l, 7, 2) = aU(e, ¥, 2) + 2U'(a, 7, 2)
(1+a=-y)U(a, ¥-1, 2) = (1-¥)U(ex, ¥, 2) - 2U/'(c, 7,
U(x, v+1, 2) = U(x, 7, 2) = U'(a, v, 2),

U(a=1, 7, 2) = (« = ¥ + 2)U(«x, 7, 2) - 2U'(a, ¥, 2),

U(e-1, -1, 2) = (1-7+2)U(a, 7, 2) - 2U'(a, 7, 2);
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d) Casos especiais

Tabela 4.1 - Alguns Casos Especiais de M(«a, ¥, 2)

M(a, ¥, 2)

- ~ Relacgao

Fungao

*(32)773, (2)

2v+1l '(i+v)e

2v+1 I‘(l+v)ez(%z)'v I,(2)

2L42 e‘“FL(n,x)x'L"/cL(n)

|
n. L(dl(x)

e (oc+l)n n

a+l ax %y (a, x)

(n!) l/2xn/2

Hireh (1+v—n)n

p_(V,x)

z

o e
=iz
sin 2z

z

e .
— sinh z
zZ

-1/2 i 20 l0)
2 exp (: z )Ev (z)

exp(1-4 zz)
22

E;,”(z)

EmT (37 He ()

172

5% erf x

n!r—znun—l r2
=————— ¢ T(m,n,r
" (m/2+1/2) (.0, 2}
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Tabela 4.2.

Alguns Casos Especiais de U(a,7,2)

U(a, 7,

z)

o

Y

2z

Relagao

Fungdo

v+is2

1
2
1
2
1
2

1
<

Nl= |-

3

2r+1

[ VR

X
=X
X

-1lnx

n V%% (22) "’KV (z)

(_l)n n!L(tx)

(%)
e T (a, X)
-e“Ei (x)

e*E1(x)

1€
- 2 li(x)

1 X
F(1+§v) e kv(x) P X>0

2
2—szez /4 Dv(z)

2
2(1—V)/Zez /4 DV(Z)/Z

2'“Hn(x) /%

VTl exp (x°) erfc x
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5. TEORIA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA.

Neste capitulo apresenta-se um desenvolvimento da Teoria de
Transformada Integral Generalizada, para determinagdo de solucgdo
de certa classe de problemas do tipo convectivo-difusivo.

5.1. Funcgdes de Duas Variaveis.

Sejam os intervalos ndo vazios e limitados

I = {a<Xx < b; a, b, x € R} e J. = {y0 <y < Y1; v yl, y € R},

0

I ={a=x=Db; a, b, x e R} e Jd Y

o Y, Y € R}.

Sejam o dominio Q = I'e J', I a fronteira de Q, e Q=QuI'=IeJ a
aderéncia de Q, onde ® é o simbolo do produto cartesiano.

Se para cada par ordenado (xX,y), X € I e y € J, existe um
Gnico elemento u de um conjunto K = {R} entdo a fung¢do u de duas
varidveis estad definida. O elemento u € K correspondente ao par
ordenado (x,y) & o valor de u em (X,y) e denota-se por u = u(x,y).

Diz-se que u = u(x,y) € analitica em (xo,yo) € Q0 se e somente

se u(x,y) pode ser representada pela série infinita

u(x,y) =L a (x-x) (y-y))', (x,¥) @, (5.1)
i, J=0

a qual converge uniformemente em cada ponto da vizinhang¢a circular
de (xo, yo) (HALL, 1940) e (LIMA, 1970a:56).

Seja u = u(x,y), (x,y) € Q, entdo se (%, ¥,) € Q, diz-se que
u é continua em (xo, yo) se e somente se, dado € > 0, existe um
nGmero positivo 8 de tal forma que [(x—xo)2 + (y—yo)z] < & implica
em |f(x,y) - f(xo,yo)| < s

Seja u = u(x,y) definida e continua em um conjunto de pontos

au au

3% ' 3y sdo definidas por

(x,y) € Q. Entdo as derivadas parciais

lim U(X+Ax'yi = (X, 7) , (x + Ax, y) € Q
X
Ax-0

au

ou u(x,y+dy) - u(x,y)
ay

i (2,

= 1lim
Ay-0

AVA
AVAVAY
VAV

1 2 3 4 9 6 7 Ellr]t;s;F) 12 13 14 15 16 17

18

1.9



Derivadas de ordem superior podem ser definidas seguindo o
mesmo procedimento. A seguinte notagdo serda utilizada neste
capitulo

e assim por diante.

Em R’ seja o dominio Q. Entdo define-se a integral dupla

n
Ju(x,y)dQ = lim § u(a ,B)AS , para lim max[D(ﬂﬁl)] -0 (5.4)
Q n=o 1=t 1w

onde ﬁﬁl sdo as varias subdivisdes fechadas de Q, ASl sdo as Aareas

correspondentes a &ﬁi, (¢, B)) e ﬁﬁl, e D(ﬂﬁl) sdo os respectivos
didmetros de nﬁl. ]
Uma equagdo diferencial na varidvel dependente u(x,y) e nas

independentes x e y & uma equagdo que pode ser posta na forma

F(x, y, u, u, uy, u uxy, uw,...) =0 (5.5])
onde F & uma fungdo das variaveis indicadas sendo que no minino
uma derivada parcial deve ocorrer. Uma abreviagdao para Equagdo
Diferencial Parcial que sera utilizada & EDP.

Uma EDP na variavel dependente u(x,y) e nas independentes x e
y sdo ditas 1lineares de segunda ordem em Q se & possivel
escreve-las da seguinte forma

AU + BU
x

xx

+CU +DU + EU + F = (5.6)
y Yy x y

onde A, B, C, D, E e F sda fungdes de (x,y) € N e que
A +B+c®=0enmq.
Diz-se que f(x,y) & solugdo da equagdo (5.6), (x,y) € Q se e

(2)

somente se, f(x,y) € 6°(Q) e a fungdo e suas derivadas parciais

satisfazem (5.6) identicamente em cada (x,y).
5.2. Problema de Valor Inicial e de Contorno.

Seja o problema de valor inicial e de fronteira definido da

seguinte maneira
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w(x) Lu(x,y) + s(y) Lu(x,y) + t(y) w(x) u(x,y) =

= f(x,y), (x,y) € Q;
(5.7a-c)

u(x,y;)) =9g(x), xeIe (x,y) €T;

Bu(x,y) = h(x,y), x = xm eI, m=0,1, yedJ, (x,y) € [;

onde,I}, I; e B sdo operadores lineares expressos pelas férmulas

i ar B04)

y ay

L = - §§ [k(x) ! )] + d(x);

B= a - (-1)" g k(x) XL, x

(2) (1)

e u(x,y) € 68°(Q), k(x) € 6 '(I,R) para k(x) > 0; w(x) € 6(I,R)
para w(x) > 0; g(x) € 6(I,R); h(x,y) € 6(I',R); 0 #s(y) € €(J,R);
t(y) € 6(J,R); f(x,y) € 6(Q,R); o, Bm € R, de forma que
|« | + |8 | # 0 param = 0,1.

Uma fungdo u: Q2 » R & uma solugdo do problema de valor inicial
e de contorno se ela for continua em Q, tiver derivadas uy e u

X
em Q e satisfizer simultaneamente as equagdes (5.7a-c).

Teorema 5.1 - Seja o problema de valor inicial e de contorno
definido anteriormente, equagdao (5.7a), com condig¢gdes inicial
e de contorno ndo homogéneas (5.7b-c). Seja também a expresséo

2
u(x,y) = U(x,y) +L ex, (x,y) 0, (5.9)
i=0

entdo este problema pode ser transformado em outro com condigdes
de contorno homogéneas, mediante a escolha adequada das constantes
Cyr C, © C,.

Demonstragdao: Substituindo-se a equagdo (5.9) na (5.7c) resulta

2
Bu(x,y) = BU(X,y) + T clel = h(x,Yy). (5.10)
i=0

Tomando as constantes C, 1C, e C de tal forma que

cIBxl = h(x,y), x = X, m= 0,1;

=0
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BU(x,y) = 0; x = (5.12)

Para obtengdao das constantes Cyr S e C basta substituir a

definigdo do operador linear B (5.8c) na equag¢ido (5.11), assim

2
Lo fox' = (-1)" gk(x) i x"
i=0

'1=h(x,y), x=x, m=0,1

(5.13)

[a] ¢, + [ax, = BXk(x)]c+ [ax5 - 2Bk(x)x]) ¢, = h(x,y) ,
(5.14a,b)

[¢, 1 c, + [ax + BK(x)]c+ [aixf + 28,k(x,)%x ] ¢, = h(x,y).

Como o sistema de equagdes (5.14a,b) tem mais incégnitas que

equagdes, uma solugdo que pode ser encontrada & fazendo-se B, = 0,
de tal forma que o sistema torna-se

[ « (ax, - Bok(xo))} [ Co] =[ h(XO;Y) ] . (5.15)

al (alx1 + Blk(xl)) c1 h(xl,y)

Se o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (5.15)

é ndo nulo obtém-se as constantes restantes c, @ C, expressas por

h(x,,y) [a x +B8 k(x )] - h(x,y) [ x =B k(x))]
agla,x, +8,k(x,)] = o (ax, = B,k(x))]

c,(y) =

_ (5.16a,b)
o, h(x ,y) - a« h(x ,y)
ao[a1x1+31k(x1)] - al[aox0 - Bok(xo)]

c (y) =

Caso a matriz dos coeficientes do sistema (5.15) seja nula,

-

significa que a opgdo de fazer c, = 0 ndo é adequada, assim faz-se

= D0weo sistema de equag¢des (5.1l4a,b) torna-se

(5.17)

[ao (a0x§ = 28 k(% )cxt) ] [co] =[ h(x_,y) ]

o (ale + 2B K(x)X))

C

J Loy

Se o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (5.17)

é ndo nulo obtém-se as constantes restantes C, e C, expressos por
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h(x,,y) [a;%;+ 28 k(x,)X,] = h(x,y) [a X2 = 2B K(%X))%,]

CO(Y) s « [a 2+ 2B k(x.)x.] - « [axz-ZBk(x )X _]
0t 1 1 1’7" i e Qpor el

(5.18a,b)
« h(x ,y) = « h(x,,y)

c (y) = .
: oco[oz1xf+ 28 k(x,)x ] - ai[aoxi - 2B k(%))

Caso a matriz dos coeficientes do sistema (5.17) também seja
nula, significa que as opg¢des de fazer C ri= 0. ouie. = 0 ndao sao
adequadas, assim faz-se Cs = 0 e o sistema de equagdes (5.14a,b)

torna-se

2-

[ Bok(xo)) = 2 Bok(xo) XO):| [Cl _ [h(xo:Y) ]
(¢x, + B.X(X,)) (aixf + 28 k(% )%,)

g h(x,,y)

(5.19)

cuja solugdo é:

h(x,,y) (o, X[+28 k(x )%, J=h(x,,y) (@ X -2B k(%)% ]

c (y)=
: [ % -B K (X,)] [ale-l-ZBlk(xl )%, 1-[a,x +B8 k(X)] [rxoxi-zBok(xo) X,

h(x,,y) [a X~ Bk(x))] = h(x,y) [« x + B k(x,)]

c, (y)=

(5.20a,b)

Quando ambas as condigdes de contorno sdo do primeiro tipo,

1ol o o * 0 e Bo' B. = 0, o determinante da matriz dos

r
coeficié%tesldo sistema (5j15) é a o« (x -x) e portanto ndao nulo,
assim neste caso C 0.

Da mesma forma, quando ambas as condig¢des de contorno sao do
segundo tipo, i.e., o, o = 0 e Bo' Bl # 0, o determinante da
matriz dos coeficientes do sistema (5.19) é
ZBJﬂk(XO)k(XI)(Xdﬂg) e portanto ndao nulo, assim neste caso
C = 0.

Uma vez obtidos os parametros co(y), cl(y) e ca(y), pode-se
substituir a equagdo (5.9) na (5.7a), bem como nas condigdes
inicial (5.7b) e de contorno (5.7c), e utilizando as propriedades

dos operadores lineares definidas no Capitulo 2, obtém-se
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W(XJI&U(X:Y) + s(y)LU(x,y) + t(y)w(x)U(x,y) = F(x,y), (x,y) € Q;

U(x,y,) = G(x), x eI, (X)) €T; (5.21a-c)

BU(x,y) = 0, x = X € I, m=0,1, yed, (x,y) €T;

2
F(x,y) = £(x,y) = [W(X)L + s(Y)L_+ w(x)t(y)] L ¢ (¥)x

1=0

) (5.22a,b)

G(x) =g(x) =L c(y)xm

i=0
Desta forma, todos os problemas no restante deste trabalho
serdo considerados homogéneos, relativamente a&as condigdes de
contorno.

5.3. Expansdo de Fungdes de Duas Variaveis Reais em Séries
Infinitas de Fungdes Ortonormais.

Os conceitos sobre sequéncias e séries infinitas aqui
utilizadas podem ser encontrados em (APOSTOL, 1974), (BARTLE,
1976) , (BOULOS, 1986), (HYSLOP, 1950), (KNOPP, 1966), (LIMA, 1970
e 1989), (MARKUSHEVICH, 1977) e (WHITE, 1973).

-

Diz-se que uma fungdo u(x,y) €& de classe g

ou k vezes
: : : (k)
continuamente diferenciavel, e escreve-se u(x,y) € © ', quando

todas as derivadas parciais mistas

3 ®u(x,y)

ax(m)ay(nl

, m=0,1,..., &,; n=o-m; o =< k; (5.23)

existem e sdo continuas em Q. O conjunto das fungdes continuas é

(0) ()

indicado por € '. A classe § das fungdes infinitamente

diferenciaveis pode ser interpretada como sendo a interseccgdo de

k) L) 0 (1 (2) ;
¢ ; TR A LI - «++ Assim

todas as classes €
u(x,y) € g'™ se, e somente se, possuir derivadas de todas as
ordens em cada ponto de Q. E imediato que

(2) (1) (0)

(c0) (k) c € c € .

&4 ciUs2ite B oG lasdicds

Teorema 5.2 - Toda fungdo analitica u(x,y), (x,y) € Q é
infinitamente diferenciavel em Q.

Demonstragdo: Diferenciando-se a equag¢dao (5.1), da definigdo de
funcdo analitica, conforme a expressdo (5.23) obtém-se
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a, (i) (i-1)...(i-m+1) (3) (3-1)...

s ) t=m, __ J-n
coe (FomH1) (x=x) Uy-y )",

param=20,1,...,kK; n=k-m; kK =0,1,2,...
Como a série definida pela equagdo (5:1) converge
uniformemente tem-se que

o i+1 = j1
lil’ﬁ a(l+1)(]+1l(x x0) (Y yo)

L v-yv ) !
R a,(x=x) (Y-¥,)

a(l+1) (j+1) (X-Xo) (Y_yo)

= lim

= p < 1; (5.25)
1, j9On 1)

da mesma forma o teste de convergéncia para a série (5.24) fornece

m+1 J-n+1
(

. ‘ 1=
Y4 Bie1) (ga1) (3T (341) (x=X)) Y-y,)

tyae | a (i-m#1) (G-n+1) (x=x0) T (y=y) )T

a
. p (1+1) (J+1) (X=X ) (Y=Y .)
+1 +1 .
(i£;+1;E%-nll) T a - —| =P <1
i, Jow 1)

= lim
i, Joow

(5.26)

(i+1) (j+1)
(1-m+1) (J-n+1)

uma vez que lim
1, )

Uma consequéncia imediata da demonstragdo acima é que o
processo de derivagdo ndo altera o raio de convergéncia de uma

série infinita uniformemente convergente.

Teorema 5.3 - Toda fungdo analitica u(x,y), (x,y) € Q & quadrado
integréavel em Q.

Demonstracgao: Elevando-se ao dquadrado a fungdo analitica
u(x,y), dada pela equagao (5.1), obtém-se

1+m J+n

(y-y,) """ (5-27)

> w
Wy ) = ) a,
i,),m,n=0

Jam(x-xo)

Efetuando o teste de convergéncia na série (5.27) tem-se
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i+m+2
(141 J+1) 2 e ) (ne1) (X7%,) {y=¥:) »

lim

a
i+m
1, J,mn>e0

A (%= )" "(y=y.)

J¥n+2 |

j+n

1)

= lim a(l+l)(j+1] (X—XO) (y“yo)
a

1, ), 1)

A1) (ne1) X% (¥=¥,)

X lim = = p°, (5.28)
m, n,=>0 mn

portanto possuindo convergéncia uniforme uma vez que pelo Teorema
. 2 L 2 - -
5.2 p < 1 e por consequlinte p” < p < 1, assim u (X,y) & uma funcgéo

limitada e
1)) u’(x,y) da = J méx |u(x,y) |2 dQ = max |u(x,y) [2 J dQ =
Q Q Q

(5.29)

Teorema 5.4 - Toda fungdo analitica u(x,y), (x,y) € Q pode ser
expandida em termos de uma série infinita de fun¢des ortonormais

=

wl(x) relativamente & fungdo peso w(x) > 0, x € I e i € N,

conforme a seguinte expressao.
w0
u(x,y) =L A(y) ¥ (%) (5.30)
1=0

onde A (y), y € J, é uma fungdo limitada fornecida por
A(y) =J w(x) ¥ (x) u(x,y) dx. (5.31)

Demonstragdo: A fungdo analitica, equagdao (5.1), pode ser

rearranjada para a seguinte forma

u(x,y) =L a’(y) (x-x)" , (x,y) €@ ; (5.32)

m=0

ali(y)-= L lac(y=y ) ; (5.33)
n=0

-

e i . .

A funcgao (x-xo) , 1 e N, x, X € I é quadrado integravel em I

e portanto, em conformidade com o Teorema 3.37 pode ser expandida
em termos de uma série infinita, convergente na média, e expressa

por

(x—xo)'" =L ajly (x), meN; (5.34)
1=0




rr R - -
alh = II w(x) wi(x)(x xo) dx.
Substituindo a expressdo para (x-xofﬂ equagao (5.34), na
(5.32) obtém-se

.u(erJ = Z i im

a’(y) £ a!’ y (x) a’(y) a’’ y (x) =
) =0

(]

a’(y) a_ ¥ (x) =L A(y) ¥ (x),

1=0

A(y) =L a’(y) al’ =F (L a_(y-y,)") Jw(x)¥, (x)(x-x)"dx =
m=0

1
m=0 n=0

Fa (x=x)"(y-y)" w(x) ¥y (x)dx =

= Sw(x) ¥ (x) L L a (x-x)"(y-y)" dx =

m=0 n=0
= Jw(x) ¥ (x) u(x,y) dx . (5.36)

Como todos os termos do integrando do lado direito da equacgéao
(5.36) sdo quadrado integraveis, pelo Teorema 3.18, o seu produto
é integréavel e portanto a integral é limitada em I =

O termo Al(y) corresponde a uma transformada integral de
u(x,y), i.e., A(y) = ﬁl(y). Assim, as equagdes (5.36,30) s&o
denominadas por transformada integral e sua inversa,
respectivamente (MIKHAILOV & OZISIK, 1984) e sdo expressas por

u (y) = S w(x) ¢ (%) u(x,y) dx, i € N;
(5.37a,b)

u(x,y) =L u (y) ¢, (x), (x,¥) Q.
1=0

-

O resultado da andlise, acima obtido, é importante porém um
tanto restrito pois baseia-se na hipdétese de que u(x,y) e gl
restringindo muito o espago das fungdes sobre as quais pode-se
aplicar o par transformada-inversa, equag¢des (5.37a,b). Desta

forma & interessante ampliar este espag¢o de fungdes.




Teorema 5.5 - Toda fungdo u(x,y) € €%, k e N, (x,y) e 0,

quadrado integrédvel em Q pode ser expandida em termos de uma série
infinita de fungdes ortonormais wl(x), relativamente & fung¢do peso
w(x) >0, xe I, i e N, conforme a seguinte expressdo

u(x,y) =L ul(y) ¥ (x) (5.38)
i=0

onde'ﬁl(y), y € J, é uma fungdo limitada fornecida por
u (y) = S w(x) ¥, (%) u(x,y) dx. (5.39)

Demonstragdo: Inicialmente tentar-se-& encontrar uma expansdo em
termos de uma série infinita de fungdes ortonormais, nos mesmos
moldes daquela expressado (5.35) obtida para o caso de u(x,y) ser
analitica, assim assume-se que

(-]

u(x,y) =% ul(y) ¥, (x), (x,y) Q. (5.40)
1=0

Multiplicando-se a expressdo acima por w(x)wj(x), j e N e

integrando-se sobre o intervalo I, obtém-se

Fw(x) ¥ (x)u(x,y)dx = fw(x) ¥ (x) T U (y) ¢ (x)dx =
i=0

U (Y)W (x) ¥ () (x)dx = L U (y)s, =u(y), Jen

u (y) = Sw(x) ¥ (x) u(x,y)dx. (5.41)

Multiplicando-se a equagdo (5.40) por w(x)u(x,y) e integrando

sobre o compacto 1 obtém-se

W (o ol e, Ol (oo =

U, (y)U (y)dy S w(x)y, ()¢ (x)dx = L J U (y)dy.
1=0
(5.42)

Como o lado esquerdo da equag¢dao acima & limitado, implica que

o lado direito também o &, e por conseguinte as fungdes

iﬁ(y), y € J, 1 € N sdo limitadas e quadrado integraveis. Isto
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também demonstra que a série (5.40) converge na média =
O resultado do teorema anterior extende a validade do par
Transformada-Inversa, equagdes (5.37a,b), do espago de fungdes

il até o de 1’3‘0’.

5.4. Técnica da Transformada Integral.

Procura-se encontrar uma solugdo que satisfaga a equagdo
diferencial parcial (5.21a), bem como & condigdo inicial (5.21b) e

as condig¢des de contorno (5.21c).

Teorema 5.6 - Seja o problema expresso pelas equagdes (5.2la-c).
Seja também o problema auxiliar de autovalores (em conformidade
com o Capitulo 3) definido pelo seguinte equacionamento

a?w.(x)wi(x) = L: wi(x), xeIeielN:;
(5.43a,b)
By (x) =

(2
(I,R),

- . . . . 3
e Lx um operador diferencial linear ordindrio de segunda ordem.

onde w'(x) € 6(I,R), com w.(x) > 0 para x € I; wi(x) € G

Entao, se w'(x) = w(x) e L; um operador adjunto de Lx, a equagao
(5.21a) conjuntamente com as condigdées inicial e de contorno,
possuem uma Gnica solugdo que pode ser expressa da seguinte forma

w

U(x,y) = I ¥ (x)exp[ - J s (n)dnl(G +

i=0 0

= n
s I:OF, (n) *3><p[.fy05i (§)dg]an},

s (Y) = t(y) + Als(y) ,
E’;.i = Jw(x) ¥ (x)G(x)dx,

F (y) = J, ¥ (X)F(x,y)dx.

Demonstragdo: Pelo Teorema 3.2 o operador Lx é auto-adjunto, e por
hipbétese L: é adjunto de L, assim L; = L. Portanto o problema

auxiliar de autovalores (5.38a,b) torna-se
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Afw(x)wi(x) =L ¥y (x), xeIeieNl;
(5.46a,b)
BY, (X)

Multiplicando-se a equagao (5.2l1a) por ¥, (x), i eN, a (5.46a)
por s(y)U(x,y) e adicionando as equagdes resultantes obtém-se

W(X)P, ()L UX,Y) + [t(y) + A s(Y) W)V, () U(x,y) +

s(y)[¥, (x)L U(x,y) - U(x,y)L ¢y (x)] = ¥ (X)F(x,y) , (X,¥) € Q .

(5.47)
Integrando-se, em I, a equagdo acima resulta

FW(X) ¥ (XL U(X,y)dx + § (y) [W(x) ¥ (x) U(x,y)dx +

+s(y) SIY (X)LU(x,y) - U(x,y)L_¥ (x)]ldx = F (y) ,
: (5.48)

s,(y) = t(y) + ajs(y),
F (y) = J ¥, (X)F(x,y)dx.

Utilizando-se as propriedades dos operadores lineares de

diferenciag¢do e integracdo (Capitulo 2), obtém-se

S w(x) ¥ (x) 13U(x,y)dx = J}LYW(X) ¥, (x) U(x,y)dx =
= Ly J}w(x) wi(x) U(x,y)dx. (5.49)

Tomando-se a definig¢do do operador L, equagao (5.8b),

obtém-se
S Y (X)L U(x,y) - U(x,Y)L ¥, (x)] dx

5 3y (x) ;
= FAU(x,Y) g3 [K(X) —5— 1 = ¥, (%) 35 [k(X)

ol 3y, (x) -

=0 L k) —— - v, (0 ZEY g ax -

o S au(x,y) ] " . (5.50)

= k(x)[U(x,y) - v, (x) T

ax
0

Tomando-se as equagdes (5.21c) e (5.46b), das condigdes de

contorno tem-se
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[0 U0, y) = (-1 k(o) B, Xl ) =0, m

] Y, (x)
[y, (x) = (-1)" k(x) B, —p— ] _

ux,y) eyl

ax

Y (x) .
b, (x) —— [ | (D" k(x)B

como (¢, -(-1)"k(x)B) = (0,0)" para m

U(x,y) Ui, y)

oy (x)
v, LX) %

3y, (x)
[U(x,y) —g— = ¥ (x) ZEX),

X=X
m

assim a equagao (5.45) torna-se

5 I¥, () LU(X,y) = U(x,y) Ly (x)]ax (5555)

=

Apds estas consideragdes pode-se retornar a equagdo (5.48) que

pode entdo ser expressa da seguinte forma

L S W(X)¥, (x)U(x,y)dx + S, () w(x)¥, (x)U(x,y)dx = F (v);
(5.56)
a qual pode ser novamente modificada tomando-se a definig¢dao da

transformada integral, (5.37a), para resultar em
LU (v) + s ()T (y) = F(y), i . (5.57)

Como o operador linear Ly, (5.8a), é& de primeira ordem, a
equagdo (5.57) define um sistema de equagdes diferenciais
ordinarias desacopladas, o qual necessita orespectivo conjunto de
condigdes iniciais, que pode ser obtido multiplicando-se a equagédo
(5.21b) por w(x)wi(x) e integrando-se sobre o compacto I, assim
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U (yy)) = S w(x) ¥ (X)U(x,y))dx = Jw(x) ¥ (x)G(x)dx = al- (5.58)

Resolvendo-se o sistema de equagdes diferenciais ordindrias de
primeira ordem (5.57), sujeito as condigdes iniciais (5.58)
obtem-se

0,(y) = exp(~S) s (manK& + & F (n) expls] s (§)dgldn), i e N.
0 o o
(5.59)

Em conformidade com o Teorema de Existéncia e Unicidade
(Capitulo 2) a solugdo acima é& Gnica para cada i € N.
Substituindo-se a equag¢do (5.59) na férmula de inversdo (5.37b)
obtém-se a (5.44) =

Este enfoque apresentado no Teorema 5.6 tem sido utilizado na
solugdo de problemas do tipo Convecgdo-Difusdo, sendo que
MIKHAILOV & OZISIK (1984) apresentam uma andlise unificada de sete
classes distintas. Este procedimento & denominado de Técnica da

Transformada Integral.
5.5. Técnica da Transformada Integral Generalizada.

No item anterior demonstrou-se que o problema original
(5.21a-c), para ser transformado em um sistema de equagdes
diferenciais ordinarias desacoplado & necessario que w'(x) e 1; do
problema auxiliar de autovalores, (5.38a,b), sejam tais que
v;(x) = w(x) e Ii - 1&. Apresenta-se agora alternativas para se
buscar solu¢des quando estas duas restrigdes ndo forem atendidas

no todo ou em parte. Assume-se entdo que w‘(x) 2 w(x) e L; # Lx.

Teorema 5.7 - Sejam o problema expresso pelas equagdes
(5.21a=c) e o ©problema auxiliar de autovalores, equagdes
(5.43a,b). Entdo a equagdo (5.2l1a), conjuntamente com as condigdes
inicial (5.21b) e de contorno (5.21c) possuem uma UGnica solugdo

que pode ser expressa da seguinte forma

u(x,y) =L U (y)¥, (x)
i=

0
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[0.(¥), O, (¥),ees U exp[-J7 S(m)dnK& +
0

+ I:expwr S(£)dEJH(n)dn,
0 0

S(y) = s(y) AT'B + t(y)I + s(y) A’'c;

A= [A,]l, A =Jw(x) ¥(x) ¥ (x)ax, i, € N;

1)
B =(B,], B, =/[V(x) L ¥ (x) -y (x) L ¥ (x)]dx;

C=1C,),-C =478, 8 =LwEV (XY xAax, i,jeN;

I=(5,), i, <N

L™ G, = J‘Iw'(x)wl(x)e(x)dx, ie IN;

H(y) = AT'F(y);

F(y) = (F(v), F(v),...17, F(v) = Sy (X)F(x,y)dx, i e .

Demonstragdo: Multiplicando-se a equagdo (5.21a) por wl(x), ieN,
a (5.43a) por s(y)U(x,y) e adicionando as equag¢des resultantes
obtém-se

w(x) ¥, (x) LU(X,¥) + s(y)[¥,(x) LUXY) - U(X,y) Ly (x)] +
+E()W(X) ¥, (x) Ux,y) + AZs(y) w (x) ¥ (x) U(x,y) =
= ¥, (x) F(x,¥), (X,y) Q. (5.62)

Integrando-se, em I, a equag¢ao acima resulta

*

TW ()Y, (X)L U(X,y)dx + s(y)[V, (X)LU(X,y) = U(x,y)L ¥, (x)]ax +

+ B W)Y () U(x,y)dx + AZs(y)S W (X)¥ (x)U(x,y)dx = F (y) ,
(5.63)
onde ?l(y) = Ilwi(x)F(x,y)dx.

Utilizando-se as propriedades dos operadores 1lineares de
diferenciagdao e integragdo (Capitulo 2); os resultados da Teoria
de Séries Infinitas (BOULOS, 1986), (HYSLOP, 1950) e (KNOPP,

1966); a férmula de inversao

u(x,y) =L Uy, (x),
1=0

bem como a de transformagdo integral

T (y) = 5w ()9, (x)U(x,y)dx, i e N;
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obtém-se
SM(X)¥ (%) L U(x,y)dx = fw(x)¥ (x) L T

=T
J:

0 ]

A= (X)) ¥ (X) ¥ (x)dx;

8, (y)¥,(x)ax =

J=0

LU, (M) w(x)y (x)¥, (x)dx = )J:= A LU (Y)

S, (x) L U(x,y) = U(x,y) Ly (x)]dx =

o

=L, 0 LT T e e) =L T e Ly (x)ax =

J=0 Jj=0

0

=I 5,0 0oL 0 - ¥, 0ny, 01ex =T B, T, (),

o

B,, = S,l¥,(x) LY (x) = ¥ (x) Ly,

(5.65)

(x)]ax;

ST (x) ¥ (U y)ax = Su )y (x) T T (v)v (x)ax =
Jj=0

O, (0)Iw () ¥, (x)¥ (x)dx = }J:=05”fij(y)

=k
)=

o]

51, = Irw (x) wl(x)wl(x)dx.

Apbs estas considerag¢des pode-se retornar
pode entdo ser expressa da seguinte maneira

0

L A,LB () #8011 8,0 0 e

+s(y) A, U (y) = F(y), ien;

ou na forma matricial

LU(y) + S(y)U(y) = H(y)

S(y) = t(y)I + s(y) A'[(B +
fi(y) = A'F(y),
(a1

[B,,1;

106
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B(v) =l () ol (¥)omss]”

F(y) = (F(v), F(¥),...1.

A matriz A é simétrica uma vez que

AL, =S W)Y (XY (x)dx = Jw(x)y (x)¥ (x)dx = A, 1,5 € N;

considerando também que as autofungdes wl(x), i € N, sdo reais e
linearmente independentes tem-se que o determinante de Gram & nédo
nulo, i.e.,

G(wo,wl,...) = det[A”] # 0, (5.69)

desta forma A & inversivel (BRONSON, 1993) e portanto A™' existe.
Como o operador linear Iy, (5.8a), & de primeira ordem, a
equagdo (5.68) define um sistema de equagdes diferenciais
ordindrias acopladas, o qual necessita o respectivo conjunto de
condigdes iniciais, que pode ser obtido multiplicando-se a equacdo

(5.21b) por w.(x)wl(x) e integrando-se sobre o compacto I, assim

T

U(y) =& =1(E, G,...1, & = Jw (x)y (x)G(x)dx. (5.70)

Resolvendo-se o sistema de equag¢des diferenciais ordindrias de
primeira ordem ‘acopladas (5.68), sujeito Aas condig¢des iniciais
(5.70) obtém-se

U(y) = exp [- &7 S(n)dn}(G + J) explS] S(§)dEM(n)dn}y.  (5.71)
0 0 0

Em conformidade com o Teorema de Existéncia e Unicidade

(Capitulo 2) a solugdo acima é Gnica.

Substituindo-se i%(y), fﬂ(y),..., obtidos da equagao (5.71),

na férmula de inversdo (5.60) obtém-se a solugdo final U(x,y) =

Este enfoque apresentado no Teorema 5.7 tem sido utilizado na
solugdo de problemas do tipo Convecgdo-Difusdo que apresentem
dificuldades intransponiveis quando enfocados por métodos menos
poderosos, tais como o Método da Separagdo de Varidveis e o da
Transformagdo Conforme. Pode-se citar como exemplo, entre muitos

outros pesquisadores gque também utilizam-se desta técnica, a
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obtengdo de distribuigcdo de velocidade em escoamentos laminares de
fluidos Newtonianos em dutos retilineos de seg¢do transversal
triangular (APARECIDO et al., 1989), trapezoidal (APARECIDO &
COTTA, 1987) e hexagonal (APARECIDO & COTTA, 1990b); a obtengdo da
distribuicdo de temperatura em escoamentos laminares de fluidos
Newtonianos em dutos retilineos de seg¢do transversal triangular
(APARECIDO & COTTA, 1992), retangular (APARECIDO & COTTA, 1990c),
e também de formatos irregqulares (APARECIDO & COTTA, 1990a); a
solucdo de problemas de Difusdo com coeficientes varidveis (COTTA
et al., 1992); anadlise da transferéncia de calor transiente em
aletas (COTTA et al., 1993); solugdo de problemas ndo lineares de
transferéncia de calor com mudanga de fase (DINIZ et al.,
1990a,b), e (DINIZ et al., 1992); e obtengdo da distribuigdo de
temperatura em escoamentos em desenvolvimento em dutos retilineos
(SILVA et al., 1992). Recentemente publicou-se (COTTA, 1993) um
texto que apresenta varias aplicagdes da Técnica da Transformada

Integral Generalizada.
5.6. Truncamento da Expansdo de Fungdes em Série Infinitas.

Em conformidade com o item (5.3) a expansdo de uma fungdo
U(x,y), quadrado integravel em Q, em termos de um conjunto
completo de fungdes ortonormais, relativamente &a fungao peso

w(x) > 0, pode ser expressa por

U(x,y) =L U (0¥ (x) , (x,y) €@,
i=0

N o
U(x,y) =L U (y)y (x) +L T ()y (x).
=

0 N+1

Definindo uma fungdo aproximagdo U, (x,y) e

residuo Rﬂ(x,y) da seguinte forma

N
U, (x,¥) =L T (9, (x),
i=0

(5.74a,b)

R (x,¥) =L T (V) (x),
I=N+1

assim a equagdo (5.72) torna-se

Ux,y) = U (x,y) + R (X,y).
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Como U(x,y) & quadrado integrivel e converge na média,
conformidade com o item (5.3) e com o Capitulo 3, entdo

em

lim f_ w(x) |U(x,y) - U (X,y) |?d% > o , (5.76)
Now

e portanto Un(x,y) converge na média para U(x,y) quando N aumenta.
Rearranjando-se a equagdo (5.70) obtém-se

U(x,y) - UN(er) = Rn(x!Y):

|u(x,y) = U (x,¥)]* = R (x,¥)]%

w(x) |U(x,y) - U (x,y)]|% = w(x) |R(x,y)]|%

a qual ao ser integrada em 1 fornece.

I w0 U0xy) = U 00y) | %0 = I W) R, (x,¥) | “aq.

Passando ao limite a expressdo acima resulta

lim f_ w(x) |U(x,y) - U (X,Y) |2dR = 0 = lim §_ w(x) IR, (x,y)|%dq,
Now N-o

ou seja Rn(x,y) converge na média para zero quando N aumenta.
Desta forma, para efeitos computacionais, pode-se substituir

os somatdérios infinitos que aparecem nesta andlise por somatdrios

finitos, tomando valores de x que permitam atingir um determinado

erro médio pré-estabelecido.

Para maiores detalhes sobre sistemas de equag¢des diferenciais

ordindrias de primeira ordem infinitos, ver LEWIS (1933), DEIMLING
(1977) e COTTA (1989).
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6. APLICAGCAO DA TECNICA DA TRANSFORMADA INTEGRAL GENERALIZADA
SOLUGAO DE PROBLEMAS DE CONVECGAO EM DUTOS.

Apresenta-se a fundamentagdo do modelamento matematico de
problemas de transferéncia de calor em escoamentos laminares em
dutos, bem como a respectiva solugdo utilizando-se a Técnica da
Transformada Integral Generalizada, desenvolvida nos capitulos

anteriores. O caso do duto circular retilineo é& particularmente
analisado.

6.1. Hipb6tese do Continuo.

O termo continuo refere-se a um conceito simplificador que
consiste em negligenciar a estrutura molecular da matéria e
imagind-la sem falhas ou espagos vazios. Assume-se, também, que
todas as fungdes matemadticas wutilizadas nesta teoria sao
continuas, exceto em um conjunto finito de superficies interiores.
Estas hipdéteses implicam que as derivadas das fungdes ai definidas
também sdo continuas em quase todos pontos da matéria. A matéria
hipoteticamente continua denomina-se meio continuo. Este enfoque
imediatamente torna disponivel todo o instrumental matematico de
andlise. As teorias de elasticidade, plasticidade e mecénica de
fluidos baseadas no conceito do meio continuo levam adicionalmente
a predigdes quantitativas que estdo em concorddncia com os
resultados experimentais para grande quantidade de condigdes
termodindmicas. A existéncia de areas nas quais o conceito de meio
continuo ndo é aplicadvel ndo diminui sua utilidade em outras
areas. Uma outra hipdétese frequentemente utilizada a respeito da
natureza da matéria & a isotropia (um mateiral é isotrépico com
respeito a certa propriedade se esta propriedade & a mesma em
todas as diregdes) (MALVERN, 1969).

6.2. Campo de Tensdes em um Meio Continuo Deforméavel.
Seja (x,y,2z) € R’ um ponto em um sistema de coordenadas

cartesianos; dV = dx dy dz um elemento de volume com seu vértice
mais proéximo da origem no ponto (X,y,2). Sobre as duas faces,

perpendiculares ao eixo x, de area Ax = dydz atuam forcgas
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af

ffox+6x dx.

Definindo tensdo como sendo

(6.2)

a expressdao (6.1) pode ser substituida por outra em termos de
tensdes, assim os termos expressos em (6.1) podem ser substituidos
por

ép
B. & ‘p,+ 6xx dx ; (6.3)

sendo que o sub-indice x, significa que o vetor tensdo p atua
sobre uma face perpendicular ao eixo x. Para outros eixos segue-se
o mesmo procedimento, desta forma obtém-se as componentes da forga
resultante em cada direcgdo:

diregdo x: av,
direcgédo y:

direcgdo z: dav.

Consequentemente a forga resultante total P, por unidade de

volume, & expressa por

6px apy 6p2

Os vetores P/ py e p_ que atuam sobre as faces Ax, AY e Az

3
pertencem ao R°, portanto podem ser decompostos como segue

T
C (Uxx' txy' -sz) '

(t ¢ O, T )Tr
yx yy yz

(Tt T (o) )T
zx' zy £ zz !

onde os sub-indices de T e ¢ significam primeiro a face sobre a

qual atua a componente do vetor, segundo a diregdo para a qual

aponta a componente do vetor. As componentes dque apresentam

subindices duplicados o , o e o sdo as tensdes normais, uma
xx & 4

yy
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vez que atuam perpendicularmente 4&s faces. As componentes
restantes que nao apresentam sub-indices duplicados sdo as tensdes

tangenciais 'cwlr T tﬂf.. uma vez que atuam tangencialmente 4&s

faces.

0 conjunto das nove componentes gque aparecem nos vetores
(6.6a-c) formam o chamado tensor das tensdes T, expresso por

(o) T T
XX Xy XZ

T g T
yx yy yz

T T (1)
zX zy zz

Fazendo-se a somatéria dos momentos ao redor dos eixos x, y, 2z

consecutivamente, obtém-se respectivamente

T ' g
yz zy

T T E0; (6.8)

XZ zX

T = T ’
xy yx

ou seja, as tensdes tangenciais sdo simétricas (SHAMES, 1980:22).
Desta forma o tensor das tensdes possui em realidade seis termos
distintos ao invés das nove originais, i.e.

o T T
XX Xy Xz

T a T
Xy yy yz

T T o
Xz yz zz

Das equagdes (6.9), (6.6a-c) e (6.5) obtém-se
ao at at ao at at

BASM(o-oh —otinsses e

6.3. Estado de Deformagdes em um Meio Continuo

A deformagdao de um volume dV pode ser representado por trés
alongamentos € s cy, e ao longo dos eixos X, Y, z,

respectivamente; e por trés rotagodes 'arxy, 7 7 em torno dos

Z' X

eixos 2z, x, y, respectivamente. Os alongam;ntos representam as
variagdes relativas do volume dV nas diregcdes dos eixos
coordenados, produzidos pelas tensbées normais. As rotagdes
representam as variagdes dos angulos, inicialmente retos, entre os

eixos coordenados, produzidos pelas tensdes tangenciais. A




variagdo relativa do volume 4V é

A(dV) + A(dV) + A(dV)
_ A(av) _ x y z _
e v = 7 =e +te +e. (6.11)

Sejam (x,y,z) e (x+&, y+m, 2z2+{) as coordenadas de um ponto
antes e depois da deformagdo, sendo

£ = E(x,y,2,%t),
n = n(x,y,2,t),
¢ =C(x,y,2,t),

componentes do vetor deslocamento neste ponto, expresso por

Sxm ! (£, 0,000« (8.13)

As seis componentes da deformagdo €, €, €, ¥ , ¥ _, ¥
X y z Xy Xz ¥z

podem ser expressas (SCHLICHTING, 1972) em termos dos trés
deslocamentos £, m, { como segue

— 8.
az'

aL .12
=5+ %, (8.14a-c)

6.4. Fluidos Newtonianos

Fluidos sdo materiais que se deformam indefinidamente quando
submetidos a tensdes de cisalhamento ndo nulas e deformagdes
angulares nulas na auséncia de tensdes de <cisalhamento.
Considera-se neste texto apenas os fluidos que se comportam como
meio continuo.

As relagdes desenvolvidas no item anterior, entre as
componentes da deformagdo e componentes do deslocamento, sdo Gteis
principalmente nos casos de deformagdes finitas. No caso de
deslocamentos que ocorrem indefinidamente, <como & o caso
dos fluidos, é mais adequado utilizar-se as taxas de
deslocamentos. Para casos intermedidrios pode-se utilizar um
modelo ou outro, conforme as conveniéncias.

No caso dos fluidos seja o vetor velocidade em um ponto




T
= (u, v, w)

u(x,y,z,t) = g(xé)tr'z’t)

an(x,y,2,t
v(x,y,z,t) = 202, 8)

w=w(x,y,z,t) = BC(xéi,z,t) .

Diferenciando-se relativamente ao tempo as equagdes (6.14a-c)
obtém-se as relagdes entre taxas de deslocamentos e taxas de

deformagdes.

onde (") = QéEL .

Fluidos Newtonianos sdo aqueles cujo comportamento fisico pode
ser matematicamente modelados de tal forma que a relagao entre as
tensdes e as taxas de deformagdes é linear (ARIS, 1962:110), e

expressa por

du 1 Py av du aw au
+ U av du av _ 1 .. aw av
(Ei + 3y 2(5§ 3 divW) (ay + =

aw du

av
(3 * 3z

ow 1 ;
E) 2(3—2- - -j- le")

a
(o ?

sendo p = p(X,Y,2,t) a pressdao termodindmica no ponto (x,y,z) e

instante (t).
6.5. Equagdes Basicas do Movimento de Fluidos.

Neste item apresenta-se a aplicagdo aos escoamento de fluidos




de trés leis béasicas da Termodindmica que sdo: conservacido da
massa, conservagao da quantidade de movimento e conservagdo da
energia (WYLEN & SONTANG, 1976) .

Um escoamento tridimensional é constituido pelo campo de
velocidades o qual é representédo pela equagdo (6.15) com as trés
componentes cartesianas u,v,w, além das distribui¢des de pressio
(p) e densidade (p).

6.5.1. Equagdao da Conservag¢do da Massa.
A lei da conservagdao da massa estabelece que o fluxo liquido

de massa através da fronteira do volume dV é igual a taxa de

acimulo no seu interior. Assim, para um fluido genérico tem-se

3p : -
3¢ + div(pW) = (6.19)

6.5.2. Equagao da Conservagao da Quantidade de Movimento.

Para obtengdao das equagdes da conservagdo da quantidade de
movimento utiliza-se inicialmente a segunda lei de Newton aplicada
ao volume dVv, de tal forma que as forg¢as por unidade de volume séo
expressas por

(6.20)
onde K é a forgca de campo, expressa por
T
K= PP S ira You9,) o (6.21)

P é@ a forgca de superficie, equagdo (6.5), a qual pode ser
reestruturada, usando a (6.6a-c), para
ao at at at ao atT atT at ao T

o) XX Xy XZ Xy vy yz Xz yz ZZ 5 .
PimCar Yoge Y w07, OB )i

(6.22)
DW

e BE é a aceleracgdo substancial, composta da componente local e da

componente convectiva, expressa por

DW oW i dW _ 8w

DE 3t gt = 3t + (Wegrad)W,

onde (o) representa um produto interno.




Substituindo-se as equagdes (6.21-23) na (6.20) obtém-se

Du
Pbt

Dv Xy yy
PoE = P9, * C5x * 5y

Dw atT at

ZzZ

a
Dw _ Xz yz
Pbt POl ( ax T ay gz -

Substituindo-se os componentes do tensor das tensdes (6.18)
equagdes (6.24a-c) obtém-se

- %p 9 r, %8 _ 1y 9 r,8u,dv 24
P9~ ax * 2axlk(x — 3AIVW)] + FluGyia)l + Fzlk(

aw , du
ax 3z

-9 9 rat9V. - 14; L A AL A
P9, 3y * Zay[u(ay 3divW)] + az[“(az+ay)] + gk

ou,ov
5§+5§H;

P~ 32 + 25;luGy - 3aivi)] + TIuGTh) + SuGE.
(6.25a-c)

Este sistema de equagdes que representa a conservagdao da
quantidade de movimento €& conhecida na literatura técnica como
equagdes de Navier-Stokes e foram desenvolvidas por varios autores

entre os anos de 1827 e 1845 (LANDAU & LIFSHITZ, 1989:46).
6.5.3. Equagdo da Conservag¢do da Energia

Considere-se o volume dV com massa dM = pdV. A quantidade de
calor DQ que atravessa a fronteira deste volume no intervalo de
tempo Dt destina-se a aumentar sua energia total DE e/ou realizar
o trabalho DW. Assim

DQ _ DE , DW
Dt Dt Dt

Admite-se que os valores das temperaturas envolvidas sdo tais

(6.26)

que a transferéncia de calor por radiagdo & irrelevante. Conforme
FOURIER (1822), o fluxo de calor (q) através de uma superficie de
drea A, & proporcional ao gradiente da distribuigdo de temperatura
(T) normal a ela, isto é

D aT
D_S.:q:-—k-é—ﬁ,T:T(x;Yfz!t)




sendo k a condutividade térmica. A quantidade de calor que entra
no volume dV através de sua face perpendicular & direg¢do x, por
unidade de tempo, é

aT
- k e dydz,

e a que sai pela face oposta é

or , 8

aT
[k 3% + 3% (k 3%)ldydz.

Disto seque que o calor liquido que atravessa a fronteira de
dV na diregdo x, durante o intervalo de tempo Dt é

a aT

DQx = Dt d}CdeZ & (k 'é")'c"). (6.28)

Procedendo-se da mesma maneira, relativamente aos eixos y e z,
encontra-se DQy e DQz de tal forma que o calor liquido total que
atravessa todas as faces do volume dV durante o intervalo de tempo
Dt é

DQ = Dt dV grade(k grad T). (6.29)

A variagdo da energia total D& compde-se da variagdo da
energia interna DU = pdVDu, da variagdo da energia cinética
DEc= %p dV D(WeW) e da variacdo da energia potencial DEp = pdVDep,
assim

DE _

Du 1D
ot - P9V o * 2 bt

Dt

-l Y| Dep
(W +vi+w™) + DE " (6.30)

Para obter-se o trabalho realizado DW, inicia-se obtendo a

expressdao para o efetuado por o desta forma

DWU ao
X X

ax

au

g -~ [-uo + (u+ = dx)o + dx)] dydz,

DWU

=" a
5E = =4V g= (us ). (6.31)

Procedendo-se da mesma maneira, relativamente a todas as
tensdes normais e tangenciais, obtém-se o trabalho total realizado

pelo/sobre o volume dV durante o intervalo de tempo Dt, expresso
por
W

DW _ _ 3
BE dv [ﬁ(ua“ + V'ny

a
+ + == + + WT +
wrxz) ay (Utxy vavv YZ)

a
+ EE(urx + vryz + wozz)]. (6.32)

z

AVA
AVAVAY
VAV

cm 1 2 3 4 9 6 7 Ellr]t;s;F) 12 13 14 15 16 17

18

1.9



Substituindo-se as equagdes (6.32), (6.30) e (6.29) na (6.26)
e levando em conta as (6.25a-c) apbés alguns algebrismos
encontra-se

pg% + p div W = grade(k grad T) + ud (6.33)
onde $ & a fungdo dissipagdo, expressa por

aw av.2
-k(§§ + 52) +

® = 205" + G+ Go1 + Gy +

a_ua
ay
2 2 ,0u av ow, 2

aw

du
+ (53 t X

6.6. Equagdes Basicas para Fluido com Propriedades Constantes.

Quando a faixa dos valores da distribui¢do de temperatura é
tal que as propriedades p, u, € e X8 k possam ser consideradas
constantes, as equagdes béasicas (6.19), (6.25a-c) e (6.33)
tornam-se

2

4 2 T) + ud,
2
az

¢ = 20 + G + G + Gy

aw.2 aw)a

du av
e ) e 3y

As equagdes acima, mediante mudanga adequada de variaveis
independentes, podem ser escritas em coordenadas cilindricas (BIRD

et al., 1960) como segue

(xv) + 2 5=(v.) + 5=(v) =0, (6.38)

r r de' e az




3 1
t R B

BVZ
PGGE

14
+”['1_' or

— ) + —

(r 37

aT
pcp(% + Vr E

1l 4 6T

= k IF 3x(*3

Lo
2

a°T
8 2

av av av
= G VP Gt Gt 15 )

2, &

r (38 i

av av . 1 av
z r + r

+ Gt 3 3 TTraEE)l-

6.7. Escoamento Laminar Totalmente Desenvolvido em Dutos
Retilineos.

Em escoamentos laminares no interior de dutos retilineos as
particulas de fluido movem-se em trajetdérias bem definidas. O
fluido aparenta mover-se como laminas deslizantes de espessura
infinitesimal, uma relativamente a&s outras. Este escoamento & dito
totalmente desenvolvido hidrodinadmicamente quando a distribuicao
de velocidade & invariante em qualquer segdo transversal do
dominio considerado, isto &, independente da distdncia axial e do

tempo. As componentes de velocidade na diregdo perpendicular ao
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eixo do duto sdo nulas. Em termos matemidticos implica que, em
coordenadas cartesianas,

u u(x,y,z,t) =0,
v = v(x,y,2,t) = 0, (6.41la-c)
w = w(x,y,z,t) = w(x,y),
ou em coordenadas cilindricas
L vr(r,e,z,t) =0,

v, = ve(r,e,z,t) =0,

v = vz(r,e,z,t) = vz(r,e).
Em consequéncia das equagdes (6.4la-c) as equacgdes
(6.36a-c) tornam-se

“
-—aw(x'Y) =0 g& = 0
az ' ax :

ap 82w ., a%w
Bz=u[2+ 2]'
ax ay

onde p. =p+pV¥ egrad ¥ = - g.

Como ap./ax_= 0 e 6p‘/ay = 0 implica que p.=p'(z), entretanto
o lado esquerdo da equagdo (6.43) & fungao de (z) e o lado direito
de (X,y), assim a Gnica fungao que satisfaz ambas condigdes é a
fungdo constante (C). Em consequéncia tem-se

*w(x,y) , dw(x,y)

ax> ay?

=C’

ou em coordenadas cilindricas

avz(r,e)

2
1 a vz(r,e)

)+ 5 ————=c. (6.45)

dr r 3o

Em escoamentos viscosos as condigdes de contorno mais comuns
para a distribuicdo de velocidade sd3o a condigdo de nao
deslizamento do fluido em contato com as paredes do duto (I'), isto
é, w(x,y) = 0 para (x,y) € I'; e a condigdo de simetria quando o
duto apresenta forma simétrica, isto &, 48w(x,y)/dn = 0 para
(x,y) € T e n perpendicular a I'. Ressalte-se, ainda, que u(x,y) é
uma grandeza fisica finita.




6.8. Escoamento Laminar Totalmente Desenvolvido em Dutos
Retilineos Circulares.

O escoamento laminar, em regime permanente, totalmente
desenvolvido de fluidos Newtonianos com propriedades constantes no
interior de dutos circulares apresenta simetria relativamente ao
eixo do duto, desta forma

3Vz(r,e)
—

implicando que v (r,e) = v (r), em consequéncia a equagdo (6.45)

=0

torna-se
d dvz
ar (¥ g

sujeita as seqguintes condigdes de contorno

= Cr (6.46)

vz(o) é finita e vz(ro) = 0, (6.47)

sendo r, o raio do duto.
A equagdo diferencial ordinaria (6.46) conjuntamente com as
condigbes de contorno (6.47) podem ser prontamente resolvidas

obtendo-se a solugéao

i
32u (

0%, D = or,. (6.48)

v (r) = 2v [1- (F)°], v = -
0

Esta equagao foi obtida originalmente usando meios
experimentais por HAGEN (1839) e logo apdés por POISEUILLE (1840).

6.9. Transferéncia de Calor, em Regime Permanente, por Convecc¢ao
Forgcada em Escoamento Laminar Totalmente Desenvolvido dentro

de Dutos Retilineos.

Neste item assume-se adicionalmente que os efeitos da
convecgdao natural sdo negligencidveis; que a condugdo térmica na
diregdo axial & muito menor que a condugdo nas diregdes
perpendiculares ao eixo do duto; que a taxa de geragdo de energia
térmica por dissipagdo viscosa & negligenciidvel. Assim a equacdo
(6.37), em coordenadas cartesianas, torna-se

2 2
P W (X,Y) = =xEZ + 13, (6.49)
ax ay




ou em coordenadas cilindricas

aT 14

! ]
pcpvz(r,e) T k{; T

(rg) + = (6.50)
r de

As condig¢des de contorno mais comuns desta equagdo diferencial
parcial linear de segunda ordem sdo: a) condic¢do de primeiro tipo
onde o valor da temperatura (T) nos contornos é especificada, i,e,
T ='T(F); b) condigdo de segundo tipo onde o valor do fluxo de
calor (q) nos contornos & especificado, i.e., -k aT/dn = q(I') (n é
um vetor unitdrio que aponta na diregdo do fluxo); e c) condigéo
de terceiro tipo onde uma combinagdo linear entre o valor da
temperatura e do fluxo de calor nos contornos é especificada,
i.e., aT(I') + Bq(I') = h(I'), com a,8 # 0. Mais detalhes sobre
outros tipos de condigdes de contorno térmicos podem ser

encontradas em SHAH & LONDON (1978:17).

6.10. Transferéncia de Calor, em Regime Permanente, em Escoamento
Laminar Totalmente Desenvolvido no Interior de Dutos

Circulares Retilineos.

Considera-se que a transferéncia de calor através da
superficie do duto seja efetuada de modo simétrico relativamente
ao eixo do duto, desta forma

aT
3 - O

implicando que T(r,e,z) = T(r,z), em consequéncia a equagao (6.50)
torna-se

14 aT
T E'r—(ra)]- (6.51)

aT _
pc v (r) 77 = k[

As condigdes de contorno para a equagdo (6.51) utilizadas sao
do primeiro, segundo e terceiro tipo. No centro do duto, r = 0,
sendo a distribuicdo de temperatura simétrica, isto é

aT

72| o = O (6.52)

pode-se utilizar também o fato que o valor da temperatura &
finita neste ponto. Na parede do duto, r = r , pode-se ter os trés
tipos de condigdes de contorno:
a) primeiro tipo

' T(r,,2z) = T, (6.53)




b) segundo tipo

c) terceiro tipo

8T (r,z)

—ak ar r=r
0

= h'[T(ro,z) - Tw], (6.55)

onde- Tw, q . h' sdo a temperatura, o fluxo de calor, e o
coeficiente de transferéncia de calor na parede do duto; Tw & a
temperatura do meio externo ao duto.

-

A condig¢do no inicio da coordenada axial, z = 0, é
T(r,0) = T,. (6.56)

Apdés a obtengdo da distribuicdo de temperatura através da
solugdao da equagdao (6.51), pode-se obter o coeficiente de
transferéncia de calor interno (h) utilizando a seguinte definigéao
aT (r,z)

1ol dEXeslEry (6.57)
T(ro,z) - Tm(z)

k

onde T (2) é a temperatura média de mistura definida por

er‘vz(r) T(r,z)dr
T (2) = (6.58)
Ioor vz(r)dr

Considerando-se que a velocidade média pode ser obtida por

r

v = Ibor vz(r)dr, (6.59)

a equacao (6.58) pode ser reestruturada, tornando-se em

2

2
v r>rx
m O

J‘;"r v_(r) T(r,z)dr. (6.60)

T;(z) =

As equagdes que modelam o fendmeno de convecgdo estudado podem
ser reescritas em termos de grandezas adimensionais. Para tal
define-se as seguintes variaveis:

r/ro, raio adimensional;

kz/pcaﬂ}f, eixo axial adimensional;




_ T(r,z)-T

e ’

(R, Z) temperatura adimensional, onde T e AT

temperatura e diferenga de temperatura de
referéncia;

vz(r)/vF = 2(1—R2), velocidade adimensional;
, nGmero de Biot;

nimero de Nusselt.

Substituindo-se estas varidveis nas respectivas equagdes,
obtém-se

w(R) 80(R,Z) a_ . 90(R,2)

aR ] ’

[R 0 <:R-<al; (6.61)

—
4 3z R 2R

sujeita as condig¢des de contorno:

a) primeiro tipo, T = T e AT = T - T, ou seja
e(1,2) = 0,
(6.62a-b)
8(R,0) = 1;

L1

b) segundo tipo, T = T e AT =g 0/}c, ou seja
30 (R, 2)
dR
(6.63a-b)
®(R,0) = 0;
(1]

c) terceiro tipo, T = T e AT™U=AT =R ou seja

e

_ 98(R,2)
dR

e inicial (6.64a-b)
®(R,0) = 1.

O coeficiente de transferéncia de calor (6.57) torna-se

Bi®(1,2)

30 (R, 2)
R R=1
Nu(z) = 2 . (6.65)
G“(Z) - Bm(Z)

onde as temperaturas média de mistura (em) e na parede (@u)

adimensionais sdo expressas por

e,(2) = 6(1,2),

(6.66a-b)
0 (2) = 213 RW(R) @ (R, Z)dR.




O nGmero de Nussel médio Nu no intervalo 0 © pode ser
obtido através da expresséao

Nu (2) = % 5% Nu(m)dn. (6.67)

6.10.1. Solugdo para Condigdo de Contorno do Primeiro Tipo na
Parede do Duto, Utilizando a Transformada Integral.

Pelo exposto anteriormente, tem-se a equagdo que modela o

fendmeno

(1-R%) 8@0(R,2) _ 1 3 30 (R, 2)

2 32 R 3® [R 3R
juntamente com as condig¢des de contorno e inicial

] 5.0 KR Ay, (6.68)

38 (R, 2Z)

R = 0 ou ©(0,2) é finita, e ©(1,2) = 0 (2) = 0,

(6.69a-b)
®(R,0) = 1.

Em conformidade com o Capitulo 5 é& necessario inicialmente

resolver-se o seguinte problema de Sturm-Liouville

A% (1-R*)Y(R) = - % gﬁ R R 0<Rr<;
sujeito as condigdes de contorno
Y(0) & finita e y(1) = 0.
Efetuando-se a seguinte mudanga de variaveis
W(R) = ¢(n) exp(-n/2), n = AR’

as equagoes (6.70) e (6.71) tornam-se

2
n < ¢iﬂl + (1-m) 2, (122) é(m) =0, 0 <M < A,

a7 dn
(6.73a-b)

$(0) é finita e ¢(r) = 0.

A equagdo diferencial ordindria linear de segunda ordem acima
é conhecida por hipergeométrica degenerada, conforme Capitulo 4,
comy =1 e a= (2=-A)/4. A solucdao geral desta equacgdo é

¢(n) = C M(a,1,m) + D U(x,1,m), (6.74)

sendo C e D constantes.
Como ¢(0) & limitado e U(x,1,0) & ilimitado implica que D =




Para ¢(A) = 0 tem-se a autocondigéao

(6.75)

uma vez que C # 0, caso contrario obter-se-ia apenas a solugdo
trivial.

Os autovalores Al, i e N sdo obtidos através do cémputo das
raizes da equagao transcedental (6.75), assim a autofungdao Y (R)

pode ser expressa por
¥ (R) = clM(al,l,alka) exp(-A1R2/2). (6.76)
A constante C é arbitraria e pode ser escolhida de tal forma

que w:(R) seja ortonormal, conforme o disposto no Capitulo 3

tem-se
J, R(1-R%) yZ(R)AR =
ou seja

e = (I, R(l-Rz)Mz(al,l,.\lRa)exp(-llRa)dR]'Uz, i e N.

Efetuando-se a integracao acima obtém-se

exp (-2 /2)
ZAI

-1/2
(A1A2 = A3A4)] '

onde
Al[ZalM(al+1,2,hl) - M(al,l,hi)],

= aM(a+ 1,2,1) - 1 M.(al,l,ll) - 5 M(x,1,A),

4
M(a,1,1,),

1
- A, - 4aaa) M(a+1,2,A) = 5 (2 + A)M(a,1,A) +

1 -
o [(1+a )M(a+ 2,3,0) - 5 M (a+ 1,2,2)] +

A
A

i -

+ 7y M (alrlt?‘i)r
sendo M'(a,w,z)'uma fungdo especial que aparece em decorréncia dos
procedimentos efetuados e & expressa pela seguinte férmula
iy (¢) Z (a)

S

n=0

M.(a,v,z) Z

Z (a) =0,
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Z_(a)

Em conformidade com o disposto no Capitulo 5, obtém-se o par
Transformada-Inversa expresso por

6 (z) = I, R(l-Ra)wi(R)G(R,Z)dR
o (6.80a-b)
®(R,2) =L & (2)y (R).
i=1
Multiplicando-se a equagdo (6.68) por R wl(R) e a (6.70) por
RO(R,Z), adicionando-se as equagdes resultantes e integrando sobre
o intervalo [0,1], obtém-se

1 ] 80 (R, 2)
I, R(1-R") Y (R) T

b dR + A2r) R(1-R°)y (R)O(R,Z)dR =

2w, R I ® 222 - er,2) &

d@i(Z)

sujeita a condigdo inicial
8 (0) = J‘:) R(l-Rz)wl(R)G(R,O)dR = .r; R(l—Rz)wi(R)dR. (6.82)

A integral acima pode ser efetuada multiplicando-se a equacgao

(6.70) por (R) e integrando-se sobre o intervalo [0,1],

ay, (R)

2 2 o N
Al fo R(1-R )lﬁi(R)dR = [R —35 ]o '

(6.83)

Substituindo a expressdo de ¥ (R), (6.76), na equagdo acima,

obtém-se

C
- Xf [2¢ M(a +1,2,2) - M(a,1,A)]exp[-(2/2)].

(6.84)

A solugdo da equagdo (6.81), em conformidade com o Capitulo 2,




£ exp(-227z). (6.85)

Substituindo-se a equag¢do acima na expressdao da transformada
inversa, obtém a distribuigcdao de temperatura adimensional

procurada

0
e(R,2) = L CfM(a,1,AR% exp[—AiRajz - 2a%z). (6.86)
i=1

Para obtengdo da temperatura média de mistura, basta

substituir a equag¢do (6.86) na (6.66b), assim

e (z) = 4I;R(1—R2) L 6 (2)y,(R)AR = 4 T él(z)I;R(l-Rz)wl(R)dR -
i=1 i=1

 8,(2) =47 £2 exp(-21°2) . (6.87)
=} 1=1

Para obtencdo do NGmero de Nusselt (Nu) basta substituir as

equagdes (6.80b) e (6.87) na (6.65), assim

Nu(z) = - ejm aeég,Z) = S—R (}l:ﬂé‘(z)w,(R)),,,:1 =

A%tZexp([-2172)

=1
34 2 2
2) fiexp[-ZAiZJ
1=1

consequentemente
2

Nu(w) = lim Nu(Zz) = 51
Z-®
1n@ (2)

Nu (2) = -
Ny 42
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6.10.2. Solugdo para Condigdo de Contorno do Primeiro Tipo na
Parede do Duto, Utilizando a Transformada Integral
Generalizada.

A equagado (6.68) pode ser reestruturada para

(1-R%) 80(R,2) _ 9°0(R,32) , 1 09(R,2)

— an !
2 az aR? R dR

e mantendo as condig¢des de contorno e inicial, equagdes (6.69a-b).

0 <R, (6.90)

Em conformidade com o Capitulo 5, estabelece-se o seguinte
problema de Sturm Liouvile

2
ARy = =3YR) g orea (6.91)
ar®

sujeito as condigdes de contorno

Y (R) £ =

A solugdao da equagdo diferencial ordindria linear de segunda

ordem acima & imediato e obtém-se
Y(R) = C sen(AR) + D cos(AR), (6.93)
sendo C e D constantes.

dy (R) . : : - ‘
Como dR iy 0 1mplica que C 0. Assim

Y(R) = D cos(AR), (6.94)
e para Y (1) = 0. implica que
cos(A) = 0, (6.95)

uma vez que D # 0, caso contrario obter-se-ia apenas a solugdo
trivial.
Os autovalores Ai, i e N sdo obtidos através da solugao da

equagao (6.95) e podem ser expressos por

= (23 = 1) 1= 1, 25 eany

L3
2 r

assim a autofuncdo Y (R) resultante tem a forma
wl(R) = Dl cos (th). (6.97)

A constante D, é arbitriria e pode ser escolhida de tal forma

que w!(R) seja ortonormal, conforme o disposto no Capitulo 3




5 Y3(R)AR = 1 = D? ,r; cos®(A R)dR, (6.98)

f; cosz(AiR)dR = % ; (6.99)

resulta
(6.100)

Em conformidade com o disposto no Capitulo 5, obtém-se o par
Transformada-Inversa expresso por

¥ (R)8(R,Z)dR
(6.101a-b)

©(R,2) =L 8 (2)y, (R).
i=1

Multiplicando a equagao (6.90) por wi(R) e a (6.91) por

®(R,Z), adicionando-se as equagdes resultantes e integrando sobre

o intervalo [0,1], obtém-se

1 e 30 (R, Z) 2 1 -
3 Io (1-R )wl(R) —87 dR + Al Io wl(R)G(R,Z)dR

2 a*y _ (R)
=1 w,(R) 22528 - e(r,z) —— Iar +
e 8R? aR
v, (R)
1 74 80 (R, Z)
R dR 2

r

(6.103)

+§+ i . .
L1y ——3———35—3 para i # j;
(A o~ A)

= i + + Si -
Bu AJ [(si(a, 1)) sl(:«J A

sendo Si a fungdo seno integral expressa por

=47 sen(u)du (6.104)

Si(m) m

| sy
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A condigdo inicial para a equagdo (6.103) é& obtida por

(-1) HID,

A

g b PR !
£ =8(0) =J, ¥ (R)AR =

, (6.105)

As equagdes (6.103) e (6.105) podem ser escritas na forma

matricial

(6.106a-b)

2
[A &+ B,
£(z) = (8,(2), 8,(2), ...)",

ou ainda

(6.107)

Conforme o Capitulo 2 a solugdo da equagdo (6.107) sujeita a
condigdo inicial (6.106b) &

Z£(z) = exp[-CZ]G. (6.108)

Obter §(Z) € o mesmo que obter-se él(Z), éz(Z),... uma vez que

estes sdo o0s componentes escalares daquele. Assim obtém-se a

distribuigdo de temperatura adimensional, utilizando-se a

transformada inversa (6.101b)

@ (R, Z) =E D, él(Z) cos(A ,R). (6.109)
i=1

Para obtengdo da temperatura média de mistura, basta.
substituir a equagdo (6.109) na (6.66b), assim

@ (z)=4SR(1-R°)L 8 (2)¥, (R)dR=4] Dl@l(Z)I;R(I-Ra)cos(AtR)dR -
i=1 1=1

(4] i+1
= 4y Diél(zn—l—2 % ﬂ-;—lL =2 30 (6.110)
1=1

i ?tl ?ti

Da mesma maneira obtém-se o Namero de Nusselt, assim




PECI2IE 88(R,%) R [ M TR -
@ (2) 3R R=1 @ (2) 3R [Il:=1®i(Z)¢ll(R) bt =

3y, (R) ©
R |n=1 %::
6_(2) >

25y261(2)
1=1

A (-1)'Me (2)
1

6
51
i

i+1
L 6(-1)

(6.111)

(6.112)

Z ¢:¢‘v
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7.ALGUNS ASPECTOS DA TEORIA DE APROXIMAGAO E DO CAMPUTO DE
FUNCOES ESPECIAIS

Neste capitulo apresenta-se a teoria basica para o cémputo das
fungdes que aparecem no Capitulo 6. Em termos quantitativos, junto
com o conceito de fungdo estd a hipétese que os valores da fungdo
podem ser calculados numericamente, para gqualquer valor da
varidvel independente. Entretanto apenas as quatro operacdes
badsicas (adigdo, subtragdo, multiplicagdo e divisdo) podem ser
efetuadas diretamente. Todas as outras operagdes matematicas
necessitam ser reduzidas a um conjunto de operagdes basicas. Isto
equivale dizer que o cémputo numérico de fun¢des, s6 pode ser
realizado quando uma fungdo pode ser substituida por outra fungéo,
redutivel A&aquele conjunto de operagdes basicas. Qualquer um gque
utilize computadores, maquinas de calcular e outros dispositivos
de cdalculo estd3o acostumados a utilizar, explicitamente ou
implicitamente, fungdes matematicas, tais como 1log(x), tanh(x),
cos(x) e outras. As principais metodologias utilizadas no cémputo
destas fungdes serdo tratadas neste capitulo. Embora existam
referéncias bibliograficas sobre este tema desde a primeira metade
deste século, e mesmo no século passado, foi apdés a Segunda Guerra
Mundial, com o advento do computador digital, que as publicag¢des
sobre o assunto aumentaram. Das referéncias citadas pode-se
encontrar aspectos de andlise matemadtica em NACHBIN (1965) e DAVIS

(1975); aspectos computacionais em conjunto com uma andlise
matemadtica de nivel intermedidrio em RICE (1964) e CHENEY (1966);
e aspectos computacionais aliados a uma andlise matematica simples
em FIKE (1968), HART (1968) e GAUTSCHI (1975).

7.1. Erro no Computo de Fungdes Matematicas.
7.1.1. Requisitos de Rotinas de Cémputo de Fungdes.

Assume-se que seja necessdrio desenvolver um programa para O
computo de alguma fungdo F(x), em certos valores de x € [a,b].
Seja F'(x) uma notagdo para a aproximagdo de F(x).

Os principais requisitos de rotinas de cémputo de fungdes sédo:

(a) Acuréacia - De um modo geral a acuricia de uma rotina deve ser




igual aquela imposta pelo arredondamento que ocorre devido ao fato
que a palavra nos computadores tem um tamanho finito, isto &, para
cada argumento x, F'(x) deve ser F(x) arredondado conforme a
acurdcia dos coémputos;

(b) Velocidade e Tamanho - Entendendo por velocidade, a rapidez em
que a rotina é executada; e tamanho, a dimensdo em cdédigo
computacional da rotina. Em geral, ambos, velocidade e tamanho
pequeno sdo desejaveis. Entretanto estes objetivos sado
conflitantes. O tempo de execugdo de dada rotina pode ser
diminuido aumentando-se as varidveis armazenadas na memdéria de
trabalho, e vice-versa, a rotina pode ser encurtada com um
consequente aumento no tempo de execugdo. Com o aumento sempre
crescente das memdérias de trabalho, restrigdes severas quanto ao
tamanho das rotinas torna-se cada vez mais raras; e o ganho de
algumas posigdes de memdria ndo & mais tdo importante. O objetivo
real é& construir uma rotina tdo r&pida quanto possivel sem
tornd-la demasiadamente longa. Desenvolver uma rotina para varios
modelos de uma familia de computadores compativeis apresenta
alguns problemas, uma vez que a capacidade de memdria e a
velocidade de processamento em geral diferem muito de um modelo
para outro. Isto dificulta um equilibrio entre velocidade de
processamento e tamanho da rotina. O que parece bom para um modelo
pode ndao ser bom para outro;

(c) Argumentos Especiais - As vezes existem argumentos para os
quais & requerido que F'(xo) = F(x,)). Em geral isto ocorre gquando
F(xb) tem valor inteiro, ou algum outro naimero que seja bastante

. ‘ L] .
conhecido, de tal forma que o erro em F (xo) seria facilmente

reconhecido;

(d) Argumentos Invalidos - Certos valores de x podem ser
considerados invédlidos como argumentos da rotina, devido ao fato
de F(x) ndo ser definida para aqueles valores, ou devido a
dificuldades computacionais que tornam aquele coémputo
impraticdvel. Na rotina devem estar previstos testes para
identificar se o argumento ¢é invalido ou ndo. Quando um
argumento invalido for identificado, uma mensagem pode ou ndo ser
emitida, e o cémputo pode ou ndo ser paralisado. Se o
processamento continua, algum procedimento reparador precisa ser
tomado para permitir a continuidade do trabalho. Um conjunto de




rotinas deve ter um conjunto padronizado de mensagens de erro.

(e) Limitagdes em E’(x) - Pode ser necessario que F (x) satisfacga
certas desigualdades, tal como - 1 = F'(x) =1, 0=X=Tm no caso
de F(x) = cos(x);

(f) Monotonia - Se F(x) & monotdénica crescente ou decrescente, é
necessério que F'(x) tenha a mesma propriedade;

(g) . Linguagem de programagdo - Objetivando a eficiéncia, as
rotinas de um modo geral devem ser programadas em linguagem
assembler e nd@o em linguagens de alto nivel tais como Fortran,
Pascal e C. Entretanto se um compilador de alto nivel é& utilizado
para produzir um cédigo objeto otimizado, os resultados quanto a
eficiéncia podem ser razodveis em muitos casos;

(h) Compatibilidade - VAarias rotinas para efetuar o cdémputo de uma
dada fungdao devem ser compativeis em alguns aspectos. Estas
rotinas podem ser usadas em um mesmo computador, porém utilizando
linguagens de programagdo diferentes; ou podem ser usadas para
computadores diferentes porém compativeis. O requisito de
compatibilidade mais estrito entre varias rotinas é que devem
fornecer resultados idénticos, isto &, que para cada argumento X,
F'(x) para um programa deve ser igual ao fornecido por outro
programa. Restrigdes devido & compatibilidade reduzem as vantagens
que se pode ter ao construir rotinas especificamente para cada
modelo de computador.

7.1.2. Erro Absoluto e Relativo

Seja x um nGmero e x outro nimero (ndo necessariamente
diferentes) que & uma aproximagdo de x. Suponha-se que x & dado
em sua forma ' convencional de representagao decimal como uma
sequéncia de digitos com um ponto decimal. O erro na aproximagdo
x' & medido contando o nmero correto de casas decimais ou o
nimero de digitos significativos na representagdo decimal de X .
Este procedimento pode ser aplicado para outros sistemas de
nimeros, tais como: bindrios, octais e hexadecimais.

Quantitativamente introduzem-se os conceitos de erro absoluto

. - - L]
e erro relativo de tal forma que o erro absoluto em x é |[x -x|, e

o erro relativo é |(x2ﬁq1x|, X # 0. O erro absoluto pode ser

associado com o nimero de casas corretas, d, na representagao




decimal de x . Assim, |x2q<| < 10% d > 0. Em uma base binaria,

tem-se: |x-x| < 2%, sendo d o nGmero de bits corretos na
representagdao de x . Da mesma forma, o erro relativo pode ser
associado com a quantidade de  casas significativas na
representagdo decimal de x .

Entdo, se |(x'-x)/x| = 10% d > 0, entdo o nimero de
algarismos significativos em x & igual a d. Como exemplo seja
X = 1/70 e x = 0,0142857 (sete casas decimais corretas); logo
|x‘-x| = 0.142857...10"° = 10'* < 107 (sete casas decimais
corretas), |(x‘—x)]x| = 10°° (seis algarismos significativos).

Uma decorréncia destes conceitos & que para |x| > 1, tem-se
erro absoluto maior que o relativo; |x| < 1, o erro absoluto é
menor gque o relativo; e |x| = 1 o erro absoluto é igual ao
relativo. Para valores de |x| muito pequenos & necessdrio cuidado
ao utilizar-se o erro relativo como medida.

Em uma base bindria, se |(x‘-x)/x| = 29 da > 0, entdo o

nimero de bits significativos na representagido de x & d.
7.1.3. Erro de Truncamento e Arredondamento.

Os conceitos de erro relativo e absoluto referem-se a métodos
para medida do erro. Os termos erro de truncamento e
arredondamento referem-se as fontes de erro.

Considere-se uma rotina para cémputo de uma dada fungao
analitica F(x) definida no intervalo x € [a,b]. Para um argumento
X € [a, b], a rotina efetua o coémputo de um nGmero F'(x)
aproximando F(x). Seja F(x) uma aproximag¢do polinominal de F(x) no
sentido matemdtico, utilizando nos cémputos uma aritmética comum,
e para obtencdo de F(x) as técnicas cléassicas, tais como expansdo
em série de poténcias, expansdo em série de fungdes ortogonais e
outros que tratar-se-3o mais adiante neste capitulo.

Seja também F.(x) a aproximagdo computacional de F(x), obtida
através de uma quasi-aritmética computacional (para diferenciar a
aritmética comum da quasi-aritmética, seja o seguinte exemplo: na
aritmética comum 1/3 + 2/3 = 3/3 = 1; na quasi-aritmética
1/3 = 0.3333, 2/3 = 0.6666, logo 1/3 + 2/3 0.9999. Este
raciocinio vale também para -as operagdes de subtracgdo,
multiplicagcdo e divisdo). Pode-se reconhecer entdo duas fontes de




erro em F.(x), considerando-a com uma aproximagdo de F(x):
(a) O erro envolvido na aproximagdo de F(x) por F(x). O erro
absoluto e relativo de truncamento sdo expressos por |F(x) - F(x)|
e |[F(x) - F(x)]/F(x)|, respectivamente;
(b) o erro envolvido na aproximagdo de F(x) por F‘(x) é denominado
erro de arredondamento, devido ao processo computacional de
obtencdo de F‘(x). O erro absoluto e relativo de arredondamento
sdo expressos por IF.(x) - F(x)| e |[F'(x) - F(x)]/F(x)]|,
respectivamente.

Nota-se que o erro absoluto global |F‘(x) - F(x)| pode ser

expresso como
|F'(x) - F(x)]| = |F'(x) - F(x)| + |F(x)] - F(x)], (7.1)

isto &, o erro absoluto global & igual a soma do erro absoluto de
truncamento com o erro absoluto de arredondamento. Da mesma forma,
é possivel mostrar que o erro global relativo pode ser expresso
por
F (x) — F(x)| . |F(x) — F(x) F(x) - F(x)|
F(x) F(x) F(x)
Portanto o erro global no cémputo de uma fungdo F(x), quer

(7.2)

+ l

seja absoluto ou relativo, & influenciado por dois tipos de fontes
de erro: a primeira estd relacionada com a fungdo matematica de
aproximac¢do, F(x), e a segunda com o modo numérico de obter um

valor F‘(x) , a proximagdo de F(x).
7.1.4. Instabilidade e Propagagdo do Erro de Arredondamento.

Quando do coémputo de F'(x), nas primeiras operagdes
quasi-aritméticas, o argumento x em realidade sera tomado por
alguma aproximagdo x devido ao arredondamento, assim o termo
F‘(x) pode ser substituido por F‘(x.). Como F.(x) é uma fungdo na
vizinhanga da fungdo F(x) e x & um ponto na vizinhanga de x,
existe um ponto X = xX(1+A), A > 0, tal que F‘(x‘) = F(ﬁ). A

equagdo do erro relativo global pode ser escrita como

F(x) — F(x)| _ |F(S’c) = F(X) | ac |F[x(1+h)] - F(x) |

F(x) F(x) F(x)

Efetuando a expansdo de F[x(1+A)] em série de poténcias, em

torno de x, e retendo os dois primeiros termos, tem-se




F(x) + AXF’(x), onde F’(x) = dF(x)/dx. Substituindo este resultado
na equag¢do acima resulta

F (x) — F(x)| ., IAXF’(X) (7.3)

F(X) Blx) |

A fungdo F(x) é dita instavel em um ponto x = x € [a,b] se o

termo be'(xb)/F(xo) € muito grande e amplifica os valores

pequenos de A através do produto AxDF'(gﬂjF(xoj, implicando em
erro global relativamente alto, naquele ponto.

7.1.5. Acurédcia dos Resultados Computados.

Os erros em resultados obtidos com rotinas de aproximagdo
podem ser verificados por dois métodos: o método do léapis e papel
e o método experimental. O método do lapis e papel consiste em
efetuar, como o préprio nome indica, o procedimento de calculo.
Para alguns valores especiais do argumento, pode ser facil a
obtengdo de resultados exatos. Este procedimento em geral &
dificil e tedioso. O método experimental pode ser implementado com
a ajuda de um gerador de nimeros aleatdrios, gque cria uma

sequéncia de n argumentos teste, x € [a,b], 1 = A0 o N PATA

cada X, efetua-se o coémputo de (a) F‘Uﬁ) através da rotina em

teste, a aproximagao de F(xi), e (b) F“(xi), outra aproximagdo de
F(x) que tem acurécia suficiente para ser utilizada como um valor
comparativo para F'(xi). Isto significa que F“(xi) deve ser
calculada em uma precisdo maior que aquela usada na obtencdo de
F.Uﬂ). Entdo, se P’(x” é calculada em precisdo simples, F“(xJ
deve ser calculada em dupla precisdo. Pode-se desenvolver rotinas
de alta precisdo para o cémputo de F“(xi). Para efetuar cdémputos
de alta precisdo é necessario programas especiais capazes de
efetud-los ou de computadores especiais construidos com este
objetivo. Pode-se utilizar também computadores capazes de
trabalhar com precisdo varidvel, onde a rotina teste opera em
precisdo baixa e a rotina padrdo opera em precisdo alta,
permitindo o coémputo de F’(xl) e F“(xl). Fica claro que &
necessirio bons recursos humanos, de software e de hardware para
construir e testar este tipo de rotina. Desta forma pode-se
calcular as varidveis @estatisticas que houver interesse.

Geralmente os coémputos estatisticos mais utilizados sdo os erros




absoluto méximo, relativo maximo, médio quadratico absoluto
maximo, e médio quadratico relativo méaximo, expressos pelas
seguintes férmulas:

max ’F'(xl) - 53.(x1)’,

1Z{2p

F'(x,) - F (x)
max — |,
1Z12n F (xi)

I (F(x) - F(x)1%",

i=1

F(x) -F (x)
%): [ i | ]2}1/2'

1=1 F (xl)

Os valores de n, isto &, a quantidade de argumentos testados
deve ser muito grande. Nas referéncias sdo mencionados valores tal
como n = 100.000, mas também menciona-se que valores da ordem de

5.000 foram utilizados.
7.2. Redugao do Intervalo do Argumento.
As duas principais maneiras de efetuar a aproximagdo de uma

dada fungdo F(x), x € [a,b] sdo: (a) substitui-la por um polindémio
de grau n, Pm(x), X € [a,b], ou (b) por uma funcdo racional de

graus m, n; Rmn(x), X € [a,b] (mais adiante, neste capitulo,

voltar-se-a4 a este tema). Quando a dimensdo do intervalo de
aproximacgao |b-a| aumenta, o grau das fungdes aproximantes
envolvidas aumenta, visando manter uma dada acuracia
pré-estabelecida, e consequentemente aumenta também o tempo de
processamento.

Visando reduzir o tempo de processamento e manter a acuracia
pretendida, efetua-se um particionamento no intervalo de
aproximacgdo, transformando-o em um conjunto ordenado de
subintervalos de aproximagdo, para os quais é& possivel construir
fungdes de aproximagdo com graus menores gque aquela obtida
considerandoe o intervalo total, sempre considerando a mesma
acuricia. Este procedimento tem duas consequéncias principais: (a)
reduz o grau das fungdes aproximantes envolvidas, em consequéncia

diminui o tempo de execugdo da rotina; (b) aumenta o tamanho da




rotina, em consequéncia aumenta a quantidade de memdéria necessaria
para armazena-la durante a execugao.

Uma outra razdo para efetuar a redugdo do intervalo de
aproximagdo é evitar as singularidades. Como nenhum polindémio ou
fungdo racional de grau finito aproxima adequadamente, uma dada
funcdo F(x) na vizinhanga de um ponto singular, & necessario
efetuar um particionamento no intervalo de aproximagdo de tal
forma que os subintervalos resultantes ndo possuam no seu interior
nenhuma singularidade.

Quando a fungdo, F(x), & peridédica pode-se considerar como
intervalo de aproximagdo apenas o intervalo correspondente a um

ciclo da fungao.

Uma outra maneira para reduzir o intervalo de aproximagdo é a

mudanga de varidveis, que depende da natureza da fungdo, F(x), e
do intervalo [a,b]. Um exemplo simples & transformar o problema de
aproximar F(x), x € [a,b] em F(z), 2z € [0,1], através da
transformagcao z = (x-a)/(b-a).

7.3. Métodos de Cémputo de Polimdmios.

Inicialmente, é interessante analisar-se os tempos gastos nas
operagdes basicas de adigdo, subtragdo, multiplicagdo, divisdo e
exponenciagao.

Conforme afirmou-se anteriormente, neste capitulo, o cdmputo
de fung¢des de natureza complexa, realiza-se através de um conjunto
adequado daquelas operagdes basicas. A exponenciagdo, acima
mencionada, nd3o é uma operagdo basica, mas foi incluida apenas
para comprovar que operagdes ndo basicas sdo muito mais lentas que
aquelas.

Para efetuar as medidas de tempo de execugdo destas operagdes
basicas, criou-se programas computacionais, os quais foram
executados em microcomputadores da familia IBM-PC ou compativeis.

Os resultados estdao na Tabela 7.1.




Tabela 7.1 - Tempo de execugdo (us) das operagdes de adigao,
subtracdo, multiplicacgdo, divisdo e exponenciag¢do em

cinco tipos de microcomputadores.

Proces
sador

Intel
80486

Intel
80386

Intel
80286

Intel
8088

Intel
8088

Rl { Subtra  Multipli Divi  Exponen
Ereguencia Rdigdg cédo cagao sdo ciagao

66 MHz 3.3 3.3 6.6 19 147

33 MHz 14 14 33 96 791

12 MHz 25 25 63 1542

8 MHz 112 268 6631

5 MHz 185 404 10893

Analisando-se a tabela acima, percebe-se:
(a) Os tempos das operagdes de adigdo e subtragdao sdo praticamente
iguais. De agora em diante referir-se-a apenas a adigdo, deixando
subentendido também a subtragdo;
(b) O tempo de uma operacg¢do de multiplicagdo & maior do que o de
adicdo, sendo aproximadamente igual a duas vezes e meia que o
daquela;
(c) O tempo de uma operagdo de divisdo é maior que o de
multiplicagdo, sendo aproximadamente igual a trés vezes que o
dagquela, e a sete vezes o da adicgdao;
(d) Por ndo ser uma operagao basica e sim uma rotina de cémputo, a
exponenciagdo tem um tempo de execugdo o mais alto de todos, algo
em torno de sessenta vezes o da adigdo, vinte e seis vezes o da
multiplicagdo e nove vezes o da divisdo. De agora em diante a
operacdo de exponenciagdao ndo sera utilizada. Portanto todos os
procedimentos de aproximagdo serdo enfocados no sentido de se
utilizar apenas as operagdes de adigdo (A), multiplicagdo (M) e

diviséao (D). Quando um <coémputo envolver a adigdes, il

multiplicagdes e A divisdes, diz-se que tem (¢A + UM + AD)

operagoes.

Quanto mais veloz for uma rotina de aproximag¢do, mais rapido
serd um programa que a utilize. Sendo os polindémios uma das
principais familias de fungdes utilizadas em rotinas de
aproximagdo, neste item dedica-se as maneiras de efetuar o seu




computo velozmente.

7.3.1. Ninho de Multiplicagdes.

Para um polinémio de grau 3,

™ 2 3
Ps(x) = a, + a x + a_x + ax, (7.8)

ficou claro que efetuar exponenciagdées & um processo lento,
portanto & necessério transformar este polinémio em um conjunto de
operagdes basicas, neste caso adigcdo e multiplicagdo. A equagédo
(7.8) pode ser rearranjada das seguintes maneiras:

P3(x) -iaL b ax + x?'(a2 + aax),
(7.9a,b)
PS(x) =a, + x[a1 + x(a2 3 asx)].
Por inspegdo percebe-se que o polinémio original foi
transformado na equagdo (7.9b), que tem apenas adigdes e
multiplicag¢des, ao todo (3A + 3M).

Para um polindémio de grau arbitrario,
e n
P“(x) =a +tax+ ... + ax ,nz 0, & ™ 0, (7.10)

efetua-se o cOmputo das grandezas q, definidas pelas equagdes de
recursao

q,., = X9, + B g k=n, n-1, ... , 2,

e obtém-se
P (x) = g

0 nGmero de operagdes envolvidas & (nA + nM).
7.3.2. Método Econdmico.

Conforme a Tabela 7.1 a operagdo de multiplicagdo & mais lenta
que a de adigdo. Os métodos ditos econdémicos procuram diminuir a
guantidade de multiplicagdes com um consequente aumento nas
adigdes. Desta forma, para um polinémio de grau quatro pode-se
reduzir a quantidade de operagdes de (4M + 4A) (ninho de
multiplicacgdes), para (3M + 54), assim diminui-se uma
multiplicagdo e aumenta-se uma adigdo. De fato o polindémio de grau
quatro




= 2 3 L
P‘(x) —ao+a!x+azx +a3x +a‘x ,a4>0,
pode ser rearranjado e tornar-se
P,(x) = [(Ax + B)® + Ax + C][(Ax + B)° + D] + E ,
174
A= (a)’,

B = (a, - a%) /4a°,

D = 3B + 8B + (aA - 2azB)/A2,

C=a2/A2-2B-6B2—D,

E=a - B - B°(C+D) - cD.

Este procedimento pode ser aplicado para polinémios de grau
maior que trés. Para computadores onde o tempo gasto na
multiplicagdo & igual ao da adigdo este método perde sua vantagem
principal.

Tanto no c¢aso do ninho de multiplicagdes como no método
econdmico é necessério verificar-se a propagagdo do erro. Nem
sempre a forma mais rapida & a mais precisa. Eventualmente pode-se
combinar os dois métodos, produzindo formas mistas. Na Tabela 7.2
apresenta-se uma comparagdao entre a quantidade de operagdes
requeridas pelos dois métodos.

Tabela 7.2. Quantidade de opera¢des requeridas para o cdémputo de
polinémios.

Ninho de Multiplicagoes Método Econdémico

1M 1A 1M 1A
2M 2A 2M 2A
3M 3A 3M 3A
4M 4A 3M 5A
5M 5A 4M 5A
6M 6A 4M 7A

7.4. Método de Cémputo de Fungdes Racionais.

A familia de fungdes racionais, Rmn(x), é definida como o
quociente de dois polinémios, P (x) e Q(x), expressa pela
seguinte férmula

P (x)

Rm,n(x) = m (7.15)




. . . e
Pm(x) =a, + a x T oesEnk A X, A # Q ;
- - L] n L]
Qn(x) = b0 + blx 4 ivie o bn X bn # 0 .

Assume-se que a equag¢dao (7.15) ndo pode ser reduzida a formas
mais simples, isto &, ndo existem fatores comuns no numerador e no
denominador. Caso existam, podem ser explicitados e entéo
cancelados mutuamente, a expressdo resultante seria entéao
irredutivel. Na equagdo (7.15) uma multiplicagdo pode ser
economizada, multiplicando o numerador e o denominador pelo
inverso de b:, assim esta equagdo torna-se

a ¥a x t ...at amxm
R X) = a #
mn( ) ' o,

n m
b bel . l
X

0, 1, 2,...,mj b = b;/b; ST a3 il

7.4.1. Cémputo da Fungdo Racional na Forma Fracionéaria.

Neste método efetua-se o cédmputo dos polinémios Pm(x) e Qn(x)
separadamente e finalmente realiza-se a diviséo Pm(x)/Qn(x). Vale
lembrar que no coémputo de C%(x) economiza-se uma multiplicagao.
Portanto a quantidade total de operagdes para efetuar este cdmputo
é [(n+m-1)M + 1D + (n+m)A], caso seja utilizado o método econdmico
para cémputo dos polinémios o nGmero de multiplicagdes diminui e o

de adigdes aumenta.

7.4.2. Coémputo da Fungdo Racional na Forma de Fragdo Continuada

Finita.

-

A fracdo continuada finita é uma expressdo da seguinte forma

d + (7.17)
d
1

onde c, = 0, para m = n.
Uma maneira r4pida e simples para efetuar o cdmputo da




expressdo (7.17) é fazer

(7.18a,b)

=, o vy 251

Para obter-se a expressdo (7.17) a partir de uma fungao
racional, seja o seguinte procedimento, efetuado para m = n + k.

Entao,
n+k
(n-rk)x
(n-1) n

b +bx+ ... + Db X + X
0 1 (n-1)

+ e &
ao 31X a

(x

r

Rmn(x) = R

(n+k),n

L . L] -1
a +ax+ ... +a 3 St
0 1 (n-1)

b + bed...%4 b x" D 4"
0 1 (n-1)

k
+ ‘.0t +
(n+k).n(x) tO tlx th

a [a’ + a’'x+ ... +x"" 1)
(n-1) %0 1

k
(x) = t+t.x 4+t tx —+ ;
2 k b, +bx +...+ b x " ey

(n=1)

(n+k),n

a
-1
£+t X ...+ £ X<+ {n=1)
0 1 k

(n-1) n /!

b +bx +...+Db X +X
0 1 (n=1)

al + alx +...+ il

L

a(n—l)

L L ]
b + blx +.,..+ b

k_l_
() = tHE X 4.+ £ X

d (n=-2)
(n-2)
(n-1)

(n+k),n

x+c;+
a’ + a'x +...+ X%
0 1

e assim por diante, até

r(n—‘l )

k
=t +t x+...+t x +
R(mk),n(x) tO tlx th

r
-2
%+ (n-2)

S +
(n-1) r(n_B’

X+s +
-2y X¥8,_ .+
(i=d) XAB Ty .

* xX+s
0
(7.19)
quando k = 0, i.e., m = n, a equagdo (7.19) torna-se igual a ex-

mq)}’
}, aparecem em consequéncia do processo

pressdao (7.17). As constantes {to, 'tl,...,tk}, {ro,rl,...,r

L N S
g {so'si' "= (n-1)

algébrico efetuado. Este procedimento também é conhecido como




ninho de divisdes.

Na Tabela 7.3 apresenta-se a quantidade de operagdes
necessirias nas duas maneiras de cdémputo. Nos casos em que ha
céomputo de polinémios, estd implicito que sdo calculados pelo

método econdmico.

Tabela 7.3. Quantidade de Operagdes Requeridas para Cémputo de
Fungdes Racionais.

Fracao continuada
2A 1D 2A
3A 1M 1D + 3A
4A 2D 4A
5A 1M 2D + 5HA
6A 3D 6A
8A 1M 3D + 7A
10A 4D 8A
10A 1M 4D + 9A
10A 5D 10A
14A 6D 12A

%)
2]
jv']
(2
fs11}
o

1M
2M
3M
4M
5M
5M
5M
6M
™
7™

VU A DWW N RE
OV BWWNNR RS
++++++++++
sl el el i sy gy
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++++++++++
++++++++++

Por inspegdo na Tabela 7.3 percebe-se que na forma fracioniria
h& um nGmero maior de multiplicagdes ao invés de divisdes, ja& na

forma de fragdo continuada ocorre o inverso. Portanto em

computadores onde os tempos gastos nas opera¢des de divisdo e

multiplicagdo, sdo aproximadamente iguais & mais vantajoso operar
na forma de fragdo continuada, por outro 1lado, naqueles
computadores onde o tempo gasto na operagdo de divisdo & maior que
o gasto na multiplicagdo haverda um limite a partir do qual é& mais
vantajoso operar na forma fraciondria. Em ambos os casos &
necessirio verificar a propagagdo do erro, pois, um esquema mais

radpido pode ter menor acuréacia.
7.5. Aproximagdo Polinomial do Tipo Minimax.

Neste item apresenta-se a melhor aproximagdo de fungdes,

utilizando polindémios
7.5.1. A Melhor Aproximagdo Polinomial de Fungdes.

Para efetuar a aproximagdo de uma fungdo F(x) em um intervalo

fechado [a,b] através de um polindémio de grau = n, define-se a




melhor aproximagdo como:

-

a) O polinémio E;(x) de grau = n para o qual T§¥M|Pn(x)-F(x)| é
tdo pequeno quanto possivel, se o erro absoluto & utilizado como
medida;

b) o) polindémio P (x) de grau =< n para o qual
T§¥M|[Pn(x)-F(x)]/F(x)| é tdo pequeno quanto possivel, se o erro
relativo & utilizado como medida.

Para cada um destes critérios existe em geral apenas uma
aproximagdo polinomial de grau = n, de F(x). A aproximacdo
polinomial de F(x) que &€ a melhor , sob um dos critérios acima
mencionados, é chamada de aproximagdo minimax, devido a
propriedade de que fornece o minimo de erro maximo, quer seja
absoluto ou relativo. Deve-se fazer distingdo entre erro absoluto
e relativo, uma vez que o0 melhor ©polinémio obtido usando o
critério do erro absoluto em geral ndo é também o melhor

polinémio quando utiliza-se o critério do erro relativo.
7.5.2. Teorema de Chebyshev sobre Aproximacdo Polinomial.

O principal teorema de aproximag¢do polinomial do tipo minimax
é creditado a Chebyshev (1859). A seguir apresenta-se o enunciado
deste teorema em uma forma genérica, que pode ser adaptada para

obter-se os casos particulares.

Teorema 7.1. - Seja u(x) uma fungdo continua no intervalo finito
[a,b], e seja v(x) uma funcdo continua e ndo nula em [a,b]. Seja
vV (x) um c?njunto de polinémios de grau = n. Existe um dnico
polindémio Pn(x) € Vn(x), de tal forma que

P (x)
?gfb]| VTET) - u(x) [] (7.20)

max — = u(x)| = min

v(x)

P’ (x) [

[a,b) P (x)eV (x)

Seja Pn(x) € Vn(x). Entéao Pn(x) é P:(x) se e somente se existe
N=zn + 2, pontos em [a,b], x: < x; € weie € x;, de tal forma que




k -
(-1) ul k= 1;2,004,N,

(7.21a,b)

P (x)
- - u(x)

A demonstragdao deste teorema, e de outros correlacionados,
podem ser encontrados em NACHBIN (1965), CHENEY (1966) e DAVIS
(1975), cada um com diferentes niveis de sofisticagdo matematica.
Seguindo o enfoque adotado até agora neste capitulo, o teorema
acima pode ser utilizado de duas formas: (a) com Vv(X) = 1 e
u(x) = F(x), a fungao |[Pn(x)/v(x)]-u(x)| torna-se o erro absoluto
|Pn(x) - F(x)|, anteriormente definido. Neste caso o teorema

estabelece que existe um Gnico polindmio Ei(x) de grau = n que

aproxima F(x) com erro absoluto minimax em [a,b]. O teorema também
estabelece que P:(x) é ?nicamente caracterizado pelo fato de que a
fungdo erro absoluto P;(x)—F(x) possui no minimo (n + 2) pontos
extremantes em [a,b], nos quais é alternativamente positiva e
negativa, e que as magnitudes de |P;(x)-F(x)], nestes pontos, séo
iguais; (b) com v(x) = F(x), F(x) # 0, X € [a,b], e u(x) =1, a
funcgéao |[P;(x)/v(x)] = u(x) ] torna-se o erro relativo
|[Pn(x)-F(x)]}F(x)L. Neste caso o teorema estabelece que existe um
Gnico polindémio P (x) de grau = n que aproxima F(x) com‘ erro
relativo minimdx em [a,b]. O teorema também estabelece que Pn(x) é
unicamente caracterizado pelo fato de que a fungdo erro relativo
[P:(x) - F(x)]/F(x) possui no minimo (n+2) pontos extremantes em
[a,b], nos quais é& alternativamente positiva e negativa, e que as
magnitudes de |[P;(x) - F(x)]/F(x)|, nestes pontos sdo iguais.
Nota-se que uma aproximagdo polinomial do tipo minimé&x para
uma dada fungdo estd especificamente associada ao grau do
polindmio e também ao intervalo de aproximagao [a,b]. Exceto em
casos especiais, uma alteragdo no grau do grau do polindmio P:(x)
ou no intervalo [a,b] implica em alterag¢do na fungdo aproximagao.

7.5.3. Aproximagdo quando F(x) tem uma Raiz em [a,b].

0 requesito de que F(x) # 0, x € [a,b] do item anterior caso

(b), exclui uma série de problemas de aproximagdao nos quais esta




restrigcdo ndo é satisfeita.

(o] tipo mais importante de aproximagao nos quais
F(x) = 0, x € [a,b] & aquele que satisfaz as seguintes condigdes:
a) o Gnico ponto x € [a,b] no qual F(x) = 0 & x = «;

b) o lim géél é finito e ndo nulo em [a,b].
X0

Nesta situacgao, P:(x) deve ser expresso na forma (x-a)qu(x),
onde P _(x) €& um polindémio de grau = (n-1), caso contrario
|[P:(x) - F(x)]/F(x)| terad uma singularidade em x = a. Realmente,

P:(x) deve ser (x-a) Pzwd)(x), onde P: (X) & um polindmio de

n-1)
grau = (n-1) que aproxima F(x)/(x-a) com um erro relativo minimax
em [a,b]. A existéncia de ZP;_”(x) estd de acordo com o item
anterior, uma vez que F(x)/(x-a) # 0, X € [a,b]. Isto & decorrente

do fato que

(x-a)P(n_l)(X)-F(X) P“p”(x) a i—:)

F(X) ¥ F(X)
X=-o

max
[a,Db]

é tdo pequeno quanto possivel se e somente se Pm_”(x) é
L
P(n-l)(x) 2

Nos casos em que houver varias raizes, distintas ou mdltiplas,
em [a,b], a técnica descrita acima pode ser adaptada para a

obtencdo de uma aproxima¢do minimdx do tipo erro relativo.

7.5.4. A Aproximagdao Polinomial Minimdx de Fungdes Pares ou
Impares.

As fungdes pares tem a propriedade F(x) = F(-x) e as fungdes
impares F(x) = - F(-X), X € [-a,a]. Desta forma, para fungdes

pares

max |P‘(x) - F(x)| = méx ]P'(-x) = F(=%) ...
[=aja)"e® [Faa)""®

= max |P (-x) - F(x)]| ,
[-a,a] y

-

como P'(x) é Gnico tem-se que P;(x) = P;(-x). Da mesma forma para
n

fungdes impares




max |P'(x) - F(x)| = méx |P‘(—x) - F(=x)]| ,
[~a,n), [-&,a]« °

= max |= P.(-x) - P(x)| .
[=a,a)ctren

-

como P:(x) é (Gnico tem-se que Ei(x) = - P;(—x). Ou seja, as
fungdes aproximantes em aproximagdes polinomiais minimdx de
fungdes impares ou pares sdo também impares ou pares.

7.5.5. Método de Remez (1934) para Aproximagdes Polinomiais
Miniméx.

As técnicas para determinar as aproxima¢des do tipo erro
absoluto minimdx e erro relativo minimdx diferem ligeiramente.
Considere-se primeiramente o caso do erro absoluto. Seja a
aproximagdo de F(x), x € [a,b] e também a necessidade de se
determinar o polinémio P:(x) de grau = n que aproxima F(x) com um
erro absoluto minimdx em [a,b].

Seja P;(x) = a;x + a:x+...+a;x". Assume-se que |P;(x) - F(x)]
tém exatamente (n+2) extremantes em [a,b], inclusos os pontos a e
b. Sejam estes pontos designados por x:, kK = 1;2,sea;0; &
ordenados de tal forma que a = x: < x; ¢ No.e% = b.

(n+2)
Através do teorema de Chebyshev sabe-se que

L ] ®  0® ¢« & n f‘— k.k—
a, + a, x + e an(xd - (xk) = (-1) u , = 1,2 peiee 25

onde (7.22a,b)

|u'| = max ]P:(x) = F(x)]-
[a,Db]

Se o0s pontos extremantes x:, k*f=) Wl enta 2L 5, Tint2 1 Vigdo
conhecidos, o sistema de equagdes lineares, equagdo (7.22a) pode

- . = L] L - -
ser resolvido, encontrando-se as incégnitas ayr Ay ceep @, €U,

consequentemente determinando P;(x). Entretanto, isto ndao pode ser
efetuado de imediato porque os pontos extremantes sao
desconhecidos. Desta forma, descreve-se a seguir, um conjunto de
procedimentos destinados a calcular iterativamente os x;'s, u e
os coeficientes de P:(x). Assim:

a) Inicialmente selecionam-se (n+2) pontos X K = 1;2;4.s;0+2,
(n+2) i b;

b) Calculam-se os coeficientes ai's, i=0,..., n, de um polindmio
E;(x) = a; + a x +...+aﬁf, e um nGmero u, resolvendo o sistema

de tal forma que a = X <X, <...<X

AV
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de (n+2) equagdes lineares;

k
A4 aX + seo an(xk)" - (-1)’p=F(x), k =1,2,...,n+2; (7.23)
c) Localizam-se os pontos extremantes, em [a,b], da fungdo erro
absoluto [Pn(x) - F(x). Assume-se que existem exatamente (n+2)

pontos extremantes, incluindo os pontos a e b.
Sejam estes pontos designados por Y, k = 1,2,...,(n+2), e

= b;
(n+2)
d) Substitui-se X por Yy, k = 1,2,...,(n+2) e repete-se a

ordehados de tal forma que a = Y, < Y. <...< Y

sequéncia de procedimentos anteriormente descrita, comegando pelo
item (b).

0{ijetivo desfe procedimento & que X convirja para x:, a,
para a , e u para 4 . A demonstragdo de que este processo converge
para qualquer escolha dos valores de inicializagdo, item (a), foi
realizada por VEIDINGER (1960).

A hipbétese de que a funcdo erro absoluto tenha exatamente
(n+2) pontos extremantes em [a,b] ndo é& fundamental. Para maiores
detalhes sobre o método de Remez, no qual esta hipdétese ndo é
feita, deve-se consultar RICE (1964), CHENEY (1966), FIKE (1968),
HART (1968) e DAVIS (1975).

As modificag¢des que devem ser feitas no método de Remez, acima
descrito, de tal forma que seja utilizado para calcular os
coeficientes de uma aproximagdo, de F(x), do tipo erro relativo
minimdx sdo as seguintes: substituir a equagdo (7.23) por

n k — —
ao+ ax, R T T an(xk) - (=1) uF(xk) = F(xk), Ki= 1,260 s(NF2)
(7.24)

e a fungao erro absoluto, do item (c), pela fungdo erro relativo.
7.6. A Aproximagdo, com Fung¢do Racional, do Tipo Minimax.

Apresenta-se, neste item, a melhor aproximagao de fungdes,

utilizando fungdes racionais.

7.6.1. A Melhor Aproximagdo, com Fungdo Racional, de Fungdes.

No item (7.5) apresentou-se a aproximagdo polinomial do tipo
minimdx, neste apresenta-se um assunto semelhante, sendo que a
teoria necessita de poucas adaptagdes para abranger também este




aspecto.

Para efetuar a aproximagdo de uma fungdo F(x) em um intervalo
fechado [a,b], através de uma fung¢do racional Rmn(x), que é
expressa na forma de uma fragdo irredutivel Pm(x)/Qn(x), onde
Q(x) #= 0, x e [a,b]. P (x) e Qn(x) sdo polindmios de grau
= m e = n, respectivamente. A teoria da melhor aproximagao
utilizando fungdes racionais trata da existéncia de uma fungédo
racional fGnica em Rmn(x), X € [a,b], que aproxima F(x) com um
erro absoluto minimdx ou erro relativo minimdx em [a,b].

O teorema fundamental sobre a melhor aproximagdo utilizando
fungdes racionais é uma generalizagdo do Teorema de Chebyshev,
apresentado no item (7.5). A seqguir apresenta-se o enunciado deste
teorema em uma forma genérica, que pode ser adaptada para obter-se
os casos particulares.

Teorema 7.2 - Seja u(x) uma fungdo continua em um intervalo
finito [a,b], e seja v(x) uma fung¢do continua e ndo nula em [a,b].
Seja an(x) um conjunto de fungdes racionais. Existe uma Gnica
fungdo racional R;m(x) € an(x), X € [a,b], de tal forma que

.

R (x)

m, n

R (x)

m

max ~ X

max - u(x)‘].
(7.25)
Seja Rhn(x) € V;n(x), X € [a,b], uma fung¢do racional, e seja

P;(x)/Q;(x) uma expressdo racional irredutivel de Rmn(x), onde

P;(x) e Q;(x) sdo polindémios de graus exatamente iguais a m’ e n’,

- u(x)| = min

a;b] Lok R__(x) eV (xJ[ (a,b]

-

respectivamente. Seja d = min (m-m’, n-n’). Entdo R (x) &
m,n
R;n(x) se e somente se existe N =z (m + n + 2 - d) pontos em
[a,b], x: < x; . x;, de tal forma que
Rm n(x:) . k *
s = u(xk) = (-1) u, k=1,2,..., N,

-

(7.26a,b)

A demonstracdo deste teorema, e de outros correlacionados,
pode ser encontrada em NACHBIN (1965), CHENEY (1966) e DAVIS
(1975), cada uma com diferente nivel de sofisticagdo matematica.

Sob certas condigSes a aproximagdo miniméx R;n(x) é dita
defectiva. Nestes casos, seja P;(x)/QL(x) uma fracgcdo irredutivel
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de R;n(x)r onde P (x) e Q, (x) sdo polinémios de grau exatamente

m’ e n’, respectivamente, e seja d = min (m-m’, n-n’). Entéao
R;n(x) é defectiva quando d # 0, i.e., m’ < m e n’ < n. Casos
defectivos s&o de baixa ocorréncia e de agora em diante
considera-se que d = 0 ou N = (m+n+2).

Seguindo-se o mesmo enfoque da aproximagdo polinomial, existem
dois casos importantes, corrrespondendo um ao erro absoluto
minimdx e outro ao erro relativo miniméx:

a) Tomando-se Vv(x) = 1 e u(x) = F(x), tem-se

an n (X)

v(x)
que & a fungdo erro absoluto, e o teorema estabelece a existéncia

- u(x) =R (x) - F(x),

de uma Gnica fungdo racional em me(x), X € [a,b] que aproxima
F(X) com um erro absoluto minimdx em [a,b].
b) Tomando-se v(x) = F(x), F(x) # 0, x € [a,b] e u(x) = 1, tem-se
L ]
R < () R (x) = F(x)
v—(x-)-—-— - u(x) = F(X) ’
que & a fungdo errro relativo, e o teorema estabelece a existéncia

de uma Gnica fungdo racional em an(x), X € [a,b] que aproxima
F(x) com um erro relativo minimdx em [a,b]. O nGmero de pontos
extremantes nas fungbdes erro minimdx é de no minimo (m+n+2),
exceto nos casos defectivos. Para aquelas fungdes nas quais

F(x) = 0, 1lim F(x)/(x-a) & finito e ndo nulo, x e [a,b];
X=a
procede-se de maneira andloga ao caso da aproximagdo polinomial

minimax.

Embora m e n possam ser dquaisquer valores inteiros néao
negativos, a experiéncia relatada nas referéncias sobre
aproximagdo utilizando fungdes racionais indica que os valores de

m e n devem ser iguais ou quase iguais.

7.6.2. Comparagao entre Aproximagdes Utilizando Polinémios ou

Fungdo Racional.

Uma regra empirica, que consta das referéncias, sobre
aproximagdes seja polinomial ou através de fungdo racional é que a
escolha entre estas duas classes em geral favorece a aproximagdo

por meio de fungdo racional quando o nGmero de coeficientes na




aproximagdo & maior que seis ou sete. Uma aproximag¢do utilizando
fungdo racional com uma dada quantidade de coeficientes &
geralmente mais precisa que outro utilizando polindémios que tenha
o mesmo nGmero de coeficientes. A vantagem da aproximagdo por
fungdo racional aumenta com o nGmero de coeficientes envolvidos.
Quanto ao tempo de execugdo da rotina resultante, este depende
diretamente das velocidades de execugdo das operagdes basicas,
que variam de um computador para outro. Em GAUTSCHI (1975:8-10)
estdo listadas trinta e trés aproximagdes utilizando fungao
racional contra apenas cinco com polinémios; em HART (1968)
encontra-se algo em torno de um mil e cem aproximagdes, sendo que,
deste total, 66% sdo do tipo fungdo racional e 34% sdo do tipo

polinomial.

7.6.3. Método de Remez para Aproximagdao Minimdx Usando Fungdes

Racionais.

Um dos procedimentos numéricos mais eficientes para o cémputo

dos coeficientes de uma aproximagdo racional minimdax & a

generalizagdo do método de Remez (RALSTON, 1965), que foi mostrado

no item (7.5.5.). Agora apresenta-se esta generalizagdo,

primeiramente considerando-se o caso da aproximagdo do tipo erro

absoluto minimax. Suponha-se a aproximagdo de F(x), X € [a,b] e

que necessita-se determinar a fungdo racional R;m(x) € an(x),

x € [a,b] que aproxima F(x) com um erro absoluto minimax em [a,b].
Seja uma fungdo racional irredutivel, R;m(x), expressa por

. . .2 *m

P, + P,X + PX"+...+p X

R;n(x) = : (7:21)

L * n

g+ gX + qxXH...+q X
x L
0 1 2 n

‘ .
Assume-se que, relativamente a Rmn(x), a fungao racional

expressa na equagdao (7.27) pode ser rearranjada, através da
multiplicagdo do numerador e do denominador pelo inverso de q;, de
b .

tal forma que o0 novo g, = 1, e que a quantidade de pontos
extremantes da fung¢do erro em [ab,], € (m + n + 2), inclusos os
pontos, a e b. Sejam estes pontos designados por
k = 1,2,..., (m+n+2), e ordenados de tal forma

. . N

x1<x2<. . .<x(m+m2} = b.

Através do teorema generalizado de Chebyshev sabe-se que




. . .
pD + plx +eet pmx

— - F(x;) = (-1)*u’, x =1,2,..., (m+n+2)

. .
q, + 94X +...+ gx

onde (7.28a,b)

[u.| = max |R;n(x) - F(x)].
(a,b]
Rearranjando a equagdo (7.28a), resulta

P, * ByX, + P(x) +...+ p(x)" + ax [-F(x) - (-1)"u"] +
+q(x)? [-F(x) - (-] + ..o+ @ (x)" [-F(x) - (-1)*u") -
- (-1)% = F(x;), k =1,2,..., (m+n+2). (7.29)

Se os pontos extremantes x:, k =1,2,.¢.,(m + n + 2), sédo
conhecidos, o sistema de equagdes ndo lineares, equag¢do (7.29),
pode ser resolvido, obtendo-se o0s coeficientes de R;n(x).
Entretanto, isto nd@o pode ser efetuado de imediato porqﬁe os
pontos extremantes sdo desconhecidos. Desta forma, descreve-se a
seguir, um conjunto de procedimentos destinados a calcular
iterativamente os x:'s, u', e os coeficientes de R;n(x). Assim:

a) Inicialmente seleciona-se (m+n+2) pontos x, k = 1,2,...,

(m+n+2), de tal forma que a = X, < X_ <...< X = b;
1 2 (m+n+2)

b) Calculam-se os coeficientes p's e qj's, s s DT I | (SRS

da fungdo racional

) p, + PX +...+ p X
Rm n(x) = = qO = 1,
! q, + q,X +ieat q X

e o coeficiente u, resolvendo-se o sistema de (m+n+2) equag¢des ndo

lineares,
P, P+ ippxn pz(xk)2+...-+ pm(xk)m -
- qx [F(x) + (-1)"'u) = q(x)° [F(x) + (-1)"u) - ...-

=g (x )" [F(x) + (-1)"n] = (-1)"» = F(x), k = 1,2,..., (mén+2);

(7.30)
c) Localizam-se os pontos extremantes, em [a,b], da fungdo erro

absoluto [R;n(x) - F(x)]. Assume-se que existam exatamente (m+n+2)

pontos extremantes, incluindo os pontos a e b. Sejam estes pontos
designados por Y1 k =1,2,...,(mtn+2), e ordenados de tal forma




que a = y <y <...<y

(men+2)

d) Substitui-se X = 1,2,...(m+n+2) e repete-se a

sequéncia de procedimentos, anteriormente descritas comegando pelo
item (b).

O objetivo deste procedimento & que X convirja para x:; P,
L

para p:, 1 =20 e N qj para q:, ) U TP AT S T T T
demonstragcdao de que este processo converge para valores de
inicializacgao X suficientemente préximos de x:, item (a), foi
realizado por RALSTON (1965).

A hipbétese de que a fungdao erro absoluto tenha exatamente
(m+n+2) pontos extremantes em [a,b] ndo & fundamental para maiores
detalhes sobre o método de Remez, onde esta hipétese ndo é feita.
Nos casos defectivos deve-se consultar RICE (1964), RALSTON
(1965), CHENEY (1966), FIKE (1968), HART (1968) e DAVIS (1975).

A modificagdo que deve ser feita no método generalizado de
Remez, acima descrito, de. tal forma que seja utilizado para
calcular os coeficientes de uma aproximagdo racional de F(x), do
tipo erro relativo minimdx sdo as seguintes: substituir a equagéo
(7.30) por

B, * Px P (%) .. p (x)® =g (F(x) [1+ (-1)"u] -
=gy (x)? F(x) [1+ (=1)"u) = .= q (x)° F(x) [1 + (-1)"u) -

- (-1)* F(x) u = F(x ), k =1,2,...,(mn+2) ;
(7.31)
e a funcgdo erro absoluto, do item (c), pela fungdo erro relativo.

7.7. Aproximacdo Utilizando Série Truncada de Poténcias.

Aproximagdes polinomiais que nao sao minimax sdo
frequentemente utilizadas para construir rotinas de coémputo de
fungdes.

As principais razdes para isto sdo: a) A aproximagdo minimax é
mais dificil de se obter que a aproximagdo polinomial que ndo seja
minimdx; b) apesar de suas vantagens conceituais uma aproximagdo
minimdx pode ndo ter vantagens préaticas sobre outra aproximagédo
quasi-minimdx. Por esta razdo apresenta-se algumas maneiras de se

obter aproximag¢des ndao minimdx. Os métodos a apresentar-se sao:




a) Série truncada de poténcias; b) Série truncada de polindmios;
c) Aproximagdo de Padé; d) Truncamento de fragdes continuadas.

7.7.1. Série Truncada de Poténcias.

Uma das principais fontes de aproximagdes polinomiais de
fungdes sdo as séries de poténcias, que sdo obtidas através das
férmulas de Taylor, MacLaurin e Laurent; ou através da solucdo de
equagdes diferenciais ordinarias pelo método de Frobenius. De uma
forma geral assume-se que a expansdo de F(x) em série de poténcias
é definida pela expressao

L+ ]
F(x) =} t::kxk =cl+taex + czx?' ¥ see.p X € [A,D], (7.32)
k=0

Assume-se que esta série é convergente no intervalo [a,b],
caso contrario nada pode ser feito. Truncando a série acima depois
do termo cnx", obtém-se um polindémio Pn(x) de grau = n que
aproxima F(x),

P_(x) =ocka =c, +cx+ caxz + 20w M, %€ Ta b] (7733)

O uso de série de poténcias na aproximagdo de fungdes tem
algumas vantagens. Estas expansdes sdo conhecidas ou faceis de
serem obtidas para quase todas as fungdes de interesse. Devido a
facilidade de serem manipuladas, sdo algebricamente convenientes
para serem utilizadas. Mais importante entretanto, & o fato de que
obtendo-se uma expressdo de série de poténcia de F(x), pode-se ter
aproximagdes para F(x) sem a necessidade de efetuar-se o céalculo
prévio de F(x). O método de Remez, por exemplo, necessita que
calcule-se F(x) durante o processo de obtengdo da aproximagao. A
quase totalidade das fungdes para as quais existem aproximagdes
citadas em HART (1968), tém uma varidvel independente e nenhum
paré@metro, isto deve-se a complexidade em se obter aproximagdes de
fungdes de varias variadveis e varios parametros. No caso da série
de poténcias ndo existe esta limitagdo, pois o papel das variaveis
e dos parametros estdo claramente estabelecidos. O principal
problema relacionado com a aproximagdo de fungdes utilizando série

-

de poténcias & a baixa taxa de convergéncia, o que implica na

necessidade de um nGmero maior de termos retidos no processo de




truncamento para fornecer a mesma precisdo que no caso da
utilizagdo de um polinémio de grau menor, obtido pelo método
miniméax.

A estimativa do erro cometido em uma aproximagdo com série de
poténcia truncada pode ser facilmente obtida, combinando-se as
equagdes (7.32) e (7.33). Assim o erro absoluto torna-se

-]

P (x) = F(x)| = [T cx*| sT |cllx|"

k=n+1 k=n+1
e o erro relativo

©
k

1]
K
roror | [hus | Balal
—} ————————— =
F(xX) el el
L cX I cx
k=0 k=0

7.7.2. Série Truncada de Polinémios.

De um modo geral, uma funcdo analitica F(x), x € [a,b] pode
ser expandida em uma série de polinémios. Considera-se agora
apenas a expansdao em termos de polindémios de Chebyshev, Tkoﬂ,
cujo intervalo de aplicagdo €& [-1,1]. Conforme descrito
anteriormente é possivel reduzir o intervalo [a,b] para [-1,1],
sem perda de generalidade. Se

F(x) = L' aT (X) = —;— a T (x) +aT (x) +aT,(x) + ..., (7.35)
k=0

onde

_ 2 1 _o2y1/2
ao= - J‘_1 F(x)Tk(x) (1-x")  "dx,
A notagdo ¥’ indica que o primeiro termo na série deve ser

dividido por 2, entdo o polinémio P (x) €& expresso por
Pn(x) = aOTo(x) + aiTi(x) +...+ anTn(x) (7.36)

de grau = n obtido pelo truncamento da série (7.35), apdés o termo
ath(x), que & a aproximag¢do de F(x), x € [-1,1].

Este & um dos melhores métodos para obtengdo de aproximagdes
polinomiais tanto pela facilidade quanto pela eficadcia. A razao
principal da efetividade deste método de obtengdo de aproximagdes
é a alta taxa de convergéncia, caracteristica das séries em termos




de polinémios de Chebyshev.
A estimativa do erro cometido em uma aproximagdo com série de

Chebyshev pode ser obtida, combinando-se as equag¢des (7.35) e

(7.36). Assim o erro absoluto torna-se

(o]

|P_(x) - F(x)] E aT(x|=I J|al;

k=n+1 k=n+1

e 0 erro relativo

Pn(x)-F(x)
F(x) ‘ 8

7.7.3. Aproximagdo de Padé

O método de Padé obtém uma aproximagdo, de uma série de
poténcias, na forma de funcgdo racional. Seja F(X) expresso em uma
série de poténcias, conforme a equagdo (7.32). Seja m e n inteiros
ndo negativos. A aproximagdo de Padé de ordem (m,n) de F(x) & uma

fungdo racional Rmn(x) = Pm(x)/Qn(x), onde

Pn(x) =p, + pX *+...+p X" e Qn(x) =gt qx+ ... +qx

sdo dois polindémios cujos coeficientes satisfazem ao seguinte
sistema de (m+n+l) equagdes lineares e homogéneas,

+...+ cC q) =0

(m-n) “n

q =20

(m-n+1) *n

+ +o o¢+ = 0
< (m+1 )ql c{m-mz)qn

+ +is ok =0
c(m+n}q0 c(m+n—1)q1 cmqn

Sendo c, = 0 para k < 0.

0O sistema acima tem (m+n+2) incbégnitas e (m+n+l) equagdes.




Conforme mostrado anteriormente neste capitulo pode-se fazer q.= 1
(ou qualquer outro coeficiente) sem perda de generalidade. Assim o

sistema de equagdes acima torna-se

295 +...f c q) =c

(m- (m-n) *n m

+ooot =
n % < E <

C + C
mql ( (m-n+1) “n (m+1)

+ +iwath =
< (m+1 )ql cqu Clm—n+2)qn C{rmzl

C + .7 Fowvant C =
(m+n—1)q1 (m+n—2lq2 mqn (m+n) ’

que & um sistema linear com (m+n+l) equagdes e incdgnitas. Apds a
solugdo deste sistema de equagdes tem-se os coeficientes
pi's i= 0;1;...;m e qj's, j =1,2,...,n, e consequentemente a
fungdo racional Rmn(x) que aproxima F(x), X € [a,b]. O sistema de
equagdes (7.39) expressa a condigdao de que os (m+n+l) primeiros
termos da séries de poténcias fornecida por [Pm(x) - Qn(x) F(x)]
sejam identicamente nulos. Isto &, na expressdo

k

P (x) - Q(x)F(x) =P (x) -Q(x) [ cx" +F cx]. (7.41)
k=0 k=m+1

& necessario que
m
P (x) = Q (x) E:Ocka = (7.42)
A aproximagdo de Padé para F(x) ndo esta diretamente ligada a
um intervalo especifico. Uma estimativa do erro cometido neste
tipo de aproximagdo pode ser obtido considerando a equagdo (7.42)
e rearranjando a equagdo (7.41). Assim o erro absoluto torna-se

-Fe| = | e ST e lixlt, (7.43)

k=m+1 k=m+1

P, (x)
0,0

e o erro relativo




P (x)
g (%)
F(x)

- F(x) k

k
Y c X
k=0

As informagdes constantes nas referéncias indicam que os
melhores resultados sdo obtidos quando m = n ou m & n.

7.7.4. Truncamento de Fragdes Continuadas.

E possivel transformar uma série de poténcias em uma

continuada infinita da seguinte forma:
2
Fi(x) = ¢c. tcX +Cc¥ + i
0 1 2
1
1
2
C T eXx +tex F e
0 1 2

F(x)

1
1

2
C + s ate
lx sz

1
L - 2
x(cO + c X +C.X + ves)

L+
0 o + CcxXx+cCcx + ...
[v] 1 2

1

X

2
c e 4+ eX + eX o+
0 1 2
+ —
- L . 2
c c +cx +cx + ...
0 1 2

e assim por diante até obter-se uma expressdo com a seguinte forma

F(x) = (7.46)

onde as constantes a’s e b’s da equagdao (7.45) surgem




consequéncia da manipulagdo algébrica que ocorre na sequéncia das
equagdes (7.45a,c). A equagdo (7.46) assume aspecto especial
quando F(x) é& fungdo par

F(x) =

-

Quando a equagdao (7.46) & truncada obtém-se uma fragao

continuada finita, que & uma aproximagdo para F(x), assim

F(x) = Rn(x) =

cujo erro absoluto torna-se |I%(x) F(x)| e o relativo
| (R (x) - F(x)]/F(x)].




8. RESULTADOS E SUA ANALISE

Neste capitulo apresenta-se a aplicagdo da Teoria de
Aproximagdo apresentada no Capitulo 7 para o coémputo das
principais fungdes que aparecem na solug¢dao do problema-exemplo,
Capitulo 6.

Do ponto de vista da obtengdo de resultados quantitativos nao
existe diferenga entre variadvel independente e parametros, uma vez
que a cada um deve ser atribuido valores para efetuar-se a
obtengdo dos valores da variavel dependente, assim, neste

capitulo, pardmetros e varidveis independentes serdo considerados

equivalentes.
8.1. Rotinas Computacionais para o Cémputo de Fungdes Especiais.

Constata-se nas referéncias bibliograficas (BOSTEN & BATISTE,
1974), (BURGIONE, 1963), (CARLSON & NOTIS, 1981), (CHENEY, 1981),
(COBB, 1969), (CODY, 1965, 1976 e 1983), (ECKHARDT, 1977 e 1980),
(FIKE, 1968), (GAUTSCHI, 1964, 1969, 1970 E 1975), (HART et al.,
1968), (IMSL, 1989) que geralmente apenas para as fun¢gdes com uma
varidvel independente sdo efetuadas aproximagdes do tipo MiniMax,
para aquelas com duas ou mais variaveis independentes utiliza-se a
respectiva série de poténcias (MacLaurin). Neste trabalho
utiliza-se apenas a expansdo em série uma vez que & a forma mais
basica em que estas fungdes apresentam-se. Desenvolve-se rotinas
computacionais, em linguagem Pascal, para o computo das fungdes
especiais seno(x), coseno(x), 1ln(x), exp(x), si(x), M(«,7,X),
M (a,7,%), Z(x), e vV Xx.

No Apéndice apresenta-se a listagem computacional dos
algoritmos implementados para cada fungdo. Os vAarios algoritmos
apresentados como estudo estdo na forma de PROCEDURE e aqueles
considerados mais adequados para utilizagao também sdo
apresentados na forma de FUNCTION.

8.1.1. Rotinas para Computo da Fungdo EXp(X).

No cémputo da fungdo exp(x) apresentam-se os principais
fenémenos numéricos, por esta razdo faz-se um estudo mais




detalhado deste caso, para deter-se, no caso de outras fungdes,
apenas em outros aspectos que porventura aparecgam.

De acordo com o apresentado no Capitulo 7 os erros produzidos
ao introduzir-se no processo de cdémputo uma fungdo aproximante,
bem como o uso de uma quasi-algebra computacional sdo o de
truncamento e o de arredondamento, em consequéncia deste ultimo
aparece também o concelamento (CODY, 1976), que consiste no
desaparecimento de algarismos significativos quando da adigdo de
dois nGmeros com sinais opostos.

Em conformidade com a teoria de fung¢des (MARKUSHEVICH, 1977) a
fungdao exponencial pode ser expressa pela seguinte série de
poténcias

exp (x) _ (8.1)

A equagdo (8.1) tal como apresentada & exata do ponto de vista
da andlise matematica, entretanto ndo pode ser wutilizada de
imediato por apresentar trés dificuldades importantes:

a) existéncia de um somatdério infinito, o qual demandaria um tempo
também infinito para sua execugao;

b) a operagdo de potenciagdo (x") que ndo & uma operagdo béasica
(adigdao, multiplicagdo, divisao);

c) a operagdo fatorial (n!) que também ndo & uma operagdo basica.

Para evitar o somatério infinito, substitui-se a fungéao

exponencial por uma fungdo aproximante

N
exp(x):= exp(N,x) = }. ;, N € N, (8.2)
n=0

onde o simbolo de igualdade (:=) indica a substituig¢do da fungao
exata pela fungdo aproximante. Como a série (8.1) converge
uniformemente para x € R, entéo

N xn © xn
1am ¥ =T = Y -3 ik exp(x) . (8.3)
N9S® n=0 n=0
Pode-se também definir o erro absoluto de truncamento E(N,Xx),
cometido quando substitui-se a fungdo exata pela aproximante, da
seguinte forma
n 4] n o0 IXIn
X X
E(N,X) ] nrl - Z nr s E n! (8.4)

=0 n=N+1 n=N+1




Como a foérmula do erro (8.4) também envolve somatério
infinito, somente poderd ser efetuado seu coémputo de maneira
aproximada, assim

n
M X
E (N,x):= E(N,M,x) = |L ET" MelNeM> N+1. (8.5)

n=N+1

Para eliminar a potenciagdo (x") e a operagdo fatorial existem

dois procedimentos:
a) Definindo-se que

exp (N, x)

= 1’2'3'...’“. (8]7)

Assim o coémputo de exp(N,x) reduz-se a um conjunto de adicdes,
multiplicagdes e divisdes;
b) A equagdo (8.2) pode ser re-escrita da seguinte maneira

2 3 N
exp(N,x) =1+ x + %T + %T il PR %— '

colocando-se em evidéncia os termos comuns tem-se

=
2

[1+3 @+ ...(1+ 3], (8.9)

exp(N,x) =1 + x{1 + 3

a qual apresenta também apenas operag¢des basicas.

As formulas (8.6) e (8.9) representam os dois principais
algoritmos para efetuar-se o cdmputo da fungdo exponencial, bem
como das outras fungdes, desde que devidamente adaptadas a cada
caso.

Na Figura 8.1 apresenta-se a fungdo exp(N,x) versus N para

0.5, 1.0 e 2.0. Nota-se que para estes valores de x a série
(8.6) converge para N = 10. Este converge anteriormente referido
trata-se de uma impressdo visual quando da inspeg¢do da Figura 8.1.
Para uma maior precisdo pode-se calcular o erro de truncamento da
fungdo exponencial exp(x), E(N,M,x) conforme observa-se na Figura
8.2. Naturalmente quanto menor o erro de truncamento desejado
maior deverd ser a quantidade de termos (N) na série (8.6).
Observa-se também das Figuras 8.1 e 2 que, em conformidade com a
teoria de séries infinitas, a fungcdo exponecial aproximante
exp(N,x) converge mais rapidamente para os menores valores de X.
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Na Figura 8.3 apresenta-se a influéncia da quantidade de
termos (M-N) utilizados para computo da fungdo aproximante,
E(N,M,x), da fungdo erro E(N,x). Quando a quantidade de termos
utilizada no cémputo de exp(N,x) & tal que as curvas da Figura 8.1
ja& atingiram a assintota (por exemplo N = 15) percebe-se pela
Figura 8.3 que apenas um ou dois termos na série (8.5) séo
suficientes para efetuar o coémputo do erro de truncamento. No
restante deste capitulo bem como nas PROCEDURES e FUNCTIONS
apresentadas no Apéndice assume-se que o primeiro termo da série
(8.5) & suficientemente representativo como medida do erro, desde
que |x|"/n! << 1.

Na Figura 8.4 apresenta-se a fungdo exp(N,X) para x € [21,25]
e N = 500. Ressalte-se que a fungdo apresenta o aspecto esperado,
ou seja: continuidade, monotonicidade... Mais adiante retorna-se a
esta questao.

O erro de arredondamento serda investigado utilizando
palavras-computacionais de diferentes tamanhos: 6 bytes (REAL), 8
bytes (DOUBLE) e 10 bytes (EXTENDED) do compilador Turbo Pascal
6.0.

Em conformidade com o Capitulo 7 o erro de arredondamento
aparece quando trocamos a @&dlgebra por uma quasi-algebra
computicional, onde a maioria dos nGmeros ndo sdo representaveis
de maneira exata. Assim a fun¢do exp(N,x), para N fixo,
apresentard valores diferentes quando a varidvel independente (x)
for representada utilizando-se palavras-computacionais de tamanhos
distintos Em consequéncia pode-se definir o erro de arredondamento

Ea(N,x) da seguinte forma

M
xn

Ea(N,x):= Y, = ol [ (8.10)
n=N+1

Na Figura 8.5 apresenta-se o erro absoluto de arredondamento
quando as varidveis independentes (x) e dependente (exp(N,x)) sao
representadas por palavras-computacionais de tamanhos distintos,
neste caso utilizou-se os tipos SINGLE, REAL, DOUBLE e EXTENDED
disponiveis no compilador Turbo Pascal 6.0. Como a palavra
EXTENDED & a maior entre as utilizadas, foi tomada como valor de
referéncia, i.e., foi assumida como sendo o valor verdadeiro. De

acordo com o esperado a palavra computacional SINGLE (a menor das
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utilizadas) apresenta os maiores niveis de erro, seguida depois
pelas palavras-computacionais REAL e DOUBLE. Ressalte-se que
existe entre os resultados uma diferenga de precisdo em torno de
quatro décadas.

Na Figura 8.6, simularmente & Figura 8.5, apresenta-se o erro
relativo de arredondamento Ea(N,x). Ressalte-se que o uso da

palévra-computacional SINGLE 1leva aos maiores erro relativos

(*rE-8) , seguida por REAL (~E-12) e DOUBLE (®E-16).

Os dados utilizados na confecgdo das Figuras 8.1 a 6 foram
todos obtidos utilizando-se a equagdo (8.6) computacionalmente
implementada na PROCEDURE ExponencialAlgl.

Desta forma o erro global que comete-se ao efetuar o cdémputo
de uma fungdo estd associado a fungdo aproximante (erro de
truncamento) e & palavra-computacional utilizada para representar
os nGmeros envolvidos no cémputo (erro de arredondamento). Assinm,
para obter-se um resultado acurado & necessario que os erros de
truncamento e arredondamento sejam minimizados e mantidos sob
restrito controle.

Para argumentos negativos a série (8.2) serd do tipo
alternante, ou seja, termos positivos intercalados por negativos.
Quando |x| » 1 ocorrerd na série a subtragdo de nameros muito
maiores que a unidade para resultar na fungdo exponencial que é
muito menor que um nesta faixa de argumentos, assim havera um
cancelamento dos algarismos significativos do resultado da
operagdo. Na Figura 8.7 apresenta-se estes resultados para
X € [21,25], obtidos computacionalmente com o uso da PROCEDURE
ExponencialAlg0. Pela inspegdo da figura percebe-se dque o
resultado ndo estd correto, pois o grafico resultante nao parece
representar uma fung¢do continua e monétona. Observando-se a Figura
8.4 percebe-se que este fondmeno ndo ocorre, isto deve-se ao fato
de que para argumentos positivos a série (8.2) apresenta apenas
termos positivos.

Para evitar o cancelamento pode-se aumentar o tamanho da
palavra-computacional wutilizada, diminuindo assim o erro de
arredondamento e consequentemente o de cancelamento; pode-se
também utilizar propriedades especiais que a fungao em estudo
possua. No caso da fungdo exponencial utilizou-se para argumentos
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negativos a seguinte propriedade

1

exp(-x) = exp(x) '

% > 0, (8.11)

assim, calcula-se primeiro exp(x), xXx > 0 que ndo apresenta
cancelamento e posteriormente faz-se a divisdo (1/exp(x)), que
entdo apresenta os resultados constantes na Figura 8.8 a qual tem
aparéncia de ser continua e monétona.

As PROCEDURES ExponencialAlgl, ExponencialAlg2,
ExponencialAlg3, ExponencialAlg4 e ExponencialAlg5 possuem
incorpofado o algoritimo expresso pela equagdo (8.11). Como
demonstrativo somente a PROCEDURE ExponencialAlg0 ndo utiliza esta
propriedade.

Na PROCEDURE ExponencialAlg5 utiliza-se adicionalmente um
outro algoritmo, descrito a seqguir:

x=k +vy, (8.12)

onde k & a parte inteira de x e y a parte fraciondria, a qual tem
a seqguinte propriedade

< Iyl <, (8.13)
desta forma

exp(x) = exp(k+y) = exp(k)exp(y) = [exp(1)]*exp(y). (8.14)

0 termo [exp(l)]k pode ser computado da seguinte maneira

_[exp(l)]k = ?xp(l)exp(l) ‘o exp(la, (8.15)

k vezes

exp(y) e exp(l) devem ser calculados utilizando-se a série (8.2).
Quando efetua-se os produtos existentes na equagdo (8.15) havera
uma amplificagdo do erro de arredondamento, uma Vvez que
exp(l) =~ 2.71828... > 1, desta forma a equagdo (8.14) deve ser
reestruturada para

exp(x) = ~——%%—— ; (8.16)
exp(x))

1
exp (x)

- [((1/exp(y)){exp(1)/.-./exp(})] (8.17)

k vezes

PROCEDURES ExponencialAlgo, ExponencialAlgl,
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Figura 8.7 - Fungdo exponencial exp(N,-x) para N = 500,
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ExponencialAlg3 e ExponencialAlg4 efetuanm o ninho de
multiplicagdes estruturado de acordo com a equagdao (8.6) e a
PROCEDURE ExponencialAlg2 utiliza a equagdo (8.9).

Nas Figuras (8.9) e (8.10) apresentam-se os erros absolutos e
relativos quando comparam-se os resultados obtidos para a fungdo
exp(N,x) wutilizando-se ninhos de multiplicacagdo estruturados

conforme as equagoes (8.6) e (8.9). Observa-se que o erro absoluto

aumenta & medida que o argumento (x) e a funcdo exp(N,x) também
aumentam, e que o erro relativo permanece ligeiramente menor que
1E-18.

Nas Tabelas 8.1 e 8.2 apresentam-se alguns dos resultados
obtidos para as fungdes exp(x) e exp(-x) bem como o erro absoluto
encontrado gquando compara-se com aqueles apresentados por
ABRAMOWITZ & STEGUN (1972). Para efeito da comparagdo ambos os
resultados foram arredondados de tal forma que contivessem 17
casas decimais, o erro assim encontrado foi nulo para todos os

valores apresentados. Para aumentar a quantidade de casas decimais

corretas neste coémputo é necessidrio a utilizagdo de palavras

computacionais maiores (neste caso utilizou-se varidvel do tipo
EXTENDED) .

8.1.2. Rotinas para Computo da Fungdao Seno(x).

De um modo geral o cémputo de fungdes especiais é feito tal
como exposto anteriormente para a fungdo exponencial, de agora em
diante ressalta-se para cada fungdo apenas os aspectos especiais,
ficando implicito todos aqueles ja& abordados.

A fungdo seno(x) que & definida pela seguinte série alternante
de poténcias

o0 2n+1

seno(x) =¥ (-1)" >

n=0

e possui propriedades especiais, tal como periodicidade, que
permitem reduzir qualquer argumento X € R para 0 = x = m/4, para
tal procede-se como sedgue.

Pela periodicidade da fungdo seno(x) tem-se que

seno(x) = seno(2nk + ¢) = seno(y)
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Figura 8.9 - Fungdo erro de arredondamento E%(N,x) associada a
fungdo exponencial exp(N,x) utilizando ninhos de
multiplicagdes de acordo com as equagdes (8.6) e
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Tabela 8.1 -
fungao exp(x),

exp(-x), X

= 513

apresentados em ABRAMOWITZ&STEGUN (1972)

WO WND R X

EI'I'O* *
Erro

exp (x)
2.7182818284590452E+00
7.3890560989306502E+00
2.0085536923187668E+01
5.4598150033144239E+01
1.4841315910257660E+02
4,0342879349273512E+02
1.0966331584284586E+03
2.9809579870417283E+03
8.1030839275753840E+03
2.2026465794806717E+04
5.9874141715197818E+04
1.6275479141900392E+05
4.4241339200892050E+05
1.2026042841647768E+06
3.2690173724721106E+06
8.8861105205078726E+06
2.4154952753575298E+07
6.5659969137330511E+07
1.7848230096318726E+08
4.8516519540979028E+08
1.3188157344832147E+09
3.5849128461315916E+09
9,7448034462489026E+09
2.6489122129843472E+10
7.2004899337385873E+10
1.9572960942883876E+11
5.3204824060179862E+11
1.4462570642914752E+12
3.9313342971440421E+12
1.0686474581524462E+13
2.9048849665247425E+13
7.8962960182680695E+13
2.1464357978591606E+14
5.8346174252745488E+14
1.5860134523134307E+15
4.3112315471151952E+15
1.1719142372802611E+16
3.1855931757113756E+16
8.6593400423993747E+16
2.3538526683701999E+17
6.3984349353005495E+17
1.7392749415205010E+18
4,7278394682293466E+18
1.2851600114359308E+19
3.4934271057485095E+19
9,.4961194206024489E+19
2.5813128861900674E+20
7.0167359120976317E+20
1.9073465724950997E+21
5.1847055285870725E+21

%

= Erro absoluto no
= Erro absoluto no

2 3 4 9 6 7

exp (-x)
3.6787944117144232E-01
1.3533528323661269E-01
4.9787068367863943E-02
1.8315638888734180E-02
6.7379469990854671E-03
2.4787521766663584E-03
9.1188196555451621E-04
3.3546262790251184E-04
1.2340980408667955E-04
4.5399929762484852E-05
1.6701700790245659E-05
6.1442123533282098E-06
2.2603294069810543E-06
8.3152871910356788E-07
3.0590232050182579E-07
1.1253517471925911E-07
4.1399377187851667E-08
1.5229979744712628E-08
5.6027964375372675E-09
2.0611536224385578E-09
7.5825604279119067E-10
2.7894680928689248E-10
1.0261879631701890E-10
3.7751345442790978E-11
1.3887943864964021E-11
5.1090890280633247E-12
1.8795288165390833E-12
6.9144001069402030E-13
2.5436656473769229E-13
9.3576229688401746E-14
3.4424771084699765E-14
1.2664165549094176E-14
4.6588861451033974E-15
1.7139084315420130E-15
6.3051167601469894E-16
2.3195228302435694E-16
8.5330476257440658E-17
3.1391327920480296E-17
1.1548224173015786E-17
4.2483542552915890E-18
1.5628821893349888E-18
5.7495222642935598E-19
2.1151310375910805E-19
7.7811322411337965E-20
2.8625185805493936E-20
1.0530617357553812E-20
3.8739976286871871E-21
1.4251640827409351E-21
5.2428856633634639E-22
1.9287498479639178E-22

cOmputo de exp(x).
computo de exp(-x).

175

AVA
AVAVAY
a¥

unesp

12 13

Erro
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

14

Resultados obtidos no presente trabalho,

*

* %
Erro

ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

15 16

para a
bem como a comparagdo com OS

17

18
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Tabela 8.2 -

fungdo exp(x), exp(-x), 0 < x
apresentados em ABRAMOWITZ&STEGUN (1972)

X
2.0E-2
4.0E-2
6.0E-2
8.0E-2
1.0E-1
1.2E-1
1.4E-1
1.6E-1
1.8E-1
2.0E-1
2.2E-1
2.4E-1
2.6E-1
2.8E-1
3.0E-1
3.2E-1
3.4E-1
3.6E-1
3.8E-1
4.0E-1
4.2E-1
4.4E-1
4.6E-1
4.8E-1
5.0E-1
5.2E-1
5.4E-1
5.6E-1
5.8E-1
6.0E-1
6.2E-1
6.4E-1
6.6E-1
6.8E-1
7.0E-1
7.2E-1
7.4E-1
7.6E-1
7.8E-1
8.0E-1
8.2E-1
8.4E-1
8.6E-1
8.8E-1
9.0E-1
9.2E-1
9.4E-1
9.6E-1
9.8E-1
1.0E+0

*
Erro**
Erro

exp (x)
1.0202013400267558E+0
1.0408107741923882E+0
1.0618365465453596E+0
1.0832870676749586E+0
1.1051709180756476E+0
1.1274968515793757E+0
1.1502737988572273E+0
1.1735108709918102E+0
1.1972173631218102E+4+0
1.2214027581601698E+0
1.2460767305873808E+0
1.2712491503214047E+0
1.2969300866657718E+0
1.3231298123374369E+0
1.3498588075760031E+0
1.3771277643359571E+0
1.4049475905635938E+0
1.4333294145603403E+0
1.4622845894342245E+0
1.4918246976412703E+0
1.5219615556186338E+0
1.5527072185113360E+0
1.5840739849944818E+0
1.6160744021928934E+0
1.6487212707001281E+0
1.6820276496988863E+0
1.7160068621848585E+0
1.7506725002961011E+0
1.7860384307500734E+0
1.8221188003905090E+0
1.8589280418463420E+0
1.8964808793049514E+0
1.9347923344020315E+0
1.9738777322304476E+0
2.0137527074704765E+0
2.0544332106438877E+0
2.0959355144943646E+0
2.1382762204968186E+0
2.1814722654982011E+0
2.2255409284924676E+0
2.2704998375324058E+0
2.3163669767810917E+0
2.3631606937057949E+0
2.4108997064172099E+0
2.4596031111569497E+0
2.5092903899362977E+0
2.5599814183292715E+0
2.6116964734231177E+0
2.6644562419294171E+0
2.7182818284590452E+0

=1, bem como a

exp (-x)
9.8019867330675530E-1
9.6078943915232321E-1
9.4176453358424871E-1
9.2311634638663578E-1
9.0483741803595957E-1
8.8692043671715752E-1
8.6935823539880582E-1
8.5214378896621134E-1
8.3527021141127202E-1
8.1873075307798186E-1
8.0251879796247848E-1
7.8662786106655341E~1
7.7105158580356628E-1
7.5578374145572547E-1
7.4081822068171787E-1
7.2614903707369093E-1
7.1177032276260972E-1
6.9767632607103106E-1
6.8386140921235586E-1
6.7032004603563930E~-1
6.5704681981505678E-1
6.4403642108314136E-1
6.3128364550692597E-1
6.1878339180614085E-1
6.0653065971263342E-1
5.9452054797019434E-1
5.8274825237398967E-1
5.7120906384881489E-1
5.5989836656540203E-1
5.4881163609402643E-1
5.3794443759467449E-1
5.2729242404304856E-1
5.1685133449169924E-1
5.0661699236558961E-1
4.9658530379140952E-1
4.8675225595997165E-1
4.7711391552103439E-1
4.6766642700990923E-1
4.5840601130522355E-1
4.4932896411722159E-1
4.4043165450599926E-1
4.3171052342907969E-1
4.2316208231774882E-1
4.1478291168158137E-1
4.0656965974059911E-1
3.9851904108451417E-1
3.9062783535852110E-1
3.8289288597511202E-1
3.7531109885139954E~-1
3.6787944117144232E-1

Erro absoluto no cémputo de exp(x).
Erro absoluto no cémputo de exp(-x).

3 4 9 6 7

unesp
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AVA
AVAVAY
VAV

12 13

Erro
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

14

Resultados obtidos no presente trabalho,

15

para a
comparagao com OS

Erro
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

16

17

18
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onde k e a parte inteira de (x/2m) e em consequéncia ¢ = X - 2nk,
disto segque que 0 = ¢ < 2n. Portanto o argumento (x) foi
substituido por ¢, fato este importante uma vez que a série (8.18)
é alternante e haveria cancelamento para valores altos de (x).
Entretanto pode-se avangar mais, com os seguintes procedimentos:

3n
2
b) Sem = ¢ < %E e w' = ¢p-m 2> 0 = p‘ <
c) Se g = p<me w' =Mn-¢ » 0 < p‘ = % % seno(p) = seno(w');
com isto consegue-se reduzir qualquer argumento (x) a um argumento
o € [0, 3].

Como no intervalo [O, %] ainda existem argumentos maiores que

a) Se = p < 2me w‘ = 2n=-¢p = 0 < w' 3 seno(p) = - seno(@‘);

L3
2
3 seno(p) = - seno(w');

-
I
2

a unidade, pode-se reduzir ainda mais estes valores. Para tal,
faz-se:

. 4 * . 2n+1
a) Se » seno(p) =71 (-1) % ; (8.20)

n=0
b) Se

** on

s seno(p ) = coseno(y ) =0(-1)n EZn){ s (8.21)
desta forma o argumento final reduz-se ao intervalo [0,%], isto &,
possui valores todos menores que a unidade, evitando assim
dificuldades com arredondamentos e cancelamentos.

Utilizando-se as séries (8.20) e (8.21) implementou-se
computacionalmente as PROCEDURES SenoAlgl, SenoAlg2, SenoAlg3,
SenoAlg4 e a FUNCTION Seno, todas seqguindo o mesmo procedimento
descrito para a fungdao exponencial.

Na Tabela 8.3 apresenta-se os resultados obtidos para as
fungdes seno(x) e coseno(x), 0 < xXx < mn/4 bem como Os erros
absolutos calculados tomando-se como padrdo de referéncia os
apresentados em ABRAMOWITZ & STEGUN (1972). Para esta comparagao
todos os resultados foram reduzidos a 17 casas decimais e os erros

encontrados foram nulos.
8.1.3. Rotina para Cémputo da Fungdo V Xx.

Sey=VvVXx-> ya = X = ya - X =0 ou F(y) = 0 para

1 2 3 4 9 6 7 Ellr]t;s;F) 12 13 14 15 16 17

18
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Tabela 8.3
fungdes seno(x),

cosseno(x),

0 < x < m/4,

com os apresentados em ABRAMOWITZ&STEGUN(1972)

X
1.50E-2
3.00E-2
4.50E-2
6.00E-2
7.50E-2
9.00E-2
1.05E-1
1.20E-1
1.35E-1
1.50E-1
1.65E-1
1.80E-1
1.95E-1
2.10E-1
2.25E-1
2.40E-1
2.55E-1
2.70E-1
2.85E-1
3.00E-1
3.15E-1
3.30E-1
3.45E-1
3.60E-1
3.75E-1
3.90E-1
4.05E-1
4.20E-1
4.35E-1
4.50E-1
4.65E-1
4.80E-1
4.95E-1
5.10E-1
5.25E-1
5.40E-1
5.55E-1
5.70E-1
5.85E-1
6.00E-1
6.15E-1
6.30E-1
6.45E-1
6.60E-1
6.75E-1
6.90E-1
7.05E-1
7.20E-1
7.35E-1
7.50E-1

*
Erro**
Erro

seno(x)
1.4999437506328091E-2
2.9995500202495661E-2
4.4984814037660236E-2
5.9964006479444599E-2
7.4929707272742342E-2
8.9878549198011050E-2
1.0480716882888249E~1
1.1971220728891936E-1
1.3459031100734831E-1
1.4943813247359922E-1
1.6425233099048097E~1
1.7902957342582418E-1
1.9376653496242193E-1
2.0845989984609957E~-1
2.2310636213174545E~-1
2.3770262642713459E-1
2.5224540863437806E-1
2.6673143668883113E-1
2.8115745129529402E-1
2.9552020666133958E~-1
3.0981647122760285E-1
3.2404302839486835E-1
3.3819667724779127E-1
3.5227423327508998E-1
3.6627252908604756E-1
3.8018841512316143E-1
3.9401876037078043E-1
4.0776045305957019E-1
4.2141040136664805E-1
4.3496553411123021E-1
4.4842280144563443E-1
4.6177917554148289E~-1
4.7503165127095080E-1
4.8817724688290749E-1
5.0121300467379785E-1
5.1413599165311310E-1
5.2694330020330136E-1

5.3963204873396924E-1

5.5219938233022761E-1
5.6464247339503536E~-1
5.7695852228539679E~1
5.8914475794226951E-1
6.0119843851404104E~-1
6.1311685197343379E~-1
6.2489731672769984E~-1
6.3653718222196794E~-1
6.4803382953560720E~-1
6.5938467197147315E-1
6.7058715563790375E~-1
6.8163876002333417E-1

cosseno (x)
9.9988750210935918E~1
9.9955003374898752E~-1
9.9898767084784241E-1
9.9820053993520417E~1
9.9718881811220745E-1
9.9595273301199425E~-1
9.9449256274849744E~1
9.9280863585386625E~1
9.9090133120454796E-1
9.8877107793604229E~-1
9.8641835534634770E~-1
9.8384369278812141E~-1
9.8104766954957725E~1
9.7803091472414824E~1
9.7479410706894328E~-1
9.7133797485202960E-1
9.6766329568857557E~1
9.6377089636589051E-1
9.5966165265740111E-1
9.5533648912560602E~-1
9.5079637891405326E~1
9.4604234352838697E~-1
9.4107545260651300E~-1
9.3589682367793486E-1
9.3050762191231429E-1
9.2490905985731304E~-1
9.1910239716577473E-1
9.1308894031230827E-1
9.0687004229933662E-1
9.0044710235267692E-1
8.9382156560672059E-1
8.8699492277928419E~-1
8.7996870983620423E~-1
8.7274450764575126E~1
8.6532394162294128E~-1
8.5770868136382414E~-1
8.4990044026983150E-1
8.4190097516226874E~-1
8.3371208588703757E-1
8.2533561490967830E-1
8.1677344690082286E~-1
8.0802750831215187E-1
7.9909976694295114E~-1
7.8999223149736509E-1
7.8070695113244687E-1
7.7124601499710660E-1
7.6161155176206170E-1
7.5180572914089498E~-1
7.4183075340232819E~1
7.3168886887382089E-1

Erro absoluto no cémputo de seno(x).
Erro absoluto no cémputo de cosseno(-x).

3 4 9 6 7

178
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AVAVAY
VAV
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12 13

- Resultados obtidos no presente trabalho,
bem como a comparagio

Erro
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
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ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
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ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
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ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

14

para as

*
Erro

ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
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ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

15 16
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F(y) = y° - x.

Pela férmula de Newton-Raphson tem-se

Y =y - f, pry) = 20 (8.23)

.
caso |y - y| > € > 0 faz-se y = y e retorna-se a férmula (8.23)

dy f

até que Hy' - y| s €, onde € & o maximo desvio permitido entre o
valor semente y e o valor obtido y‘ para a raiz quadrada de X.
Este algoritmo estd implementado na PROCEDURE RaizQuad.

8.1.4. Rotinas para Cémputo da Fungdo 1ln(x).

A fungdao 1n(x) pode ser expressa pela série infinita de
poténcias

X-1, 2n-1
Xx+1

o
R e T e

n=0

X >0 (8.24)

a qual implementou-se computacionalmente nas rotinas LogEAlgl,
LogEAlg2, LogEAlg3, LogEAlg4 e LogEAlg5, seguindo os mesmos passos
descritos para a fung¢do exponencial.

Na Tabela 8.4 apresenta-se os resultados obtidos utilizando-se
as rotinas RaizQuad e LogEAlg4, bem como sua comparagdo com OS
resultados apresentados em ABRAMOWITZ & STEGUN (1972).

8.1.5. Rotinas para Cémputo da Funcdo Hipergeométrica Degenerada
de Primeiro Tipo M(«, 7, X).

Todas fungdes apresentadas anteriormente neste capitulo
(exceto a fungdo raiz quadrada), embora tenham seu cémputo aqui
efetuado utilizando-se série de poténcias & possivel obter-se suas
aproximagdes do tipo minimdx, bastando seguir os procedimentos
apresentados no Capitulo 7. Isto deve-se ao fato de que estas
fungdes apresentam apenas uma varidvel independente. Para aquelas
que apresentam duas, trés (como & o caso de M(«a, 7, X)) ou mais
variaveis independentes nao encontrou-se nas referéncias
bibliograficas (LUKE, 1969), (CHENEY, 1966), (FIKE, 1968) e
(GAUTSCHI, 1975) qualquer algoritmo gque utilizasse aproximagdo
minimdx, apenas outros tipos tal como série de poténcias, fracao

AVA
AVAVAY
VAV

1 2 3 4 9 6 7 Ellr]t;s;F) 12 13 14 15 16 17
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Tabela 8.4 -

fungdes vx e 1ln(x), 2
apresentados em ABRAMOWITZ&STEGUN(1972)

11
13
17
19
23
29
31
37
41
43
47
53
59
61
67
71
73
79
83
89
97

*
Erro

* %
Erro

vx

1.4142135623730950
1.7320508075688773
2.2360679774997897
2.6457513110645906
3.3166247903553998
3.6055512754639893
4.1231056256176605
4.3588989435406736
4.7958315233127195
5.3851648071345040
5.5677643628300219
6.0827625302982197
6.4031242374328487
6.5574385243020007
6.8556546004010441
7.2801098892805183
7.6811457478686082
7.8102496759066544
8.1853527718724500
8.4261497731763586
8.5440037453175312
8.8881944173155889
9.1104335791442989
9.4339811320566038
9.8488578017961047

Erro absoluto
Erro absoluto

2 3 4 9 6

< x = 97,

In(x)

6.9314718055994531E-1

1.0986122886681097
1.6094379124341004
1.9459101490553133
2.3978952727983705
2.5649493574615367
2.8332133440562161
2.9444389791664405
3.1354942159291497
3.3672958299864740
3.4339872044851462
3.6109179126442244
3.7135720667043078
3.7612001156935624
3.8501476017100586
3.9702919135521218
4.0775374439057195
4.1108738641733113
4;2046926193909661
4.2626798770413154
4.2904594411483911
4.3694478524670215
4.4188406077965979
4.4886363697321398
4.5747109785033828

no cémputo da vX.

no cémputo de 1ln(x).

AVA
AVAVAY
VAV

L unesp

12

%
Erro

ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

13

Resultados obtidos no presente trabalho,

*
Erro

ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

14 15

para as

16

bem como a comparacéo com oOs

17

18
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racional finita, aproximagdo de Padé, e assim por diante. Mesmo a
fungdo de Bessel J;(x) é calculada utilizando-se série de
poténcias associada com férmulas de recorréncia (OLVER & SOOKNE,
1972). Desta forma para o cémputo das fungdes hipergeométricas
degeneradas de primeiro tipo, provavelmente o melhor método é o da
série de poténcias truncada. Em conformidade com o Capitulo 4
tem-se

(a) x"

M(a, 7, X) =L N (8.25)

=0

. 1, , n=0
(@) = { ®(0c+1) ... (a+n-1) , n > 0 ;

1, n=20
(7)n b { (¥+1) ... (¥+n-1) , n > 0 .

Como a série (8.25) apresenta trés varidveis independentes,
seu comportamento é muito variado. Quando a, ¥ ou x forem
negativos esta série serd do tipo alternante e poderd ocorrer o
fenémeno do cancelamento. Quando o, ¥ e X forem todos positivos a
fungdo sera ndo alternante, ndo apresentando o cancelamento. Um
outro agravante no cémputo M(x, 7%, X) & o de nao apresentar
propriedades especiais simplificadoras como ocorre no caso das
fungdes exponencial, seno e coseno. Ao longo do tempo vVAarios
autores (CONNOLY, 1950), (MILLER, 1957) e (SLATER, 1953, 1954 e
1956) estudaram e efetuaram o computo desta fungdo, cujos
resultados estdo consolidados em (ABRAMOWITZ & STEGUN, 1972).

Utilizando-se da equagdao (8.25) e seguindo os procedimentos ja
mencionados neste capitulo elaborou-se as PROCEDURES
HiperGeoDegPrimTipoAlgl, HiperGeoDegPrimTipoAlg2, HiperGeoDeg-
TipoAlg3 e HiperGeoDegPrimTipoAlg4. Com a Gltima delas efetuou-se
o cémputo apresentado nas Tabelas (8.5) e (8.6) que apresentam um
erro absoluto nulo quando comparados com os contidos em ABRAMOWITZ
& STEGUN (1972). Deve-se ressaltar que os valores das variaveis
independentes apresentados acima sdo pequenos, |a| =1, 0 < 7 =1,
0 s x s 10. No presente trabalho conseguiu-se obter resultados
para valores um pouco maiores a = =50, x = 200 e ¥y = 1. Para
valores de o« < 0 e ¥, x > 0, M(a, 7, xX) & fungdo oscilante, em

conformidade com o Capitulo 3, e consequentemente a série que

AVA
AVAVAY
VAV

1 2 3 4 9 6 7 Eunesp 12 13 14 15 16 17

18
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Tabela 8.5

fungdo M(«,7,X),

- Resultados obtidos no presente trabalho,

ABRAMOWITZ&STEGUN (1972)

-1.0
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1
0.0
01
0:2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

M(«,0.1,0.1)

=-9.9000000E+1
-2.6357295E+3
-5.7432145E+3
-9.2941429E+3
=1.3047307E+4
-1.6608619E+4
-1.9382990E+4
-2.0515393E+4
-1.8819187E+4
-1.2689482E+4
1.0000000E+0
2.2026466E+4
5.6956319E+4
1.0933093E+5
1.8486924E+5
2.9071300E+5
4.3571328E+5
6.3076547E+5
8.8919975E+5
1.2272353E+6
1.6645066E+6

M(a,1,0.1

=9.0000000E+0
=5.2112129E+1
=1.0277290E+2
-1.5859675E+2
-2.1556045E+2
-2.6750359E+2
=3.0552211E+2
=3.1723675E+2
-2.8591568E+2
-1.8942782E+2
1.0000000E+0
3.2225243E+2
8.2105588E+2
1.5560088E+3
2.5999559E+3
4.0427554E+3
5.9944962E+3
8.5892262E+3
1.1989263E+4
1.6390169E+4
2.2026466E+4

*
Erro

ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

Erro absoluto no cébmputo da M(«x,0.1,10)

Erro absoluto no coémputo de M(«,1,10)

4 9 6 7

AVA
AVAVAY
VAV

unesp

12

13

* %
Erro

ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

14

15

para a

16

bem como a comparagdoc com os apresentados em

17

18
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Tabela 8.6

fungcdo M(«a,7,X),

- Resultados obtidos no presente trabalho,

ABRAMOWITZ&STEGUN (1972)

o
-1.0
-0.9
-0.8
-0.7
-0.6
-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
057
0.8
0.9
1.0

M(a,0.1,10)

0.0000000E+0
9.5836434E-2
1.9258625E-1
2.9025386E-1
3.8884371E-1
4.8836025E-1
5.8880794E-1
6.9019126E-1
7.9251470E-1
8.9578277E-1
1.0000000E+0
1.1051709E+0
1.2113001E+0
1.3183921E+0
1.4264514E+0
1.5354828E+0
1.6454907E+0
1.7564799E+0
1.8684549E+0
1.9814205E+0
2.0953812E+0

M(a,1,10)
9.0000000E-1
9.0977221E-1
9.1959459E-1
9.2946731E-1
9.3939052E-1
9.4936442E-1
9.5938916E-1
9.6946491E-1
9.7959186E-1
9.8977016E-1
1.0000000E+0
1.0102815E+0
1.0206150E+0
1.0310004E+0
1.0414381E+0
1.0519282E+0
1.0624709E+0
1.0730664E+0
1.0837147E+0
1.0944162E+0
1.1051709E+0

*
Erro

ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO
ZERO

= Erro absoluto no cémputo da M(«,0.1,0.1)

Erro absoluto no cémputo de M(«,1,0.1)

4 9 6

7

unesp

AVA

AVAVAY
a¥

12

13

14

15

para a

16

bem como a comparagdo com os apresentados em

17

18
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representa esta fungdo deve ser alternante, assim ocorrera, para

|¢] » 1, com bastante intensidade o fenémeno do cancelamento.
8.1.6. Rotinas para Cémputo de Outras Fungdes Especiais.

Todas as rotinas de coémputo das fungdes especiais utilizadas
neste trabalho foram desenvolvidas pelo autor e suas listagens
estdo contidas no Anexo. Algumas j& foram descritas suscintamente
nos itens anteriores, algumas outras que ndo serdo descritas foram
desenvolvidas da mesma maneira que as anteriores, exceto a fungao
senointegral, equagdo (6.104), cujo algoritmo de implementacgdo
computacional foi o método de Simpson (RICE, 1985).

8.2. Obtengdo dos Autovalores

Para obtengdo dos autovalores associados & equagdo (6.70) e
suas condigdes de contorno (6.71) basta resolver a equagdo
transcendental (6.75). Utilizou-se para este fim uma combinag¢do do
método bisecgdo com o método da regula falsi (RICE, 1985). Outros
enfoques na obtengdo de autovalores podem ser encontrados em
ABRAMOWITZ (1953), MIKHAILOV et al. (1983), MIKHAILOV & VULCHANOV
(1983), MIKHAILOV & OZISIK (1984).

Na Tabela 8.7 apresenta-se os primeiros 50 autovalores
calculados neste trabalho. Vale ressaltar que o espacamento
assintético entre dois autovalores consecutivos, em conformidade
com o Capitulo 3, é& igual a 4. Adicionalmente, para efeito
comparativo apresenta-se os autovalores calculados por BROWN
(1960), DREW (1931), GRAETZ (1885) e NUSSELT (1910).

Os autovalores associados a equagdo (6.91) e suas condigdes de
contorno (6.92) sdo de cobmputo imediato e estdo representados na
equagao (6.96) .

8.3. Cébmputo das Grandezas Fisicas de Interesse.

Em convecg¢do forgada em dutos as principais grandezas fisicas
de interesse sdo: Temperatura média adimensional, NGmero de
Nusselt local, NGmero de Nusselt médio, e o Nimero Incremental de
Transferéncia de Calor.

AVA
AVAVAY
VAV

1 2 3 4 9 6 7 Ellr]t;s;F) 12 13 14 15 16 17

18
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Tabela 8.7 Comparagdo dos autovalores obtidos neste trabalho,

através da solugdo da equagdo transcendental (6.75),

dos existentes na literatura.

VWO b& R

Este trabalho

2.704364419882532
6.679031449346628
10.673379538053736
14.671078462736212
18.669871864451221
22.669143358837331
26.668661996011462
30.668323340917540
34.668073822433781
38.667883346859788
42.667733805542027
46.667613697816158
50.667515395097242
54.667433652680136
58.667364754870237
62.667306001107584
66.667255384965453
70.667211386910968
74.667172836628970
78.667138819238431
82.667108609977976
86.667081627813180
90.667057401896991
94.667035546933447
98.667015744818484
102.666997730777886
106.666981282774347
110.666966213323185
114.666952363104613
118.666939595931083
122.666927794748189
126.666916858430359
130.666906699193549
134.666897240494750
138.666888415311013
142.666880164719655
146.666872436726517
150.666865185302487
154.666858369549068
158.666851953028477
162.666845903120160
166.666840190641198
170.666834789377897
174.666829675718585
178.666824827736335
182.666820226066929
186.666815852576117
190.666811694104406
194.666807738327526
198.666803970264737

2 3 4 9 6

*1
BROWN

2.7043644199

6.6790314493
10.6733795381
14.6710784627
18.6698718645
22.6691433588
26.6686619960
30.6683233409
34.6680738224
38.6678833469

L]
DREW

2

2.70436
6.6791

*1 BROWN (1960)

*2 DREW(1931)

com alguns

3 GRagTz"™

NUSSELT "
2.705
6.66

10.3

2.7043
6.50

*3 NUSSELT(1910)

*4 GRAETZ(1885)

L unesp
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VAV
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OF———rrrr
0.0001 0.001

Figura 8.13 - NGmero de Nusselt médio, Nu (2), obtido através da
equagao (6.89b), para N = 10, 20, 30 e 50.

" 0.01 3

0.00 F———rrrm
0.0001 0.001

Figura 8.14 - Nimero Incremental de transferéncia de calor, Nt(2),
obtido através da equagdo Nt(z) = [Num(Z) - Nu(z)12z,
para N = 10, 20, 30 e 50.
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Z

0.000100
0.000150
0.000200
0.000300
0.000400
0.000500
0.000600
0.000700
0.000800
0.000900
0.001000
0.001500
0.002000
0.003000
0.004000
0.005000
0.006000
0.007000
0.008000
0.009000

- 0.010000

0.015000
0.020000
0.030000
0.040000
0.050000
0.060000
0.070000
0.080000
0.090000
0.100000
0.150000
0.200000
0.300000
0.400000
0.500000
0.600000
0.700000
0.800000
0.900000
1.000000

em(2)

0.98273
0.97971
0.97680
0.97130
0.96614
0.96128
0.95669
0.95231
0.94813
0.94412
0.94026
0.92275
0.90736
0.88057
0.85723
0.83622
0.81693
0.79899
0.78215
0.76623
0.75111
0.68436
0.62803
0.53487
0.45901
0.39530
0.34100
0.29438
0.25424
0.21961
0.18971
0.09129
0.04393
0.01018
0.00236
0.00055
0.00013
0.00003
0.00001
0.00000
0.00000

6 7

Nu(2)

15.66176
15.10619
14.59652
13.69691
12.93172
12.27611
11.71030
11.21845
10.78786
10.40831
10.07152
8.83260
8.03509
7.04319
6.42957
6.00152
5.68118
5.43015
5.22694
5.05843
4.91606
4.44059
4.17243
3.89422
3.76891
3.70999
3.68204
3.66878
3.66248
3.65949
3.65807
3.65682
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679

unesp

Num(Z)

43.56403
34.16934
29.33894
24.27073
21.52911
19.74242
18.44976
17.45105
16.64448
15.97223
15.39867
13.39942
12.15166
10.59876
9.62800
8.94324
8.42509
8.01450
7.67834
7.39632
7.15522
6.32109
5.81464
5.21445
4.86676
4.64057
4.48286
4.36739
4.27962
4.21086
4.15565
3.98947
3.90631
3.82313
3.78155
3.75660
3.73996
3.72808
3.71917
3.71224
3.70670

AVA
AVAVAY
VAV

Nt(2)

0.0027902
0.0028595
0.0029485
0.0031721
0.0034390
0.0037332
0.0040437
0.0043628
0.0046853
0.0050075
0.0053271
0.0068502
0.0082331
0.0106667
0.0127937
0.0147086
0.0164635
0.0180905
0.0196112
0.0210411
0.0223916
0.0282074
0.0328441
0.0396072
0.0439140
0.0465289
0.0480487
0.0489029
0.0493714
0.0496235
0.0497573
0.0498974
0.0499023
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024

12 13 14

15

16

Tabela 8.8 - Resultados obtidos @m(Z), Nu(Z), Num(Z), e Nt(Z) pela
Técnica da Transformada Integral para N = 10.

17

18

1.9



Z2

0.000100
0.000150
0.000200
0.000300
0.000400
0.000500
0.000600
0.000700
0.000800
0.000900
0.001000
0.001500
0.002000
0.003000
0.004000
0.005000
0.006000
0.007000

- 0.008000

0.009000
0.010000
0.015000
0.020000
0.030000
0.040000
0.050000
0.060000
0.070000
0.080000
0.090000
0.100000
0.150000
0.200000
0.300000
0.400000
0.500000
0.600000
0.700000
0.800000
0.900000

. 1.000000

en(2)

0.98626
0.98237
0.97883
0.97250
0.96688
0.96175
0.95698
0.95250
0.94826
0.94420
0.94032
0.92276
0.90736
0.88057
0.85723
0.83622
0.81693
0.79899
0.78215
0.76623
0.75111
0.68436
0.62803
0.53487
0.45901
0.39530
0.34100
0.29438
0.25424
0.21961
0.18971
0.09129
0.04393
0.01018
0.00236
0.00055
0.00013
0.00003
0.00001
0.00000
0.00000

9 6

7

Nu(2)

20.80672
18.82961
17.33253
15.23387
13.83298
12.82216
12.04941
11.43305
10.92566
10.49781
10.13019
8.84037
8.03621
7.04322
6.42957
6.00152
5.68118
5.43015
5.22694
5.05843
4.91606
4.44059
4.17243
3.89422
3.76891
3.70999
3.68204
3.66878
3.66248
3.65949
3.65807
3.65682
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679

unesp

Num(2)

34.59530
29.65355
26.75223
23.23653
21.05027
19.50080
18.32067
17.37923

16.60328

15.94803
15.38419
13.39808
12.15151
10.59876
9.62800
8.94324
8.42509
8.01450
7.67834
7.39632
7.15522
6.32109
5.81464
5.21445
4.86676
4.64057
4.48286
4.36739
4,27962
4.21086
4.15565
3.98947
3.90631
3.82313
3.78155
3.75660
3.73996
3.72808
3.71917
3.71224
3.70670

AVA
AVAVAY
VAV

Nt (2)

0.0013789
0.0016236
0.0018839
0.0024008
0.0028869
0.0033393
0.0037628
0.0041623
0.0045421
0.0049052
0.0052540
0.0068366
0.0082306
0.0106666
0.0127937
0.0147086
0.0164635
0.0180905
0.0196112
0.0210411
0.0223916
0.0282074
0.0328441
0.0396072
0.0439140
0.0465289
0.0480487
0.0489029
0.0493714
0.0496235
0.0497573
0.0498974
0.0499023
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024

12 13 14

15

16

Tabela 8.9 - Resultados obtidos ©m(Z), Nu(2), Num(Z), e Nt(Z) pela
Técnica da Transformada Integral para N = 20.

17
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Tabela 8.10 -

Resultados obtidos @m(Z),

Nu(2),

pela Técnica da Transformada Integral para N = 30.

Z

0.000100
0.000150
0.000200
0.000300
0.000400
0.000500
0.000600
0.000700
0.000800
0.000900
0.001000
0.001500
0.002000
0.003000
0.004000
0.005000
0.006000

" 0.007000

0.008000
0.009000
0.010000
0.015000
0.020000
0.030000
0.040000
0.050000
0.060000
0.070000
0.080000
0.090000
0.100000
0.150000
0.200000
0.300000
0.400000
0.500000
0.600000
0.700000
0.800000

- 0.900000

1.000000

Om(2)

0.98655
0.98249
0.97888
0.97251
0.96688
0.96175
0.95698
0.95250
0.94826
0.94420
0.94032
0.92276
0.90736
0.88057
0.85723
0.83622
0.81693
0.79899
0.78215
0.76623
0.75111
0.68436
0.62803
0.53487
0.45901
0.39530
0.34100
0.29438
0.25424
0.21961
0.18971
0.09129
0.04393
0.01018
0.00236
0.00055
0.00013
0.00003
0.00001
0.00000
0.00000

9 6

Nu(z)

22.08171
19.35111
17.55369
15.27709
13.84210
12.82418
12.04988
11.43316
10.92568
10.49781
10.13019
8.84037
8.03621
7.04322
6.42957
6.00152
5.68118
5.43015
5.22694
5.05843
4.91606
4.44059
4.17243
3.89422
3.76891
3.70999
3.68204
3.66878
3.66248
3.65949
3.65807
3.65682
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679

L unesp

Num(2)

33.86463
29.44648
26.68422
23.22723
21.04875
19.50052
18.32062
17.37921
16.60328
15.94803
15.38419
13.39808
12.15151
10.59876
9.62800
8.94324
8.42509
8.01450
7.67834
7.39632
7.15522
6.32109
5.81464
5.21445
4.86676
4.64057
4.48286
4.36739
4,27962
4.,21086
4.15565
3.98947
3.90631
3.82313
3.78155
3.75660
3.73996
3.72808
3.71917
3.71224
3.70670

AVA
AVAVAY
VAV

Nt (2)

0.0011783
0.0015143
0.0018261
0.0023850
0.0028827
0.0033382
0.0037624
0.0041622
0.0045421
0.0049052
0.0052540
0.0068366
0.0082306
0.0106666
0.0127937
0.0147086
0.0164635
0.0180905
0.0196112
0.0210411
0.0223916
0.0282074
0.0328441
0.0396072
0.0439140
0.0465289
0.0480487
0.0489029
0.0493714
0.0496235
0.0497573
0.0498974
0.0499023
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024

12 13

Num(Z),

14

e Nt(2)

15 16 17
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Tabela 8.11 -

2

0.000100
0.000150
0.000200
0.000300
0.000400
0.000500
0.000600
0.000700
0.000800
0.000900
0.001000
0.001500
0.002000
0.003000

 0.004000

0.005000
0.006000
0.007000
0.008000
0.009000
0.010000
0.015000
0.020000
0.030000
0.040000
0.050000
0.060000
0.070000
0.080000
0.090000
0.100000
0.150000
0.200000
0.300000
0.400000
0.500000
0.600000

" 0.700000

0.800000
0.900000
1.000000

&m(2)

0.98657
0.98249
0.97888
0.97251
0.96688
0.96175
0.95698
0.95250
0.94826
0.94420
0.94032
0.92276
0.90736
0.88057
0.85723
0.83622
0.81693
0.79899
0.78215
0.76623
0.75111
0.68436
0.62803
0.53487
0.45901
0.39530
0.34100
0.29438
0.25424
0.21961
0.18971
0.09129
0.04393
0.01018
0.00236
0.00055
0.00013
0.00003
0.00001
0.00000
0.00000

6 7

Resultados obtidos ©m(Z),

Nu(2)

22.26348
19.38246
17.55942
15.27730
13.84211
12.82418
12.04988
11.43316
10.92568
10.49781
10.13019
8.84037
8.03621
7.04322
6.42957
6.00152
5.68118
5.43015
5.22694
5.05843
4.91606
4.44059
4.17243
3.89422
3.76891
3.70999
3.68204
3.66878
3.66248
3.65949
3.65807
3.65682
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679

unesp

Num(Z)

33.81283
29.44032
26.68335
23.22721
21.04875
19.50052
18.32062
17.37921
16.60328
15.94803
15.38419
13.39808
12.15151
10.59876
9.62800
8.94324
8.42509
8.01450
7.67834
7.39632
7.15522
6.32109
5.81464
5.21445
4.86676
4.64057
4.48286
4.36739
4.27962
4.21086
4.15565
3.98947
3.90631
3.82313
3.78155
3.75660
3.73996
3.72808
3.71917
3.71224
3.70670

AVA
AVAVAY
a¥

Nu(2z),

pela Técnica da Transformada Integral para N = 40.

Nt (2)

0.0011549
0.0015087
0.0018248
0.0023850
0.0028827
0.0033382
0.0037624
0.0041622
0.0045421
0.0049052
0.0052540
0.0068366
0.0082306
0.0106666
0.0127937
0.0147086
0.0164635
0.0180905
0.0196112
0.0210411
0.0223916
0.0282074
0.0328441
0.0396072
0.0439140
0.0465289
0.0480487
0.0489029
0.0493714
0.0496235
0.0497573
0.0498974
0.0499023
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024

12 13 14

Num(2),

15

e Nt(2)

16

17

18

1.9



Tabela 8.12

Z

0.000100
0.000150
0.000200
0.000300
0.000400
0.000500
0.000600
0.000700
0.000800
0.000900
0.001000
0.001500
0.002000

" 0.003000

0.004000
0.005000
0.006000
0.007000
0.008000
0.009000
0.010000
0.015000
0.020000
0.030000
0.040000
0.050000
0.060000
0.070000
0.080000
0.090000
0.100000
0.150000
0.200000
0.300000
0.400000

- 0.500000

0.600000
0.700000
0.800000
0.900000
1.000000

On (2)

0.98657
0.98249
0.97888
0.97251
0.96688
0.96175
0.95698
0.95250
0.94826
0.94420
0.94032
0.92276
0.90736
0.88057
0.85723
0.83622
0.81693
0.79899
0.78215
0.76623
0.75111
0.68436
0.62803
0.53487
0.45901
0.39530
0.34100
0.29438
0.25424
0.21961
0.18971
0.09129
0.04393
0.01018
0.00236
0.00055
0.00013
0.00003
0.00001
0.00000
0.00000

6 7

- _ Resultados obtidos @m(Z),

Nu(2)

22.27790
19.38324
17.55946
15.27730
13.84211
12.82418
12.04988
11.43316
10.92568
10.49781
10.13019
8.84037
8.03621
7.04322
6.42957
6.00152
5.68118
5.43015
5.22694
5.05843
4.91606
4.44059
4.17243
3.89422
3.76891
3.70999
3.68204
3.66878
3.66248
3.65949
3.65807
.3.65682
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679
3.65679

unesp

pela Técnica da Transformada Integral para N

Num(2)

33.81038
29.44023
26.68335
23.22721
21.04875
19.50052
18.32062
17.37921
16.60328
15.94803
15.38419
13.39808
12.15151
10.59876
9.62800
8.94324
8.42509
8.01450
7.67834
7.39632
7.15522
6.32109
5.81464
5.21445
4.86676
4.64057
4.48286
4.36739
4.27962
4.21086
4.15565
3.98947
3.90631
3.82313
3.78155
3.75660
3.73996
3.72808
3.71917
3.71224
3.70670

AVA
AVAVAY
VAV

Nu(z),

= 50.
Nt(2)

0.0011532
0.0015085
0.0018248
0.0023850
0.0028827
0.0033382
0.0037624
0.0041622
0.0045421
0.0049052
0.0052540
0.0068366
0.0082306
0.0106666
0.0127937
0.0147086
0.0164635
0.0180905
0.0196112
0.0210411
0.0223916
0.0282074
0.0328441
0.0396072
0.0439140
0.0465289
0.0480487
0.0489029
0.0493714
0.0496235
0.0497573
0.0498974
0.0499023
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024
0.0499024

12 13 14

Num(2),

15

e Nt(2)

16

17

18

1.9



8.3.1. Resultados Obtidos Através da Técnica da Transformada
Integral.

Nas Tabelas 8.8 a 8.12 e nas Figuras 8.11 a 8.14 apresenta-se
os resultados das grandezas acima mencionadas, obtidas através da
Técnica da Transformada Integral para N = 10, 20, 30, 40 e 50.
Observa-se que a medida que N aumenta os dados das tabelas e as
curvas das figuras convergem. A principal dificuldade encontrada
quando aumentava-se N e consequentemente o valor do maior
autovalor considerado é que os argumentos a e x, da fungao
M(a,7,%x), também aumentam e chega-se a uma situagdo na qual o
cébmputo preciso de M(a, ¥, X) torna-se muito dificil. A solugédo
para estes casos entende-se estaria na descoberta de propriedades
especiais, similares, por exemplo, aquelas da fung¢do sen(x), ou no

aumento do tamanho da palavra computacional através de mudanga de

hardware ou de software. Os cémputos associados & Técnica da

Transformada Integral Generalizada, na forma aqui apresentada,
necessitam de pouca memdéria, uma vez que trabalham praticamente soé
com grandezas escalares. O tempo de computo das grandezas de

interesse em = 40 posigdes do eixo Z, N = 50, em um micro 486/66 &

menor que 30 segundos.

8.3.2. Resultados Obtidos Através da Técnica da Transformada
Integral Generalizada.

Nas Tabelas 8.13 a 8.16 e nas Figuras 8.15 a 8.18 apresenta-se
os resultados das grandezas mencionadas anteriormente obtidas
através ' da Técnica da Transformada Integral Generalizada para
N = 05, 15, 25 e 35. Observa-se aqui, também, que a medida que N
aumenta os dados das tabelas e as curvas das figuras convergem. A
principal dificuldade encontrada foi o cémputo da exponencial de
uma matriz, que devido & grande quantidade de operagdes béasicas e
4 precariedade dos softwares de manipulagdo de matrizes entéo
disponiveis provocam uma amplificagdo nos erros de arredondamento
inviabilizando no momento o cémputo por esta variante, para
maiores detalhes ver (MOLER & LOAN, 1978). Novamente a solugdo

esta no aumento da palavra computacional, para combater o erro de

AVA
AVAVAY
a¥

1 2 3 4 9 6 7 Ellr]t;s;F) 12 13 14 15 16 17

18

1.9



Tabela 8.13

Z2

1.0E-4
1.5E-4
2.0E-4
3.0E-4
4.0E-4
5.0E-4
6.0E-4
7.0E-4
8.0E-4
9.0E-4
1.0E-3
1.5E-3
2.0E-3
3.0E-3
4.0E-3
5.0E-3
6.0E-3
7.0E-3
8.0E-3
9.0E-3
1.0E-2
1.5E-2
2.0E-2
3.0E-2
4.0E-2
5.0E-2
6.0E-2
7.0E-2
8.0E-2
9.0E-2
1.0E-1
1.5E-1
2.0E-1

em(2)

9.9175E-1
9.8886E-1
9.8604E-1
9.8057E-1
9.7532E-1
9.7027E-1
9.6542E-1
9.6075E-1
9.5624E-1
9.5189E-1
9.4769E-1
9.2853E-1
9.1185E-1
8.8348E-1
8.5939E-1
8.3802E-1
8.1854E-1
8.0049E-1
7.8356E~-1
7.6757E-1
7.5238E-1
6.8539E-1
6.2889E-1
5.3555E-1
4.5958E-1
3.9580E-1
3.4145E-1
2.9479E-1
2.5461E-1
2.1994E-1
1.9001E-1
9.1470E-2
4.4040E-2

6 7

- Resultados obtidos @m(Z),

Nu(2)

14.7078
14.4330
14.1671
13.6609
13.1869
12.7429
12.3270
11.9374
11.5723
11.2301
10.9092
9.5778
8.6008
7.3219
6.5588
6.0631
5.7139
5.4508
5.2426
5.0717
4.9279
4.4483
4.1772
3.8956
3.7686
3.7089
3.6806
3.6672
3.6608
3.6578
3.6564
3.6551
3.6550

unesp

Num(2)

20.7188
18.6693
17.5767
16.3547
15.6212
15.0894
14.6632
14.3013
13.9827
13.6956
13.4328
12.3582
11.5348
10.3241
9.4707
8.8356
8.3429
7.9477
7.6221
7.3479
7.1129
6.2961
5.7974
5.2039
4.8589
4.6342
4.4773
4.3624
4.2751
4.2066
4.1517
3.9862
3.9034

AVA
AVAVAY
VAV

Nu(2),

Nt (2Z)

6.0100E-4
6.3500E-4
6.8200E-4
8.0800E-4
9.7400E-4
1.1730E-3
1.4020E-3
1.6550E-3
1.9280E-3
2.2190E-3
2.5240E-3
4.1710E-3
5.8680E-3
9.0070E-3
1.1648E-2
1.3862E-2
1.5774E-2
1.7478E-2
1.9037E-2
2.0486E-2
2.1850E-2
2.7717E-2
3.2404E-2
3.9251E-2
4.3614E-2
4.6263E-2
4.7801E-2
4.8666E-2
4.9139E-2
4.9393E-2
4.9529E-2
4.9671E-2
4.9670E-2

12 13 14

Num(2),

pela Técnica da Transformada Integral Generalizada para N =

15

05.

16

e Nt(2z)

17

18

1.9



Tabela 8.14 - Resultados obtidos @m(2), Nu(Z), Num(Z), e Nt(2)

15.

pela Técnica da Transformada Integral Generalizada para N =

z @ (Z) Nu(2) Num(Z) Nt(2)

1.0E-4
1.5E-4
2.0E-4
3.0E-4
4.0E-4
5.0E-4
6.0E-4
7.0E-4
8.0E-4
9.0E-4
1.0E-3
1.5E-3
2.0E-3
3.0E-3
4.0E-3
5.0E-3
6.0E-3
7.0E-3
8.0E-3
9.0E-3
1.0E-2
1.5E-2
2.0E-2
3.0E-2
4.0E-2
5.0E-2
6.0E-2
7.0E-2
8.0E-2
9.0E-2
1.0E-1
1.5E-1
2.0E-1

9.8702E-1
9.8277E-1
9.7910E-1
9.7271E-1
9.6708E-1
9.6193E-1
9.5716E-1
9.5267E-1
9.4841E-1
9.4435E-1
9.4046E-1
9.2288E-1
9.0747E-1
8.8066E-1
8.5731E-1
8.3629E-1
8.1699E-1
7.9905E-1
7.8221E-1
7.6628E-1
7.5115E-1
6.8440E-1
6.2806E-1
5.3489E-1
4.5903E-1
3.9532E-1
3.4101E-1
2.9440E-1
2.5425E-1
2.1962E-1
1.8972E-1
9.1300E-2
4.3940E-2

9 6 7

23.6649
19.8800
17.7099
15.2919
13.8622
12.8499
12.0749
11.4553
10.9447
10.5141
10.1443
8.8485
8.0417
7.0464
6.4317
6.0031
5.6824
5.4312
5.2278
5.0591
4.9167
4.4409
4.1726
3.8943
3.7689
3.7100
3.6820
3.6687
3.6625
3.6595
3.6581
3.6568
3.6567

unesp

32.6524
28.9618
26.3980
23.0549
20.9234
19.4049
18.2452
17.3180
16.5522
15.9046
15.3466
13.3766
12.1370
10.5905
9.6224
8.9391
8.4219
8.0119
7.6762
7.3945
7.1536
6.3202
5.8140
5.2141
4.8665
4.6403
4.4826
4.3672
4.2795
4.2107
4.1555
3.9894
3.9062

AVA
AVAVAY
VAV

8.9900E-4
1.3620E-3
1.7380E-3
2.3290E-3
2.8240E-3
3.2770E-3
3.7020E-3
4.1040E-3
4.4860E-3
4.8510E-3
5.2020E-3
6.7920E-3
8.1910E-3
1.0632E-2
1.2763E-2
1.4680E-2
1.6437E-2
1.8065E-2
1.9587E-2
2.1018E-2
2.2370E-2
2.8189E-2
3.2828E-2
3.9594E-2
4.3902E-2
4.6518E~-2
4.8037E-2
4.8892E-2
4.9359E-2
4.9609E-2
4.9744E-2
4.9886E-2
4.9889E-2

12 13



Tabela 8.15 -

Resultados obtidos @m(2Z),

Nu(z),

Num(2z),

pela Técnica da Transformada Integral Generalizada para N =

Z

On (2)

9.8664E-1
9.8255E~-1
9.7894E-1
9.7256E-1
9.6693E-1
9.6179E-1
9.5702E-1
9.5254E-1
9.4829E-1
9.4424E-1
9.4035E-1
9.2278E-1
9.0739E-1
8.8059E-1
8.5725E-1
8.3623E-1
8.1694E-1
7.9900E-1
7.8216E-1
7.6624E-1
7.5112E-1
6.8437E-1
6.2803E-1
5.3487E-1
4.5902E-1
3.9530E-1
3.4100E-1
2.9439E-1
2.5424E-1
2.1961E-1
1.8971E-1
9.1290E-2
4.3930E-2

9 6 7

Nu(2z)

22.3128
19.4209
17.5863
15.2926
13.8525
12.8319
12.0560
11.4381
10.9298
10.5014
10.1333
8.8422
8.0374
7.0439
6.4301
6.0019
5.6815
5.4304
5.2271
5.0586
4.9162
4.4407
4.1725
3.8943
3.7689
3.7100
3.6821
3.6688
3.6625
3.6595
3.6581
3.6568
3.6568

unesp

Num(3Z)

33.6286
29.3322
26.6103
23.1852
21.0204
19.4796
18.3043
17.3660
16.5923
15.9387
15.3761
13.3935
12.1484
10.5970
9.6268
8.9424
8.4244
8.0139
7.6779
7.3959
7.1549
6.3209
5.8145
5.2144
4.8667
4.6405
4.4828
4.3673
4.2796
4.2108
4.1556
3.9894
3.9065

AVA
AVAVAY
VAV

Nt(2)

1.1320E-3
1.4870E-3
1.8050E-3
2.3680E-3
2.8670E-3
3.3240E-3
3.7490E-3
4.1500E-3
4.5300E-3
4.8940E-3
5.2430E-3
6.8270E-3
8.2220E-3
1.0659E-2
1.2787E-2
1.4702E-2
1.6458E-2
1.8085E-2
1.9606E-2
2.1036E-2
2.2387E-2
2.8203E-2
3.2840E-2
3.9603E-2
4.3911E-2
4.6524E-2
4.8045E-2
4.8898E-2
4.9363E-2
4.9616E-2
4.9751E-2
4.9892E-2
4.9940E-2

12 13

14

15

25.

16

e Nt(Zz)

17

18

1.9



Tabela 8.16

Z

1.0E-4
1.5E-4
2.0E-4
3.0E-4
4.0E-4
5.0E-4
6.0E-4
7.0E-4
8.0E-4
9.0E-4
1.0E-3
1.5E-3
2.0E-3
3.0E-3
4.0E-3
5.0E-3
6.0E-3
7.0E-3
8.0E-3
9.0E-3
1.0E-2
1.5E-2
2.0E-2
3.0E-2
4.0E-2
5.0E-2
6.0E-2
7.0E-2
8.0E-2
9.0E-2
1.0E-1
1.5E-1
2.0E-1

&m(2)

9.8659E-1
9.8251E-1
9.7890E-1
9.7253E-1
9.6690E-1
9.6176E-1
9.5700E-1
9.5252E~-1
9.4827E-1
9.4422E-1
9.4033E-1
9.2277E-1
9.0737E-1
8.8058E-1
8.5724E-1
8.3622E-1
8.1693E-1
7.9900E-1
7.8216E-1
7.6624E-1
7.5111E-1
6.8437E-1
6.2803E-1
5.3487E-1
4.5901E-1
3.9530E-1
3.4100E-1
2.9439E-1
2.5424E-1
2.1961E-1
1.8971E-1
9.1290E-2
4.3920E-2

6 7

Nu(Z)

22.3028
19.3974
17.5691
15.2830
13.8460
12.8271
12.0522
11.4350
10.9272
10.4992
10.1313
8.8411
8.0367
7.0435
6.4298
6.0017
5.6813
5.4303
5.2270
5.0585
4.9161
4.4406
4.1725
3.8943
3.7689
3.7100
3.6821
3.6688
3.6625
3.6595
3.6581
3.6569
3.6568

unesp

- Resultados obtidos ©m(2),

Num(Z)

33.7422
29.4009
26.6568
23.2119
21.0384
19.4929
18.3147
17.3744
16.5993
15.9446
15.3813
13.3964
12.1504
10.5981
9.6276
8.9429
8.4248
8.0143
7.6782
7.3962
7.1551
6.3210
5.8146
5.2144
4.8667
4.6405
4.4828
4.3674
4.2796
4.2108
4.1556
3.9895
3.9066

AVA
AVAVAY
VAV

Nu(2),

Nt (Z)

1.1440E-3
1.5010E-3
1.8180E-3
2.3790E-3
2.8770E-3
3.3330E-3
3.7580E-3
4.1580E-3
4.5380E-3
4.9010E-3
5.2500E-3
6.8330E-3
8.2270E-3
1.0664E-2
1.2791E-2
1.4706E-2
1.6461E-2
1.8088E-2
1.9609E-2
2.1039E-2
2.2390E-2
2.8206E-2
3.2842E-2
3.9605E-2
4.3912E-2
4.6526E-2
4.8046E-2
4.8897E-2
4.9366E-2
4.9619E-2
4.9749E-2
4.9884E-2
4.9966E-2

12 13 14

Num(2),

pela Técnica da Transformada Integral Generalizada para N

15

e Nt(2)

35.

16

17

18

1.9



Tabela 8.17 -

2

0.000100
0.000150
0.000200
0.000300
0.000400
0.000500
0.000600
0.000700
0.000800
0.000900
0.001000
0.001500
0.002000
0.003000
0.004000
0.005000
0.006000
0.007000
0.008000
0.009000
0.010000
0.015000
0.020000
0.030000
0.040000
0.050000
0.060000
0.070000
0.080000
0.090000
0.100000
0.150000
0.200000

Bm(2)

0.98657
0.98249
0.97888
0.97251
0.96688
0.96175
0.95698
0.95250
0.94826
0.94420
0.94032
0.92276
0.90736
0.88057
0.85723
0.83622
0.81693
0.79899
0.78215
0.76623
0.75111
0.68436
0.62803
0.53487
0.45901
0.39530
0.34100
0.29438
0.25424
0.21961
0.18971
0.09129
0.04393

6 7

Resultados para ©mn(2),

Nu(2)

22.2750
19.3810
17.5580
15.2770
13.8420
12.8240
12.0500
11.4330
10.9260
10.4980
10.1300
8.8404
8.0362
7.0432
6.4296
6.0015
5.6812
5.4301
5.2269
5.0584
4.9161
4.4406
4.1724
3.8942
3.7689
3.7100
3.6820
3.6688
3.6624
3.6595
3.6580
3.6568
3.6568

unesp

apresentados em SHAH & LONDON (1978).

Num(Z)

33.8150
29.4420
26.6850
23.2280
21.0490
19.5010
18.3210
17.3790
16.6030
15.9480
15.3840
13.3980
12.1520
10.5990
9.6280
8.9432
8.4251
8.0145
7.6783
7.3963
7.1552
6.3211
5.8146
5.2145
4.8668
4.6406
4.4829
4.3674
4.2796
4.2109
4.1556
3.9895
3.9063

AVA
AVAVAY
VAV

Nu(z),

Nt (Z)

0.001154
0.001509
0.001825
0.002385
0.002883
0.003338
0.003763
0.004162
0.004542
0.004905
0.005254
0.006837
0.008231
0.010670
0.012790
0.014710
0.016460
0.018090
0.019610
0.021040
0.022390
0.028210
0.032840
0.039610
0.043910
0.046530
0.048050
0.048900
0.049370
0.049620
0.049760
0.049900
0.049900

12 13

14

Num(Z),

15

e Nt(2)

le 17

18
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Figura 8.15 - Temperatura média adimensional, ©(Z), obtida através
da equagdo (6.110), para N = 15, 25 e 35.
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Figura 8.16 - NGmero de Nusselt local, Nu(Z), obtido através da
equagao (6.111), para N = 05, 15, 25 e 35.
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Figura 8.17 - NGmero de Nusselt médio, Nu (Z), obtido através da
equagao (6.112), para N = 05, 15, 25 e 35.
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Figura 8.18 - NGmero Incremental de transferéncia de calor, Nt(2),
obtido através da equagdo Nt(z) = [Num(Z) - Nu(2)]2z,
para N = 05, 15, 25 e 35.
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arredondamento, associada a algaritmos eficientes e eficazes de
cémputo. Por fim optou-se em resolver o sistema de equagdes
diferenciais ordindrias (6.107) através do uso da subrotina DGEAR
(IMSL, 1989). Os computos associados & Técnica da Transformada

Integral, na forma aqui apresentada, necessita de maior capacidade

de meméria para o armazenamento das matrizes envolvidas no
processo de cbmputo. O tempo gasto no cdémputo das grandezas de
interesse em = 40 posigdes do eixo Z, N = 35, & menor que 20
segundos.

8.3.3. Comparagao dos Resultados.

Na Tabela 8.17 apresenta-se os resultados contidos em SHAH &
LONDON (1978) para as grandezas de interesse mencionados
anteriormente. Por inspecdo nas Tabelas 8.12 a 8.17, bem como nas
Figuras 8.11 a 8.18 percebe-se que para valores de Z > 0.001 a
concordancia entre os resultados é& excelente, para 2Z = 1075 ia
concorddncia & menor porém com precisdo ainda bastante boa. Quando
Z » 1 a temperatura média em(Z) » 0 causando um comportamento
instavel na solugdo pela Transformada Integral Generalizada uma

vez que a subrotina DGEAR ndo tem a precisdo suficiente para

operar com GN(R) > 0. Os resultados aqui apresentados também
tém boa concordéncia com os de LAKSHMINARAYANAN et al (1986),
TRATZ & GRIGUL (1965) e WORSeE-SCHMIDT (1967).

8.4. CometArios Finais

Utilizando-se de conceitos matematicos bem conhecidos é
possivel obter-se solugdes explicitas exatas para equagdes
diferenciais parciais do tipo convectivo-difusivo. Certamente &
possivel extender a andlise aqui efetuada para outras classes de

equagdes que satisfagam algumas condigdes basicas estabelecidas. O

cémputo efetivo das fungdes, i.e., a transformagdo de equagdes en

nGmeros, pode ser efetuada dentro de um limite de acuracia que
depende diretamente da funcgcdo aproximante, bem como do tamanho da
palavra computacional utilizadas. Assim, dependendo dos recursos
de hardware e de software disponiveis & possivel obter-se
resultados de extrema acurécia.
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UNIT FUN_ESP;

{SN+}
INTERFACE

var

a,b,z,w,hdpﬁ,tol

kmax
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE

PROCEDURE

PROCEDURE

PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE

PROCEDURE

: extended;
: longint;

RaizQuadAlgl (z:extended;

var hdpt:extended);

SenoAlgl (z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended) ;

SenoAlg2 (z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended);
SenoAlg3(z,tol:extended;

var hdpt:extended);

SenoAlg4 (z:extended;

var hdpt:extended) ;

CoSenoAlgl (z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended) ;

CoSenoAlg2 (z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended);
CoSenoAlg3(z,tol:extended;

var hdpt:extended);

CoSenoAlg4 (z:extended;

var hdpt:extended) ;

SenoIntegral (z:extended;

var hdpt:extended) ;
JO0_Algl(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended);
JO0_Alg2(z:extended;kmax: longlnt'
var hdpt: extended),
JO_Alg3(z,tol:extended;

var hdpt:extended);

JO0_Alg4 (z:extended;

var hdpt:extended) ;
JO0_Alg5(z:extended;

var hdpt:extended);
J1_Algl(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended);

J1 Alg2(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended);

J1l Alg3(z,tol:extended;

var hdpt:extended);

J1l _Alg4(z:extended;

var hdpt:extended) ;
J1l_Alg5(z:extended;

var hdpt:extended);
HiperGeoDegPrimTipoAlgl(a,b, z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);
HiperGeoDegPrimTipoAlg2(a,b, z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);

HiperGeoDegPrimTipoAlg3(a,b, z,tol:extended;

var hdpt:extended);
HiperGeoDegPrimTipoAlg4 (a,b, z:extended;
var hdpt:extended) ;
ExponencialAlg0 (z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended) ;
ExponencialAlgl(z:extended;
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PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
PROCEDURE
FUNCTION
FUNCTION
FUNCTION
FUNCTION
FUNCTION
FUNCTION
FUNCTION
FUNCTION
FUNCTION
FUNCTION

FUNCTION
FUNCTION

kmax:longint;var hdpt:extended);
ExponencialAlg2 (z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);
ExponencialAlg3(z,tol:extended;

var hdpt:extended) ;

ExponencialAlg4 (z:extended;

var hdpt:extended);
ExponencialAlg5(z:extended;

var hdpt:extended) ;

LogEAlgl (z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);
LogEAlg2(z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);
LogEAlg3(z,tol:extended;

var hdpt:extended) ;

LogEAlg4 (z:extended;

var hdpt:extended);

LogEAlg5 (z:extended;

var hdpt:extended);

ZetaAlgl (kmax:longint;z:extended;
var hdpt:extended) ;
HiperGeoDegModifAlgl(a,b, z:extended;
kmax:longint;var hdpt: extended),
HiperGeoDegModifAlg2 (a,b, z:extended;
kmax:longint;var hdpt: extended),
HiperGeoDegModifAlg3(a,b,z,tol:extended;
var hdpt:extended);
HiperGeoDegModifAlg4 (a,b, z:extended;
var hdpt:extended) ;

RaizQuad(z:extended) :extended;
Seno(z:extended) :extended;
CoSeno(z:extended) :extended;
JO0(z:extended) :extended;

Jl(z extended) :extended;

HlperGeoDegPrlmTlpo(a b, z:extended) :extended;

Exponencial (z:extended) :extended;
LogE(z:extended) :extended;
Zeta(kmax longint;z: extended) extended;

HiperGeoDegModif (a,b, z:extended) : extended

JO_MinMax(z: extended) extended;
J1_MinMax(z:extended) :extended;

IMPLEMENTATION

PROCEDURE

var
semente

begin

RaizQuadAlgl (z:extended;
var hdpt:extended);

:extended;

tol:=1e-30;

hdpt:
if(z=

= 0.668740+0.445827*z~ -0.139321/(2+0.25) ;
=0) then

begin
hdpt:=0;

end

else

begin

if (z<0) then

begin
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writeln(’Argumento invalido...’);
end
else
begin
repeat
semente:=hdpt;
hdpt:=semente + (z/semente - semente)/2;
until (abs (hdpt-semente)<=abs(tol));
end;
end;
end;

PROCEDURE SenoAlgl(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended) ;
var
aux,aux_z :extended;
k,i z :longint;
sinal :shortint;
begin
sinal:=+1;
i_z:= trunc((z/2)/PI);
2:= 2z - 2*PI*i_z;
if (z<0) then
begin
sinal:= -1*sinal;
z2:= - 2;
end;
if (z>PI) then
begin
sinal:= -1*sinal;
:= z - PI;
. end;
if(z>(PI/2)) then z:= PI - z;
if(z>(PI/4)) then
begin
z:=(PI/2) - z;
z:= 2*%z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
for k:= 2 to kmax do
begin
aux:= =-aux*((z/(2*k-2))/(2*k-3));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
hdpt:= sinal*hdpt;
end
else
begin
aux_z:= z;
Z:= Z2*z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
for k:= 1 to kmax do
begin
aux:= =-aux*((z/(2*k))/(2*k+1));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
hdpt:= aux_z*hdpt;
hdpt:= sinal*hdpt;
end;
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end;

PROCEDURE SenoAlg2(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended);
var

aux,aux_z extended;

k,i z ¢t longint;
: shortint;

sinal
begin
sinal:=+1;
i_z:= trunc((z/2)/PI);
2i= 2 = 2%PI*i z;
if (z<0) then
begin
sinal:= =-1*sinal;
zZi= ~12;
end;
'if (z>PI) then
begin
sinal:= -1*sinal;
z:= z - PI;
end;
if(z>(PI/2)) then z:= PI - z;
if(z>(PI/4)) then
begin
:=(PI/2) - z;
Z:= z2*Z;
hdpt:=1.0;
aux:=(z/(2*kmax) )/ (2*kmax-1) ;
hdpt:= hdpt - aux;
for k:= kmax-1 downto 1 do
begin
aux:= ((z/(2*k))/(2*k-1));
hdpt:=1.0 - aux*hdpt;
end;
hdpt:= sinal*hdpt;
end
else
begin
aux_z:= z;
z2:= 2z2%z;
hdpt:=1.0;
aux := (z/(2*kmax))/(2*kmax+1) ;
hdpt:= hdpt - aux;
for k:= kmax-1 downto 1 do
begin
aux:= ((z/(2*k))/(2*k+1));
hdpt:=1.0 - aux*hdpt;
end;
hdpt:= aux_z*hdpt;
hdpt:= sinal*hdpt;
end;
end;

PROCEDURE SenoAlg3(z,tol:extended;var hdpt:extended) ;

var

aux,aux z :extended;

k;1 z <1 :longint;

sinal :shortint;
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begin
sinal:=+1;
i_z:= trunc((z/2)/PI);
z:= 2z - 2*PI*i 2z;
if (z<0) then
begin
sinal:= =-1*sinal;
gi=t=Tz>
end;
if (z>PI) then
begin
sinal:= -1*sinal;
zi= zU=TPI:
end;
if(z>(PI/2)) then z:= PI - z;
if(z>(PI/4)) then
- begin
:=(PI/2) - z;
Z:i= z%*z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
k:=1;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= =—aux*((z/(2*k=-2))/(2*k=3));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:= sinal*hdpt;
end
else
begin
aux_z:= z;
z:= z2%z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
k:=0;
repeat
begin
k:= k+1;
aux:= -aux*((z/(2*k))/(2*k+1));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux*aux_z)<=abs(tol));
hdpt:= aux_z*hdpt;
hdpt:= sinal*hdpt;
end;
end;

PROCEDURE SenoAlg4 (z:extended;var hdpt:extended);

var
aux,aux_z,tol :extended;
k,iz :longint;
sinal :shortint;
begin

tol:= +1e-50;

sinal:=+1;

i z:= trunc((z/2)/PI);
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t= z - 2*%PI*i z;
if(z<0) then
begin
sinal:= -1*sinal;
Zi= = 123
end;
if (z>PI) then
begin
sinal:= -1*sinal;
z:= 2z - PI;
end;
if(z>(PI/2)) then z:= PI - z;
if(z>(PI/4)) then
begin
z:=(P1/2) - z;
2:= 2%z,
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
k:=1;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= =aux*((z/(2*k-2))/(2*k-3));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:= sinal*hdpt;
end
else
begin
aux_z:= z;
z:= z%*z;
hdpt:=1.0;
aux = 1.0;
k:=0;
repeat
begin
k:= k+1;
aux:= —aux*((z/(2*k))/(2*k+1));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux*aux_z)<=abs(tol));
hdpt:= aux_z*hdpt;
hdpt:= sinal*hdpt;
end;
end;

PROCEDURE CoSenoAlgl(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended) ;

var
aux,aux_z textended;
k,i_z :longint;
sinal :shortint;
begin

sinal:=+1;

i_z:= trunc((z/2)/PI);

z2:= z - 2%PI*i z;

if(z<0) then z:= - z;

if ((z>PI/2) and (2<3*PI/2)) then

begin
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sinal:= -1*sinal;

z:= abs(z - PI);

end;

if(2z>(3*PI/2)) then z:= 2*PI - z;
if (z<=(PI/4)) then

begin

z2:= z*z;

hdpt:=1.0;

aux := 1.0;

for k:= 2 to kmax do
begin
aux:= -aux*((z/(2*k-2))/(2*k=-3));
hdpt:=hdpt+aux;
end;

hdpt:= sinal*hdpt;

end

else

begin

z:=(PI/2) - z;

aux_z:= z;

zZ:= 2%z,

hdpt:=1.0;

aux := 1.0;

for k:= 1 to kmax do
begin
aux:= —aux*((z/(2*k))/(2*k+1));
hdpt:=hdpt+aux;
end;

hdpt:= aux_z*hdpt;

hdpt:= sinal*hdpt;

end;

end;

PROCEDURE CoSenoAlg2(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended);

var
aux,aux_z extended;
k,i =z longint;
sinal shortint;
begin
sinal:=+1;
i_z:= trunc((z/2)/PI)
z2:= z - 2*PI*i z;
if (z<0) then z:= - z;
if((2>PI/2) and (z<3*PI/2)) then
begin
sinal:= =-1l*sinal;
= abs(z - PI);
end;
if(2>(3*PI/2)) then z:= 2*PI - zZ;
if (z<=(PI/4)) then
begin
z:= 2%2;
hdpt:=1.0;
aux:=(z/(2*kmax) )/ (2*kmax-1) ;
hdpt:= hdpt - aux;
for k:= kmax-1 downto 1 do
begin
aux:= ((z/(2*k))/(2*k-1));
hdpt:=1.0 - aux*hdpt;
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end;

hdpt:= sinal*hdpt;

end

else

begin

z:=(P1/2) - 2z;

aux_z:= z;

2:= 2*%z;

hdpt:=1.0;

aux := (z/(2*kmax))/(2*kmax+1);

hdpt:= hdpt - aux;

for k:= kmax-1 downto 1 do
begin
aux:= ((z/(2*%k))/(2*%k+1));
hdpt:=1.0 - aux*hdpt;
end;

hdpt:= aux z*hdpt;

hdpt:= sinal*hdpt;

end;

end;

PROCEDURE CoSenoAlg3(z,tol:extended;var hdpt:extended) ;

var
aux,aux_z :extended;
k,i_z :longint;
sinal :shortint:
begin
sinal:=+1;
i z:= trunc((z/2)/PI);
Z:= 2z - 2*PI*i z;
if (z<0) then z:= - z;
if((z>PI/2) and (z<3*PI/2)) then
begin
sinal:= -1*sinal;
:= abs(z - PI);
end; .
if(z>(3*PI/2)) then z:= 2*PI - z;
if (z<=(PI/4)) then
begin
z2:= z*z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
k:=1;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= —aux*((z/(2*k-2))/(2*k-3));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:= sinal*hdpt;
end
else
begin
z:=(PI/2) - z;
aux_z:= z;
z:= z%*z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
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k:=0;
repeat
begin
k:= k+1;
aux:= —-aux*((z/(2*k))/(2*%k+1));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux*aux_z)<=abs(tol));
hdpt:= aux_z*hdpt;
hdpt:= sinal*hdpt;
end;
end;

PROCEDURE CoSenoAlg4 (z:extended;var hdpt:extended) ;

var
aux,aux_z,tol :extended;
k,i z :longint;
sinal :shortint;
begin
tol:= +1e-50;
sinal:=+1;
i_z:= trunc((z/2)/PI);
2:= z = 2*%PI*i z;
if (z<0) then z:= - z;
if((z>PI/2) and (2<3*PI/2)) then
begin
sinal:= -1*sinal;
z:= abs(z - PI);
end;
if(z>(3*%PI/2)) then z:= 2*PI - z;
if(z<=(PI/4)) then
begin
z2:= z%z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
k:=1;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= =—aux*((z/(2*k-2))/(2*k=-3));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:= sinal*hdpt;
end
else
begin
z2:=(PI/2) - z;
aux_z:= z;
Zr= zhz:
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
k:=0;
repeat
begin
k:= k+1;
aux:= =aux*((z/(2*k))/(2*k+1));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
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until (abs(aux*aux_z)<=abs(tol));
hdpt:= aux_z*hdpt;
hdpt:= sinal*hdpt;
end;
end;

PROCEDURE SenolIntegral (z:extended;
var hdpt:extended);
var
k,kmax longint;
delta,soma_par,soma_impar,x extended;
begin -
kmax:=10001;
delta:= 1.0/ (kmax-1);
soma_par:= 0.0;
soma_impar:= 0.0;
for k:=2 to kmax-1 do
begin
xX:=(k-1) *delta;
if ((trunc(k/2)*2)<>k) then
begin
soma_par:= soma_par + Seno(z*x)/x;
end
else
begin
soma_impar:= soma_impar + Seno(z*x)/x;
end;
end;
hdpt:= (z + Seno(z) + 2*soma_par + 4*soma_impar)*delta/3;
end;

PROCEDURE J0_Algl(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended);
var
aux :extended;
:longint;

aux:= aux*((z/k)/k);
hdpt:=hdpt+aux;
end;

PROCEDURE J0_Alg2(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended) ;

var
k tlongint;

begin
z:= =-z*%(z/4); :
hdpt := 1+(z/kmax) /kmax;
for k:=Kmax-1l downto 1 do
hdpt := 1 + ((z/k)/k)*hdpt;
end; :

PROCEDURE JO0_Alg3(z,tol:extended;var hdpt:extended);
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var
aux textended;
k :longint;
begin
hdpt := 1
aux := 1
k:=0;
z2:= -2*%(z/4);
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*((z/k)/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
end;

PROCEDURE JO_Alg4 (z:extended;var hdpt:extended) ;

var
aux, tol .textended;
k :longint;
begin
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
:=0;
2:= ~z%(z/4);
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*((z/k)/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
end;

PROCEDURE JO0_Alg5(z:extended;var hdpt:extended) ;

var
z aux,w,a,b,c,d,e,f,q,
f 0, teta 0 : extended;

begin
Z_aux:=z;
if (abs(z)<=3) then
begin
z:= z2/3;
z%z;
+1.0000000;
-2.2499997;
+1.2656208;
-0.3163866;
+0.0444479;
-0.0039444;
g:= +0.0002100;
hdpt:=a+w* (b+w* (c+w* (d+w* (e+w* (£+w*xg)))));
end
else
begin
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3.0/z;

-0.78539816;

-0.04166397;

-0.00003954;

+0.00262573;

-0.00054125;

-0.00029333;

+0.00013558;
eta_O:=atw* (bt+w* (c+w* (d+w* (e+w* (f+w*g)))));
eta_0:= teta_0 + z_aux;

+0.79788456;

-0.00000077;

-0.00552740;

-0.00009512;

+0.00137237;

-0.00072805;

+0.00014476;

f_O:=atw* (b+w* (c+w* (d+w* (et+tw* (f+w*g))))
hdpt:=f 0*CoSeno(teta_0)/RaizQuad(z_aux
end;
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end;

PROCEDURE J1 Algl(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended);
var
aux,aux_z :extended;
k :longint;
begin
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
aux_z:=z/2;
z:= -2%(z2/4);
for k:=1 to kmax do
begin
aux:= aux*((z/k)/(k+1));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
hdpt:= hdpt*aux z;
end;

PROCEDURE J1 Alg2(z:extended;kmax:longint;
var hdpt:extended) ;
var
aux z : extended;
k2@ : longint;
begin
aux_z:= z/2;
z:= =z%(2z/4);
hdpt := 1+(z/kmax)/(kmax+1l);
for k:=Kmax-1 downto 1 do
hdpt := 1 + ((z/k)/(k+1))*hdpt;
hdpt:= hdpt*aux z;
end;

PROCEDURE J1_Alg3(z,tol:extended;var hdpt:extended);

var
aux,aux z : extended;
k i) : longint;
begin
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aux_z:= z/2;

2:= -z*(z/4);

hdpt := 1.;

aux := 1.;

k:=0;

repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*((z/k)/(k+1));
hdpt := hdpt + aux;
end;

until (abs(aux)<=abs(tol));

hdpt:= hdpt*aux_z;

end;

PROCEDURE J1_Alg4 (z:extended;var hdpt:extended);

var
aux,aux_z,tol ¢ extended;
k ¢ longint;
begin
aux_z:= z/2;
z:= =z2%(z/4);
" tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
k:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*((z/k)/(k+1));
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:= hdpt*aux z;
end;

PROCEDURE J1_Alg5(z:extended;var hdpt:extended) ;

var
Zz_aux,w,a,b,c,d,e,f,q,
f 1,teta_1 : extended;

begin
Z_aux:=z;
if (abs(z)<=3) then

begin
z/3;
z2%z;
+0.50000000;
-0.56249985;
+0.21093573;
-0.03954289;
+0.00443319;
-0.00031761;
+0.00001109;
hdpt:=a+w* (b+w* (c+w* (d+w* (e+w* (f+w*g)))));
hdpt:= hdpt*z aux;
end
else
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begin

w:= 3.0/2z;

a:= +0.79788456;

b:= +0.00000156;

+0.01659667;

+0.00017105;

-0.00249511;

+0.00113653;

-0.00020033;

t=a+w* (b+w* (ctw* (d+w* (et+w* (f+w*g)))));
-2.35619449;

+0.12499612;

+0.00005650;

-0.00637879;

+0.00074348;

+0.00079824;

g:= -0.00029166;

teta_ l:=a+w* (b+w* (c+w* (d+w* (e+w* (£4+w*qg)))));
teta_l:=teta_1 + z_aux;

hdpt:=f_ 1*CoSeno(teta_1) /RaizQuad(z_aux);
end;
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end;

PROCEDURE HiperGeoDegPrimTipoAlgl(a,b, z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended) ;
var
aux :extended;
k :longint;
begin
if ((b<int(0)) and (b=int(b))) then
begin
write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro). ’);
hdpt:= +1.1e+4932;
end
else
begin
if (a=0) then kmax:=0;
if((a<0) and (a=int(a))) then kmax:=-trunc(a);
hdpt := 1.;
aux = 1;;
for k:=1 to kmax do
begin
aux:= aux*((a+(k-1))/(b+(k-1))*(z/k));
hdpt := hdpt + aux;
end;
end;
end;

PROCEDURE HiperGeoDegPrimTipoAlg2(a,b,z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);

var
k :longint;
begin

if ((b<0) and (b=int(b))) then
begin
write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro). ’);
hdpt:= +1.1e+4932;
end
else
begin




if (a=0) then
begin
hdpt:=1.;
end
else
begin
if ((a<0)and(a=int(a))) then kmax:=-trunc(a);
hdpt := 1+((a+kmax-1)/(b+kmax-1))*(z/kmax);
for k:=Kmax-1 downto 1 do
hdpt := 1 + ((((a+k-1)/(b+k-1))*(z/k))*hdpt);
end;

end;

end;

PROCEDURE HiperGeoDegPrimTipoAlg3(a,b,z,tol:extended;
var hdpt:extended);

var

aux textended;

k :longint;

begin

if ((b<0) and (b=int(b))) then
begin
write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro). ')
write(’ Nao atingiu tolerancia especificada. '
hdpt:= +1.1e+4932;
end
else

)5

aux:= aux*((a+(k-1))/(b+(k-1))*(z/k));
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
end;
end;

PROCEDURE HiperGeoDegPrimTipoAlg4 (a,b,z:extended;
var hdpt:extended);

var :

aux, tol :extended;

k :longint;

begin

if ((b<0) and (b=int(b))) then
begin
write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro). ')
write(’ Nao atingiu tolerancia especificada. '
hdpt:= +1.1e+4932;
end
else
begin
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux’ [ 2=)1.%
k:=0;
repeat

)




begin
k:=k+1;
aux:= aux*((a+(k-1))/(b+(k-1))*(z/k));
hdpt := hdpt + aux;
end;

until (abs(aux)<=abs(tol));

end;

end;

PROCEDURE ExponencialAlg0(z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);

var
aux textended;
k :longint;
begin
hdpt 1.
aux 1.
for k:=1 to kmax do
begin
aux:= aux*(z/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;
end;

PROCEDURE ExponencialAlgl(z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended) ;
var
aux :extended;
k :longint;
i .:shortint;
begin
ir=1;
if(z<0) then
begin
ii=-1;
z:==2;
end;
hdpt := 1.;
aux := 1l.;
for k:=1 to kmax do
begin
aux:= aux*(z/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;
if (i<0) then
begin
hdpt:=1. /hdpt;
end;
end;

PROCEDURE ExponencialAlg2(z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended) ;
var
k :longint;
i :shortint;
begin
i:=1;
if (z<0) then
begin
ir==1;




2:==2;
end;
hdpt := 1+(z/kmax);
for k:=Kmax-1 downto 1 do
hdpt := 1 + (z/k)*hdpt;
if(i<0) then
begin
hdpt:=1. /hdpt;
end;
end;

PROCEDURE ExponencialAlg3(z,tol:extended;
var hdpt:extended) ;
var
textended;
:longint;
:shortint;
begin

aux:= aux*(z/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;

until (abs(aux)<=abs(tol));
if (i<0) then
begin
hdpt:=1. /hdpt;
end;

end;

PROCEDURE ExponencialAlg4 (z:extended;
var hdpt:extended) ;
var
aux, tol :extended;
k :longint;
i :shortint;
begin
i:=1;
if (z<0) then
begin
ii==1;
2:=-2;
end;
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
k:=0;
repeat
begin
k:=k+1;




aux:= aux*(z/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs (aux)<=abs(tol));
if (i<0) then
begin
hdpt:=1./hdpt;
end;

PROCEDURE ExponencialAlg5(z:extended;
var hdpt:extended) ;

var
aux,tol,aux_z2 :extended;
:longint;
:shortint;
:integer;
begin
i:=1;
if (z<0) then
begin
ie==1;
z:=-2;
end;
m:=trunc(z);
z:=2z2-m;
aux_2:=2.718281828459045235;
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
k:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*(z/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:=1.0/hdpt;
for k:=1 to m do hdpt:=hdpt/aux_2;
if(i>0) then
begin
hdpt:=1./hdpt;
end;
end;

PROCEDURE LogEAlgl(z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);
var
aux, z_aux : extended;
k ; : longint;
begin
if (z<=0) then
begin
writeln(’Argumento Invalido (2<0)...");
hdpt:=-1e4932;
end
else
begin
z_aux:=(z-1)/(z+1);
233




Z2:=Z_aux*z_aux;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
for k:=1 to kmax do
begin
aux:= aux*(z*((2*k-1)/(2*k+1)));
hdpt := hdpt + aux; '
end;
hdpt:= 2%z aux*hdpt;
end;
end;

PROCEDURE LogEAlg2(z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);

var
Zz_aux : extended;
k ¢ longint;
begin
if (z<=0) then
begin
writeln(’Argumento Invalido (z<=0)...’);
hdpt:=-1e4932;
end
else
begin
z_aux:=(z-1)/(z2+1);
:=2_aux*z_aux;
hdpt := 1+(z*(2*kmax-1)/(2*kmax+1));
for k:=Kmax-1 downto 1 do
hdpt := 1 + (z*(2*k-1)/(2*k+1))*hdpt;
end;
hdpt:= 2*z_ aux*hdpt;
end;

PROCEDURE LogEAlg3(z,tol:extended;
var hdpt:extended);
var
aux, z_aux extended;
k longint;
begin
if (z<=0) then
begin .
writeln(’Argumento Invalido (2<=0)...’);
hdpt:=-1e4932;
end
else
begin
z_aux:=(z-1)/(z+1);
Z:1=Z_aux*z_aux;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
K:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*(z*((2*k=-1)/(2*k+1)));
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:= 2*z_aux*hdpt;
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end;
end;

PROCEDURE LogEAlg4 (z:extended;
" var hdpt:extended);
var
aux, tol,z_aux : extended;
k : longint;
begin
if (z<=0) then
begin
writeln(’Argumento Invalido (z<=0)...’);
hdpt:=-1e4932;
end
else
begin
z_aux:=(z-1)/(z+1);
Z:=2z_aux*z_aux;
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
k:=0;
repeat
begin
K:=k+1;
aux:= aux*(z*((2*k-1)/(2*k+1)));
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:=2*z_ aux*hdpt;
end;
end;

PROCEDURE LogEAlg5(z:extended;
var hdpt:extended);
var
aux, tol,aux_2 :extended;
:longint;
:shortint;
:integer;
begin
i:=1;
if (z<0) then
begin
it==-1;
2:=-2;
end;
m:=trunc(z) ;
2:=2=-m;
aux_2:=2.718281828459045235;
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
k:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*(z/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;
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until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:=1.0/hdpt;
for k:=1 to m do hdpt:=hdpt/aux_2;
if(i>0) then
begin
hdpt:=1. /hdpt;
end;
end;

PROCEDURE ZetaAlgl(kmax:longint;z:extended;
var hdpt:extended) ;
var
aux,aux_2 :extended;
k : :longint;
begin
if ((kmax=0) or (z=0)) then
begin
hdpt:=0.0;
end
else
begin
hdpt:=0.0;
for k:=1 to kmax do
hdpt:=hdpt+1.0/ (z2+(k-1));
end;
end;.

PROCEDURE HiperGeoDegModifAlgl(a,b,z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended);

var
aux,f zeta, f_zeta_ant :extended;
k :longint;
begin
if ((b<int(0)) and (b=int(b))) then
begin
write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro). 7);
hdpt:= +1.1e+4932;
end
else
begin
if (a=0) then kmax:=0;
if((a<0) and (a=int(a))) then kmax:=-trunc(a);
hdpt := 0.0;
aux = 1.;
f zeta:=0.0;
f zeta_ant:= 1.0;
for k:=1 to kmax do
i begin
f _zeta:=f_ zeta + 1.0/ (k+a-1);
aux:= aux*((a+(k-1))/(b+(k-1))*(z/Kk));
aux:= aux*(f_zeta/f zeta_ant);
hdpt := hdpt + aux;
f zeta_ant:=f zeta;
end;
end;
end;

PROCEDURE HiperGeoDegModifAlg2(a,b,z:extended;
kmax:longint;var hdpt:extended) ;
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var
aux,f_zeta textended;
k . :longint;

begin
if ((b<0) and (b=int(b))) then
begin

write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro).

hdpt:= +1.1e+4932;
end
else
begin
if (a=0) then
begin
hdpt:=0.;
end
else
begin

if((a<0)and(a=int(a))) then kmax:=-trunc(a);

ZetaAlgl (kmax,a,f zeta);

)

’

aux:=( (atkmax- 1)ij+kmax-1))*(z/kmax)*f_zeta;

f zeta:=f zeta-1l./(a+kmax-1);

hdpt := f zeta + aux;

for k:=Kmax-1 downto 1 do
begin
f zeta:=f zeta-1./(a+k-1);
hdpt := f zeta +

((((atk-1)/(b+k-1))*(z/k))*hdpt) ;

end;
end;
end;
end;

PROCEDURE HiperGeoDegModifAlg3(a,b,z,tol:extended;
var hdpt:extended);

var

aux, f zeta, f zeta_ant :extended;

k :longint;

begin

if ((b<0) and (b=int(b))) then
begin

write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro).
write(’ Nao atingiu tolerancia especificada.

hdpt:= +1.1e+4932;

f_zeta_a
k:=0;
repeat
begin
K:=k+1;
f zeta:=f zeta + 1.0/(a+(k-1));
aux:= aux*((a+(k-1))/(b+(k-1))*(z/k));
aux:=aux*(f_zeta/f_ zeta_ant);
hdpt := hdpt + aux;
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f _zeta_ant:=f_ zeta;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
end;
end;

PROCEDURE HiperGeoDegModifAlg4 (a,b,z:extended;
var hdpt:extended);
var
aux, f zeta, f zeta ant,tol :extended;
k :longint;
begin
if ((b<0) and (b=int(b))) then
begin
write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro). ')
write(’ Nao atingiu tolerancia especificada. '
hdpt:= +1.1e+4932;
end
else
begin
tol:=1.e-50;
hdpt := 0.;
aux := 1.;
f zeta:=0.0;
f_zeta_ant:=1.0;
:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
f zeta:=f zeta + 1.0/(a+(k-1))
aux:= aux*((a+(k-1))/(b+(k-1))
aux:=aux*(f_zeta/f_ zeta_ant);
hdpt := hdpt + aux;
f zeta_ant:=f_zeta;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
end;
end;

.
I
)i

*(z/k)) ;

FUNCTION RaizQuad(z:extended):extended;

var
aux, semente :extended;
begin
tol:=1e-30;
aux:= 0.668740+0.445827*%2-0.139321/(2+0.25);
if(z=0) then
begin
aux:=0;
end
else
begin
if (2z<0) then
begin
writeln(’Argumento invalido...’);
end
else
begin
repeat
semente:=aux;




aux:=semente + (z/semente - semente)/2;
until (abs (aux-semente)<=abs(tol)) ;
end;
end;
RaizQuad:= aux;
end;

FUNCTION Seno(z:extended) :extended;

var
aux,aux_z, tol,hdpt textended;
k,i z :longint;
sinal :shortint;
begin
tol:= +1e-50;
sinal:=+1;
i_z:= trunc((z/2)/PI);
2:i= 2z - 2*PI*i z;
if (z<0) then
begin
sinal:= -1*sinal;
gisds 2;
end;
if(z>PI) then
begin
sinal:= -1l#*sinal;
z2:= z - PI;
end;
if(z>(PI/2)) then z:= PI - z;
if(z>(PI/4)) then
begin
:=(PI/2) - z;
2:= z*%z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
:=1;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= =aux*((z/(2*k-2))/(2*k-3));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:= sinal*hdpt;
end
else
begin
aux_z:= z;
z2:= z*z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
k:=0;
repeat
begin
k:= k+1;
aux:= -aux*((z/(2*k))/(2*k+1));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux*aux_ z)<=abs(tol));
hdpt:= aux_z*hdpt;
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hdpt:= sinal*hdpt;
end;

Seno:=hdpt;

end;

FUNCTION CoSeno(z:extended) :extended;

var
aux,aux_z,tol,hdpt :extended;
k,i_2 tlongint;
sinal :shortint;
begin
tol:= +1le-50;
sinal:=+1;
i_z:= trunc((z/2)/PI);
zi= z - 2%PI*i z;
if(z<0) then z:= - z;
if((z>PI/2) and (2<3*PI/2)) then
begin
sinal:= -1*sinal;
z:= abs(z - PI);
end;
‘if(z>(3*PI/2)) then z:= 2*PI - z;
if (z<=(PI/4)) then
begin
2:= 2*%z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
k:=1;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= -aux*((z/(2*k-2))/(2*k=3));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:= sinal*hdpt;
end
else
begin
:=(PI1/2) - z;
aux_z:= z;
z2:= z%*z;
hdpt:=1.0;
aux := 1.0;
k:=0;
repeat
begin
:= k+1;
aux:= =aux*((z/(2*k))/(2*k+1));
hdpt:=hdpt+aux;
end;
until (abs(aux*aux_z)<=abs(tol));
hdpt:= aux_z*hdpt;
hdpt:= sinal*hdpt;
end;
CoSeno:= hdpt;
end;

FUNCTION JO(z:extended) :extended;
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var
aux, tol,hdpt textended;
k :longint;
begin
tol:=1.0e-50;
hdpt: s=:1;;
aux := 1.;
k:=0;
2:= =-z*(z/4);
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*((z/k)/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
JO0:= hdpt;
end;

FUNCTION JO_MinMax(z:extended) :extended;

var
z_aux,w,a,b,c,d,e,f,q,
f 0,teta_0,hdpt : extended;

begin
Z_aux:=z;
if (abs(z)<=3) then
begin
z:= 2/3;
z*z;
+1.0000000;
-2.2499997;
+1.2656208;
-0.3163866;
+0.0444479;
-0.0039444;
+0.0002100;
t:=a+w* (b+w* (c+w* (d+w* (e+w* (f+Ww*xg)))) ) ;

W
a
b
c
d
e
&
g9
h

d

P

end
else
begin
3.0/z;
-0.78539816;
-0.04166397;
-0.00003954;
+0.00262573;
-0.00054125;
-0.00029333;
+0.00013558;
a_0:=a+w* (btw* (ct+w* (d+w* (e+w* (f+w*g)))));
a_0:= teta_ 0 + z_aux;
+0.79788456;
-0.00000077;
-0.00552740;
-0.00009512;
+0.00137237;
-0.00072805;
+0.00014476;
=a+w* (b+w* (c+w* (d+w* (e+w* (£+w*g)))) ) ;
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hdpt:=f_O0*CoSeno(teta_0)/RaizQuad(z_aux);
end;

JO0_MinMax:= hdpt;

end;

FUNCTION J1l(z:extended) :extended;

var
aux,aux_z, tol,hdpt extended;
k. longint;
begin
aux_z:= z/2;
z:= -2%(2/4);
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
k:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*((z/k)/(k+1));
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:= hdpt*aux z;
Jl:= hdpt;
end;

FUNCTION J1_MinMax(z:extended) :extended;

var
z_aux,w,a,b,c,d,e,f,q,
f 1,teta_1,hdpt : extended;

begin
Z_aux:=z;
if (abs(z)<=3) then

begin
z/3;
z%z;
+0.50000000;
-0.56249985;
+0.21093573;
-0.03954289;
+0.00443319;
-0.00031761;
+0.00001109;
hdpt:=a+w* (b+w* (c+w* (d+w* (et+w* (f+w*g)))));
hdpt:= hdpt*z_aux;
end
else
begin
3.0/z;
+0.79788456;
+0.00000156;
+0.01659667;
+0.00017105;
-0.00249511;
+0.00113653;
=-0.00020033;
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t=a+w* (b+w* (c+w* (d+w* (e+w* (f+w*g)))) ) ;

-2.35619449;

+0.12499612;

+0.00005650;

-0.00637879;

+0.00074348;

+0.00079824;

-0.00029166;
teta_1l:=a+w* (bt+w* (c+w* (d+w* (et+w* (£+w*g)))));
teta_l:=teta_1 + z_aux;
hdpt:=f 1*CoSeno(teta_1)/RaizQuad(z_aux);
end;

J1_MinMax:= hdpt;
end;
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FUNCTION HiperGeoDegPrimTipo(a,b,z:extended) :extended;

var
aux, tol,hdpt :extended;
k :longint;
begin
if ((b<0) and (b=int(b))) then
begin
write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro). ’);
write(’ Nao atingiu tolerancia especificada. ’);
hdpt:= +1.1e+4932;
end
else
begin
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
k:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*((a+(k=1))/(b+(k-1))*(z/k));
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
end;
HiperGeoDegPrimTipo:= hdpt;
end;

FUNCTION Exponencial(z:extended):extended;

var
aux, tol,hdpt :extended;
:longint;
:shortint;
begin
i:=1;
if (z<0) then
begin
i:==1;
z2:=-2;
end;
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;




k:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux*(z/k);
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
if (i<0) then
begin
hdpt:=1. /hdpt;
end;
Exponencial:= hdpt;
end;

FUNCTION LogE(z:extended) :extended;

var
aux, tol,z_aux extended;
k longint;
begin
if (z<=0) then
begin
writeln(’/Argumento Invalido (z<=0)...');
hdpt:=-1e4932;
end
else
begin
Zz_aux:=(z-1)/(z+1);
z:=2_aux*z_ aux;
tol:=1.0e-50;
hdpt := 1.;
aux := 1.;
k:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
aux:= aux* (z*((2*k=1)/(2*k+1)));
hdpt := hdpt + aux;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
hdpt:=2*z_aux*hdpt;
end;
LogE:= hdpt;
end;

FUNCTION Zeta(kmax:longint;z:extended) :extended;

var
aux,aux_2,hdpt :extended;
k :longint;
begin
if ((kmax=0) or (z=0.0)) then
begin
hdpt:=0.0;
end
else
begin
hdpt:=0.0;
for k:=1 to kmax do
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hdpt:=hdpt+1.0/(z+(k-1));
end;

Zeta:= hdpt;

end;

FUNCTION HiperGeoDegModif (a,b,z:extended) :extended;

var
aux,f_ zeta,f zeta_ant,tol, hdpt textended;
k :longint;
begin
if ((b<0) and (b=int(b))) then
begin
write(’ Argumento invalido (b<0 e inteiro).
write(’ Nao atingiu tolerancia especificada.
hdpt:= +1.1e+4932;
‘end
else
begin
tol:=1.e=50;
hdpt := 0.;
aux :=1.;
f_zeta:=0.0;
f_zeta_ant:=1.0;
k:=0;
repeat
begin
k:=k+1;
f zeta:=f zeta + 1.0/(a+(k-1));
aux:= aux*((a+(k-1))/(b+(k-1))*(z/k));
aux:=aux* (f_zeta/f zeta_ant);
hdpt := hdpt + aux;
f_zeta_ant:=f zeta;
end;
until (abs(aux)<=abs(tol));
end;
HiperGeoDegModif:= hdpt;
end;
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