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Resumo. Este trabalho trata de um estudo sobre o controle ativo de vibragdo estrutural utilizando
desigualdades matriciais lineares ou LMIs. Sdo apresentadas algumas técnicas de modelagem de
estruturas mecdnicas como o método por elementos finitos. Considera-se que o controle estrutural ¢
feito por entradas secunddrias de atuadores piezelétricos. Por ndo considerar os efeitos destes

atuadores no modelo da estrutura, um controle robusto é utilizado. Além disto o modelo ndo estd

livre de erros, como o truncamento de altas frequéncias. As LMIs sdo ferramentas poderosas que

tém sido utilizadas como técnica de projeto de controladores otimizados e robustos. Uma das
vantagens da formulag¢do por meio de LMIs é que existem garantias de se encontrar uma solugdo
para o problema, se ela existir. Além disto restrigdes e especificagdes de projeto podem ser escritas

na forma de LMIs.
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Abstract. The aim of this work is the study of structural vibration control using Linear Matrix

Inequalities - LMIs. Some modeling techniques are shown, as the finite element method. The

structural control uses secondary sources of force of piezelectric actuators. In the structural model,

the actuators effect are not considerad, so a robust control could overcome this difficulty. Besides,
the plant model has uncertainties as the error due to high frequencies truncation. The LMIs are
powerful tool that have been used as a technique of robust and optimized controller design. Among
the advantages using LMIs is the guarantee of finding a solution for the problem, if it exists.

Further more specifications and design constraints can be written in the LMI form.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A eliminagdo da vibragdo estrutural tem atraido a atengdo de engenheiros desde que as
maquinas com partes méveis foram inventadas. Atualmente grande parte do esforgo tem sido
dedicada a redugdo do ruido causado por vibragdo estrutural. Direcionadas pela necessidade de
se diminuir peso e reduzir ruidos principalmente na industria aeroespacial, as técnicas de
controle ativo de vibragdo estrutural e acustica tém sofrido rapidas mudangas nos ultimos trinta
anos.

O controle e redugdo dos niveis indesejados de vibragdo tém sempre que ser iniciado pelo
estudo das fontes de vibragdo e os esforgos devem se concentrar na minimizagdo da magnitude
dos niveis de excitagdo como, por exemplo, o balanceamento de méquinas rotativas, a
suavizagdo de um fluxo turbulento e outros. Entretanto, sempre existe um limite de redugdo
possivel para cada caso.

Muitos métodos diferentes de controle de vibragdo sdo disponiveis e cada um tem sua
propria esfera de aplicagdo. Tais métodos podem ser resumidos em:

- Projeto estrutural;
- Sele¢do de material;
- Adi¢do ou remogdo de massa ou rigidez;

- Adi¢do de amortecimento passivo ou ativo.

O controle ativo de vibra¢do devido a uma dada fonte ¢ fundamentado em trés elementos:
massa, rigidez e amortecimento. Respostas estruturais sob diferentes condi¢des de excitagdo
dependerdo dessas caracteristicas em varias formas. Por exemplo, uma resposta pode ser
altamente dependente da massa, enquanto que outra pode ser quase independente. E necessério
conhecer o problema em particular para que ele possa ser tratado de forma adequada, e ainda

saber quais sdo as caracteristicas importantes que determinam o nivel de vibragdo resultante.
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1.1. Motivacio

O sentido da palavra adaptagdo € tipicamente associado a modificagdo, mudanga ou
ajuste que ocorre em um periodo de tempo. Quando se estuda biologia, define-se adaptagdo
como sendo a caracteristica de um organismo em se tornar mais habil para viver em seu
ambiente. O conceito de uma estrutura adaptativa € inspirado na defini¢ao dada pela biologia. ou
seja, tem a ver com a caracteristica que uma estrutura tem de se adaptar, quando sujeita a
modificagdes ambientais devido a forga, temperatura, pressio, deslocamento, ou mesmo
variagdes estruturais devido ao desgaste ou quebra de equipamentos.

Enquanto as técnicas convencionais de amortecimento passivo acrescentam peso
substancial na estrutura, diminuindo seu desempenho, as técnicas de controle ativo utilizando
materiais inteligentes, podem oferecer solu¢des com alto desempenho para problemas
vibratorios, com acréscimo de peso estrutural praticamente desprezivel. O efeito do acoplamento
eletro-mecanico deve ser avaliado para cada caso.

O aumento dos custos dos combustiveis e a introdugdo de conceitos ecologicos
contribuiram para que as industrias automobilistica e aeronautica pesquisassem solugdes de
amortecimento de seus produtos. Utilizando-se amortecimento passivo, um Boeing 747 tem um
acréscimo de peso de aproximadamente 1,5 toneladas, e um automovel entre 3.5 e
quilogramas. Com a diminui¢do da massa dos materiais amortecedores passivos, pode se obter
uma maior economia de combustivel e menor emissdo de poluentes para a atmosfera. O controle
ativo de vibragdes pode, efetivamente, diminuir ruidos em associa¢do a redugdo de massa,
quando comparado com as técnicas de amortecimento passivo.

As industrias automobilistica e aeronautica internacionais tém gastado milhdes de dolares
todos os anos em pesquisas para obtengdo de novos materiais que sejam leves e em tecnologias
de amortecimento ativo de vibrag¢des acustica e estrutural. O termo controle ativo € associado a
sistemas de materiais inteligentes, que s3o compostos por materiais piezelétricos, eletro-
resistivos e magneto-resistivos, fluidos e solidos electro-reolégicos, ligas de memoria de forma
ou fibras oticas.

As propriedades de alguns destes materiais ja eram conhecidas a longo tempo, como no
caso dos irmaos Pierre e Jacques Curie que descreveram o efeito piezelétrico em 1880. Porem.
somente a partir do comego da década de 90 estes materiais passaram a ter aplicagdes praticas.

O termo “estruturas inteligentes” engloba uma area de estudos recente, entretanto, ja

muito difundida na comunidade cientifica. Tal area ¢ conhecida como o resultado da integragdo
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de areas de pesquisa avangada de sensores e atuadores, processamento de sinais e projeto de
controladores. O projeto destes sistemas € constituido de trés fases principais: projeto estrutural.
projeto de sistemas de controle e posicionamento dos sensores e atuadores. O projeto estrutural
esta relacionado com o comportamento estatico e dindmico do sistema. Métodos de elementos
finitos juntamente com técnicas de analise modal sio freqiientemente utilizados no primeiro
estagio. O projeto de controladores envolve a escolha da lei de controle como também de seus
parametros, enquanto a terceira fase constitui o posicionamento de sensores e atuadores € 0s
efeitos do sinal de controle. Consequientemente para proposito de um projeto 6timo, a estrutura, 0
controlador e o posicionamento dos atuadores e sensores devem ser considerados

simultaneamente no projeto.

1.2. Objetivos da Dissertacio

Esta dissertagdo trata de um estudo sobre controle ativo de vibragdo estrutural. O projeto
de sistemas otimos de controle de vibragao requer, além do estudo do sistema, o conhecimento
dos varios tipos de atuadores empregados. Os atuadores empregados para o controle de vibragdo

de estruturas mecanicas leves sdo o PZT (lead zirconate titanate) e o PVDF (polyvinylidene

Sfluoride). Ambos sdo materiais ativos e tem a propriedade de serem sensores €/ou atuadores.

O posicionamento otimo destes atuadores/sensores na estrutura € tratado como um
projeto de otimizagdo, bem como o amortecimento que esses atuadores causam no sistema

quando levado em conta a quantidade de energia que eles podem aplicar a estrutura.

1.3. Organizacio da Dissertacio

Esta dissertagdo esta dividida em trés partes basicas. A primeira trata do estudo e
modelagem de sistemas mecanicos flexiveis. A segunda parte inclue o estudo dos atuadores e
sensores piezelétricos, geralmente empregados no controle ativo de vibragdo de estruturas
inteligentes. Por fim. a terceira parte trata da teoria de controle utilizando as tecnicas LMIs
(Linear Matrix Inequalities). SimulagGes numéricas sdo apresentadas no capitulo 6, onde sdo
considerados os trés pontos basicos da dissertagio com o objetivo de validar a metodologia

proposta.
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Capitulo 2

MODELAGEM DE SISTEMAS
MECANICOS PARA CONTROLE DE
VIBRACAO

O conjunto de equagdes que representa a dindmica de um sistema é chamado de modelo
matematico de um sistema dinamico, que pode representa-lo, na faixa de interesse, com exatiddo,
ou pelo menos de forma aceitdvel. Observa-se que o modelo matematico ndo € Gnico para um
dado sistema. Um sistema pode ser representado de muitas maneiras diferentes e, portanto,
podem haver varios modelos matematicos, dependendo da perspectiva que se considere.

A dindmica dos sistemas, sejam eles mecanicos, elétricos, térmicos, biologicos ou
econdmicos, pode ser descrita em termos de equagdes diferenciais. Tais equagdes diferenciais
podem ser obtidas utilizando as leis da fisica que governam o sistema, como por exemplo, as
equagdes de Newton para sistemas mecdnicos ou as equagdes de Kirchhoff para sistemas
elétricos (Ogata, 1982), (Meirovitch, 1989). A figura 2.1 mostra, de forma esquematica, a
modelagem de um sistema mecénico.

Os modelos matematicos podem assumir varias formas diferentes. Dependendo dos
objetivos e das circunstincias particulares, um modelo matematico pode ser mais adequado do
que outros. Por exemplo, em problemas de controle 6timo é vantajoso usar uma representagao
em espago de estados. Por outro lado para andlise da resposta transitéria ou resposta em
freqliéncia de sistemas monovaridveis (uma entrada e uma saida) lineares e invariantes no tempo,

a representacdo através da fungdo de transferéncia pode ser mais conveniente que qualquer outra.

Equacgdo Matemdtica

mi(t)+ cx(t)+ kx(t) = £(¢)

Figura 2.1. Modelagem matematica de um sistema dinamico.

AV,
AVAVEY

Tk
2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1 17

18



Quando o modelo de um sistema mecanico respeita as propriedades de aditividade e de
homogeneidade. diz-se que este sistema € linear. Embora na realidade todo sistema seja nao
linear, € razoavel assumir modelos lineares por varios motivos. O principal deles € que existe
uma vasta gama de ferramentas de projeto para sistemas lineares. Dentro de certas regides um
sistema dinamico pode ter comportamento puramente linear ou as ndo linearidades podem ser

aproximadas por um sistema linear.

2. Um sistema com entrada u e saida y, tem a propriedade de aditividade se,

T{ll] }: A&

2. Um sistema com entrada u e saida y, tem a propriedade de homogeneidade se,

Tlau} = ay, Va constante, a € R (2.3)

Quando um sistema nao respeita alguma das propriedades anteriores, ele € dito ndo linear.
Recomenda-se que o projeto de sistema de controle sempre seja iniciado considerando modelos
lineares. Algumas teorias de controle, como o controle robusto, sdo utilizadas para considerar
alguns casos em que as ndo linearidades nio sio consideradas. E certo que muitas vezes o
desempenho de um sistema de controle robusto € inferior ao de um sistema 6timo. Ha tambem
que se considerar o projeto de controladores ndo lineares pode ser, em alguns casos, mais
vantajoso economicamente, ja que componentes que respondem linearmente dentro de uma
ampla faixa de amplitude sdao mais caros que componentes ndo lineares.

As abordagens de projeto de sistemas de controle lineares podem ser divididas em:

- Dominio da trequéncia;

- Dominio do tempo.
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A primeira € conhecida também como controle classico e tem suas técnicas
desenvolvidas em torno da transformada de Laplace. A segunda abordagem trata do estudo de

sistemas no dominio do tempo e geralmente € conhecida como controle moderno.

2.1. Modelagem no dominio da freqiiéncia de sistemas SISO

O principio basico da modelagem no dominio da freqiiéncia € a chamada fungdo de
transferéncia. Uma funcdo de transferéncia de um sistema SISO relaciona os sinais de entrada
com os sinais de saida.

Esta relagdo. chamada de fun¢do de transferéncia de um sistema, é escrita em termos da

transforma de Laplace conforme a equagio

(s) b, +bs+--+bs

(s) i a,+as+-+ GPSP

Sendo que ¥(s) e U(s) sdo as transformadas de Laplace dos sinais de saida e entrada
respectivamente. As raizes do polindmio do numerador da fungdo de transferéncia sdo chamadas
zeros do sistema e as raizes do polinomio do denominador sdo chamadas de polos do sistema.

Os polos estdo relacionados com a estabilidade do sistema e sua posi¢ao no plano
complexo indica se o sistema € estavel ou ndo.

Os sistemas dinamicos fisicos em geral sdo representados por fungdes de transferéncia

estritamente proprias, isto e,

lim H(s)=0

S

Em outras palavras o grau do polindmio do denominador € sempre maior que o grau do
polindmio do numerador da fun¢do de transferéncia.
Para analise em frequéncia de uma fung¢do de transferéncia, basta avalia-la em termos de

SO ; . 12
valores imaginarios, s = jo. sendo que j = (-1) .
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O comportamento de um sistema quando excitado harmonicamente com uma freqii€éncia
@ €é chamado de resposta em freqiiéncia do sistema ou FRF. A figura 2.2 ilustra o

comportamento de um sistema quando excitado harmonicamente.

sen( at) H(] (0) Ay sen(at+g)

Figura 2.2. Diagrama de blocos da resposta em freqiiéncia de um sistema.

O termo Ay € um escalar e é chamado de ganho do sistema; ¢ é fase entre a entrada e a

saida do sistema.

2.2. Modelagem no dominio da freqiiéncia de sistemas MIMO

Os sistemas de uma entrada e uma saida (SISO) sdo na verdade um subconjunto de
sistemas de multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO). Os sistemas MIMO podem ser
representados através de uma matriz de fungdes de transferéncia H. O elemento H(s) da matriz

representa a fungio de transferéncia entre a entrada uj() e a saida y,(¢) do sistema. De forma que,

y(s)=[H(s)u(s) (2.6)

H(.S)n H(‘.Y)lr

[H (s‘)] = :
H(S)ml H(S)mr

O numero de linhas da matriz de fungdes de transferéncia corresponde ao nimero de
variaveis de saida do sistema, enquanto que o numero de colunas da matriz corresponde ao

numero de variaveis de entrada do sistema.

2.3. Modelagem no dominio do tempo
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A teoria de controle moderno utiliza como base a formulagdo de sistemas no dominio do
tempo, também conhecida como representagdo em espago de estados. A vantagem desta

formulagdo € especialmente mostrada para controladores de sistemas com multiplas entradas e

multiplas saidas (MIMO), que sio os sistemas que utilizam mais que um sensor/atuador. A

formulag@o no espaco de estados é também utilizada no projeto de sistemas com uma entrada e
uma saida (SISO). Abaixo sdo descritas, de forma sucinta, as variaveis utilizadas nesta

formulagdo (Ogata, 1982).

Estado
O estado de um sistema dindmico é definido pelos valores do menor conjunto de
varidveis que, em conjunto com as entradas do sistema determina completamente o

comportamento do sistema.

Variaveis de Estado

As variaveis de estado de um sistema dindmico s3o as grandezas cujos valores determinam

o estado do sistema.

Vetor de Estado
Se n variaveis sdo necessarias para descrever completamente o comportamento de um
dado sistema, entdo estas » variaveis de estado podem ser consideradas n componentes de um

vetor x. Tal vetor é chamado de vetor de estado.

Espaco de Estado
O espago n-dimensional cujos eixos coordenados consistem nos eixos Xi,Xz,...,Xn €
chamado de espago de estados. Qualquer estado pode ser representado por um ponto no espago

de estados.

Para se obter a representagdo em espago de estados de um sistema de ordem n, €
necessario escrever este sistema em » equagdes diferenciais de primeira ordem. Assim cada
variavel dindmica € uma variavel de estado.

A forma genérica de um sistema descrito na forma de espago de estados € descrita pela

equagao (2.8).
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i {i(f) = f[x() u(r)./]
|y(e) = gx(e)u(r).]

sendo x € R" o vetor de estados, u € R’ o vetor de entradas, y € R" o vetor de saidas e n a

ordem do sistema.

2.3.1. Equagao de estado para um sistema linear invariante no tempo

Para sistemas lineares invariantes no tempo a equagdo na forma de espago de estados

pode ser reduzida da equagéo 2.8 para,

) ji(r) = Ax(r)+ Bu(r)

ly(¢) = Cx(r) + Du(r)

Na equagdo 2.9,

A : Matriz de estados [# x #]

B ; Matriz de entradas [1 x 7]

G : Matriz de saidas [m x n]

D : Matriz de entradas diretas [m x r]

A representagdo em diagrama de blocos de um sistema linear invariante no tempo na

forma de espago de estados € mostrada na figura 2.3

DY
e

Figura 2.3. Representacio genérica em diagrama de blocos de um sistema em espaco de estados.
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2.4. Equacio de estado para sistemas mecanicos lineares

A equagdo diferencial que descreve o movimento de um sistema mecanico pode ser
obtida, considerando que o sistema tem parametros concentrados, através das leis de Newton,
equagoes de Lagrange ou outro método que seja conveniente.

Todos os métodos convergem para a equagao diferencial de segunda ordem, que pode ser

escrita na seguinte forma geral linear e invariante no tempo(Valer, 1999),
M{G(0)j+ (D, +Gglr)}+(S + C fglo) = U/ (1)}
Na equagdo 2.10,

M=M’ : Matriz de massa ou matriz de inércia
D,=D, : Matriz de amortecimento viscoso
G=-G’ : Matriz giroscopica

S=§' : Matriz de rigidez

C=-C/ : Matriz circulatoria

1q(1)} ; Coordenada generalizada

LA ; Forga externa generalizada

Apenas as matrizes de massa, amortecimento viscoso e rigidez sdo formuladas quando se
considera sistemas mecanicos mais simples. Além disso, a matriz de massa ¢ sempre definida
positiva.

A representa¢do na forma de espago de estados do sistema descrito pela equagdo 2.10 €

dada por,

_ : 0 I ; 0 |
[x(r)]=;__ M) (N +G)_;[’( ) [“ ]J[f(r)]
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2.5. Representacio de incertezas no modelo

A ideia de sistemas dinamicos incertos € central para a teoria de controle robusto. Para
propositos de projeto, o comportamento dinamico possivel de sistemas complexos deve ser
aproximado para modelos de complexidade relativamente baixa. A diferenga entre estes modelos
e o sistema real ¢ chamada de incerteza do modelo. Outra causa de incerteza € O
desconhecimento de alguns componentes do sistema, ou a mudanga de seu comportamento
devida a alteragdes de operagdo. Finalmente, incertezas podem ser originadas de parametros
fisicos que se alteram com o tempo. Note que a incerteza do modelo deve ser distinguida de
agoes exogenas como disturbios ou ruido originado das medidas (Gahinet et al., 1995).

Devido as incertezas de modelo dois principios devem ser considerados:

- A incerteza deve ser pequena onde alto desempenho € requerido (compromisso entre

desempenho e robustez). Em outras palavras, o modelo linear deve ser suficientemente

exato na banda de controle.

- Quanto mais informagdo se tenha sobre a incerteza (fase, estrutura, invariancia no

tempo, entre outras), melhor sera o desempenho.

Existem duas classes principais de incertezas:

- Incertezas dinamicas. que consistem em componentes dinamicos omitidos no modelo
linear que causam variagdes no comportamento dinamico durante a operagdo. Por
exemplo, modos flexiveis a altas freqiiéncias, ndo-linearidades devido a entradas

excessivas e variagdes lentas no tempo.

- Incertezas de parametros, que se originam na imprecisio dos valores dos parametros
fisicos, ou nas variagdes desses pardmetros durante a operagdo. Exemplos destes tipos de
incerteza incluem os coeficientes de rigidez e amortecimento em sistemas mecanicos.
coeficientes aerodinamicos em equipamentos de vOo e capacitores e indutores em

circuitos elétricos.

O modelo nao € capaz de emular perfeitamente o comportamento de um sistema real para

todas as faixas de operag¢do. Alguns modelos conseguem ser mais fiéis ao sistema do que outros
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para a faixa de operagdo, entretanto, nao estdo livres de erros. Os erros sdo inseridos no modelo
devido a alguma aproximagdo ou uma dindmica que ndo foi considerada. Entretanto, € possivel

representar estas incertezas. Existem duas classes basicas de representa¢do de incertezas.

- Incertezas estruturadas;

- Incertezas ndo estruturadas.

2.5.1. Incertezas estruturadas

Como o proprio nome diz, as incertezas estruturadas estdao relacionadas com a estrutura
do sistema e na maioria dos casos estdo relacionadas com varia¢gdes nos parametros da planta.
Como um exemplo destas incertezas se pode citar as variagdes nas frequéncias naturais do
sistema. Para um sistema descrito na forma de espago de estados, estas incertezas podem ser
representadas como variagdes nas matrizes do sistema. Um exemplo € quando existe um tipo de
incerteza estruturada na matriz de estados do sistema, esta pode ser representada por AA e a

matriz de estados passa a ser escrita por,

A=A +AA

Na equagdo 2.13 o termo Ao € chamado de matriz de estados nominal, ja a matriz
dinamica A € a matriz de estados real e € desconhecida.

A incerteza pode ser escrita do seguinte modo,

comla,|<a,,

Para sistemas descritos no dominio da freqiiéncia, as incertezas sdo escritas em termos de

varia¢do dos polos e zeros do sistema nominal.

Modelos politopicos para representacio de incertezas estruturadas

Séo denominados sistemas politopicos os sistemas lineares variantes no tempo:
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x(t)= A(t) x(r)+ B(t)ulr)
y(t)= C(l)x(t)+ D(7)ulr)

cuja matriz do sistema S(t), dada por:

[AQ) B()
S“"[c(:) D(1),

esta matriz varia com um numero fixo de matrizes politopicas, isto €,

8(1) =.8....8. )= {ia,S, a, 20,20:, = l}

sendo Si,...,Sk os sistemas vértices, dados por

Em outras palavras, S(t) € uma combinagdo convexa das matrizes dos sistemas Sj,...,Sk.

Os nameros ndo negativos a,,...,a, sdo chamados de coordenadas politopicas de S.

Modelos a parametros-dependentes afim para representacio de incertezas estruturadas

As equagdes dos sistemas sempre envolvem incertezas ou variagdo de coeficientes no
tempo. Quando um sistema € linear, este naturalmente da origem a um modelo parametro-

dependente na forma.

x=A(px+B(ph
y=Cl(pk

As matrizes A(-), B(-) e C(-) sdo fungdes conhecidas de algum vetor de parametros
p=(pr....pn). Estas equagdes geralmente sdo originadas de equagdes do movimento, equagdes de
circuitos eletricos. etc. ...

No caso desta dependéncia tem-se

AV
AVAVEY

Tk
2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



Alp)=A, +pA ++pA,, B(p)=B,+pB +-+pB,

Os modelos a parametros-dependentes afim sdo adequados para utilizagdo em analise €
sintese baseadas nas fungdes de Lyapunov. A representagdo de incertezas na forma de politopos
€ encontrada em muitos problemas de controle. Além disto, modelos dependentes de parametros

podem ser transformados em modelos politopicos equivalentes

Quantificacdo da incerteza de parimetros

A incerteza de parametros € quantificada como uma faixa de valores do parametro e
possivelmente as taxas de variagOes destes parametros. A incerteza de parametros pode ser
descrita como uma caixa no espago de parametros. Isto corresponde ao caso onde a incerteza ou
o parametro variante no tempo p; esta dentro de uma faixa de dois valores extremos

determinados empiricamente, ou seja

p, € E;‘] (2.21)

sendo que p, e p, sdo os valores minimo e maximo, respectivamente. Se p = (p,,....p,) € um

vetor com todas as incertezas de parametros, a equa¢ao (2.21) delimita um hiperretangulo no

espago de parametros R” chamada de caixa de parametros (parameter box).

Exemplo 2.1. Considere o exemplo de um sistema mecanico massa-mola com incerteza na
massa m e na rigidez k. A variagdo destes pardmetros ¢ representada pela equagdo 2.22, onde

sdo fornecidos os valores minimo e maximo, respectivamente.

me[12]  k<[90.110] (2.22)
O vetor de parametros correspondente p (mk) fornece a caixa de pardamelros

mosirada na figura 2 4.
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Figura 2.4. Representacio de incertezas no espaco de parimetros.

2.5.2. Incertezas ndo estruturadas

Incertezas que ndo podem ser representadas como fungdo de um parametro especifico sdo
classificadas como incertezas ndo estruturadas. Geralmente € uma forma de se representar a
dinamica ndo modelada, como, por exemplo, o truncamento das altas freqiéncias de um sistema

mecanico. As incertezas ndo estruturadas podem ser descritas em termos de suas amplitudes.

Quantificacio de incertezas nio estruturadas: incerteza com norma limitada

Limitantes de normas especificam a quantidade de incertezas em termos de ganho RMS.
E necessario lembrar que ganho RMS ou ganho L, de um sistema BIBO (do inglés: Bounded
Input — Bounded Output) estavel € definido como a méaxima razio entre as entradas e saidas do

sistema,

na equag¢ao 2.23,

E:]W”I,: = J:wr wdlt

Limitantes de normas também sdo importantes para quantificar incertezas parametricas.

Por exemplo. um parametro incerto pode ser representado como
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com p, 0 parametro nominal e dyay © desvio relativo de p.
Quando A(s) é um sistema linear invariante no tempo, a incerteza pode ser especificada

através de limitantes da forma

W6, <

sendo que W(s) é um filtro de conformagdo da incerteza que permite caracterizar incertezas

dependentes da frequéncia.
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Capitulo 3

FUNDAMENTOS DE CONTROLE DE
ESTRUTURAS FLEXIVEIS

O controle de estruturas flexiveis consiste na analise dindmica em conjunto com a teoria
de controle. A analise dindmica pode ser realizada através da aproximagio por elementos finitos
(Bathe, 1995). A teoria de controle esta disponivel em varias técnicas encontradas na literatura.
Existem duas teorias distintas para o controle de vibragio. Uma € realizada no dominio da
Jfreqiiéncia, chamada de controle classico, enquanto a outra € realizada no dominio do tempo,
chamada de controle moderno. A técnica de controle no dominio da frequéncia é dominada por
ferramentas analiticas e € muito popular devido a quantidade de ferramentas de projeto
disponiveis (Ogata, 1982)(Dorf, 2000).

Para um dado sistema, a teoria classica baseia-se na relagdao entre a entrada e a saida de
um sistema dinamico. O controle moderno foi motivado pelo rapido avango computacional da
ultima década. O comportamento do sistema € descrito por um conjunto de variaveis sobre o
dominio do tempo. A entrada procura controlar cada variavel para satisfazer os requisitos
especificados. Cada um dos métodos tem vantagens e desvantagens e devem ser escolhidos de
acordo com o problema presente. O controle ativo de estruturas flexiveis €, principalmente,
representado pelo controle de vibragdo utilizando componentes mecanicos, elétricos e/ou
eletromecanicos.

Estruturas flexiveis sdo compostas por sistemas com parametros distribuidos e o
comportamento dinamico tem dimensdo infinita. Evidentemente, os sistemas de dimens@o
infinita ndo sdo praticos para projeto na teoria de controle. Aproximagdes matematicas, como
analises por elementos finitos sdo utilizadas para obten¢ao de sistemas de dimensdes finitas que
se aproximam dos sistemas reais. Antes de iniciar o estudo sobre a analise dindmica de sistemas
de controle € necessario compreender a diferenga entre o controle ativo e passivo e introduzir a
teoria basica de estabilidade.

A teoria da estabilidade € um conceito chave para o entendimento do controle de um
sistema dinamico. A teoria da estabilidade de Lyapunov tem sido considerada como sendo um

principio basico para compreensdo da estabilidade de um sistema dindamico (Kwon, 2000).
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3.1. Sistemas de controle passivo e ativo

O controle ativo pode mudar o estado de um sistema, ou estrutura, exposta a excitagdes
primarias pela aplica¢do de entradas secundarias, como atuadores de for¢a. O controle ativo pode
assim ser distinguido do controle passivo, que nido utiliza entradas secundarias. O sistema a ser
controlado €, geralmente, chamado de planta e as entradas secundarias sdao dirigidas tanto por
sensores de referéncia, no controle de alimentagio direta (feedforward) ou sensores de erro no
controle por realimentagdo (feedback). As figuras 3.1 e 3.2 ilustram o esquema do controle

passivo e ativo, respectivamente (Lee, 2000).

Entrada

Figura 3.1. Diagrama de blocos do controle passivo.

Entrada

Primaria I PLANTA Saida

| ATUADOR |¢—| CONTROLADOR

Figura 3.2. Diagrama de blocos do controle ativo.

Geralmente no controle de vibracdes deterministicas o controle de alimentag¢do direta €
empregado com maior freqiiéncia, que € o caso, por exemplo, de controle utilizando modelo de
referéncia.

Para o caso de vibragdes aleatorias o controle de realimenta¢do (feedback) € mais
utilizado. Além disto, quando se projeta um sistema de controle de vibragdo € necessario definir
se o controle sera global (em todo o sistema) ou em determinadas regides. O controle ativo de
vibragdo pode ser classificado, de acordo com a estratégia, tipo de distirbio e objetivo, conforme

a figura 3 3.
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CONTROLE ATIVO DE VIBRAGAO
Estratégia de Controle Disturbio Objetivo

pet e il AW

Realimentagido Alimentagdo Deterministico Aleatério | | Controle Controle
Direta Global Local

Figura 3.3. Classifica¢do do controle ativo de vibragio.
3.2. Teoria da Estabilidade

A teoria da estabilidade de Lyapunov € uma das ferramentas mais utilizadas na analise da

estabilidade e projeto de sistemas de controle de um sistema dindmico.

DEFINICAO 3.1 - ESTABILIDADE. Considere um sistema ndo linear na forma geral

x = f(x,1) x(t) = x, 3.1)
x é um vetor e f{x,f) representa uma fun¢do ndo linear. Este sistema é estavel no sentido de
Lyapunov com respeito a um estado de equilibrio se para um dado valor € > 0, existe um numero
8(g,t,) > 0 paraque || x(¢) || <€ paratodo t> t, e || x(¢y) || <d.
A condi¢dio anterior implica que a magnitude x(f) permanece em um valor finito pequeno
na presenga de pequenas perturbagdes iniciais. Nesta defini¢do incluem-se também oscilagdes de

movimento ndo amortecidas.

DEFINICAO 3.2 - ESTABILIDADE ASSINTOTICA. Um sistema é assintoticamente estdvel se ele

satisfaz as condigdes de estabilidade e limux(r]i =0.
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A estabilidade assintética implica que um vetor de estados converge ao ponto de
equilibrio no regime permanente. As curvas de resposta no tempo de um sistema estavel € um

sistema assintoticamente estavel sdo mostradas na figura 3.4.

Tamgo

(@) (b)

Figura 3.4. Resposta temporal de sistema estivel (a) e assintoticamente estivel (b).

3.3. Teoria da estabilidade de Lyapunov

O segundo método da estabilidade de Lyapunov utiliza uma fungdo de energia ndo
negativa de um dado sistema. Se a fungfo de energia decresce sempre, entdo o sistema é estavel

no ponto de equilibrio. Em outras palavras, a energia deve ser minima no ponto de equilibrio.

TEOREMA 3.1 - Assumindo V(x) uma fungdo de energia, ou a fungdo de Lyapunov, com V(0) =
0 e V(x)>0 para qualquer x = 0. O sistema é estavel se V(x) > 0 e V(x)< 0 para todos os

valores de x. Se V(x) < 0 entdo o sistema é assintoticamente estdvel.

E importante entender que niio se pode apresentar nenhuma conclusio sobre o segundo
método de Lyapunov sem que exista uma fungdo de Lyapunov. Neste caso € necessario
encontrar uma fungdo de Lyapunov ou aplicar o teorema da instabilidade de Lyapunov que ndo €
discutido aqui. Um inconveniente da teoria de Lyapunov € que ndo existe uma forma sistematica
de encontrar uma fungdo candidata para verificar a estabilidade. Como serd explicado mais a

frente, o segundo teorema da estabilidade de Lyapunov é também utilizado para projetar
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sistemas de controle; a lei de controle busca minimizar a fungdo de Lyapunov para supressao ou

atenua¢do do movimento de um sistema.

EXEMPLO 3.1 - Considere um conjunto acoplado de sistemas de primeira ordem dados por,

Xy =X — X, (x; - x:)

O interesse é verificar a estabilidade do sistema. O ponto de equilibrio do sistema pode

ser obtido de

Baseado no unico ponto de equilibrio (x,,x;) = (0,0) seleciona-se uma fungdo de

Lyapunov tal como V' = x; +x3, que é sempre positiva. A derivada no tempo da funcdo de

Lyapunov em conjunto com as equagoes do sistema fornece,

I'(.r_} é sempre negativa, e o ponto de equilibrio (x,,x;) = (0,0) é assintoticamente estavel.

EXEMPLO 3.2 - Considere-se um sistema simples de segunda ordem no qual a equacdo do

movimento ¢ dada por,

mi+cq+kq=0

sendo que m 0, ¢ 0ek 0. Existem muitas formas de se analisar a estabilidade do sistema
acima. Com o intuito de aplicar a teoria de Lyapunov. transforma-se a equacdo acima em um

conjunio de equagoes de primeira ordem,
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sendo x\ = ¢, x2 = . Escolhendo uma fungdo de Lyapunov,

V(x)= %(mr +ke?)

a derivada no tempo da fungdo de Lyapunov torna-se
V(x)= mx,%, + ke %, =-cx:
Nota-se que x> pode ser instantaneamente zero, mas so converge para zero ho regime

permanente. Além disto pode-se dizer que se ¢ = 0 o sistema nunca sera assintoticamente

estavel.
3.4. Estabilidade de sistemas de primeira ordem

Considere um sistema linear de primeira ordem dado por,

X = Ax (3.2)

sendo x um vetor de tamanho » x 1. Com o objetivo de verificar a condigdo de estabilidade para

este sistema. escolhe-se a seguinte fun¢ao de Lyapunov,
U =x"Px

a derivada no tempo da fun¢do de Lyapunov se torna,

(7= Pxex Pi=x (ATP+ PAK
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para estabilidade deste sistema. requer-se que

A'P+PA=-Q

sendo Q uma matriz definida positiva satisfazendo a propriedade x"Qx >0 para todo x =0 e

Q = Q' . Desta forma.

U=-x"Qx<0

Assim, formula-se um teorema para estabilidade de um sistema linear.

TEOREMA 3.2 - O sistema linear x = Ax ¢ estavel se e somente se, existir uma matriz definida

positiva P que satisfaca a equagdo 3.5 para uma dada matriz definida positiva Q.

EXEMPLO 3.3 - Assumindo o sistema de dois graus de liberdade.

para analisar a estabilidade do sistema primeiro se admite uma matriz Q definida positiva da

equagdo 3.3, tal como,

p PO 1
!

p. pi-2 -1]

—

A matriz P resultanie ¢ dada dado por
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Pode-se provar que a P é definida positiva, e desta forma o sistema é estavel.

3.5. Estabilidade BIBO

A definigao de estabilidade de Lyapunov somente se aplica a sistemas que estdo na
auséncia de perturbagdes externas. Quando existe uma entrada no sistema, esta deve ser levada

em conta na analise de estabilidade deste sistema. A estabilidade BIBO € enunciada a seguir,

DEFINICAO 3.3 - Quando um sistema esta sobre excitagdo externa de magnitude limitada, ele ¢

chamado de BIBO estavel se a saida deste sistema também ¢é limitada.

3.6. Estabilidade de sistemas de miiltiplos graus de liberdade

Nas segdes anteriores foram apresentados conceitos de estabilidade. E necessario agora
estender estes conceitos para sistemas linearizados de multiplos graus de liberdade, os quais sao
originados da analise por elementos finitos. Entender estabilidade de sistemas de multiplos graus
liberdade € essencialmente importante para compreens3o e projeto de sistema de controle por

realimentagao.

3.6.1. Sistemas sem amortecimento

Utilizando a teoria da estabilidade de Lyapunov se deseja analisar a estabilidade de um
sistema de multiplos graus de liberdade linearizado. Considerando um sistema dinamico de
dimensdo »n, que € geralmente obtido da analise por elementos finitos, a equagdao governante do

movimento do sistema sem amortecimento € descrita por

Mq +Sq = Fu
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Sendo M a matriz de massa, S a matriz de rigidez, q o vetor de coordenadas
generalizadas. F a matriz de influéncia da entrada e u o vetor de entradas de controle. No caso de
ndo existir esforgos externos, a vibragdo livre € satisfeita por

Mq+Sq=0

€ a solug@o do sistema da equagdo 3.8 € puramente senoidal.

q(’) = ick {¢’; }ermﬁ

{{é‘_} e @, sao parametros do sistema. A estabilidade do sistema, equacdo 3.8, pode ser provada

de varias maneiras. Uma delas ¢ a teoria de Lyapunov. Considerando o fato de que a energia
cinética mais a energia potencial € um indicador direto da energia do sistema. uma fun¢do

candidata de Lyapunov € dada por,

B S
U:Eq Mqrgq Sq

A fungdo de Lvapunov € sempre positiva, ({/ > 0), desde que as matrizes de massa e rigidez

satisfacam,
x' Mx > 0, x'Sx>0

para x = 0 e matrizes simétricas de massa e rigidez.
A derivada da fungdo de Lyapunov (equagdo 3.10) em conjunto com a equagao
fornece

.
i

U/ =q"(Mg+Sq)=q Fu

na auséncia de forgas de entrada. isto € u = 0. a equagao 3.12 se torna,
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ou U =constante (3.13)

Em outras palavras. a energia do sistema é conservada e o movimento € do tipo
puramente senoidal. E importante notar que a estabilidade nio depende propriamente dos
parametros do sistema, isto €, a massa e a rigidez, foram tiradas da analise na equagdo 3.12.
Quando se desejar projetar uma lei de controle, projeta-se u de forma que o sistema seja

estabilizavel, entdo uma possivel solugdo para o sistema € selecionar u tal que,

U<0

em outras palavras, a energia decresce em torno do ponto de equilibrio com uma escolha correta

da forca de controle.

3.6.2. Sistemas com amortecimento

A forma linearizada da equagdo do movimento de um sistema com amortecimento €

descrita por.
Mq+D_q+Sq=Fu (3.15)
sendo que D, € a matriz de amortecimento n3o negativa definida. O sistema € intuitivamente

estavel devido ao termo de amortecimento introduzido. Para venficar a estabilidade deste

sistema. escolhe-se uma fungdo candidata de Lyapunov,

ff=}¢1m+§q%q

A derivada da func¢do de Lyapunov com relagido ao tempo se torna

("=q (M4 ~Sq)
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Utilizando a equagido do movimento 3.15, pode-se obter

U=q"(-D,q+Fu)

Na auséncia de forgas externas, a derivada da fun¢ido de Lyapunov torna-se,

U=-4"D,g (3.19)

Se a matriz de amortecimento € definida positiva entdo a derivada da fungdo de
Lyapunov se torna sempre menor que zero e o sistema € assintoticamente estavel. No caso da
matriz do sistema ser somente semidefinida, entdo a estabilidade assintotica do sistema nio ¢é
garantida. Neste caso deve-se utilizar outra técnica, ou outra funcdo de Lyapunov para

verificagdo da estabilidade.

3.7. Andlise de sistemas de segunda ordem

Os sistemas de segunda ordem geralmente s3o utilizados para explicar conceitos e
fundamentos sobre respostas de sistemas com maior grau de complexidade. De fato. a maioria
dos sistemas dinamicos pode ser explicada por um modelo de segunda ordem. Um dos exemplos
tipicos € o sistema de segunda ordem massa-mola-amortecedor com a seguinte equag¢do do

movimento.
mq(t)+cq(r)+ kqle)= £(r)

Sendo f{7) a for¢a externa aplicada na massa. Dividindo os dois lados da equagdo 3.20

pela massa. tem-se.

ano e Yurn (#5Y t
Gle)+ = g+ = q( )=—(-2
m) m) m

Pode-se entdo definir dois novos parametros.
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Sendo que ©, € a freqiiéncia natural e { é a razdo de amortecimento. Além disto.

¢, =2+/mk ¢ a razao de amortecimento critico. Desta forma, pode-se reescrever a equagao 3.21

como,
G+20w,q + g = 0,F()

sendo que (1) = fit)/k. A solugdo da equagdo acima pode ser obtida através da transformada de
Laplace, considerando nulas as condigdes iniciais. Isto € motivado pelo fato de que para sistemas

lineares, a condigdo de estabilidade € independente das condigdes iniciais.

(s: +2{w,s +; k_)(s) =’ F(s)

Desta forma,

Sendo que O(s) = L[¢(1)] e F(s) = L [F(#)] as transformadas de Laplace da saida e entrada
respectivamente. Igualando o denominador da fun¢do de transferéncia a zero se obtém a equagdo

caracteristica,
s*+20w,s+w. =0
.

A solugao da equagao 3.26 € dada por,

512 =00, +0,C -1
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As raizes da equagdo caracteristica sao projetadas no plano convexo como mostra a figura
3.5. O comportamento dinamico € dependente da magnitude da razio de amortecimento e da

frequéncia natural.

Figura 3.5. Raizes caracteristicas de um sistema de segunda ordem.

3.8. Descricio na forma de espa¢o de estados

Em geral as equagdes do movimento de sistemas dindmicos podem ser representadas por

equagdes diferenciais de segunda ordem. A modelagem por elementos finitos também resulta em
equagOes diferenciais de segunda ordem. A solugido analitica de equagdes do movimento de

segunda ordem ¢ equivalente a resolver uma equagdo diferencial ordinaria. Por outro lado, a

descri¢do em espago de estados reduz a equagdo para primeira ordem. Esta formula¢do tem

algumas vantagens se comparadas as solugdes das equagdes de segunda ordem.

Considere um sistema dipamica de segunda ordem,
Mg+D q+Sq=Fu
Pode-se escrever a seguinte relagao,

_dlal_] q

Cdr gl -M'D.q-M'Sq-M 'Fu

0 I q [ 0 ]
| . R T . u
-M7'S -M'D_|lq) [MF|

= Ax + Bu
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Em outras palavras, reescreve-se a equacdo diferencial de segunda ordem em equagoes
diferenciais de primeira ordem. através da inser¢do de um vetor x. chamado de vetor de estados.
Entretanto, o tamanho do sistema aumenta se comparado com o sistema original. A

representagao grafica da forma em espago de estados de primeira ordem ¢ dada na figura 3.6.

A

Figura 3.6. diagrama de blocos da representagio em espago de estados.

Uma descrigdo genérica de variaveis de estado de um sistema de ordem n envolve n
integradores; as saidas destes sdo as variaveis de estado. As entradas de cada um dos

integradores sdo dirigidas como uma combinagdo linear dos sinais de estado e as entradas
(DeRusso, 1997),

sX, =a, X, (s)+a, X.(s)+---+a, X, (s)+b,U(s)+--+a,U,(s)
sX,=ay X, (s)+an X, (s)+---+a., X, (s)+b,U,(s)+---+a,U,(s)

sX,=a, X (s)+a,X.(s)++a,X, (s)+b,U,(s)+-+a,U,(s)

no dominio do tempo, as equagdes acima forma um conjunto de n equagdes diferenciais de
primeira ordem nas n variaveis de estado e nas entradas. O termo (t) foi suprimido para

facilidade de visualizagao.

dx,

— =@ X, F QX+ ax,
llt -

U'f\‘,

— =, X, TdnX, Teertd, X,
cdt B

c/.\‘_.
— =i
i
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_L{.E
dt

A matriz coluna de variaveis de estado

s 1 s ¢ 7 UNESP

=x =Ax +Bu
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Que podem ser escritas como uma combinagdo linear das variaveis de estado pelas

equagoes,

In""n

lylzqg;+c”n-wu+c x

mnTn

Ur,,, =C % +C, % tortC,, X

y=Cx

3.9. Anadlise por Matriz de Transferéncia

A fun¢do de transferéncia de um sistema representado na forma de espago de estados
pode ser encontrada pela transformagdo de Laplace das equagdes de estado, considerando as

condigdes iniciais nulas. Coletando os termos envolvendo X(s), resulta em

[s1- A]X(s)= BU(s)
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Resolvendo para o vetor de estados

X(s)= [sl - A]'t BU(s)

O vetor de saidas e o vetor de estados sao relacionados da seguinte forma,

Y(s)= CX(s)= C[s1 - A]'BJU(s) (3.44)

a matriz m x i da equagdo 3.44 dentro das chaves, consiste na matriz de transferéncia do sistema.

(H. (s) Hjyls) - H“(s)]
C[.S'l—_—\];B: H(ﬁ) HM(S) H_‘(s)

desta forma pode-se escrever a equagdo 3.44 como
Y(s) = [H(s)]U(s) (3.46)

para o caso especial de um sistema de uma entrada e uma saida [H(s)] se torna uma quantidade

escalar e pode ser escrita como a razdo entre a entrada e a saida de um sistema.

3 Uls;
His)= o)
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A figura 3.7 mostra a representacdo em diagrama de blocos da fungdo de transferéncia de

um sistema.

0 ¥(s)

—_— H(s) ——s

Figura 3.7. Representagiio em Diagrama de Blocos da Fung¢io de Transferéncia.

A fungdo de transferéncia relata em termos algébricos a relagdo entre a entrada U(s) e a

saida ¥(s). O numerador da fun¢do, M(s), e o denominador da fung¢io, D(s), sdo polindmios em s.

= N (S )

H(s) D65

As raizes do denominador, D(s) = 0, sdo chamados de polos do sistema e as raizes do
numerador, N(s) = 0, sdo chamados de zeros do sistema. Os polos do sistema estdo relacionados

com a estabilidade e os zeros geralmente se relacionam com a forma da resposta no tempo.

3.10. Conceitos Basicos do Controle por Realimentacio

Os conceitos do controle por realimentagdo de um sistema podem ser obtidos atraves da

representagao por diagrama de blocos. figura 3.8

U, er(S) 4@_’ G(s) (_.f(sl

S(s)

Sensor

Figura 3.8. Diagrama de blocos de sistema com controle por realimentagiio.

O sistema esta sujeito a trés entradas externas. a entrada de comando U, (s). o disturbio

(s) e o ruido do sensor n(s). As trés entradas atetam o comportamento do sistema. A saida I1s)
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do sistema ¢ medida por um sensor (S(s) =1, nesta analise) e entdo comparada com o sinal de
referéncia. O sinal comparado € chamado de sinal de erro, o qual alimenta o atuador. O atuador
entdo aplica entradas corretivas no sistema. Através da entrada do atuador se espera que o sinal
de erro va a zero assintoticamente. Pode-se obter a relagdo entre a entrada e a saida do sistema,

considerando que,

E(s)=U,_ (s)-Y(s)

desta forma.

H(s)G(s)E(s) = H(s)G(s WU ., (5)- 1 (5))

1) _ HEG0)
U, (s) 1+H(s)G(s)

Similarmente pode-se obter a relagdo entre as fungdes de transferéncia }(s)/d(s) e

Y(s)n(s).

Y(s)  -H(s)G(s)

n(s) 1+ H(s)G(s)

E possivel observar que com o aumento de ganho de H(s), a saida do sistema devido a um
disturbio € diminuida, enquanto que saida devida a um ruido no sensor € aumentada. A
realimentagdo produz uma nova fun¢do de transferéncia e uma nova equagdo caracteristica

correspondente.

1+ G(s)H(s)=0
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A nova fungdo de transferéncia € chamada de fungdo de transferéncia de malha fechada e
o sistema correspondente ¢ chamado de sistema em malha fechada. A solugdo da equagdo
caracteristica do sistema determina se ele sera ou ndo estavel. A estabilidade em malha fechada
nao depende somente de H(s), mas também de G(s).

Pode-se também encontrar as fungdes de transferéncia que relacionam o erro com as

entradas do sistema, de modo que a partir da equagdo 3.49, tem-se,

De forma analoga o erro devido a um disturbio e a um ruido no sensor € dado por.

E(s) -1

ds) 1+ HG)G()

E(s) _ H(s)G(s)
)

n(s

1+ H(.S‘)G(.s‘_)

O erro em regime permanente pode ser obtido utilizando o teorema do valor final

e(x) = lim sE(s)

3.11. Projeto de Sistemas de Controle no Espac¢o de Estados

A lei de controle por realimentagdo tem muitas aplicagdes em sistemas dinamicos. A
idéia basica da lei de controle por realimentagao € ler o sinal de saida do sistema e através dele
criar o sinal do atuador. O vetor de estados do sistema € entdo utilizado para gerar o sinal do
atuador. A lei de controle por realimentagdo tem a vantagem. de que o sistema pode estar
exposto a excitagoes aleatorias.

Considere um sistema de controle descrito na forma de espago de estados a seguir.
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X = Ax + Bu

y=Cx

Na equagdo 3.59 ndo se considera a matriz de entradas diretas D.

A lei de controle por realimentagdo pode ser escrita na seguinte forma,

u=Kx (3.60)

Esta lei de controle ¢ chamada de realimentacdo completa de estados e utiliza todas as
variaveis de estado do sistema. O diagrama de blocos que descreve o controle por realimentagdo

no espaco de estados € mostrado na figura 3.9.

K

Figura 3.9. Diagrama de blocos do sistema com realimentaciio de estados.

Como visto na figura 3.9, o sistema de controle com realimentagdo completa de estados
requer o conhecimento de todos os estados do sistema. Muitas vezes 0 acesso a todos os estados

do sistema ndo e disponivel devido, por exemplo, ao numero de sensores disponiveis. Um outro

fator. tambem importante, no projeto de sistema de controle no espago de estados € saber se

todos os estados podem ser controlados. Assim € necessario definir dois conceitos importantes
no projeto de sistemas de controle por realimentagio no espago de estados que sdo

controlabilidade e observabilidade.

3.12. Controlabilidade
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DEFINICAO 3.4 - Um sistema dindmico descrito na forma de espago de estados é dito controlavel
se, para todo instante x(0) = xo , t, > 0 e estado final x,, existe uma entrada u(-) tal que a
solugdo do sistema satisfaga x(1,) = x,. Caso contrario o sistema é dito ndo controlavel (Zhou,
1995).

A controlabilidade pode ser verificada utilizando alguns critérios algébricos.

(1) A matriz de controlabilidade C,

c,=|B aB ... A='Bj

tem posto #

(i) A matriz graminiano de controlabilidade

W, = _[:e'\"BBre'\r"dT

¢ definida positiva para todo 1 > 0
(ii1) A matriz
[A-41 B (3.63)

tem posto completo para todoA < C. Esta condigdo é chamada de teste do posto de Popov,

Belevitch e Hautus (PBH).

(iv)  Nio existe autovetor q; de A’ que seja ortogonal a todas as colunas de B. Ou seja. Dado

A’qi = 4 q;, entdo a condigdo: q;'B =0, implica q, =0

(v) Os autovalores de [A~BK] podem ser livremente alocados por uma escolha adequada de

K.
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3.13. Observabilidade

DEFINICAO 3.5 - Um sistema dindmico descrito na forma de espago de estados é dito observavel
se, para qualquer t, > 0, o estado inicial x(0) = xo pode ser determinado pela historia temporal
da entrada u(t) e a saida y(1) no intervalo [0,1,]. Caso contrario o sistema é dito ndo observavel
(Zhou, 1995).

A observabilidade pode ser verificada utilizando alguns critérios algébricos.

(1) A matriz de Observabilidade O;

tem posto »

(i) A matriz graminiano de observabilidade

W, ()= fe"‘r’CrCe“’dr

il

e definida positiva para todo 7 > 0.

(i) A matriz

tem posto » para todo 4 pertencente a C. teste do posto PBH.
(iv)  Nao existe autovetor p; de A que seja ortogonal a todas as linhas de C. Ou seja.

Dado A'pi = 4 pi. entdo a condi¢do: Cp; = 0. implica p, =0

AV
AVAVEY

Tk
2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1 17

18



(vi)  Os autovalores de [A+LC] podem ser livremente alocados por uma escolha adequada de
L.

(vit) O par (AT,CT) € controlavel.

3.14. Estabilizabilidade e Detectabilidade

DEFINICAO 3.3. Um sistema é dito estabilizavel se os modos ndo controlaveis sdo estaveis.

DEFINICAO 3.4. Um sistema é dito detectivel se os modos ndo observaveis sao estaveis.

3.15. Principio da Dualidade

Observando as propriedades de controlabilidade e observabilidade € possivel notar
relacdes entre os dois conceitos. Pode-se dizer que o problema de controlabilidade € dual ao

problema de observabilidade (Zhou, 1997)(Valer, 1999).

DEFINICAO 3.3. Dualidade

Um sistema LT1

¢ dual ao sistema (e vice versa),
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TEOREMA 3.2. O sistema LTI da equagdo 3.68 é controlavel (observavel) somente se o sistema

dual da equacgdo 3.69 for observavel (controlavel).

3.16. Observadores de estado

Quando nio todas as variaveis de estado estiverem disponiveis para medigao, o projeto de
sistema de controle por realimentagdo de estados ndo pode ser feito, a ndo ser que se estime as
variaveis ndo medidas. Processos de derivagdo de variaveis para obten¢do de outras ndo sdo
aconselhaveis, tendo em vista que o processo de derivagdo acarreta decréscimo da relagdo
sinal/ruido do sistema. Dependendo das grandezas com que se trabalha a relagdo sinal/ruido pode
ser comprometida por um simples processo de derivagdo. As variaveis ndo medidas, no entanto,
podem ser estimadas. Um dispositivo, circuito elétrico ou programa de computador que estima
essas variaveis € chamado de observador de estado ou simplesmente observador. Quando todas
as variaveis do sistema sdo estimadas, este observador ¢ chamado de observador de ordem
completa. Quando o numero de variaveis estimadas € menor que o total de variaveis do sistema
este observador é chamado de observador de ordem reduzida.

Basicamente, um observador de estado ¢ um modelo matematico do sistema baseado no

seu comportamento fisico. O modelo matematico € usado para construir o sistema fisico baseado

na leitura de um sensor.

Assumindo um sistema descrito na forma de espago de estados

x = Ax + Bu

y=Cx

O observador dinamico pode ser escrito na seguinte forma

a

x=Ax+Bu+L(y-y)
¥=C
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Sendo L o ganho do observador a ser determinado e y a saida do sensor que alimenta a
dindmica do observador. A representa¢do grafica de um observador dindmico é mostrada na

figura 3.10.

x=Ax+ Bu

Y

x=A%+Bu+L(y-C%)

Figura 3.10. Representacio grifica de um observador dinimico.

Para entender o funcionamento do observador, combina-se as equagdes 3.71 e 3.72 de

modo que,

X-Xx=Ax-Ax-L(y-y)

Introduzindo um vetor de erro definido por
(3.74)

O vetor de erro representa o erro entre o sistema real e o observador dindmico. A

derivada do vetor de erro pode, também, ser escrita considerando que y = Cx por,

é=(A-LC)e (3.75)

A solugdo da equagdo 3.75 pode ser obtida por similaridade com a equagdo 3.2. O vetor

de erro, portanto. € dado por.

e(r)=e'* Ce(0) (3.76)

Como se pode avaliar através da equagdo 3.76 o vetor de erro € dependente do tempo €

sera zero com a escolha apropriada da matriz de ganhos do observador L. Desta maneira o
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sistema (A-LC) sera estavel. Além disto o projeto do observador pode ser feito de forma analoga
ao projeto do controlador considerando o principio de dualidade.

Nos sistemas de controle com realimentagdo de estados, pode-se utilizar os estados

estimados para realimentar o sistema. O esquema de um sistema de controle de realimenta¢ao

que utiliza um observador de estados € mostrado na figura 3.11.

L

Figura 3.11. Sistema de controle por realimentacio de estados utilizando observador,
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Capitulo 4

CONCEITOS DE PIEZELETRICIDADE

O efeito piezelétrico foi descoberto pelos irmdos Jacques e Pierre Curie em 1880. A
observagdo inicial foi a geragdo de carga em um cristal proporcional a uma tensio mecanica
aplicada. Logo apos, o efeito inverso foi mostrado: deformagio geométrica proporcional a uma
tensdo. As propriedades dielétricas do sal Rochelle foram primeiramente observadas por Pockels
em 1894. Vinte e cinco anos depois, Volsek primeiramente observou o ciclo de histerese da
polarizagdo com respeito a aplicagdo de um campo elétrico ao longo de um eixo no cristal do Sal
Rochelle. Em 1935 Busch e Scherrer, na Suécia, descobriram a ferroeletricidade no KDP, que foi
o segundo material da familia dos piezelétricos descobertos durante a década de 40. O potencial
uso comercial dos materiais piezelétricos como transdutores foi reconhecido em 1917.

Durante a segunda guerra mundial, muitas descobertas consecutivas foram feitas. levando
a uma nova onda de desenvolvimentos e aplicagdes. As primeiras descobertas das propriedades
piezelétricas em oxidos refratarios foram feitas em 1941, que foi um passo importante, pois a
maioria dos piezo-elementos comercialmente disponiveis hoje sio baseados em Oxidos deste
tipo.

O proximo passo chave foi a compreensio dos mecanismos da piezeletricidade e
ferroeletricidade nestes materiais. Muitas publicagdes por volta do ano de 1945 reportaram as
propriedades ndo conhecidas do titanato de bario e tentaram explicar o principio fisico em um
nivel molecular. Uma das mais importantes descobertas foi o processo de “poling” em materiais
piezelétricos policristalinos em 1946. Entretanto materiais de um unico cristal sio geralmente
mais caros de serem fabricados e limitados em tamanho.

A maioria dos conceitos para piezo-elementos atuadores foram desenvolvidos durante o
pico das atividades de pesquisa no meio do século XX. Atuadores de pilha de multiplas camadas
e projeto de atuadores de alto desempenho utilizados hoje em dia, também foram desenvolvidos
durante esse periodo (Ikeda, 1996).

Durante a década passada houve grande interesse no estudo de sensores e atuadores

visando o controle ativo de vibragdo. Como ja mencionado. isto faz parte de uma grande area
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denominada Estruturas Inteligentes. Tais sensores sio acoplados a estruturas de forma que
passam a fazer parte e interagir com a estrutura. O emprego de equipamentos piezelétricos como
atuadores (que usa o efeito piezelétrico inverso) e sensores (que utiliza o efeito piezelétricos
direto) € de certa forma atrativo, pois estes elementos podem ser incorporados nas estruturas com
certa facilidade e possuem a propriedade de poderem ser aplicados como sensores e/ou atuadores

(Lopes Jr., 2000).

4.1. Defini¢des de Materiais Ativos

O campo tecnologico dos materiais inteligentes ainda se encontra em pleno
desenvolvimento. O estudo das aplicagdes deste tipo de material comegou nas décadas passadas
¢ vem ganhado o interesse da comunidade cientifica. O termo “materiais inteligentes” também
referido por materiais ativos ou em inglés smart materials é utilizado para descrever um grupo
de materiais que tem propriedades unicas.

Existem muitos materiais que exibem acoplamento eletromecdnico, ou seja, uma
deformagdo resultante da aplicagdo de um campo elétrico sobre o material. Duas classes
importantes desses materiais sio os piezelétricos e os eletro-resistivos. Ambos s3o tipicamente
ceramicos, com exce¢do de alguns polimeros que apresentam comportamento piezelétrico, como
0 caso do PVDF. O conceito que diferencia os piezoceramicos dos eletro-resistivos € a resposta a
aplicagdo de um campo elétrico reverso. Neste caso 0s piezoceramicos apresentam compressao a
aplicagdio de um campo elétrico deste tipo e os eletro-resistivos ndo. A idéia geral do

acoplamento eletromecanico é¢ mostrada na figura 4.1.
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Figura 4.1. llustragfio do efeito direto e do efeito inverso.

A piezeletricidade é definida como uma mudanga na polarizagdo elétrica devida a uma
mudanga na tensdo elétrica aplicada. Isto usualmente ¢ chamado de efeito direto.

O efeito piezelétrico inverso € analogo ao direto, no qual uma mudanga no campo elétrico

produz uma deformagdo. O efeito inverso € utilizado quando o material piezelétrico € usado

como atuador. Para pequenos campos elétricos, existe uma relag@o linear entre a deformagéo e o
campo elétrico. Revertendo este campo, a dire¢do da deformagdo também € revertida. O Quartzo
e o sal Rochelle sdo os materiais piezelétricos que sdo usados mais freqiientemente. Entretanto,
somente 0s materiais relativamente novos, como o PZT, oferecem, atualmente, propriedades que
permitem o desenvolvimento de sistemas estruturais ativos.

A origem microscopica do efeito piezelétrico € o deslocamento de cargas idnicas na
estrutura cristalina. Na auséncia de deformagdes externas a distribuigdo de carga no cristal €
simétrica e o momento dipolo da rede elétrica € zero. Entretanto, quando uma tensdo externa ¢

aplicada, as cargas sdo movimentadas e a distribui¢@o de carga deixa de ser simétrica.

4.2. Materiais Ativos

Para se entender melhor o funcionamento dos materiais ativos, € necessario
primeiramente classifica-los. Uma forma bastante usual de classificagdo dos materiais ativos €

elaborada observando-se as caracteristicas da entrada e saida, figura 4.2.
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AR
Entrada, Estim%o Saida, Respostab

Figura 4.2. Esquema de entrada e saida de um material ativo.

A entrada pode ser, por exemplo, uma mudanga de temperatura ou no campo magnético.
Desta forma o material responde intrinsecamente, por exemplo, com uma mudanga no
comprimento, alteragdo na viscosidade ou na condutividade elétrica. Os materiais ativos
classicos, ja bem conhecidos da comunidade cientifica, sdo caracterizados pelo tipo de resposta
que eles geram, ou seja, uma mudanga no comprimento ou na forma do material.

A entrada ¢ sempre transformada em deformagédo, que pode ser utilizada para induzir
movimento ou dindmica a um sistema. Estes materiais sdo empregados em estruturas mecanicas
e, assim, tornam-se parte dela. Instrumentos que geralmente respondem com uma mudanga no
comprimento sdo geralmente referidos como atuadores, ou atuadores em estado s6lido para ser
mais especifico.

Conservativamente, os materiais ativos podem também ser utilizados como sensores onde
a deformagdo no material permite a geragdo de um sinal que quantifica os seus niveis de
deformagfio. Em resumo os materiais ativos podem ser utilizados como sensores ou atuadores,

dependendo da caracteristica do estimulo a que sdo submetidos.
4.3. Equacdes Constitutivas da Piezeletricidade

As equagdes constitutivas que governam o comportamento eletromecéanico sdo dadas nas
referéncias (Inman, 2000)(Lopes Jr, 2000). Quando se discute elementos isotropicos
(retangulares), como mostrados na figura 4.3, conectados em uma viga, onde a deformagdo na
diregdo 1 é devida a tensdo normal a diregdo 1, as equagdes eletromecénicas se reduzem as

equagdes escalares.
i
S, =51, +dyE,

D, =d,T +&,E,
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Sendo,

S = Deformagdo [.]

E = Campo elétrico (Vm'")

T = Tensdo (Nm™?)

d = constante piezelétrica (mV™' ou CN™")

D = deslocamento dielétrico, i.e., carga por unidade de area (Cm™)

s" = 1/médulo de elasticidade medido com campo dielétrico constante (m*N™").
& = permissividade (Fm™).

Os sub-indices 1 e 3 se referem as dire¢des mostradas na figura 4.3.

Eletrodos

Material Piezelétrico

Figura 4.3. Elemento Piezelétrico (PZT).

4.4. Sensores e Atuadores Piezelétricos para Controle de Vibrag¢ao

Existem dois tipos comuns de materiais piezelétricos que sdo geralmente aplicados no
controle estrutural de vibragdo; ceramicos da familia do PZT (lead zirconate titanate) e
poliméricos como o PVDF (polyvinylidene fluoride). Os piezoceramicos e os piezopolimeros sdo
ambos produzidos, usualmente, em ldminas finas com filmes de metal depositado nas faces
opostas com o proposito de formar um eletrodo. Entretanto, os elementos PZT podem ser
produzidos em vdrias formas como tubos, anéis e semiesferas. Existem também fios fabricados

de PVDF. A tabela 4.1 mostra as propriedades fisicas tipicas do PZT e do PVDF.

Tabela 4.1. Propriedades do PZT e do PVFD.

Propriedade PZT (PC5H) Tipo V1 |
Temperatura de Curie [°C] | 210 '=
Mddulo de Young Longltudlnal [Nm?] | 59,5 x 10°
Constante Dielétrica da [mV“ ] . 212 % 107+
Campo Elétrico Maximo [Vm™'] - 0,4 x 10°
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O PZT ¢ aproximadamente 20 vezes mais rigido do que o PVDF. Um sensor requer
pequena rigidez, para que acrescente minima rigidez local na estrutura em questdo. O atuador
requer alta rigidez para que o acoplamento mecdnico seja efetivo na estrutura. A constante
piezelétrica, que relata a livre deformagdo de um elemento piezelétrico a uma tensdo elétrica

aplicada, é maior em magnitude para o PZT do que para o PVDF. Estas duas propriedades

tornam o PZT um material mais apropriado para ser usado como atuador. Entretanto, 0 maximo

campo elétrico que pode ser aplicado ao PVDF ¢é aproximadamente cem vezes maior que no
PZT. Isto implica que se existe alta tensdo elétrica disponivel, o PVDF pode ser mais atrativo
quando utilizado como atuador. Pesquisadores tém utilizando PVDF como atuadores no controle

de vibragdo, onde multiplas ldminas de PVDF sdo fixas em estruturas simples.

4.5. Atuadores Piezelétricos

Os elementos piezelétricos podem ser configurados para excitar um sistema lateralmente
ou longitudinalmente. Isto depende da forma que a tensdo elétrica ¢ aplicada neles. Se dois
elementos sdo fixos nos lados opostos de uma viga, como mostrado nas figuras 4.4 € 4.5, e a eles
aplicada uma tensdo elétrica em fase (Figura 4.6), resultam forgas no plano nas extremidades dos
atuadores, causando uma excitagdo longitudinal. Entretanto, se for aplicadas tensdo elétrica em
anti-fase (Figura 4.7), resultam momentos nas extremidades dos atuadores, causando movimento

longitudinal, como mostrado nas figuras 4.4 e 4.5.

Fq-—o *—» F

-— i

Figura 4.4. Tensio elétrica aplicada em fase gerando movimento longitudinal.

-« —

Figura 4.5, Tensio elétrica aplicada em antifase gerando movimento lateral.
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Figura 4.7. Elementos piezelétricos ligados em anti-fase.

4.5.1. Atuador de Flexdo

Um atuador vibracional de flexdo € mostrado na figura 4.8. A relagdo entre 0 momento

gerado e a tensdo elétrica aplicada é dada pela equagdo 4.3, (Brennan, 1994).

a Y,b(1+T7)
6+ +127T +87"

i

_EBhk

t
Sendo que 7' = £,
c . ¥ Yib.i

poptp

b e 1 sdo respectivamente a largura e a espessura da viga e os subindices b e p se referem a viga e

ao PZT respectivamente e }” ¢ a tensdo elétrica aplicada.
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Elementos Piezoceramicos

Figura 4.8. Atuador vibracional de flexio.

4.5.2. Atuador Longitudinal

Considera-se o atuador longitudinal mostrado na figura 4.4. Aos elementos
piezoceramicos a tensdo elétrica é direcionada em fase, gerando assim forgas nas extremidades
dos atuadores. A equagdo 4.4 mostra a relagdo entre a tensdo elétrica aplicada e a forga gerada

pelos atuadores (Brennan, 1994).

_24,E,b,
T 6+

F

4.6. Sensores Piezelétricos

Os sensores piezelétricos podem medir deformagdes longitudinais ou laterais. Em ambos
0s casos, a tensdo elétrica gerada pelo equipamento € proporcional a deformagdo espacialmente

integrada pela area que ele ocupa. O sensor tem um modelo elétrico simples, constituido de um
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gerador de carga em paralelo com um capacitor, ou um gerador de tensdo elétrica em série com
um capacitor, como mostra a figura 4.9. A relagdo entre estas variaveis ¢ dada por (Brennan.

1994),

(4.5)

Sendo } a tensdo elétrica gerada em circuito aberto, O a carga elétrica e C a capacitancia
do sensor. A sensibilidade ¢ dependente da forma que o elemento PZT € conectado
eletricamente. A maior sensibilidade pode ser obtida conectando os elementos em série. E isso €
o dobro da sensibilidade de um elemento ou dois elementos conectados em paralelo. Em série ou
em paralelo somente um tipo de movimento pode ser detectado. A detecgdo simultanea de dois

tipos de movimento depende de como sdo conectados os elementos PZT.

— it

Gerador de Carga Gerador de Tensao

Figura 4.9. Modelos equivalentes de um sensor piezelétrico.
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Capitulo 5

DESIGUALDADES MATRICIAIS
LINEARES (LMIs)

O proposito deste capitulo € mostrar a utilizagdo das LMIs em aplicagdes de controle de
sistemas mecanicos. As LMIs tem aparecido como uma nova e poderosa ferramenta na analise e
projeto de sistemas de controle nos maiores eventos da area. Com o desenvolvimento das
técnicas de otimizagdo convexa as LMIs tem se tornado uma importante ferramenta, com muitas
aplicagoes futuras.

Como vantagens da utilizagdo das LMIs podemos dizer que uma grande variedade de
restrigdes e especificagdes de projeto podem ser formuladas por meio de LMIs. Uma vez
descritos nesta forma, os problemas podem ser solucionados por eficientes algoritmos de
otimiza¢do convexa, também chamados de LM/ solvers. Muitos problemas que ndo tem solu¢do
analitica podem ser solucionados por meios numéricos, com garantias de se encontrar uma

solugdo, quando esta existir (Gahinet, 1995).

S.1. Histéria do uso das LMIs

A utilizagdo das LMIs tem inicio em 1890 com a publicagdo da teoria de Liapunov.

Liapunov mostrou que a equagao diferencial

X = Ax (5.1)

€ estavel (isto €, todas as trajetorias convergem para zero) se € somente se existir uma matriz

positiva definida P tal que.

A'P+PA <0
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Esta restricio ¢ conhecida como desigualdade de Liapunov sobre a matriz P, que na
realidade ¢ uma LMI. Além disto, Liapunov também mostrou que esta desigualdade poderia ser
resolvida explicitamente.

Na década de 40, Lur’e, Postnikov dentre outros da ex-Unido Soviética aplicaram o
meétodo de Liapunov em um problema pratico da engenharia de controle. Especificamente para

um problema de estabilidade de um sistema de controle com uma ndo linearidade no atuador.

Entretanto, eles ndo resolveram o problema explicitamente, porém o critério de estabilidade tinha

a formulagdo em LMI. Esta desigualdade era reduzida a desigualdades matriciais que eram
checadas uma a uma.

Na introdugdo do livro de Lur’e pode-se encontrar:

Liste livro representa a primeira tentativa de demonstrar que as idéias expressas 60 anos
atras por Liapunov, que até recentemente pareciam ndo ter aplicagdes praticas, estdo agora por

se tornar um meio de andlise de sistemas contempordneos de engenharia de controle.

Em resumo, pode-se dizer que Lur’e e outros foram os primeiros a encontrar aplicagdes
praticas da teoria de Liapuonov nos problemas de engenharia de controle. Entretanto, as LMIs
eram resolvidas manualmente, o que limitava a solugdo de problemas de ordens grandes. Na
década de 60, deu-se o novo grande passo quando Yakubovich, Popov, Kalman e outros
pesquisadores conseguiram transformar o problema de Lur’e em um critério grafico de simples
entendimento, utilizando o que chamamos hoje de Lema KYP (Kalman - Yakubovich - Popov).
Tal critério podia se utilizado para sistema de grande ordem, mas ndo se aplicava muito bem a
problemas com mais de uma nio — linearidade.

O Lema KYP e suas extensdes foram amplamente estudados na segunda metade do anos
00. As relagdes com as idéias de passividade, critério do menor-ganho de Zames e Sandberg e
controle otimo quadratico foram demonstradas. Em 1970 foi mostrado que a LMI que aparecia
no Lema KYP podia ser solucionada também por equagdes de Riccati, ao invés de unicamente
por critérios graficos.

O proximo grande passo foi a simples observagdo de que as LMI que aparecem na teoria
de controle podem ser formuladas como problemas de otimizagdo convexa e sdo passiveis de
serem solucionados por computagdo. Esta observagdo simples. na verdade tem grandes
implicagdes na solugdo das LMIs. Muitos pesquisadores notaram este fato. Entretanto.

Pyatnitskii e Skorodinskii foram, provavelmente, os primeiros a mostrar isto claramente. Eles
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reduziram o problema de Lur’e a um problema de otimiza¢do convexa envolvendo desigualdades
matriciais lineares, que podia ser solucionado pelo o algoritmo do elipsoide. Até onde se sabe.
Pyatnitskii e Skorodinskii foram os primeiros a formular a solugdo de uma desigualdade
matricial linear por meio de um algoritmo de busca convexa com garantias de se encontrar uma
solugdo (Boyd, 1994).

Recentemente, o maior feito foi obtido com o desenvolvimento do método de otimizagdo
convexa do ponto interior (Boyd, 1995) (Wu, 1996), para solu¢do das LMIs que aparecem na

teoria de controle.

5.2. Definic¢des sobre as LMIs

Uma LMI é uma desigualdade matricial na seguinte forma

A(x)=A,+xA, +...+Xx,A, <0 (5.3)

sendo x =(x,,...,x,) um vetor de escalares desconhecidos (variaveis de decisio ou de
otimiza¢do) eA,,...,A, matrizes simétricas. O termo “< 0" significa “definida negativa”, isto €,
o maior autovalor de A(x) ¢ negativo.

Note que as restrigdes A(x)> Oe A(x)< B(x) sdo casos especiais de equagio 5.3, desde

que elas possam ser rescritas como — A(x) < 0e A(x)- B(x) <0, respectivamente.

A desigualdade matricial da equagdo 5.3 € um problema convexo. Desde que Aly)<0 e

y+z

A(z) < 0 implica que A( = )< 0 e como resultado se obtém:

- O conjunto solugdo, chamado de conjunto factivel, ¢ um subconjunto convexo de R*

- Achar uma solugdo para equagdo 5.3 se torna um problema de otimizagdo convexa.

A convexidade tem uma consequéncia importante, ou seja, ainda que a equagdo 5.3 ndo
tenha uma solugdo analitica em geral, este problema pode ser resolvido numericamente com
garantias de se encontrar uma solugdo, quando ela existir. Note que um sistema de restrigoes

LMI pode ser escrito como uma unica LMI, desde que:
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(A,(x)<0
J, 5 é equivalente a A(x) = diag(A, (x).....A.(x)) <0
[AK(x) <0

sendo que diag(A,(x)....,A(x))<Odenota a matriz diagonal com A,(x)...,A.(x)<0 na

diagonal. Consequentemente, multiplas restrigdes na forma LMI podem ser impostas em um

vetor de variaveis de decisdo sem perder a convexidade.

5.3. Estudo da Estabilidade Utilizando LMIs

As desigualdades matriciais lineares sdo ferramentas importantes para o estudo da
estabilidade de sistemas descritos no espago de estados (Boyd et al. 1994). Considere o sistema
linear auténomo dado pela equagdo 5.4, na auséncia de excitagdes externas.

X = Ax (5.4)

sendo x o vetor de estados e A uma matriz constante. Se A € ndo singular, entdo o unico estado

de equilibrio € a origem x = 0. Para este sistema, pode-se definir uma fun¢io de Liapunov:
I-"(x) =x"Px>0
Sua derivada em relagdo ao tempo é:
P(x)= % Px+x P = (Ax) Px+x"PAx =x' (AP +PA K (5.6)
Como F1(x) foi escolhida definida positiva, para se ter estabilidade assintotica € necessario
que F(x) seja definida negativa (17(x)<0).

Portanto para a estabilidade do sistema da equagdo 5.3 € necessario que:

ATP+PA <0
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Desta forma pode ser escrever um teorema para analise da estabilidade de sistemas

descritos na forma de espago de estados (Assung@o et al.,2001)

TEOREMA 5.1. Considere o sistema autonomo descrito pela equagdo

X = Ax

sendo x o vetor de estados ¢ A uma matriz nx n constante e ndo singular. Uma condi¢do
necessaria e suficiente para que o estado de equilibrio x = 0 seja assintoticamente estavel é que,

exista uma matriz P positiva definida, simétrica, tal que

A"P+PA <0

A interpretagdo geométrica do teorema anterior € mostrada na figura 5.1. A figura mostra
a fungdo }(x) e o caminho da evolugdo dos estados do sistema da equagdao 5.1 sem forgas
externas Os estados estdo restritos ao lugar geométrico delineado por /(x), ou seja, pela fung@o
de Liapunov escolhida. Note que V(x) ¢ sempre negativa ao longo de F(x). Entdo, a fungdo F(x)

decresce ao longo do tempo, o que implica que o sistema € assintoticamente estavel.

V(x) <0
7

/
v

Figura 5.1. Interpretacio geométrica do Teorema 5.1.

5.4. Aplicacido de Controle Utilizando LMIs
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Muitos problemas de controle e especificagdes de projeto tem a formulagdo LMI. Isto €
especialmente verdade para a analise e projeto de sistemas que utilizam o principio de Liapunov,
mas também para problemas de o6timo LQG (linear quadratic gaussian), controle H., controle
covariancia, etc.... LMIs sdo aplicadas em processos de estimagdo, identificagdo, projeto otimo,
projeto estrutural, problemas de escalonamento de matrizes e outros. A principal caracteristica da
formulagdo LMI € a habilidade de combinar varias restrigdes de projeto ou objetivos de uma

forma numericamente manejavel. Como aplicagdes de problemas tratados por LMIs podem ser

citados:

- estabilidade robusta de sistemas LTI (lineares invariantes no tempo) com incertezas;
- estabilidade robusta;

- estabilidade quadratica de inclusdes diferenciais;

- estabilidade de Liapunov de sistemas com pardmetros dependentes;

- propriedades de entrada/estado/saida de sistemas LIT;

- projeto de realimentagdo de estados multi-modelos/multi-objetiva;

- alocagdo robusta de polos;

- controle robusto He;

-sintese multi-objetiva H.. / Ha;

A seguir sdo apresentados alguns dos itens mostrados na lista anterior que sio aplicados

neste trabalho.

3.5. Projeto de Sistemas de Controle Utilizando LMIs

O projeto de sistema de controle utilizando LMIs considera a lei de realimentagido de

estados tal que o ganho de realimentagio ¢ dado por,
u = Kx
O sistema em malha fechada tem a seguinte equagdo na forma de espago de estados

t=Ax+BKx=(A+BK)x=A x
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Para que o sistema em malha fechada da equagdo 5.9 seja estavel, € necessario que exista

uma matriz simeétrica definida positiva P tal que o teorema 5.1 seja satisfeito. Ou seja,

ATP+PA <0

(A+BK)'P+P(A+BK)<0

comP>0

A equagdo 5.10 ndo € uma LMI, pois existe o produto de duas varidveis a serem
encontradas, P e K. Para obtengdo do problema convexo deve-se trabalhar a equagdo 5.10

algébricamente.

Primeiramente multiplica-se ambos os lados da equagdo por P (a matriz inversa de P
existe, uma vez que ela é considerada simétrica positiva definida). Tem-se entdo,
AP +BKP' +P'A" +P'K'B’ <0

Definindo duas novas variaveis, X = P"' e G = KP"' = KX, tem-se,

AX+BG+XA" +G'B’ <0
X>0

O ganho do controlador para este sistema ¢ dado por,

K = GX"

3.5.1. Projeto de sistemas de controle com incertezas politopicas utilizando
LMIs

Um sistema com incertezas politopicas com m vértices pode ser estabilizado por meio de

projeto por LMIs. Este sistema com incertezas politopicas sera estabilizavel se (Assungdo. 2001)
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AX,+BG+XA  +G'B" <0 (5.14)
X>0 (5.15)

sendo A, o i-ésimo vértice do politopo, i = 1,2,..,m. Mais detalhadamente, o projeto de

controlador robusto que estabiliza o sistema incerto consiste em resolver simultaneamente as

seguintes LMIs simultaneamente:

A, +BG+XA] +G'B’ <0

A,+BG+XAT+G'B’ <0

A, +BG+XAL +G'B" <0

X>0

Sendo X = X" e N o numero total de vértices do politopo.

O controlador ¢ dado por: K=GX".

S.6. Especificacoes de Desempenho

O objetivo mais importante no projeto de sistemas de controle € o atendimento de certos
critérios de desempenho assegurando a estabilidade do sistema. Uma forma de especificar alguns
critérios de desempenho de sistemas de controle € considerar as amplitudes de certos sinais do
sistema. Como exemplo, um sistema de rastreamento poderia ter como indice de desempenho a
limitag@o do sinal de erro deste sistema.

Nesta secdo pretende-se mostrar as diferentes maneiras de limitagdo de um sinal, em
outras palavras as diferentes formas de se normalizar os sinais. Sera visto que para certos

sistemas o projeto utilizando uma norma pode ser mais conveniente do que outra.

5.6.1. Espacos Normalizados
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Considerando ¥ um vetor sobre C (ou R) e fazendo ||| ser a norma definida sobre }”
Pode-se entdo dizer que }” ¢ um espago normalizado. Por exemplo, o espago vetor C* com
algum vetor p-norma, ||-||,, para 1 <p <, € um espago normalizado.

Como outro exemplo, considere-se o espago linear vetor C[a,b] de todas as fungdes
continuas limitadas no intervalo real [a,b]. Entdo C[a,b] se torna um espago normalizado se uma

norma suprema € definida sobre o espago (Zhou, 1996).

171, =supl /(1)

tela.b]

Uma sequéncia {x,} em um espago normalizado }” é chamada de seqiiéncia de Cauchy se
lx,-xu|| = O quando n, m — . Um espago normalizado }” é chamado de completo se toda
sequéncia de Cauchy em } converge para J. Um espago normalizado completo € também

chamado de espago de Banach.

5.6.2. Espacos de Hilbert

O produto interno de vetores definidos no espago Euclidiano C”" é dado por,

(x,y)=x*y= Zn:x‘r.-_vr
=1

Note que muitas notagdes de medida e propriedades geométricas podem ser definidas, tal
como comprimento. distancia, angulo e energia de sistemas fisicos, a partir do produto interno.

Como exemplo, pode-se definir o vetor comprimento x € C” na forma,
x| = Vr'(x, X) (5.17)

Um espago Hilbert € um espago de produto interno completo com norma induzida pelo
seu proprio produto interno. Um espago de Hilbert é também um espago de Banach.

Como exemplo de um espago de Hilbert pode-se escrever.
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L.(I)paral c R
L.(I) consiste em todas as fungdes quadraticas de medida integraveis definidas no intervalo

[ =N, com produto interno definido por

(f.8)= _ff *glr)dt

para f, g € 1'.:(1 ). Similarmente, se a fung¢do é um vetor ou uma matriz, o produto interno €

definido como

f g : ITraQOU

Alguns espagos de Hilbert sio muito comuns no projeto de sistemas de controle, dentre

eles estdo, L-[0,%), L:(-2,0], L(-»,%), dentre outros.

5.7. Espacos Hardy 71; e 94,

Considerando que S < Cum conjunto aberto, e fazendo f{s) ser uma fun¢ao complexa

definida sobre S.
fls): 8= C

f(s) e dita ser analitica no ponto zp em S se ela ¢ diferenciavel no ponto z, e em suas
vizinhangas. E um fato de que se f{s) for analitica no ponto z, entdo f{s) tem derivadas continuas
de todas as ordens em z,. O oposto ¢ também verdade, isto €, se a fungao tem séries de poténcia
em Zy, entdo ela € analitica em ;. Uma fungdo f{s) € dita ser analitica em § se ela ¢ analitica em
todos os pontos de . Uma fun¢do matricial € dita analitica em S se todos seus elementos sdo
analiticos em .

Uma propriedade ja bem conhecida é chamada de 7eorema do Modulo Maximo.
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Teorema 3.2. se f(s) € definida e continua no conjunto limitado fechado § e analitica no interior

de S, entdo o maximo de | f{s)| em S é encontrado no contorno de S, isto €,

max|f (s = max]| (s}

sendo que ¢S denota o contorno de S.
A seguir sdo considerados alguns espagos de fungdes complexas.

Espaco L. (/%)

L.,(/R) ou simplesmente L é um espago de Hilbert de uma fungio matricial (ou escalar)

em JR e consiste de todas as fun¢des matriciais /- tal que a integral a seguir € limitada, ou seja,

[ Trago[F *(jo)F(jo)Ho < < (5.21)
O produto interno para este espago de Hilbert é definido por,
(PG )= % I i Trago[F*(jo)G(jw)do
Para /" < /.. a norma do produto interno é dada por,
IFl, = (.

Espaco 76;

H> € um subespago (fechado) de L, com fungdes matriciais /(s) analiticas em Re(s) > 0

(semi plano direito aberto). A norma correspondente pode ser definida por

e f 1 " " . . ’ I:
\F, = sup{ — f , Trago[F*(o + jo)G(o + jo)do |

-—k

AVA
AVAVEY

2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



Pode ser mostrado que.

s r Trago[F *o+ jo)olo + j(a)]d(u
gy

Espaco L, (jR)

L, (j"J{) ou simplesmente L, € um espago de fungdes matricial (ou escalar) de Banach

que sdo essencialmente limitadas em /R, com norma,

11, = essswpa{F(jo)]

Espaco 7,

.. é um subespago (fechado) de L, com fungdes que sdo analiticas e limitadas no semi

plano direito aberto. A norma 7£,. € definida como,

IF|, = sup &[F(s)]=sup&([F(jo)]

Relsi=0 R

Os espagos 764, H. e outros espagos Hp, p = lsdo chamados de espagos Hardy, em

homenagem ao matematico G. H. Hardy.

5.8. Otimizacao 76

No projeto de sistemas de controle Otimo que minimizam a norma H; da fungdo de

transferéncia estavel de um sistema deve-se escrever o sistema na forma espago de estados,

x=Ax+Bw=+B.u
y =Cx
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Os subindices 1 e 2 na matriz B referem-se as entradas perturbantes e controlantes no
sistema. O problema consiste em encontrar o conjunto de ganhos K tal que o sistema em malha

fechada seja assintoticamente estavel.

A
K :{K A, ¢ assintotic.estavel}

A,=A+B.K

Ardeve ter todos os autovalores no semi plano complexo esquerdo, além disso a lei de controle €

a de realimentagao de estados dada por,

A norma 7f; da fung@o de transferéncia deste sistema pode ser escrita conforme a equagao

\Hﬂh = %[ZITraqo[H*(jm)H (_;'a))}.im

A norma 7f; desta fungdo de transferéncia pode também ser calculada utilizando os

graminianos de controlabilidade L. ou os graminianos de observabilidade Z,, (Peres. 2000)
AL +LA , +BB =0
AL +L A +C'C=0

De forma que,

H|> = Traco(B,” L, B, )= Trago(CL C")
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O interesse € o de encontrar 0 minimo da norma 7> através de um sistema de

realimentagdo que seja estavel.

min ]

[k)ek!

A equagdo 5.32 pode ser escrita de duas formas considerando a equagdo 5.31 e suas

restricdes 5.29 e 5.30.

J‘E‘l'?p 'I'raq:o(BI "PB, )

sujelto a,

(A+B,K)"P+P(A+B,K)+C'C=0

lx.mKl I‘]“__ Traq:o(CW ¢ )

sujeito a,

(A+B.K)W+W(A+B,K)+BB, =

5.8.1. Parametrizacio convexa do problema 75,
O problema de otimizagdo 7> pode ser formulado convexamente considerando. por

exemplo, as equagdes 5.35 e 5.36 e trocando a igualdade da restrigdo 5.36 por um desigualdade.

de modo que,

Kr_*nhi_n“_ Traco(C wC’)

sujelto a.
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(A+B,K) W+W(A+B.K)+B,B, <0 (5.38)
Deve-se ainda considerar algumas hipoteses adicionais, como a observabilidade do par
(A+B/"), ou que o rank de B, = n e que os pares (W,K) com W > 0 satisfagam a equagdo 5.38 €

parametrizam o espago de ganhos que estabilizam o sistema.

K € K < 3K, W > 0 tal que 5.38 é satisfeita
A partir da equagdo 5.38 pode-se escrever,
X >CWC" =(CW)W'(CW)"

e portanto,

Trago(X) > Traco(CWCr ) (5.40)

Utilizando o complemento de Schur (Apéndice A), a equagdo 5.39 pode ser escrita na

forma,

(5.41)

A igualdade da equagdo 5.40 ¢ garantida pela minimizag3o. Ja a equagdo 5.38 fornece

~-AW-WA’ -B,Z-Z"B., >B,B/ (5.42)

11

Sendo que a matriz Z = KW e a equagdo 5.42 pode ser escrita, considerando a lei de

realimentagdo de estados como,

(A+B,ZzW')W+-W(A+B,ZW"') +B,B,” <0

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 7 unespml 12: s 44 15 16 L1Jd 418



Sendo que K = ZW™' o ganho que estabiliza o sistema e fornece a solugdo otima.
Trago(X) = min”HHi (5.44)

Desta forma o problema de otimizagdo H, € escrito de forma convexa utilizando as

seguintes desigualdades matriciais lineares,
TEOREMA 5.1. A solugdo otima do problema (Peres, 1997)

min Trago(X)
sujeito a,
W>0

Fw wc“>0
lcw X &

~AW-WA’ -B,Z-Z'B, B,

>0
B, I

Sfornece

Trago(X) = min|H |
¢ 0 ganho otimo de realimentagdo é dado por,

K=7ZW"

5.9, Otimizacio H,

A norma E. de uma fungdo de transferéncia € definida por,

\H|| = SUp o, [H(_/’(u ]]

2
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A norma . pode ser calculada considerando a relagao entre um limitante superior ¥ > 0

para a norma 7f, e a existéncia de uma matriz positiva definida P

LEMA 5.1. || H ||« < se e somente se a desigualdade
A,/P+PA,+y'PBB'P+C'C<0
admitir P = P’ > 0 como solugdo.

Um procedimento iterativo pode ser utilizado para o calculo da norma || H || utilizando a
equacdo do LEMA 5.1. Sendo gradativamente minmizado o valor de y até o limite da existéncia
de uma solug@o positiva definida P que satisfaga a equagdo do LEMA 5.1.

O problema de controle oOtimo #. € definido como o conjunto dos ganhos de

realimentag@o que estabilizam o sistema e,

mini‘H ”
KeK ' =

A equagdo 5.58 pode ser também estrita como,

min y (5.59)

sujeito a

IH|, <v (5.60)

Desta forma o problema de otimizagdo #4. pode ser formulado através do LEMA 5.1
considerando a equagdo 5.59 e a existéncia de uma matriz simétrica P positiva definida, tal que P

€ solucgao de.
(A+B.K)P+P(A+B.K)+y'PBB/P+C'C<0

Entretanto. a equagdo 5.61 ndo envolve de forma convexa as variaveis v, P e K.
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Considerando K = ZP"' e & = v?, pode-se obter o problema convexo da equagdo 5.61

utilizando o complemento de Schur, como,

—~AP-PA" -B,Z-Z'B.,” B, PC’
B, 1. § |50
Cp 0 al

Desta forma o problema de otimizagdo 7% pode ser formulado de forma convexa atraves

das seguintes desigualdades matriciais lineares.

TEOREMA 5.2. A solugdo otima do problema (Peres, 1997)
min o
a.p
6>0
P>0
[-AP-PAT -B,Z-Z"B.
_ B,T
Cp
Jornece
5 = min|H],

e 0 ganho otimo I, de realimentagdo é dado por
K=2p" (5.68)

Além disso, a norma 7 de uma fungdo de transferéncia pode ser obtida através do

problema convexo utilizando o complemento de Schur aplicado a equagdo do LEMA 5.1.

-

5=+

|H[ =mins

'A’P+PA+CC" PB, |
B, P =i
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5.10. Sistemas de Controle com Restri¢des de Projeto

Considere um sistema sujeito a incertezas do tipo norma limitada. Este sistema € descrito

em diagrama de blocos e mostrado na figura 5.2.

w(t) L’ q(t)

G
—>
u(t) z(t)

Figura 5.2. Sistema com incertezas do tipo norma limitada.

O sistema da figura 5.2 € na verdade uma familia de sistema e € representado pelas

seguintes equagdes,

x(r) = Ax(r)+ B,w(r)+ B,u(r) (5.74)
2(1) = C.x(1) (5.75)

q(r) = C,x(r) (5.76)

w' ((w(t) < q (r)q(r) (5.77)

Na equagdo 5.75 a matriz de saidas C- representa as saidas que estdo relacionadas as
incertezas de norma limitada. A equagdo 5.77 fornece a condi¢do de limitagdo da norma da
incerteza. Neste modelo a perturbagdo de entrada w e a saida q estdo relacionados por w(t) =
A(t)Aq(t), sendo A(t) desconhecido, porém de norma limitada, ||A(t)|| < 1 para todo t. Nesta
formulagdo ndo se faz nenhuma restrigdo quanto ao formato de A(t), por exemplo, invaridncia
linear no tempo.

A condig¢do de estabilidade quadratica de um sistema sujeito a perturbagdes de norma

limitada pode ser formulada por meio de LMI através da equagdo (Folcher, 1994)
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[QA” +AQ +uB B/ Qcﬂi .

0
C,Q -l |

|

|
u>0
Q>0

S.10.1. Limitacio das amplitudes de saida

Considerando que o sistema da figura 5.2 € quadraticamente estavel, ou seja, as
condi¢des 5.78 — 5.80 sdo satisfeitas, pode-se verificar se este sistema em malha aberta tem

saidas limitadas. Para isso define-se um elipsoide
£o = xeR" X Q'x<1] (5.81)

Se as LMIs 5.78 — 5.80 sdo satisfeitas, implica que o sistema € assintoticamente estavel e

a fungdo de Liapunov definida por,
J(x) = er"x
tem derivada estritamente negativa durante toda trajetoria iniciada em x(0), ou seja.
F(x)<0
A equagdo 35.83 implica que,

x(0)e g, > VI>0,x(t)ee (5.84)

Q

Ou seja, toda condi¢do inicial x(0) iniciada dentro do elipsoide, nao saira dele. Esta
condi¢do pode ser usada para limitar o sinal de saida de um sistema. bem como qualquer outro

sinal. Para uma condicdo inicial x(0)< &, arestrigdo |[z(t)||</ para todo t = 0 com >0 ¢ escrita

da forma:
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max z(t) z(t) < B (5.85)

xir EEg

Considerando que z(r) = C-(#)x(?), esta condigdo pode ser formulada como uma LMI na

variavel que,
BI1-C.QC. >0

Além disto, x(0)e &, também ¢ uma LMI nas variaveis Q e x(0),

Se existe Q > 0 que satisfaga as LMIs 5.78 — 5.80, 5.86 e 5.87 o sistema sujeito a
incertezas de norma limitada tem seu sinal de saida limitado superiormente por f na norma

Fuclidiana.

5.10.2. Taxa de decaimento

A taxa de decaimento de um sistema € definida como o maximo valor de « tal que,

lime™x(c)| = 0 (5.88)

[ =0

Uma condigdo suficiente para um sistema de malha aberta (com u = 0), ter uma taxa de

decaimento maior do que « € que:

|2aQ +QA” + AQ+ BB/
C,Q

el

Além das restrigdes 5.79 e 5.80. Se estas LMISs sdo satisfeitas entdo o sinal [[z(7)| < /&

AVA
AVAVAL

2 3 4 5 6 7 unespml 12: s 44 15 16 L1Jd 418



5.11.  Sintese de realimentacio de estados com restri¢des de
projeto

A analise da segdo anterior pode ser estendida para solucionar problemas de
realimentagdo de estados, onde o interesse € encontrar uma matriz K através da lei de controle
u(7) = Kx(1).

Desta forma o sistema passa a ter representagdo em diagrama de blocos como mostrado

na figura 5.3.

—»]
—>

K

Figura 5.3. Diagrama de blocos de sistema realimentado com incertezas do tipo norma limitada.

O sistema da figura 5.3 tem a seguinte representagao na forma de espago de estados

x(r) = Ax(r)+ B,w(r)+ B.u(r)
z(r) = C.x(¢)
y(r)=C x(r)
q(r)=Cx(r)

w(r) w(r)<q(r) qlr) (5.94)

A partir da condi¢do de estabilidade quadratica 5.78 e a lei de controle por realimentagao,

o sistema realimentado sujeito a perturba¢des de norma limitada € quadraticamente estavel se.

QA" ~AQ+B.KQ+QK'B. -uBB’ QC,
CQ - ul

<0
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O problema das equagdes 5.95 ndo € convexo nas variaveis de interesse e portanto deve
ser reformulado. Fazendo Y = KQ, obtém-se o problema em LMIs nas variaveis Y, Q e u

garantindo estabilidade,

AT 4 7 T T T T"|
i(QA +AQ+B.Y+Y'B.” + uB B, ch(0 Bid

CQ
u>0 (5.97)
Q>0 (5.98)

Usando a formulagdo anterior, pode-se impor tempos limitados de acomodagdo, ou
mesmo limitagdo no comando de entrada u(f) = Kx(¢) para satisfazer |ju(t)|| < p, Vt = 0. Sendo
que p ¢ dado para toda condigdo inicial (x(0))e &, .

O sinal de controle pode ser limitado considerando que,
p 1-B,YB., >0
A condigdo da equagao 5.99 pode ser formulada como uma LMI na seguinte forma,

i3 T
!pl . >0
L%, O

Similarmente, a taxa de decaimento € imposta no sistema em malha fechada.

(20QA” +AQ+B.Y+Y'B. + BB, ]
120QA" + AQ + B, : +pBB QC, | o (5.101)
Cng -ul |

As LMIs 5.100 e 5.101, sdo validas para todas as condig¢des iniciais tal que.

x:(‘O)T_! -

Q |
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Para o projeto de sistema de controle com limitagdo na amplitude de saida do sistema (/3).

limitagdo de amplitude do sinal do atuador (p), imposicdo de uma taxa de decaimento (a) e

estabilidade quadratica frente a incertezas de norma limitada as seguintes LMIs devem ser

satisfeitas.

I"a'QA +AQ+B.Y+Y'B.

C.Q

[
|
|

P
e

Q>0

"+ uB,B,’

r |
|

QC,

—ul |

<

0

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)
(5.108)

Para toda condigdo inicial que satisfaga 5.106 e as variaveis Q, Y e u satisfazendo as

equacdes 5.103 — 5.108,

vi>04,

(Illf(f)ia{ pe
) < pe™

Alem disto esta propriedade € robusta, ou seja, € satisfeita para qualquer matriz A(t),

A1),

6
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Capitulo 6

APLICACOES AO CONTROLE DE
VIBRACAO

Neste capitulo pretende-se mostrar aplicagdes praticas da metodologia proposta para o
controle de vibragdo de estruturas flexiveis utilizando as técnicas de desigualdades matriciais
lineares.

A solugdo dos problemas propostos neste capitulo utilizam o Toolbox de Controle LMI do
MATILAB e também o LMISol. As simulagdes computacionais sio feitas utilizando o MATLAB e
o SIMULINK.

6.1. Aplicacio 1
CONTROLE DE VIBRACAO DE UM SISTEMA DE DOIS GRAUS DE LIBERDADE

Alguns sistemas mecanicos podem ser representados por modelos simples de um ou mais
graus de liberdade. O numero de graus de liberdade corresponde ao numero de coordenadas
generalizadas que sdo usadas para descrever 0 movimento de um sistema mecanico. Considere

por exemplo o sistema descrito na figura 6.1.

[4
. > ! k
i : : 15
=" i n; p—
Wi =" I > w3
C

 TE— A

Figura 6.1. Sistema massa-mola de dois graus de liberdade.

Os parametros do sistema m;, k e ¢ representam as massas dos carros, a constante elastica
da mola e o coeficiente de amortecimento viscoso, respectivamente.
Assume-se que £ € o unico parametro incerto do sistema e que ele varia entre os valores

0.5e2.0. Assim k [k, - Ak k, + Ak], neste caso, ko = 1.25 ¢ chamado de valor nominal de & e
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Ak = 0.75. Desta forma k =k, + 8Ak, com ¢ é variante no tempo e de norma limitada ]6(!) <1

para qualquer 7. Para as simulagées foram considerados os seguintes valores m; = m> = 1 ec =

0.01.
O diagrama de blocos que representa o sistema incerto com o controlador € dado pela

figura 6.2.

] {it )M L_

Planta

Figura 6.2. Diagrama de blocos do sistema da figura 6.1.

A matriz de estados deste sistema € dada por,

Na figura 6.2 p € o vetor de entradas perturbantes devido a incerteza do sistema. Esta

entrada esta relacionada com a variagdo de J. Além disto ela é de norma limitada e,
q" (1)) = p (1)plr)

A matriz de entradas relacionada com as incertezas €.
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A matriz de saidas relacionada com o vetor g € dada por,

C,=[-11 0 ¢

q

Desta forma, a matriz de estados de malha fechada para as incertezas € dada por,

A,(6)=A+B,oMC,

A matriz de entradas de controle e de perturbagdes externas € escrita da seguinte forma,

A outras matrizes de saidas do sistema sdao dadas por,

C.=C.=[0 1 0 0]

Segundo a formulagdo da se¢do 5.10 de sintese de realimentagdo de estados com
restricdes de projeto, para as incertezas descritas acima. encontra-se um controlador que garanta
a estabilidade assintotica para este sistema.

As especificagdes de projeto para este sistema foram as seguintes.
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- Estabilidade assintotica para o sistema com variagao no parametro k € [0.5 2.0];
- Taxa de decaimento = 0.75;

- As especificagdes devem ser satisfeitas para as seguintes condigdes iniciais.

Fixando o valor maximo de amplitude do controlador em p° = 1.0 e o maximo valor da
amplitude de saida do sistema em S = 0.1390, obtém-se o controlador robusto para o sistema

dado por,

[-16.4617 16.0031 -1.6510 1.9926]

-7.4339 92787 -0.0478 2.7572 |

A matriz Q ¢ dada por

[0.0062 0.0060 -0.0047 -0.0041 ]
| 0.0060 0.0065 -0.0045 -0.0054 |

20,0047 -0.0045 0.0136 0.0037 |

-0.0041 -0.0054 0.0037 0.0120

Q=

A figura 6.3 mostra a resposta do sistema para a condigdo inicial x3(0) e incerteza de &
(0.5 2.0]. Na figura 6.3 nota-se que a variagdo das amplitudes da resposta do sistema € pequena
(da ordem de 0.005) para variagdo de k. O que mostra que o controlador obtido ¢ robusto e o
desempenho do sistema para o intervalo de variag¢do da rigidez praticamente ndo se altera.

Conforme se pode constatar pela figura 6.3 as amplitudes do sistema ndo ultrapassam o
valor 0.1390 para nenhum valor de k& variando dentro da faixa de projeto. Analise similar pode
ser feita para a resposta dos atuadores mostrada na figura 6.4, na qual os valores de amplitude

das respostas dos atuadores ndo ultrapassam o limite permitido no projeto.
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Amplitude

v
=
2
E
<

Amplilude

Varnagao de k tempo (s)

Figura 6.3. Resposta i condigio inicial do sistema com a variagio do parimetro A.

Tempo(s)

Tempo(s)

Figura 6.4. Amplitude de forca dos atuadores para condigio inicial x;(0).
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6.2. Aplicaciao 2
CONTROLE DE VIBRACAO DE UM SISTEMA DE TRES GRAUS DE LIBERDADE

Considere o sistema mostrado na figura 6.5. Este sistema consiste de trés massas fixas €
duas vigas metalicas. As trés massas sdo livres para se movimentar em movimento pendular. Nas
vigas sdo fixos atuadores piezoceramicos em ambos os lados da viga. Aos atuadores sdo
aplicados uma tensdo elétrica em anti-fase de forma que estes aplicam momentos na viga e

forgam as massas a se movimentar.

Regido das vigas
correspondente aos
parametros k, € ¢,

Regido das vigas
- correspondente aos
parametros k; € ¢,

Regido das vigas
\. correspondente aos
parametros &; € c;

Figura 6.5. Sistema de trés graus de liberdade.

O sistema da figura 6.5. ¢ representado por um modelo de trés graus de liberdade. sendo
que as coordenadas generalizadas descrevem a posi¢do horizontal das trés massas. O projeto do
controlador considera que as for¢as externas, tanto as perturbantes como as de controle sdo
aplicadas horizontalmente as massas.

Os parametros deste sistema sdo mostrados na tabela 6.1. em unidades do sistema

internacional de medidas.
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Tabela 6.1. Valor dos parimetros do sistema da figura 6.2.

Parimetro Valor (Sistema Intenacional)
m my
0,15 0,15
k] kZ
300,0 300,0
C\ C2
0,001 0,001

Massa

Rigidez

Amortecimento

6.2.1. Modelagem do Sistema

A equagdo do movimento do sistema, figura 6.5, é obtida a partir do diagrama de corpo

livre e ¢ dado por,

M()+D,q(r)+Sq(r)=£()

A matriz de massa M ¢ dada por

0 m

A matriz de amortecimento viscoso D, é dada por

e a matriz de rigidez do sistema S € dada por
k, —k, 0
S=|-k, k+k, -k
0 —k, k,

A representagdo em espago de estados para este sistema € dada por,
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I
|-Ms -M"D,,JL«2 i

sendo x;(¢) = q(f) (vetor de deslocamento das massas) e x,(f) = ('](I) (vetor de velocidade das

massas). A matriz de transferéncia deste sistema € de ordem 3, portanto existem 9 fung¢des de

transferéncia que relacionam as entradas e saidas nas 3 massas do sistema. A norma H. deste

sistema, considerando que as entradas e saidas sdo feitas nas trés massas ¢ apresentada na tabela

6.2.

Tabela 6.2. Normas H,, do sistema da figura 6.4.

Entradas u

my

ns

49.1884 61.3850

88.6496 110.6204

110.6204 137.9316

A norma H., de maior amplitude estd relacionada com a fun¢do de transferéncia que

relaciona entradas e saidas na massa trés. Este valor também corresponde com o pico da resposta

em freqiiéncia do sistema e pode ser avaliado na figura 6.6. A figura 6.6 apresenta a fungdo de

transferéncia entre a entrada u; (massa 3) e saida y; (massa 3).

System: sys
Frequencia (Hz): 3.17
Magnitude (abs): 138

Magnitude (abs)

10'

Frequencia {(Hz)

Figura 6.6. FRF da func¢fio de transferéncia de u; para y;.
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Como pode ser notado este sistema, perturbagdes na massa 3 s3o mais amplificadas na
primeira frequéncia natural do que perturba¢Ges nas outras massas. Para este sistema. serao
analisados trés tipos de controladores, um controlador 6timo #53, um controlador 6timo #£. e por
fim um controlador que considera restrigdes e indices de desempenho do sistema.

O projeto de um controlador 6timo 74 foi desenvolvido na se¢do 5.7 e é dado por,

min Trago(X)

XL W
sujeito a,
W=>0
W  wC’
>0
CwW X

~AW-WA" -B.Z-Z"B.” B, -
B,/ 1|

O ganho 6timo de realimentagdo € dado por,
K=2ZW" (6.20)
Na formulagdo deste problema se considera que os atuadores agem na massa 3. Para a

minimizagdo das normas, considera-se também que a leitura é feita na posi¢do da massa 3.

A norma 76, solugdo otima, para este problema de otimizagao €,

min|H| =1.3803e-011

O controlador 6timo associado a esta norma minima €,

K:[l.866e+007 2.766e +007 -4217e+019 -1.943e+005 8.056e+005 -3,?30e+009]

A resposta em frequéncia para o sistema em malha aberta e o sistema com controlador

otimo 7{; € mostrada na tigura 6.7
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Magnitude (dB)

| —— Malha Aberta
! Malha Fechada - H

Frequencia (H2)

Figura 6.7. FRF do sistema em malha aberta e malha fechada com controlador étimo 76.

O controlador 6timo 74, é para este sistema € calculado utilizando a formulagdo da segao

5.6 e € dado por,

fornece

min §
3,P

>0
P>0

-AP-PA" -B,Z-Z"B.’

T

B,
cP

B
I
0

V5 = minf],

O controlador para o caso 6timo #. € dado por,

K=2ZpP"

A norma 7{£. obtida no problema de otimizagao ¢;

6

7

min|H| =0,002118

unesp
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Da mesma forma que o controlador 6timo 75, o controlador 6timo 74, apresenta uma
consideravel redugiio na magnitude da resposta em freqiiéncia, com relagdo ao sistema em malha
aberta, figura 6.8. No entanto, a aplica¢do pratica destes controladores ¢, na maioria das vezes,
limitada. Os ganhos de realimentagdo sdo de ordem elevada. No caso de sistema mecanicos
seriam necessarios atuadores de alta poténcia para aplicagdo de tais forgas de controle. Uma
forma de constatagdo é analisar a reposta dos atuadores devido a condi¢des iniciais para 0s casos

otimos 75 € . A figura 6.9 mostra a resposta a condigdo inicial para o controlador 6timo 75 € a

figura 6.10 para o controlador 6timo .

——— Malha Aberta
Malha Fechada H

-
m
©
2
L]
b=}
2
[
o
5]
=

10'

Frequencia (Hz)

Figura 6.8. FRF do sistema em malha aberta e em malha fechada com controlador étimo 7£..

A resposta do controlador 6timo 7 e %, mostrada nas figuras 6.9 e 6.10 sdo referentes a
uma condigdo inicial xo = [0 0 0 0 0 1]7, ou seja, condigio inicial de velocidade igual a 1m/s na

massa 3.
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Amplitude (N)
r Ay
w o o

]
©

’
(=3
w

TR . s 8
Tempo (seg.) x 107

Figura 6.9. Reposta do atuador a condigio inicial para o controlador étimo 74.

' It i',; iammﬁ%ﬂﬁﬂmm._

Amplitude (N)
o

S
w

06 0.8 g 1.2
Tempo (seg.) x10*

Figura 6.10. Reposta do atuador a condicdo inicial para o controlador 6timo .

No projeto destes controladores oOtimos, ndo foi considerado nenhum tipo de
restricdo.Desta forma, as amplitudes das for¢as nos atuadores sdo elevadas. Uma forma de
solugdo deste problema € projetar controladores sub-6timos. Os controladores sub-otimos
fornecem, na maioria das vezes, indices de desempenho bons, além de possuir valores de ganho

aceitaveis.
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O projeto de um controlador sub-6timo pode ser feito considerando valores objetivos para
as normas 75 e . Como exemplo, um controlador 6timo #£, é encontrando estipulando o valor

da norma 7{ sendo igual a 0.3162. A resposta em freqiiéncia do sistema em malha aberta ¢ um

controlador sub - 6timo #£, é mostrado na figura 6.11. A figura 6.12 mostra a resposta a condigéo

inicial para os atuadores devido a mesma condi¢do inicial das figuras 6.7 € 6.8.

[—— Malha Aberta
| —— Malha Fechada -
sub-6timo H

Magnitude (dB)

10’
Frequencia (Hz)

Figura 6.11. FRF para o sistema em malha aberta e em malha fechada com controlador sub-6timo .

0.6 2.8
Tempo (seg.)

Figura 6.12. Reposta do atuador i condigdo inicial para o controlador sub-6timo 7.
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O projeto de controladores considera a alimentagdo completa, No entanto, na pratica nem
todos os estados podem estar disponiveis para medida direta. Uma maneira de sobrepor esta
dificuldade € projetar observadores de estados.

O projeto destes observadores pode ser feito considerando o principio da dualidade e a
teoria da estabilidade de Lyapunov. O sistema realimentado com a utilizagdo de um observador

de estados € mostrado na figura 6.13.

Sistema de controle com observador de estados

oooo
oo [w u] x' = Ax+Bu
y = Cx+Du

Gerador de Sinais

Sistema

o
x' = Ax+Bu 2
y = Cx+Du I g |
o

Obs d
fvedor Seletor

Figura 6.13. Sistema de realimentagio de estados com observador.

Para o projeto do observador de estados se considera que o sistema ¢ dual e, portanto

pode-se projetar um observador conforme a teoria da secio 5.5. de forma que.

AX+BG+XAT +G'B” <0
X>0

considerando K = GX'

Assim, para o projeto do observador faz-se
A=A

B=C

Obtendo L = K"
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A matriz em malha fechada do sistema realimentado utilizando observador de estados é

dado por,

A+BK BK
A S= 6.23
f_Obs l: 0 A +LCj' ( )

Para o sistema realimentado, tal que exista X satisfazendo 6.22, a matriz da equagdo 6.23
tem todos os seus autovalores com parte real estritamente negativa.
Segundo diagrama da figura 6.13, a evolugdo do erro para uma condig@o inicial xo = [0 0

1 0 0 0] € mostrada na figura 6.14.
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Figura 6.14. Evolugdo do erro entre o sistema e o observador de estados.
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6.3. Aplicacio 3
CONTROLE DE VIBRACAO DE UM SISTEMA DE MULTIPLOS GRAUS DE

LIBERDADE

Caso 1. Viga engastada com um atuador piezocerimico.

O sistema mecéanico descrito na figura 6.15 é composto por uma viga de aluminio

engastada em uma de suas extremidades com um atuador piezoceramico incorporado.

Figura 6.15. Esquema da viga engastada com atuador piezelétrico.

Como discutido, os atuadores piezelétricos podem ser configurados para excitar o sistema
longitudinalmente ou lateralmente, dependendo de como a tensdo elétrica é aplicada ao par de
atuadores. O sistema tem infinitos graus de liberdade, entretanto, para projeto de um sistema de
controle se utilizou a modelagem pelo método de elementos finitos.

A modelagem por elementos finitos fornece as matrizes do sistema M e S, matriz de

massa e rigidez, respectivamente. A matriz de amortecimento é considerada proporcional a

matriz de rigidez de forma que D, = 107 S.

As propriedades da viga sdo mostradas na tabela 6.3.

Tabela 6.3. Propriedades da viga engastada

Comprimento Largura Espessura

Dimensdes

0.48 0.025 0.003

Densidade 2710

Médulo de Elasticidade 70.1 x 10°

A figura 6.16 mostra a viga engastada com os atuadores PZT incorporados que foi

utilizada em algumas medidas experimentais.
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Figura 6.16. Viga engastada com atuadores piezelétricos.

As propriedades fisicas do par de PZTs utilizados s3o mostradas na tabela 6.4.

Tabela 6.4. Propriedades do atuador PZT.

. Comprimento Largura Espessura
Nimenstcs 5.02 0.2 5001
Constante Dielétrica d3; [mV™'] 212x 107
Modulo de Elasticidade 59,5x 10°
Temperatura de Curie [°C] 210
Campo Elétrico Maximo [Vm™] 0,4 x 10°

Na modelagem do sistema, feita pelo método de elementos finitos, considera-se que a

viga tem dois graus de liberdade por n6, conforme a figura 6.17.

¥

SONNNANNNN

Figura 6.17. Esquema da modelagem por elementos finitos considerando dois graus de liberdade por né.
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Na figura 6.17 o grau de liberdade y corresponde ao deslocamento vertical do no,
enquanto que, o grau de liberdade 0 corresponde a rotagdo do né em torno do eixo z.

Considerando um modelo com 6 elementos (7 nos), o sistema tera 12 graus de liberdade
ativos, uma vez que os dois primeiros graus de liberdade (né 1) estdo engastados. As matrizes de

massa, amortecimento e rigidez apresentam as seguintes dimensdes.
2
MI202 p 122 giaxi2

Apés a obten¢do das matrizes do sistema, € necessdrio escrever a representagdo em
espago de estados. As matrizes da representacdo em espago de estados tem as seguintes

dimensdes,

4
AZ 124, B24xr! me24.

Na matriz B, r representa o numero de entradas no sistema. Considerando que o sistema
esta sujeito a entrada em todos os seus graus de liberdade r = 12. Na matriz C m representa a
quantidade de estados medidos. Quando todos os estados sio medidos m = 24, sendo que 12
estados estdo relacionados com as posi¢des (deslocamento e rotagdo) dos graus de liberdade e 12
estados estdo relacionadas com as velocidades (deslocamento e rotagdo) dos graus de liberdade.

Para o sistema estudado, sera considerado que a entrada de controle € feita utilizando os

elementos piezelétricos como atuadores de flexdo, conforme mostra a figura 6.18.

%

Elemento 1 Qﬂ El
/A ! Wit T

Figura 6.18. Atuador de flexfio agindo no elemento 2.

O vetor de entradas de controle u do elemento piezelétrico para o sistema com 12 graus

de liberdade € escrito na seguinte forma,

u'=[0-10100000000]
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De forma que a matriz de entrada de controle B, ¢ dada por

B> =Bu (6.25)

Considerando que a medida é feita na posigdo vertical do wltimo né da viga, conforme a

figura 6.19, a matriz C de medidas é escrita na seguinte forma,

C=[000000000010%000000000000] (6.26)

r Sensor de Posigdo

Figura 6.19. Esquema da medida de posi¢fio do dltimo né.

Para comprovagdo do modelo utilizado nas simulagdo, foi elaborado um teste
experimental com o objetivo de se medir a fun¢do de resposta em freqiiéncia do sistema,

considerando a configuragdo de atuadores e sensores mostrada anteriormente. O esquema do

teste experimental € mostrado na figura 6.20.

PZT Acelerdmetro
a P n > Condicionador de

| Sias Sistema de
Aquisi¢cao

Amplificador de Gerador de sinal
voltagem

ACE

Figura 6.20. Esquema do teste experimental.
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Para obten¢do da fun¢do de transferéncia é necessirio medir dois sinais. O sinal de
entrada e o sinal de saida do sistema. O sinal de saida neste caso € o sinal do acelerdmetro, que

passa por um condicionador de sinais e entra no sistema de aquisi¢do. O sinal de entrada €

gerado por um gerador de sinais e ¢ também medido pelo sistema de aquisi¢do. O sistema de

aquisicdo e o gerador de sinais s3o na verdade um tinico sistema (Signal Calc ACE). O sinal de
entrada é amplificado antes de ser dirigido aos atuadores piezelétricos.

O sinal de entrada do sistema € na verdade o sinal que sai do amplificador, que por
motivos de amplitude da voltagem ndo é medido diretamente pelo sistema de aquisi¢do.
Considerando que o amplificador é um instrumento de ordem zero, ou seja, a defasagem entre o
sinal que entre e sai do amplificador é zero, a fun¢do de transferéncia serd a mesma, apenas
deslocada com relagdo ao eixo das amplitudes.

A fungdo de transferéncia (magnitude) do teste experimental e do modelo utilizado nas

simulagdes é mostrada na figura 6.21.

| —— Experimental |
—+— Modelo |

&
o

Magnitude (dB)

'.0:
Frequencia (Hz)

Figura 6.21. Fung¢do de transferéncia (magnitude) do sistema experimental e do modelo.

As frequiéncias naturais experimentais e do modelo sdo mostradas na tabela 6.5
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Tabela 6.5. Freqiiéncias naturais em Hz.

Modelo

11.3

67.5

188.0

368.0

609.0

914.0

1289.0

1715.0

68.7

191.0

373.0

611.0

910.0

1291.0

1722.0

Experimental | 11.3

Como anteriormente comentado, o deslocamento com relag@o ao eixo das amplitudes nas
freqiiéncias naturais ¢ devido a aquisi¢do do sinal antes dele ser amplificado. As diferengas nas
freqiiéncias naturais do sistema com as do modelo sdo devidas a dois motivos. Primeiro, erro de
modelagem, devido principalmente ao engaste, que no sistema real ndo restringe totalmente os
dois primeiros graus de liberdade. A segunda fonte de erros ¢ devida ao efeito do acoplamento
eletromecanico que os elementos piezelétricos causam no sistema e que ndo foram considerados
no modelo. Portanto, ¢ necessario projetar um controlador robusto tal que as incertezas,
diferengas em freqiiéncia e amplitude ndo interfiram no desempenho do sistema de controle.

A partir da equagdo 4.3 (capitulo 4) é possivel obter a relagdo entre a tensdo elétrica
aplicada e o momento gerado pelo par de atuadores PZT. De acordo com as propriedades da viga

e do PZT a relagdo momento/voltagem é dada por,

Voltagem

=3433.3 (6.27)

Momento

No projeto do sistema de controle é considerado que existe uma perturbagdo agindo

apenas no ultimo n6é do modelo do sistema, de forma que a entrada € feita na forma de for¢a de

deslocamento. Os controladores 6timos /(> e (. para esta condi¢do apresentam fungdo de

resposta em freqiiéncia mostrada na figura 6.22, que sdo comparadas com o sistema em malha
aberta.

Como discutido anteriormente, a redugdo de vibragdo para os controladores 6timos sdo
altas. Entretanto, ao analisar a resposta dos atuadores em termos de voltagem aplicada, nota-se
que as amplitudes de voltagem sdo altas.

Devido a limitagdo da for¢a nos atuadores PZT, deve-se entdo projetar um controlador
considerando limitagdes de amplitude nos atuadores. Desta forma obtém-se um controlador com
a seguinte fungdo de resposta em freqii€éncia, comparada com o sistema em malha aberta,
mostrada na figura 6.23.
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Malha Fechada - H_

—— Malha Aberta
Malha fechada - Hz

Magnitude (dB)

10"
Frequencia (Hz)

Figura 6.22. FRF dos sistemas: malha aberta, malha fechada — J{, (6timo) e Malha fechada (., (6timo).

A figura 6.23 mostra a tensdo elétrica fornecida ao atuador.

—— Malha Aberta
—— Malha Fechada

Magnitude (dB)

10°
Frequencia (Hz)

Figura 6.23. FRF do sistema em malha aberta e sistema em malha fechada.
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Amplitude (Volts)
o

o
©

3
Tempo (s)

Figura 6.24. Reposta do atuador a condi¢do inicial de 1m/s no iltimo né.

No projeto do sistema de controle para este sistema € necessario o conhecimento de todos

os estados, seja de forma direta (por medida) ou de forma indireta (estimagdo). Como existem
muitas variaveis de estado, e seriam necessarios muitos sensores, torna-se necessario estimar

alguns estados. Para isto foi projetado um observador conforme mostra a figura 6.25.

Sistema realimentado com observador de estados

Gerador de
Sinais

Integrator

<z

K

G anho do Controlador

1

s

[B182- Integrato

Observador
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Por ser tratar de uma simulagfo o sistema de controle utilizando o observador mostrou ter

resposta devido a uma condi¢io inicial do atuador idéntica ao sistema realimentado sem

observador de estados, como mostrado na figura 6.26.

Amplitude (Volts)

L
3

Tempo (s)

Figura 6.26. Reposta do atuador i condigio inicial de 1m/s no iltimo né do sistema utilizando um
observador de estados.
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Caso 2. Viga engastada a um eixo girante (Brago Mecinico).

Considere o sistema mostrado na figura 6.27. O sistema € constituido de um eixo girante

no qual estd engastada uma viga com uma massa na extremidade oposta. Na viga sdo fixos dois

atuadores PZT de flexdo com o objetivo de diminuir o erro de posi¢do da massa devido a

vibragdo de flexdo da viga.

Figura 6.27. Esquema de um brago mecénico.

A modelagem do sistema é feita utilizando o método de elementos finitos, para isto sdo

considerados os pardmetros mostrados na figura 6.28 e descritos na tabela 6.6.

I, my

p, El

L

-
+

Figura 6.28. Parimetros do sistema.

Tabela 6.6. Descrigdo dos pariametros do sistema.

Parimetro Valor

N — Numero de elementos do modelo 4

EI - Rigidez da viga 1.1118 x 10

p — densidade da viga 0.003

I — Momento de inércia do rotor 9.06

It — Momento de inércia do corpo 0.0018

m, — Massa do corpo 0.156
Lo — Raio do rotor 3.5

L — Comprimento da viga 47.57
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No caso deste sistema ¢ necessario o projeto de dois controladores, o primeiro controla a

posi¢do do eixo de rotagdo, enquanto, 0 outro minimiza o erro de posi¢do devido a vibragdo da

viga por meio dos atuadores piezelétricos de flexdo.
A resposta do sistema a malha aberta, para um sinal de onda quadrada ¢ mostrada na

figura 6.29, juntamente com o sistema controlado utilizando atuadores PZT.

| —— PZT DESLIGADO
{ | == PZT LIGADO

{

Amplitude (m)

15
Tempo (s)

Figura 6.29. Varia¢do do erro de posi¢cio da massa para uma onda quadrada.

Na figura 6.29 € possivel observar que a porcentagem de sobre-sinal (overshot) do
sistema € reduzido quando ¢€ aplicado o controle utilizando os elementos piezelétricos.

Neste caso o sistema foi projetado considerando uma variagdo da massa concentrada no
intervalo de valores [0.0 0.156], que representa o funcionamento de um brago mecénico para
execucdo de trabalhos de movimentagdo de algum tipo de carga.

A figura 6.30 mostra 0 posicionamento da massa para o sistema controlado, onde sdo
comparados a utilizagdo de um e dois pares de atuadores piezelétricos funcionando como

atuadores de flexdo na viga.
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—— 2 Atuadores
—— 1 Atuador

Amplitude (m)

Tempo (seg.)

Figura 6.30. Posi¢cio da massa quando utilizado um ou dois atuadores piezelétricos.

A¥A
AVAVEY

cm 1 2 3 4 5 6 o unespwl 12 13 14 15 1o 17 18



Conclusoes

Este trabalho apresentou uma técnica recente de controle, as desigualdades matriciais
lineares — LMIs, para utilizagdo em estruturas inteligentes. O projeto de sistema de controle para
supressdo dos niveis de vibragdo deve levar em conta diversas restri¢oes e requisitos de projeto. A
modelagem, escolha dos tipos de sensores e atuadores, o posicionamento dos sensores e atuadores €
o projeto do controlador devem ser considerados em conjunto. Deve-se, também, Ter conhecimento
dos tipos de incertezas a que estdo sujeitos os sistemas estudados. A cerca disto pode-se levantar

algumas conclusdes e discussdes sobre o presente trabalho.

No ponto de vista econdmico, o emprego de controle estrutural ativo tem obtido
destaque devido a redu¢do de massa na estrutura, que é um fator de grande
importancia, principalmente na industria aeronautica. Como mostrado neste trabalho
um dos materiais mais apropriado no controle de vibragdo € o piezelétrico, que sdo

incorporados na estrutura e causam alteragdo em suas propriedades fisicas.

O projeto de controladores que dependem de modelo tem, geralmente, uma vasta
gama de ferramentas de projeto disponiveis. Entretanto, deve-se ter atengao especial a
este tipo de projeto, pois, todo modelo esta sujeito a erros. Tais erros quando ndo
considerados podem desestabilizar o sistema de controle ou diminuir seu

desempenho.

No projeto de sistema de controle para redugdo dos niveis de vibragdo estrutural é
mais vantajoso, a formulagdo em espago de estados, que € indicada para sistemas com

mais de uma entrada e uma saida.

Os niveis de vibragdo de um sistema sdo controlados por seus parametros fisicos. Nas

frequéncias naturais do sistema o parametro que mais influéncia nas amplitudes da
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resposta € o amortecimento. Pode-se dizer que os sistemas de controle que

minimizam a norma H.., artificialmente, acrescentam amortecimento ao sistema.

Quando se projeta um sistema de controle que minimiza a norma H., O que €
equivalente a minimizar o maior ganho de uma das freqiiéncias naturais do sistema.

os ganhos de outras freqiiéncias naturais também podem ser reduzidos.

O projeto de sistema de controle que minimiza a norma Hy ndo se restringe em
minimizar um valor (escalar), mas sim uma somatoria de ganhos definidos no
dominio da freqiiéncia, de forma que se diminuia o erro do sistema devido a

perturbagdes exogenas.

Os atuadores piezelétricos, como qualquer outro atuador, tém limitagdes na aplitude
da for¢ga que pode ser aplicada ao sistema. Esta limitagio de forga deve ser

considerada no projeto do controlador.

As desigualdades matriciais lineares se mostraram uma ferramenta importante no
projeto de sistema de controle que minimizam as normas H, e H., além disto, €

possivel escrever diversos tipos de restrigdes no projeto de sistema utilizando as

LMIS.

O projeto de sistemas de controle com saturagdo nos atuadores, € geralmente, feito
por um controlador nao — linear. Uma forma de evitar o projeto de controladores nao
lineares € considerar uma regido de linearidade em que o controlador ndo satura.

Desta forma para toda condigao inicial dentro da regido de linearidade o sistema nao

tera valores acima de uma valor de saturagdo estipulado no projeto. Este tipo de

projeto € conhecido como estabilizagdo local.
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Sugestdes para trabalhos futuros

O presente trabalho se encontra em nivel introdutorio de projeto de sistema de controle
estrutural utilizando LMIs. A partir do trabalho até aqui desenvolvido sugere-se algumas

perspectivas de continuag@o neste assunto:
Comprovagdo experimental da metodologia de controle empregado, utilizando-se, por
exemplo, equipamentos como controle em tempo real através de equipamentos como

a placa eletronica (DSPACE) que utiliza o SIMULINK e o MATLAB.

Projeto de sistema de controle néo lineares através de Logica FUZZY utilizando LMI

como ferramenta de projeto.

Projeto de controladores adaptativos e comparagdo com os sistemas de controle (sub-

otimos) encontrados neste trabalho.

Estudo das técnicas de programacdo SDP (semi-definite programming) para

problemas especificos de controle de vibragao.

Utilizagdo das normas oOtimas H; e H. como valores objetivos para busca de

posicionamento 6timo de sensores e atuadores em estruturas mecanicas.

Utilizagdo da norma H.. para problemas de diagnostico de falhas.
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ANEXO A - 111

Complemento de Schur

O complemento de Schur converte uma classe de desigualdades matriciais nao lineares,
que aparece regularmente na teoria de controle, em desigualdades matriciais lineares. O
complemento de Schur € ilustrado a seguir.

Seja a desigualdade matricial ndo linear:

Q(x)-S(x)R(x)'S(x) >0, R(x)>0

sendo Q(x)=Q(x)".R(x)= R(x)" e S(x) sdo afins de x. entdo o sistema (A.1) é equivalente a
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