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Resumo

Neste trabalho sao obtidos diversos resultados sobre duas classes distintas de po-
lindbmios ortogonais de Laurent, uma delas definida na reta real, chamados de polinémios
L-ortogonais, e a outra definida no circulo unitério.

Primeiramente, analisamos a conexao existente entre duas sequéncias de polino-
mios L-ortogonais {ng)} e {QS)} associados a duas medidas positivas fortes diyy e din
definidas em [a, b] e relacionadas por (¢ — k)dyy = ~ydi)y, onde (t — )/~ é positivo para
t € (a,b). Nossos estudos podem ser aplicados a geragao de novos exemplos de polindémios
L-ortogonais. Dentre os resultados obtidos, temos também a monotonicidade dos zeros
dos polinémios {Qg)}.

Em seguida, consideramos a classe de polinémios ortogonais de Laurent no cir-
culo unitario {2®(¢7", ¢t ¢ 0 q, ¢t 12) 122, definidos a partir de fungoes g-
hipergeométricas, onde 0 < ¢ < 1 e os parametros complexos b,c e d sao tais que
b# —1,-2,...,c—b+1# —1,-2,..., Re(d) > 0 e Re(c—d+2) > 0. Obtivemos
varias propriedades desses polinomios, dentre elas expressoes explicitas para os coeficien-
tes da relagao de recorréncia, momentos e ortogonalidade, além de seu comportamento
assintotico. Fazendo uma escolha apropriada dos parametros, obtivemos, também, uma

nova classe de polindmios de Szegd.

Palavras-chave: Polinémios ortogonais de Laurent, polindmios L-ortogonais, Funcoes

g-hipergeométricas, polinémios de Szegd.



Abstract

Several results concerning two different classes of orthogonal Laurent polynomials
are obtained, one defined on the real line, called L-orthogonal polynomials, and another
class defined on the unit circle.

First, we look at the connection between two sequences of L-orthogonal polynomials
{QSZO)} and {QS)} associated with two strong positive measures diy and di); defined
on [a,b] and related to each other by (¢t — rk)di; = ~diy, where (t — )/~ is positive
when t € (a,b). As applications of our study, numerical generation of new L-orthogonal
polynomials and monotonicity properties of the zeros of the polynomials {Qg)} are looked
at.

Then, we consider the class of orthogonal Laurent polynomials on the unit circle
{9®1(q7", "L g7t q, g T4 12) )22, defined from g-hypergeometric functions, where
0 < g < 1 and the complex parameters b,c¢ and d are such that b # —1,—2 ...,
c—b+1+# —1,-2,...,Re(d) > 0eRe(c—d+2) > 0. Several properties of these polynomi-
als are given, like explicit expressions for recurrence coefficients, moments, orthogonality
and also asymptotics. By special choice of the parameters, results regarding a class of

Szegd polynomials are also derived.

Keywords: orthogonal Laurent polynomials, L-orthogonal polynomials, ¢g-hypergeometric

functions, Szegd polynomials.
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Introducao

Para todo par de ntmeros inteiros (p,q), p < ¢, denotamos por A,, o espago

vetorial de todas as funcoes da forma

q
L(z) = chzk, ¢, € C,
k=p

definidas em C. Essas fungoes sao conhecidas como polinémios de Laurent (ou L-polino-

mios). Denotamos o espago dos polinémios de Laurent por A.

Dada uma sequéncia “dupla” de nimeros complexos {p, 2, o funcional linear

M definido sobre o espaco dos polinémios de Laurent por

M[2"] = pn, =0, £1, £2,...

é conhecido como funcional de momento.

Os determinantes definidos por

Ho

A_lzl, AOI,U/O (§ An: a

[

sao chamados determinantes de Toeplitz associados a sequéncia {p, }o2

Consideremos a sequéncia de polinomios {@,} satisfazendo

M [ZiSQn<Z>] - pnfsn,m

onde 0, s ¢ o delta de Kronecker, p, # 0 e ), ¢ um polindmio monico de grau n para

todo n > 1. Se o funcional de momento M é tal que A,, # 0 para todo n > 0, entao ele

M1

Ho

H—n+1

é chamado de funcional de momento semi-definido.

Hn

Hn—1

o

0<s<n, n>1,

-0
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A sequéncia de polindémios de Laurent definidos por

Boy(2) = 27"Qan(2), Bant1(2) = 27 "Qany1(2), n >0,

forma uma sequéncia de polindémios ortogonais de Laurent, ou seja, satisfaz a condicao de
ortogonalidade

M[BH(Z) Bm('Z)] - ﬁn(snmw

onde p, # 0. Assim, para simplificar, chamamos os polinomios @, simplesmente de
polindmios ortogonais de Laurent.

O estudo dos polindémios ortogonais de Laurent foi iniciado por Jones e Thron [25]
em 1981. Outros detalhes como o teorema de Farvard e alguns exemplos desses polinémios
podem ser encontradas no artigo de Hendriksen e van Rossum [20)].

Se o funcional de momento M é tal que A, > 0 e p_, = iy, n > 0, entao ele é
conhecido como um funcional de momento positivo-definido, os polindémios S,, = @),, sao
conhecidos como polindmios de Szegé monicos e, neste caso, M pode ser representado
por uma integral de Stieltjes com relagao a uma medida positiva p(z) = p(e®) no circulo
unitario, ou seja,

M(f] = /c £(2)duz),

onde C = {z =€ |0 < 0 < 2r}.

Os polinémios ortogonais no circulo unitario foram introduzidos no inicio do século
20 por Gabor Szegé e muitos dos seus resultados podem ser encontrados em seu livro [42]
cuja primeira edigao foi publicada em 1939. Desde entao, receberam o nome de polinémios
de Szegd e tem sido objeto de estudo por muitos pesquisadores da area. Podemos citar,
por exemplo, [14], [19], [30] e [39], como algumas das mais recentes contribui¢oes. No
artigo [39], Sri Ranga obtém diversas informacoes sobre os polindémios de Szegé com
relagao a medida du(e?) = [e~%]"[sen?(0/2)] df, definida para n,\ € R, A > —1/2, onde
também é mostrado que tais polinomios sao multiplos dos polinémios hipergeométricos
2B (=, b+ 10+ b+ 1;1 — 2), n > 1, com n = Im(b) e A = Re(b).

Dada uma medida positiva di) definida em um intervalo [a,b], 0 < a < b < oo, tal
que seus momentos v, = fab t"di(t), n = 0,£1,42, ..., existem, os polindmios {Q,}5°,
satisfazendo

b
/ QL) dy(t) =0, s=0,1,...,n—1, (1)
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onde @), € moénico de grau exatamente n, sao conhecidos como polindémios L-ortogonais.
Esta nomenclatura é devida ao fato de que os polinémios de Laurent {¢~L"=D/21Q, (#)}22,
formam uma sequéncia de polinémios ortogonais de Laurent com relacao ao funcional de
momento definido por L[2"] = v,, n =0,+1,4+2,....

Polinomios satisfazendo a L-ortogonalidade tem muitas propriedades interessan-
tes. Entre elas, temos que os zeros de (), sao todos positivos, distintos e pertencem ao
intervalo (a,b). Além disso, os zeros de @, se entrelagam com os zeros de @,,_;. Uma
das mais importantes propriedades desses polindmios é que eles satisfazem uma relacao

de recorréncia de trés termos da forma

Qn+1(z) = (Z - BnJrl)Qn(Z) — Qnt1 anfl(Z)a n > 17 (2)

com Qo(z) =1e Q1(z) =z — [y, onde 5, >0, a1 >0, n> 1.

A introdugao do problema forte de momento pelos pesquisadores Jones, Thron e
Waadeland [27] abriu caminho para o estudo de polindémios que satisfazem a L-ortogonali-
dade. O problema forte de momento pode ser expresso da seguinte forma:

[e.e]
n=—oo

“Dado uma sequéncia { i, de nimeros reais, em que condicoes existe uma

medida nao negativa dip(t) tal que

b
,LLn:/ t"dp(t), n=...,-2,-1,0,1,2,... 77

Jones, Thron e Waadeland resolveram o problema acima quando di(t) é uma
medida forte de Stieltjes, isto é, (a,b) C (0,00). Com o objetivo de estudar o problema
forte de momento para o caso em que a = —o0 e b = 00, conhecido como problema
forte de momento de Hamburger, Sri Ranga [38] introduziu uma sequéncia de polinomios

. k . o . .
monicos Qg )(z), similares aos polindmios ortogonais, definidos por

0,se 0<s<n-—1

(k

/ Q) dut) -
a P

) > 0, se s=n
paran = 1,2,... e para k inteiros positivos ou negativos, onde —oo < a < b < 0o e di)(t)
uma medida forte.

Os polindmios L-ortogonais definidos em (1) sao, portanto, um caso particular dos
polinémios Q4 (z) para k = 0 e o intervalo [a, b] totalmente contido em [0, 00).

Ao longo dos anos surgiram diversas linhas de pesquisa envolvendo tais polinomios.

Em [8] e [37], encontramos regras de quadratura do tipo Gaussiana associadas a esses
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polinomios. Além disso, estudos de polindémios satisfazendo relagoes de recorréncia do
tipo (2) aparecem na teoria de fragoes continuas e aproximagoes de Padé de dois pontos
(ver, por exemplo, [26] e [31]).

Existem poucos exemplos de polindémios L-ortogonais dos quais se conhecem in-
formagoes explicitas. Os resultados obtidos por Andrade, Costa e Sri Ranga [2], que
sao apresentados nesta tese, podem ser aplicados & geragao numérica de novos exem-
plos de polinomios L-ortogonais. Esses resultados sao obtidos como consequéncia da
conexao existente entre duas sequéncias de polinomios L-ortogonais, {Qg)} e {Qﬁlo)}, as-
sociadas a duas medidas intimamente relacionadas, diy e diy, definidas em |[a,b]. Mais

precisamente, as medidas sao relacionadas por

(t — k) dipy (t) = v dipo(2), (3)

onde (t — k) /v é positivo para t € (a,b). Dessa forma, conhecendo-se uma das sequéncias
de polindémios L-ortogonais, mostramos que é possivel obter varias informacoes sobre a
segunda, como seus coeficientes de recorréncia e seus zeros. Em particular, mostramos
que os zeros apresentam um comportamento monotonico em relagao a dois parametros x
e M.

Nosso segundo objetivo foi estudar uma classe de polindémios ortogonais de Laurent
obtida a partir de funcgoes g-hipergeométricas »®1(q%, ¢% ¢% q,2). Usando uma relagio
contigua de trés termos satisfeita por essas fungoes, obtemos informagoes sobre a classe
de polindmios ortogonais de Laurent {z~"/2! Q;b’c’d)(z)}f;o no circulo unitario C, onde os

polinémios Q%b’c’d)(z), n > 0, sao dados por

(byeud) [\ _ (" On n(b—d+1) g (g7 b1 g-ctbn. , g—ctd-1 > 4
Qn <Z>_Wq 2 l(q » q 1 q 14,9 Z)a ?7,_0, ( )
com 0 < ¢ < 1 e os parametros complexos b, ¢ e d sao tais que b # —1,—-2,... e

c—b+1#—-1,-2,..., Re(d) >0e Re(c+2)>0.

Essas idéias estao distribuidas em quatro capitulos, como segue.

No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos preliminares da teoria de polino-
mios ortogonais, fracoes continuas e sequéncias encadeadas, além dos conceitos e algumas
propriedades de fungoes hipergeométricas e g-hipergeométricas. Nesse capitulo enuncia-
mos, também, dois importantes resultados da Analise que serao tteis na demonstracao

de alguns de nossos resultados apresentados no Capitulo 4.
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No Capitulo 2, fazemos um breve estudo dos polinémios ortogonais de Laurent,
apresentando defini¢oes e algumas de suas propriedades. Esses polinémios sao pré-requisi-
tos essenciais ao desenvolvimento do trabalho.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo das sequéncias de polindmios L-ortogonais
{QSZO)} e {Q,(Il)} relacionados com as medidas diyy e di, respectivamente, cujas medi-
das satisfazem uma relac¢do do tipo (3). Observamos que esses polindmios possuem uma,
formula de conexao e, a partir dela, obtemos muitos outros resultados relacionando os
polinomios {Q} e {QS)}. Dentre eles, mostramos que, conhecendo-se a relagao de
recorréncia de trés termos de uma das sequéncias, é possivel determinar a relacao de re-
corréncia de trés termos da outra. Na Secao 3.3, aplicamos nossos resultados a alguns
exemplos particulares. Ja na Secao 3.4, provamos a monotonicidade dos zeros dos polino-
mios Q,(Tl) com relacao aos parametros xk e M, onde (M +1)/M é o salto da medida di); em
k. Todos esses resultados foram publicados na revista Applied Numerical Mathematics
(ver Andrade, Costa e Sri Ranga [2]).

No Capitulo 4, consideramos a classe de polinémios de Laurent {z~["/2 QP (z) )2

“P) 30 dados por (4). Na Secdo 4.2, obtemos diversas informagoes

onde os polinémios Q,(lb
sobre esses polindmios, como expressoes explicitas para a relagao de recorréncia de trés
termos, os momentos e ortogonalidade. Além disso, estudamos seu comportamento assin-
totico e mostramos que o funcional de momento M, com relacao ao qual esses polinémios
sao ortogonais, tem uma representacao integral no circulo unitario. Fazendo uma esco-
lha apropriada dos parametros, obtemos, na Secao 4.3, uma nova classe de polinémios

de Szegé. Esses resultados foram publicados recentemente na revista Proceedings of the

American Mathematical Society (ver [13]).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Polinémios ortogonais na reta real

Neste secao, apresentamos alguns resultados sobre polindmios ortogonais na reta
real, apenas o suficiente para o bom entendimento deste trabalho. Para mais detalhes
recomendamos os textos [9, 24, 42|.

Dada uma sequéncia de ntimeros complexos {11, }5° , o funcional linear com valores
complexos F definido sobre o espago vetorial P de todos os polinémios com coeficientes

complexos por

Flx"] = pin, n=0,1,2,..., (1.1)

¢ chamado de funcional de momento determinado pela sequéncia de momentos {fu, }°°,.

A constante pu,, ¢ chamada de momento de ordem n.

Definicao 1.1. Dizemos que {P,}>°, ¢ uma sequéncia de polinémios ortogonais com
relacao a um funcional de momento F se, para quaisquer m,n inteiros e nao-negativos,
(1) P, € um polinomio de grau exatamente n;

(i1) F[Pn(x)P,(x)] =0, para m # n;

(ii1) F[P3(x)] # 0.

Uma sequéncia de polinémios ortogonais { P, } associada ao funcional de momento
F que satisfaz F[P?(x)] = 1, para todo n > 0, é chamada de sequéncia de polinémios

ortonormais.
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Definicao 1.2. Os determinantes definidos por

Hom, Hm+1 - Hm4n—1
H™ — Mﬁl MTQ'” ’%“ >l om=0,+1,42,. .., (1.2)
Hm+n—1 HMHm4n = Hm+2n—2

sao chamados determinantes de Hankel, onde H(_T) =0e Hém) = 1.

Seja {1, }5°, uma sequéncia de ntimeros complexos e F o funcional de momento
definido por (1.1). Uma condigao necessaria e suficiente (ver Chihara |9]) para a existéncia

de uma sequéncia de polindémios ortogonais relacionada a F é que
HY 40, n=0,1,2,.... (1.3)

Neste caso, o funcional de momento F é chamado semi-definido.

Dizemos que o funcional de momento F ¢ positivo-definido se Flm(x)] > 0, para
todo polinémio 7 € P nao identicamente nulo satisfazendo 7(z) > 0, para todo = € R.
Um funcional de momento F é positivo-definido se, e somente se, seus momentos sao
todos reais e Hy) > 0, n > 0 (ver, por exemplo Chihara [9]).

Uma das propriedades mais importantes dos polindémios ortogonais é que eles sa-
tisfazem uma relacdo de recorréncia de trés termos. Se {P,}>°, ¢ uma sequéncia de
polindmios ortogonais monicos associada a um funcional de momento semi-definido F,

entao eles satisfazem uma relagao de recorréncia do tipo
Poii(z) = (x — cpy1) Po(z) — dypy1 Pooi(z), n >0, (1.4)

onde Py(z) =1, P_i(z) = 0 e os coeficientes ¢, e d,, # 0 sao dados por

R FhPLG)
W= )] ¢ T FRL @) T

Se o funcional de momento F é positivo-definido, entao d, .1 > 0, para todo n > 1.
A reciproca deste resultado também é verdadeira e é conhecida como Teorema de

Farvard.

Teorema 1.1 (Farvard). Dada uma sequéncia de polindomios {P,}°, satisfazendo uma

relacao de recorréncia de trés termos do tipo

Pn+1<x) - (l’ - CnJrl)Pn(x) - dn+1pn,1(l'), n > 07
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com P_1(z) =0 e Po(x) =1, e {c,} e {d,} duas sequéncias de nimeros complexos tais
que d, # 0, n > 1, entao existe um unico funcional de momento semi definido F tal
que {P,} € a correspondente sequéncia de polindmios ortogonais monicos. Além disso, se

cn € Red,>0,n>1, entao F € positivo-definido.

Defini¢ao 1.3. Seja ¢ uma fungao real, nao-decrescente e definida em [a,b]. Um ponto

¢ € [a,b] € chamado de ponto de aumento de 1) se Y(§+¢e)—(§—e) > 0 para todo € > 0.

Definigao 1.4. Seja ¥ uma fungao definida em [a,b], limitada, nao-decrescente e com

ifinitos pontos de aumento, tal que seus momentos definidos por

b
fin :/ t"dy(t), n=0,1,2,..., (1.5)

existem e sao finitos. Entao, dizemos que dip é uma medida positiva (ou distribui¢do)
em [a,b]. Se os momentos existem para todo n = 0,+1,£2, ..., di(z) é chamada uma
distribuicao forte. Se, além disso, (a,b) C (0,00), dip(z) € uma distribui¢iao forte de
Stieltjes.

Teorema 1.2. Para as distribui¢oes fortes de Stieltjes dip(t) (cujos momentos sao dados

por (1.5)), os determinantes de Hankel, Hém), satisfazem

N o N R
Hfbm) _ :um.—&-l ,Un"'b—i-Z : /’Jrri-i-n >0, (1.6)
Hm+n—1 HMHm4n " Hm+2n—2

para m,n inteiros, n > 1.

Demonstragao: Para provarmos o resultado acima, basta mostrarmos que a matriz

Hm Hm+1 - Hm+n—1
Hm41 Hm+1 Hm+n
Hn -
Hm+n—1 HMHm4n " Hm+2n—2

é definida positiva, ou seja, (H,z,z) > 0, para todo z #Z 0, x € R™.
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Observamos que, se x = (g, X1, ..., Ty 1), €ntao
n—1 n—1
(Hpw,x) = Hantitj Ti -
j=0 i=0
Por (1.5),
n—1 n—1 b
(Hoz,z) = / " gy di(2)
j=0 i=0 Y@

b n—1 n—1
- / Y b | Y Py | de(t)
a i=0 =0
2

n—1
_ /btm D tai | dy(t).
a i=0

Como 0 < a < b < 00, obtemos que (H,x,z) > 0.

Portanto, det H,, = Hﬁm) > (0 para m,n inteiros, n > 1. O

Se di)(x) = w(z)dz, onde w é uma fungao absolutamente continua, nao negativa e
nao identicamente nula em (a,b), chamamos w(x) de fun¢ao peso.

Todo funcional de momento F positivo-definido pode ser representado por uma
integral de Stieltjes associada a uma medida positiva di). Neste caso, se {P,} é uma
sequéncia de polindmios ortogonais associada ao funcional de momento F, dizemos tam-
bém que {P,} é uma sequéncia de polindmios ortogonais associada a medida d.

Os zeros dos polindmios ortogonais associados a uma medida positiva di) em [a, b]
sao distintos e estao no intervalo (a,b). Além disso, os zeros de P,_; separam os zeros de
P,, ou seja, se

Tl < Tp_12 < < Tp_1n-1

sao os zeros de P,_; ordenados em ordem crescente, e
Tn < Tn,2 < < Tnn
sao os zeros de P,, entao
Tn,1 < Tn—1,1 < Tn2 < Tp—1,2 < < Tnn—-1 < Tpn—1,n-1 < Tnn-

Essas e muitas outras informagoes a respeito de polindmios ortogonais podem ser

encontradas, por exemplo, em Chihara [9].
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1.2 Fracoes continuas e sequéncias encadeadas

Sejam {a,} e {b,} duas sequéncias arbitrarias de nimeros complexos e considere-

mos a sequéncia {f,,} definida por

fO - bO
a1
— b e
J1 0+b1
foo= bot —g
by + —
by
fn = b0+ ala2 (17)
b1 +
bg+. Qp,

Definicao 1.5. Uma fragao continua é uma tripla ordenada ({an}, {b,},{fn}), onde {a,},
{bn} e {fn} sao sequéncias de nimeros complexos como as descritas acima, e é frequen-

temente denotada por

by + ala :b0+ﬂ+%+@+.... (1.8)
by + = b b | b
1 b + as
byt

Os numeros a,, e b, sao chamados, respectivamente, n-ésimo numerador e denomi-

nador parciais. Uma fracao continua pode ser denotada também por

bo + K2 (Z_n> :

O valor (1.7) é chamado de n-ésimo convergente ou aproximante da fragdo continua

e pode ser denotado também por

N N Ty o =A N
| b | by | by =1\ b,

Podemos escrever
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onde

AO = bOa B0:17
Ay = bobi + ay, By = by,

Ay = bobiby + boas + a1by = by Ay + asAyg, Bs = bibs + as = by By + as By.

Assim, por inducao, obtemos que os numeradores A,, e os denominadores B,, dos

convergentes f, da fragdo continua (1.8) satisfazem

An - bnAn—1+anAn—27

Bn == ann,1+CLan,2, (19)

paranz 17 onde A_1 = 1, A():b(), B_1 =0e B(]: 1.

Definigao 1.6. Convergéncia classica de uma fracao continua da forma (1.8) para um
nimero f € C = (CUox) (plano complexo estendido) significa a convergéncia da sequéncia
de convergentes {f,} para f e, neste caso, o valor da fragio continua é o limite da

sequéncia { f,}. Entao, podemos escrever

aq a9 as
=b+— — — )
J=bo by + by + b3 + ...

As fragoes continuas tem vasta aplicacdo em muitos problemas da Matemaética e
das Ciéncias Aplicadas. Elas sao importantes ferramentas na aproximacao de ntmeros
racionais e irracionais, aproximacao de fungoes, aplicagoes na Fisica Teorica, solu¢oes de
problemas de momento, entre outras. Mais informagoes sobre fragoes continuas podem
ser encontradas em Chihara [9], Lorentzen e Waadeland [29], Jones e Thron [24] e Wall
[43].

Definicao 1.7. Uma sequéncia {a,}°, é chamada de sequéncia encadeada se existe uma

sequéncia { g}, tal que

i) 0<g<1, O0<g, <1, n>1,
(i) 0<go g (1.10)

(i) an=(1—=¢gn-1)gn, n=1,2,3,....

{gn} € chamada uma sequéncia de pardmetros para {a,} e go € chamado de pardmetro

macial.
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Em geral, uma sequéncia de parametros nao ¢ unica. Se {a,} ¢ uma sequéncia

encadeada e {gx} e {hx} s@o ambas sequéncias de parametros para {a,}, entao
gr < hi para k> 1 se, e somente se, gy < hg.

Além disso, toda sequéncia encadeada possui uma sequéncia de parametros {m,,},

com my = 0, chamada sequéncia de pardimetros minimal.

Uma sequéncia de parametros {M,} da sequéncia encadeada {a,} é chamada
sequéncia de pardmetros maximal se satisfaz a seguinte condicao: se gy > M, entao
a sequéncia {g,} gerada por (ii) de (1.10) ndo satisfaz o item (i) de (1.10). Para essas e
muitas outras informagoes a respeito de sequéncias encadeadas ver Chihara [9].

As sequéncias encadeadas sao muito utilizadas no estudo de polinémios ortogonais.
Por exemplo, seja { P, } uma sequéncia de polinémios ortogonais monicos associados a uma,
medida di definida em um intervalo [a,b]. Como ja vimos, esses polindmios satisfazem a

relacao de recorréncia de trés termos
P.(x) = (x —¢,) Pho1(x) —dp Pyo(x), n>1,

com Py(z) =1e Pi(z) = x —¢;. Entao, para € R\ (a,b), a sequéncia {a,(z)} dada por

dn—i—l
T = o) (2 = Cnpa)

an(z) = (

¢ uma sequéncia encadeada com sequéncia de parametros minimal {m,,} dada por

Pria (:E)

> ().
(@ — o) Palz) T

m, =1—

1.3 Fatoriais ¢-deslocados e funcoes g-gama

Nosso propoésito nesta secao é definir alguns elementos que sao essenciais para a
definicao das fungoes apresentadas na proxima secao e que devem aparecer no decorrer
do texto, bem como algumas de suas propriedades.

Os g-analogos dos tradicionais simbolos de Pochhammer (a), dados por

(a)o=1 e (a)p=ala+1)(a+2)---(a+k—-1), k=1,2,3,...,
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sao chamados fatoriais q-deslocados e sao definidos por

(a;9)o=1 e (a;q)r = (1 —a)1—aq)(1 —ag®)...(1—ag®™"), k=1,2,3,....

Observe que
U
513 (1—q) (@)

Neste trabalho, vamos considerar 0 < |g| < 1.

Por defini¢ao, temos também

R S G 700 i\
(@:0)-n = (ag"q)n  (¢/a;@)n = flas

[e.e]

(a;9) = [ (1~ ag.

k=0
Essa ultima definicao implica que

(a5 9) s

a;q)n, = . 1.11
(%) (a9™; q)oo (L1)
A funcao q-gama é definida por
() = B0 (g gy, (112)
(4% @)oo
Observamos que a fun¢ao ¢g-gama satisfaz a equagao
1—¢q°

que é uma g-extensao da conhecida equacao
I'(z+1)=2I'(2), I'(1) =1,

satisfeita pela funcao gama tradicional. Para mais detalhes sobre os fatoriais ¢g-deslocados

e sobre as fungoes ¢g-gama ver, por exemplo, Gasper e Rahman [18].

1.4 Funcoes hipergeométricas e ¢-hipergeométricas

Para a,b,c € C, ¢ # 0,—1,-2, ..., as fungdes hipergeométricas oFi(a,b;c; z) sao
definidas pelas séries

2 Fi(a,b;c;2) = ZM;—T

n=0 C)n



1.4. Funcgoes hipergeométricas e q-hipergeométricas 22

para |z| < 1 e, por continuidade analitica, para outros valores de z € C. Essas séries
foram inicialmente estudadas em 1812 por Gauss e, ao longo dos anos, tiveram diversas
aplicagoes no estudo de polindmios ortogonais, visto que varios polinomios ortogonais
classicos podem ser expressos em termos de func¢oes hipergeométricas.

Uma das mais importantes formulas matematicas envolvendo séries hipergeomé-

tricas é o teorema binomial

o Fi(a,c;c;2) Z a)n (1—2)"9

n!
n=0

valido para |z| < 1.
Uma generalizagao dessas fungoes sao as conhecidas fungoes ¢-hipergeométricas ou
hipergeométricas bésicas (devido a base ¢), introduzidas por Heine em meados de 1846.

Para a,b,c € C, ¢ #0,—1,—2,... e 0 < |q| < 1, essas fungdes sao definidas por

=~ (¢%9)n (6" @)
®1(q", " q%q,2) = 2", 1.14
&l ) ; (@ @)n (40 (1.14)

para |z| < 1 e, por continuidade analitica, para outros valores de z € C.

Observamos que quando a ou b assume valores inteiros negativos na equagao (1.14),
a funcio 2®1(q%, ¢%; ¢%; ¢, 2) torna-se um polindomio. No Capitulo 4, estudamos algumas
classes especiais de polindmios ortogonais de Laurent que tem uma representacao em
termos de funcoes ¢-hipergeométricas.

Duas  fungoes  g-hipergeométricas  distintas, 2®1 (g™, q"%;q"; q, 2) e
2 ®1 (g™, q%; ¢%; q, 2), sdo chamadas contiguas se |a; — @;] = 0 ou 1 para pelo menos um
i € {1, 2, 3}. Existem interessantes relagoes entre fung¢oes ¢-hipergeométricas contiguas,
chamadas relagoes contiguas. A seguir, apresentamos uma dessas relagoes que serd muito

importante para a obtencao de novas classes de polinémios de Laurent no Capitulo 4.

Lema 1.1. Sec#0,—1,—-2,..., entdo

a c 1—
2®1(q" "5 4550, 2) = <1+qb<(1—qz

1—q¢*™)(1—q¢?) “ ¢
—qb( z9®1(q" 2, 0" ¢ g, 2).

(1 —q°)(1 —qgtt)

Demonstragao: Consideremos as relagoes contiguas obtidas por Heine (ver [18], pag.
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22)

201 ("™ " g, 2) = 2®i(¢" ¢b ¢S g, 2)
(L—q*™)(1—q¢")

MRSy

¢’z 9®1(¢" %, ¢ ¢ g, 2),

201(¢", %% 0,2) = 2Pi(¢% "¢, 2)
1— qa—b> a c
+(—) "z 9@ (¢, " M g, 2),

(1—¢°
vélidas para ¢ #0,—1,—2,... .
Substituindo a expressao do lado direito da segunda equacao na primeira, obtemos

a equacao (1.15). O

Existem diversos resultados envolvendo fungoes g-hipergeométricas que sao analo-
gos a resultados envolvendo funcgoes hipergeométricas. Por exemplo, temos o chamado

teorema ¢-binomial

2®1(¢%, 4% 4% q,2) = 1Po(q%; ¢, 2) = (1.16)

valido para ¢ # 0, —1,-2,... e |z| < 1.
Podemos encontrar na literatura, ainda, diversas férmulas envolvendo fungoes ¢-

hipergeométricas. Entre elas, temos a féormula de transformagao de Heine

2 @)

(25 4)o0

a C q —a—r+cC — C C a —C
2®1(q", ¢% q%q,2) = ( o @1 (g7, " g q, T 02), (1.17)

em que ¢ 0, ~1,-2, ... e |2| < min{1, [},

Para os propositos deste trabalho, devemos ainda citar as identidades polinomiais

b.
(q ) Q>n —n(n—i—l)/?(_Z)n o @ (q—n7 q—c—n+1_ —b—n+1. c—b—i—n—i—lz—l)

2®1(q7", ¢ % q,2) = @0 1q $q,q

Y

(1.18)
n > 1, validas quando ¢ #0,—1,—-2,...eb# —n+1,-n+2,—n+3,....

Mais informagoes sobre func¢oes hipergeométricas e g-hipergeométricas podem ser
encontradas, por exemplo, em Andrews, Askey e Roy [3]|, Gasper e Rahman [18], Koekoek
e Swarttouw [28| e Slater [36].
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1.5 Os Teoremas de Laurent e da Convergéncia Domi-

nada

Nesta sec@o, enunciamos dois resultados da Anélise muito conhecidos, que serao

usados no Capitulo 4 na demontracao de alguns de nossos resultados.

Consideremos € e (5 dois circulos com centro zy € C e raios r; e ry, respec-
tivamente, com r, < 7. O teorema a seguir é um importante resultado sobre funcoes
analiticas, conhecido como Teorema de Laurent, que pode ser encontrado, por exemplo,

em Churchill [10].

Teorema 1.3. Seja f uma fun¢ao analitica sobre Cy e Cy e na regiao compreendida entre
esses dois circulos. Entao, para cada ponto z pertencente a regiao determinada por esses

circulos, f(z) € representada por uma série convergente de poténcias positivas e negativas

de (z — 2p), N
F = 3 Az —20)",

onde
An:i_/m, n=041,42, ...,
27 Jo (2 — zo)"*!

para qualquer caminho fechado C' contido no anel determinado pelos circulos Cy e Cs

envolvendo zg.

O proximo teorema, conhecido como Teorema da Convergéncia Dominada, ou ainda
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, é um dos principais teoremas da Teoria
da Medida envolvendo integrais de Lebesgue e sera aplicado nesse trabalho & demonstracao

de um resultado sobre o comportamento assintotico dos polinomios estudados no Capitulo

4.

Teorema 1.4. Sejam f,f; : E — R, i = 1,2,..., fungdes mensurdveis nio-negativas.

Suponhamos que
(i) fi(x) — f(x), para todo x € E;
(ii) fi(z) < ¢(x), onde ¢ : E — R ¢ uma func¢io mensurdvel tal que

/ Qdp < +o0.
E
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/Efid,u—>/Efd,u.

Observamos que R denota o conjunto RU{—oc}U{+00}, conhecido como reta real

Entao,

estendida. Para mais detalhes do Teorema da Convergéncia Dominada ver, por exemplo,

Bartle [5].
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Capitulo 2

Polinébmios ortogonais de Laurent

Nesse capitulo, introduzimos os polinomios ortogonais de Laurent e apresentamos
algumas de suas propriedades. Em particular, fazemos um breve estudo dos polinomios de
Szegd, que sao polindbmios ortogonais no circulo unitéario, e dos polinémios L-ortogonais,
uma classe particular de polindémios ortogonais de Laurent definidos na reta real. Os
polinémios ortogonais de Laurent serao nosso objeto de estudo nos préoximos capitulos e,
por isso, damos uma atencao especial a eles. Os resultados apresentados nesse capitulo
sao bem conhecidos e podem ser encontrados, por exemplo, em Andrade [1|, Hendriksen
e van Rossum [20], Jones e Thron [25], Jones Thron e Waadeland [27], Simon [34], entre

outros.

2.1 Polinémios ortogonais de Laurent

Para todo par de ntmeros inteiros (p,q), p < ¢, denotamos por A,, o espago
vetorial de todas as fungoes da forma

q

L(z) = chzk, o € C,

k=p

definidas em C. Estas fungoes sao conhecidas como polindmios de Laurent (ou L-polinémios).
Denotamos o espaco dos polinémios de Laurent por A.

Dada uma sequéncia “dupla” de ntimeros complexos {1, }°° _ definimos o funci-

—0oQ?

o0
n=—oo

onal de momento M associado a sequéncia { i, sobre o espago dos polinomios de
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Laurent de maneira anéloga a (1.1), ou seja, M é o funcional linear definido por

M[2"] = pin, n =0, £1, £2, ... . (2.1)

Definicao 2.1. Os determinantes definidos por

Ho H1 o M
A*l = 1, AO = luo € An — M_l MO o Hln_l y n Z 1,
Hepn Hepny1 - Ko

[e o]

sio chamados determinantes de Toeplitz associados a sequéncia {ji, 102 .

Observamos que os determinantes de Toeplitz e os de Hankel estao relacionados

por
A, =(-1)"2"H Y, n>o0. (2.2)
Consideremos uma sequéncia { B,, }°° , de polinomios de Laurent da seguinte forma:
Bo,(2) = a(_Qg)z_" -+ a(f:llz_”“ + .+ a@en g £
Bopi1(z) = a =t qBrtlmn g qCral e qCrtl)
n=0,1,2,....

Definigao 2.2. Dizemos que a sequéncia {B,};>, € ortogonal com relagdo ao funcional
de momento M se

M[B,(2) Bun(2)] = pn0nm, (2.3)

com p, # 0. Neste caso, os polinomios B, sio chamados de polindmios ortogonais de

Laurent.
Consideremos a sequéncia de polinémios {@,,} satisfazendo
M[27°Qn(2)] = pndns, 0<s<n, n>1, (2.4)

onde @), é um polindmio moénico de grau n e p, # 0, para todo n > 1. Se o funcional

de momento M é tal que A, # 0 para todo n > 0, entao ele é chamado de funcional
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de momento semi-definido. Neste caso, pode-se verificar facilmente que a sequéncia de

polindémios {@Q,,} existe, ¢ unica e dada por

Lo 1 e n
R
Qn z) =
(2 =3
Hent+1 Hent2 - M
1 Z DT Zn
o n A,
Além disso, p, = M[z7"Q,(2)] = A
n—1

Observamos que a sequéncia de polinémios {@Q,, } poderia ser definida analogamente

a partir dos determinantes de Hankel, devido a relagao (2.2).

E importante observar, também, que a ortogonalidade (2.4), satisfeita pelos polind-

mios @, é equivalente a ortogonalidade (2.3) dos polinomios de Laurent definidos por

Bon(2) = 27"Qan(2), Baont1(2) = 27 "Qapn+1(2), n > 0.

Assim, para simplificar, chamamos os polinomios (),, de polinémios ortogonais de
Laurent. No Capitulo 4, estudamos uma classe especial de polinémios ortogonais de
Laurent dados em termos das fungoes g-hipergeométricas e cuja ortogonalidade tem uma
representacao integral no circulo unitario.

Para mais informacoes sobre os polindmios ortogonais de Laurent ver, por exemplo,

Hendriksen e van Rossum [20] e Jones e Thron [25].

2.2 Polindmios de Szegé

o0
n=—oo’

Dada uma sequéncia “dupla” de numeros complexos {,} consideremos o
funcional de momento M definido por (2.1) e {@,,}°°, a sequéncia de polindémios monicos
satisfazendo a ortogonalidade (2.4).

Se o funcional de momento M ¢ tal que A, > 0e u_, = ji,, n > 0, entao é

conhecido como um funcional de momento positivo-definido, os polinémios S,, = @),, sao

conhecidos como polindmios de Szegd monicos e, neste caso, M pode ser representado
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por uma integral de Stieltjes com relacdo a uma medida positiva p(z) = p(e?) no circulo

unitario, ou seja,
MUY= [ )t

onde C = {z =€ |0 < 0 < 2r}.

1

Assim, como z~' = Z para todo z tal que |z| = 1, temos

/Cz_an(z) du(z) = /Cszn(z) du(z)

e a sequéncia de polindmios de Szegd monicos {S,} ¢ usualmente definida por

o 27r— ) ]
/Sm(z) Sn(z) du(z) = / S (€9) S, () dp(e®) = K 20mm, mym =0,1,2,...,
c 0

onde w32 = [|S,I2 = J, 1S.(2)|2dn ().
Os polindémios de Szegé monicos satisfazem o par de relagoes de recorréncia
Sp(2) = @nzSn—1(2) + 551 (2),

n>1, (2.5)
Sn(2) = ap,Si(2) + (1 = |an|?)2Sn-1(2),

onde a, = 5,(0) e Si(z) = 2™S,(1/Z). Os numeros a, sdo conhecidos como coeficientes

de Szegd, de reflexao ou, ainda, coeficientes de Verblunsky e satisfazem

|an| <1 e pg H(l —ax*) = #,2 = n>1
k=0

Um dos resultados mais conhecidos sobre polinomios de Szegé é que eles sao com-
pletamente caracterizados pela sequéncia de coeficientes {a,} a eles associada, como é

dado no seguinte teorema.

Teorema 2.1. A toda sequéncia arbitrdria de nimeros complexos {a,}2,, onde
la,| < 1, n > 0, existe uma unica medida positiva p no circulo unitdrio associada tal

que 0s polinomios { S, } gerados por (2.5) sao os respectivos polindmios de Szegd monicos.

Para essas e muitas outras informacoes sobre os polindmios de Szegd, ver Szegd

[42] e Simon [34, 35].
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2.3 Polindémios L-ortogonais

Nesta se¢ao, definimos os polinomios L-ortogonais, uma classe de polindémios in-
timamente associada aos polindmios ortogonais de Laurent na reta real. Apresentamos
véarias propriedades satisfeitas por esses polindmios, algumas das quais sao analogas as

principais propriedades dos polinémios ortogonais na reta real.

Definigao 2.3. Seja dyy uma distribuicao forte em [a,b]. A sequéncia de polindémios

{Qn}22, definida por

@, € monico de grau n,
b (2.6)
/ T Qu(t)d(t) =0, s=0,1,...,n—1,

€ chamada de sequéncia de polinémios L-ortogonais.

Dada uma sequéncia de polindmios {Q,}>2, satisfazendo (2.6), a sequéncia
{t=l+D/21Q, (1)} é uma sequéncia de polindmios ortogonais de Laurent com respeito
ao funcional de momento M|t"] = u,, onde p, = fab t"dip(t), n = 0,41, £2, ... (ver [23]).

Logo, por conveniéncia, chamamos os polindémios (),, de polinémios L-ortogonais.

Consideremos os polinémios @,,(t) monicos dados por

Qn(t) - Z bn,n—'rtn_ry (27)
r=0

b
onde b, , = 1, para todo n > 0. Como / t" dip(t) = pn, podemos escrever (2.6) como

um sistema de equagoes lineares algébricas nos coeficientes de @, (t):

;

Pnbno + peppibpy + oo+ pobp, = 0
foentibno + popg2bpi + - 4+ by, = 0
: : : , (2.8)
p—ibno 4+ pobpa A+ o+ ppiby, = 0
tobno 4+ pibp A+ o A+ b, = pp

onde p, :/ Qn(t) di(t).
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Usando a regra de Cramer, temos que o coeficiente b, ,, pode ser dado por:

o Hy
b = pﬁv n > 0.
Hn+1
Como consideramos by, ,, = 1, entao
H(—”)
P = H’gji) >0, n>0. (2.9)

Se substituirmos a ultima equagao de (2.8) por (2.7) e, novamente, aplicarmos a

regra de Cramer, obtemos

Hen  Hepnt1 - Mo
1 Hent1 H—n42 - M1
Qn(z) = : : P, n>0. (2.10)
Hy
-1 Ho Hn—1
1 z Z"

Assim, vemos que uma condigao necessaria e suficiente para a existéncia de @, (t)
¢ que HS™ #£ 0.

Substituindo z = 0 em (2.10), obtemos a seguinte expressao para o termo indepen-
dente de @, (z) em termos dos determinantes de Hankel:

H7(;n+1)

Qn(o) = (_1)n H(_n)

— bpo, >0, (2.11)

Portanto, pelo Teorema 1.2, os polindmios L-ortogonais ménicos Q,(t), definidos
por (2.6), existem, s@o tnicos e b, # 0.

Usando a relagao

b
/ t—(”"‘l)Qn(t) d¢(t) = ,U—n—lbn,o + :u—nbn,l + ...+ ﬂ—lbn,n

em (2.8), obtemos

b H(—”—l)
o :/ QB dvlt) = ((1)' R w20, (2.12)
que ¢ diferente de zero.

Consideremos as seguintes integrais

Tus = [ QU du) (2.13)
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onde @,(t) é o polindomio L-ortogonal de grau n associado & medida di). Dessa forma,
temos que 0, = 0 para 0 < s < n —1, n > 1. Além disso, de (2.9) e (2.12), 0,,,, =
HEW/HS™ e 0y = (=1 HS Y /HS™, paran > 0.

Associado ao polinomio L-ortogonal @,(z) podemos definir um outro polinémio

monico, denotado por A,(z), de grau n — 1, por

An(z) = i/ Qux) = @nll) 4y s (2.14)

z—1

2.3.1 Algumas propriedades dos polinédmios L-ortogonais e asso-

ciados

Os polinomios L-ortogonais @, (z) e seus polindémios associados A, (z), definidos na
secao anterior, possuem propriedades semelhantes as dos polinémios ortogonais. A mais

interessante e 1til ¢ a relacao de recorréncia de trés termos que apresentamos a seguir.

Teorema 2.2. Sejam Q,(z) e A,(2) os polinémios definidos em (2.6) e (2.14), respecti-

vamente. Entao, as sequintes relagoes de recorréncia sao verdadeiras para n > 1 :

Qni1(2) = (2 = Bug1) Qn(2) — anp12Qni1(2), (a)

(2.15)
Api1(2) = (2 = Bus1) An(2) — aniz A (2), (D)
onde
Qo(z) =1, Qi(z)=2—0
Ao(2) =0, Ay(z) =1
e o0s coeficientes a1 € Byi1 salisfazem:
O-TLTL
pp1 = ——— >0, n>1, (2.16)
On—1,n—1
61 - 700 - &7 Bn+1 = —Qpy1 O-n_l’_la n = 1a (217>
00,-1 H—1 On,—1

onde o, s sao as integrais definidas em (2.13).

Demonstragao: Provemos os resultados primeiramente para os polinomios @, (z). Como
Qn(z) é um polindmio moénico de grau n, o polinémio Q,11(z) — zQ,(2) é de grau, no

méaximo, n. Logo, pode ser escrito sob a forma

Qn+1(2) = 2Qn(2) = —=Bni1 @n(2) = ans1 2 Qna(2) + Poa(2), (2.18)
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onde ay41 € Bhy1 sao tais que P,_(2) é de grau n — 1.
Representemos P,_;(z) por

n—1
Pnfl(z) = anq,jzj-
j=0
Multiplicando-se ambos os membros da equagao (2.18) por z7"** e integrando,

obtemos:
b b
/ Q1 (1) dip(t) — / L, () d(t) (2.19)
b b
= B / EQu(t) dib(t) — s / DR (1) di(t)

n—1 b
+> pa1y / £ A ().
3=0 “

Fazendo s = 0,1, ...,n — 1, respectivamente, na equacao acima, obtemos o sistema

linear: )

n—1
Z Pn-t1,jlb—ntj = 0
=0

n—1
E Pn-1jlb—nti+; = 0
Jj=0

n—1
Z Pn—1bh—24+; = 0
7=0

n—1
E Pn—1jjH-14; = COp410n—1n—-1 — Onn
j=0

\

cujas incognitas sao os coeficientes do polinémio P, 1(z) e cujo determinante da matriz

)

. , —MNn ., , .
dos coeficientes & H que, como ja sabemos, é maior do que zero.

Logo, se tomarmos
O-n n

an+1 - : )
On—1,n—1

o sistema sera homogéneo e sua tnica solu¢ao ¢ p,—1,; = 0, 7 = 0,1,....,n — 1, o que
significa dizer que P,_1(z) =0 e, assim, (2.15) (a) esta provado.
Para determinarmos o coeficiente [3,.;, tomemos s = —1 em (2.19). Logo,

0= —fBn+10n-1 — Qp110,-1,—1 €, portanto, segue imediatamente (2.17).
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Vamos, agora, usar a relagao (2.15) (a) para mostrarmos (2.15) (b). Podemos

escrever a diferenga Qp,41(2) — Qn1(t) como:

Qn+1(2) = Qna1(t) = (2 = Bat1) Qn(2) — i1 2 Qna(2)
—(t = Bn+1) @u(t) + i1 t Q1 (t)
= (2= Bat1) (@n(2) — Qn(?))
— 0112 (Qn-1(2) — Qu-1(t)) + (2 = ) (Qn(t) — ng1@n-1(1))-

Dividindo por (z—t), integrando com relacdo a t e multiplicando por pg ', obtemos:

1
AnJrl(Z) = (Z - ﬁnJrl) An(Z) — Opyq ZAnfl(Z) + Iu_(o'n,n — Qpy1 O-nfl,nfl)
0
que, por (2.16), ¢ a relagao de recorréncia (2.15) (b).
Isto completa a prova do teorema. O

Como consequéncia da relagao de recorréncia de trés termos, muitos resultados

envolvendo @, (z) e A, (z) podem ser encontrados como, por exemplo, as relagdes abaixo:

An(2)Qn_1(2) — Ay 1(2)Qn(2) = apary_1...a 2", n > 2, (2.20)
Gri1(2) = {Qu(2)} + an18u{Qu-1(2) ) + 1002 Gra (2), n > 1, (2.21)
onde
Gn(2) = Qn(2) @n-1(2) — Q_1(2) Qu(2), n > 1.

Aqui, @ (z) denota a derivada de @, (z).

De (2.21), segue que

Ganr1(2) = {Q2a(2)} + azps1 fon{Q20-1(2)} (2.22)
Fazn10002°{Qan2(2)}?
020410200001 Pon—22°{ Qan—3(2) }?

o Qo Qo - 332222 Q1(2) )

+ Aop+109p . .« CkgCl/QZQn{Qo(Z)}Q
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Gon(2) = {Q20-1(2)}* + a2nfon-1{Qan2(2)}? (2.23)
Faz,00,12°{Qan3(2)}?
090090102 282n 327 {Qan—4(2)}’

o Qoo g3 22T Q1 (2) )

+ Qg1 - - - 3122 Qo(2) }2.

Os polinémios L-ortogonais possuem, ainda, importantes propriedades com relagao
a seus zeros. Por (1.6) e (2.11) temos que todos os polindmios @, (z) existem e satisfazem
Qn(0) # 0, n > 1. Logo, z = 0 nao ¢é zero dos polinémios Q),,(z). Além disso, se z = 2,

¢ um zero de Q,(z), pela formula (2.20),

An(zn,i> anl(zn,i) = 0pQip_q ... a2(zn,i)n71

Portanto, o seguinte resultado ¢ valido.

Teorema 2.3. Se z,,; € um zero do polinomio L-ortogonal Q,(z), para n > 1, entdo ele

¢ diferente dos zeros de A, (z) e dos zeros de B,_1(z).
Valem, ainda, os seguintes resultados.

Teorema 2.4. Os zeros do polinomio L-ortogonal Q,(z) sao reais, distintos e pertencem

ao intervalo (a,b).

n

Demonstragao: Como 0 < a < b < oo, temos que z~" nao muda de sinal em (a,b).

Logo, @, (z) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em (a, b), visto que

b
/ £7mQ, (1) dib(t) = 0.

Sejam 2,1, Zn2,.-., 2, todos os pontos em que (),(z) muda de sinal em (a,b) e
suponhamos que 0 < r < n.
O polinémio z7"(z — 2,1)(2 — 2n2) - . . (2 — 2n,) @n(z) nao muda de sinal em (a, b)
e, entao, ,
[ a2 (= ) Qult) d0(0) £0,
Como r < n, por (2.6) isso é uma contradigdo. Logo, existem, no minimo, n
pontos no intervalo (a,b) que sao zeros de @,(z). Como @Q,(z) ¢ um polinomio de grau

n, o resultado segue imediatamente. O]
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Teorema 2.5. Os zeros de Q,(z) e Q,_1(z) se entrelagam, ou seja, entre dois zeros

consecutivos do polinomio Q,—1(z) existe um zero de Q,(z).

Demonstragao: Das equagdes (2.22) e (2.23), podemos observar que

Gn(2) = {@n(2)@n-1(2) — @,1(2) Qn(2)} > 0, (2.24)

para todo z € RT, n > 1.

Como os zeros, z,—1,, r =1,...,n—1, de Q,_1(z) sdo simples, reais e positivos,
temos que Gy (2p-1,) > 0e Q) _1(zn-1,) #0, parar=1,...,n — 1.

Sejam z,_1 ; € z,_1 j+1 dois zeros consecutivos de (), (%). Suponhamos, sem perda
de generalidade, que Q;,_;(2n-1;) > 0. Logo, @}, 1(zn—1,+1) <O0.

Assim, de (2.24),

Qn(Zn-1;) <0 e Qun(zn-1,j41) > 0.

Portanto, o teorema segue imediatamente. O]
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Capitulo 3

Polinémios L-ortogonais associados as

medidas relacionadas

Neste capitulo, estudamos a conexao existente entre duas sequéncias de polind-
mios L-ortogonais {Q%O)} e {Qg)} associadas, respectivamente, a duas medidas positivas
fortes diy e diy, definidas em [a, b] e relacionadas por uma férmula de conexao. Nossos
resultados aqui apresentados permitem a construcao de novos exemplos de polindmios
L-ortogonais a partir de exemplos ja conhecidos, como os mostrados na Secao 3.3. Os

resultados deste capitulo estao publicados em Andrade, Costa e Sri Ranga [2].

3.1 Resultados preliminares

Consideremos {@,} uma sequéncia de polinémios L-ortogonais associados a uma
medida positiva forte diy em [a,b], onde 0 < a < b < oo, e denotemos por X =
(0,a] N [b,00) o complemento de (a,b) em (0, c0).

Seja {A,} a sequéncia dos polinémios associados a {Q,,} definidos em (2.14).

Segue dos resultados de fragdes continuas obtidos na Segao 1.2 que

An(2) L N 2 R (3.1)

Qu(z)  [2=B [2=B  [z-8
onde a,, e /3, sao os mesmos dados em (2.16) e (2.17).
. An(2)
Seja Sp(z) = (2 — 1) =——, n > 0. Logo, Sp(z) =0 e Si(z) = 1.

Qn(2)
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Por (3.1), podemos escrever

z—p
Sn(’z) = 10(22 9

z— [ —
z— Py —

e B O

Z_ﬁn

ou seja,
1
[05¥4
(z — Pr)asz
z—fB3—.. _ _OnZ

z_ﬁn

(z=B1)(z — B2) —

[0 ¥4

(z = B)(z — Ba)’

obtemos

Tomando a;(z) =

1
a1(2)
3z
(z — Bo)ayz
z2=0s—-. _ _MZ

Z_ﬁn

Sn(2) =
1

1—

(z = B2)(z — B3) —

Repetindo-se (n — 1)-vezes este processo, concluimos que
Z):%—M(lz)_.,‘_an]i(z>’ nZQ

Apt1 2

(2 = Bu)(z = But1)’

Além disso, usando (2.20), podemos verificar facilmente que

onde a,(z) = n>1.

Qo3 ... (2 — B1) 2"}

Qn(2)Qn-1(2)

Sp(2) = Sp-1(2) = n>2

Y

e, por recorréncia, concluimos que

B agozg ozjz—ﬁl) -1
1—}—2 Qg ) , n> 2.

Como 5, € (a,b), n > 1, podemos enunciar o lema a seguir.

Lema 3.1. Suponhamos que X seja nao vazio. Entao, para todo z € X, temos
1=251(2) < Sa(z) < -+ < Su(2),

e, para todo z no interior de X,

lim S, (z) = S(z) = — 51/ L),

(3.2)
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Além disso, se S(a) existe, entao lim S,(a) = S(a). Analogamente, se S(b) existe, entdo

7}1_{1010 Sn(b) = S(b).

Demonstracao: Recordemos que o, > 0, n > 2, e observemos que, para z € X, 2/~ e
(z — )
Q;j(2)Q;-1(2)

sao positivos. Segue, entao, que a expressao

Qo ... aj(z — B1) 2771 i>9

Q;(2)Qj-1(2) o

é sempre positiva em X e, portanto,

Qo ... aj(z — ) 2071

Sj(2) = Sj-1(2) + Q;(2)Qj-1(2)

> Sj—1<z>7

para j > 2 e z € X. Isto prova (3.2).
A convergéncia de S, (z) para S(z) no interior de X ¢é consequéncia do fato da
medida ser determinada. Isso segue de resultados associados ao problema de momento

forte de Stieltjes (ver [27]). O

Podemos, ainda, usar a relacao de recorréncia de trés termos satisfeita por {Q,(z)}
para mostrar que a sequéncia {a,(z)} forma uma sequéncia encadeada para todo z € X.
Dividindo os dois lados da relagdo Q,11(2) = (2 — But1) Qn(z) — api1 2Qn—1(2) por
(z = Bni1) @n_1(z), obtemos

Ap412 Qn(z) . Qn-i—l(z)
Z = Bny1 Qn—l(z) Qn—1(2)(2 - 5n+1)

_ (1  Qun(®) ) Qn(2)
Qn(2)(2 = But1) ) Qu-1(2)
Logo, para n > 1 e para todo z € X,

B Qpy12 - B Qnt1(2) @Qn(2)
) = TTBY e = B (1 0n(2)(z — @m)) OBy Y

QnJrl(Z)
@n(2)(2 = Bnt1)

Como a,(z) >0e > 0, para z € X, temos

Qn-i—l(Z)
Qn<z) (Z - Bn—&-l)

0<1-— < 1.

Assim, segue de (3.4) que {a,(z)} é uma sequéncia encadeada com sequéncia de
parametros {g,(z)} tal que

1 Qn—l—l(z)
92 = 1= G = )
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paran >1lez € X.
Usando a equagao ai(z) = (1 — go(2))g1(2), podemos mostrar que go(z) = 0 e,

portanto, {g,(z)} é a sequéncia de pardmetros minimal para {a,(z)}.
Lema 3.2. O conjunto de polindmios {z"7Q;(z) o € linearmente independente para
todon > 1.

Demonstragao: Observemos, primeiramente, que todos os polinémios do conjunto dado
acima sao polindomios moénicos de grau n.

Consideremos a combinagao linear nula
D o ut"IQ,t) =0,
§=0
Multiplicando essa equacao por ¢~ "™ e integrando, obtemos

D / Qi (t) dip(t) = 0.
j=0 “a

Fazendo m = 0,1,...,n, obtemos o sistema triangular inferior
00,0 0 0 . 0 Yo 0
001 011 0 c. 0 71 0
0p2 012 022 ... 0 2 = 0
Oon O1n O2n --- Onn Tn 0

Como oy, # 0, segue que o sistema possui solugao tnica e, portanto, 7, = 0 para

todom =0,1,...,n, o que conclui a prova do lema. O

O lema a seguir seré ttil para a obtengao dos resultados de monotonicidade apre-
sentados na Secao 3.4. Um resultado anélogo foi publicado primeiramente em Bracciali,

Dimitrov e Sri Ranga [6].

Lema 3.3. Sejam q,(t) = (t—x1)(t—22) ... (t—xp) € gu1(t) = (t—y1)(t—1y2) ... (t—=Yn_1),

n > 2, cujos zeros satisfazem

0<x1<y1<x2<---<xn_1<yn_1<xn.
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Entao, para toda constante real T < 1, o polindmio monico

Qn(T3t) = (1 = 7)gn(t) + 71 gn1(t) (3:5)

tem n zeros positivos 0 < & (1) < &(T) < -+ < &1 () < &u(T) que se entrelagam com

0s zeros de q,_1(t). Em particular,
(i) se 0 < 7 <1, entao
0<&(r)<m e Y1 <&(T) <z, T7=2,...,1
(i7) se T <0, entao
T, < &(T) <y, r=1....n—1 e x, <&(7).
Além disso, cada &,.(T) € uma fungao estritamente decrescente de T.

Demonstracao: Como @, (0;t) = ¢,(t), o entrelagamento dos zeros de @,(0;¢) com os
zeros de g,_1(t) é 6bvio.

Provemos o caso (i) para o entrelagamento dos zeros de @), (7;t) com os zeros de
Gn-1(t) quando 0 < 7 < 1.

Observemos que

sign Q,(T;x,.) = signg,_1(z,)=(=1)"", r=1,2,...,n,

sign Q(15y,) = signgu(y,) =(=1)""", r=1,2,...,n—1

e
sign Qu(r;0) = sign g (0) = (—1)""
Assim, concluimos que o polindémio @, (7;t) muda de sinal no intervalo (0,x;) e
em cada intervalo da forma (y,_1,,), para r = 2,...,n. Como Q,(7;t) € um polindémio

de grau n, o item (7) do lema esté provado.

Este resultado significa que &,.(7) > 0, sign q,,(&-(7)) = (=1)" """ esign g, 1(&,.(7)) =
(=)™ ", r=1,2,...,n.

A prova do item (i7) ¢ similar & do item (4) e significa que &,(7) > 0, sign ¢, (&-(7)) =

(=) " esigng,-1(§(7)) = (=1)" ", r=12,...,n

Para provar a monotonicidade dos zeros de @, (7;t) em relagao ao parametro 7,

notemos, primeiramente, que

Qu(T3t) = qu(t) — 7 [qn(t) — L gu-1(t)]
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e, portanto,

sign [gn (6:(7)) = &:(7) qn1(&(7))] = sign [(qn(&-(7))) /7] = (=1)"F1.

Considerando o polindémio @, (7 + €;t) = Q,(7;t) — € [g,(t) — t g—1(t)], temos que
Qn(T + € &(T)) = —€ [Qn<£r(7—)) - fr(T) Qn—l(fr(T))]' Logo,

sign @, (7 + €, &.(7)) = (—1)" " signe. (3.6)

Supondo e suficientemente pequeno e 7 + € < 1, e desde que os zeros &,.(T + €) de
Qn(T + € 1) sdo todos positivos e distintos, (3.6) implica que &.(7 + €) < &.(7) quando
e>0e&(T+e¢€)>&(7) quando € < 0.

Portanto, a prova do lema esta completa. O

Observacao 3.1. O resultado acima pode ser estendido para n =1 se tomarmos qo(t) =
Lq(t) =t—x1 e@Q1(t) = (1 —71)qu(t) — 7tqo(t) =t — & (1), com 0 < xy. Podemos
verificar facilmente que & (1) = (1 — 7)xy € tal que 0 < &§(7) < 21, se 0 <7 < 1, e

x1 < & (1), seT < 0. Além disso, & (7) € uma fungao estritamente decrescente de .

Para p € (p,q), seja dip(z;p) uma distribuicdo forte em (a,b) e consideremos
{Qn(z; p)} uma sequéncia de polindomios L-ortogonais associados a distribui¢ao di(x; p).
Sejam (x(p), k = 1,...,n, os n zeros distintos do polinémio @Q,(x;p). O teorema a seguir

¢ um resultado de Dimitrov e Sri Ranga [16].

Teorema 3.1. Seja
dip(x; p) = w(z; p) dip (),

onde w(x; p) € positivo e tem primeira derivada com relagdo a p continua para x € (a,b)

e p € (p,q). Suponhamos que as integrais

b
/ 2! (Ow(x; p)/0p) dip(x), j=-—n,—n+1,...,0,....,n—1

convirjam uniformemente em todo subintervalo compacto de (p,q). Se

Olnw(zx;p)
dp

¢ uma fungao crescente (decrescente) de x para x € (a,b), entio, (x(p) € uma fungao

crescente (decrescente) de p, 1 < k < n.
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b
Lema 3.4. Seja f(x,y) wma fungio tal que /f(m,y)d@/)(x) € convergente e

"of

By —(x,y) dp(z) € uniformemente convergente para y, <y < ys. Entao,

/fwydw /8xyd¢)

A prova do Lema 3.4 (para diy(z) = dx) pode ser encontrada, por exemplo, em

para todo y; <y < ys.
Ferrar [17] e Widder [44]. O caso geral pode ser demonstrado de forma anéloga.

3.2 Polindmios L-ortogonais e os coeficientes de cone-

Xao0

Sejam diyg e dip; duas medidas positivas fortes definidas em [a, b] e conectadas por

uma relagao do tipo
(t = ) dipr(t) = v dipo(2). (3.7)
A constante barbitréria v é tal que (t — k)/v é positivo em (a,b). Note que os

n

momentos (Y = / t" dip;(t) satisfazem

a

piy = w D =y u®, n=0,+1,£2,... .

Para ¢ = 0, 1, consideremos {QS)} a sequéncia de polinomios L-ortogonais ménicos

relacionada & medida di;. A relagao de recorréncia de trés termos de {st)} é dada por
Qi) = (= = B)QY () — a2 Q4 (2), n> 1, (38)
com Q(z) = 1 e Q{"(z) = = — B{".

Nesta secao, consideramos uma das féormulas de conexao existente entre as sequén-
cias de polindémios {leo)} {QS)} e a utilizamos para obter algumas relagdes entre os
coeficientes 0420), () ,an e Bn .

Inicialmente, vamos expressar (3.7) de uma forma mais conveniente.

Para 0 < ag < by < 00, consideremos di)y e di; duas medidas positivas fortes cujos

suportes sao [ag, by € [a, b], respectivamente e tais que

l/f i (t) ﬂ@+v/”@—m*ﬂwwmw (3.9)
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para todo polindmio de Laurent f, com k € (—o00,a9] N [by,00), signy =
sign [ff;(t — k) d(t)], M = 0se k <0e M > 0ser € (0,a9] N [by,0). Logo, o

intervalo (a,b) C (0, 00) satisfaz:

[a,b] = [k, bo], se M >0¢e0 <k < ayg,
[a,b] = [ag, K], se M >0eby <k < o0, e

[a, b] = [ag, bo], caso contrario.

Portanto, [ f(t)(t — r)dii(t) = [ f(t)yduo(t) e, como [ f(t)dio(t) =
fabf(t) dibo(t), temos a relagao (3.7) verificada.

Quando k = ag (ou k = by), precisamos supor a existéncia de ffg(ao — k)" Ly (t)
(ou [ (bo — k)" difo ().

Podemos observar que, quando x > 0 e M > 0, a medida di; tem um salto de

M/(M +1) em k. Além disso, se o valor de v é escolhido da forma

1

0; K, M) = b )
Pl M) = Pt = r)Lduo(t)

entao o valor do salto total u(()l) de di); € igual a 1.

Teorema 3.2. Se {Q%O)} e {Q,(ll)} sao duas sequéncias de polinémios L-ortogonais associ-

ados as medidas dig e diy, respectivamente, entao elas satisfazem a formula de conexao:

QW (2) = (1= 7) QV(2) + 72 Q) (2), n > 1, (3.10)
0(1) ' b .
onde T, =y 1 —""— Aqui, ax)m = / t*"erng) (1) dip(t).

(0)
an—l,n— 1

Além disso, os coeficientes T,, n > 1, sao tais que
O<m<lsen<ay e T,<0ser > by, (3.11)
e satisfazem
(0) (1) &

T 10y = TnQpy Lo, (1 — Tn+1)57(£21 =1 =7)Bpi1, n>1, (3.12)

com

ron = el e (1-m)s0 = {0 313
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Demonstracao: Para provar a relagao (3.10), expressemos Qg) como uma combinagao
linear do conjunto de polinémios {z"~ JQ(O)( )}j—o (ver Lema 3.2). Assim, sejam 7;,
7 =0,...,n, tais que

Q\(2) Z% "I QP (2), (3.14)

7n+

Multiplicando essa expressao por z e integrando, obtemos

b b
/ QD (1) dipo (1) Z% / QY (8) dibo(t). (3.15)

a

Por (3.7), temos [/t~ m Qi (t) du(t) = L [T (t — k)QW () dir (1) e, por-
tanto, de (3.15),

1 ’ —n+m ’ —n+m —Jj+m
= [ ann -2 [ e Zw / £ Q) (1) dupo().

Como
b
/ t QW) dipy (1) =0, —1<m <n—2
e
b
/ QW () dypy () =0, 0<m<n—1,
fazendo m = 0, ..., n, obtemos o seguinte sistema:
a0 0 0 0 Y 0
Ao o I I :
0 0
05,2) 08 O’éz) o 0 0 Y2
: : : . : : : 0
0 0 0 0 1
aéi O Ot e O O Yot Yo
0 0 0 0 0 1 1
Ohm  Tim OO0, Oh Yo Yo — K o
Assim, concluimos quey; = 0,7 =0,...,n—2,eque 7, = V,_1 = 107(1171/0,1 L1

Como Q,(Il) ¢ um polindmio monico, comparando-se os termos em z" em ambos os
lados de (3.14), verificamos que 7, + 7, = 1, ou seja, 7, = 1 — 7,,, 0 que completa a prova
de (3.10).

Observe que se v = [(M + 1) fbo( — k)L dipo(t)] 7, entao y > 0se k < agey <0

1)

se k > by. Portanto, como 7, = vy~ Loy n/o,(glm_l, temos que 7, > 0se k < age T, <0 se

KZbo.
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Além disso, os suportes das medidas di)g e di); estao contidos em [0, 00| e, portanto,
os zeros de Q%O) e de Q,(Il) pertencem a (0,00). Segue que sign Q%O)(O) = sign QS)(O) =
(—1)™ e, por (3.10), temos 7, < 1, concluindo a prova de (3.11).

(1) (0) (1)

Tntl  Ontint1 On—1n—1  Qpio . (0) (1)
Note que = B0 =~y > OUSeJA; Tny1 Qg = Tp Qyfp.
Tn On,n Onn Qi
(1) (1) (1) 1 (1
011 Q27 0pp Qg " [y

Além disso, 7 = 0 = Ol O
Y 00,0 Y 00,0 Y Mo
Portanto, a primeira parte de (3.12) e a correspondente condigao inicial estao
provadas.
Resta mostrarmos a segunda parte de (3.12) e sua correspondente condi¢ao inicial.

Pela relagao (3.10), temos

Q4(0) = (1—7,) QY(0), n > 0. (3.16)

Fazendo n = 1, obtemos ﬁfl) =(1—-m7) ﬁfo).
Agora, por (3.8), temos que Qfﬁrl( 0) = 5n+1 QS)(O), i€{0,1}, n > 1. Assim,
Qo (0) = (=1)"8y785” -~ By, n = 0. Por (3.16), segue que

LB g = (1 — 7 )BOBY . 8D > 1, (3.17)

Associando as equagoes obtidas de (3.17) para r = n e r = n + 1, obtemos a

segunda parte de (3.12). O

Observe que, substituindo z Qﬁo_)l(z) =[(z— 572(121)62,(10)(@ - Qﬁl(z)]/aﬂl, obtido

da relagao de recorréncia de trés termos de le, em (3.10), obtemos

QP(z) = [(1—Tn)+ E ﬁfm] @£?><z>—“zj; QL (2), n>0,  (3.18)

O t2 M t2
onde tomamos convenientemente 7y = 0.
Substituindo (3.10) e (3.18) na relagao de recorréncia de trés termos para {Qg)},

obtemos a relacao de recorréncia de trés termos para {Q%O)}:

Q) = o - 1 5] e

n+1

Tn —Tn—-1 (1 0
S e CHR D R e PeL)

1-— Tn+1 1-— Tn+1
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Pela unicidade da relacao de recorréncia de trés termos dos polindmios L-ortogonais,

concluimos que
T g gy LTt @ o

1— Tott n+l1 ~ Mn 1 — Tott n+1 — i1y
ou seja,
70 B + (1= rsn)ally = mBl) + (1= ro)ally, n> 1. (3.19)

As propriedades de invariancia de [Tnﬁfﬂl - (1 - Tn)oz,(g)rl](l — Tps1)/Tn € de
[Tn,é’,(f) —(1— Tn)a,(zlll](l — Tn_1)/Tn seguem como consequéncia de (3.19) e dos resultados

apresentados no Teorema 3.2, como é mostrado no teorema a seguir.

Teorema 3.3.

0 0 (1—7'n 1) 1 (1_7-7171)
[Tty = (1= m)ap ] = [ = (1= m)ay "= =, (3.20)
para n > 1, com 19 = 0. Além disso,
B =y 1”11 =) = . (3:21)

Demonstracao: Seja €2, = [Tnﬁfﬁzl —(1—7p) 047(21](1 — Tut1)/Tn, n > 1. Substituindo

(1-— Tn+1)67(1(21 e (1- Tnﬂ)af&)l por suas expressoes obtidas em (3.12) e (3.19), respecti-

vamente, obtemos

1— n
Q= [ — (1 =)ol L™ sy (3.22)
Tn
Assim, substituindo (1 — 7,,) ) por (1 — Tn_l)ﬁr(f), segue que
1—17,_
Q= B2 — (1 =)ol =) s
TTL
1 T 047(10)
Como, por (3.12), aill = = , de (3.22) segue que
Tp—1

T aE?’ (1—m,)

]

Tn—1 Tn

1- n
== [Tn—lﬁy(LO) - (1 - Tn—l) a;O)]g
Tn—1

Qn - [TTLB?SO) - (1 - Tnfl)

Isso mostra que 2, = €, 1, n > 2. Logo, para concluir a prova de (3.20), basta

mostrarmos que ; = [ ﬁil) —(1—m) Oégl)]/ﬁ = K.
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(1)

Temos que ) = + 04(1) ol /7. Por (3.13) e pelo fato de ozél) = J&)/aé’lg =

(1" = B"ui") /1!, segue que
_ R S R
Q=0 =
(1) (1) (1)
Ho Ho Ho
Desde que ,ugl) — /w(()l) = 'yuéo), o resultado esta provado.
Finalmente, observemos que, por (3.22), k = [ﬁfo) - agl)/ﬁ](l - 1) =
B = 71l /1§11 = 1), 0 que prova (3.21). O

Quando v = y(¢o; k, M), a equacdo (3.21) pode ser escrita na forma

185 — (o3 5, M) p1)(1 — 71) = k.

3.3 Geragao numérica e exemplos

Dada uma medida positiva forte di, o conhecimento dos coeficientes {a,, f,} da
relacao de recorréncia de trés termos para os polinémios L-ortogonais associados é aplicavel
em muitos contextos tais como na geragao numérica dos polindémios, seus zeros, etc. Por
exemplo, os zeros dos polindmios L-ortogonais (), podem ser gerados como autovalores

da matriz de Hessemberg (ver, por exemplo, Sri Ranga e van Assche [41]):

ar+B1 as+ P 0 apoi+ Baoe o+ Buor By

(&%) Q3 + 62 o Oy + /Bn—Q 7% + 571—1 Bn

Hn _ 0 as ER € 7o | + 671—2 O + ﬁn—l Bn
0 0 ce Op—1 ay, + 6n—1 Bn

0 0 e 0 Qy, B

Obtemos, como consequéncia dos Teoremas 3.2 e 3.3, técnicas simples para ge-
racao de qualquer um dos pares de coeficientes {an , ( } ou {an , ﬁn } conhecendo-se

o outro. Essas técnicas sao descritas nos algoritmos a seguir.

Algoritmo 1. Sejam {oz(l)}NJrl e {ﬁy(Ll)}le conhecidos. Entao, os coeficientes {oz,(lo) N,

(BN satisfazem

- 1— 7
aﬁLO):TTlafﬁl, n=23,... N, 5@:#5@, n=12.N,
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onde {1, })_, podem ser gerados por

1
T Qa1 = 7o) n=1,2..N (3.23)
n (1) ( ) . ) b AR 9 *
( +api)(1—Tp1) — K

com 19 = 0.

Algoritmo 2. Seja dip; a medida dada por (3.9) tal que v = y(vo; k, M). Se 7(1/)0; K, M) p((]o),

{&7(10) N,e {B } _, sao conhecidos, entao os coeficientes {an Mile {ﬁn N_| satisfa-
zem
KT
ag):ﬁﬁio)——l , ozq(ll): 20)17 n=34,...,N+1,
l—m Tn—2
W= (1-7,)8" g = Lo g0 93N
n 1 _ Tn_l n 9 ) ) )
onde T, = affjl ( n+1 + ﬁffﬁl) =1,2,...,N, se c =0 ¢, se 6 # 0, {1, })_, pode ser
gerado por
n=1- . L Ta=1- SR n=23..,N

B — (o 5, M) i) (B + al)ry — ol

No Teorema 3.2 foi mostrado que 0 < 7, < 1, n > 1, se k < ag. Entretanto, usando

os resultados do Algoritmo 2, podemos observar que

0 0
047(1421 Oégw)ﬂ

< ©
n+1 + ﬂn—‘rl n+1 + Bn—‘,—l

<7'n<1,nZl7 se O<kw<ay e M>0.

N

. 1 : . 0
Para gerar os zeros do polinémio Qs\,), ¢ suficiente conhecer os coeficientes {aé ) 2

0 . ~ ~ A s A
{ 57(1 )}7]:7:1 e o coeficiente de conexao 7y. Conhecendo a relacao de recorréncia de trés ter-

mos de {Q%O)} e usando a relagao (3.10), obtemos

D(2) = (z = QY (2),
D) = (=MW, (2) — a2QWy(2), n =2,3,...,N — 1,
Ve =G—-0 -V (2) — (1 — 1)V 20V 4 (2),
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e, portanto, os zeros de QY ~ sdo os autovalores da matriz (ver [41])

aéo) ago) + 550) e aEV L+ ﬁ aN + B(O) BN](\?)

0 o o Q04 B a4 ﬁ(o) B(O)

0 3 N 1 N N
Hg\,)(/{) = . .

0 0 - 0 d§3) 553)

onde Oz( ) = =(1— TN)CVE\?) e 51(\?) =(1- TNWJ(\?)-

Exemplo 1. Em [32], Pastro apresenta os polinomios ortogonais de Laurent associados
a distribuigao log-normal. Consideremos os polinémios L-ortogonais {Q,(ll)} relacionados

a medida forte di; dada pela distribuicao log-normal modificada

1= )/ ) gy

2(,(_}\/_ Y

definida em [a, b] = [0, 00]. Segue, dos resultados de Pastro e de resultados apresentados

dipn (t) =

em [11] e [12], que

(1) 2) = —1) 7r(nfr){n} T/QzTL*T n>1
@) = ") ez

QN(2) = (2= ¢V (2) — (¢ 1) 2QM,(2), n>1,

com le)(z) = 2—q¢2 Aqui,g=e2"¢ {n} sao os coeficientes g-binomiais dados por
rla

{n}: (4 Dn Cr=01....m
rla (0)r (¢ Q)n—r

Podemos usar o Algoritmo 1 para obter os coeficientes 67(1 e da relacao de
recorréncia de trés termos dos polinomios L-ortogonais {Q%O)} associados a medida di)

dada por
dio(t) = ¢ Le MO/ (¢ 1o)dt

em [ag, bg] = [0, 00|, onde k < 0. Dessa forma,

a® =Tl 1m0 O 2 ﬂql/z n>1,
Tn 1—17,
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onde 7, é gerado por

(1 —71,_1) — kK

>1
P (I —reg) —n

— Y

1—7, =

com 75 = 0.

Exemplo 2. Dados a > 0 e > 0, sejam ag = (Va + § —/a)? e by = (Va+ B+ Ja)?
Para A > 0, seja di; a medida definida em [a, b] por

dipy (t) = (b — ) V2t — o) 2at, (3.25)

onde a constante positiva v pode ser arbitraria do ponto de vista dos polinémios L-
ortogonais associados. Mas, se a escolha for igual a [f; b — )MV (t — a) TV 2dt)
entao u(()l) = 1.

Em Sri Ranga [40], foi demonstrado que os coeficientes da relagdo de recorréncia

de trés termos dos polinomios {Qg)} relacionados a medida di; sao dados por

ﬁn 67 an—i—l/a Oén+1< ) (n—i—)\)(n—l—/\—l)’ n = 1.

Aqui, devemos tomar as(0) = 2.

Podemos usar o Algoritmo 1 para obter os coeficientes BT(LO) e aﬁ?) associados aos

polinémios L-ortogonais {Qg))} relacionados & medida

dipo(t) = tMb — ) Y2 (t — ) V2|t — K|dt (3.26)
definida em [ag, by] = [a, b], onde k é uma constante real que esté fora do intervalo (a,b).
Assim,
. 1—7,_
Oé1(10):7- lan+1(>\)a7 n22 € ﬁr(LO):#Bv 7121;
Tn — in

onde a sequéncia {7,} pode ser gerada por

B(l—=7y1)— kK
(B + a1 (M) (1 = 7oo1) — K

1—7,= , n>1,

com 75 = 0.
Existem casos especiais em que 7, é dado explicitamente. Quando k =0e X\ > 0,
obtemos

i a1 (N)

_—7 nZ ]'7
B+ aan—&-l(/\)
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e quando Kk = —f e A = 0, considerando a expansao em fracao continua de

(1 —-7,)(8+ «)/B, obtemos

a8 (A TEaB T (=T
VT4 a/B 1+ /1+a/B)—(1-/TI+a/B)

Exemplo 3. Dados o > 0 e > 0, sejam ag = (Va+ § —/a)? e by = (vVa+ B+ Ja)?

Para A > 0, consideremos a medida dv definida em [ag, by] por
dipo(t) = t*(bg — )N V2(t — ap) 1/ 2dt. (3.27)

Logo, os coeficientes da relagao de recorréncia de trés termos da sequéncia de

polindémios L-ortogonais {Q%O)} relacionada a diy sao

n(n+2X—1) -

(0) — (0) g )\ —
ﬁn 5 e Qp /o an+1( ) (n+)\)(n+>\_1)v = 5

com as(0) = 2.
Podemos usar o Algoritmo 2 para obter os coeficientes ,6’7(11) e ol da relacao de
recorréncia de trés termos dos polinémios L-ortogonais {Qg)} relacionados & medida di,

dada por

[ ) = 10 a0 [ s

ag

t)\(bo _ t))\—l/2<t _ CLO)/\—I/Q
t—kK

dt, (3.28)

com (A, K, M) = [(M + 1) [2°(t — 5) ') (bo — ) V2(t — ap)~V/2dt]

M > 0e (a,b) C (0,00) sao tais que, quando k < 0, entdo [a,b] = [ag,by] e M = 0, e,

Além disso,

quando x > 0, entao
la,b] = [ag, bo], se M =0,
la, b] é o menor intervalo contendo [ag, by] € K, se M > 0.

Para garantir a existéncia da integral (3.28) devemos supor que s nao assume o

valor ag ou o valor by se 0 < A\ < 1/2.

Assim,
aél) =np - SaE ) agzl—f)—Q = ds an+1()‘) @, n=>1,
1 — T1 n
1—7,
BV =(1-m)p, Bl = ——"28, n>1,

1—17,
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23

onde 7, = ap1(AN) a/[f+ ansi(N) al, n >1,se k =0, e, se k # 0, {7,,} pode ser gerado

por
K K Tp,
T = 1 - ) Tn = 1 - » T Z 1
' B =\ kK, M) u(()o) i B+ ani1(A) almy — anai(A) a
71 T2 T3 T4
k=0.40, M = 0.0 | 0.45087881... | 0.29105458... | 0.29105458... | 0.29105458...
k=040, M =1.0| 0.78543285... | 0.83697646... | 0.85740885... | 0.85884156...
k=040, M =2.0 | 0.82165247... | 0.84410811... | 0.85792011... | 0.85887617...
M =2.0, k=0.10 | 0.95137610... | 0.96549084... | 0.96626473... | 0.96627417...
M =2.0, k=045 | 0.80238528... | 0.82053350... | 0.83820403... | 0.83968495...
M = 2.0, kK =0.80 | 0.68909400... | 0.61861872... | 0.66435849... | 0.67933154...

Tabela 3.1: Valores de 7, T, 73 e 74 associados ao Exemplo 3 quando A =0, a=1e =3¢

para diferentes escolhas de k e M.

Na Tabela 3.1 apresentamos os valores de 7y, 7, 73 € 74 para alguns valores de k e
M quando A =0, a=1e¢ = 3.

Observamos que, quando « = 0.4 e M = 0, os valores de 7,, n = 2,3,4, sao
invariantes. Mostramos que este fato é realmente verdadeiro quando M = 0. Temos que

~(0, &, ]\/[)/L(()O) = (M +1)"'\/(bo — k)+/(ao — k) e, portanto, quando A =0 e M = 0,

4o
" da T Bk + /(o — /(a0 — R)

200
2048 —k+ V (bo — K)\/(ap — k)

Consequentemente, podemos enunciar o seguinte teorema.

, n>1.

Tot1 = T(a, B, K)

Teorema 3.4. Dadosa > 0 ¢ 3> 0, sejam ag = (vVa + f—+/a)? eby = (Va + B+/a)?.

Se k ¢ lag, byl e {QS)} ¢ a sequéncia de polindomios L-ortogonais relacionada a medida

diy dada por
bo (bO _t)fl/Q(t_ao)fl/Q

[ rwann = [ o=

~ . 1
entao os coeficientes 047(1)

dt,

2 ﬁfll) da relacao de recorréncia de trés termos de {Qg)} satis-
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fazem

g — ﬁ+\/bo—f<;\/ag—/<a/3 RO 44/ (by — k)+/(ag — k)

' da+26 -k 7 P datB—r+ /(b — )/ (a0 — k)
ﬁ(l) _ 2(4a + 20 — K) (1) _ da+ 20 — K

? 4o+ 368 — k+ by — kag — K da+3B —k++/(bo — k)\/(ag — k)

)

Q,

e, para n > 3,

3.4 Alguns resultados de monotonicidade

Dada uma medida positiva forte diyg cujo suporte é [ag, bo] C [a, b], consideremos
uma outra medida positiva forte di»; dada por (3.9) com v = (g, &, M). Os polindémios
L-ortogonais {QY} e {Q4} sdo relacionados por (3.10) e os coeficientes 7, dessa relacdio,
que dependem de dvy, sao fun¢oes dos parametros xk e M. Consequentemente, também
os polinémios {QELI)} e seus zeros sao funcoes de k e de M. Nesta secao, provamos
alguns resultados de monotonicidade dos zeros dos polinémios {QS)} com relacao a esses

parametros.

Teorema 3.5. (i) Quando k > by, entdao 1, € uma funcgao estritamente decrescente de

M, paran > 1;

(i) Quando 0 < k < ag, entdo 7, € uma funcao estritamente crescente de M, para

n>1;

(iii) Quando M > 0 € tal que 6y = —1 + (M + 1)B\” /by > 0, entdo 7, ¢ uma fun-
cao estritamente decrescente de k, para todo n > 1, quando k varia no intervalo

[R(M),00), onde k(M) > by satisfaz

e MA® + 608" — ol + /(MB® + 60,8 — al)2 — 451, 5O B0

200

x>
—~

(3.29)

(iv) Seja oy = —1+ (M + 1)ﬁ§0)/a0. Quando M > 0, 7, é uma fungao estritamente

decrescente de k, para todo n > 1, quando k varia no intervalo (0,%(M)], onde
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0 < k(M) < ag satisfaz

 MBO + B — afY - \/(Mﬁ(m B0 — a2 — 4Ny, 80 50

K¢

20
(3.30)
Demonstracao: (i) De (3.24), lembramos que
KR Tpn—1
T, =1 — , n>2,
B + )Tt — )
onde 7; = 7, (1o, k, M), j > 1. Portanto,
0) aTn—l
0T, Fan =01
OM — [(5 + a) 7y — a2
Como k > by > 0eal > 0, temos que — Tn < 0 para todo M, desde que OTn-1 <0
0 " W on =P o

para todo M, ou seja, se 7,,_1 for uma funcao estritamente decrescente de M, entao 7,
também serd uma funcao estritamente decrescente de M.
Assim, para concluirmos a prova de (i), basta mostrarmos que 77 é uma fungao

estritamente decrescente de M. Como 74 =1 — /@/[ﬁ{o) — Y (vo; k, M) ,u(()o)], segue que

0
37'1 7(100’7’1 M)

5M*_w9—<mmMme
onde y(to; k, M) = [(M + 1) ffg (t — k) Ldipo(t)]

Como K > by, temos 8_]\74 > ( para todo M e, portanto,

0
0_71\2 < 0, para todo M.

(i7) Segue de maneira analoga ao item ().

(74i) Primeiramente, vamos estudar a monotonicidade de 71 com rela¢ao ao parametro k.

Observe que

or Oy (vo; k, M
0Tt 150 — (s, MYJ2 |80 4 P (s, ) — D0 A
Ok Ok

Logo, a—ﬁ < 0 para k > by se, e somente se, g(k) < 0 para kK > by, onde

K
0) 0 M
o) = ~B0 -+ nO1 (s, 20) — 0 LA (3:31)
Temos

37(@/)%;:,1\4) _ _M1+1 {/abo(t_,f) i (t )}_2 aﬁ [/bo(t—n)‘ldz/zo(t)}
1
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onde a segunda igualdade segue do Lema 3.4. Simples manipulacoes algébricas podem

ser usadas para mostrar que

[t < o [ n vt

ao 0 ap

para k > by e, consequentemente, por (3.32), temos

a’y(wOa K, M)

o < (K — bo) "'y (o; K, M).

Assim, por (3.31), temos

b
g(k) < =B — 1O (4g; 5, M),
KR — bo

para todo k > by.
Como (ty; i, M) = [(M+1) [ (t—r)~dibo(t)] ", do Lema 3.1 para y)(t) = 1)o(t)

segue que

1 k=p9 1 o1 k—pY 1
M+1 0 50() = M+1 0 03

7(%3 K, M) =

onde 53" (2) = (= = B") (= = BN/ (= = B”)(= = ) — 03" 2.

Logo,
bo R — §0) 1

M+1 kb (k)

g(k) < g1(k) = =B + (3.33)

para k > by.
Devemos, entao, buscar valores para k > by tais que g;(k) < 0.

Observemos que

bo  k—B [ (k- ")k —-B") -k
M+1 r—bo (v — B7)(k — B5)
bo

— —(M N 1)(/{ B bo)(/{ ~ 550)) p2(5)7

(0)
onde po(K) = %(M + 1)(k —bo)(Kk — éo)) —(k — fo))(/i - BS))) + ozgo) K.

a(k) = B+

Como (k — by)(k — 550)) > 0 para Kk > by, devemos procurar os valores de k > by
tais que pa(k) > 0.

Podemos ver claramente que ps ¢ um polindmio de grau 2 cujo coeficiente do termo
de maior grau é gy = —1 + (M + 1) %0)/170 > 0 e, além disso, p2(0) = Mﬁio)ﬁém > 0.

Vemos também que po(by) = —(by— Bfo)) (bo— ﬁéo))—i-ozéo)bo < 0, o que segue imediatamente
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de resultados de sequéncias encadeadas vistos na Secao 3.1. Desta forma, podemos afirmar
que pp possui uma de suas raizes no interior do intervalo [0, by]. Como py tem grau par,
podemos afirmar também que, para  suficientemente grande, po(x) > 0. Assim, se ~(M)
¢ a maior raiz de po, temos ~(M) > by e, para k > k(M ), tem-se po(k) > 0.

Logo, para k > k(M ), temos que % < 0, ou seja, 71 é¢ uma funcao estritamente
decrescente de x quando  varia no intervalo [&(M), 00).

Para obter o valor de #(M) dado em (3.29), basta observarmos que o polindomio po
pode ser reescrito na forma py(k) = 67 K* + (—MB}O) - cArMﬁéo) + ozéo)) K+ Mﬂo)ﬁéo).

Para completar a prova de (7ii), vamos usar o Principio de Indugao Finita sobre n

para mostrar que 7, é func¢ao estritamente decrescente de k para todo n > 1.

A prova para n = 1 ja esta feita. Assim, suponhamos que, para um certo n > 1,
aTn_l
Ok

a expressao para 7,, dada por (3.24), obtemos

< 0 para todo k, ou seja, 7,_1 ¢ funcao estritamente decrescente de k. Derivando

OTp—
e N L LS
Zn_ <0
Or (@ + )Ty — a2

para todo k, visto que 7,_1 < 0 para kK > by, como mostrado no Teorema 3.2.

Portanto, a prova da parte (iii) do teorema esta completa.

A demonstracao da parte (iv) é inteiramente analoga. Neste caso, devemos procu-
. or )
rar para quais valores de xk € (0,ag) tem-se 8_1 < 0. Como no caso anterior, é possivel
K
mostrar que a solu¢ao do problema é encontrada obtendo-se os valores de k € (0, ag) para

0s quais
pa(k) = (Gar + 1)(k — ao) (5 — B”) — (5 — B (k= B”) + a8 k> 0.
]

Note que os valores de #(M) e de £(M) poderiam ser ainda melhores se, em (3.33),
tivéssemos usado S:go)(/ﬁ) ao invés de Séo)(/i). Entretanto, isto tornaria as equagoes muito

mais complicadas.
Para i = 0,1, seja z&, r=1,2,...,n, os zeros do n-ésimo polindmio L-ortogonal

; o . 1
@) com respeito a medida dv;, dados em ordem crescente. Claramente, os zeros z,(“)~,

relacionados & medida di);, dependem dos parametros k e M. Dessa forma, é interessante

.. 1 ~ . ..
estudar a monotonicidade de z,(“)n com relacao a k e a M. Para isso, utilizamos os resultados
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do Lema 3.3 e, também, o comportamento monotonico dos parametros de conexao 7, com

relagao a k e M obtidos no Teorema 3.5.
Teorema 3.6. Sejam k(M) e &(M) dados no Teorema 3.5.

(i) Quando k > by, temos

0 1 0 0 1
Znp < zn,z < Zq(m—)l,ra r=1, n—1, e Znﬁ)l < 27(%7)”
(ii) Quando k < ag, temos
(1) 0) (0) 1 0
0 < Zn,l < Zn,l € anl,rfl < Znﬂ)“ < Z£L,7)"7 r= 27 y 1,

(i1i) Quando K > by, temos que z,(f)n € fungao estritamente crescente de M ;

(iv) Quando 0 < Kk < ag, temos que 27(112 € funcao estritamente decrescente de M ;

(v) Quando M =0, temos que z,(f,l € funcao estritamente decrescente de k;

(vi) Quando M > —1+b0/6§0), temos que z,(})n € fungao estritamente crescente de k para

K € [R(M), 00);

(vii) Quando M > 0, temos que 27(1112 € funcgao estritamente crescente de k para

k€ (0,k(M)].

Demonstragao. Pelo Teorema 3.2, se k > by (0 < k < aq), entdo 7, < 0 (0 < 7, < 1)
e a formula de conexao (3.10) para os polindémios ) ¢ exatamente do tipo (3.5). Logo,
os itens (7) e (i) acima seguem diretamente do Lema 3.3.

Quando £ > by (0 < k < ag), segue, do Teorema 3.5, que o parametro 7,, ¢ uma
fungao estritamente decrescente (crescente) de M. Por outro lado, pelo Lema 3.3, temos
que z,(fi é funcao estritamente decrescente de 7,,. Logo, ZSQ é uma funcao estritamente
crescente (decrescente) de M. Isto prova os itens (iii) e (iv) acima.

Para provar os itens (vi) e (vii) observe que, se M > —1 + bo/ﬁfo) (M > 0),
entao, pelo Teorema 3.5, 7, é uma funcao estritamente decrescente de k quando x varia
no intervalo [K(M),00) ((0,%(M)]). Novamente, usando o resultado de monotonicidade
para 2.} provado no Lema 3.3, obtemos o resultados enunciados em (vi) e (vii).

Finalmente, o item (v) segue como consequéncia do Teorema 3.1. ]
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Corolario 3.1. Sejam zﬁfzﬂ, r=1,2,...,n, dados em ordem crescente, os zeros do n-
ésimo polindmio L-ortogonal Qg) (1 = 0,1) com respeito a medida ¢; (i = 0,1), dadas,

respectivamente por (3.27) e (3.28).

(1) Quando k > by = (va + B+ a)?, temos

zn?r < z,(iz < z,(lo_)lﬂ,, r=1, ,n—1, e zn?% < zq(zl’%,
(ii) Quando rk < ayg = (Vo + B — /a)?, temos
0< Zv(v,l,i < 21(1(,)% € Ziz(gl,rfl < anﬂ)“ < Z'I('L?'B” r= 27 y 1,

(iii) Quando K > by, temos que z,(Ll,), ¢ fungao estritamente crescente de M ;

(iv) Quando 0 < Kk < ag, temos que 27(112 € funcao estritamente decrescente de M ;

(v) Quando M =0, temos que szl € funcao estritamente decrescente de k;

(vi) Quando M > —1+b0/ﬂ§0), temos que 27(112 € fungao estritamente crescente de k para

K € [R(M),00), onde

_ M+oy—201+ N7ra/B+ /(M +6a —2(14+ N)"1a/B)2 —4Moy

AM) 200/

o =—14+(M+1)8/by;
(vii) Quando M > 0, temos que zg) € fungao estritamente crescente de Kk para

k€ (0,k(M)]. Aqui,

_M+on—20+N"a/f- VM + 65y —2(1+N)ta/B)? —4Moy

R(M) 251 ]P

G = —1+ (M +1)8/ao.
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1)
1

)

%

1
%

1
%3

1
2

k= 0.40, M = 0.0
Kk =0.40, M =1.0
k= 0.40, M = 2.0

1.057868273...
0.400182864...
0.400091439...

1.682001373...
1.164670788...
1.164664204...

3.973171289...
3.108876324...
3.108845625...

8.122740733...
7.890903776...
7.890894026...

M =0.0, k =0.10
M = 0.0, k= 0.45

1.061886240...
1.056958272...

1.717355903...
1.674513092...

4.043836188...
3.958894698...

8.142018838...
8.118896358...

M = 0.0, kK =0.80 | 1.045554153... | 1.594182935... | 3.818696396... | 8.081878935...
M =20, x=0.10 | 0.100000170... | 1.149255986... | 3.023261695... | 7.862385442...
M =2.0, k=0.45 | 0.450168298... | 1.168531996... | 3.126200966... | 7.896358902...
M =2.0, kK =0.80 | 0.805004393... | 1.230193905... | 3.300341782... | 7.947133748...

Tabela 3.2: Zeros zé(l’li), 1 <i <4, do polindémio L-ortogonal QS}) associado & medida positiva

forte dipy, dada por (3.28), para A =0, « = 1 e 8 = 3, e para diferentes escolhas de k e M.

Na Tabela 3.2, apresentamos os valores dos zeros do polinémio L-ortogonal Qil)

associado a medida positiva forte di);, dada por (3.28), para A = 0, a = 1e =3, ¢
para diferentes escolhas de k e M. Os valores encontrados confirmam o comportamento
monotonico dos zeros com relagao aos parametros x e M, como enunciado no Corolério
3.1.

Observe que, quando M =2, A =0, a =1 e = 3, tem-se (M) =~ 0.84. Logo, as
escolhas dos valores k = 0.1, Kk = 0.45 e kK = 0.8 foram feitas de modo a pertencerem ao

intervalo (0, &(M)).
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Capitulo 4

Funcoes g-hipergeométricas e

polindmios ortogonais de Laurent

Neste capitulo, consideramos uma classe de polindémios de Laurent obtida a partir
de funcgoes g¢-hipergeométricas. Muitas informagoes a respeito de tais polinomios sao
explicitadas como sua relacao de recorréncia de trés termos, seus momentos e, ainda,
uma representacao integral no circulo unitério para o funcional de momento. Fazendo
uma escolha apropriada dos parametros, obtemos particularmente uma nova classe de
polindmios de Szegs. Esses resultados foram publicados na revista Proceedings of the

American Mathematical Society [13].

4.1 Resultados preliminares

Seja {@Q,} uma sequéncia de polinomios dados pela relagao de recorréncia de trés

termos

Qn—l—l(z) = (Z + Bn—&-l) Qn<z> — Ontl ZQn—1<Z>7 n 2> 17 (41)
Qo(z) =1e Qi(z) =z~ B

Lema 4.1. Sejam B; # 0 € apy1 # 0, n > 1. Dada uma sequéncia {h,} arbitrdria

de nimeros complexos h,, (ou fung¢oes complexas h,(2)), seja {Gp(h,;z)} a sequéncia de

A

uncoes tais que Gy(hy;2) = ——— e
f ¢ q 1(1 ) Z+61_h1

_ Bi ‘_ (e5¥4 \__”_ QapZz
[2+B [ 2+5 EE

n > 2.
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Entao,

‘ ‘ B 51052043 SN anhnz”_l
Gn(hna Z) - Gn(o’ Z) B Qn(z) [QR(Z) - thnfl(’Zﬂ.

Demonstragao: Consideremos a sequéncia de polindémios {R,,} tais que
Ru1(2) = (2 + Buy1) Bu(2) — anp1 2 Rpa(2), n>1,

com Ry(z) =0 e Ri(z) = B1. Segue, de resultados basicos de fragdes continuas (ver, por

exemplo, [24] e [29]), que

. o Ru(2) = ha Ry a(2) Ru(2)
Gn(hn, Z) - Gn(o,z) = Qn(Z) — thn_l(Z) - Qn(2>’ n>1.

Logo,

Qn(2)[Qn(2) = hnQn-1(2)] 7

Como R, (2)Qn_1(2) — Qn(2)Rn_1(2) = Brasas -, 2", o resultado do lema

Gn(hy;2) — G,(0;2) = n>1.

segue. O

Como um caso particular do Lema 4.1, tomando h,, = a,12/(2 + Bar1), temos

Gni1(0,2) = G, (hy, 2) e, portanto,

_ Prosas o, n>1. (4.2)

T 0.()Qun(z) T

Lema 4.2. Se os coeficientes da relagao de recorréncia de trés termos (4.1) satisfazem

GTL+1 (07 Z) - Gn(oa Z)

Bn#0 € api1 #0, n>1,
entao existe um funcional de momento semi-definido M tal que
M[z7°Qn(2)] = dpnspn, 0<s<mn, n>1, (4.3)

onde p, = (az ... uy1)/(Bo -+ Bus1). Além disso, os momentos associados j, = M[z"], n =

0,£1,42, ..., sdo tais que Lo(z) = Z,u_jzj e Lo(z)=— Z/sz_j; onde
j=0 J=1

1
SIoN()
1 1

Loo(2) = Ga(032) = pnQni1 (0) 7 + O 55)- (4.5)

Lo(2) — G,(0; 2) 2"+ 02", (4.4)




4.1. Resultados preliminares 63

Demonstragao. Observemos, primeiramente, que @,(0) = 182+, # 0. Conside-

rando as expansoes em torno de z = 0 e z = oo de G,(0, 2), segue, de (4.2), que existem

séries de poténcias Ly(z) = Z pojz’ e Loo(2) = — Z ;277 tais que
=0 j=1

Brosas a1, i O(Zn—&-l),

B3 - BrBnt
1

Pragas - - “Ont1 o + O(z”“)’

Lo(z) — G,(0;2) =

Loo(z) — G,(0; 2)

Assim, chamando p,, = M, obtemos as equagoes (4.4) e (4.5).
B Bria
Consideremos, agora, um funcional de momento M tal que M[2/] = pu;,

§=0,41,42 ... . Sejam Qn(2) = 37 qniz’ e Ru(2) = S0 rniz'. Mostremos que,
com relagao ao funcional de momento M, os polindmios @), satisfazem a ortogonalidade
em (4.3).

De (4.4), obtemos o seguinte sistema:

Lo 0 0 e 00 dn.,0 Tn,0
H—1 o 0 e 0 0 an,1 Tn,1
: : ) ) ) : -
R i (4.6)
Pent2 Pnt3 fonta - 0 0
H-nt1 H—ny2 H—pni3 - o 0 Ann—1 Tnn—1
H—n Hent1  H—n42 H—1 Mo n,n Pn
para todo n > 1. Por outro lado, pela equagao (4.5), temos
0 pin pio fin—1  Hn n.0 —Tn0
0 0 m Hn—2 Hn—1 Adn,1 —Tn,1
n —Tn
q ‘,2 2 7 (4.7)
0 0 0 p e
0 0 0 0 H1 qn,nfl _Tn,nfl
0 0 0 0 0 Gn,n 0

para todo n > 1.
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Somando (4.6) e (4.7), obtemos

Ho M1 T Mp—1 Hon, dn,0 0
H-1 Ho Tt Hn—2 Hn-1 n,1 0
Bent1 Meny2 - Mo M1 Gnn—1 0
H—n Hept+1 - H—1 Ho Qn,n Pn
Como este ultimo sistema é equivalente a (4.3), segue o resultado do lema. ]

4.2 Polindbmios g-ortogonais de Laurent

A partir de agora, faremos a restricao 0 < ¢ < 1. Assim, para todo b € C,

temos
¢ =q e || =q"0.
Dados b,c,d e Cec—b+1#0,—1,-2,..., seja
n+1 ,—b. ,c—b+n+2.
FT(Lb,c,d)(Z> _ 2‘1)1(61 7qb 4 - : aqag 2)7 n>0.
2®1(q", g7 g0t g, %)
Pelo Lema 1.1, segue que
EPed(z) = bod 1bd e, v 20
L+ giti?z = s 2 FU (2)
onde
(bed) _ L~ " e flod (I—gM@ =g 0> 1
In’ 1 — qc—b+n n+l T (]_ _ qc—b—i-n)(l _ qc—b+n+1> q ) -
Por recorréncia, obtemos a expansao em fracao continua
b,c,d b,c,d
Fo(b,c,d)(z _ 1 . 2( )Z . ng )Z . (48)
‘ 1+g§b,c,d)z ‘ 1 +g£b,c,d)z ‘ 1 +gbcd . fn+1ZFTEb,c,d)(Z)
Supondo que b # —1,—2, ..., podemos reescrever (4.8) na forma
b,c,d) b,e,d b,c,d b,c,d b,e,d
ploed) oy ﬁf “ ‘ Ofé “D ‘ ( oD, ‘ 0451+1 )ZFrg )(2)‘ 49
0 (2) = (b,c,d) bed (b,c,d) (b,e,d) , (49)
R SRy \z+ﬁ 80
b,c,d) b,c,d) b,c,d) bcd (b,e,d) (b,e,d
Onde ﬁ( - 1/9( O'/'Sz—l-l - n+1 )/( n+1 ))7 n Z ]-
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Teorema 4.1. Sejam ¢ —b+1# —1,—2,..., b # —1,-2,... ¢ {Q(de } a sequéncia de
polindomios monicos dados por
b,c,d b,c,d .C, bcd b,c,d)
Qi () = BNV () — o2 Q=) 21 (410)

com QY Y (2) =1 e QU (2) = 2 + 8", onde

Blbed) _ L—g " obed) _ (1—q") (1 =g an

n>1. (411)

Entao, os polinémios Q%b’c’d)(z) satisfazem a relagao de ortogonalidade
MEED= QD (2)] = 6,000, 0<s<n, n>1, (4.12)

em relacao ao funcional de momento semi-definido

MOt =) = 5D a5 4y o 4.13
[Z ] - c—b+2. q -, J =Y ) PRI ( . )
(¢°%q);
b,c,d b,c,d b,c,d c
Aqui, p09 = ag oy oY (g50)n(@ ) _
ﬁgb c,d)ﬁ?(’b,c,d) ﬁfll;cld (qb—l—l; q)n(qc b—|—27 q)n

Demonstracgao: Primeiramente, faremos a demonstracao do teorema para ¢ — b+ 1 #

0,—1,—-2,...eb# —1,—-2,.... Com essas restri¢oes, ﬁ(de #0e nbfld) #0, n>1,

e, portanto, pelo Lema 4.2, existe um funcional de momento semi-definido satisfazendo

(4.12).

Para obter explicitamente os momentos ,ug.b’c’d)

= M2, j =0,41,42,..., consi-

deremos as fungoes

. ﬂ(de) (b,e,d) (b,e,d)
G%b”d)(z)_ _l_lﬁbcd ‘ +ﬁbz"’d _‘ a+ﬁbcd nzl
1 2 n

Usando a equagao (4.9) e aplicando o Lema 4.1, temos

b,c,d b,c,d b,c,d) _n (bc,d
preay a5 B ()

By 0(2) = G (z) =
b,c,d b,c,d b,c,d b,c,d b,c,d b,c,d
Qe ()[BT (2) — al V2RO () QY (2)]

1
_ e~ .n n+1
= plt Q%byqd)(())z +0(z""), n>1.

Como F(de)( ) = 2®1(q, ¢ ¢ 2 q, ¢%2), usamos a equacgio (4.4) para compa-

rar os coeficientes das séries Ly(z) e F()(b’c’d (z), obtendo

by
Iu(bjcd)_qud7 j=0,1,2... .

(qcfb+2 : q)J
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Assim, obtemos o resultado para os momentos positivos.

Observando que g(C bect2—d) ﬁ,&”’c’d) e fé‘fﬁb’c’cﬁ_d) = aibfld), n > 1, e substi-

tuindo esses valores em (4.8), obtemos a fra¢ao continua

c—b,c,c+2—d _
2 (=) =

1 agb,c,d)z_l a%b,c,d)z_l ‘
‘ 1 +ﬂb,c,d)z,l ‘ 1 +6§b,c,d)z,1 ‘ 14 3¢ bcd) _ anﬂz*lFéC*b’c’cH*d)(z*l)

Logo,

/6 b,C,d)
1 Féc—b,c,c—i—Q—d) (271) _

z
B%b,c,d) ‘ B ong’c’d)z ‘ - Oé%b’c7d)2 ‘ Oéglb_i_cld)Fygc b,c,c+2— d)(z_l) ‘
‘ o 5£b,c,d) ‘ 24+ Béb,c,d) ‘ o 6 (b,e,d) ‘ 1

Assim, usando novamente o Lema 4.1,

ﬁ(b,c,d)

1 Féc—b,c,c-l—Q—d)(Z—l) . Gglb,c,d)(z)
z
b,c,d b,c,d b,c,d b,e,d) n— c—b,c,c+2—d _
B ﬁi )aé )...047(1 )£L+) 1F( + )(z o)
- b,c,d b,c,d b,c,d c—b,c,c+2—d _ b,c,d
L)V (z) — af iV F =R (2)]
pbebed) 1 1
= QnJrl ( ) on+l +O(Zn+2)7
para n > 1.
Como Fo(c_b’c’cw_d)(zfl) = 2®01(q,q ¢ ¢, C_(I;Jrz)d '), usaremos a equagao
(4.5) para comparar os coeficientes das séries Lo (z) e lz Flerbeet2=d =1y Entao,
—c+b—1.
(be,d) (q 1 q)j jle+2—d)
ik = ——— (¢ y j—1,2,3,....
’ (6" q);
Como
(7 ha); = (ST (I g
(qb+1’q)J _ (_1)jqj(b+(j+1)/2)(qufj;q)j
segue que
c—b—j+2.
(b,c,d) (¢ 7Q)g —jd
ILL' :fq y ]:1,2737....
! (775 q);
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Usando a relagao (a;q), = (a;¢)oo/(aq"; ¢)oo, valida para n = 0,£1,42,. .., obte-

mos
—b
(b,c,d) (q §Q)—j —jd
,LL- = 9 > j:1,2,3,...,
’ (¢°"2:q)-;
ou seja,
—b
(b,c,d) (q ;Q)j jd
oY = e 0 = —1,-2,-3,... .
J (g2 q);
Portanto, concluimos a prova do teorema para ¢ — b+ 1 # 0,—1,—-2,... e b #
—1,-2,... . Para estender o resultado para ¢ — b+ 1 # —1,-2,... e b # —1,-2,...,

precisamos provar o teorema parac—b+1=0eb# —1,—-2,....

Se b # —1,—2,..., entao ﬁ%b’b_l’d) =0ce 6,(511’1_1’60 = agbjfl_l’d) # 0 paran > 1.

Portanto, da relagao de recorréncia (4.10), segue que leb’b_l’d)(z) =2""n>0,e

(bb—1,d) [ ,—s ) (bb—1,d) _ aqbb—1,d) [ n—s] _ (07" q)—nts (—n+s)d
M [27°Q, (2)] =M 2" = ———q

(43 9)—n+s
Observe que
—b. —n+s+1.
q "349)-n+ts (—n+s q 1 q)oo , — —n4s
((q'q)) e ((qT)(q %4)nis gV =0, para s <n,

e, para s = n,
(@ @) =nts (Cnpsya _ (@75 q)oq(0>d o

(43 @) —n+s (43 9)o
Como p%b’bfl) = 1, o resultado segue para ¢ —b+1 =0e b # —1,—2,..., concluindo,
assim, a prova do teorema. O

Segue, da relagao de recorréncia (4.10), que

c—b+1. q)
LR ) oy >, (4.14)

(b,c,d) . (bvc7d) (bvcvd) (b,c,d) — (q—
Q 0)=p I} By =... @ q),

n 1 2

Teorema 4.2. Para b# —1,—-2,... ec—b+1%# —1,—-2,..., temos

i) lim b’T(Lb’c’d) = ¢ ¢ lim agb,c,d) — it

) T, (b+1)
1' —n(b—d+1) (b,c,d) 0 — 1 o —c+2b q .
“’) ngl;oloq Qn ( ) ( q) Fq(c_b_'_1>’

r,.6+1)T —b4+2
ii) lim p*® = Jq0+1D) T (c—b+2)
n—oo Fq<C + 2)
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Demonstracgao:

1— qc—b—i-n
lim ﬁ (be,d) — lim b—d+1 __ _b—d+1

n—00 n—oo ] — qb+” q — 4

_ c—b+n
hml q _  bd+l

n—oo 1 — qb+”

pois 0 < g < 1.

(bed) _  b—d+1

Analogamente prova-se que lim ay, =q

n—o0

Para provar (ii), observe que, por (4.14) e pela equagao (1.13),

=), L,(b+1) L c—=b+n+1)
li —n(b—d+1) N (b,c,d) 0) = i (q 4 _ q li q )
JMim g Q) = i e T T e — b 1) A T 1)

Usando a defini¢ao da func¢ao ¢-gama dada em (1.12), obtemos

( c— b+n+1’q)

Fyle=b+n+1)
li q — (1 — 2b—c li —
ng{olo Fq(b + n —|— 1) ( q) ngrgo (qb+n+1’ Q)oo

pois 0 < ¢ < 1. Logo,
_ o _ r,(b+1)
1 n(b—d+1) N (b,e,d) 0) = (1 — c+2b q )
lim ¢ @, “7(0) = (1 —q) T,c—bt1)

A parte (iii) pode ser provada analogamente & parte (ii). O

Teorema 4.3. Seb# —1,—-2,... ec—b+1# —1,-2 ..., entdao os polindmios monicos
Q%b’c’d)(z), dados pela relagao de recorréncia (4.10), tém a representagao explicita
c—b+1.

c q 7q n n(b— —-n —c -n —c —
QY "”(Z)IWQ O @y (g7, " T g, ), m> 0. (4.15)

Demonstracao: Consideremos os polinomios reciprocos

Q") = Q0 (1/2) e QL0(2) = 2"QRN (1)), n 20,

Usando a relagao de recorréncia de trés termos (4.10), podemos mostrar facilmente

que esses polinomios satisfazem as relagoes

«(b,c,d) (b,c,d «(b,c,d) b,¢,d) *(b c,d)
Q1" (2) = (1+ B2 (2) — P52 Q2 (=),
o(bic,d)

o(bc,d) (b,e,d) 1G5 b,c,d o(bic,d)
Q" (2) = (1 + AU (2) — ol >an_1 (),

COML Q*(de)( ):Qa(b’cylﬂ( )_1 Q*(de)( )—1+ﬂ1b dzeQ.(de)( )_1+B(bcd

n>1, (4.16)

Fazendo as substitui¢des a <~ —n—1, b« é—b,c< —b—n—1ed<+ —d+1no

Lema 1.1, obtemos
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2(D1(q—(n+1)’ qE—b+1; q—b—(n—i-l)’ q, q—d—i-l )

1—q (ntD)-etb b—d+1 e—b+1 b d+1
— 1 _ c—0— ) —-n  Cc— ., —b—n, -
+ = gD q z | 2®1(g ", q g, )

(1—qg ™1 —g ) e—b—d+1 —(n—-1)  &-b+1. ~b—(n—1). , —d+1
_(1 _ quf(nJrl))(l _ qfl_)fn) q < 2@1((] »q el 14,4 )
Observe que
1 — q—(n+1)—6+b i _ 1 — qé—b-‘r(n-i-l) 5 dil _ 6(5,5,0?) =0
1— q—E—(nH) 4 1— qB+(n+1) q n+l > =Y
Analogamente,
(1= (A=¢ ") pan_ Ged <
(1 — g D) (1 — g-o-n) q ntl
Logo,
5 (Dre2d) —-n &b —b—n —d
Q" (2) = 2@1(q T g g ), > L
De maneira analoga, podemos mostrar também que
o(b:c2d) -n c— —b—n —
QN (2) = 2 ®ilg g e g, ), > L (4.17)

Como Q(de( ) = 2"Q2"""(1/z), das equagdes (4.17) e (1.18) segue a represen-

tagao (4.15) para os polinomios an od), ]

Observe que, aplicando-se a transformagao (1.17) em Q;(b’c’d), por exemplo, obtemos

também a relacao

—d+1.,.
q Z’ q o *(b,c,d) b —CG—n— 7_771, Ef_
—((qcmz,q)) Qr " (2) = 2®1(¢ " T e g, ), > (4.18)
c—d+2 —Re(c—d+2)

valida para |q z| < 1, ou seja, |z] < ¢

Teorema 4.4. Sejam b# —1,—-2,...,c—b+1# —1,-2,... ¢

—Re(c—d+2) 7Re(bfd+1)}'

o = min{g ,q

~ N . (b,c,d) . .
Entao, a sequencia {QZ (2)} converge Un@formemente nos SchonjuntOS Compactos de

|z| <o e
c—d+2 .
. wlbed) (q 23 q) oo
N



4.2. Polinémios q-ortogonais de Laurent 70

Demonstragao: Sabemos que

> —b —c—n—1
—b é—n— b—n c—d- q ":49)i\4q ' q c—
20107 " g g0 d”Z)ZZ( il - )i gfe-ds2i i,
= (@il g);
_q—c n—1+k o
Agora, observe que lim —————— = ¢"“"! ¢, portanto
n—oo | — q_b_n+k
(qféfnfl.q). - ) - o ) o ]
lim _ ' 1)) q(cfd+2)j _ q(cfd+2)]q(b7c71)] _ q(b*d+1)j.
n—oe (g7 q);
Logo,
—b. —c—n—1. _ —b. .
lim (7% 9);(q . $4); e+ — (7% 9); gD i
nooo (q5q); (g7 a); (¢;4);
Aplicando o Teorema 1.4 e, em seguida, a equagao (1.16), obtemos
o ( §
: b —e—n-1. —b-n.  i-d 9 59)j (b—d+1)jj
lim »@1(g " q " g g, ¢ ) = Z( )y -t
vt = (:9);
_ o —d+1 . )
 Do(g g gty = (2
1 O(q q q ) (qbid+12;q)oo
uniformemente para |¢*~%'z| < 1, ou seja, para |z| < ¢~ Re(=d+1),
Assim, por (4.18), segue que
c—d+2 .
lim O* (brd)( )= (q_ _ z,q)oo’
o0 (@2 @)oo
uniformemente para |z| < o. O

No teorema a seguir mostramos que, sob algumas condic¢oes, o funcional de mo-

mento dado por (4.13) possui uma representagao integral no circulo unitério.
Teorema 4.5. Sec—b+2 #0,—1,—-2,...,b+1#0,—1,-2, ... e se, além disso, tivermos
Re(c+2) > Re(d) >0,

entdo os polinémios Q(de (z) dados por (4.15) satisfazem a relagao de ortogonalidade

(b,c) —btd . b—d+1 /..
2 Je (42 q)oo(q° /z;q)oo z

be) ~
As constantes pq(1 ) sdo as mesmas dadas no Teorema 4.1e

_ D)

("2 @)oo (¢"F15 @) o

L) — (4 9)0(q



4.2. Polinémios q-ortogonais de Laurent 71

Demonstracgao: Consideremos a identidade de Ramanujan

< (2 @)n L — (0o (g, Qoo (O @)oo (%; Qoo
> B ™ (B 0o (£ @)oo( 2 oo (73 @)oo (4.20)

—0o0

3

valida para |fa~!| < |z| < 1. A prova desta identidade pode ser encontrada em Askey [4]

e Ismail [21].
No nosso caso, 0 < ¢ < 1. Fazendo z = ¢%z, a = ¢ % e B = ¢“"*2, obtemos

i (4% @)n o — 00 ("2 Qoo (" /2 @) o0 (421)
(@2 q)n (092 @)oo (02 /2, @)oo '

—00

para |¢°*279| < |z| < |¢~%| onde, sob as hipdteses do teorema, |¢“"27| < 1 e [¢7%| > 1.

Assim, pelo Teorema 1.3, temos que

—b. b,c —b+d . b—d+1 .
(q ,q)] jd _ 7_( ) / —j—1 (q ZyQ)OO(q /Z7Q)OO dZ, ] :O,:l:].,:l:Z,
C

(¢ %% q); 2mi (092 @)oo (42 2, @)

Portanto, o funcional de momento apresentado no Teorema 4.1 satisfaz

b, —b+d . b—d+1 .
T( ) /Z—j—l (q Z3 Q)OO(q /Z7 Q)oo dZ,
C

(bvcvd) —J —
MBI = (@7 @)oo 7% 0)oc

21

para j = 0,+1,+2 ... Como MD[z=iQ"D ()] = 4, pP?, 0 < s < n, o teorema

esté provado. O

Como um caso particular, fazendo b =0e c+2 # 0,—1,-2,..., temos Bfo’c’d) =

c+1
1—g" e
l—q
c+n+1
(Oed) _ (0ed) _ 1—4q —di1
Bt = aniy —1_—qn+1q , n=> 1

(0c,d) 1 Oed) — g j = 0,-1,-2,... e, usando a relacio

Além disso, u =1,

—q/a)q(3)

(a;q)—n = M, n > 0, obtemos
(¢/a;q)n

—c—1.

7Q)j j(c+2—d)’ j=1

q 2

3 goe e s

M(O,c,d) _ (g
! (¢;9);

Corolario 4.1. Se Re(c 4 2) > Re(d) > 0, entio a sequéncia de polinomios {Q%""}

dados por

(@ D p—am i1
L R D B (7 g g g, T ), n>

Q) = (¢:9)
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que satisfazem a relagcao de recorréncia

1 — c+n+1 1 — c+n+1
O,C,d q — C q - O,C,d
QM) = (a4 = T QPG - g 2 (2),
(0,0,d) (0,¢,d) 1—qgt!
paran > 1, com QP (2) =1 ¢ Q"9 (2) = R q 1 satisfazem a propriedade
-9
de ortogonalidade
1 ( _d+1/2‘ q)
_ —s0(0,c,d) - d Y 0<s<n.
omi Jo© o )., e TErE

. . (0,c,d . .
Além disso, {Q:"" (2)} converge uniformemente em todo subconjunto compacto

do disco |z| < min{g=Re(c=d+2)  g=Re(=d+1)1 ¢
lim Q*(O’C»d)(z) _ (qéiilJer; Q)oo
noee (@12 q)oc
Obtemos outro caso particular fazendo c =be b+ 1 # 0,—1,—2,.... Neste caso,
temos
bbd) _  (bbd) L =" g
B = =1 , n>1.
Além disso,
—b.
D = a0 ¢l j=0,4+1,42, ...

(4% q);

e o seguinte corolario pode ser enunciado.

Corolario 4.2. Se b+ 1# 0 e Re(b+ 2) > Re(d) > 0, entao a sequéncia de polindmios
{Q%b’b’d)} dados por

Qslb,b,d)(z) — (q(qurﬂl n(b d+1) Z J(b d+1) n Z 1’
7=0

satisfazem a propriedade de ortogonalidade

1 1— —b+d . _ gb—d+1
1 (-9 /ngg,b,@(z) ("2 ) 2= Sps, 0<s<n.
2mi (1 — ¢+ Jo (¢9%;¢) 22 7

P . b,b,d . .
Além disso, {Q:""" (2)} converge uniformemente em todo subconjunto compacto

do disco |z| < q~Reb=d+1) ¢

b,b,d ]_
m ;" (2) =

n—)oo 1— qE*JJFlZ'
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4.3 Polindmios ¢-Szegé6

Observando a propriedade de ortogonalidade (4.19), podemos ver facilmente que,

se além das restrigoes b # —1,—2,..., c—b+1# —1,-2,..., Re(c+ 2) > Re(d) > 0,
tivermos —b+d =b—d+1 e d = ¢+ 2 — d, entdo o funcional de momento M@= ¢

positivo-definido. Logo, se

c=b+b—1, d+d=b+b+1 e Re(b) > —1/2,

(b,c,d)
n

os polinémios @) sao os polindémios de Szegd associados ao funcional de momento

M(b,c,d) )

Assim, para
. 1 .
b= \—in, c:2)\—led:§+)\+@¢,

temos que se A > —1/2, nosso caso especial da identidade de Ramanujan (4.20) torna-se

)

b —A+tin. L4 . 1 .
Z (q AT 77, )n qTZ(%+>\+i¢)Zn _ 7:()\,77) (q2+ (ner))Za q)oo(q2 (77+¢)/Z’ Q)oo

- 1 . 1 ;
(), (@722 @)oo (4272 @)
valida para ¢**1/2 < |z| < ¢7*"/2 onde

7~_(/\,7]) _ (Qa q)OO (q2>\+1; Q>oo

(M @)oo (A1) o0

Podemos, entao, escrever

—A+in.
M(Afin,Z/\fl,)&iqﬁJrl/Q)[ij] _ (¢ m:q)j 3 (342 +ig)

- (qA+1+m; q)j

2T
_ /z—j du()"n’(b)(z) :/ e—ijew(k,n,qﬁ)(g) de,
C 0

para j = 0,+1,£2, ..., onde w79 (0)do = du>79 ("), com

dpOn) () FON 1 (gt zg) (g3 ) 2 )
dz 2mi 2 (qE M2 ) (03 2 0) o

FO (g2t g) o (g2 e g) o

(/\ﬂ?#f)) 0 _
w = — - : .
( ) o (q%+>\+z¢€z6; q)oo(q%“_“’be‘“’; Q)oo

(4.22)

Assim, vemos que w7 () ¢ uma funcdo peso positiva em [0,27], como ja era

esperado.
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(A—in, 2A—1, 2+ +ig)

Usando a notagao Sy(LA’""z’)(z) =Qn (z), podemos escrever
1— At+in+n L
)‘» ) q 51 B
Sfﬁ? ¢)(Z) = (z + 1 — gr-intntl q* mﬂﬁ)) 57({\77 ¢)(2)

n>1,

Y

_ (1 - qn)(l B q2)\+n> q%*i(TH*(i)) > S()‘ﬂ]?v(p) (Z)
(1 _ q)\—z'n—l-n)(l _ q>\—i'f]+n+1) n—

A+in

Omd) Ly Omd) _ l—q L i(n+e)
com S (z)=1eS; _z+mq2zn ‘

Portanto, usando os Teoremas 4.3 e 4.5, podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 4.6. Se \,;n,¢ € R e A\ > —1/2, entao os polinémios

At n[s—i(n+4)]
g 9)nq —n —in. ~A—ntl—i 1ot
51(1A,n,¢>)(z) = ( (q>\+)1—i77;q)n 2P1(q LM g AT g gt ¢Z>

sao os polindomios de Szegd monicos satisfazendo

20
SO (i) SO (1) A1) () d) = (KO 20,y mym = 0,1,2, ...,
0

com relagdo a fungio peso w™?) dada por (4.22).

(=2 _ p-in2ae1) (43 D (@M O

Agui, [ron n () (M),
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Condideracoes Finais

Como ja dissemos, nossos resultados obtidos neste trabalho foram publicados em
importantes revistas matematicas, o que nos deixa certos de sua relevancia para a teoria
de Polinémios Ortogonais e Similares. Portanto, ¢ de nosso interesse dar continuidade a
esses estudos.

Nossos estudos sobre os polindmios L-ortogonais associados a medidas relacionadas
levou-nos a obtencao de muitos resultados interessantes no Capitulo 3 como, por exemplo,
o Teorema 3.6, que fornece o comportamento monotonico dos zeros dos polinémios 2”
com rela¢ao aos parametros k e M que aparecem na relacao (3.9) entre as medidas diy
e diy;. E natural, portanto, que tenhamos o interesse de estudar quais destes resultados

poderiam ser estendidos para polindmios L-ortogonais associados a duas medidas di, e

di, definidas em [a, b] e relacionadas por

(t* + ot + k) i () = v dio(t),

onde (t? + ot + k)/v ndo se anula para t € (a,b). E facil verificar que esses polinomios
estao conectados por uma formula de conexao similar a (3.10) e isto, certamente, nos
deixa otimistas de que muitos dos nossos resultados possam ser generalizados para esse
caso.

Dentre os resultados obtidos no Capitulo 4 sobre polinomios ortogonais de Laurent
dados por fungoes ¢-hipergeométricas, podemos destacar o Teorema 4.5, no qual mostra-
mos que o funcional de momento M, com relagao ao qual esses polindmios sao ortogonais,
pode ser representado através de uma integral de Stieltjes no circulo unitario. Como con-
sequéncia, pudemos mostrar que, sob certas restrigoes sobre os parametros b, ¢ e d, o
funcional de momento M ¢é positivo-definido e, com isso, obtivemos uma nova classe de

polindmios de Szegd.
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Como definido por Jones, Njastad e Thron [22], para todo p tal que |p| = 1, o
polindémio
SO (2) + p 52077 (2)
1+ pS™9(0)

¢ um polindmio paraortogonal de grau n. Os zeros desses polindmios sao todos simples

B (p; 2) = (23)

e pertencem ao circulo unitario C, diferentemente dos polindmios de Szegs, que possuem
zeros nao necessariamente simples, todos localizados no interior de C (ver Simon [34]).
Com relagao aos polinémios paraortogonais dados em (23), ficam as seguintes ques-

toes em aberto:

e Lixiste uma representagao explicita para Bff’"’qﬁ)(p; z) em termos de fungoes g-hiper-
geométricas?

e Qual o comportamento dos zeros de Bf,,)”n’(b)(p; z) quando variamos os parametros A
en?

Além desses problemas, recentemente concentramos nossa atencao em caracterizar
os polinémios ortogonais no circulo unitario através de sequéncias encadeadas. Tal estudo
j& esta nos rendendo muitos frutos e acreditamos que este assunto sera de interesse para
muitos pesquisadores na area.

Como ja dissemos anteriormente, os polindmios ortogonais no circulo unitario tem
sido extensivamente estudados nos tultimos anos e, como podemos observar, ainda existe

muito a ser feito nesta linha de pesquisa.
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