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Resumo

Nesta dissertagao, tem-se como objetivo desenvolver aspectos computacionais a fim de
realizar inferéncia nos parametros da distribuicao Gama Generalizada. A distribuicdo Gama
Generalizada tem se mostrado um excelente modelo que leva a melhores inferéncias quando
utilizamos dados de sobrevivéncia. No entanto, os Estimadores de Maxima Verossimilhanca
(EMV) da distribuicdo Gama Generalizada nao tém o comportamento estével e para
muitos casos nao existem, apenas para amostras muito grandes. Na abordagem Bayesiana
o problema permanece de tal forma que diferentes distribui¢oes a priori podem ter grande
efeito nas estimativas a posteriori de interesse. Neste trabalho, ao se utilizar a inferéncia
Classica, sera demonstrado uma forma de simplificar as equagoes de verossimilhanca,
minimizando o problema de instabilidade do método. Considerando-se a abordagem
Bayesiana, serdao propostas diferentes distribui¢oes a priori, empiricas ou nao-informativas e
seus efeitos serao estudados nas estimativas a posteriori. Serao propostos também diferentes
métodos exploratérios, a fim de se obter bons valores iniciais para serem utilizados nos
procedimentos de estimagao dos pardmetros, considerando-se dados censurados (censura
aleatéria) sob o enfoque Cléssico e Bayesiano. Por fim, serdo apresentados alguns exemplos

de aplicacoes, utilizando-se dados da literatura e dados reais.

Palavras-chaves: Distribuicio Gama Generalizada, Estimador de Maxima Verossimi-

lhanca, Métodos Bayesianos, Dados de Sobrevivéncia.



Abstract

The most important goals of this research project are related to the study of computational
aspects to get inferences for the parameters of the Generalized Gamma distribution. The
Generalized Gamma distribution is a good option to get better inferences for lifetime data,
but usually in applications, the maximum likelihood estimators (MLE) of the parameters
of the distribution could be very unstable depending on appropriated initial values in the
numerical iterative procedure, especially for small sample sizes. Under a Bayesian approach,
we observe that the posterior distributions could depend heavily on the choice of a prior
distribution. In this work, using the classical inference will be shown a way to simplify
the likelihood equations, minimizing the problem of instability of the method. Under a
Bayesian approach, we will study the effect of different empirical and non-informative
prior distributions on the posterior estimates, especially for small sample sizes. Numerical
methods are also proposed in this work, in order to get good initial values used to improve
the obtained inferences, considering censored data (random censoring) under the Classical
and Bayesian approach. Simulated and real data sets will be used to illustrate the proposed

methodology.

Key-words: generalized gamma distribution, maximum likelihood estimators, Bayesian

methods, lifetime data.
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Introducao

A formulacao de modelos probabilisticos vem se tornando um dos desafios mais
importantes a ser encarado na atualidade em andlises estatisticas. Avancos nas areas
computacionais e de simulagoes numéricas tém possibilitado incorporar modelos cada
vez mais complexos e sofisticados, resultando em modelos mais adequados, capazes de

descrever problemas reais.

Muitas distribui¢oes probabilisticas ou modelos probabilisticos tém sido utilizadas
em analise de confiabilidade para modelar tempos de falha de produtos, materiais e
situacoes clinicas. Dentre elas, podem ser citadas a distribuicao Weibull, Gama, Valor
Extremo, Log-normal (Lawless, 1982), Exponencial Generalizada (Gupta e Kundu, 1999,

2001), entre outras.

A distribuicio Gama Generalizada de trés pardmetros (ou Gama-Weibull), tem se
mostrado muito flexivel para modelar dados de confiabilidade, pois acomoda varias formas
da funcao de risco, sendo estas: constante, crescente, decrescente, forma de banheira e

banheira inversa.

Introduzida por Stacy (1962), distribuigbes relevantes podem ser obtidas a partir da
distribuigdo Gama Generalizada (GG), como as distribuigdes Weibull, Gama, Log-normal
e a Normal Generalizada. A distribuigdo Normal generalizada é também uma distribuigao
que inclui varias distribui¢oes conhecidas, como as distribui¢des half-normal, Rayleigh e

Maxwell-Boltzmann.

Aalo, et al. (2005) utilizam com sucesso este modelo para analisar a degradacao do
desempenho de sistemas de comunicacao wireless (rede sem fio). Li et al. (2011) propoem
utilizar a distribuicdo GG para se obter diferentes técnicas de processamentos em imagens
do tipo SAR (Synthetic aperture radar). Tahai e Meyer (1999) propoem novas metodologias
para analisar citagoes em recentes publicagoes e encontrar revistas com maior influéncia,
utilizando-se a distribuicdo GG. Também Marani et al. (1986) utilizam este modelo para

analisar dados de qualidade do ar na area de Venice, na Italia.

Outras aplicacoes da distribuicdo Gama Generalizada podem ser visualizadas em
Noortwijk (2001), Dadpay et al. (2007), Chang e Kim (2011), Balakrishnan e Peng (2006),
Tahai e Meyer (1999), Raju e Srinivasan, (2002), Marani et al. (1986), Santos (2010) e
Ahsanullah et al. (2013).

Algumas propriedades deste modelo foram obtidas por Stacy e Mihram (1965),
assim como o método de estimagao dos parametros, baseado no método da maxima

verossimilhanga (abordagem Cléssica). J4 Hager e Bain (1970) mostram que as trés
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equagbes nao-lineares obtidas por Stacy e Mihram (1965) sdo muito instaveis, e ao isolarem

um dos parametros, minimizaram o problema para duas equagoes.

No entanto, mesmo com estes resultados, os autores mostram que as equagoes de
verossimilhanca obtidas ainda continuam muito instaveis e que as estimativas de maxima
verossimilhanca (EMV’s) variam, dependendo dos valores iniciais utilizados no método

iterativo.

Huang e Hwang (2006) utilizam o método dos momentos para se obter inferéncias da
distribuigdo GG. Khodabin e Ahmadabadi (2010) comparam este método com o método da
maxima verossimilhanca e concluem que, em geral, os EMV’s possuem melhor desempenho.
No entanto, ambos os métodos sao instaveis e seus valores dependem do valor inicial,

escolhido nos métodos de iteracao.

O problema permanece utilizando a abordagem Bayesiana de tal forma que, di-
ferentes distribuigoes a priori podem ter grande efeito nas estimativas a posteriori de

interesse.

Neste trabalho, ao se utilizar a inferéncia Classica, serd demonstrado uma maneira
de simplificar as equagoes de verossimilhanca, minimizando o problema para apenas uma
equagao nao linear. Por meio destes resultados eliminamos a instabilidade do método
e também a necessidade de se utilizar bons valores iniciais, obtendo-se facilmente boas

estimativas para os parametros da distribuicao GG.

Considerando-se a abordagem Bayesiana, serdo propostas diferentes distribui¢oes
a priori, empiricas ou nao-informativas e seus efeitos serao estudados nas estimativas a

posteriori.

Para se obter as distribuigoes a priori empiricas, serdo propostos métodos ex-
ploratérios a fim de se obter bons valores iniciais que, combinados com o método dos
momentos, possibilitarao a obtencao dos valores dos hiperparametros das distribuigoes a

priori utilizadas.

Na literatura Bayesiana, diferentes distribuig¢oes a priori nao-informativas podem ser
utilizadas para se realizar inferéncias nos parametros da distribuicdo Gama Generalizada.
Dentre elas podemos citar as prioris: de Jeffreys (Jeffreys, 1967), MDIP (Zellner, 1977,
1984) e a obtida pela Regra de Jeffreys (Box e Tiao, 1973). No entanto serd demonstrado
que tais distribuigoes a priori levam a distribuicoes a posteriori impréprias e nao devem
ser utilizadas em uma analise Bayesiana. Uma modificacao na priori obtida através da
Regra de Jeffreys foi realizada e demonstramos que, utilizando tal distribuicao a priori,

obtemos uma densidade a posteriori propria.

Em analise de confiabilidade, ao analisar dados de falha, certamente havera unidades
na amostra que podem nao ter falhado, isto é, o exato tempo de falha das unidades nao é

conhecido. Estes tipos de observagoes sao chamados de dados censurados (Hamada et al.,
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2008).

Neste trabalho, também serdo propostos diferentes métodos exploratorios a fim
de se obter bons valores iniciais para os procedimentos de estimacao dos parametros,
considerando-se dados censurados (censura aleatéria), sob o enfoque Classico e Bayesiano.
Esses resultados sao de grande interesse pratico, pois possibilitarao o uso da distribui-
¢do Gama Generalizada em diversas dreas de aplicagdo como medicina, engenharia e

climatologia.

Por fim, iremos apresentar alguns exemplos de aplicac¢oes, utilizando-se dados da
literatura e dados reais. Para isto, iremos considerar a distribuicdo Gama Generalizada
para analisar tais conjuntos de dados e iremos comparar os resultados obtidos com outros
modelos (se possivel), como as distribui¢oes Weibull, Gama e Log-normal, através dos
testes AIC (Akaike, 1974), BIC (Schwarz, 1978) e DIC (Spiegelhalter et al., 2002).

A fim de elucidar o trabalho proposto, as informagcoes se encontram organizadas da
seguinte forma: no Capitulo 1, sera feita uma revisao bibliografica, apresentando alguns
conceitos basicos de analise de sobrevivéncia, inferéncia Classica, inferéncia Bayesiana e em
especial sobre métodos MCMC (Monte Carlo via Cadeias de Markov); no Capitulo 2, serdo
apresentadas algumas propriedades da distribuicao Gama Generalizada; nos Capitulos
3 e 4 serao apresentados os métodos de estimacao dos pardmetros da distribuicao GG,
considerando-se observagoes completas e censuradas, sob o enfoque Classico e Bayesiano
e o algoritmo MCMC, utilizado para se obter as estimativas a posteriori (abordagem
Bayesiana); no Capitulo 5 apresentaremos os métodos exploratérios para se obter bons
valores iniciais; no Capitulo 6 apresentamos algumas conclusoes baseadas em simulagoes
numéricas; no Capitulo 7 serao realizadas algumas aplicagoes utilizando-se dados da
literatura e dados reais; por fim, no Capitulo 8 apresentamos algumas conclusoes e

perspectivas futuras.

Alguns dos programas desenvolvidos no software R e no OPENBUGS, podem ser
visualizados nos Apéndices, os demais programas podem ser obtidos diretamente com o

autor desta dissertacao.
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1 Revisao Bibliografica

1.1 Analise de Sobrevivéncia

O rapido avango no desenvolvimento de novas tecnologias tem aumentado intensa-
mente a competicao entre inimeras empresas de tecnologia, visando-se produzir produtos
mais confiaveis e de excelente qualidade. Consumidores em geral, esperam comprar produ-
tos confidveis, em que com alta probabilidade executem suas devidas fungoes, durante um

grande periodo de tempo.

Para verificar se determinados produtos ou componentes irdo realizar suas devidas
fungoes, durante um periodo especifico de tempo, colocamos estes sob teste, estimando-se
caracteristicas relacionadas aos seus tempos de vida, como o tempo médio de vida ou
a probabilidade deste componente durar ao menos quatro anos. Esta area de estudo é

denominada andlise de sobrevivéncia ou anélise de confiabilidade.

A andlise de sobrevivéncia pode ser definida, de forma ampla, como a analise
do tempo até a ocorréncia de um dado evento (Colosimo e Giolo, 2006). Este tempo,
denominado de tempo de falha, pode ser atribuido a falha de um componente, ou até a
morte de um paciente. Uma caracteristica muito importante da anélise de sobrevivéncia
¢é a presenca de observacoes incompletas ou parciais. Estas observacoes, denominadas
censuras, referem-se a situagoes em que, por alguma razao, nao observamos a ocorréncia

do evento de interesse até o final do experimento.

Apresentaremos a seguir, alguns conceitos importantes utilizados em analise de

sobrevivéncia.

1.1.1 Dados de Sobrevivéncia

Em analise de sobrevivéncia as observacoes (ou respostas) sao caracterizadas pelos
tempos de falhas, ou também pela presenca de censura. Estas observagoes tém como
escala de medida o tempo até a ocorréncia do evento de interesse. Desta forma a variavel
aleatéria (v.a) T' possuird valores reais nao-negativos. A variavel aleatéria 7' > 0 pode ser
expressa através de fungdes matematicas. Dentre elas, iremos utilizar a fungdo densidade
de probabilidade, f(t), a acumulada, F'(t), a de sobrevivéncia, S(t) e a fungdo de risco,

h(t). A funcao densidade de probabilidade de uma v.a T' positiva, com a probabilidade de
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um componente experimentar o evento de interesse no tempo t, é dada por

. Pt<T<t+At)
f(t) = Jim Al !

£(t) > 0. (1.1)

A funcao de sobrevivéncia de uma v.a T positiva, com a probabilidade de um
componente nao falhar (ou do componente sobreviver) até certo tempo t, é obtida através

das seguintes relagoes (veja, Lawless, 1982),
S(t)y=P[T >t]=1— P[T < ]

:1—Avam@:1—F@, 0<S(t) <1, (12)

sendo F(t) a probabilidade de um componente experimentar o evento de interesse até o

tempo t. A F(t) é também conhecida como fun¢ao acumulada (f.d.a.) da v.a T

A fungao de risco h(t), conhecida também como taxa de falha instanténea, informa
a probabilidade de falha instantdnea de um componente dado que sobreviveu até o tempo

t. Esta pode ser obtida através dos seguintes resultados :

. PAST<HAYT >t)  f(t)
e = fim, At RSONERA -

Muito 1til para descrever a distribui¢ao do tempo de vida de pacientes (ou com-
ponentes), a fun¢ao de risco caracteriza a forma em que a taxa de falha instantanea
muda através do tempo. A Figura 1 mostra diferentes formas que a funcao de risco pode
assumir, dentre elas: constante, decrescente, crescente, forma de banheira e inversa forma

de banheira.

0
o

Decrescente

2.0

Crescente

15

Inversa Banheira

1.0

05

Figura 1 — Diferentes formas da funcao de risco.
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Algumas rela¢oes matematicas importantes podem ser obtidas através das fungoes

anteriores, dentre elas:

Desta forma, o conhecimento de uma fun¢ao, por exemplo h(t), implica no conheci-

mento das outras fungoes, f(t), F(t), e S(t).

1.1.2 Grafico TTT-plot

Barlow e Campo (1975) propuseram uma técnica grafica para verificar o compor-
tamento da funcao de risco, chamada de TTT-plot (tempo total em teste). O grafico é

construido com o plot consecutivo das quantidades [r/n, G(r/n)], sendo G(r/n) a funcao

dada por
Tt + (n — T’)t(r)
G(r/n)] = ==L , 1.4
(r/n)] o (1.4
onder=1,...,n,1=1,...,nsendo ;) as estatistica de ordem da amostra.

Utilizando-se a curva TTT em escala empirica, pode-se detectar o tipo de funcao
de risco que os dados de tempo de vida possuem. Uma reta diagonal indica que os dados
possuem uma fungao de risco contante. Se a curva for convexa, o risco é descrecente. J&
a concava indica que o risco é crescente. A forma convexa e depois concava indica que a
fungao tem risco em forma de banheira e se for concava e convexa, tem a forma inversa a de
banheira. A Figura 2 seguir mostra de forma mais clara, como verificar o comportamendo

da funcao de risco, utilizando-se o TTT-plot.

Algumas transformacoes TTT podem ser utilizadas em diferentes aplicagoes. Nair et

al. (2008) mostram algumas destas transformagoes, aplicadas em anélise de sobrevivéncia.
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crescente

G(r/n)

decrescente
0 r/n 1

Figura 2 — T'TT plot de diferentes distribuigoes, que indicam a forma da func¢ao de risco.

1.1.3 Censura

Em estudos que envolvem uma resposta temporal, uma caracteristica muito ob-
servada € a longa duragao até as ocorréncias dos eventos de interesse. Pelo fato destas
ocorréncias possuirem longa duragao, em muitos casos, é inviavel esperar até o final do

experimento.

Uma caracteristica muito importante da analise de sobrevivéncia passa a ser a
presenca de observagoes incompletas ou parciais, denominadas censuras (veja, Hamada et
al., 2008).

E importante salientar que, mesmo incompletas ou parcialmente conhecidas, estas
observacoes nao podem ser descartadas, pois fornecem informacgoes relevantes sobre o
tempo de vida dos componentes em estudo. A omissao destas observagoes também pode

acarretar em conclusoes viciadas ao calcularmos estatisticas de interesse.

Os dados de sobrevivéncia podem ser representados pelo par (t;,9;), sendo t; o
tempo de falha ou censura do i-ésmo componente e §; a variavel indicadora de censura,

isto é

1, set; é uma observacao completa ,
0; = , i=1,...,n.
0, set; é uma observacao censurada

Os mecanismos de censura sao diferenciados. Dentre eles iremos citar quatro tipos

de censura muito utilizadas (Lawless, 1982).

e Censura tipo I: Ocorre quando removemos os componentes que nao falharam em
um tempo pré-estabelecido, ou seja, o experimento acaba, apés fixarmos um tempo
limite. Assim o tempo de falha de todos os componentes, que nao puderam ser

observados completamente, passam a ser considerados censurados.
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e Censura tipo II: Acontece quando o experimento é encerrado apos a ocorréncia
de falha em um namero fixado de componentes. Desta forma, ao se realizar um
experimento com n componentes, o pesquisador pode encerrar o experimento apos r

componentes falharem, possuindo no final n — r observagoes censuradas.

e Censura aleatoéria: Ocorre quando o componente em estudo é eliminado do expe-
rimento por ter ocorrido outro evento, que nao seja a falha de interesse. Este tipo
de censura ocorre também com muita frequéncia em pesquisas médicas, quando um
paciente é retirado do experimento, sem que tenha ocorrido a falha, ou que, por

alguma razao, venha a morrer por uma causa diferente da estudada.

e Censura Intervalar: Acontece quando nao se sabe exatamente o tempo em que o
evento de interesse ocorreu, tendo apenas como informacao um intervalo de tempo

especificado.

1.1.4 Alguns Modelos Paramétricos

Diferentes métodos podem ser utilizados para se analisar dados de sobrevivéncia.
Para tais andlises, empregamos comumente abordagens paramétricas e nao paramétricas,
(veja, Meeker e Escobar,1998).

Utilizando-se a abordagem paramétrica, podemos citar varios modelos probabilisti-
cos que possuem destaque em andlise de sobrevivéncia. Em particular, nesta secao, serao
apresentados trés modelos que descrevem adequadamente vérias situagoes reais. Estas

distribui¢oes sao conhecidas como: Gama, Weibull e Log-normal.

1.1.4.1 Distribuicao Gama

A distribuicdo gama é comumente utilizada para se resolver problemas em anélise

de confiabilidade, previsoes do tempo, para modelar seguros de crédito, entre outros.

Seja T' uma variavel aleatéria, com uma distribuicao de probabilidade gama deno-

tado por Gama(¢, i1), cuja fungao de densidade de probabilidade é dada por

_ L‘b ¢—1 _
f(tlé,u)—r¢)t exp(—pt), (1.5)

(
para todot >0, » > 0e p > 0, sendo I'(¢) a funcdo gama definida como

L(p) = /OOO e “x? . (1.6)
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Podemos ver na Figura 3 diferentes formas para a f.d.p. e f.d.a. da distribuicao

gama.

© ] o
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S —— ¢=1,p=05 «© _| ¢=1, u=0.5
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< | —— @5, p=25 @=5, u=2.5
© Q|
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Figura 3 — Funcgoes densidade de probabilidade e acumulada da distribui¢cao gama para
diferentes valores de ¢ e pu.

A média e a variancia da distribui¢do gama 1.5 sdo dadas respectivamente por

E(T) = fj e Var(T) = i (1.7)

As fungoes de sobrevivéncia e de risco sao dadas respectivamente por

6491 axp(—
S(16.10) = e hitloun) = SR, (1)

sendo Ty, z] = [° wY le “dw denominada de gama incompleta superior.

Observa-se na Figura 4 diferentes formas para a funcao de sobrevivéncia e a funcgao

de risco da distribuicao gama.
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Figura 4 — Fungoes de sobrevivéncia e de risco da distribui¢cdo gama com diferentes valores
de ¢ e p.

1.1.4.2 Distribuicdo Weibull

Nomeada em homenagem a Waloddi Weibull, a distribuicao Weibull é uma das
principais distribui¢des de probabilidade continuas, sendo utilizada rotineiramente em

diversas areas de pesquisa.

Se T segue uma distribuicao Weibull denotada por Weibull(a, £), entao sua f.d.p.

w3 () o

paratodot >0, a>0e > 0.

¢é dada por

Podemos ver na Figura 5 diferentes formas para a f.d.p. e f.d.a. da distribuicao
Weibull.

A média e a variancia da distribuigdo Weibull (1.9) sdo dadas respectivamente por
1 9 1 1\2

E(T) = T (1 4 ) e Var(T) = g2 (T (1 4 ) T (1 4 ) . (1.10)
o o o

As fungoes de sobrevivéncia e de risco sao dadas respectivamente por

S(tla, B) = exp (- (;) ) e h(t|a, B) = g (;) N (1.11)

Observa-se na Figura 6 diferentes formas para a funcao de sobrevivéncia e a fungao

de risco da distribuicao Weibull.
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Figura 5 — Funcoes densidade de probabilidade e acumulada da distribuicao Weibull para
diferentes valores de o e 3.
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Figura 6 — Fungbes de sobrevivéncia e de risco da distribuicao Weibull com diferentes
valores de a e 3.

1.1.4.3 Distribuicdo Log-normal

A distribui¢ao log-normal tem sido utilizada como modelo em diversas aplicagdes
em engenharia, medicina entre outras. Se Y possui uma distribuigdo normal com média p

e variancia 02 e T = exp(Y), entdo dizemos que T' possui uma distribui¢io log-normal e
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sua f.d.p. é dada por

1 1 (log(t) — u ?
f(tlp, o) = mexp (—2 () ), (1.12)

para todot >0, u>0e o > 0.

Podemos ver na Figura 7 diferentes formas para a f.d.p. e f.d.a. da distribui¢ao

Log-normal.
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Figura 7 — Fungoes densidade de probabilidade e acumulada da distribui¢ao log-normal
para diferentes valores de u e o.

A média e varidncia da distribuicao log-normal (1.12) sdo dadas respectivamente

por
2

E@j:am<u+2> e Var(T) = (¢°

2

— 1)ete’, (1.13)

As fungoes de sobrevivéncia e de risco sao dadas respectivamente por

sm@m:1_¢(

) | oxp [ (LB =)’
Mt B) = (271')%015 (1 —d (log(t)» p( 2 ( ? ) )’

sendo ®(x) = [°, —L1 exp (’T“Q)du

(2m)?

log(t)>

Observa-se na Figura 8 diferentes formas para a fungdo de sobrevivéncia e a funcao

de risco da distribuicao Log-normal.
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Figura 8 — Fungoes de sobrevivéncia e de risco da distribuigdo log-normal com diferentes
valores de p e o.

1.2 Analise Classica

Ao se realizar uma anélise estatistica, empregam-se, comumente, dois paradigmas

alternativos: o classico (ou frequentista) e o Bayesiano.

Na Analise Classica o parametro @ desconhecido é tratado como uma constante fixa.
Uma forma de se avaliar esse pardmetro é encontrar um estimador pontual para 6. Sendo
x = (r1,x9,...,2,) um vetor de n observagoes geradas por um modelo probabilistico
f(x]0), é entdo escolhido algum principio tal como estimador de maxima verossimilhanga,

minimos quadrados, método dos momentos, entre outros.

1.2.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca

Dentre os métodos estatisticos de inferéncia Classica, o método de maxima verossi-
milhanga é preferivel devido as suas melhores propriedades assintéticas. No método de
maxima verossimilhanca os estimadores sao obtidos a partir da maximizacao da funcao de

verossimilhanga (ver, por exemplo, Casella e Berger, 2002).

A funcao de verossimilhanca de @, correspondente a amostra aleatoria observada, é

dada por
L(6,t) = ] f(t:]0), (1.15)
i=1

que resume a informagcao a respeito de @ = (04, ..., 0;), contida nos dados amostrais .



Capitulo 1. Revisao Bibliogrifica 31

Na presenca de censura, altera-se a fungao de verossimilhanga do modelo probabi-
listico. No caso em que nao héa censura presente na amostra a funcao de verossimilhanca é
o produto das densidades completas (1.15). Na presenca de censura do tipo I, ou censuras
a direita, nao se sabe exatamente quando a falha ocorre, se o intervalo do tempo de falha
estd (t,00), a contribui¢ao na fungdo de verossimilhanca também estara neste intervalo
entdo P[T > t] = S(t). A fungao de verossimilhanga para dados com censura tipo I sera

escrita na forma .

£(6,4)= 11 7(lo) 1] Stefe) (1.16)

=r+1
ou pode ser escrita também como

n

L(0,t) = 1_1 F(£:10)% S(t:]0) % = ] h(t:0)*S(t:16), (1.17)

i=1
sendo ¢ a variavel indicadora da censura. Para dados completos a variavel § = 1, ja para

dados censurados a varidvel assume § = 0.

Para um modelo com ntimero de parametros k, se a fungao de verossimilhanca for
diferencavel em 6;, as equacoes de verossimilhanca sdo obtidas através do sistema

0
00;

As solugoes deste sistema (1.18) fornecem os estimadores de maxima verossimilhanga. Em

log(L(6,t)) =0,i=1,2,..., k. (1.18)

muitos casos, métodos numéricos como os de Newton-Raphson sao necessarios para se

encontrar tais solugoes.

O algoritmo de Newton-Raphson é representado através das atualizagoes sucessivas
de
-1
o =™ — 7 (6™)] G (6™), (1.19)
sendo G(0), o vetor contendo as derivadas parciais de log(L(0,t)) e J(0) a matriz Jacobiana
de G(0).

Os estimadores de maxima verossimilhanca de @ sao viciados para amostras peque-
nas. No caso de grandes amostras, tornam-se nao-viciados e assintoticamente eficientes.

Tais estimadores tém distribuicao conjunta assintoticamente normal dada por
(8) ~ N[(0),17(8)] para n — oo, (1.20)
onde 1(0) é a matriz de Informagao de Fisher resultante de

10(8) ... u(6)
o=\ : . |,

Li(0) ... I(0)

sendo [;;(0), a quantidade denominada Informacao de Fisher de 8 em i e j dada por

1,;(0)=F

0 2
<mlog(f(wl9))> ] i, j=1,2,... k. (1.21)



Capitulo 1. Revisao Bibliogrifica 32

Quando o tamanho amostral é grande, pode-se construir intervalos de confianga
aproximados para os pardmetros individuais ;, com coeficiente de confianga 100(1 — )%,

através das distribui¢coes marginais dadas por

(6;) ~ N[(0), I7'(0)] para n — oo, (1.22)

» tag
Com estes resultados é possivel construir intervalos de confiancga individuais aproximados.

O estimador de maxima verossimilhanca possui uma propriedade muito importante
conhecida como propriedade de invariancia (ver Casella e Berger, 2002, p. 319). Isto é,
suponha que exista pelo menos uma transformacao um a um que leva 0 a 7(0), utilizando-se
a propriedade de invaridncia do estimador de maxima verossimilhanga, pode-se afirmar

que se § 6 um EMV de 6, portanto, para qualquer funcio de 7(0), o EMV de 7(0) é T(é)

1.3 Métodos Bayesianos

O uso dos métodos Bayesianos tem desempenhado um papel fundamental na analise
de dados. Grande parte se deve avanco nos métodos computacionais e as boas inferéncias

obtidas sem a necessidade de propriedades assintoticas.

Na Inferéncia Bayesiana, o pardametro @ é tratado como uma variavel aleatéria
e a distribuigdo que representa o conhecimento sobre 8 (a quantidade desconhecida)
é denominada distribui¢ao a priori, e definida por 7(80). Esta distribui¢ao expressa o
conhecimento ou incerteza sobre 8, antes da obtencao dos dados amostrais . A funcao de

verossimilhanca resume toda informacao a respeito de @, contida nos dados amostrais .

Observado x, uma forma natural de se combinar as informagcoes resultantes da
distribuicao a priori e da fungao de verossimilhanca, pode ser feita envolvendo-se proba-
bilidades condicionais por meio do Teorema de Bayes, resultando em uma distribuicao

condicional de @ dado «, conhecida como distribui¢ao a posteriori.

1.3.1 Distribuicao a Priori

Segundo Jaynes (1980), o desenvolvimento de uma teoria geral para a construgao
de distribui¢oes a priori que quantifiquem adequadamente a informacao a priori sobre o

parametro de interesse, é um tépico prioritario a ser pesquisado na Inferéncia Bayesiana.

As distribuigoes a priori podem ser classificadas de varias maneiras. Uma classifica-
¢ao muito comum é denomina-las de informativas, nao-informativas ou empiricas, sendo

que varios métodos tém sido propostos na literatura para se obter tais distribuicoes.



Capitulo 1. Revisao Bibliogrifica 33

Um método para se obter a distribuicao a priori pode ser subjetivo, quando as
prioris resultantes incorporam a opinidao pessoal do pesquisador, ou de um especialista a
respeito dos parametros de interesse, opiniao esta proveniente de sua experiéncia ou de

sua intuicao. Esta distribuicao a priori é também denominada priori informativa.

O método pode ser objetivo quando nenhuma ou pouca informagao a priori é dispo-
nivel, sendo entao a distribui¢do a priori obtida denominada como priori nao-informativa.
O grande niimero de prioris nao-informativas pode causar dificuldades em sua escolha,

principalmente quando estas prioris nao produzem resultados similares.

Por fim o método empirico é um procedimento de inferéncia em que a distribuicao
a priori é obtida utilizando-se os dados iniciais. Esta distribui¢ao a priori é também

denominada de distribuicao a priori empirica.

1.3.1.1 Priori Uniforme

Uma distribuicao a priori, que expressa nenhuma ou pouca informacao sobre 6,
pode ser obtida a partir de uma priori Uniforme (Bayes, 1763 e Laplace 1774), desta forma
nao se favorece nenhum particular valor de 8. A distribui¢ao a priori conjunta de 8 é dada
por

7y (0) o cte . (1.23)

1.3.1.2 Priori Gama

Outra distribuicao a priori muito utilizada na literatura é construida através do
produto de distribui¢oes de probabilidades independentes. Desta forma, é facil propor
distribuigoes a priori para cada #; que sejam independentes entre si e seu produto seja
a distribuicao a priori conjunta de 6. Para distribui¢oes de probabilidade que possuem
pardmetros reais nao-negativos, a distribui¢ao a priori conjunta de 6 = (6, ..., 60;) pode

ser obtida através do produto de distribuicoes gama, resultando em

k
7(0) oc [] 05+ exp(—b:8;), (1.24)

i=1
sendo a; e b;,1 =1, ..., k hiperparametros conhecidos. Vale salientar que, dependendo dos

valores destes hiperparametros, a distribuicao a priori sera informativa ou nao informativa.

1.3.1.3 Regra de Jeffreys

Jeffreys considerou varios cenarios para a construgao de distribui¢bes a priori

nao-informativas (veja Box e Tiao, 1973). Imaginando que o espago paramétrico fosse
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um intervalo limitado ou também um intervalo (—oo, o), Jeffreys argumenta que, nestes
casos, a distribuicdo a priori seja considerada uma constante. Considerando os casos em
que o intervalo é (0, 00), comumente associado ao desvio padrao o, Jeffreys propos utilizar
como priori 7w, = % A principal justificativa para esta escolha é que ela é invariante sob
transformagoes do parametro. Generalizando estes resultados, se g = (p1, ..., i) €sté
contido em intervalos limitados ou (—o00,00) e @ = (01, ..., 60) esta contido em intervalos
(0, 00) entdo a distribui¢do a priori ndo-informativa obtida pela regra de Jeffreys é dada

por

7r(0, ) o H ;. (1.25)

1.3.1.4 Priori de Jeffreys

Em um artigo publicado em 1946, Jeffreys propos uma “regra geral” para a
construgao de distribuigoes a priori nao-informativas. Esta regra tem sido muito utilizada
na literatura, pois é invariante a transformagoes um a um. Esta distribuicdo a priori sera
denominada de priori de Jeffreys, sendo definida a partir da raiz quadrada do determinante

da matriz de informacao de Fisher 1(8), portanto

77(0) o \/det 1(0). (1.26)

Em muitos casos hd uma grande dificuldade em se calcular (1.21), estd equagao

pode ser reescrita na seguinte forma

9 ? 0?
I;(0) =F 1 0 =-F 1 0)|,i,j=12,... k.
() = £ | gyt Yo elo) ] g, @l
(1.27)
Uma propriedade importante estabelece que para uma amostra aleatoria X, ..., X,

de uma v.a. X com f.d.p. f(x|@), a informagcao total de Fisher de 8, correspondente a
amostra observada, é a soma das informacoes de Fisher das n observagoes da amostra, ou

seja, sendo (1.15) a funcao de verossimilhanga tem-se que

) 86?86910%@(9; w))] =-F Lz:;ae?&gjlog(f(xile))]
- ZE l‘ ae?gej 10g<f<xi|e>>] (128)

= nIij(O), Z,j = 1,2, ey k.
Exemplo 1.3.1. Seja X uma v.a. com distribui¢do de probabilidade Gamma(¢, 1) a

priori de Jeffreys deste modelo é calculada através dos seguintes resultados:

log(f(z]¢, 1)) = plog(u) + (¢ — 1) log(x) — px —log(I'(¢)). (1.29)



Capitulo 1. Revisao Bibliogrifica 35

Utiliza-se o logaritmo natural da distribui¢do gama (1.29) para calcular os elementos

da matriz de Informagao de Fisher, dados a seguir:

o
B(601) = B |~ s os( )| = B (-4 (60)] = /(0
I =F & 1 =F o 1.30
w(600) = B | g0 o F(alow)| = |1 ] = -1, (130)
P ¢ ¢
Utilizando o resultado (1.28) a matriz de Informagao de Fisher para Xi,..., X, é
dada por
' 1
I(¢,p) =n V S¢) g] : (1.31)
w u?

Desta forma utilizando a equagio (1.26) temos que a priori de Jeffreys da distribuicao
Gama (1.5) é
' (¢) — 1

. (1.32)

Ty (p, ) ox

1.3.1.5 Priori de Zellner (MDIP)

A idéia béasica da priori de Zellner (1977, 1984), conhecida como ” Mazimal Data In-
formation Prior”, é maximizar a informagcao proveniente dos dados em relacao a informacao

conhecida a priori sobre os parametros. Zellner utiliza a medida
b
Hy(X) = [ f(x]9)log(f(x]6))dz. (1.33)

Shannon (1948) define —H (X) como entropia negativa da v.a X.

A 7Informacao Passada” a priori sobre o parametro #, antes da realiza¢gdo do

experimento, é dada por
b
H(0) = / 7(0) log(7(6))d6, (1.34)

sendo interpretada como a quantidade de informacao, sobre o parametro ¢ fornecida pela

variavel aleatoria 6.

Suponha-se que # = 6, é um valor observado para o parametro, entao a quantidade

de informacao fornecida pelos dados é dada por
Ho(X) = [ f(xl60) log(f(z|éo)dz. (1.85)

A "Informagao Presente” é obtida tomando-se a média das medidas Hy(X) obtidas

para cada valor 6 fixado. Obtendo-se em média o quanto de informacao a variavel aleatéria
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X (os dados) informa sobre os pardmetros 6, sendo medida por
b
E[Hy(X)] = [ f(xl6)log(f (x]6))db. (1.36)

O ganho na informagao fornecida pelos dados através do experimento sobre a

informagao a priori do parametro é:
b b
G = / Hy(X)7(6)d0 — / 7(0) log(x(8))db. (1.37)

Deseja-se obter uma priori 7(#) que maximize GG, tornando maior possivel o ganho
na informacao fornecida pelos dados sobre a informagao a priori sobre o parametro. G é

maximizada selecionando a m(6) sujeita a condicdo [ m(6)df = 1.

A solugao é uma distribuicao a priori prépria, dada por
m(0) = kexp (Hy(X)), a<0<b, (1.38)

sendo k~! = ["exp (Hp(X))dh. uma constante normalizadora.

A priori proposta por Zellner em (1.38) possui propriedades limitadas de invaridncia,
sendo invariante apenas sob transformacoes lineares de X e 6, e ndo para toda transformacao

diferencidvel um a um.

Exemplo 1.3.2. Seja X uma v.a. com distribui¢ao de probabilidade Gama(¢, i), a priori

de Zellner é calculada através dos seguintes resultados:

Primeiramente deve-se encontrar Hy(X ) da distribuicdo gama por meio de

00 ¢
Hy(x) = [ 1og (F‘g@ﬁ eXp<—ux>)f<x|¢,u>dx. (1.30)

Apos algumas manipulagdes algébricas, obtemos que
Hy(X) = ¢log(p) + (¢ — 1) Eflog(X)] — pE[X] — log(I'(¢)). (1.40)

E ficil mostrar que Eflog(X)] = 9(¢) — log(u) e utilizando o resultado (1.7),

obtemos

Hy(X) = log(p) + (¢ — 1)p(¢) — ¢ — log(I'()). (1.41)

Concluindo, a priori de Zellner (1.38) da distribuigdo gama (1.5) é dada por

726, 1) o =i exp((6 — 1)(6) — 6). (1.42)

L
(o)
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1.3.2 Distribuicao a Posteriori

Considerando-se uma amostra aleatéria xzq,...,x, de uma distribuicdo, cuja a
densidade é f(x|0), a fungdo de verossimilhanca L(0|x) resume toda informagao a respeito
de 6, contida nos dados amostrais . Sendo 7(0) uma distribui¢ao a priori conjunta de 6,
utiliza-se o Teorema de Bayes para combinar ambas as fontes de informacao (distribuigao
a priori e a fungao de verossimilhanga) encontrando assim a distribui¢ao a posteriori de 6,
dado x, denominada p(@|x). Esta relacao pode ser descrita pelas igualdades a seguir:

p(0,z)  p(x|0)p(0)  p(x|0)p(6) L(0|x)m(6)

POl = e = T @) [p(@a)d6 [ L(6]x)r(6)d0

(1.43)

Note que 1/p(x) nao depende de €, sendo uma constante normalizadora para
p(@]x). Uma forma muito util e simplificada para representar p(@|x), em problemas que

envolvem estimacao de parametros, é dada por
p(8|x) < L(0|x)m(6), (1.44)

visto que
pla) = Eglp(x|0)] = [ L(6]a)m(0)do = !

é apenas uma constante normalizadora. Em outras situagées como sele¢ao de modelos,

esta constante possui um papel crucial.

A distribuicao a posteriori de um parametro ¢ contém toda informagao probabilistica
deste parametro. Existem vérias formas de resumir esta informagcao e esta etapa geralmente
envolve a avaliagdo de probabilidades, esperancas de funcoes particulares do parametro
0 ou distribuicoes a posteriori marginais, quando # for multivariado. Desta forma, o
problema geral da inferéncia Bayesiana consiste em calcular tais valores esperados segundo

a distribuicao a posteriori de 6.

Vale salientar que a habilidade de integrar fungoes, muitas vezes complexas e
multidimensionais, é de extrema importancia na inferéncia Bayesiana. Solugoes exatas
somente sao possiveis se estas integrais puderem ser calculadas analiticamente, caso

contrario, deve-se utilizar aproximacoes numeéricas.

1.3.3 Critérios de Selecdo de Modelos

Em problemas que envolvem incerteza, utilizar critérios que auxiliem na comparagao
e selecao de modelos paramétricos é de fundamental importancia em uma analise de dados.
Neste topico serao discutidos trés diferentes critérios de comparacao de modelos: o AIC, o
BIC e o DIC.
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Akaike (1974) propoe um método baseado na medida de Informagcao de Kullback-
Leibler. Seja k& o nimero de parametros a serem estimados, n o nimero de observagoes de

x e 6 uma estimativa de 6, o critério de informacdo de Akaike (AIC) é obtido por

AIC = —2log(L(6; x)) + 2k . (1.45)

Dado um conjunto de modelos candidatos para @, ajustados os dados, o preferido
serd o que fornecer o menor AIC. Além de selecionar um 6timo ajuste, o critério penaliza
a adicdo de parametros, desencorajando owverfitting, ou seja, a selecao de um modelo
extremamente complexo e com muitos parametros que tenham um pobre desempenho

preditivo.

Outro critério muito utilizado é o Critério de Informagao Bayesiana (BIC), de-
senvolvido por Schwarz (1978). Este critério possui estrutura semelhante ao AIC, mas é
adotado sobre o paradigma Bayesiano. O BIC é obtido através de resultados assintéticos e

da suposicao de que os dados pertencem a familia exponencial, a equacao é dada por

BIC = —2log(L(8; z)) + klog(n) . (1.46)

Semelhante ao AIC, o critério penaliza a adicao de parametros. Dos modelos
candidatos, o adequado sera o que possuir o menor BIC. Vale salientar que, utilizando-se

a equacao (1.46), a contribui¢ao da distribui¢do a priori ndo é considerada.

O Critério de Informagao da Deviance (DIC) é uma generalizagdo dos critérios
AIC e BIC. Proposto por Spiegelhalter et al. (2002), este critério é de grande utilidade
em problemas de selegao de modelos Bayesianos nos quais, amostras da distribuicao a

posteriori dos parametros de interesse sao obtidas utilizando-se os métodos MCMC.

O deviance é definido por
D(0) = —2log(L(0; z)) + C, (1.47)

sendo C' uma constante que anula-se durante os calculos e portanto nao necessita ser

conhecida para comparacao de modelos. O DIC ¢é obtido por
DIC = D + pp, (1.48)

em que D = Fy[D(0)] é o deviance a posteriori que mede a qualidade do ajuste, pp =
D — D() ¢ o ntmero efetivo de pardmetros do modelo ¢ D(#) ¢ a deviance obtida

utilizando-se a média a posteriori de 6.

Semelhante aos métodos AIC e BIC, dos modelos candidatos a @, o melhor serd o

que possuir o menor DIC.
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1.4 Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov

O avanco recente no uso de métodos bayesianos em diversas areas pode ser atribuido,

em grande parte, ao avango dos Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC).

Suponha que o objetivo seja gerar uma amostra de uma distribui¢ao a posteriori
nio regular p(@|x), @ € R¥ porém nao pode-se fazé-lo diretamente. Entretanto, é possivel
construir uma cadeia de Markov homogénea, em que a distribuicao de equilibrio convirja
para a distribuicao de interesse p(@|x). Ap6s obter muitos valores simulados desta cadeia,

podemos utilizd-los como base para sumarizar as caracteristicas de interesse de p(0|x).

Existem varios métodos para se construir estas cadeias de Markov, cuja distribui-
¢ao de interesse é a distribui¢do a posteriori p(@|x). Serao discutidos dois métodos: o
Amostrador de Gibbs, proposto por Geman e Geman (1984), sendo inicialmente aplicado
com sucesso na inferéncia Bayesiana por Gelfand e Smith (1990); além do algoritmo de
Metropolis-Hastings, originalmente desenvolvido por Metropolis et al., (1953) e generalizado
por Hastings (1970).

1.4.1 Amostrador de Gibbs

Genericamente conhecido como amostrador de Gibbs, este método tem desempe-
nhado papel essencial na inferéncia Bayesiana. Desenvolvido inicialmente por Geman e
Geman (1984) para modelar problemas de processamento de imagens, este método tem
como caracteristica principal gerar valores de uma distribui¢do, sem a necessidade de

empregar diretamente sua fungao densidade de probabilidade .

Gelfand e Smith (1990) foram os primeiros a mostrar com sucesso que o método
proposto por Geman e Geman (1984) poderia ser aplicado para diferentes distribui¢oes
a posteriori. Desde entao, este método tem sido muito utilizado para resolver varios

problemas na inferéncia Bayesiana.

O amostrador de Gibbs ¢ um método MCMC, onde o nicleo de transigao ¢ formado
pelas distribuigoes condicionais completas. Considere que a distribui¢ao conjunta dos para-
metros de interesse é p(@|x), sendo @ = (6,0, ...,0;) e que as distribuigdes condicionais
completas p;(6;|6h, ..., 0i-1),0i+1), -, 0k @), para i = 1,...,k sdo conhecidas e podem

ser amostradas facilmente.

Desta forma, quando nao se consegue trabalhar diretamente com p(6y,6s, ..., 0x|x),
mas é possivel gerar valores das condicionais completas p;, o amostrador de Gibbs pro-
porciona um 6timo esquema de amostragem da distribuicdo conjunta, via amostragem

iterativa das distribui¢oes condicionais completas.
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O método é descrito pelos passos a seguir:

9(0)

1. Defina os valores iniciais (0 = (6’&0), 0 )/ e inicie o contador j = 1;

2. Obtenha novo valor de V) = (99 ), e ,9,? )>, através da geracao sucessiva dos valores

07 ~ py (6110570570, 00 ),

05 ~ pa (021017, 0570,. 00 =), (1.49)

el(fj) ~ Pk (ek‘eg)a ng)’ s 701(3217 w) )

3. Mude o contador j para j + 1, volte ao passo 2 e repita este procedimento n vezes;

Conforme o ndmero de iteragdes aumenta, a cadeia 8 se aproxima da distribuicio
de equilibrio e assume-se convergéncia (aproximada). Sob certas condigoes de regularidade
(veja Geman e Geman, 1984), HZQ ) pode ser considerada (aproximadamente) uma observagao
simulada da distribuicao p;(0;),i = 1,..., k. Desta forma, repetindo-se o procedimento
n vezes, e obtida a convergéncia, os valores oY), 7 = 1,...,n resultantes, formam uma

amostra de tamanho n da distribuicao a posteriori conjunta.

1.4.2 Metropolis Hastings

Quando as distribui¢ées condicionais nao sao identificadas facilmente, possuindo
uma forma padrao (Normal, Gama, etc), a incapacidade de gerar amostras diretamente
destas distribuigoes limita o uso do amostrador de Gibbs. Como alternativa pode-se utilizar

o algoritmo de Metropolis-Hastings.

O trabalho original proposto por Metropolis et al., (1953) teve como objetivo
principal calcular propriedades de algumas substancias quimicas. Passado algum tempo
este trabalho, em si, teve um grande impacto na estatistica Bayesiana. Hastings (1970)
propds uma generalizacao do algoritmo proposto por Metropolis, ficando conhecido como

algoritmo Metropolis-Hastings.

Suponha que desejamos gerar valores de uma densidade a posteriori nao regular
p(0|x). Defina um valor inicial 8, gere 8*) de uma distribuicéo auxiliar (ou distribuicéo

proposta) q(O(t), 9(*)). O novo valor 8% ¢ entao aceito com probabilidade

) . D (9(*) |w) q (Q(t)w(*))
a (6,6 = min (1’ » (0912 ¢ (0(*>‘e<t>)) ' (1.50)
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Se a (9(t), 9(*)> > u(0,1) entdo 8 = 0™ caso contrario 8¢ = 9",

Este mecanismo de aceitacao garante a convergéncia da cadeia para a distribuicao

de equilibrio.

O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado pelos seguintes passos:

1. Especifique um valor inicial 8 e defina o contador da cadeia t = 0;

2. Gere um novo valor 8% da densidade proposta q(H(t)7 0(*));

3. Calcule a probabilidade de aceitagao « (O(t), 0(*)) e amostre u de uma Uniforme(0, 1).
4. Se « (0(t), 0(*)) > u(0,1) entdo 04+ = 9™ caso contrario 0T = 0,

5. Altere o contador de t para t + 1 e volte ao passo 2 até a convergéncia ser alcangada.

Para t suficientemente grande, 0" pode ser considerada uma amostra simulada da

distribui¢ao a posteriori p(0|x).

Vale ressaltar que a distribui¢ao proposta ¢(8,.) deve ser escolhida com cautela,
embora sua escolha possa ser arbitraria, alguns cuidados devem ser tomados para garantir

a eficiéncia do algoritmo.

1.4.3 Algoritmo Hibrido

Na secao 1.4.2 foi apresentado o algoritmo de Metropolis-Hastings. Uma de suas
particularidades é que a atualizacao da quantidade de interesse 0 é obtida em um tnico
passo. Hastings (1970) e Tierney (1994) discutem a possibilidade de atualizar os compo-
nentes 61,05, ..., 0 separadamente, ou seja, a cada iteragdo, um tnico componente de 6 é
atualizado e a escolha da atualizagao é feita por uma ordem fixada dos k componentes.
Por exemplo, os componentes podem ser atualizados seguindo #; — 6y — -+ — 0,

similarmente a equagao (1.49).

A distribuicao proposta agora passa a ser escrita como g; (QZ@ |H§*)) e a probabilidade

de aceitagao (1.50) torna-se calculavel por

” o, p (0716 2) g (6167
o (61,61")) = min (1, . Eef)e(t;,x; . Ee§ )) | (L.5)

sendo 0) = (0", 015,010, ., 60)"). Se a; (617,6017) > u(0,1) entdo 6/ = 6",
6

(ot
caso contrario 62( )

O algoritmo de Metropolis-Hastings hibrido pode ser especificado pelos seguintes

passos:
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1. Defina os valores iniciais #(©) = (9%0), e ,Qéo))l e inicie o contador t = 0;
2. Inicie o contador i = 1;

3. Gere um novo valor 6" da densidade proposta q:(6%" 8(*));

T )7

oo

4. Calcule a probabilidade de aceitagao «; (91- ,0; ) e amostre v de uma Uniforme(0, 1).

5. Se a; (Q(t) 9(*)> > (0, 1) entdo 6™ = 6, caso contrario 0 = ¢,

R %

6. Altere o contador de i para i + 1 e retorne ao passo 3 até que i = k. Se i = k, va ao

passo 7;

7. Altere o contador de t para t 4 1 e volte ao passo 2, até a convergéncia ser alcangada.

De fato este foi o algoritmo apresentado originalmente no trabalho de Metropolis
et al. (1957), onde a posicao das moléculas eram atualizadas uma a uma. Embora Hastings
(1970) discuta a possibilidade de atualizar cada componente separadamente, ao unificar
seu trabalho com o de Metropolis, o0 mesmo introduziu o algoritmo com um tnico nicleo

de transicao.

Até aqui discutimos o caso em que a distribui¢ao auxiliar é dada por ¢ (H(t), 0(*)>,
sendo que 0 = 9= 4 w;, onde w; é uma varidvel aleatéria com distribuicao f,
independente da cadeia. Esta evolucao de #® é também conhecida como passeio aleatério.
No entanto é possivel utilizar uma distribuicio auxiliar em que o valor proposto 6
seja independente da posicao anterior de 6 na cadeia, desta forma ¢ (G(t), 9(*)) =f (9(*)>.

A probabilidade de aceitacdo pode ser escrita entao na seguinte forma:

* ; pi 9£*>|9(_tz)7x fi 92@
a; (Qi(t), 91( )) = min (1, " Eegt)le(tg’xg f; EQZ(*);) : (1.52)

Neste caso os passos realizados serao os mesmos do algoritmo de Metropolis-Hastings
hibrido.

Este resultado nao invalida as propriedades das cadeias de Markov, pois f (9(*))
¢é apenas a distribuicdo proposta que, combinada com a taxa de aceitacdo « (9(”, 9(*)),
proporciona o nicleo de transicao do algoritmo. Este niicleo depende do estado anterior da

cadeia e preserva a estrutura de uma cadeia de Markov (veja Gamerman e Lopes, 2006).

1.4.4 Diagnésticos de Convergéncia

A utilizacao de algoritmos que envolvem um processo estocastico, tem como foco

prioritario a necessidade em verificar se a convergéncia para a distribuicdao estacionaria é
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obtida, ou seja, se os valores simulados podem ser considerados como uma amostra da

distribuicao de interesse.

Uma abordagem empirica para controlar a convergéncia consiste em desenhar
graficos de série temporal para os valores simulados da cadeia, procurando detectar

comportamentos de nao-estacionariedade.

Uma cadeia obtém uma possivel convergéncia para a distribuicao de interesse se os
valores simulados mudarem rapidamente dos valores anteriores e do valor inicial. Desta
forma, se a cadeia nao convergir, ela ficarda muito perto ou no mesmo valor, durante muitas

iteracoes.

Ao utilizar o algoritmo de Metropolis-Hastings, Hastings (1970) sugere calcular a
quantidade de valores aceitos, pois o sucesso do método depende de taxas de aceitacao nao
muito baixas. Bennett et al. (1995), Brooks et al. (2011), entre outros autores, indicam

que as taxas de aceitacao devem estar aproximadamente no intervalo de 10% a 60%.

Geweke (1992) propoe um método formal para verificar a convergéncia das cadeias
(ou sequéncias). O teste é baseado nas médias inicial e final de uma cadeia. Se as amostras
sao obtidas de uma distribuicdo estacionaria, espera-se que as duas médias sejam similares.
Para uma sequéncia de tamanho n, ja removido a amostra de aquecimento, as médias

iniciais e finais da cadeia sao obtidas calculando-se:

1 ngy . 1 n
Ub_izv(ﬂ e v, = — Z o9,
b j=1 Na j=n—-ng+1

onde ny, + n, < n. Conforme n cresce n,/n e n,/n permanecem fixas e a estatistica de

Geweke é dada por

Vg — Up

B \/VGT(Ua) + Var(vb)

el

24 N(0,1) (1.53)

A estatistica zg nao deve possuir grandes valores, caso a convergéncia seja alcancada.
Portanto, grandes valores indicam falta de convergéncia, mas valores pequenos nao implicam
em convergéncia. Geweke (1992) sugere que sejam utilizados os valores n, = 0.1n e
n, = 0.5n. A principal vantagem deste método é que ele requer apenas o resultado de uma

cadeia para cada parametro de interesse e pode ser usado em qualquer esquema MCMC.

H& outros métodos de convergéncia muito utilizados na literatura, dentre eles
podemos citar: Gelman e Rubin (1992), Raftery e Lewis (1992) e Heidelberger (1983).
Estes métodos estdo implementados no R e podem ser acessados utilizando-se a biblioteca
CODA (Convergence Diagnosis and Output Analysis Software for Gibbs sampling output)
(Best et al., 1997). Em geral todos os métodos discutidos até aqui devem ser utilizados
conjuntamente a fim de obtermos melhores indicacoes de convergéncia. Outros métodos

podem ser vistos com mais detalhes em Gamerman e Lopes (2006).
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2 Distribuicao Gama Generalizada

A distribuicao Gama Generalizada tem se mostrado um 6timo modelo que leva a
excelentes inferéncias para dados de sobrevivéncia. Introduzida por Stacy (1962), uma v.a

T tera distribuicao Gama Generalizada (GG) se sua fungao densidade é dada por

F(H) = =t exp (—(ut)®) , (2.1)

I'(¢)

sendo t > 0, @ = (¢, i, @). Os pardmetros de forma sdo a« > 0 e ¢ > 0 e p > 0 o pardmetro

de escala.

A func¢ao acumulada é dada por

F(ilo) = [ W™ 1wy, V100 ()]

['(¢) Llg) -

sendo [y, z] = [y w¥ e *dw denominada de gama incompleta inferior.

(2.2)

Distribuic¢oes relevantes podem ser obtidas a partir da distribuicdo GG, como a
distribui¢do Weibull (quando ¢ = 1), a distribuigdo Gama («a = 1), Log-Normal (caso limite
quando ¢ — 00) e a distribui¢do Normal Generalizada (o = 2). A distribuicao Normal
generalizada é também uma distribuicdo que inclui varias distribui¢oes conhecidas como,
half-normal (¢ = 1/2, 1 = 1/v/20), Rayleigh (¢ = 1,4 = 1/v/20), Maxwell-Boltzmann
(p=3/2) echi (¢ =k/2,k=1,2,...).

A Figura 9 dé exemplos das formas das fungoes densidade de probabilidade e

acumulada para diferentes valores de ¢, u e a.

o —
[Te] —
! =04, =07, =15
—— ¢=1.8,u=2.5, 0=0.8 © — ¢=0.4,1=0.7, a=15
—— @=0.5,p=2, a=1 o ] —— ¢=1.8,p=2.5,0=0.8
— @=2,p=2, a=1 —— ¢=0.5, p=2, a=1
¢=1, u=2, a=1 — ¢=2,p=2,0a=1
o © @1, p=2, a=1
i —
o
—
= e
<
o
N
o
e |
o
T I T T T I
0 1 2 3 4 5 0 2 4 6

Figura 9 — Funcoes densidade de probabilidade e acumulada da distribuicaio Gama Gene-
ralizada para diferentes valores de ¢, i e a.
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2.1 Meédia, Moda e Variancia

A média, a variancia e a moda da distribuicao GG, sdo dadas respectivamente, por:

CT(e+3)
1 fr(e+d) (Te+d)y
1 1\= 1
Mo(X) = (¢ _ a) s (2.5)

2.2 Funcao de Sobrevivéncia e de Risco

A fungao de sobrevivéncia de uma v.a. T' ~ GG(¢, i1, @), com a probabilidade de

uma observacao nao falhar até certo tempo t é

S(0) = PIT > 1] /(::) F(ld))wq“ewdw _ W, (2.6)

sendo Ty, z] = [ wY le™dw denominada de gama incompleta superior.

A funcao de risco da v.a. T é dada por

f(t16) _ ap?t** "t exp (—(ut)*)

0= Sty = T Tl Gy

(2.7)

Este modelo acomoda varias formas de risco, sendo elas: constante, crescente,
decrescente, forma de banheira e banheira inversa. Estas propriedades fazem com que a
GG seja muito flexivel para modelar dados de confiabilidade (Glaser, 1980). Um método
simples para se verificar o comportamento da funcao de risco é obtido baseando-se nos
valores de a e ¢ (Gi e Almhana, 1995). Quando o = 1, obtemos a distribuicao Gama.

Assim a funcao de risco (2.7) passa a assumir as seguintes formas:

e Crescente: para 0 < ¢ < 1;
e Constante: para ¢ = 1;

e Decrescente: para ¢ > 1;
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Considerando a # 1, se existir uma solugao estritamente positiva para (1 —

ag)/[a(a — 1)], a fungdo de risco possuira:

e Forma de banheira: para ¢ > 1;

e Forma de banheira inversa: para 0 < ¢ < 1;

A Figura 10 da exemplos das formas das fungoes de sobrevivéncia e de risco para

diferentes valores de ¢, i e a.

o
o n
— =04, p=0.7, a=1.5 —— ¢=0.4,u=0.7, 0=1.5
— ¢=1.8,p=2.5,0=0.8 —— ¢=1.8,u=2.5, 0=0.8
«© _| —— @05, p=2, a=1 < - —— =05, p=2,a=1
o — ¢=2,p=2,0=1 — ¢=2,p=2,0a=1
=1, =2, a=1 ¢=1, p=2, a=1
©
o ™
e )
%) <
<
S N
N
S -
o
o ©
I I I I I I I I I I I I
00 05 10 15 20 25 3.0 0 2 4 6 8

t t

Figura 10 — Fungoes de sobrevivéncia e de risco da distribuicio Gama Generalizada para
diferentes valores de ¢, i e a.

2.3 Outros Resultados Importantes

Uma propriedade importante da distribuicao GG estabelece que esta é fechada

sobre transformacao de poténcia. Desta forma, se X ~ GG(¢, i, a) entao

Y = X* ~ GG ((p, e, j) s> (2.8)

Um caso particular seria, Y = X% ~ Gama(¢, u*). Outra propriedade muito util é

que se X ~ GG(¢, i, ) e para uma constante ¢ > 0, sendo W = ¢X, entéo

W ~ GG(¢, ci, ). (2.9)

Alguns momentos da distribuicio GG desempenham um papel essencial na inferén-

cia estatistica e na teoria de informacao, dentre eles podemos citar:
s

ez
a

e

(2.10)
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E [log(T*)] = slog (;) + gw (9) . (2.11)

A matriz de informagao de Fisher para a distribuicao GG é dada por

[14+29(¢) + 09" (0) + 9¥(9)* 1+ 9v(9)  ¥(9)]
o? " o
T, 6) = _WZW Qf:‘; Z (2.12)
o) ° ¥(9)

2.4 Meétodos para Gerar Valores da Distribuicao Gama Generali-

zada

Nesta secao, serao discutidos métodos para gerar valores aleatérios da distribuicao

Gama Generalizada, considerando dados completos e com censura do tipo aleatoria.
2.4.1 Observacdes Completas

Um método simples para gerar valores da distribuicao GG ¢é baseado no Teorema
fundamental da transformacdo de probabilidades (Ross, 2006). Seja U uma v.a. com
distribuigao U(0,1) e X ~ GG(¢, i1, ), sendo F(z) a f.d.a., entao valores de x podem ser
obtidos através de X = F~!1(U), sendo F~!(z) a fungao inversa de F(z). No entanto, a
equagao (2.2) depende de uma funcao gama incompleta, ndo conseguindo-se encontrar

uma forma fechada para X = F~1(U).

Métodos numéricos podem ser utilizados para resolver a seguinte equagao nao
linear:
U—F(x)=0. (2.13)
A solucao desta equagao sera considerada uma observacao de X.

No entanto, o tempo computacional gasto para resolver a equacao (2.13) é alto,
tornando outros métodos preferiveis para gerar-se observagao da distribuicio GG. Uma
alternativa é considerar que Y ~ Gamma(¢, u®). Realizando a transformacao X = y (/e

pela propriedade de transformagao de potencia (2.8), obtemos que X ~ GG(¢, p, ).

Como h4 vérias formas de gerar valores de uma distribui¢ao gama (veja, por exemplo,
Ahrens e Dieter, 1974, 1982) e diversos softwares possuem estes procedimentos implemen-
tados, obteremos valores da distribuicao GG, realizando apenas uma transformacao nos

valores da distribuicao gama gerados pelo software.
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2.4.2 Observacoes Censuradas

Em andlise de confiabilidade é comum se deparar com problemas em que uma
porcentagem das observagoes é parcialmente conhecida. Nestes casos, dizemos que as

observagoes sao censuradas.

Alguns métodos tém sido propostos para se gerar observacoes com diferentes
tipos de censura. Philippe (1997) descreve um procedimento para se gerar valores com
censura tipo I, utilizando a distribuigdo gama truncada. Balakrishnan e Sandhu (1995)
desenvolveram um procedimento para se gerar observagdes com censura progressiva tipo II.

Gentle (2003) descreve algumas formas de se gerar valores com diferentes tipos de censura.

Observagoes com censura do tipo aleatéria ocorrem com muita frequéncia. Podemos

gera-las através dos seguintes passos:

1. Defina o tamanho da amostra n e o nimero de observacoes censuradas n.. A

porcentagem de censura passa a ser calculada por n./n;

2. Gere uma amostra da v.a. X ~ GG(¢, u, ) de tamanho n, utilizando o método

descrito na secao 2.4.1;

3. Selecione, de forma aleatéria e uniforme, n. valores distintos do conjunto A =

1,2,...,n e armazene em um vetor w;

4. Sejam Leoj 7 =1,...,n. os valores que serao censurados. Sabe-se que Lo ¢ uma
observagao completa, mas que, em algum momento no tempo, deveria ser censurada.
Sera denominado que ij é o tempo de censura do individuo w;. Como T é
uma observagao completa, entao tw; < Lo Supondo que a informacao Lo foi
perdida de forma uniforme ao longo do tempo, entao twj pode ser obtido através de

ij ~ Uniforme(0, ij).
5. Desta forma os valores censurados serao dados por

ij = min (twj,ij) e 5wj =0, 7=1,...,n

No final teremos entao uma amostra £ = (z;,0;), em que X ~ GG(¢, u, ) e § é

variavel que indica a presenca ou auséncia de censura.
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Exemplo 2.4.1. Uma amostra de tamanho n = 30 sera gerada no R com parametros
(¢, 1y ) = (2,1,0.5) e 20% de censura. Para isto iremos utilizar a amostra completa dada

pela tabela a seguir:

6.165 0.488 1.282 3.845 7.854 6.769 5.637 4.469 0.203 34.606
26.745 9.492 3907 32447 6.342 14.242 0.815 1.141 54.017  9.450
11.021 1.613 17.682 9.153 1.599 6.436 51.485 4.019 3.393 0.479

Devemos selecionar n, = 6 elementos que serao censurados. Ao utilizar o comando
"sample” no R, obtemos de forma aleatoéria e uniforme n, valores distintos, dados por w =
(7,12,20,29,27,11). Desta forma, os valores censurados serao X7 = 5.637, X1; = 26.745,
Xio =9.492, X9 = 9.450, Xo7 = 6.436 € Xo9 = 3.393.

Utilizando o passo 4 do esquema acima, os tempos de censura obtidos através de
ij ~ Uniforme(0, ij) serao dados por Ty = 3.047, T = 5.523, T1o = 0.147, Tyy = 0.361,
T27 =2.094 e T29 = 1.736.

Os valores censurados serao obtidos através de ij = min (twj,a:wj), em que

j =1,2,...,6. Portanto a amostra contendo 20% de valores com censura (x) do tipo

aleatéria é dada por:

6.165 0.488 1.282 3.845 7.854 6.769 x3.047 4.469 0.203 34.606
x5.023 x0.147  3.907 32.447 6.342 14.242 0.815 1.141 54.017 =%0.361
11.021  1.613 17.682 9.153 1.599 6.436 %2.094 4.019 =*1.736  0.479
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3 Analise Classica da Distribuicao Gama Ge-

neralizada

E fato que a distribuicio Gama Generalizada é um 6timo modelo probabilistico,
que leva a excelentes ajustes em dados reais. No entanto, em muitas aplicagdes os EMV’s
da distribui¢do GG, ndo apresentam o comportamento estéavel (Stacy e Mihram, 1965; Parr
e Webster, 1965; Hager e Bain, 1970; Wingo, 1987; Kumar e Shukla, 2010) e os resultados
obtidos, podem depender dos valores iniciais utilizados nos métodos computacionais
iterativos. Desta forma, é de grande importancia o desenvolvimento de técnicas exploratorias
para se obter bons valores iniciais, visando-se alcancar resultados mais precisos ao se

utilizar métodos computacionais iterativos.

Neste capitulo, apresentaremos os Estimadores de Maxima Verossimilhanca da

distribuicdo Gama Generalizada (2.1), considerando dados completos e com censura tipo .

3.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca para Dados Completos

No método de maxima verossimilhanca os estimadores sao obtidos a partir, da

maximizacao da fungdo de verossimilhanca.

Seja T, ...,T, uma amostra aleatéria tal que T ~ GG(«, u, ¢). Neste caso, a
fungao de verossimilhanga de (2.1) é
L(O;t) = anu”“‘z’{Ht?qﬁ_l}eXp{—uaZt?}. (3.1)
F((b) =1 =1
Estabelecendo 2 log(L(;t)), a% log(L(0;t)) e a% log(L(0;t)) iguais a 0, obtemos

as equagoes de verossimilhanca dadas por

n

nT'($) = nalog(i) + &> log(t;) (3.2)
=1
ng = po > ¢4 (3.3)
=1
=+ ndlog(n) + ¢ log(t) = 4% 3" logjty), (3.4)
=1 =1

cujas solugoes fornecem os estimadores de méxima verossimilhanga (veja, por exemplo,
Stacy e Mihram, 1965, Hager e Bain, 1970). Métodos numéricos como o de Newton-Raphson

sao necessarios para encontrar-se a solucao deste sistema nao linear.
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Algumas manipulagoes algébricas podem ser feitas nas equacoes de verossimilhanga,
buscando-se simplificar a solugao do sistema. A equagao (3.4) pode ser rescrita através de

N Y loglts) = Y 6 log(h), (3.5)
=1

i=1
Utilizando a expressao (3.3), ap6s algumas manipulagoes algébricas, temos que
no_4a&
AN =1 "

¢ = pr= (3.6)

n

Substituindo (3.6) em (3.5) e apds algumas manipulagoes algébrica temos que
1

. 1 n a
w= (d - A TS ) (37)
i ti%log(t;) — =530k, log(;)
Substituindo (3.7) em (3.6) temos que
A 1 not
b= (@ : 1_217 = ) (3.8)
iz i log(ti) — =5— 30 log(t:)
Desta forma utilizando os resultados (3.7) e (3.8) na equagao (3.2) temos que
1 it Qi log(t;
h@):w(@ " SRR )— e
im1 ti log(t) — === YL, log(t;)

(3.9)

- ]'Og ~ R n t.d
asr % log(t;) — si=t 3 log(t)

Estes novos resultados sao de grande interesse pratico, pois resolvendo a equacao
(3.9), encontramos facilmente o EMV de &. Com este resultado encontramos respectiva-
mente os EMV’s de ¢ e p.

Outros métodos podem ser utilizados para se realizar inferéncias nos parametros
da distribuicdo GG: Huang e Hwang (2006) utilizam o método dos momentos para obter
inferéncias da distribuigao GG. Khodabin e Ahmadabadi (2010) comparam este método
com o método da méaxima verossimilhanga e concluem que, em geral, os EMV’s possuem
melhor desempenho, principalmente quando n > 50. Outros métodos também sao propostos
por Di Ciccio (1987) e Ahsanullah et al. (2013).

3.2 Estimador de Maxima Verossimilhanca para Dados com Cen-

sura Tipo |

Na presenca de observagoes com censura tipo I, a fungao de verossimilhanca passa a

ser escrita através de (1.17). Seja T3, ..., T, uma amostra aleatéria com T' ~ GG(a, p, ¢),
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considerando observagoes com censura tipo I, a fun¢ao de verossimilhanca é dada por

d, doag

L(6;t) = Fé‘b) {Ht‘““f’ 1}exp{ m Zdt }Hl [, (put;)*])* 0. (3.10)

O logaritmo da verossimilhanga (3.10) é dado por

1(6:¢) = dlog() + daglog(yx) — nlog(I(6)) + (a6 — 1) Y 6, log(L)
- (3.11)
—u Zét“+2{1— ) log(Ile, (pati)*])}-

Objetivando-se encontrar as equagoes de verossimilhanga, serdao utilizados os se-

guintes resultados:

9 [k, 2] = —a" e ™. (3.12)

—Fk / =1 og(w)e " dw = W(k,
x| w” " log(w w ( x)eax

Estabelecendo - log(L(6;t)), % log(L(0;1)) e a%s log(L(0;t)) iguais a zero, obte-

mos as equagoes de verossimilhanga dadas por

S [ (at)rfem B log (ut;)
Z{(l 51)[ T (¢, ptg]

+ ¢ Z 9;log(t;) — p~ Z 0;ts log(pt;)
i=1

=1

> ] } = 4 dotoa(n)

(3.13)

oo po! oy . O‘ti(#ti)ad}le(#ti)a-}
p Zét 2{ 6)[ P | (3.14)

dwmm—wwwagm%w:—g%rw»ﬁ&ﬁg} (3.15)

cujas solugoes fornecem os estimadores de méaxima verossimilhanca de ¢, u e a. Métodos
numéricos como o de Newton-Raphson sao necessarios para encontrar a solucao deste

sistema nao linear.

As equagdes de verossimilhanga, considerando observagoes com censura do tipo
aleatéria, sao equivalentes as obtidas considerando censura tipo I, sendo que a censura

tipo I, é um caso particular da censura aleatéria (veja, Lawless, 1982).

Outros tipos de censura podem ser considerados ao se realizar inferéncias nos
parametros da distribuicdo GG. Chen, e Lio (2009) obtém as equagoes de verossimilhanga
para os casos em que as observagoes possuem censura progressiva tipo II (veja, por exemplo,

Balakrishnan e Aggarwala, 2000).
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4 Analise Bayesiana da Distribuicao Gama

Generalizada

A descoberta de regides para os valores reais dos parametros do modelo, também
podem ser de grande interesse sob o paradigma Bayesiano (Noortwijk, 2001 Dadpay
el. al, 2007; Mukherjee et al., 2010; Chang e Kim, 2011; Santos, 2010), onde diferentes
distribuigoes a priori, ou diferentes valores dos hiperparametros, podem levar a inferéncias

bem diferentes (médias a posteriori e intervalos de credibilidade).

Nesta se¢ao, serao obtidas as distribuicoes a priori e a posteriori para a distribuicao
Gama Generalizada, discutidas na secao 1.3, considerando-se dados completos e com

censura tipo aleatoria.

4.1 Densidades a Posteriori Considerando Observacées Completas

4.1.1 Densidade a Posteriori com a Priori Uniforme

A distribui¢ao a priori conjunta de € = (¢, u, @) pode ser obtida, a partir de
distribuic¢oes a priori uniformes marginais e independentes. Desta forma, a distribuigao a

priori conjunta é dada por
Tu (¢7:u7 Oé) o cte, (41>

sendo a; < ¢ < as, by < pu<byec <a<cs.

A distribuicdo a posteriori conjunta para ¢,u e «, utilizando-se a priori nao-
informativa uniforme é proporcional ao produto da func¢ao de verossimilhanga (3.1) e da

distribuicdo a priori (4.1), resultando em

potonalt) o i TLe Yo {3z} (12

i=1

As distribuicoes a posteriori condicionais de ¢, u e o sdo dadas a seguir:

pu(ale, p, ) oc " {H t?¢_1} exp {—u"‘ Zt?‘} ,
i=1

i=1

nogp n
po (ol ant) x {gt?¢-1}, (43)
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n 1/a
pU(/J"(b?O‘?t)NGG (n(ﬁ—i-;, (tha> 705) .
=1

Os hiperparametros das distribui¢gdes a priori podem ser obtidos através dos dados,
utilizando-se 0 método dos momentos (priori empirica). Sejam, ); e o7, a média e a

variancia de 6;, como 6; ~ Uniforme(a;, b;), entao

—(b; —a;)?, i=1,...,3.

Apoés algumas manipulagoes algébricas, os hiperpardmetros podem ser encontrados

através de
a; = max (O,/\i—\/?)O',?) e blz>\l+ 30’?, 221,,3 (44)

em que max(x,y) é o valor maximo entre z e y. Esta restri¢do é necessaria pois em alguns

casos a; poderia obter valores negativos.
4.1.2 Densidade a Posteriori com a Priori Gama

A distribuicdo Gama Generalizada possui parametros reais nao negativos. Uma
distribuicao a priori conjunta de ¢, 1 e a pode ser obtida através do produto de distribuigoes
gama (1.5). Utilizando a equagao (1.25), sendo 8 = (¢, p1, &), a distribuicdo a priori é dada
por

Ta (6, 1, ) oc ¢ o™ exp (—bygp — bypt — bsav) . (4.5)

A distribuicao a posteriori conjunta para ¢, i e «, utilizando-se a distribuicao a

priori Gama, é proporcional ao produto da funcao de verossimilhanga (3.1) e da distribuicao

a priori (4.5), resultando em

n+asz—1, nap+az—1 ra1—1
o p ¢

L(g)"
X exp {—,uo‘zn:t?} .

{H t;‘wl} exp {—b1¢ — bopt — b} x

=1

P (0, 1, alt) o
(4.6)

As distribuig¢oes a posteriori condicionais de ¢, 1 e « sdo dadas a seguir:

pe (@, p, t) oc ol redtaz {H t?¢_1} exp {—bsa — p° Zt?} :
=1

=1

,una¢>+a2 -1 ¢a1 -1

I(e)

pe (g, a,t) oc p"**+* " exp {—bzu -ty t?} :

i=1

bac (¢|/1’7 «, t) o8

{f[l t?M} exp {—10}, (4.7)
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Os hiperparametros das distribui¢gdes a priori podem ser obtidos através dos dados,
2

utilizando-se o método dos momentos (priori empirica). Sejam, \; e o7, a média e a

variancia de 6;, como 6; ~ Gamma(a;, b;), entao

Apoés algumas manipulagoes algébricas, os hiperpardmetros podem ser encontrados
através de

Ao
e bj=—, i=1,...,3 (4.8)

o}
4.1.3 Densidade a Posteriori com a Regra de Jeffreys

Outra distribuicao a priori ndo-informativa, que representa uma situagao com pouca
informacao a priori sobre os parametros de interesse, pode ser obtida utilizando-se a regra
de Jeffreys (1.25). Como os parametros da distribuigao Gama Generalizada estao contidos

em intervalos (0,00), a distribuigao a priori utilizando a regra de Jeffreys é
TR (Qb, Hs O'/) X (¢Ma)_1' (49)

A distribuicao a posteriori conjunta para ¢, u e « , utilizando-se a distribuicao a
priori obtida pela regra de Jeffreys, é proporcional ao produto da fun¢ao de verossimilhanca

(3.1) e da distribuigao a priori (4.9), resultando em

«

1 n—1 . n b1 N n N

pR(¢7 H, Oé|t) = 7
i=1

No entanto a densidade a posteriori (4.10) é imprépria, pois

n—1 n n
d, = A/ ﬁiw)nu”ad’l {Ht?¢1} exp {—uaZt?} dO = (4.11)

i=1 =1

em que 0 = (¢, p,0) e A = {(0,00) x (0,00) x (0,00)} é 0 espago paramétrico de 6. A

demonstracao de (4.11) pode ser verificada no apéndice A.
4.1.4 Densidade a Posteriori com a Priori de Jeffreys

A priori de Jeffreys é definida a partir da raiz quadrada do determinante da matriz
de informagao de Fisher 1(0). Calculando-se a raiz quadrada do determinante de I(¢, p, &)
dado em (2.12), temos

A

. (4.12)

Ui <¢7 Ly Oé) (8



Capitulo 4. Andlise Bayesiana da Distribuicio Gama Generalizada 56

A distribui¢ao a posteriori conjunta para ¢, i e «, utilizando-se a priori Jeffreys,
é proporcional ao produto da funcao de verossimilhanga (3.1) e da distribui¢ao a priori

(4.12) resultando em

n 2.,/ 2 _ a2y _1 n
a6 alt) = +° Wl L G T B Sl )
=1

No entanto a densidade a posteriori (4.13) é imprépria, pois

-/ a6 (?Z; VO =1 g {ﬁ tf‘¢1} exp {_m znjtg} 0 = o, (4.14)

i=1 i=1

A

em que 0 = (¢, pu, ) e A = {(0,00) x (0,00) x (0,00)} é 0 espago paramétrico de 6. A

demonstracao de (4.14) pode ser verificada no apéndice A.
4.1.5 Densidade a Posteriori com a Priori de Zellner

A distribuicao a priori de Zellner (1977, 1984), mais conhecida como Mazimal Data
Information Prior (MDIP), pode ser obtida através de

Tz (¢, pt, @) o< exp (H (¢, p1, ) . (4.15)

Primeiramente deve-se encontrar a solu¢ao da medida de informacao, dada por

H(ouc) = [ o (Ff‘@maw exp (—w)“)) £ (416, 1, ) .

Ap6s algumas manipulagoes algébricas, H (¢, i, a) pode ser escrita como:

H(g,1,0) = l0g(a) ~log ([(6)) + 60:(6) + log(s) — 2

Portanto a priori de Zellner (4.15) da distribuigdo Gama Generalizada (2.2) é dada

por

12 (6,00 ox s exp (w(9) (0 - =) — ). (1.16)

I'(¢)

A distribuigdo a posteriori conjunta para ¢, pu e «, utilizando-se a priori MDIP,
é proporcional ao produto da fungdo de verossimilhanga (3.1) e da distribui¢ao a priori
(4.16), resultando em

na o N Lo 1
pz(d; p, alt) = d p(¢)n+1“ ort exp{—,u ;ti + (9) (¢— a) — ¢} X

“qltey

(4.17)
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No entanto a densidade a posteriori (4.17) é improépria, pois

Oén-l—lﬂnoz(i)—i-l n 1 n oot
dy = | — o exXp {—uaZt? +1(9) <¢ - ) — ¢} {Hti }de = o00. (4.18)
A L) i=1 a i=1
em que 0 = (¢, pu, ) e A = {(0,00) x (0,00) x (0,00)} é 0 espago paramétrico de 6. A

demonstracao de (4.18) pode ser verificada no apéndice A.
4.1.6 Densidade a Posteriori com a Regra de Jeffreys Modificada

Uma modifica¢do na priori obtida pela regra de Jeffreys (4.9) foi realizada. Desta
forma, foi possivel construir uma distribuicdo a priori conjunta que, combinada com a
fungao de verossimilhanca, resultasse em uma distribuicao a posteriori propria. Esta priori

é dada
1

" B — 4.19
e (¢ # CY) . (b’ua%—i-a/(l—l-a) ( )

A distribuicao a posteriori conjunta para ¢, i e «, utilizando-se a distribuicao a
priori obtida pela regra de Jeffreys modificada, é proporcional ao produto da funcao de

verossimilhanga (3.1) e da distribuigao a priori (4.19), resultando em

1 o n—l—a/(l—&—a) n . n
pu (o, p, aft) = EWMM—I {H e } exp {—Ma > tia} : (4.20)
=1 =1

A distribuicao a posteriori é prépria, pois
5—a/(1+a) n n
/ —_— et {H t?¢_1} exp {—ua > tf‘} df < oo, (4.21)
¢F =1 =1
em que 0 = (¢, pu, ) e A = {(0,00) x (0,00) x (0,00)} é 0 espago paramétrico de 6. A
demonstracao de (4.21) pode ser verificada no apéndice B.
As distribuicoes a posteriori condicionais de ¢, u e a sdo dadas a seguir:

1 n n
w(alg, ) oc a2 e o {H t?¢_1} oxp {—u“ > t?} ,
1=1

i=1

par(@ls @, 8 “m : {ﬁf"ﬁ } (4.22)

n 1/a
w(plé,0,8) ~ GG (m (z t?) ,a) .
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4.2 Densidades a Posteriori Considerando Observacoes Censuradas

4.2.1 Densidade a Posteriori com a Priori Uniforme

A distribuicdo a posteriori conjunta para ¢, i e «, utilizando-se a priori uniforme é
proporcional ao produto da fungdo de verossimilhanga (3.10) e da distribuigao a priori

(4.1), resultando em

T S o ol T Naty1-4:
ptonmalt.d) o T T e foe S T 0o .

sendo a; < @ < by,as < p<byeaz<a<bs.

As distribuicoes a posteriori condicionais de ¢, 4 e o sdo dadas a seguir:

pU(CY|¢, p,t, 5) X ad:uda(b {H t6 ilag=1) }GXP{ 1% 25 ta} ﬁ (F[¢7 ([Lti)a])l—& :

=1

da n
Pl st 8) o L {Ht o }H(F[¢, (b)) (4.24)

=1

n

pu(ple, a, t,8) o< p? exp {‘W > 5it?’} [T (Tle, (ut:)o])'
i=1 i=1
4.2.2 Densidade a Posteriori com a Priori Gama

A distribuicao a posteriori conjunta para ¢, u e «, utilizando-se a distribuicao
a priori Gama, é proporcional ao produto da funcao de verossimilhanca (3.10) e da

distribuigao a priori (4.5), resultando em

d+asz—1,,dagp+as—1 ja1—1 n n
) 23 (4.25)

xexp{ b1 — bopt — bsax — Zéta}

As distribuigoes a posteriori condicionais de ¢, 1 e a sdo dadas a seguir:

6 (a0, .1, 8) o ares T teo el g {H t?i“"“”} I (T, (st )" x

=1 =1

X exp {—bgoz — Zditf‘} )

=1

doz(b-i-ag—l(bal—l n . B n .
9 9 t, (s ,LL { tfz(@l¢ 1)} F , tl o 17(51

x exp{—bi19},
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yqe: (H’|¢7 a, ta 5) X Hda¢+a2_1 H (F[¢7 (:uti)a])li& eXp {_bZM - lua Z 57,{;?} :
=1

=1

4.3 Algoritmo Hibrido (MCMC)

Devido a impossibilidade de se encontrar formas fechadas para as distribuigoes
a posteriori condicionais de ¢, it e «, citadas neste capiulo, sob o contexto bayesiano,
serd utilizado o algoritmo hibrido, buscando se obter as caracteristicas de interesse das

distribui¢coes marginais a posteriori de ¢, e « .

A distribuicao proposta g; (91@ ]9@) utilizada, sera uma distribuicao Normal trun-

cada entre (0,00) com média a; e desvio-padrao b;, e denominada Nt(a;, b;).

O algoritmo de Metropolis-Hastings hibrido, utilizando-se diferentes distribuicoes

a posteriori, é especificado pelos seguintes passos:

1. Defina os valores iniciais 8% = (oz(o), »0) ,u(o))/ e inicie o contador ¢ = 0;

2. Gere um novo valor o) da densidade proposta Nt (a1, by );

3. Calcule a probabilidade de aceitacao

(a®,a1) = min | 1 pi (216, 4, @) dNt (a9, as, )
(634 [0 (8] = min
A "1 (@®]6®, 1O, 2) ANt (2, a1, by) |

e amostre u de uma Uniforme(0, 1);
4. Se o (a(t), a(*)) > u(0,1) entdo o) = a®) | caso contrario a1 = o)
5. Gere um novo valor ¢*) da densidade proposta Nt(as, bs);

6. Calcule a probabilidade de aceitacao
po (W ]atD 1O ) ANt (o1, as, b
s (¢(t)7¢(*)) ~ min (17 2( \ 2 ) ( 2 2) |

72 (60D, 1@ ) ANt (6™, ag, by)
e amostre u de uma Uniforme(0, 1);

7. Se ay (gb(t), gb(*)) > u(0,1) entdo ¢+ = ¢ caso contrario 1) = ¢,

8. Gere um novo valor x*) da densidade proposta Nt(as, bs);

9. Calcule a probabilidade de aceitagao

(1, 5 = min 1,2 (1Pl 64D, &) ANt (), a5, bs)
Q = min
VN " ps (O]atHD, ot x) ANt (u), ag, bs) |’

e amostre u de uma Uniforme(0, 1);
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t+1)

10. Se as (u(t), u(*)) > u(0,1) entdo pu*Y = p®) | caso contrario p*+Y = u®;

11. Altere o contador de t para t 4+ 1 e volte ao passo 2, até a convergéncia ser alcancada.

Ao se utilizar as distribui¢oes a posteriori condicionais, obtidas da distribui¢ao

Gama Generalizada, ha grande dificuldade em se efetuar o calculo da razao

b (010, 2)

—19

Di (91@ ]9(3, m) 7

esta dificuldade se deve ao fato que p; (95*)\99, a:) possui, em muitos casos, 0s termos
I'(ng) e (I'(¢)") . Dependendo dos valores de ¢ e n os softwares utilizados néo conseguem

computar tais termos.

Por exemplo, considerando ¢ = 3 e n = 50, os valores obtidos serao, I'(150) =
3.81e2%0 ¢ (T'(3)%Y)~1 = 8.88¢71°. Para valores de n > 100, o R nio conseguira calcular tais

termos, retornando o simbolo co no primeiro caso e 0 para o segundo caso.

Esta dificuldade pode ser contornada, reescrevendo-se a forma em que calculamos

a probabilidade de aceitacao, com
a; (0.6 = min (1,2
(67,67) = min (1,7).
Q = log (p: (6:10%).2) ) +log (; (6;"16”) ) —log (pi (6”162}, ) ) — log (a; (6;16")) -

O método se mostra satisfatorio, pois é facil calcular os termos nlog (I'(¢)) e

log (I'(n¢)). Para se calcular log (I'(n¢)) podemos utilizar a aproximagao

1 €T 1 1 1
_ o _ Erro. (4.2
log (I'(+)) = wlog(x) —  —  log (27) b= e b Brro. (427)
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5 Equacdes Uteis para Encontrar Bons Valo-

res Iniciais

E comum se deparar com dificuldades computacionais ao se realizar inferéncias
nos parametros da distribuicaio Gama Generalizada. As estimativas dos parametros obti-
das utilizando-se a abordagem Classica ou Bayesiana, considerando dados completos e
censurados, podem depender dos valores iniciais utilizados nos métodos computacionais

iterativos ou também da distribuicao a priori utilizada.

Desta forma, é de grande importancia o desenvolvimento de técnicas exploratorias
para se obter bons valores iniciais. Serao propostos a seguir diferentes técnicas para se
obter bons valores inicias que serao, utilizados tanto na abordagem classica quanto na

bayesiana.
5.1 Analise Classica

Para se utilizar o método da maxima verossimilhanca, considerando-se dados com-
pletos, foram obtidos na secao 3.1 novos resultados de grande importancia computacional
em que, resolvendo a equagao (3.9), encontra-se facilmente o EMV de « e com este

resultado obtém-se através de (3.8 e 3.7), respectivamente, os EMV’s de ¢ e p.

No entanto, quando utilizamos observacoes censuradas, as equagoes de verossimi-
lThanga (3.13, 3.14 e 3.15) ndo podem ser simplificadas similarmente, como foi feito nas
equagoes de verossimilhanga (3.2, 3.3 e 3.4). Desta forma, as equagtes obtidas considerando-
se observagoes censuradas sao muito instaveis e as estimativas obtidas de ¢, i e o podem

depender dos valores iniciais, utilizados no método iterativo.

Valores preditos para as observacgoes censuradas podem ser aproximados utilizando-
se uma distribuigao exponencial com densidade f(t) = Ae™*, ¢ > 0. A esperanca condicional
E(T;|T; > t*) ¢ dada por

AP aeMde

ET|T, > t) =220 72—y

1
— N (5.1)

Para se obter o valor de A, utiliza-se o estimador de méaxima verossimilhanga
A= n/ > ", t; baseado apenas nas observagoes completas. Por meio da equagdo (5.1)

obtemos os valores preditos aproximados para as observacoes censuradas t*.

Utilizando-se as observagoes completas e as preditas, através das equagoes (3.7,

3.8 e 3.9), encontramos bons valores iniciais o, it e &. Estes valores obtidos podem ser
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utilizados para inicializacdo dos métodos iterativos, fazendo com que, ao consideramos

dados censurados, obtenhamos boas estimativas para ¢, u e a.

Bons valores iniciais para se utilizar nas equagoes (3.13, 3.14 e 3.15) também
podem ser obtidos, removendo-se as observacdes censuradas e calculando-se ¢, e da
através das equagoes (3.7, 3.8 e 3.9). Embora haja perda de informagao ao se remover
as observacoes censuradas, como se trata de uma andlise preliminar, os valores ¢, iLea

podem ser utilizados apenas para se inicializar o método iterativo.

Vale salientar que, em muitos casos, had grande dificuldade em se calcular os
estimadores dos parametros, quando as observagoes ¢; sdo muito grandes. Uma alternativa
seria realizar uma transformagao linear nos dados, através de ¢;/100 ou ¢;/c, sendo ¢ uma
constante maior que zero. Desta forma, utilizando-se a propriedade (2.9), os estimadores

de ¢, u e a serdo dados por quS, fifce d.
5.2 Analise Bayesiana

Utilizando-se a abordagem Bayesiana, diferentes distribui¢oes a priori podem levar
a inferéncias bem diferentes das esperadas, principalmente quando utilizamos distribuigoes
a priori ndo-informativas. Sera descrita a seguir uma técnica exploratoria para se obter bons
valores iniciais. Com estes valores serd possivel construir distribui¢des a priori empiricas

para os parametros ¢, i € «.

A distribuicao a posteriori conjunta de ¢, i e a, utilizando-se a distribuigao a priori
obtida pela regra de Jeffreys modificada, é dada em (4.20). A distribuicao a posteriori

conjunta de « e ¢ é obtida integrando-se (4.20) em relagao a p.

a/(1+a)
prs(6.alt) = ;4%{Hta¢ } [ e 1exp{ ’ zta} (52)

Utilizando-se o resultado

/OOO e Pty = Fﬂ((c;) (5.3)

e considerando-se a transformacgao v = p®, obtemos

) n 1 0 n
/ " exp {—uo‘ Z tf} dp = — / V"L exp {—v Z tf} dv
0 i=1 @ Jo i=1

_ Ling)
a(Xr )"

i=1"

(5.4)

Substituindo-se a solu¢ao da integral (5.4) em (5.2), a distribuigao a posteriori

conjunta de a e ¢ é dada por

Lama/e) (e T(0)
patelt) =5 AL e 7
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O logaritmo da distribui¢ao a posteriori conjunta de « e ¢ é dado por

o8 (e o16) = (1= 5 = =) on(e) + 1og (F(10)) ~ 08(0) ~ log(a) .

t(ad—1) ilog(u) — nlog (T(@)) — nélog (Z t?) .

As derivadas parciais de primeira ordem do log (pas(a, ¢|t)), com respeito a a e ¢,

sao dadas respectivamente por
Olog (pum(c, 9|t - T otdlo
0010 — (o) + 03 ton(r) - o ( ZEEED),
i=1

=1 "
0log (pa (e, ¢[t))
99

(5.7)

= ni(ng) + ailog(ti) — ; —nY(p) — nlog (i tf‘) ,

— 3 o 1
sendo k(o) = (n -5 - (1+a)> 3~ e log(a).
As modas ¢ e @ da distribuicio a posteriori conjunta pys(c, ¢[t) sio obtidas
resolvendo-se as seguintes equagoes:

dlog (pu(a, Pt)) _0 dlog (pu(a, ¢lt))

Do ¢ 9 =0

Resolvendo 0log (pas(c, ¢|t)/ Ocr, obtemos a equagao
r(@)
n Y log(t;
&( Zz 1 z g( ) ?:1 lOg(tz)>

¢ = (5.8)

tOé

zlz

Resolvendo dlog (py(cv, ¢|t)/ dp, obtemos @& substituindo-se ¢ por ¢ e resolvendo-se

a seguinte equagao em «, dada por
5 n 1 B n
h(a) =ny (no) + oy log(t;) — 7 v (4) —log <Z t?) = 0. (5.9)
i=1 i=1

Utilizando-se métodos iterativos como Newton-Raphson obtemos os valores de a.
Substituindo-se & na equacao (5.8), encontra-se ¢. O valor inicial de 1 pode ser obtido

resolvendo-se a equacao

dlog (pa (o, i, a|t))
op

= (nga — 1) @ﬂi?

e apos algumas manipulacao algébricas,

Q=

ndqz;—l ~
[ = Vi > 0enad > 1. 5.10
[ (aZZH) fi ¢ (5.10)
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Quando na¢ < 1, podemos obter £ por meio da equagao (3.3), tal que, apés

algumas manipulacoes algébricas, obtemos

fi = (%) . (5.11)

i=1"

Q=

Com esta abordagem encontramos facilmente bons valores iniciais ¢, i e &. Estes
resultados sdo de grande interesse pratico pois, podem ser utilizados em uma anélise
Bayesiana para a construcao de distribuicoes a priori empiricas dos parametros ¢, e « e

também como valores para iniciar o algoritmo hibrido a ser descrito na préxima secao.
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6 Analise Numeérica

Neste capitulo, serao realizadas simulagdes via método de Monte Carlo. Os objetivos

destas simulagoes serao:

1. Comparar o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhanca para dados
completos, obtidos em (3.2, 3.3 e 3.4) e (3.7, 3.8 e 3.9).

2. Verificar o efeito dos valores iniciais obtidos das equagoes (3.7, 3.8 e 3.9), considerando-
se as observagoes preditas (5.1) nas estimativas de maxima verossimilhanca, levando-

se em conta dados censurados (3.13, 3.14 e 3.15).

3. Comparar o efeito dos valores iniciais (5.8, 5.9 e 5.10) nas estimativas a posteriori

para dados completos e censurados, considerando-se diferentes distribuigoes a priori.

Para se obter as estatisticas das distribui¢coes a posteriori, serao utilizados os
métodos MCMC, com foco no algoritmo hibrido. Também sera investigada a influéncia do

tamanho da amostra na acuracia dos estimadores.

O seguinte procedimento foi adotado no estudo:

1. Determine os valores de 8 = (¢, i, ).
2. Especifique o tamanho da amostra n.
3. Gere valores de uma distribuigdo GG(¢, i1, &) com tamanho n.

4. Utilizando os dados obtidos no passo 3, calcule as estimativas a posteriori quS, iLea,

via MCMC ou os EMV’s para os parametros ¢, u e «.

5. Repita o procedimento 3 e 4 N vezes.

Os valores escolhidos para se realizar tal procedimento serao, @ = ((0.5,0.5,3),
(2,1,0.5), (4,2,2),(0.4,1.5,5)), N = 1000 e n = (50, 100, 200). A semente utilizada para

gerar os valores aleatérios no R é 2013.

A comparacao entre os métodos serd feita através do calculo das médias e dos
desvios-padrao das N estimativas, obtidas através dos EMV’s e das médias a posteriori.
Espera-se que o melhor método de estimagao, possua as médias das N estimativas, mais

perto dos verdadeiros valores de @ com menores desvios-padrao.

Serao calculadas também as probabilidades de cobertura dos parametros, através

dos intervalos de confianga assintéticos (inferéncia Classica) e dos intervalos de credibilidade
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(abordagem Bayesiana). Para um grande nimero de experimentos, utilizando-se um nivel
de confianca de 95%, as frequéncias dos intervalos que cobriram os verdadeiros valores de

6 devem ser de aproximadamente 95%.

6.1 Analise Classica

6.1.1 Observacdoes Completas

Nesta secao, iremos realizar simulagoes numéricas, utilizando-se a inferéncia Classica

com foco no método da maxima verossimilhanca, considerando-se observagoes completas.

Ao utilizar-se o método de Newton-Raphson (1.19), para encontrar a solugdo
do sistema (3.2, 3.3 e 3.4), é necessério especificar os valores inicias para inicializa¢ao
do procedimento iterativo. Espera-se que o método, apds algumas iteragoes, leve aos

verdadeiros valores de 6.

Na auséncia de informacao sobre quais valores iniciais devem ser utilizados no
método iterativo, serdo gerados para ¢, p e o valores aleatorios de distribuicoes uniformes
com intervalos entre [0, 5). Portanto os valores utilizados para a inicializa¢gdo do método
de Newton-Raphson serdo 8 = (¢, fi, @). Este procedimento serd denominado de Método

1 e o pacote do R utilizado para resolver o método iterativo sera o maxNR.

Como foi demonstrado, as equagoes de verossimilhanga (3.2, 3.3 e 3.4) podem ser
simplificadas através de (3.7, 3.8 e 3.9). Sera utilizado o pacote multiroot, disponivel no
R, para resolver a equagao (3.9). A solugao desta equagao acarreta na obtengao do EMV
de a e com este resultado obtém-se facilmente, através de (3.7 e 3.8), os EMV’s de u e ¢.

Este procedimento sera denominado de Método 2.

Na Tabela 1 temos as médias e os desvios-padrao das estimativas de 1000 amostras
obtidas utilizando os EMV’s, calculados através dos Métodos 1 e 2 para diferentes valores
de @ e n. Na Tabela 2, podemos ver as probabilidades de cobertura com o nivel de confianga
de 95%.
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Tabela 1 — Estimativas das médias e desvios-padrao dos EMV’s encontrados para 1000
amostras de tamanho n = (50,100,200), através dos Métodos 1 e 2 para

diferentes valores de 0 e n.

(7] Método 1 Método 2
n = 50 n =100 n = 200 n = 50 n =100 n = 200
¢ =0,5 | 1,946(1,531) | 1,869(1,430) | 1,779(1,250) | 0,725(0,745) | 0,562(0,320) | 0,521(0,176)
w=0,5 1] 2,004(3,965) | 1,912(3,986) | 1,654(2,139) | 0,694(1,125) | 0,538(0,170) | 0,513(0,066)
a=3 1,887(1,310) | 1,775(1,024) | 1,727(0,885) | 3,344(1,776) | 3,292(1,177) | 3,160(0,776)
=2 2,664(1,215) | 2,583(1,088) | 2,665(1,103) | 1,682(1,046) | 1,925(0,953) | 2,083(0,839)
w=1 5,5681(7,043) | 5,371(7,478) | 5,508(7,559) | 2,048(4,326) | 2,435(4,590) | 2,490(4,259)
a=0,51 0,542(0,395) | 0,540(0,371) | 0,495(0,260) | 0,779(1,018) | 0,592(0,208) | 0,531(0,126)
¢o=4 | 4,611(2,754) | 4,687(2,648) | 4,705(2,741) | 4,880(4,121) | 5,031(4,102) | 4,881(3,472)
=2 2,658(3,658) | 2,662(2,710) | 2,758(2,922) | 3,336(4,409) | 3,438(4,442) | 3,089(3,527)
a=2 | 2265(0,970) | 2,106(0,647) | 2,076(0,585) | 2,342(0,880) | 2,257(0,840) | 2,153(0,698)
¢ =0,4 | 1,094(0,968) | 1,050(0,957) | 0,983(0,970) | 0,707 0,712) | 0,501(0,244) | 0,444(0,131)
w=1,512318(1,724) | 2,386(3,729) | 2,352(4,507) | 1,842(1,230) | 1,589(0,213) | 1,540(0,107)
a=15 | 3,548(2,003) | 3,539(4,282) | 3,526(1,492) | 4,446(2,231) | 4,783(1,436) | 4,901(0,933)

Tabela 2 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% dos EMV’s
encontrados para 1000 amostras de tamanho n = (50, 100, 200), com diferentes
valores de @ utilizando-se os Métodos 1 e 2.

Método 1 Método 2

0 n=50 | n=100 | n =200 | n=>50 n =100 | n =200
¢=0,5 97,30% | 98,10% | 98,50% 91,80% 90,30% | 92,00%
uw=0,5 98,00% | 98,40% | 98,70% 93,20% 91,30% | 93,40%
a=3 46,50% | 37,60% | 28,90% 92,50% 94,90% | 95,30%
¢o=2 90,00% | 89,00% | 90,90% 76,80% 84,20% | 89,20%
w=1 87,00% | 86,50% | 88,50% 61,70% 72,60% | 80,50%
a=0,51]100,00% | 96,40% | 94,70% | 100,00% 99,00% | 98,90%
¢o=4 91,80% | 93,60% | 91,00% 88,70% 84,40% | 86,00%
uw=2 89,80% | 90,90% | 88,60% 83,60% 80,50% | 82,00%
a=2 100,00% | 99,90% | 99,60% | 100,00% | 100,00% | 98,80%
¢=0,4 98,30% | 98,80% | 98,80% 98,70% 98,30% | 99,10%
uw=15 99,20% | 99,00% | 98,90% 98,90% 98,40% | 99,10%
a=25 63,90% | 52,30% | 47,80% 89,50% 92,30% | 94,60%

Pode-se observar pelos resultados obtidos na Tabela 1, que as estimativas de maxima
verossimilhanca sao muito influenciadas pelos valores iniciais. Por exemplo, utilizando-se o
método 1, para =1 e n = 50, a média das 1000 estimativas ¢ de p = 5,581, com desvio-
padrao o, = 7,043. Estes resultados devem-se ao fato das equacoes de verossimilhanca
(3.2, 3.3 e 3.4) possuirem diferentes pontos de méximos locais, fazendo com que em muitos

casos, o método de Newton-Raphson nao encontre os pontos de maximos globais.

Utilizando-se o método 2, observa-se que o método proposto retorna em todos
os casos boas estimativas de ¢, e a. As probabilidades de cobertura dos pardmetros
mostram que, embora alguns casos estejam abaixo do ideal, em sua maioria sdo superiores
a 90%.

Com estes resultados pode-se constatar que, ao utilizarmos o método 2, conseguimos

obter facilmente boas inferéncias para os parametros da distribuicio Gama Generalizada.
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6.1.2 Observacdes Censuradas

Nesta se¢ao iremos realizar simulagoes numéricas utilizando-se a inferéncia Classica,
com foco no método da maxima verossimilhanga, considerando observagoes censuradas. O
método de Newton-Raphson (1.19), serd utilizado para encontrar a solu¢ao do sistema
(3.13,3.14 e 3.15). No entanto, para encontrar tal solugdo, é necessério especificar valores

inicias para inicializa¢do do procedimento iterativo.

Similarmente ao procedimento utilizado para observagoes completas, na auséncia
de informacao sobre quais valores iniciais devem ser utilizados no método iterativo, serao
gerados valores aleatérios tais que ¢ ~ U(0,5), i ~ U(0,5) e & ~ U(0,5). Portanto os
valores utilizados para a inicializacdo do método de Newton-Raphson serdo 80 = (é, i, &).

Este procedimento sera denominado de Método 1.

Na Tabela 3, temos as médias, os desvios-padrao e as probabilidades de cobertura
com o nivel de confianca de 95% das estimativas de 1000 amostras obtidas, utilizando-se os

EMV’s, calculados através do Método 1 para diferentes valores de 0, n e 20% de censura.

Tabela 3 — Estimativas das médias e desvios-padrao dos EMV’s encontrados para 1000
amostras de tamanho n = (50, 100, 200), com diferentes valores de 8, 20% de
censura e valores iniciais obtidos através do método 1.

n = 50 n = 100 n = 200 n = 50 n =100 n = 200
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Prob. de Prob. de Prob. de
0 P.) EMV P.) EMV P.) EMV Cobertura | Cobertura | Cobertura
6=0,5| 1,156(1,420) | 1,112(1,364) | 0,973(1,151) 70,20% 63,80% 61,60%
w=0,5 1,242(2,770) 1,256(2,710) 1,032(2,330) 79,70% 72,80% 63,40%
a=3 3,827(4,221) | 3,253(2,504) | 3,327(4,594) 69,30% 63,80% 63,10%
=2 1,737(1,191) | L,757(1,055) | 1,866(0,077) 59,90% 60,30% 59,00%
pw=1 2,208(4,727) 1,872(4,011) 1,883(3,809) 51,60% 49,10% 51,50%
a=0,5| 1,017(2,103) | 0,785(0,821) | 0,669(0,691) 79,70% 73,00% 67,20%
d=4 | 3,144(2,994) | 3,072(2,620) | 3,153(2,647) 56,00% 53,60% 46,60%
=2 1,961(2,326) | 1,853(2,106) | 1,921(2,291) 52,10% 48,70% 42.80%
a=2 3,805(6,086) | 3,437(5,512) | 3,321(6,103) 78,90% 72,70% 60,20%
$=0,4| 0,667(0,882) | 0,659(0,936) | 0,535(0,544) 77.40% 74,00% 75,00%
p=1,5| 1,842(1,617) | 1,872(2,110) | 1,608(0,894) 83,10% 77.50% 77.20%

(4,290) (3,180) (2,613)

a=5 | 6266(429) | 5686(3,180) | 5,379(2,613 79,40% 75,80% 76,60%

Embora as estimativas estejam mais concentradas, pode-se observar que os EMV’s
sao muito influenciados pelos valores iniciais. Mesmo quando o tamanho amostral é grande
(n = 200), as equacdes (3.13, 3.14 e 3.15) néo retornam boas estimativas de ¢,y e a. E
importante ressaltar que utilizando-se o método 1, a probabilidade de cobertura tende a
diminuir quando o tamanho amostral cresce, mostrando desta forma, que este método nao

retorna bons resultados.

Na secao 5.1, discutiu-se a possibilidade de se obter bons valores iniciais, por meio
da remocao das observacoes censuradas, a fim de se calcular ¢, ii e & através das equacgoes
(3.7, 3.8 € 3.9). Estes resultados podem ser utilizados nas equagoes (3.13, 3.14 e 3.15),
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possibilitando a obtencao dos EMV’s de ¢, i e a. Tal procedimento sera denominado de

Método 3.

Discutiu-se também a possibilidade de se utilizar as observacoes completas e as

preditas (5.1) nas equacoes (3.7, 3.8 e 3.9), a fim de se obter bons valores iniciais ¢, fi e a.

Este procedimento sera denominado de Método 4.

Nas Tabelas 4 e 5 temos as médias e os desvios-padrao das estimativas de 1000

amostras obtidas, calculando-se os EMV’s através dos Método 3 e 4 para diferentes valores

de 0, n e 20% de censura. Na Tabela 6, podemos ver as probabilidades de cobertura com

o nivel de confianca de 95%.

Tabela 4 — Estimativas das médias e desvios-padrao dos valores iniciais 00 =

(¢, fi, &),

obtidos através do método 3 e dos EMV’s encontrados para 1000 amostras
de tamanho n = (50, 100, 200), considerando diferentes valores de 8 e 20% de

censura.
Mét. 3 n =50 n = 100 n = 200
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
) P.) Val .In P.) EMV P.) Val .In P.) EMV P.) Val .In P.) EMV
¢=0,5 0,888(1,041) 0,865(1,061) 0,653(0,449) 0,634(0,417) 0,546(0,203) 0,539(0,198)
p=0,5| 0843(1,883) | 0,814(2,042) | 0,588(0,356) | 0,553(0,257) | 0,523(0,080) | 0,502(0,071)
a=3 | 2900(1,503) | 3,249(2,615) | 3,028(1,129) | 3,215(1,194) | 3,092(0,774) | 3,260(0,821)
p=2 | 1,413(0,041) | 1,353(0,047) | 1,704(0,878) | 1,629(0,878) | 1,894(0,791) | 1,810(0,812)
p=1 | 1.239(2,927) | 1,102(3,453) | 1,636(3,574) | 1,443(4,641) | 1,850(3,522) | 1,588(4,214)
a=0,5| 00911(1,074) | 1,108(2,118) | 0,647(0,251) | 0,683(0,289) | 0,566(0,142) | 0,597(0,158)
o=4 3,359(3,362) | 3,380(3,430) | 3,800(3,527) | 3,803(3,548) | 3,076(3,011) | 3,975(3,016)
p=2 | 2258(3,159) | 2,266(3,319) | 2,527(3,597) | 2,509(3,715) | 2,455(2,748) | 2,412(2,774)
a=2 | 2996(1,184) | 3,030(1,217) | 2,695(1,043) | 2,715(1,044) | 2,419(0,798) | 2,439(0,799)
6=0,4| 0,773(0,790) | 0,750(0,775) | 0,533(0,264) | 0,530(0,262) | 0,449(0,143) | 0,449(0,140)
p=1,5| 1922(1,360) | 1,850(1,279) | 1,616(0,235) | 1,583(0,216) | 1,543(0,116) | 1,517(0,107)
a=5 | 4191(1,598) | 4,593(2,619) | 4,615(1,244) | 4,838(1,391) | 4,892(0,944) | 5,098(1,004)
Tabela 5 — Estimativas das médias e desvios-padrao dos valores iniciais 00 = (o, 1, @),
obtidos através do método 4 e dos EMV’s encontrados para 1000 amostras
de tamanho n = (50, 100, 200), considerando diferentes valores de 8 e 20% de
censura.
Mét. 4 n =50 n = 100 n = 200
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) EMV P.) Val .In P.) EMV P.) Val .In P.) EMV
$=0,5| 0,831(0,698) | 0,075(0,962) | 0,639(0,263) | 0,697(0,427) | 0,561(0,148) | 0,571(0,195)
©£=0,5| 0,640(0,909) | 0,803(1,314) | 0,516(0,106) | 0,576(0,235) | 0,487(0,051) | 0,512(0,070)
a=3 | 2747(0,888) | 3,123(2,385) | 2,947(0,646) | 3,038(1,304) | 3,082(0,497) | 3,099(0,792)
6=2 | 1,081(0,776) | 1,745(1,077) | 1,098(0,606) | 1,809(0,877) | 1,118(0,422) | 1,884(0,685)
p=1 | 0,511(1,934) | 1,807(4,773) | 0,371(1,147) | 1,409(3,001) | 0,261(0,385) | 1,119(1,546)
a=20,5 1,055(0,499) 0,841(1,208) 0,921(0,309) 0,641(0,288) 0,842(0,194) 0,573(0,150)
d=4 | 4,802(3,388) | 4,410(4,306) | 6,147(3,372) | 5,724(4,517) | 7,002(3,516) | 7,778(5,013)
p=2 | 3,501(4,292) | 3,297(4,785) | 4,683(4,746) | 4,294(5,547) | 6,967(6,258) | 6,553(7,247)
a=2 1,940(0,838) 2,910(2,026) 1,560(0,521) 2,186(1,125) 1,291(0,325) 1,692(0,727)
$=0,4 | 0018(0,771) | 0,622(0,778) | 0,768(0,457) | 0,462(0,314) | 0,678(0,225) | 0,413(0,152)
p=1,5| 1,843(1,263) | 1,761(1,314) | 1,649(0,457) | 1,542(0,268) | 1,559(0,170) | 1,494(0,111)
a=5 | 3,541(1,343) | 6,715(5,345) | 3,602(1,048) | 6,009(2,806) | 3,604(0,748) | 5,667(1,735)
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Tabela 6 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% dos EMV’s
encontrados para 1000 amostras, utilizando-se os métodos 3 e 4, considerando-
se 20% de censura e diferentes valores de 6 e n.

Método 3 Método 4
7] n=>50 | n=100 | n=200 | n=50 | n=100 | n =200
, 96,00% | 98,30% | 94,50% | 94,70% | 96,30% | 97,60%
, 95,10% | 94,50% | 90,50% | 93,70% | 94,40% | 94,90%
a=3 |94,00% | 95,70% | 97,30% | 89,60% | 94,40% | 96,40%
¢=2 64,60% | 74,90% | 77,10% | 73,20% | 78,30% | 82,40%
n=1 43,60% | 54,40% | 59,80% | 59,50% | 63,80% | 70,30%
a=0,51]9450% | 93,90% | 91,60% | 92,90% | 93,50% | 92,60%
o=4 | 6880% | 64,80% | 69,60% | 56,40% | 51,10% | 41,20%
nw=2 63,30% | 61,60% | 65,70% | 55,60% | 51,90% | 42,60%
a=2 |90,60% | 88,00% | 84,40% | 78,10% | 63,00% | 41,00%
¢=0,4|97,40% | 99,40% | 99,30% | 86,10% | 88,50% | 92,50%
w=1,519780% | 98,80% | 98,10% | 88,70% | 89,90% | 90,30%
a=5 19240% | 95,10% | 96,80% | 88,60% | 93,20% | 95,80%

Por meio dos resultados obtidos nas Tabelas 4 e 5, conclui-se que ao se utilizar o
método 3 para obtenc¢ao dos valores iniciais, obtemos melhores estimativas dos EMV’s de

o, v e a, considerando censura do tipo aleatoria.

E importante salientar que, utilizando-se o método 3, as probabilidades de cobertura
dos parametros tende a aumentar quando o tamanho amostral cresce, aproximando-se dos

valores esperados (95% de confianga).

Através dos resultados pode-se concluir que o método 3 possibilita a obtengao de
melhores valores iniciais, e que ao serem utilizados no método iterativo (Newton-Raphson),

retornam boas estimativas para os parametros ¢, i e «.

6.2 Analise Bayesiana

Por meio da abordagem Bayesiana, as escolhas de diferentes distribui¢oes a priori
podem levar a inferéncias bem diferentes. Portanto, serao apresentados resultados simulados,
obtidos de densidades a posteriori, utilizando-se diferentes distribui¢oes a priori empiricas

e nao-informativas, considerando-se dados completos e com censura aleatoria.

Aplicando-se os procedimentos descritos no inicio do capitulo 6 e verificadas as
condicoes de convergéncia das cadeias, obtemos 1000 estimativas de ¢, u e o através de

diferentes amostras simuladas.

Para cada amostra simulada foram realizadas 8500 iteracoes por meio dos métodos
MCMC. Como amostra de aquecimento, descartamos 1000 valores iniciais. Buscando-se
diminuir as autocorrelacoes das cadeias, foram salvos valores com espacos de tamanho 15,

obtendo-se, no final, trés cadeias de tamanho 500 cada. Com estes resultados calculamos
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as estimativas das médias a posteriori de ¢, u e a.

Para verificar se as convergéncias das cadeias foram obtidas, combinamos o critério
de Geweke, implementado no pacote coda do R, com a taxa de aceitagao. Por meio da
estatistica dada em (1.53), se o valor zg estiver contido no intervalo [—1,96, 1, 96], temos
indicacao de convergéncia. As taxas de aceitacao devem estar também no intervalo de 10%
a 60%.

Nos casos em que estes dois critérios foram respeitados, consideramos que as cadeias

alcancaram a convergéncia.
6.2.1 Observacdoes Completas
6.2.1.1 Prioris Empiricas

As densidades a posteriori utilizadas nesta secao, sao obtidas considerando-se como
distribuicao a priori as distribuicdbes Gama e Uniforme, apresentadas na se¢oes 4.1.1 e 4.1.2.
A escolha destas distribuigoes a priori deve-se ao fato que, combinadas com o método
dos momentos (4.4 e 4.8), possibilitam facilmente a obtencao de distribuig¢oes a priori

empiricas.

Utilizando-se as equagoes (5.8, 5.9 e 5.10), encontramos facilmente bons valores
iniciais 6 = ((5, fi, &). Estes valores podem ser utilizados no método dos momentos (4.4 e
4.8) como média A = 0 e como variancia o5 = 0 para obtencdo dos hiperparametros da
distribuigdo Gama ou Uniforme. Iremos também considerar como variancia o3 = (1,1,1) e

o3 = (10,10, 10), verificando quais destes valores produzem melhores resultados.

As amostras serao geradas no R, utilizando-se a semente 2013. Através do pacote
R20penBugs o software R ira utilizar o OpenBUGS para gerar as cadeias das distribuigoes
marginais a posteriori de ¢, u e a via MCMC. Estas cadeias sao utilizadas no R para
calcularmos as estimativas das médias a posteriori de ¢, u e o e para verificarmos se as
cadeias geradas obtiveram a convergéncia. E importante ressaltar que os valores iniciais
0 também serdo aplicados, para a inicializacdo do algoritmo hibrido, minimizando assim

problemas de convergéncia das cadeias geradas.

Desta forma sera possivel realizar a interacdo entre os softwares R e OpenBUGS
para se executar o procedimento iterativo, descrito no inicio da se¢do 6. O programa

desenvolvido pode ser visualizado no Apéndice D.

Utilizando-se a distribuicao a priori Gama (empirica) e considerando-se diferentes
valores de @ e n nas Tabelas 7-9, temos as médias e os desvios-padrao dos valores iniciais
e das estimativas das médias a posteriori, encontradas para 1000 amostras simuladas. Nas

Tabelas 10-11, podemos ver as probabilidades de cobertura dos parametros com o nivel de
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confianca de 95%.

Tabela 7 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 50,
com diferentes valores de 0, utilizando-se a distribuicao a priori Gama com

= (¢, ji,d),02 = (1,1,1), 03 = (¢, i, &) e o3 = (10, 10, 10).

n =50 o=(1,1,1) 0% = (4, ji, &) o2 = (10, 10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$=0,5| 0,674(0,184) | 0,741(0,300) | 0,676(0,193) | 0,729(0,327) | 0,667(0,190) | 0,893(0,603)
p=0,5| 0572(0,097) | 0,624(0,166) | 0,572(0,101) | 0,623(0,177) | 0,568(0,100) | 0,879(0,611)
a=3 | 2572(0439) | 2,767(0,634) | 2,567(0,442) | 2,983(0,858) | 2,592(0,432) | 3,423(1,466)
$=2 | 1,306(0,743) | 1,498(0,670) | 1,284(0,718) | 1,387(0,668) | 1,308(0,745) | 1,824(0,676)
p=1 | 0847(2,309) | 1,146(2,248) | 0,773(2,034) | 0,937(2,020) | 0,835(2.271) | 3,126(2,280)
a=0,5| 0738(0,216) | 0,750(0,272) | 0,744(0,218) | 0,779(0,283) | 0,740(0,217) | 0,775(0,540)
6=4 | 1,911(1,213) | 3,462(1,026) | 1,912(1,280) | 2,308(1,316) | 1,893(1,304) | 3,378(1,497)
p=2 | 1,26000,546) | 1,355(0,561) | 1,260(0,563) | 1,461(0,635) | 1,255(0,582) | 2,021(0,840)
a=2 | 3462(1,026) | 3,321(0,966) | 3,486(1,036) | 3,245(0,930) | 3,526(1,057) | 2,910(0,865)
$=0,4 | 0,629(0,135) | 0,641(0,212) | 0,629(0,137) | 0,636(0,264) | 0,625(0,128) | 0,706(0,416)
p=1,5| 1,683(0,142) | 1,701(0,205) | 1,684(0,145) | 1,712(0,256) | 1,678(0,138) | 1,837(0,481)
a=5 | 3,772(0551) | 4,004(0,697) | 3,767(0,554) | 4,454(1,082) | 3,779(0,545) | 4,981(1,630)

Tabela 8 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 100,
com diferentes valores de 0, utilizando-se a distribuicao a priori Gama com

A= (¢, 1,8),02=(1,1,1),02 = (¢, i, &) e o3 = (10, 10, 10).

n =100 = (1,1,1) o2 = ($, ji, ) = (10, 10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$=0,5| 0,684(0,126) | 0,678(0,240) | 0,685(0,129) | 0,661(0,258) | 0,679(0,125) | 0,690(0,372)
p=0,5| 05690,060) | 0,583(0,117) | 0,569(0,061) | 0,578(0,124) | 0,568(0,062) | 0,635(0,290)
a=3 | 2489(0,304) | 2,805(0,568) | 2,495(0,311) | 2,981(0,747) | 2,502(0,307) | 3,238(1,086)
$=2 | 1,500(0,768) | 1,733(0,690) | 1,573(0,726) | 1,656(0,661) | 1,600(0,770) | 1,979(0,652)
p=1 | 1.267(2,976) | 1,528(2,909) | 1,095(2,223) | 1,279(2,198) | 1,270(2,915) | 2,879(2,735)
a=0,5 0,6340,164) | 0,628(0,173) | 0,632(0,158) | 0,636(0,162) | 0,631(0,165) | 0,598(0,168)
=4 | 2,623(1,744) | 2,857(1,700) | 2,560(1,730) | 3,037(1,725) | 2,594(1,310) | 3,828(1,880)
p=2 | 1,558(1,009) | 1,658(1,009) | 1,533(1,026) | 1,759(1,087) | 1,546(0,971) | 2,226(1,160)
a=2 | 2958(0,939) | 2,859(0,876) | 2,984(0,913) | 2,809(0,821) | 2,998(0,940) | 2,600(0,799)
$=0,4 | 0,636(0,000) | 0,590(0,166) | 0,635(0,005) | 0,555(0,204) | 0,635(0,098) | 0,552(0,277)
p=1,5| 1,680(0,102) | 1,652(0,155) | 1,680(0,098) | 1,634(0,186) | 1,679(0,100) | 1,646(0,278)
a=5 | 3,608(0,422) | 4,143(0,650) | 3,701(0,424) | 4,650(1,052) | 3,707(0,417) | 5,112(1,475)
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Tabela 9 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 200,
com diferentes valores de 0, utilizando-se a distribuicao a priori Gama com

A= (6. i.d), 03 = (1.1,1).03 = (4./1.6) e o = (10,10,10).

n = 200 o =(1,1,1) o = (¢, 1, &) o3 = (10,10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$=0,5| 0,687(0,084) | 0,605(0,169) | 0,688(0,086) | 0,593(0,185) | 0,685(0,084) | 0,582(0,216)
p=0,5| 05690,038) | 0,545(0,072) | 0,570(0,039) | 0,543(0,078) | 0,569(0,038) | 0,544(0,126)
a=3 | 2456(0,216) | 2,880(0,498) | 2,454(0,224) | 2,999(0,629) | 2,454(0,221) | 3,116(0,750)
$—=2 | 1,822(0,708) | 1,917(0,639) | 1,783(0,673) | 1,846(0,613) | 1,801(0,722) | 2,071(0,626)
p=1 | 1,500(2,887) | 1,723(2,824) | 1.286(2,113) | 1,482(2,092) | 1,547(3,191) | 2,686(3,062)
a=0,5 0,566(0,123) 0,559(0,115) 0,572(0,122) 0,572(0,116) 0,571(0,125) 0,546(0,112)
=4 | 3,276(1,968) | 3,491(1,008) | 3,186(1,886) | 3,638(1,869) | 3,201(2,027) | 4,176(2,044)
w=2 1,854(1,283) 1,956(1,275) 1,802(1,193) 2,046(1,249) 1,836(1,442) 2,409(1,549)
a=2 | 2,520(0,699) | 2,454(0,650) | 2,558(0,709) | 2,441(0,643) | 2,569(0,720) | 2,323(0,628)
¢=0,4 0,639(0,062) 0,527(0,121) 0,639(0,060) 0,488(0,141) 0,639(0,061) 0,467(0,156)
p=1,5| 1,6840,066) | 1,602(0,106) | 1,683(0,064) | 1,574(0,117) | 1,683(0,066) | 1,561(0,134)
a=5 3,642(0,292) 4,369(0,622) 3,647(0,288) 4,821(0,958) 3,645(0,287) 5,125(1,223)

Tabela 10 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das estimativas
das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras de tamanho n =
(50, 100, 200), com diferentes valores de @, utilizando-se a distribui¢do a priori

Gama com o2 = (1,1,1),02% = (¢, i, @).
0-3 =(1,1,1) 0'3 = (¢, 1, &)

0 n=50 | n=100 | n=200 | n=50 | n=100 | n =200
¢=0,5 | 94,00% 94,60% 95,50% | 95,30% 95,80% 95,40%
w=0,5193,00% 94,30% 96,20% | 94,90% 95,40% 95,20%

a=3 94,90% | 94,00% | 96,00% | 95,70% | 95,00% | 94,80%
¢ =2 86,60% 84,10% 81,80% | 72,20% 78,90% 82,40%
pw=1 86,10% 84,10% 81,60% | 69,60% 79,50% 82,00%
a=05|8580% | 83,90% | 82,50% | 73,70% | 80,20% | 83,20%
¢=4 33,70% | 47,70% | 57,20% | 55,70% | 67,10% | 74,30%
w=2 35,70% | 48,20% 57,60% | 56,10% 68,00% 74,50%
a=2 40,50% | 49,90% 58,80% | 58,10% 67,90% 74,90%
0 =0,4 | 89,30% | 88,20% | 89,90% | 93,70% | 94,40% | 93,70%
w=1,51 88,90% 88,10% 89,90% | 92,40% 92,60% 93,20%
a=3> 86,30% 85,80% 88,80% | 93,70% 93,70% 93,20%
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Tabela 11 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das estimativas
das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras de tamanho n =
(50, 100, 200), com diferentes valores de 6, utilizando-se a distribui¢ao a priori
Gama com o3 = (10, 10, 10).

o2 = (10, 10, 10)

0 n=50 | n=100 | n =200
5| 96,60% | 95,50% | 95,30%
5| 95,20% | 95,60% | 95,60%

a=3 |96,00% | 9530% | 95,40%
d=2 | 9300% | 91,50% | 90,90%
p=1 |9380% | 91,90% | 90,40%
a=0,5|9380% | 92,40% | 91,40%
d=4 | 9330% | 87,70% | 85,70%
p=2 | 91,80% | 87,70% | 85,70%
a=2 | 92,60% | 87,70% | 86,10%
$=0,4 ] 9580% | 94,90% | 94,90%
p=1,5|9490% | 94,40% | 94,80%
a=5 | 96,60% | 95,30% | 94,60%

Observa-se através das Tabelas 7-9 que, utilizando-se os valores calculados através
das equacdes (5.8, 5.9 ¢ 5.10) no método dos momentos (4.8) como média X = 6 e como
varidncia o3 = 0 para obtencao dos hiperparametros da distribuicao Gama, obtemos
boas estimativas das médias a posteriori de ¢, 4 e , por meio da abordagem Bayesiana.
Consideramos também diferentes valores para o e, embora todos tenham retornado boas

estimativas, o que se mostrou mais eficiente foi quando utilizou-se como varidncia o3 = 6.

E importante salientar que utilizando-se ol = 0, as probabilidades de cobertura

dos pardmetros tendem a crescer para 95%, conforme aumenta-se o tamanho de n.

Empregando-se a distribuicao a priori uniforme conjunta, os valores dos hiper-
parametros podem ser obtidos através das equagoes (5.8, 5.9 e 5.10) e do método dos
momentos (4.4), utilizando-se como média A = 0, como varidncia o2 = 0, o2 = (1,1,1) e

o2 = (10,10, 10).

Nas Tabelas 12-14, temos as médias e os desvios-padrao dos valores iniciais e das
estimativas das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas, utilizando-
se a distribuigao a priori Uniforme (empirica) e considerando-se diferentes valores de 6 e
n. Nas Tabelas 15-16, podemos ver as probabilidades de cobertura dos parametros com o

nivel de confianca de 95%.
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Tabela 12 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 50,
com diferentes valores de 0, utilizando-se a distribuicdo a priori Uniforme
com A = (¢, 1,a),0% = (1,1,1),0% = (¢, i, &) e o3 = (10, 10, 10).

n = 50 o7 =(1,1,1) o= (¢, f1,a&) o = (10,10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$=0,5 | 0,675(0,107) | 1,067(0,414) | 0,673(0,187) | 0,057(0,423) | 0,670(0,192) | 1,635(1,000)
p=0,5| 0572(0,104) | 0,809(0,252) | 0,569(0,099) | 0,744(0,250) | 0,568(0,101) | 1,508(0,886)
a=3 | 2581(0447) | 2,328(0,645) | 2,571(0,437) | 2,595(0,812) | 2,587(0,442) | 2,563(1,310)
$=2 | 1,203(0,745) | 1,933(0,545) | 1,286(0,730) | 1,690(0,614) | 1,304(0,725) | 2,544(0,459)
p=1 | 0845(2,353) | 1,442(2,236) | 0,826(2,261) | 1,158(2,249) | 0,808(2,159) | 3,050(1,364)
a=0,5| 0741(0,216) | 0,583(0,142) | 0,745(0,222) | 0,649(0,192) | 0,734(0,215) | 0,500(0,179)
p=4 | 1,916(1,242) | 2,440(1,180) | 1,804(1,256) | 2,767(1,420) | 1,907(1,214) | 4,557(1,311)
p=2 | 1.259(0,548) | 1,451(0,562) | 1,254(0,544) | 1,608(0,710) | 1,256(0,507) | 2,518(0,841)
a=2 | 3472(1,029) | 3,060(0,832) | 3,503(1,041) | 2,936(0,795) | 3,470(1,029) | 2,207(0,510)
$=0,4 | 0,629(0,136) | 0,825(0,315) | 0,632(0,13%) | 0,823(0,361) | 0,624(0,133) | 1,106(0,700)
p=1,5| 1,684(0,146) | 1,880(0,315) | 1,686(0,146) | 1,899(0,367) | 1,679(0,146) | 2,324(0,823)
a=5 | 3,752(0556) | 3,591(0,776) | 3,762(0,556) | 3,941(1,041) | 3,770(0,543) | 4,097(1,513)

Tabela 13 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 100,
com diferentes valores de 6, utilizando-se a distribuicao a priori Uniforme
com A = (¢, 1,a),0% = (1,1,1),02 = (¢, i, @) e o2 = (10, 10, 10).

n =100 oZ=(1,1,1) o2 = ($, ji, @) o2 = (10, 10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$=0,5| 0,684(0,131) | 0,862(0,363) | 0,685(0,138) | 0,807(0,380) | 0,681(0,137) | 1,002(0,704
w=0,5| 0,569(0,063 0,685(0,200 0,570(0,066 0,658(0,203 0,569(0,067 0,894(0,588
a=3 2,495(0,306 2,559(0,612 2,493(0,311 2,776(0,789 2,506(0,316 2,895(1,113
o=2 1,574(0,747 2,065(0,527 1,571(0,750 1,901(0,620 1,591(0,756 2,566(0,460
pw=1 1,182(2,671 1,740(2,527 1,177(2,782 1,557(2,756 1,219(2,793 3,283(2,437

a=0,5 0,634(0,161 0,532(0,096 0,635(0,160 0,567(0,120 0,632(0,161 0,471(0,089

=4
=2 1,543(0,961
a=2

1,737(0,956) | 1,534(0,982 1,987(1,172 1,601(1,322) | 2,864(1,534

= 2,955(0,917) | 2,677(0,721 2,982(0,927) | 2,566(0,751) | 2,926(0,908) | 2,084(0,567
6=0,4 | 0,634(0,095) | 0,685(0,244) | 0,636(0,097) | 0,640(0,281) | 0,634(0,096) | 0,682(0,432
p=1,5| 1,679(0,097) | 1,743(0,233 1,680(0,100 1,715(0,270 1,680(0,098 1,800(0,481

a=5 | 3/705(0,414) | 3,912(0,686) | 3,698(0,417) | 4,398(1,007

) ) ) ) ) )
(0,063) (0,200) (0,066) (0,203) (0,067) (0,588)
(0,306) (0,612) (0,311) (0,789) (0,316) (1,113)
(0,747) (0,527) (0,750) (0,620) (0,756) (0,460)
(2,671) (2,527) (2,782) (2,756) (2,793) (2,437)
(0,161) (0,096) (0,160) (0,120) (0,161) (0,089)

2,606(1,755) | 3,078(1,656) | 2,578(1,713) | 3,545(1,892) | 2,663(1,839) | 5,062(1,899)
(0,961) (0,956) (0,982) (1,172) (1,322) (1,534)
(0,917) (0,721) (0,927) (0,751) (0,908) (0,567)
(0,095) (0,244) (0,097) (0,281) (0,096) (0,432)
(0,097) (0,233) (0,100) (0,270) (0,098) (0,481)
(0,414) (0,686) (0,417) (1,007) (0,422) (1,368)

3,706(0,422) | 4,744(1,368
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Tabela 14 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 200,
com diferentes valores de 0, utilizando-se a distribuicao a priori Uniforme

com A = (6,1,&), 03 = (1,1,1),03 = (¢, f1,@) e o = (10, 10, 10).

n = 200 o =(1,1,1) o = (¢, 1, &) o3 = (10,10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$=0,5 | 0,685(0,084) | 0,656(0,231) | 0,683(0,081) | 0,633(0,239) | 0,685(0,083) | 0,656(0,303)
p=0,5| 05680,039) | 0,573(0,110) | 0,568(0,038) | 0,565(0,111) | 0,569(0,038) | 0,588(0,183)
a=3 | 2459(0,224) | 2,820(0,533) | 2,461(0,220) | 2,965(0,668) | 2,456(0,220) | 3,005(0,787)
$=2 | 1,796(0,684) | 2,155(0,493) | 1,782(0,684) | 2,056(0,561) | 1,815(0,707) | 2,568(0,458)
p=1 | 1418(2,775) | 1,925(2,639) | 1,389(2,657) | 1,811(2,617) | 1,510(2,997) | 3,401(2,684)
a=0,5| 0567(0,118) | 0,505(0,070) | 0,570(0,120) | 0,523(0,085) | 0,566(0,120) | 0,458(0,063)
=4 | 3,244(1,953) | 3,671(1,840) | 3,111(1,849) | 4,102(1,049) | 3,262(1,935) | 5,436(2,100)
p=2 | 1,834(1,258) | 2,025(1,243) | 1,764(1,189) | 2,263(1,318) | 1,845(1,377) | 3,098(1,630)
a=2 | 2,544(0,716) | 2,367(0,577) | 2,588(0,699) | 2,273(0,584) | 2,536(0,718) | 1,968(0,541)
$=0,4| 0,639(0,061) | 0,554(0,145) | 0,638(0,058) | 0,501(0,164) | 0,639(0,062) | 0,491(0,193)
p=1,5| 1,683(0,065) | 1,626(0,133) | 1,681(0,063) | 1,588(0,143) | 1,683(0,066) | 1,585(0,179)
a=5 | 3,643(0293) | 4,253(0,572) | 3,646(0,287) | 4,767(0,873) | 3,643(0,290) | 5,023(1,134)

Tabela 15 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das estimativas
das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras de tamanho n =
(50, 100, 200), com diferentes valores de @, utilizando-se a distribui¢do a priori

Uniforme com o3 = (1,1,1),0% = (¢, i, @).
0-3 =(1,1,1) 0'3 = (¢, 1, &)

0 n=50 | n=100 | n=200 | n=50 | n=100 | n =200
¢=0,5 | 88,40% 89,20% 94,10% | 91,40% 90,60% 94,70%
w=0,51 8580% 89,80% 94,20% | 89,30% 90,70% 93,60%

a=3 89,30% | 90,60% | 94,30% | 92,60% | 91,20% | 94,40%
¢ =2 93,90% 91,30% 89,20% | 67,70% 76,10% 83,80%
pw=1 93,30% 90,50% 88,70% | 45,50% 66,80% 82,20%
a=0,5|9240% | 90,80% | 88,80% | 74,50% | 81,40% | 85,60%
¢=4 23,60% | 38,10% | 50,60% | 37,70% | 57,30% | 71,90%
nw=2 32,30% | 43,90% 54,00% | 43,80% 59,50% 72,90%
a =2 46,00% 51,90% 59,60% | 55,70% 65,70% 75,70%
¢0=0,4 | 7890% | 82,20% | 85,50% | 89,40% | 92,50% | 95,50%
w=1,51 80,80% 83,50% 87,20% | 87,70% 91,10% 94,80%
a=3> 68,50% 75,60% 81,40% | 90,80% 93,80% 94,70%
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Tabela 16 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das estimativas
das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras de tamanho n =
(50, 100, 200), com diferentes valores de 6, utilizando-se a distribui¢ao a priori
Uniforme com o3 = (10, 10, 10).

o2 = (10, 10, 10)

0 n =250 | n=100 | n =200
5 | 82,70% | 88,30% | 92,20%
5| 82,10% | 89,10% | 92,20%

a=3 |82,10% | 89,10% | 92,20%
6=2 | 96,90% | 93,30% | 91,80%
p=1 [9730% | 94,50% | 91,20%
a=0,5|97,50% | 94,90% | 92,00%
d=4 | 98,.80% | 93,30% | 84,80%
p=2 | 9850% | 93,10% | 85,10%
a=2 | 9830% | 92,90% | 85,60%
$=0,4| 88,20% | 93,00% | 93,60%
p=1,5| 87,60% | 92,60% | 93,60%
a=5 |89,20% | 94,00% | 94,10%

Similarmente aos resultados obtidos utilizando-se a distribui¢ao a priori Gama,
observa-se através das Tabelas 12-14 que, utilizando-se os valores calculados através das
equacdes (5.8, 5.9 e 5.10) no método dos momentos (4.4) como A = @ e como variancia
o} = 0 para obtencdo dos hiperpardmetros da distribuicdo Uniforme, obtemos boas

estimativas das médias a posteriori de ¢, u e o, por meio da abordagem Bayesiana.

E importante salientar que, utilizando-se A = 0, as probabilidades de cobertura

dos pardmetros tendem a crescer para 95%, conforme aumenta-se o tamanho de n.

No entanto, se compararmos os resultados obtidos empregando-se as duas distribui-
¢oes a priori conjuntas (Gama e Uniforme), verificamos que a distribuigao a priori Gama
proporciona melhores estimativas das médias a posteriori de ¢, u e a quando A = @ ¢

ol =0.
6.2.1.2 Prioris N3o-Informativas

E de grande interesse pratico o uso de distribui¢oes a priori nao-informativas ao
se realizar uma andlise Bayesiana, principalmente nos casos em que nao dispomos de

informacgao a priori sobre os parametros de interesse.

No entanto, ha grande dificuldade em se estimar os pardmetros da distribuicao
Gama Generalizada, utilizando-se tais distribui¢oes a priori, sendo que, em muitos casos,

estas distribui¢oes podem levar a inferéncias bem diferentes das esperadas.

Por exemplo, utilizando-se o OpenBUGS para gerar as cadeias das distribuigoes
marginais a posteriori de ¢, u e a via MCMC, na Tabela 17, obtivemos as médias e os
desvios-padrao das estimativas das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras

simuladas, considerando-se diferentes valores de 6 e n.
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Como distribuigao a priori consideramos no primeiro caso que ¢; ~ Uniforme(0, 40),

i=1,...,3 e no segundo ¢; ~ Gamma(0.01,0.01). As frequéncias das probabilidades de

cobertura com o nivel de confianga de 95% também estao disponiveis na Tabela 18.

Tabela 17 — Médias e desvios-padrao das médias a posteriori encontradas para 1000
amostras simuladas de tamanho n = (50, 100,200), com diferentes valo-
res de 0 e considerando as distribuicdo a priori §; ~ Uniforme(0,40) e

0; ~ Gamma(0.01,0.01).

6; ~ Uniforme(0, 40)

0; ~ Gamma(0.01,0.01)

0 n =50 n = 100 n = 200 n =50 n = 100 n = 200
$=0,5| 2,945(2,255) | 1,264(1,325) | 0,669(0,409) | 1,052(0,934) | 0,719(0,499) | 0,580(0,222)
p=0,5| 7454(6,442) | 2,114(3,490) | 0,646(0,708) | 1,785(2,534) | 0,772(1,079) | 0,549(0,193)

a=3 | 3,465(3,673) | 3,141(1,740) | 3,033(0,867) | 8,762(44,485) | 3,955(8,192) | 3,177(0,916)
6=2 | 3,768(0,492) | 3,647(0,461) | 3,489(0,541) | 2,071(0,801) | 2,218(0,771) | 2,301(0,765)
p=1 | 17,498(2,174) | 16,497(2,976) | 14,824(4,213) | 8,349(6,313) | 8,487(7,385) | 7,836(8,336)
a=0,5| 0,389(0,119) | 0,383(0,063) | 0,391(0,064) | 1,296(9,974) | 0,584(0,189) | 0,531(0,119)
p=4 | 12,174(4,141) | 9,902(4,541) | 7,406(3,935) | 5,230(3,067) | 5,147(3,008) | 5,035(2,662)
p=2 | 13,923(5,260) | 10,279(6,170) | 6,276(5,051) | 5,359(4,587) | 4,536(4,236) | 3,664(3,247)
a=2 | 1,737(1,652) | 1,783 (1,132) | 1,859(0,676) | 3,521(4,630) | 2,540(0,966) | 2,247(0,668)
$=0,4 | 1,807(1,833) | 0,773 0,813) | 0,488(0,200) | 0,864(0,845) | 0,548(0,363) | 0,452(0,168)
p=1,5| 5246(5,029) | 2,2102,073) | 1,587(0,214) | 2,634(2,582) | 1,730(0,853) | 1,551(0,143)
a=5 | 6,177(4,707) | 5,500 2,853) | 5,211(1,536) | 9,773(11,967) | 6,348(4,353) | 5,426(1,680)

Tabela 18 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das médias
a posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n =
(50,100, 200) e considerando as distribui¢ao a priori 6; ~ Uniforme(0, 40) e
0; ~ Gamma(0.01,0.01).

0; ~ Uniforme(0, 40) 0; ~ Gamma(0.01,0.01)

0 n=50 | n=100 | n=200 | n =50 | n=100 | n =200
$»=0,51|72,8% | 88,70% | 92,80% | 93,10% | 94,70% | 95,40%
w=0,51|7280% | 838,10% | 92,40% | 93,40% | 94,50% | 96,20%

a=3 71,70% | 88,70% | 92,70% | 93,60% | 94,60% | 95,10%
p=2 | 74,50% | 72,40% | 68,10% | 97,40% | 97,60% | 96,10%
w=1 17330% | 71,50% | 67,00% | 97,80% | 97,80% | 96,50%
a=0,5|7880% | 74,20% | 69,80% | 97,60% | 97,80% | 96,50%
¢p=4 | 68,10% | 68,00% | 76,10% | 95,70% | 95,60% | 92,40%
w=2 16830% | 67,70% | 75,80% | 95,40% | 95,90% | 91,50%
a=2 | 6880% | 6850% | 7580% | 95,00% | 95,50% | 91,40%
$»=0,4|84,60% | 91,10% | 93,80% | 93,50% | 94,30% | 94,20%
p=1,51|8470% | 90,60% | 94,00% | 94,20% | 93,70% | 94,30%
a=5 |8540% | 91,30% | 93,60% | 94,50% | 94,60% | 94,10%

Pode-se observar pelos resultados demonstrados na Tabela 17, que as estimativas

das médias a posteriori sao muito influenciadas pelas distribuicoes a priori nao-informativas,

levando-se a inferéncias bem diferentes das esperadas. Por exemplo, para u =2, n =50 e

utilizando-se como distribuicao a priori 3 ~ Uniforme(0, 40), a média das 1000 estimativas

¢ de p = 13,923, com desvio-padrao o, = 5, 260.

Outras distribuigoes a priori nao-informativas podem ser utilizadas para se realizar

inferéncias nos parametros da distribuicao Gama Generalizada. Dentre elas podemos citar



Capitulo 6. Andlise Numérica 79

as prioris: de Jeffreys (4.12), a MDIP (4.16) e a obtida pela Regra de Jeffreys (4.9). No
entanto demonstramos que, tais distribuigoes a priori levam a distribui¢oes a posteriori

impréprias e nao devem ser utilizadas em uma analise Bayesiana.

Uma modificacdo na priori obtida através da Regra de Jeffreys, foi realizada
e demonstramos que utilizando-se tal distribuicao a priori, obtemos uma densidade a

posteriori propria.

Contudo, para se alcancar a convergéncia das cadeias através dos métodos MCMC,
utilizando-se as densidades a posteriori condicionais (4.22), é necessario que durante a
realizacio do MCMC, os valores propostos ) das distribuicoes auxiliares sejam obtidos
independentemente das posi¢oes anteriores de 6. Desta forma, a probabilidade de aceitacao

passa a ser calculada por meio de (1.52).

Os valores das cadeias serao gerados através do algoritmo descrito na segao 4.3. As
distribuicoes auxiliares, utilizadas para gerar os possiveis valores das cadeias de «, ¢ e p,
serdo respectivamente Nt(&, o), Nt (¢, 04) € Nt(fi,0,). Os hiperpardmetros 0 = (), 1, &)
serao obtidos através das equagoes (5.8, 5.9 e 5.10) e os valores de o = (04, 0y, 0,,) foram

selecionados de forma que a taxa de aceitacao fique entre 10%e 60%.

Por meio da Tabela 19, temos as médias e os desvios-padrao dos valores iniciais e das
estimativas das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas, utilizando-
se a densidade a posteriori, obtida através Regra de Jeffreys Modificada, considerando-se
diferentes valores de 8 e n. Através da Tabela 20, podemos ver as probabilidades de

cobertura dos pardmetros com o nivel de confianca de 95%.

Tabela 19 — Médias e desvios-padrao das médias a posteriori encontradas para 1000 amos-
tras simuladas de tamanho n = (50, 100, 200), utilizando-se a distribuicao a
priori obtida pela Regra de Jeffreys Modificada e considerando-se diferentes
valores de @ e n.

n = 50 n = 100 n = 200
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
¢=0,5 0,692(0,237) 0,733(0,312) 0,719(0,137) 0,716(0,214) 0,690(0,091) 0,606(0,149)
w=0,5| 0,583(0,141) | 0,605(0,161) | 0,589(0,064) | 0,591(0,092) | 0,570(0,041) | 0,541(0,060)
a=3 2,482(0,371) | 2,462(0,543) | 2,373(0,249) | 2,429(0,399) | 2,440(0,209) | 2,709(0,392)
6=2 1,262(0,617) | 1,416(0,512) | 1,485(0,548) | 1,601(0,435) | 1,523(0,356) | 1,573(0,287)
p=1 | 052600,774) | 0,565(0,678) | 0,650(0,690) | 0,682(0,583) | 0,548(0,300) | 0,564(0,249)
a=0,5| 0,739(0,206) | 0,660(0,149) | 0,638(0,143) | 0,591(0,097) | 0,603(0,091) | 0,585(0,068)
6=4 | 1,859(1,117) | 2,066(1,080) | 2,676(1,499) | 2,793(1,451) | 3,581(L,142) | 3,628(L,116)
p=2 | 1,23200435) | 1,300(0,429) | 1,538(0,669) | 1,578(0,652) | 1,865(0,508) | 1,885(0,498)
a=2 3,432(0,970) | 3,164(0,868) | 2,780(0,720) | 2,678(0,666) | 2,201(0,359) | 2,177(0,339)
$=0,41| 0,627(0,133) | 0,584(0,234) | 0,639(0,101) | 0,532(0,186) | 0,647(0,062) | 0,512(0,117)
p=1,5| 1,683(0,145) | 1,658(0,208) | 1,685(0,104) | 1,609(0,159) | 1,689(0,066) | 1,589(0,099)
a=5 | 3,767(0,554) | 4,149(1,029) | 3,695(0,410) | 4,376(0,938) | 3,614(0,277) | 4,313(0,603)
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Tabela 20 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das estimativas
das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras de tamanho n =
(50,100, 200), com diferentes valores de @, utilizando-se a priori obtida pela
Regra de Jeffreys Modificada.

Priori Regra de Jeffreys Modificada
(7] n = 50 n = 100 n = 200
¢»=0,5 93,90% 91,00% 90,20%
w=20,5 92,60% 89,80% 91,30%
a=3 93,20% 90,70% 92,00%
=2 75,00% 80,60% 73,90%
n=1 73,80% 81,20% 73,20%
a=0,5 76,90% 82,40% 75,90%
=4 21,10% 27,70% 39,60%
=2 20,00% 24.50% 39,30%
a=2 30,00% 31,60% 51,30%
¢=0,4 94,10% 91,60% 88,30%
w=1>5 92,70% 90,90% 88,80%
a=5 93,50% 91,90% 88,70%

Observa-se através da Tabela 19, que utilizando-se os valores iniciais obtidos através
das equagoes (5.8, 5.9 e 5.10) nas distribui¢oes auxiliares para gerar os possiveis valores
das cadeias dos parametros de interesse, obtemos boas estimativas da média a posteriori

de ¢, 1 e a.

As probabilidades de cobertura dos pardmetros mostraram que, embora alguns
casos estejam abaixo do ideal, em muitos estas sdo superiores a 90%. No entanto pode-se
observar que para alguns valores de @ as probabilidades de cobertura, ou estdo muito

baixas, ou diminuem quando o tamanho amostral aumenta.

Desta forma, ao compararmos estes resultados com os obtidos utilizando-se as
distribuigoes a priori empiricas (Gama e Uniforme), podemos concluir que a distribuicao a
priori Gama proporciona melhores estimativas das médias a posteriori ¢, u e a quando
A=0e ol = 0. Outra vantagem do uso da distribuicdo a priori Gama, ¢ a facilidade em

se implementar computacionalmente o modelo no OPENBUGS.
6.2.2 Observacdes Censuradas

As densidades a posteriori utilizadas nesta se¢ao sao obtidas considerando-se como
distribuicao a priori as distribui¢oes Gama e Uniforme apresentadas na segoes 4.2.1 e
4.2.2. Similarmente ao caso em que consideramos observagoes completas, a escolha destas
distribuic¢oes a priori devem-se ao fato de que, combinadas com o método dos momentos

(4.4 e 4.8), possibilitam facilmente a obtencgao de distribuigdes a priori empiricas.

Removendo-se as observagoes censuradas e utilizando-se as equagoes (5.8, 5.9 e
5.10), encontramos facilmente bons valores iniciais 0= (qg, fi, &). Embora haja perda de

informagdo ao se remover tais observagoes censuradas, esta abordagem mostrou-se muito
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eficiente para se obter as estimativas a posteriori de ¢, u e «.

Desta forma, podemos utilizar os valores ¢, fi e & no método dos momentos (4.4 e
4.8) como média A = 0 e como variancia a3 = 0 para obtengdo dos hiperparametros da
distribuigio Gama ou Uniforme. Iremos também considerar como variancia o3 = (1,1,1)

e o2 = (10,10, 10), verificando quais destes valores produzem melhores resultados.

Assim como na se¢do 6.2.1.1, as amostras serdo geradas no R, utilizando-se a
semente 2013. Sera realizada a interagao entre os softwares R e OpenBUGS para gerar
as cadeias das distribuicdes marginais a posteriori de ¢, i e o via MCMC. E importante
ressaltar que os valores iniciais @ também serdo aplicados para a inicializacdo do método

MCMC. O programa desenvolvido pode ser visualizado no Apéndice D.

Utilizando-se a distribuicao a priori Gama (empirica) e considerando-se diferentes
valores de 8, n e 20% de censura nas Tabelas 21-23 temos as médias e os desvios-padrao dos
valores iniciais e das estimativas das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras
simuladas. Nas Tabelas 24-25, podemos ver as probabilidades de cobertura dos parametros

com o nivel de confianca de 95%.

Tabela 21 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 50, com
diferentes valores de @ e 20% de censura, utilizando-se a distribuicdo a priori
Gama com A\ = (gz;,ﬂ,d), o;=(1,1,1),0% = (gg,ﬂ,&) e o2 = (10,10, 10).

n =50 o= (1,1,1) 0% = (6, fi, &) o2 = (10,10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$»=0,5| 0,656(0,186) | 0,757(0,302) | 0,662(0,196) | 0,744(0,330) | 0,653(0,187) | 0,941(0,638)
w=0,5| 0,564(0,096) | 0,602(0,152) | 0,567(0,101) | 0,603(0,166) | 0,563(0,100) | 0,897(0,625)
a=3 2,635(0,465) | 2,840(0,636) | 2,623(0,471) | 3,098(0,869) | 2,648(0,462) | 3,657(1,573)
¢ =2 1,220(0,737) 1,456(0,707) 1,202(0,710) 1,348(0,699) 1,238(0,755) 1,792(0,740)
p=1 0,813(2,742) 1,057(2,698) | 0,768(2,564) | 0,880(2,559) | 0,882(2,887) | 3,072(2,867)
a=0,5| 0,774(0,233) | 0,819(0,321) | 0,776(0,233) | 0,845(0,332) | 0,769(0,233) | 0,931(0,846)
o=4 | 1,701(1,003) | 1,060(1,088) | 1,679(1,104) | 2,166(1,142) | L1,680(1,074) | 3,254(1,366)
=2 1,177(0,436) 1,253(0,445) 1,175(0,479) 1,342(0,529) 1,174(0,439) 1,944(0,750)
a=2 3,641(1,014) | 3,505(0,957) | 3,668(1,024) | 3,431(0,920) | 3,678(1,035) | 3,026(0,849)
$=0,4 | 0,622(0,159) | 0,669(0,229) | 0,624(0,165) | 0,665(0,284) | 0,617(0,148) | 0,759(0,445)
w=15 1,682(0,173) 1,688(0,223) 1,685(0,181) 1,704(0,279) 1,677(0,162) 1,860(0,503)
a=5 3,831(0,610) | 4,041(0,718) | 3,824(0,614) | 4,503(1,055) | 3,844(0,606) | 5,060(1,595)
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Tabela 22 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 100, com
diferentes valores de @ e 20% de censura, utilizando-se a distribuicdo a priori
Cama com X = (¢, i, &), 02 = (1,1,1), 0% = (¢, i, @) e o2 = (10, 10, 10).

n = 100 o =(1,1,1) o = (¢, 1, &) o3 = (10,10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
(7] P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
¢=0,51| 0,694(0,180) | 0,727(0,287) | 0,694(0,178) | 0,703(0,310) 0,688(0,161) 0,762(0,471)
w=0,51| 0,575(0,094) | 0,583(0,141) | 0,576(0,094) | 0,578(0,153) 0,572(0,080) 0,672(0,394)
a=3 | 2505(0,360) | 2,843(0,606) | 2,501(0,357) | 3,070(0,830) | 2,516(0,359) | 3,447(1,338)
=2 1,518(0,808) 1,710(0,775) 1,511(0,796) 1,642(0,778) 1,540(0,838) 1,984(0,763)
=1 1,297(3,354) 1,487(3,303) 1,289(3,472) 1,396(3,444) 1,432(3,662) 2,967(3,462)
a=0,5| 0,662(0,182) | 0,675(0,222) | 0,662(0,179) | 0,687(0,220) 0,660(0,182) 0,651(0,235)
p=4 2,411(1,623) | 2,667(1,586) 2,363(1,605) 2,850(1,618) 2,455(1,770) 3,781(1,904)
p=2 1,454(0,809) 1,534(0,807) 1,438(0,796) 1,633(0,859) 1,494(0,969) 2,186(1,165)
=2 3,092(0,964) | 3,004(0,905) | 3,131(0,980) 2,965(0,887) 3,106(1,007) 2,690(0,861)
$=0,4 | 0,632(0,102) | 0,625(0,176) | 0,629(0,009) | 0,581(0,211) | 0,629(0,098) | 0,591(0,310)
w=15 1,680(0,104) 1,645(0,155) 1,676(0,101) 1,621(0,179) 1,677(0,101) 1,657(0,309)
a=>5 3,726(0,451) | 4,146(0,642) | 3,738(0,448) | 4,736(1,056) 3,734(0,444) 5,274(1,573)

Tabela 23 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 200, com
diferentes valores de 6 e 20% de censura, utilizando-se a distribuicao a priori
Gama com X = (¢, i, d), 02 = (1,1,1), 02 = (¢, fi, @) e o2 = (10, 10, 10).

n = 200 oZ=(1,1,1) o2 = ($, ji, @) o2 = (10, 10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$=0,5| 0,684(0,095) | 0,626(0,188) | 0,683(0,092) | 0,602(0,196) | 0,684(0,094) | 0,597(0,246)
w=0,5| 0,569(0,044) | 0,536(0,076) | 0,569(0,044) | 0,528(0,078) | 0,568(0,044) | 0,534(0,119)
a=3 2,466(0,249) | 2,982(0,583) | 2,471(0,250) | 3,155(0,738) | 2,467(0,249) | 3,357(0,998)
$=2 | 1,166(0,745) | 1,003(0,732) | 1,741(0,734) | 1,847(0,722) | 1,752(0,773) | 2,047(0,726)
pw=1 1,528(3,200) 1,648(3,156) 1,461(3,003) 1,551(2,979) 1,636(3,525) | 2,577(3,390)
a=0,5| 0,584(0,136) | 0,592(0,149) | 0,586(0,135) | 0,599(0,147) | 0,588(0,141) | 0,581(0,153)
6=4 | 3,086(2,008) | 3,336(1,066) | 3,040(2,005) | 3,521(2,008) | 3,063(2,058) | 4,170(2,152)
p=2 | 1,792(1,424) | 1,877(1,422) | 1,778(1,476) | 1,997(1,563) | 1,799(1,565) | 2,409(1,711)
a=2 2,665(0,802) | 2,604(0,752) | 2,687(0,800) | 2,569(0,731) | 2,682(0,802) | 2,413(0,715)
$=0,4 | 0,637(0,066) | 0,559(0,127) | 0,637(0,066) | 0,510(0,153) | 0,634(0,063) | 0,478(0,167)
p=1,5| 1,681(0,070) | 1,593(0,106) | 1,681(0,070) | 1,563(0,123) | 1,678(0,069) | 1,542(0,135)
a=5 3,659(0,314) | 4,370(0,605) | 3,658(0,307) | 4,913(0,976) | 3,665(0,308) | 5,351(1,297)
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Tabela 24 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das estimativas
das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras de tamanho n =
(50, 100, 200), com diferentes valores de 8 e 20% de censura, utilizando-se a
distribuicio a priori Gama com X = (¢, i, &), 02 = (1,1,1),02 = (¢, i, &@).

Ug - (17171) 0'3 - ((b’ﬂ?d)

0 n=50 | n=100 | n=200 | n=250 | n=100 | n = 200
5 [ 95,10% | 92,20% | 94,70% | 95,70% | 93,50% | 94,80%
.5 | 96,40% | 95,70% | 96,00% | 97,10% | 95,70% | 94,70%
a=3 |96,00% | 94,50% | 96,20% | 97,20% | 95,70% | 95,90%
6=2 | 86,80% | 82,00% | 80,00% | 71,50% | 78,00% | 78,40%
p=1 | 84,60% | 80,20% | 77,90% | 62,90% | 69,70% | 75,10%
a=0,5|8550% | 82,40% | 79,40% | 72,80% | 76,30% | 78,90%
b=4 | 28,60% | 4520% | 53,10% | 50,20% | 64,40% | 70,70%
p=2 | 2680% | 43,30% | 50,40% | 50,00% | 63,80% | 70,10%
a=2 |3280% | 4550% | 51,50% | 54,00% | 65,10% | 70,60%
6 =0,4 | 87,80% | 85,20% | 86,20% | 94,10% | 93,70% | 94,30%
p=1,5|91,10% | 91,20% | 93,30% | 94,90% | 96,00% | 95,90%
a=5 | 87,30% | 88,60% | 91,40% | 94,80% | 95,50% | 96,00%

Tabela 25 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das estimativas
das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras de tamanho n =
(50, 100, 200), com diferentes valores de 8 e 20% de censura, utilizando-se a
distribuicao a priori Gama com X = (¢, fi, @) e o2 = (10, 10, 10).

o2 = (10,10, 10)

7] n=>50 | n=100 | n =200
51 96,30% | 94,00% | 93,80%
51 96,70% | 94,80% | 94,40%

a=3 |97,70% | 9520% | 93,90%
¢=2 | 93,10% | 90,70% | 86,80%
p=1 |9320% | 90,60% | 86,40%
a=0,5|93,70% | 91,30% | 87,40%
d=4 | 94,20% | 88,50% | 84,40%
p=2 | 94,00% | 87.80% | 83,50%
a=2 | 9450% | 88,40% | 83,50%
$=0,4 | 96,70% | 95,60% | 95,50%
p=1,5|96,60% | 96,60% | 95,40%
a=5 |97,10% | 97,20% | 95,60%

Através dos resultados obtidos nas Tabelas 21-23 observa-se que, utilizando-se a
abordagem descrita no inicio da se¢ao para obtencao dos hiperparametros da distribuicao
Gama, obtemos boas estimativas das médias a posteriori ¢, u e a por meio da abordagem
Bayesiana, considerando-se observagoes censuradas. Consideramos também diferentes
valores para o3 e, embora todos tenham retornado boas estimativas, o que se mostrou

mais eficiente foi o que teve como varidncia o = 6.

Similarmente ao caso em que consideramos observagoes completas, utilizando-se
oi = 0, as probabilidades de cobertura dos pardmetros tendem a crescer para 95%,

conforme aumenta-se o tamanho de n.

Considerando-se a distribuigdo a priori uniforme conjunta, os valores dos hiperpa-
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rametros podem ser obtidos semelhantemente ao método anterior, s6 que considerando-se

o método dos momentos (4.4) e utilizando-se como média o} = 6 e como variancia
Ug = (]-7 L, 1)70-5 = ((57/];65) € 0’3 = (10, 10, ].0)

Nas Tabelas 26-28, temos as médias e os desvios-padrao dos valores iniciais e das

estimativas das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas, utilizando-

se a distribui¢do a priori Uniforme (empirica) e considerando-se diferentes valores de 6 , n

e 20% de censura. Nas Tabelas 29-30, podemos ver as probabilidades de cobertura dos

parametros com o nivel de confianca de 95%.

Tabela 26 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 50, com
diferentes valores de @ e 20% de censura, utilizando-se a distribuicdo a priori
Uniforme com X = (¢, i, &), 02 = (1,1,1),02 = (¢, i, &) e o2 = (10, 10, 10).

n =50 o= (1,1,1) oZ = (¢, fi, &) o2 = (10,10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$»=20,51| 0,659(0,200) 1,088(0,400) | 0,657(0,201) | 0,968(0,431) | 0,665(0,209) 1,823(1,065)
p=0,5| 0,565(0,105) | 0,776(0,227) | 0,565(0,107) | 0,713(0,238) | 0,566(0,108) 1,606(0,878)
a=3 2,640(0,470) | 2,372(0,643) | 2,632(0,464) | 2,679(0,814) | 2,619(0,473) | 2,553(1,358)
¢ =2 1,205(0,715) 1,959(0,550) 1,221(0,745) 1,730(0,671) 1,220(0,722) | 2,680(0,497)
p=1 0,778(2,660) 1,324(2,571) | 0,834(2,796) 1,133(2,779) | 0,771(2,607) | 3,022(2,323)
a=0,5| 0,779(0,234) | 0,599(0,158) | 0,774(0,232) | 0,669(0,203) | 0,770(0,225) | 0,496(0,151)
¢=4 | 1,716(1,148) | 2,263(1,100) | 1,687(1,068) | 2,539(1,253) | 1,754(1,215) | 4,499(1,260)
p=2 1,189(0,496) 1,360(0,505) 1,174(0,441) 1,480(0,585) 1,213(0,781) | 2,450(0,952)
a=2 3,644(1,032) | 3,205(0,841) | 3,661(1,020) | 3,075(0,783) | 3,595(1,033) | 2,225(0,481)
$=0,4 | 0,623(0,160) | 0,865(0,327) | 0,624(0,157) | 0,862(0,364) | 0,623(0,168) | 1,251(0,752)
w=1,5| 1,684(0,179) 1,871(0,325) 1,682(0,171) 1,888(0,367) 1,682(0,184) | 2,434(0,861)
a=5 3,815(0,619) | 3,615(0,793) | 3,825(0,617) | 3,950(1,008) | 3,821(0,623) | 4,004(1,480)

Tabela 27 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 100, com
diferentes valores de @ e 20% de censura, utilizando-se a distribui¢do a priori
Uniforme com A = (¢, i, &), 02 = (1,1,1), 03 = (¢, i, &) e o3 = (10, 10, 10).

n = 100 o =(1,1,1) o = (¢, 1, &) o3 = (10,10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$=0,5 | 0,689(0,176) | 0,925(0,396) | 0,690(0,177) | 0,863(0,418) | 0,684(0,178) | 1,156(0,833)
p=0,5| 0573(0,092) | 0,686(0,211) | 0,574(0,095) | 0,660(0,224) | 0,573(0,096) | 1,000(0,687)
a=3 | 2513(0,359) | 2,569(0,637) | 2,513(0,360) | 2,811(0,828) | 2,513(0,365) | 2,969(1,275)
=2 | 1,483(0,771) | 2,116(0,585) | 1,504(0,794) | 1,946(0,693) | 1,537(0,799) | 2,696(0,501)
p=1 | 1,151(3,076) | 1,676(2,956) | 1,246(3,368) | 1,574(3,341) | 1,283(3,230) | 3,316(2,854)
a=0,5] 06680,179) | 0,548(0,127) | 0,664(0,178) | 0,587(0,151) | 0,657(0,179) | 0,472(0,117)
=4 | 2,410(1,634) | 2,913(1,539) | 2,376(1,576) | 3,318(1,745) | 2,415(1,509) | 4,883(1,721)
p=2 | 1457(0,781) | 1,628(0,773) | 1,443(0,776) | 1,833(0,944) | 1,457(0,822) | 2,654(1,097)
a=2 | 3,105(0,990) | 2,804(0,786) | 3,124(0,988) | 2,687(0,782) | 3,090(0,978) | 2,161(0,609)
$=0,4| 0,631(0,100) | 0,750(0,269) | 0,628(0,097) | 0,685(0,292) | 0,627(0,098) | 0,772(0,516)
p=1,5| 1679(0,104) | 1,761(0,249) | 1,677(0,102) | 1,718(0,267) | 1,674(0,100) | 1,860(0,554)
a=5 | 3,7280459) | 3,850(0,716) | 3,735(0,448) | 4,393(0,999) | 3,753(0,463) | 4,790(1,443)
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Tabela 28 — Médias e desvios-padrao dos valores iniciais e das estimativas das médias a
posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas de tamanho n = 200, com
diferentes valores de @ e 20% de censura, utilizando-se a distribuicdo a priori

Uniforme com A = (¢, i, &), 02 =

(1,1,1),02 = (¢, i, &) e o3 = (10, 10, 10).

n = 200 o =(1,1,1) o = (¢, 1, &) o3 = (10,10, 10)
Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio | Média(Desvio
0 P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post P.) Val .In P.) Dis. Post
$=0,5 | 0,680(0,003) | 0,604(0,258) | 0,682(0,005) | 0,665(0,273) | 0,683(0,094) | 0,708(0,405)
p=0,5| 0567(0,044) | 0,568(0,118) | 0,568(0,045) | 0,560(0,120) | 0,569(0,044) | 0,607(0,261)
a=3 | 2479(0,249) | 2.873(0,569) | 2,473(0,247) | 3,063(0,746) | 2,469(0,247) | 3,178(0,987)
=2 | 1,759(0,741) | 2,231(0,575) | 1,729(0,725) | 2,093(0,633) | 1,772(0,741) | 2,666(0,510)
p=1 | 1,523(3,216) | 1,965(3,087) | 1,440(3,092) | 1,773(3,038) | 1,535(3,166) | 3,322(2,830)
a=0,5] 0583(0,132) | 0,513(0,000) | 0,589(0,134) | 0,539(0,108) | 0,581(0,132) | 0,463(0,083)
=4 | 3,060(1,975) | 3,535(1,880) | 3,035(1,917) | 4,056(2,077) | 3,041(1,959) | 5,290(2,100)
w=2 1,765(1,257) 1,936(1,252) 1,751(1,312) 2,232(1,478) 1,770(1,432) 2,971(1,664)
a=2 | 2671(0,802) | 2,481(0,648) | 2,678(0,794) | 2,354(0,666) | 2,660(0,772) | 2,032(0,576)
$=0,4| 0,635(0,065) | 0,599(0,167) | 0,637(0,067) | 0,541(0,188) | 0,634(0,065) | 0,519(0,235)
p=1,5| 1,680(0,069) | 1,620(0,146) | 1,682(0,070) | 1,591(0,158) | 1,678(0,070) | 1,582(0,220)
a=5 | 3,663(0,309) | 4,222(0,566) | 3,658(0,316) | 4,773(0,885) | 3,664(0,306) | 5,171(1,174)

Tabela 29 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das estimativas
das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras de tamanho n =
(50,100, 200), com diferentes valores de 8 e 20% de censura, utilizando-se a

distribuigao a priori Uniforme com X = (¢, i, &), 02 = (1,1,1), 02
0-3 =(1,1,1) 0'3 = (¢, 1, &)

0 n=50 | n=100 | n=200 | n=50 | n=100 | n =200

4 —=0,5 | 89,40% | 88,70% | 93.80% | 92,60% | 90,70% | 92,80%
©w=0,5| 90,50% | 91,70% | 95,30% | 93,10% | 92,90% | 94,60%
a=3 |9250% | 91,50% | 95,50% | 94,00% | 92,70% | 94,10%
6=2 | 95,00% | 90,60% | 87,10% | 73,00% | 84,00% | 86,80%
p=1 |93,60% | 90,90% | 87.70% | 39,80% | 59,10% | 78,00%
a=0,59330% | 90.80% | 87.20% | 79.70% | 82,80% | 86,40%
d—4 | 17,20% | 34,60% | 44,80% | 32,40% | 52,80% | 68,40%
w=2 23.80% | 37,60% | 45,90% | 38,40% | 55,00% | 68,10%
a=2 | 4050% | 49.80% | 54,20% | 52,80% | 61,80% | 70,90%
=04 | 7330% | 74,80% | 78,10% | 89,20% | 92,00% | 94,50%
w=1,5183,30% | 87,60% | 91,70% | 90,00% | 94,20% | 95,70%
a=5 |6990% | 72,50% | 83.20% | 92,30% | 94,60% | 95,50%

= (¢, i, &).



Capitulo 6. Andlise Numérica 86

Tabela 30 — Probabilidades de cobertura com o nivel de confianca de 95% das estimativas
das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras de tamanho n =
(50, 100, 200), com diferentes valores de 8 e 20% de censura, utilizando-se a
distribuicdo a priori Uniforme com A = (¢, i, @) e o3 = (10, 10, 10).

o2 = (10, 10, 10)

0 n =250 | n=100 | n =200
5 | 81,80% | 87,30% | 91,40%
5| 84,30% | 88,80% | 91,60%

a=3 | 8500% | 88,30% | 91,30%
d=2 | 9620% | 92,50% | 90,30%
p=1 | 9750% | 94,60% | 92,80%
a=0,5|9720% | 94,40% | 91,40%
d=4 | 9950% | 96,40% | 86,90%
p=2 |9930% | 96,60% | 87,30%
a=2 | 98,80% | 96,30% | 87,20%
$=0,4 | 89,30% | 92,80% | 94,90%
p=1,5|89,10% | 94,20% | 94,30%
a=>5 | 90,40% | 94,60% | 95,30%

De modo semelhante aos resultados obtidos utilizando-se a distribuicao a priori
Gama, observa-se através das Tabelas 26-28 que, ao se obter os hiperparametros da
distribuicao Uniforme, utilizando-se uma abordagem semelhante a descrita no inicio da
secao, s6 que considerando o método dos momentos (4.4), obtemos boas estimativas
das médias a posteriori de ¢, 1 e o, por meio da abordagem Bayesiana, considerando-se

observagoes censuradas.

Consideramos também diferentes valores para oz e, embora todos tenham retornado
boas estimativas, o que se mostrou mais eficiente foi o que teve como varidncia o3 = 6.
Constata-se também que ao se utilizar o = 6 as probabilidades de cobertura dos

parametros tendem a crescer para 95%, conforme aumenta-se o tamanho de n.

No entanto, se compararmos os resultados obtidos empregando-se as duas distri-
buigbes a priori conjuntas (Gama e Uniforme), verificamos que, quando consideramos
observagoes censuradas, ao se utilizar a distribui¢ao a priori Gama e A = 0 e o = 6,

obtemos melhores estimativas das médias a posteriori de ¢, u e a.
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7 Aplicacoes

Neste capitulo, serao apresentados alguns exemplos de aplicacoes utilizando-se
dados da literatura e dados reais. Iremos considerar a distribuicao Gama Generalizada
para analisar tais conjuntos de dados e iremos comparar os resultados obtidos com outros

modelos, se possivel, como as distribui¢oes Weibull, Gama e Log-normal, através dos testes
AIC, BIC e DIC.

Sera utilizada a abordagem Bayesiana para se obter as estimativas dos parametros

das distribuigoes citadas acima.

Objetivando-se realizar inferéncias nos parametros da distribuicdo Gama Gene-
ralizada através da abordagem Bayesiana, iremos utilizar a distribuicao a priori Gama
(empirica), sendo os hiperpardmetros obtidos através dos métodos dos momentos (4.8),

considerando-se A = 0 e 03 = 6.

Para verificar o desempenho das outras distribuigoes, consideramos a distribuicao
a priori Gama em que ¢; ~ Gama(0.1,0.1),60; ~ Gama(0.1,0.1), para as distribui¢oes

Weibull, Gama e Log-normal.

Para cada conjunto de dados, foram realizadas 30000 iteragoes por meio dos métodos
MCMC, considerando-se as quatro distribuigcoes a posteriori. Buscando-se diminuir as
autocorrelagoes das cadeias, foram salvos valores com espagos de tamanho 15, obtendo-
se no final para cada pardmetro, uma cadeia de tamanho 2000. Com estes resultados

calculamos as estimativas a posteriori dos parametros de interesse.

Para verificar se as convergéncias das cadeias foram alcancadas, utilizamos o critério
de Geweke, por meio da estatistica dada em (1.53). Obtivemos indicagao de convergéncia
nos casos em que o valor zg esteve contido no intervalo [—1,96, 1,96]. Outros critérios
também foram utilizados para se verificar a indicagao de convergéncia, como os graficos

de séries temporais e os graficos de autocorrelacao amostral.

7.1 Dados de um Experimento Industrial

Nesta secao, sera considerado um conjunto de dados de tempo de vida de 30 unidades
em um experimento industrial. O conjunto de dados nao possui valores censurados sendo

descrito por meio da Tabela 31:
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Tabela 31 — Conjunto de dados de tempo de vida de 30 unidades em um experimento
industrial.

275 13 147 23 181 30 65 10 300 173
106 300 300 212 300 300 300 2 261 293
88 274 28 143 300 23 300 80 245 266

Para se obter as estimativas das médias a posteriori de ¢, e a, é necessario
encontrar os bons valores iniciais @ = (¢, fi, &), sendo estes obtidos através das solugoes das
equacgoes (5.8, 5.9 e 5.10). Desta forma, para o conjunto de dados analisado, encontramos

que ¢ = 0.2147, i = 0.002864 e & = 5.116.

Utilizando-se 0 método dos momentos (4.8) e considerando-se com média A = @
e varidncia o = 0, obtemos que ¢ ~ Gama(0.2147,1), n ~ Gama(0.002864,1) e o ~
Gama(5.116, 1).

Os graficos contendo amostras geradas das densidades marginais a posteriori de ¢, i
e «a, por meio dos métodos MCMC, os graficos de séries temporais e os de autocorrelagoes

amostrais podem ser observados através da Figura 11.
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Figura 11 — Densidades marginais a posteriori, graficos de séries de temporais e graficos
de autocorrelacao para os valores gerados de ¢, i e «, utilizando-se os dados
de tempo de vida de 30 unidades em um experimento industrial.

Observa-se pela Figura 11 e também por meio do diagndstico de Geweke (1992),

que houve indicagao de convergéncia das cadeias para as distribui¢oes de equilibrio. Os
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resultados das cadeias simuladas podem ser supostos como amostras das distribuigoes

marginais a posteriori de ¢, i1 e a. As estimativas a posteriori de @ estao disponiveis na

Tabela 32.

Tabela 32 — Médias a posteriori, desvios-padrao a posteriori, erros de Monte Carlo e
intervalos de credibilidade de 95% dos pardmetros ¢, i e «

0 Média | Desvio P. | Erro MC ICy5%(6)

& | 0,130500 | 0,059450 | 0,001225 | (0,059550; 0,263000)
| 0,002824 | 2591E-4 | 5268E-6 | (0,002292; 0,003241)
a | 7,734000 | 2,587000 | 0,048990 | (3,66000; 13,620000)

A Tabela 33 apresenta os resultados dos Critérios DIC, BIC e AIC de diferentes

distribuig¢oes de probabilidade, considerando-se os dados de um experimento industrial.

Tabela 33 — Resultados dos Critérios DIC, BIC e AIC de diferentes distribui¢oes de
probabilidade, considerando-se os dados de um experimento industrial.

Critérios | G. Generalizada | Weibull Gama | Log-normal
DIC 358.50 363,60 374,50 386,10
BIC 364.79 385,70 377,18 389,08
AIC 360.58 382,90 374,37 386,28

Baseado em qualquer um dos critérios utilizados, podemos concluir através da
Tabela 33, que a distribuicio Gama Generalizada foi a que melhor se ajustou aos dados

industriais.

Pode-se observar através da Figura 12 o grafico TTT-plot, a funcao densidade

de probabilidade e a funcdo de risco, ambas ajustadas através da distribuicdo Gama
Generalizada.
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Figura 12 — TTT-plot, funcao densidade de probabilidade e a fun¢ao de risco, ambas
ajustadas através da distribuicao Gama Generalizada, utilizando-se os dados
de tempo de vida de 30 unidades em um experimento industrial.

Através dos resultados obtidos, concluimos que ao se utilizar as equagoes iniciais
(5.8,5.9,5.10), encontramos bons valores iniciais que auxiliam na obtengao das estimativas
a posteriori dos parametros da distribuicao Gama Generalizada, sendo este modelo o que

melhor se ajusta aos dados industriais.

7.2 Dados de Precipitacao Pluvial Total Mensal

Os dados de precipitacao pluviométrica utilizados nesta secao, foram obtidos da
Estacao Meteorologica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Estadual
Paulista, campus de Presidente Prudente (SP), disponiveis na Tabela 33 e na pagina virtual
do SIGRH-SP - Sistema de Informacoes para o Gerenciamento de Recursos Hidricos do
Estado de Sao Paulo, da estacao medidora D8-003, no municipio de Presidente Prudente
- SP. Os valores obtidos sao referentes ao més de maio e compreendem um periodo de
56 anos (1947 a 2003). Desta forma, o conjunto de dados de precipitacao pluvial total
mensal (em mm), representando uma amostra, é composto por meio do valor total (em

mm), registrado no més de maio para cada ano.
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Tabela 34 — Conjunto de dados de precipita¢ao pluvial total mensal (em mm), referente
ao més de maio, considerando um periodo de 56 anos (1947 a 2003).

155 3,0 230 218 1506 31,0 46,7 228 394 0,1 48,0
2386 514 1870 199 855 868 51,6 243 86,0 224 468
1578 101,8 0,1 356 54,7 64,2 1041 83,6 720 77,0 13,7
89,6 43,2 1106 97,2 654 0,1 83,3 1580 29,7 59,3 129.7
160,7 126,6 47,2 755 13,0 171,3 70,8 755 612 415 814
554 378 114,7 1444 348 172,1

Para se obter as estimativas das médias a posteriori de ¢, u e «, ¢ necessario se
encontrar os bons valores iniciais @ = (gzNS, fi, &), sendo estes obtidos através das solugoes
das equagoes (5.8, 5.9 e 5.10). Desta forma, para o conjunto de dados de precipitac¢ao

pluvial total mensal, encontramos que ¢ = 0, 5348, it =0,0081 e & =1, 7866.

Utilizando-se o método dos momentos (4.8) e considerando-se como média A = @
e varidncia o2 = 6 obtemos que ¢ ~ Gama(0,5348,1), 1 ~ Gama(0,0081,1) e a ~
Gamaf(1, 7866, 1).

Os graficos contendo amostras geradas das densidades marginais a posteriori de ¢, u
e a, por meio dos métodos MCMC, os graficos de séries temporais e os de autocorrelagoes

amostrais, podem ser observados através da Figura 13.

Observa-se pela Figura 13 e também por meio do diagnostico de Geweke (1992),
que houve indicagdao de convergéncia das cadeias para as distribui¢oes de equilibrio. Os
resultados das cadeias simuladas podem ser supostos como amostras das distribuigoes
marginais a posteriori de ¢, u e a. As estimativas a posteriori de @ estao disponiveis na
Tabela 35.

Tabela 35 — Médias a posteriori, Desvios-padrao a posteriori, Erros de Monte Carlo e
Intervalos de credibilidade de 95% dos pardmetros ¢, i e a

Média | Desvio P. | Erro MC ICy5%(0)

0,36080 | 0,15140 | 0,003020 | (0,15170; 0,74520)
0,00685 | 0,00144 | 2,846E-5 | (0,00502; 0,01033)
2,58100 | 0,80520 | 0,015600 | (1,36000; 4,58400)

LIRS D

A Tabela 36 apresenta os resultados dos Critérios DIC, BIC e AIC de diferentes
distribuicoes de probabilidade, considerando-se os dados de precipitacao pluvial total

mensal.
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Figura 13 — Densidades marginais a posteriori, graficos de séries de temporais e graficos
de autocorrelacao para os valores gerados de ¢, i e « utilizando-se os dados
de precipitagao pluvial total mensal.

Tabela 36 — Resultados dos Critérios DIC, BIC e AIC de diferentes distribui¢oes de
probabilidade, considerando-se os dados de precipitacao pluvial total mensal.

Critérios | G. Generalizada | Weibull Gama | Log-normal
DIC 639,80 644,70 648,10 691,70
BIC 648,04 652,29 652,40 695,91
AIC 641,71 648,07 648,18 691,69

Baseado em qualquer um dos critérios utilizados, podemos concluir, através da

Tabela 35, que a distribuicio Gama Generalizada foi a que melhor se ajustou aos dados de

precipitacao pluvial total mensal.

Pode-se observar através da Figura 14, o grafico T'T'T-plot, a funcao densidade

de probabilidade e a func¢ao de risco, ambas ajustadas através da distribuicao Gama

Generalizada.
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Figura 14 — TTT-plot, funcao densidade de probabilidade e a funcao de risco, ambas
ajustadas através da distribuicao Gama Generalizada, utilizando-se os dados
de precipitagao pluvial total mensal.

Por meio dos resultados obtidos concluimos que, ao se utilizar as equagoes iniciais
(5.8,5.9,5.10) encontramos bons valores iniciais que auxiliam na obtencao das estimativas
a posteriori dos parametros da distribuicio Gama Generalizada, sendo este um modelo

consistente para se ajustar a dados climatoldgicos.

7.3 Dados de Sobrevida de Pacientes com Cancer de Pulmao

Em estudos médicos, é comum se deparar com dados que possuem censura aleatoria.
Nesta secao iremos analisar os dados disponiveis em Gupta, et al. (1999). Estes dados foram
obtidos da Veterans Adminstration e consistem em 97 pacientes com cancer de pulmao,
sendo que os mesmos nao tiveram tratamento prévio até descobrir a doenga. Apds efetuar
o tratamento, os dados representam o tempo de sobrevida (em dias) destes pacientes com
cancer. Na Tabela 36, temos os tempos de sobrevida (em dias) de 97 pacientes com cancer

de pulmao (+ indica a presenca de censura).
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Tabela 37 — Os tempos de sobrevida (em dias) de 97 pacientes com céncer de pulmao (+
indica a presenga de censura).

72 228 10 110 314  +100 42 144 30 384
4 13 +123 +97 29 117 151 22 18 139
20 31 52 18 51 122 27 54 7 63
392 92 35 117 132 162 3 95 162 216
553 278 260 156 +182 143 105 103 112 +87
242 111 o87 389 33 25 357 467 1 30
283 25 21 13 87 724 99 8 99
61 25 95 80 29 24 +83 31 51 52
73 8 36 48 7 140 186 19 45 80
52 53 15 133 111 378 49

Para se obter as estimativas das médias a posteriori de ¢, e a, é necessario
encontrar-se os bons valores iniciais 8 = (gz;, fi, &), sendo estes obtidos através das solugoes
das equagoes (5.8, 5.9 e 5.10). Como os dados possuem observagdes censuradas, iremos
utilizar o método 3, discutido na secao 6.1.2 para se obter 8. Desta forma, para os tempos de
sobrevida de pacientes com cancer de pulmao, encontramos que ¢ = 1, 62556, i = 0,02066

e & = 0,70045.

Utilizando-se o método dos momentos (6.1.2) e considerando-se com média A = @
e varidncia o2 = 0, obtemos que ¢ ~ Gama(1.62556, 1), u ~ Gama(0.02066,1) e o ~
Gama(0.70045, 1).

Os gréaficos contendo amostras geradas das densidades marginais a posteriori de ¢, p
e «a, por meio dos métodos MCMC, os graficos de séries temporais e os de autocorrelagoes

amostrais, podem ser observados através da Figura 15.

Observa-se pela Figura 15 e também por meio do diagnéstico de Geweke (1992),
que houve indicacao de convergéncia das cadeias para as distribui¢oes de equilibrio. Os
resultados das cadeias simuladas podem ser supostos como amostras das distribuigoes

marginais a posteriori de ¢, 1 e a.

Devido a assimetria obtida na distribuicdo marginal a posteriori de u, serao
calculadas as estimativas das medianas a posteriori de ¢, 1 e . As estimativas a posteriori

de @ estao disponiveis na Tabela 38.

Tabela 38 — Medianas a posteriori, desvios-padrao a posteriori, erros de Monte Carlo e
intervalos de credibilidade de 95% dos parametros ¢, i e «

0 | Mediana | Desvio P. | Erro MC ICy59%(0)

) 2.0080 0.9923 | 0.046720 | (0.71270; 4.56900)
1 0.0307 0.1741 0.007203 | (0.00579; 0.50480)
o} 0.6198 0.1994 0.008612 | (0.39380; 1.16000)
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Figura 15 — Densidades marginais a posteriori, graficos de séries de temporais e graficos
de autocorrelacao para os valores gerados de ¢, u e «, utilizando-se os dados
de tempo de vida de 30 unidades em um experimento industrial.

Pode-se observar, através da Figura 16 a seguir, o grafico TTT-plot, a funcao

densidade de probabilidade e a fungao de risco, ambas ajustadas através da distribuicao

Gama Generalizada.
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Figura 16 — TTT-plot, funcao densidade de probabilidade e a fun¢ao de risco, ambas
ajustadas através da distribuicao Gama Generalizada, utilizando-se os tempos
de sobrevida de 97 pacientes com cancer de pulmao.

Através dos resultados obtidos pelo TTT-plot pode-se observar que o conjunto de
dados possui forma de banheira inversa. Como os modelos Weibull, Gama e Log-normal
nao possuem este tipo de func¢ao de risco, nao devemos considera-los ao se realizar os
testes de selecao de modelos. Ajustada a distribuicdo Gama Generalizada aos tempos de
sobrevida de pacientes com cancer de pulmao, pode-se observar facilmente a forma da

funcao de risco, mostrando-se que este é um 6timo modelo para descrever dados médicos.
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Consideracoes Finais e Propostas Futuras

Consideracoes Finais

Por meio da pesquisa realizada podemos constatar que a distribuicio Gama Gene-
ralizada é um modelo muito flexivel para modelar dados de confiabilidade, de climatologia
e dados médicos, pois acomoda varias formas da funcao de risco, sendo estas: constante,

crescente, decrescente, forma de banheira e banheira inversa.

Demonstramos que ao se utilizar a inferéncia Classica e considerando-se observagoes
completas é possivel reduzir-se as equagoes de verossimilhanca, eliminando-se assim a
instabilidade dos estimadores no método iterativo, possibilitando assim facilmente a

obtencao de boas estimativas para os parametros do modelo.

Considerando-se a abordagem Bayesiana, propomos diferentes distribuigoes a priori,
empiricas ou nao-informativas, sendo que seus efeitos foram estudados nas estimativas a

posteriori dos parametros de interesse.

Dentre as prioris nao-informativas obtidas, demonstramos que as prioris: de Jeffreys,
MDIP e a obtida pela Regra de Jeffreys, levam a distribui¢oes a posteriori improprias e
nao devem ser utilizadas em uma andlise Bayesiana. Uma modifica¢cdo na priori obtida
através da Regra de Jeffreys foi realizada e constatamos que, utilizando tal distribuicao a

priori, obtemos uma densidade a posteriori prépria.

Propomos também, técnicas exploratorias, visando-se obter bons valores iniciais
que, combinados com o método dos momentos, possibilitaram a construcao de diferentes

distribuicoes a priori empiricas.

Neste trabalho, também foram propostos diferentes métodos exploratorios, a fim
de se obter bons valores iniciais para serem utilizados nos procedimentos de estimagao dos
pardmetros, considerando-se dados censurados (censura aleatéria), sob o enfoque Classico

e Bayesiano.

Através de andlises numéricas, verificamos que, ao se utilizar a distribuicao a
priori Gama (empirica), obtemos excelentes estimativas das médias a posteriori de ¢, u
e «, principalmente quando utilizamos como média A = ((5, fi, @) e como variancia o3 =
(gg, fi, &), tanto para observagoes completas, quanto para observacoes censuradas. Estas

estimativas obtidas, se mostraram superiores as alcangadas por meio da inferéncia Classica.

Estes resultados mostram-se de grande interesse pratico, pois possibilitarao, a facil

utilizacao da distribuicao Gama Generalizada em diversas areas de aplicacao.
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Propostas Futuras

Uma caracteristica muito importante da analise de sobrevivéncia ¢ a presenca de
uma ou mais covariaveis, onde varios fatores de risco podem prolongar ou diminuir a

sobrevida dos pacientes ou componentes industriais.

Outro fator importante que podera ser explorado é a presenca de fracao de cura
com a distribuicdo Gama Generalizada, onde parte dos pacientes sdo curados ou imunes e
nunca terao a ocorréncia do evento de interesse (ver por exemplo, Maller e Zhou, 1996; ou
Lambert et al., 2010). Neste caso, assumimos que a populacao é dividida em dois grupos de
individuos: um grupo de individuos curados com probabilidade 7 e um grupo de individuos
suscetiveis com uma fungao de sobrevivéncia propria dada por Sy(t) = P(T > t) onde T
denota o tempo de vida do individuo com probabilidade 1 — 7. Nesse modelo de mistura,

temos:

S(t) =7+ (1 — m)So(t) (7.1)

onde 7 € (0,1) e Sy(t) é a fungao de sobrevivéncia para os individuos suscetiveis (observa-

¢Oes nao censuradas).
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APENDICE A — Demonstracio de que as

densidades a posteriori sao improprias

Lema 1: Seja h(z) uma fungio continua e maior que 0 em (a,b] tal que

lim A(x) > 0.

z—at

Entao existe L > 0 tal que h(x) > L,Vz € (a,b).
Lema 2: Seja h(z) uma funcdo continua e maior que 0 em [b, 00) tal que

lim h(x) > 0.

T—00

Entéo existe L > 0 tal que h(z) > L,Vz € [b, 00).

Parte I

Queremos mostrar que

Ckn_l n n
dy = / pree—! { tf‘¢_1} exp {—uo‘ tf‘} df = oo
L er(e) 1 2
em que 6 = (¢, u, ) e A = {(0,00) x (0,00) x (0,00)} é 0 espago paramétrico de 6.

n—1
Como ¢a<¢>nu”a¢_1 { T t?‘z’*l} exp {—u® X", t¢} > 0 sempre, pelo teorema de
Tonelli (ver Folland, 1999) temos que

i=1 =1

TTT avt na¢—1{ s a¢—1} { S a}
= —fu th’ exp § — Zti dudpda.
1] o

d :/ A" o1 f[t?“f’—l exp 4 — af:t@ e
1 J QZSF(QS)”M i p 2 )

i=1 i=1
Observe que
o0 n

a1 na¢—1{ ‘?‘(75_1} {_ N n q}d _
O/¢F(¢)"”’ ];[lt exp u;tz p

! L T nag—1 a X" ja
o) I1¢ /u exp § —u® Yt ¢ dp.
i—1

<
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Utilizando-se o resultado (5.4) temos que

L_l i ot / nad—l oxp { —u® Y @ = "2 I'(ng) (I1 ?175)%_1
o' (p)" {];[lt }O/u p{ p ;tz}du T (x5 (A.2)

i=1 "%

Agora queremos integrar (A.2) em relagao a ¢, mas, como é dificil integrar expressoes
contendo I'(¢), queremos obter uma expressao que possa substitui-la de forma que possamos

avaliar a integral. Faremos isto a seguir.

Pela féormula de reflexdo de Euler, temos que

T(:)(1 - z) = Sen?m) , (A.3)
de onde .
™

Plz) = sen(mz) ['(1 — 2)

Assim, temos que
. : Tz 1 , 1
zlg(r)h 2T(z) = zlg(%r sen(mz) ['(1 — 2) =1x zlg(%r INQE =1
Deste modo, temos que
_(ngl'(ng)) .. (ngl'(ng)) 1
P TR Sy ) R TR Ay

Por outro lado, sabemos que W é continua e positiva em (0, 1], entao pelo
Lema 1, temos que (¢f1€22§5)) > L1,Y¢ € (0,1], onde Ly é uma constante maior que 0.
Portanto F(no) qu L
n " 1 n—1
> L Vo e (0,1 A5
Assim,
7an 2 (ngb) ( )O@ ' ¢ / n— 2 ¢n 2( " t)ad)_l d¢
I a\né n a\ne
¢ (¢) ( i=1 tz ) (Zz—l tz )
Ly 72/ _, (IT 175?)
nllq , ¢ (>xry tza)mz) ¢

1 oI, e "o
= 01a"_2/¢"_2 (I taz ) do
0

i=1 %1

1 ,
onde ¢c; = ————— é uma constante.

nlli,t
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Agora, segundo a desigualdades das médias, como n > 1, temos que

n n n n o n o
te>nrJlte > f[ter & ZEE S > 1 e log | 22| > 0. (A.6)
R )

nooga
Logo, tomando q(«) = log (m) > 0, portanto

Iz
(1T 8 Y1zt nte
nila = exp 1 log nila =exp{ —log [ ==
=1 ti i=1ti I, 8 (A.7)

i=1"

= exp (—q(a))
Assim,
1 T o ne 1
cra”? / o (W) dp = o™ / ¢"*exp (—nq(a))do .
0 i=1 "% 0

Utilizando a substitui¢do de varidveis u = n q(«)¢, na integral acima, temos que:

1 nq(a)

0104"_20/¢"_2 exp (—nq(a)¢) dp = Clan_z(nq(al))m 0/ u"* exp(—u)du

(A.8)
nooY (n—1,nq(a))

(nq(a))"™

=1

Agora queremos integrar (A.8) em rela¢do a «, mas, novamente, vemos que seria
dificil integrar a expressao acima diretamente. Por isso, novamente provaremos alguns
resultados que facilitarao a avaliacao desta integral.

Sendo t,, o maior entre os valores ty, 1, ...,t,, entdo temos que:

1
. q(a) .1 ie1 7 . it "
lim —= = lim —log | ——= | = lim log{ | —/—/—=
a—o0  (y a—00 (y (n/ ?:lt;,'x a—r00 n/ ?:ltzq
s L
(mx ﬁﬂ@vm»>a)
Y1z t?

Veja que (t;/t,) < 1, de onde lim,_, = (;/t,,)® existe sendo menor ou igual 1,

= g log

portanto
(xll—{go; (ti/tm)" =7r<n,

onde também r > 1 pois (t,,/t,,)* = 1. Deste modo

lim log (tm( i1 (ti/tm)a)a) = log (ntmTo) =v <00, (A.9)

a—00 U N e
i=1"Y

i=1"%
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ou seja
lim @<oo4:) lim L>O.
a—r00 0% a—r00 q(@)

Como é continua e maior que 0 em [1,00), pelo Lema 2, temos que

q(a)

L
> Ly & > i,Va e [1,00). (A.10)

o' 1
q() q(e)
sendo Ly constante maior que 0.

Por outro lado, sabemos que nem todos t; sao iguais, entao em especial ¢, > ¢;

para algum j, de onde entao

ntn

tm —
"Tf‘lt > 1 & log ("W) =v>0.

Portanto temos que
lim a(@) =v>0. (A.11)

a— 00 0%

Em especial, segue disso que

lim q(a) = lim ozM =00 X U = 00. (A.12)

Qa—00 a—00 o

E facil mostrar diretamente da definicao de (s, z) que:

lim v(s,z) = I['(s). (A.13)

Utilizando-se (A.13), temos que lim,_,« n q(a) = oo, desta forma

dim y(n —1,nq(a)) =L(n—1). (A.14)
Como y(n — 1,nq(a)) é continua e maior que 0 em [1,00), novamente pelo Lema

2 segue que
v(n —1,nq(a)) > L3, Va € [1,00) (A.15)

sendo L3 uma constante maior que 0.

Por fim temos que

oo

/Clanfﬂ (n—1,nq(a )
J (nq(a))"™

| \/

()"
00 n_l
01/ =7 (L2> do — c1Ls Ly /1da (A.16)

no nn—1 /

7 n2Y (n—1,nq(a ))da
) (nq

IV
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Resumindo os resultados discutidos, temos que,

=1 =1

0.) n—1 n
i e o
0

(0% a = o0

oI'(¢) (i ) n¢ q(a))"” !

"=/l
77n2r< S ez [ SUSTRTE

e provamos que

Parte 11

Queremos agora demonstrar que

s [P T e

A =1 i=1

em que 6 = (¢, u, ) e A = {(0,00) x (0,00) x (0,00)} é 0 espago paramétrico de 6.

n 201y — ) —1
R O O] st (12,7 Yo (o 52 ) 2 0 s

pre, pelo teorema de Tonelli (ver Folland, 1999) temos que

a™ 2,/ 2 _ ol —1 n n
be | ww(?zww) e {Ht?¢_1}exp {_ﬂazﬁ} 0

1 =1 =1

_7’77@”@ e _W@ - 1’“‘m¢1{ﬁt?¢1}exp{—uait?}dud¢d@.
0 0 0 =1

=1

Assim, primeiramente observemos que, por meio do resultado (5.4) temos que

AT oo )
0 i=1 i=1

"o (9)2 — ' (9) — 1 { d ¢_1} T o { d }
_ t& nad=loxnd —pu® tr o d
NOL l;[1 : /u P —p ; frdu

T'(ng) (IT, )
L(e) <zz 1t$> ‘

= a"\/62 (9)2 — ¢/ () —

Agora queremos avaliar a integral deste resultado em relacao a ¢. Para isto, serd

necessario provarmos algumas desigualdades.
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Primeiro mostremos que lim, o+ \/ ¢ ()2 — ' (¢) — 1 > 0. Pela férmula de
reflexdo da funcao trigama temos

2

swt(rg) VO A

V'(g) =
Assim, temos que

i, 007~ 0) 1= Jip (LT v a) - (s v - 0)

¢—0t ¢—0t
1
= i 2 71'4 2 2 7T2 "1 2 (1 2
—¢g})1+¢ seni(1g) ¢ mw( —¢)+ ¢ (1 - 9)
2
_sen;r(7rqb)+¢,(1_¢)_1
. 4 2 / /
N ¢li>%l+ <¢28en4(7r¢) a senz(ﬂqﬁ)) — ) +0+y(1) -1

w2 w2
Fuvt (sen2(7r¢) (sen2(7r¢) >> v)
Entao calculemos o primeiro limite:

(V) Ly (6 sen(m6)
lim < ( 1)) =1 st (79)

¢—0+ \ sen?(mw¢g) \ sen?(mo) $—0+
iy L (m0)" (7% — sen®(mg))
T o0+ w2 sent (o) o8
.1 (7*¢? —sen’(7¢))
- ¢1i>%1+ w2 z ok -
Lho 1 (2m2¢ — 27 cos(m) sen(we))
=] 4¢3
vy 1 (272 + 2% sen?(1¢) — 272 cos® (o))
= o 2 1242
_ (sen?(1¢) + cos?(mp) + sen?(7¢) — cos?(r¢))
s oz
. osen®(mg)  w?  sen®(mg)  w?
=g e T e T o
Como ¢'(1) = %2, entao
. 9 7 9 ’ . 7T2 72 . 72
¢1l>%1+¢?/)(¢) —¢(¢>—1—§—€—1—€—1>0~

Desta forma mostramos que

2
Jim /62 (92— (9) — 1=/ —1>0. (A.18)
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Assim, segue que limg_, o+ \/ »*Y' (p)? — ' (¢) — 1 > 0 e pelo Teorema da Conserva-
¢ao do Sinal existe um 0 < s < 1 tal que \/¢2w'(¢)2 — ' (¢) —1>0,Ve € (0, s].

Deste modo, como \/(/522//(925)2 — ' (¢) — 1 é continua e maior que 0 em ¢ € (0, s,
existe L, tal que \/gbzw'(gb)? — ' () — 1 > Ly, VYo € (0, s].

Logo, temos que

7 _ ; ) Fmb)( ?1t')a¢_1
"0 ()2 — 4 (¢) — 1 dp >
o/a VEVOr - V) L@@ (T, 1)

s r n g yas-l ST " ad—1
a0 =) 1M b gy [ RIS ) 2y
0 0

F¢)n ( = lt;x> ((b)n ( = lt;x>

Mas por (A.5), temos que, para 0 < ¢ < s <1,

L(ng) _

I(g)" o

Desta forma, por (A.7), temos que

nl/ nqb H:th)a¢1¢ L4L1 nl/qbnln?lt ¢
L(o)" (0, o)™ Y

= ca"! /qf)n_lexp(—n q(a)¢)dd = cpan 1 L TA)) (n, na :
0

LyLy
onde ¢ = ————.
Agora queremos avaliar a integral do resultado acima em relacao a «. Para isto,

serd necessario provarmos algumas desigualdades.

Utilizando-se o resultado (A.13), como ja vimos em (A.12) que limg— o0 q(@) = 00,

segue que
lim 7 (n, snq(a)) = T(n) (A.19)

Sendo também que 7y (n, snq(a)) é continua e maior que 0 em [1, 00), pelo Lema 2

temos que
v (n,snq(a)) > Ls,Va € [1,00) (A.20)
em que L5 é uma constante maior que 0.

Utilizando (A.20) e (A.10), temos que

O/@oz” 17((nq 1/ Ojgg))da > /02an_1L5 (Z)nda

_ C2L5L2 / 1d(y _ C2L5L2 % 60 — 00
nn
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Resumindo,

=1

L(ng) (Il )™
oy (s, ey 0t

Far o2y @/}’(cé)—l nad-1 | 1T sad-1 a X~ 0

"6 ()2 — v (9) -

Desta forma, provamos que

a™ 2,/ 2 _ ol —1 n n
:/ \/¢ w (?z(b)nw (¢) Mnad)il {Hthqﬁ—l} exp {_Mazt?} do = 00,

i=1 i=1

A
Parte II1
Queremos agora demonstrar que

1 n
/r n+1/~0"a¢“exp{ 1t ;mw 9) (¢—;) —¢} {Ht?¢1}d0:oo.

i=1

em que 0 = (¢, u, ) e A= {(0,00) x (0,00) x (0,00)} é 0 espago paramétrico de 6.
an—l—l

Como F(¢)n+lum¢+l exp {—Ma it + (o) <¢ - ;) - ¢} {H?:l t;'w_l} =0

sempre, pelo teorema de Tonelli (ver Folland, 1999) temos que

I )nﬂu"“‘z’“eXp{—u“iZ:t?+w(¢) <¢—i> — }{lj[ £ 1}

— // ot p" T exp {—Ma it@ +9(¢) (¢ - 1) - ¢} {ﬁ tc'wl} dpdddor.
00 I'(g)*! = @ Z

i=1

Assim, primeiramente, veja que

o] Oén+1 nagt1 N n N 1 n a1
O/F<¢)n+1u eXp{—u ;t + (o) (cb— a) —¢} {Hti }du=

=1

(A.21)

anJrl

O {f[l t?M} exp (¢(¢) ((b - ;) - ¢) /Ooo et exp {—ua i t?} dp

Utilizando-se o resultado (5.3) e apds algumas manipulagdes algébricas, obtemos

que

/0 It “’“eXp{—u Zti}duz ( ) 7 (A.22)
=1

a (S, t)" e
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Substituindo-se a solugao da integral (A.22) em (A.21), obtemos a expressao
" (né + 2 " |
( )W [1#7% " exp (w) (cb - a) - ¢) : (A.23)
L(p)mt! (0, )" T a i=1

Agora queremos avaliar a integral do resultado acima em relagao a ¢. Para isto,
seré necessario provarmos algumas desigualdades.

Consideraremos aqui 1/2 < a < 1. Pela férmula de reflexdo da fungao digama
temos que:

$(0) = (1 =) ~ meot(no) = (1 — ) - T (A.21)
Assim, temos,

o _ mcos(mg)
lim ¥(9) im v =¢)

«

_ sen(wg) 1. o _
b0t —L ¢1_>0+ _i = ¢ll>%1+ ( PY(1 — @) + sen () COS(m/b))
=0x(—¢v(1)+1x1=1
Assim, temos que
W@ (6-2) -0 w1\, 1
#%ﬁ é ::ﬁﬁf‘_é(¢—a)—¢ :_1X<0—>—0

1
—>0
o

«

Como o limite é positivo, pelo Teorema da Conservagao do Sinal (ver Lima, 2011),
V(@) (0—5)—¢
existe b, > 0 tal que, @) ( )

T > 0 para todo ¢ € (0,b,] (veja que b, s6 depende
¢
de ).

_ 1) _
Como também Vi) <¢ T O‘)

é continua em (0, b,], pelo Lema 1, existe uma
@
B, > 0, constante em relagao a ¢, tal que

V() (6 -1

«

. )¢ > By < (8 (qb—;) —¢>Ba;,v¢e (0, ba].

Por outro lado, considere o limite

1

P
lim

p—0t

¢n+1

Fazendo a substituicao u = Ba% &P = Ba% acima, segue que

1
. ePes
lim
p—0t

. e”
= lim B"™'—— = B""! x 00 = 00 > 0.
it u—00 untl
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=

Ba
Como £+~ é continuo e maior que 0 em (0,b,], entdo segue pelo Lema 1 que
¢n+1
Ba 4+

£ > C, & ePs > Caﬁ, para alguma C, > 0, constante em relacao a ¢
¢n+1

Assim, temos

a”r (n¢ T %> H?:l e

i 1
Iwwml(zxth*ipr”@<¢‘a>‘¢)Z
o) )
1=1"4 ex Ba* >
() (o o2 DO (S 0\
OénC (n¢+%> ?1t?¢ 1

(I t) (i lt‘;‘) L(¢)+t (xr, Z)"¢¢n+1

Pode-se demonstrar facilmente que a fungao I'(s) é crescente para s > 2

Por outro lado, como o < 1, temos que % > 2, de onde ncﬁ—i—% >no+2>2V¥p >0
Assim segue que I’ (nqb + %) >T(ng +2) = (ng + 1)nel' (ng) > nel'(ng).
no4)%0
Agora, como M :

> ta)mﬁ é continuo e maior que 0 em [0, b,], pelo Lema 1 temos
i=1li
(T, )™

que, SR e > D, para alguma D, > 0, constante em relacao a ¢.
i=1"

Destes fatos e de (A.5) segue que
a"Ca (ngb—l— )( pat)* 1

n+l ne An+l Z a7CoDe 2 nol (:ﬁ) nl+1
(I ) (i t?>a L) (i, 7)™ ¢ (MM ) (o t) e F(¢) ¢

a"Cy,D, 1
> ¢”
n o ¢n+1
(T, 1) (S0 18
1

OénCaDaLl
onde ¢c3 =
(Il &) (2, 89 @

Assim, para 5 < a <1, temos que

n "F nqu— )
/
b

— wwﬁﬁwquw@@—b—@mz

5 € constante em relagao a ¢.

zlz

”F nq§—|— )
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Portanto
+1

ooooa nog _an a _l _ n ap—1
O/O/P( il M Hexp{ u ;ti + 1 (¢) (¢ a) Qb} {th }dud(pda

i=1

7 "F n¢+ ) . Ht% Lexp (¢(¢) <¢ — ;) — ¢> doda

I‘ n+1 Z;l ltoz)n¢+a i—1

— N TS T3

T (o + a
2 0/ e ; ﬂ?wu T e (406) (0 - 1)~ o) doda
= [ ocoda = .

1/2

1
Observe que tem sentido falar em [ ocoda pois estamos trabalhando com integrais

1/2
de Lebesgue, e aqui oo representa a fungao Lebesgue mensuravel f : [0,00) — [0, 0o], dada

por f(a) = co. Veja também que integrais impréprias estao contempladas no teorema de

Tonelli descrito acima.

Segue entao que

B n+1 nadil N 1 n a1 0
/r e e u;t +w¢)<¢—a>—¢ 160"\ d6 = oc.

i=1
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APENDICE B — Demonstracio de que a

densidade a posteriori 4.20 é propria

Lema 3: Seja h(z) uma fungdo continua e maior que 0 em (a,b] tal que

lim h(x) < oco.

z—at

Entao h(x) é limitado superiormente em (a, b], isto é, existe L > 0 tal que h(z) <
L,Vz € (a,b].

Lema 4: Seja h(z) uma funcido continua e maior que 0 em [b, c0) tal que

lim h(z) < oo.

T—r00

Entéo h(z) é limitado superiormente em (a, b], isto é, existe L > 0 tal que h(z) <

L,Vx € [b,00).

Queremos demonstrar que:

a/ 1+a n n
/ qu pree! {Ht?¢_1}exp{—ua2t?}d9 < 00

i=1 i=1
em que 0 = (¢, u, ) e A= {(0,00) x (0,00) x (0,00)} é 0 espago paramétrico de 6.
anféfa/(l%mz) - { o 1} { }
Como ———————p" ¢ ST, 677 pexp {—p* X0 t&} > 0 sempre, pelo teo-
oT(¢)" ' 1

rema de Tonelli (ver Folland, 1999) temos que

n—*—a/ (1+a) n n
:/ preel {Ht?¢_l}exp{—ua2t?}d9
2 ¢F , =

=1

00 00 ooanféfa/ (14+a) n 1 n
// T pree—l {H 100" } exp {—,uo‘ > tf‘} dudgdao.
000

i=1 i=1

Assim, primeiramente por (5.3), veja que

n—*—a/ (1+a) n n
/ preo—l {H t?‘bl} exp {—,ua Z tf‘} dp =
qbr ) =1

=1

n—

(0%

—a/(1+a) b1 o0 ) n
¢{Ht }/ H exp{‘“azt?}d“:

Oén—ﬁ—a/(l-l-a) b1 F(ngb)
oL ( {Hf }@?1 )"

D=

w
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Assim, segue que

TTa" 20 (2 ) T(ng)
ds = Col(o)n £ 1}d da = 514 s34+ 83+ 84 B.1
Onde L1 n_g_( a ) ( )
0% 2 14+« n _ 1’\ n¢
= t?‘¢ 1} d 7
! 0/0/ oL ()" {131 OO s pda
oo 1 n_é_ @
a2 U [ as- I'(ng)
= 5 1} doda,
N 1/0/ oL (¢)" {1;[1 (S, )" P
1 oo n7§7 103
a2 0 [ ag- I'(ng)
- 5 1} doda,
K / / or(9)" {H ey

Assim, para mostrarmos que ds < 0o, basta mostrarmos que s; < 00, S3 < 00,

§3 < 00 € que §4 < 0.

Consideremos inicialmente o caso si:

T
Claramente m ¢ continua em (0, 1]. Juntando este fato ao limite obtido em
nol'(ng) . L nol'(ng)
(A.4) temos que ————— satisfaz o Lema 3, isto é existe L; > 0 tal que ————= <
(oL(9))" 1 (oL(9))"

L,V € (0,1]. Desta forma,

NG o Ly

oo
Lembremos também, por (A.6) que, dado q(a) = log (z_nlz), entdo q(a) > 0,

i=10i

e, por (A.7) temos:
1T, B
L = epl(—a(@) (B3
=1 "1

Assim, segue por (B.2 e B.3) que

1

[ adoges T i) Soe 1 L nte)?
/an 2" (1+a) (”Cb)( i=1 z) — d¢</0&n 2 (1+4a) i¢n—2@d¢
0

o) (o L mne”
neg
3 « 1 n/TI? @
_ Ll a/n_ﬁ_ (1+0a) /¢n—2 HZ:l tl dgb
n ([T i) 5 i 6
3 «a 1
Ll n—§—

(1+a) /gb"‘Q exp (—noq(w)) do

0

= ——«
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L
Tomando ¢; = ﬁ e utilizando a mesma integragao realizada em (A.8),
n ‘1 Ug
segue que =
/1 ni-tae L00) (M 0™, L e >/1¢"‘2 (—néa(a))do
e} a - — a exp (—no qlo
) oI'(p)" (X0t ¢ n (ITiz, ti) 5
3 « _
_ ClOén_E_(1+a) 7(” 17 nq(a))
(nq(a))

(B.4)

Agora queremos avaliar a integral da expressao anterior em relacdo a « variando

de 0 a 1. Para isto, primeiramente observemos que:

. Y izt | ny
0}1)%1‘* q(a) = Oéhﬁ%l+ log (m = log <1> = log(n) > 0. (B.5)
Assim, também:

(- 1Linq(a)) _ y(n—1,nlog(n)
A @yt (nlog) T (B6)

7(?7/ - 17 nq(a))
(nq(a))*
P)/(n - 17 nq(Oé))

Assim, como

¢ continuo em (0, 1], entdo pelo Lema 3 temos que

existe Ly > 0 tal que < Ly, Yo € (0,1].
(nq(a))™!

Agora, é facil ver que, para a > 0, n — % — (ﬁfa) é descrescente em funcao de «,
pois —ﬁ =-—-1+ H#a Disto segue que, para a > 0 temos que n — % — (1j_‘a) <n-— %
Logo,

3 « 3
— = — <n-—— > 0. B.7
n- g Ty n—g, paraa (B.7)
Segue entao que:
[ a2 y(n—1nq(a) [
/cloz 2 (I+aq) —da < cng/a”’ﬁda < 00, (B.8)
J ()" J

Consideremos agora o caso $y:
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Por (B.4) temos que

[ i T(ng) (I t)* 32 q(n = 1,nq(e))
"5 Uta) i=1"% d "2 (I+a) i .
0/a SL(P)" (S, )" vsaa (na(a))

Agora queremos avaliar a integral da expressao anterior em relacao a a de 1 a oo.

Para isto, primeiramente observemos que, por (A.11) temos:

i 4 o
a—r00 «
Logo,
. o 1
lim —— = — < 0.

a—00 q(a) v

Assim, como é continuo em [1, 00) segue pelo Lema 4 que existe Ls > 0 tal

0]
q(a)
que

« 1 Lg
— < L3 —— < — Vae|l,0).
a@ < gl ST s e

Agora, por (A.14) temos que:

lim y(n —1,nq(a)) =T'(n—1) < 0.

a—0o0

Assim, como y(n — 1,nq(«)) é continuo em [1,00) segue pelo Lema 4 que existe

L, > 0 tal que v(n — 1,nq(a)) < Ly.

Por outro lado, temos que

a 11 1
T (14a) 1 a1l 1 1 1 1
a—00 a_ (0% oo (0% oo a— 00
. a U+e) .
Assim, como —— ¢ continua em [1,00), pelo Lema 4, temos que existe L > 0
a
tal que
q (4a) o ) ho3__« 5
< Lysa 1+ <7 Lysa 2 0+ <a" 205 Va € [1,00). (B.9)
Temos entao que:
® .3 _a 1 7 5/ Ly\"!
/cmz 2 (1+a)’Y(n ,HQ(Q))da < cl/L5a"_2L4 (3) da
: (wae)) ! : na
c1LsLyL5! 1
1 n:?) /—3da < 00
n 1 a§
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Logo

o

Fra"20a (o D(ng)
52_/ / o (o) {Hlt }(zy_ltg)"¢d¢da

1
< /Clang(lia) ’Y(n — ]_,HQ(Oé))
1

da < 00.

(n ()"

Consideremos agora o caso ss:
Sabemos pela aproximagcao de Stirling que:
I'(2)

lim ————— =1

Z— 00 =
V2rzZF 2%

de onde r
lim # =V2m.
Z—00 z—= _
27 2e7F
Assim temos que:
I'(ng)

(n(b)mb_%e*"d’ _ \/ﬁ _\/%1*”’

‘*}E&( r(9) ) v

1
PP 260

Mas, simplificando a expressao, obtemos

_ Tng)
1
(n¢)n¢_§ e " = n%n—n¢¢_nT_1 M

( T'(¢) )” L()n

1
PP 2

Assim segue que

na [ -n
¢11_)H010 n "¢ T FEZJ)@ —n 3V2r " < oo

E, como n*mf’gb—"T—l f,gg;@ é continua em [1,00), segue que pelo Lema 4 que existe

Lg > 0 tal que
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Assim, temos que:

Le o3 $)®
—9~ 1= 1 ) (b —
n o B.10
i=1 z—l tz ) ¢ ( )
0 ne
= 1 tza
CQOC T—n 1a d(b
i n 1= 1 tz

L

n -
=1 "

Como por hipétese nem todos ¢;’s sao iguais, temos que nem todos ¢*’s sao iguais,

é uma constante.

onde ¢y =

logo segue da desigualdade estrita das médias que:

1 & n ERAN I A 1 1
*Zt?> nHt? w>1@bg u > 0. (B.11)
iz i=1 ot YT,

L o

Logo, tomando p(a) = log | 2=="L | > 0, temos entéo:
VT

VI B VIL= B St
Tvn o = P log Tyn g | | =P log _\T/jtcé =exp (—p(a)).
=1 "

n &~i=1"

Assim segue que:

(B.12)

Agora queremos avaliar a integral da expressao anterior em relacdo a « variando

de 1 a oo.
t,
Primeiramente, tome, para cada 1 <i < n, u; = —————, assim pode-se verificar
n n 3
ot
que: '
e 1 &
q(a) = log u = log ( Zuf) .
I t N5
E que:

n

n t;
> log(u;) = log (21) =log(1) = 0.
i=1 i=1 ti
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Assim, segue que:

le log(u;)ug
log (£ 0 ug) |, =S e
lim p(a) _ (” 1 ) L:h lim Zi:l i
a—0t a2 o? a0+ 200
pn (S0 o)) (S ) — (S log(u)ug )
2 a—0+ ( ?:1U?)2
_In og(u)? — (S loa(w)? 10 los(u)? _
2 n? 2 n ’

13" o U; 2
pois para termos 21_1g<)
n

nunca acontece, pois por hipotese nem todos os t;’s sao iguais e logo nem todos os u;’s sdo

= 0 teriamos de ter log(u;) = 0 < w; = 1, Vi, o que

iguais.

Assim segue que:

Assim, como ¢ continua em (0, 1] segue pelo Lema 3 que existe L tal que

p(a)

a? 1
< L7§’ Ya € (0, 1]

p(a)

p(a)

Segue também que

< L; &

. T () N 12?:11(%(%')2
J ple) = i o5 —0xgEEIEEE

=0.

Por outro lado, por definicao, é facil provar que:

lim I'(s,z) =T'(s).

z—0t

Assim, segue que:

lim F<n;1,np(a)> :F(n_1> < 00.

a—0t 2

Assim, como I' (%_l,np(a)) é continua em (0, 1], pelo Lema 3 existe Lg tal que

r (%,np(a)) < Lg,Va € (0,1].
Por outro lado, observe que:
= 1 % 1\!
Jim o T = i ()= (5) 0

o
Assim, como o (1+®) ¢ continua em (0, 1] entdo pelo Lema 3 existe um Lg > 0 tal
6]

que a (+e) < Lo Vo € (0,1].
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Segue entao:

1 1 n—1
o I'(%= L 2
/CQan_%_lTa Le 2 ,n) p(a ))da < CQ/LQO& %Lg (7) do
0

(np(a))™= no®
. (B.13)
LogLgL T
< Glotsr ,ﬁl T /a‘éda < 00,
n 2z
pois [ a~zda < 0o
Logo
1 oo ”*%*(13-[ ) n I
sy://a _ {Hﬁwl} nmwmem
= oI'(o) i=1 (i, 1)
1
o D(22
</C2a"*%*1+a (%5 ,npﬁ) do < 00
) (np(a))
Consideramos agora o caso S4:
Por meio dos resultados obtidos em (B.10 e B.12) temos que
[ b T o) o T(25t
[ar 2w (n0) (ILiy )wd¢<@a 3Ha(2’”%)) (B.14)
1 oL@ (S ) (np(a))™=

L o
onde p(«) = log (W) > 0.

VL= lt?

Agora queremos avaliar a integral da expressao (B.14) em relagdo a « variando de

1 & oco. Por (A.11) sabemos que:

limM:U>0.

a—00 07
n o
onde q(«a) = log (Zzl’) > 0.
v I

Lyt 1
Como pla) = log (ﬁ) log () + log (tt) = log () + a(a),

entao segue que:

log (£) + q(a 1
lim@:hm (") ():0+U:v>0(:>hm&:—<oo.
a—00 0% a—00 0% a—00 p(a) v
Assim, como ( ) é continua em [1,00), pelo Lema 4, existe Lig > 0 tal que
1 1
. < Lijp & —— < Ljy—,Va € [1,00).
p(a) p(a) a

Também, de (A.12), temos que:

lim p(a) = lim (log (i) + q(a)> = 00. (B.15)

a— 00 a—0o0
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E um limite conhecido, que pode ser provado diretamente da defini¢ao através da

regra de L’hopital, que:

r
lim (Sl’x) —1.
T—00 ppS—le—%
De onde: . 2 o
i L&) o LD gy
z—o0 pstl-n z—oo0 et ps—le—w

Assim, em especial, como lim,_,,, p(a) = 00, temos
(%=L npla
alglgo ( - ”‘1(+1)>n
(np(e)) 2
r (25t np(a))
(np(a)) =

=0<

Deste modo, como ¢ continuo em [1, 00) entao pelo Lema 4, temos

que existe Ly tal que

g <1121’?Z_Ii(oi)) <Ly & — T -
(np(e)) = 77" (np(a)) = (np(a))

Também, por (B.9) temos que:

n_S___ 5
a 2 (+a) < [a"72 para o > 1.

Assim, temos que:

7 o (2t 1
/cza”_%_lw ( np( ))da < 02/L5a 2L117Hda
f (np(a))™= (np(a))
b 5 (L n—1
< 02L5L11/Ozn_§ <10) do
no

1

—1 ©©
coLsLqy LY, _3
= —m/a 2da < 00,
1

nn—1
. o0 _3
pois [T a 2da < oo.

Deste modo:

Portanto, temos que: s; < 00, $9 < 00,83 < 00 € §4 < 00, de modo que:

o0 R n_§ lia T(n
// {Ht“¢ 1}(n<i))m>d¢da:51+32+53+54<00
0

i=1 "%

como queriamos demonstrar.
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APENDICE C - Outros métodos para se

obter valores iniciais

Neste anexo, dois métodos foram desenvolvidos para se obter bons valores inici-
ais para serem utilizados nos métodos de estimacao da distribuicao gama generalizada,
considerando-se observagoes censuradas. Os métodos estao disponiveis em anexo, pois os
mesmos nao retornaram bons resultados, mostrando-se inadequados para solucionar o

problema proposto.

Método 1

Discutimos na secao 4.3.1 que ao utilizarmos observacoes censuradas, as equagoes
de verossimilhanga (3.13, 3.14 e 3.15) nao podem ser simplificadas similarmente, como foi
feito nas equagoes de verossimilhanga (3.2, 3.3 e 3.4). Desta forma, as equagoes obtidas
considerando-se observacoes censuradas sao muito instaveis e as estimativas obtidas de

o, v e a podem depender dos valores iniciais, utilizados no método iterativo.

Valores preditos para as observacgoes censuradas podem ser aproximados utilizando-
se uma distribui¢do exponencial (5.1). Outra abordagem serd obter os valores preditos
para as observacoes censuradas utilizando-se a distribuicado Weibull. Uma forma de se

obté-los sera descrita através dos seguintes resultados:

Shawky e Bakoban (2009) mostram que se X é uma variavel aleatoria absolutamente

continua e se podemos escrever F(z) como

F(zr) = [ag(z) + ], (C.1)
entao .
EIX|X = a") = — {cgb(:p*) _ Cb‘] . (C.2)

. z\“
Se considerarmos a = —1,b=1,c =1 e exp (— (5) ) tem-se que

ro-[eom(- ()i [

que é f.d.a. da distribuicao Weibull. Entao podemos encontrar a esperanca condicional

E[X|X =2"] = ; [exp (— <Z>a> + 1] . (C.4)

utilizando-se
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Para obter os valore de a e 5 utilizam-se os estimadores de maxima verossimilhanga
Qe B baseado nos dados completos. Desta forma, utilizando-se a equagao (C.4), obtemos

valores aproximados para as observacoes censuradas t*.

Utilizando-se as observagoes completas e as preditas, através das equagoes (3.7,
3.8 e 3.9), encontramos os valores iniciais ¢, i e &. Estes valores obtidos podem ser
utilizados para inicializacdo dos métodos iterativos, fazendo com que, ao consideramos

dados censurados, obtenhamos as estimativas para ¢, p e a.

Método 2

Seja Ty, ..., T, uma amostra aleatoria com T ~ GG(a, p, ¢), considerando obser-

vagoes com censura tipo I, a funcao de verossimilhanga é dada por

d, dag

wose) = T T e foe o T G ()

A fungao gama incompleta superior pode ser aproximada (veja por exemplo,
Abramowitz and Stegun, 1970) por
> T(s)z™*

D(s,z) =a% " T

> o 2] — oo. (C.6)

Desta forma, obtemos uma aproximagao de I'[¢, (ut;)*] através de

['(¢) I'(¢)

1o, ()] = (uta) eV 1+ e e+ T — 2y

T N (X0

Como estamos considerando estimativas preliminares de ¢, i1 e «a, iremos utilizar o

primeiro elemento da aproximacao.

Lo, (uti)*] 22 (ut;)*ert)". (C.8)

Através da aproximagao (C.8), a fungao de verossimilhanga (C.5) passa a ser dada

por

d, na(¢—1)+da n
L(6;t) %’a’urwlexp{(agb—l Zélogt + a(¢ Z logt}
i=1 i=1

X exp {—,ua Z 5iti°‘} .
i=1

(C.9)

A distribuicao a posteriori conjunta para ¢, u e « , utilizando-se a distribuicao a

priori obtida pela regra de Jeffreys, é proporcional ao produto da fungdo de verossimilhanca
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(C.9) e da distribuicao a priori (4.9), resultando em

d—1 Iuna(qb—l

)+da—1 n
pr(6, 1, alt, 8) o™ T (o) eXp{—u“Z&tﬂ} X

X exp{(o«b—l > bilogt; +ale—1)> (1 logt}

i=1 i=1

(C.10)

A distribuicao a posteriori conjunta para ¢ e a é obtida através de

d—1 n
1, alt, 8) x— { 1) dilogt; + )1 t}
Pr(9; 1, alt, ) 5T P (ao Zl ogt; + af ; ) log

/ Mnoc((b 1)+da— lexp{ m Zét }d,u

=1

(C.11)
Utilizando-se o resultado (5.3) e apés algumas manipulagdes algebricas obtemos

que
a®?T'(n(¢ — 1) +d)
ONEL TR

Xexp{(agb—l Z(Slogt + a(o 21—5 logt}
=1

i=1

pr(6, alt,d)

(C.12)

em que d=Y", =0;.

O logaritmo da distribuicao a posteriori conjunta de o e ¢ é dado por

log (pr(a, 9[t, 8)) = (d — 2)log(a) + log (T(n(¢ — 1) 4 d)) — nlog (T'(¢))

n

~ (¢ —1) +d) log (Z ) (ap —1) 25 logti (13

1) > (1 - 6;)logt; — log(e).

1=

—_

As derivadas parciais de primeira ordem do log (pr(®, a|t, d)), com respeito a « e

¢, sao dadas respectivamente por

Olog (pr(¢, alt,d)) d—2 (n (¢—1)+d) iny U5 log t; -

a& « =1 t? ¢; o
§ (C.14)
1) (1 —6)logt;

=1

9 log (pr(c, o[t))
99

(a6~ 1)+ d) = 5~ w(6) — nlog (z t?)

=1

+ad 6 log(t;) +ad (1 —6)log(t),
=1

i=1
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Por meio de algumas manipulagoes algébricas a equagao (C.14) pode ser reescrita
através de 49
T_( n(¢p —1) +d) A—l—(bZlogt +Z (1—46

;) log t; (C.16)
1
em que A = %.
i1t
As modas ¢ e & da distribuicado a posteriori conjunta pr(a, ¢|t,d) sdo obtidas
resolvendo-se as seguintes equagoes:
dlog (pr(a, 9It, 6)) _ 0log (pr(c, ¢[t,0)) _
=0 e =0.
Oa ¢
Resolvendo 0log (pas(a, ¢|t)/ Do, obtemos a equagao
~ d—2 n 1—521 t; —d)A
§— & — Xl o) logti + (n = d)A (C.17)
nA —>"  logt;
Resolvendo 0log (py(a,

|t)/ D¢, obtemos & substituindo-se ¢ por ¢ e resolvendo-se
a seguinte equacao em «, dada por

_ 1 3 n
h@) =10l = 1) 4-d) = 5 = () — nlog (31
FaXhloslt) +ad (-

(C.18)
d;) log(t;)-

Utilizando-se métodos iterativos como Newton-Raphson obtemos os valores de &

Substituindo-se & na equacao (5.8), encontra-se ¢. O valor inicial de p pode ser obtido
resolvendo-se a equacao

Olog (pr(d, 11, alt))  (na(d

—1)+da MPLE
— ~)+ Oé) _dﬂaflztzazo
O H i=1

e ap6s algumas manipulagao algébricas

D=

p (W) | (C.19)

No entanto o método nao retornou boas estimativas
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APENDICE D - Programas Utilizados

Analise Classica Considerando Dados Completos

Algoritmo desenvolvido no R para calcular as estimativas das médias e desvios-
padrao dos EMV’s encontrados para 1000 amostras de tamanho n = (50, 100, 200), com
diferentes valores de 6.

rm(1list=1s(all=TRUE))

library(maxLik) #biblioteca para o comando maxLik
require(rootSolve) #biblioteca para o comando multiroot

require (VGAM) #biblioteca para gerar valores da gama generalizada

require(micEcon)

#i###H##H##H# Declarando as variaveis e alguns parametros #########H####

pfi <- 2 # Parametro fi para gerar valores na GG

pmi <- 1 # Parametro mi para gerar valores na GG
palfa<- 0.5 # Parametro alfa para gerar valores na GG
n <- 100 # Tamanho da amostra

B <- 1000 # Qtd de estimativas que serdo calculados

set.seed(2013)
0<-0 # Contador de iteragdes
ite<-0 # Contador de iteragdes

########H# tamanho das matrizes que armazenarao estimativas#H#####

emv <- matrix(nrow=B,ncol=3)
raizes <- matrix(nrow=B,ncol=3)
pcl<-rep(0,times=B)
pc2<-rep(0,times=B)
pc3<-rep(0,times=B)

HEHHHHHAHARAR Funcdo para encontrar alfa ########

fdigamma<-function(theta2){

F<-NULL

F<-log(theta2)- (1/(2%theta2))- (1/(12x(theta272))) + (1/(120*(theta274))) - (1/(252*(theta276)))
return(F)

}

sistema<-function (alfa)

{

F<-NULL

fi<-NULL

u<-NULL

u<- (1/alfa)*(n)/(sum((t~alfa)*log(t))-(sum(t~alfa)*sum((log(t)))/n))
fi<-(1/alfa)*((sum(t~alfa))/(sum((t~alfa)*log(t))-(sum(t~alfa)*sum((log(t)))/n)))
F<-digamma(fi)-log(u) -(alfa*sum((log(t)))/n)

return(F)

}
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F<-function(x)
{
theta<-x[1]
mi<-x[2]
alfa<-x[3]
F<-matrix(nrow=3)
F[1]<- -n*digamma(theta)+n*alfa*log(mi)+alfa*sum(log(t))
F[2]<- (mi~alfa)*sum(t~alfa) - (nxtheta)
F[3]<- (mi~alfa)*sum((t~alfa)*log(mi*t)) -(n/alfa)-(n*theta*log(mi))-theta*sum(log(t))
return(F)

}

fisher<-function(fi,mi,alfa) {
F<-matrix(nrow=3,ncol=3)
F[1,1]1<- trigamma(fi)

F[1,2]<- alfa/mi

F[1,3]<- -digamma(fi)/alfa
F[2,1]<- alfa/mi

F[2,2]<- fi*x(alfa™2)/(mi"2)
F[2,3]<- -(1+fi*digamma(fi))/mi
F[3,1]<- -digamma(fi)/alfa
F[3,2]<- -(1+fi*digamma(fi))/mi
F[3,3]<- (1+2*digamma(fi)+fi*trigamma(fi)+(fi*(digamma(fi)~2)))/(alfa~2)
return(F)

}

#HHH Y Log da Verossimilhanga##################
loglike <- function(theta)

{

fi <- thetall]

mi  <- thetal2]

alfa <- thetal[3]

c<-(mi~alfa)*sum((t~alfa))

1<- nxlog(alfa)-n*log(gamma(fi))+(n*alfa*xfixlog(mi))+(alfaxfi-1)*sum(log(t))- ¢
return(l)

}
##HHH B RS Calculando #####H#H#HFHHBHFHFHHEHH#HE

### Comando try() faz com que mesmo que o programa encontre erro ele n3o pare de executar ###

while (0<B)
{

t<-rgengamma(n, scale = (1/pmi), d = palfa, k = pfi) ##Gera valores de uma dist. gama generalizada

aux<-multiroot(f=sistema, start=c(2)) #resolve a equagdo (12) do artigo
if (is.real (aux$root)& aux$root>0.1 & aux$root<30 & aux$root!="NaN")

{

alfa<-aux$root
fi<-(1/alfa)*((sum(t~alfa))/(sum((t~alfa)*log(t))-(sum(t~alfa)*sum((log(t)))/n)))
u<- (1/alfa)*(n)/(sum((t~alfa)*log(t))-(sum(t~alfa)*sum((log(t)))/n))
mi<-u~(1/alfa)

out=c(fi,mi,alfa)

FM<- try(fisher(out[1],out[2],out[3]))

IVFM<-try(solve (n*FM))

varfi<-try(IVFM[1,1])

varmi<-try (IVFM[2,2])

varalfa<-try(IVFM[3,3])

if (mi<30 & £i<30 & varfi>0 & varmi>0 & varalfa>0){

o<-o+1
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#Calcula a Probabilidade de Cobertura
c1<-gnorm(0.975,0,1)

iifi<-out[1]-ci*(varfi~0.5) ; isfi<-out[1]+clx*(varfi~0.5) ;
iimi<-out[2]-ci1*(varmi~0.5) ; ismi<-out[2]+cl*(varmi~0.5) ;
iial<-out[3]-ci*(varalfa~0.5) ; isal<-out[3]+cl*(varalfa~0.5) ;

if (iifi<=pfi & isfi>= pfi) pcllol<-1
if (iimi<=pmi & ismi>= pmi) pc2[o]l<-1
if (iial<=palfa & isal>= palfa) pc3[o]<-1
emv[o,]<- out #salva os valores iniciais
raizes[o,]<-F(out)
cat(o," " ite+l, "\n")
o}
ite<-ite+l
¥
raizesi<-rep(0,B)
for (i in 1:B)
for (j in 1:3)
raizesli[i]<-raizes[i,jl+raizes1[i]
HEHHHHHEE Impriml #####HHHEEEHEEEEEEE
mediaemv<-c(mean(emv[,1]),sd(emv[,1]) ,mean(emv[,2]),sd(emv[,2]) ,mean(emv[,3]),sd(emv[,3]))
round (mediaemv, 3)

probcob<-c(sum(pcl)/B,sum(pc2)/B,sum(pc3)/B)
round (probcob,4)*100

Analise Classica Considerando Dados Censurados

Algoritmo desenvolvido no R para calcular as estimativas das médias e desvios-

padrao dos valores iniciais 0 = (gg, fi, &) e dos EMV’s encontrados para 1000 amostras
de tamanho n = (50, 100, 200), com diferentes valores de 8 e observagdes censuradas.

library(maxLik) #biblioteca para o comando maxLik
require(rootSolve) #biblioteca para o comando multiroot

require (VGAM) #biblioteca para gerar valores da gama generalizada
require(micEcon)

require (MASS)

############H Declarando as variaveis e alguns parametros ############H##

old = options(digits=10)

pfi <- 4 # Parametro fi para gerar valores na GG

pmi <- 2 # Parametro mi para gerar valores na GG
palfa<- 2 # Parametro alfa para gerar valores na GG
n <- 200 # Tamanho da amostra

B <- 1000 # Qtd de estimativas que ser&o calculados
cen<-0.2

set.seed(2013)

0<-0 # Contador de iteragdes
ite<-0 # Contador de iteragdes
pcl<-rep(0,times=B)
pc2<-rep(0,times=B)
pc3<-rep(0,times=B)

#####H##H tamanho das matrizes que armazenarao estimativas######
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emv <- matrix(nrow=B,ncol=3)

valores<-matrix(nrow=B,ncol=3)

###HHHHH####E Fungdo para encontrar alfa ########

fdigamma<-function(theta?2){

F<-NULL

F<-log(theta2)- (1/(2*theta2))- (1/(12x(theta272))) + (1/(120*(theta274))) - (1/(252*(theta276)))
return(F)

}

sistema<-function (alfa)

{

F<-NULL

fi<-NULL

u<-NULL

u<- (1/alfa)*(n1)/(sum((w~alfa)*log(w))-(sum(w~alfa)*sum((log(w)))/n1))
fi<-(1/alfa)*((sum(w~alfa))/(sum((w alfa)*log(w))-(sum(w~alfa)*sum((log(w)))/n1)))
F<-digamma(fi)-log(u) -(alfa*sum((log(w)))/n1)

return(F)

}

HEHHHHRH R Log da Verossimilhanca###itit############H#
loglike <- function(theta)
{
fi <~ thetal[1]
mi  <- theta[2]
alfa <- thetal[3]
1<- dxlog(alfa)+(d*alfaxfi)*log(mi)-n*log(gamma(£fi))+(alfaxfi-1)*sum(delta*xlog(t))
-(mi~alfa)*sum(delta*(t~alfa))+sum((1-delta)*log(pgamma((mi*t) alfa,fi,lower=FALSE)*gamma(fi)))
return(l)
}
##HHH AR RS Calculando #######H#HHHHAHIHHHHH#H
### Comando try() faz com que mesmo que o programa encontre erro ele nfo pare de executar ###
while (o<B)
{
t<-rgengamma(n, scale = (1/pmi), d = palfa, k = pfi)
delta<-rep(1,n)
#Adiciona censura tipo I
y<-sample(1:n,n*cen)
for (j in 1:length(y)){
t[y[j11<-runif (1,0, tly[j11)
deltaly[jl11<-0
}
ti<-t
# Faz a previsdo utilizando weibull para os dados censurados
w<-NULL
c1<-0
for (i in 1:n){
if( deltali]==1) {
cl<-ci+1
wlc1l<-t[i]
} 3
ni<-length(w)
d<-sum(delta)
aux<-multiroot (f=sistema, start=c(3)) #resolve a equagdo (12) do artigo
if (is.real(aux$root)& aux$root>0.1 & aux$root<20 & aux$root!="NaN")
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{
alfa<-aux$root
u<- (1/alfa)*(n1)/(sum((w~alfa)*log(w))-(sum(w~alfa)*sum((log(w)))/n1))
fi<-(1/alfa)*((sum(w~alfa))/(sum((w"alfa)*log(w))-(sum(w~alfa)*sum((log(w)))/n1)))
mi<-u~(1/alfa)
estimador=c(fi,mi,alfa)
t<-t1
est=c(fi,mi,alfa)
res <- try(maxNR(loglike, start=c(est[1],est[2],est[3]),iterlim = 10))
out<- try(res$estimate)
varfi<-try(solve(-res$hessian) [1,1])
varmi<-try(solve(-res$hessian) [2,2])
varalfa<-try(solve(-res$hessian) [3,3])
#verificar se o método conseguiu encontrar o EMV, em alguns casos ele ndo conseguia e o programa parava.
if(is.real(out[1]) & varfi>0 & varmi>0 & varalfa>0)
if (out[11>0 & out[2]1>0 & out[3]1>0 & mi<30 & fi<30 & out[1]!="NaN" & out[2]'!="NaN" & out[3]!="NaN" )
o<-o+1
#Calcula a Probabilidade de Cobertura
c1<-gqnorm(0.975,0,1)

iifi<-out[1]-ci*(varfi~0.5) ; isfi<-out[1]+cl*(varfi~0.5) ;
iimi<-out[2]-ci1*(varmi~0.5) ; ismi<-out[2]+cl*(varmi~0.5) ;
iial<-out[3]-ci*(varalfa~0.5) ; isal<-out[3]+cil*(varalfa~0.5) ;

if (iifi<=pfi & isfi>= pfi) pcllol<-1

if (iimi<=pmi & ismi>= pmi) pc2[o]<-1

if (iial<=palfa & isal>= palfa) pc3[o]<-1

#Fim do calculo da probabilidade de cobertura
emv[o,] <- out

valores[o,]<- est #salva os valores iniciais
cat(o," "ite+l, "\n")
} 3

ite<-ite+1

}

HEHHHHHAHAARS Impriml ####HHHHHEHHEHEEEE
mediavalores<-c(mean(valores[,1]),sd(valores[,1]) ,mean(valores[,2]),sd(valores[,2]),
mean(valores[,3]),sd(valores[,3]))

round (mediavalores,3)

mediaemv<-c(mean(emv[,1]),sd(emv[,1]) ,mean(emv[,2]),sd(emv[,2]) ,mean(emv[,3]),sd(emv[,3]))

round (mediaemv, 3)

probcob<-c(sum(pcl) /B, sum(pc2) /B, sum(pc3)/B)
round (probcob,4)*100

Analise Bayesiana Considerando Dados Completos e Prioris Empiri-

cas

Algoritmo desenvolvido no R para calcular as médias e os desvios-padrao dos
valores iniciais e das estimativas das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras
simuladas de tamanho n = (50,100, 200), com diferentes valores de 6, utilizando-se a

distribuiciio a priori gama com o3 = (1,1,1), 03 = (¢, fi, @) e o3 = (10, 10, 10).

rm(1list=1s(all=TRUE))
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require (R20penBUGS) #biblioteca que faz a ligagdo entre o OPENBUGS e o R
require(rootSolve) #biblioteca para o comando multiroot
require (VGAM) #biblioteca para gerar valores da gama generalizada

require(coda) #Pacote para testar a convergencia dos MCMC

#Para utilizar o R20penBUGS é necessario utilizar uma versdo atualizada
#do R (2.15.3) e do OPENBUGS

B<- 1000 ### Numero de Estimativas

### Que serdo utilizar no OPENBUGS
cadeia<-600
thining<-15
Burnin<-100

indice<-cadeia-Burnin

#Declarando as variaveis

pfi <- 0.4 # Parametro fi para gerar valores na GG
pni <- 1.5 # Parametro mi para gerar valores na GG
palfa<- 5 # Parametro alfa para gerar valores na GG
n <- 50 # Tamanho da amostra

vp<-10 # Variancia das prioris

#Declarando vetores e contadores
emcmc <- matrix(nrow=B,ncol=3)
valores<-matrix(nrow=B,ncol=3)
old = options(digits=10)

o<-1

ite<-1

pcl<-rep(0,times=B)
pc2<-rep(0,times=B)
pc3<-rep(0,times=B)

mediaprior<- function(media,variancia) {
auxbeta<-media/variancia
auxalpha<-media*auxbeta

return(auxalpha)

}

varprior<- function(media,variancia) {
auxbeta<-media/variancia
return (auxbeta)

}

fdigamma<-function(theta2){

F<-NULL

F<-log(theta2)- (1/(2*theta2))- (1/(12x(theta272))) + (1/(120*(theta274))) - (1/(252*(theta276)))
return(F)

}

sistema<-function (alfa)

{
F<-NULL
fi<-NULL

fi<-((n-(3/2)+(alfa/(1+alfa)))*(1/alfa) -(1/((1+alfa)~2))*log(alfa))/
(((n*xsum((t~alfa)*log(t))/sum(t~alfa))-sum(log(t))))

F<- nxfdigamma(n*fi)+alfaxsum(log(t))-(1/fi)-n*fdigamma(fi)-n*log(sum(t~alfa))
return(F)
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set.seed(2013)

## Declando as distribuigdes a priori e posteriori no OPENBUGS ##
modelo<-function () {

for (i in 1:N) {

x[i] ~ dggamma(phi,mu,alpha)
}

phi ~ dgamma(phim,phiv)

mu ~ dgamma(mim,miv)

alpha~ dgamma(alpham,alphav)

while (0<=B)
{
HHAHEHSHGH SR B RHRH———— -—- —$H R

x<-rgengamma(n, scale = (1/pmi), d = palfa, k = pfi)
t<-x
aux<-multiroot (f=sistema, start=c(4))
if(is.real(aux$root) & aux$root>0.1 & aux$root<30 & aux$root!="NaN")
{
alfa<-aux$root
fi<-((n-(3/2)+(alfa/(1+alfa)))*(1/alfa) -(1/((1+alfa)”2))*log(alfa))/
(((n*sum((t~alfa)*log(t))/sum(t~alfa))-sum(log(t))))
mi<-((n*fi*alfa-1)/(alfa*sum(t~alfa)))~(1/alfa)
estimador=c(fi,mi,alfa)

phim<-mediaprior(fi,vp) ; phiv<-varprior(fi,vp)
mim<-mediaprior(mi,vp) ;  miv<-varprior(mi,vp)
alpham<-mediaprior(alfa,vp) ; alphav<-varprior(alfa,vp)

#Declarando valores iniciais do OpenBUGS

inits <- function(){

list(phi = fi, mu = mi, alpha = alfa)

}

R - -—- ———HHHH

#Declarando o vetor que conterad a amostra e as médias das distribuigdes a priori

N<-n

data<-list ( " s gt s Ilphimll s "phiV" s "mim" s "mivy" s "alpham" s "alphav")

HEHHH R - A

resultados<-bugs(data, inits, model.file = modelo,parameters = c("phi", "mu", "alpha"),

debug=FALSE ,n.burnin=Burnin,n.thin=thining,n.chains = 1, n.iter = cadeia,codaPkg = T)
codaobject <- read.bugs(resultados)

vphi<-NULL
vmi<-NULL
valfa<-NULL

for (i in 1:indice) {

vphi[i]<- codaobject[i,4][[1]]
vmi[i]<- codaobject[i,3][[1]]
valfa[il<- codaobject[i,1][[1]]
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prpi<-quantile(vphi, probs = 0.025, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)
prps<-quantile(vphi, probs = 0.975, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)
.025, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)
.975, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)
0.025, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)
0.975, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)

prmi<-quantile(vmi, probs =

o O

prms<-quantile(vmi, probs =

prai<-quantile(valfa, probs

pras<-quantile(valfa, probs

gel<-abs(geweke.diag(vphi)$z[1])
ge2<-abs (geweke.diag(vmi)$z[1])
ge3<-abs (geweke.diag(valfa)$z[1])

if (gel<1.96 & ge2<1.96 & ge3<1.96 & £i<30 & mi<30) { emcmc[o,1] <- mean(vphi);
emcmc [0,2]<- mean(vmi); emcmc[o,3]<- mean(valfa); valores[o,]<- estimador;
{
if (prpi<=pfi & prps>= pfi) pcllol<-1
if (prmi<=pmi & prms>= pmi) pc2[o]<-1
if (prai<=palfa & pras>= palfa) pc3[o]l<-1 };

cat(o," "ite," ",round (sum(pcl)/0,3)," ", round(sum(pc2)/0,3),
" ",round(sum(pc3)/0,3),"\n"); o<-(o+1);

+}
ite<-ite+1

}

mediavalores<-c(mean(valores[,1]),sd(valores[,1]) ,mean(valores[,2]),
sd(valores[,2]) ,mean(valores[,3]),sd(valores[,3]))

round (mediavalores,3)

estimativas<-c(mean(emcmc[,1]),sd(emcmc[,1]) ,mean(emcmc[,2]),
sd(emcmc[,2]) ,mean(emcmc[,3]),sd(emcmc[,3]))

round(estimativas,3)

probcob<-c(sum(pcl) /B, sum(pc2) /B, sum(pc3)/B)
round (probcob,4)*100

Para se utilizar outras distribuigoes a priori, devemos apenas trocar o modelo
utilizado no OPENBUGS, dados a seguir

modelo<-function () {

for (i in 1:N) {

x[i] ~ dggamma(phi,mu,alpha)
}

phi ~ dgamma(fi,1)

mu ~ dgamma(mi,1)

alpha~ dgamma(alfa,1)

}

modelo<-function () {

for (i in 1:N) {

x[i] ~ dggamma(phi,mu,alpha)
}

phi ~ dunif(al,bl)

mu ~ dunif(a2,b2)

alpha~ dunif(a3,b3)
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Andlise Bayesiana Considerando Dados Completos e Prioris Nao-

Informativas

Algoritmo desenvolvido no R para calcular as médias e os desvios-padrao dos
valores iniciais e das estimativas das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras
simuladas de tamanho n = (50, 100, 200), com diferentes valores de 6, utilizando-se as
densidades a posteriori obtidas por meio da prioriobtida pela Regra de Jeffreys Modificada.

require (VGAM) #biblioteca para gerar valores da gama generalizada
require(rootSolve) #biblioteca para o comando multiroot
require (msm)

require(coda)

set.seed(2013)

B<- 1000

#Valores que armazenardo informagdes sobre as iteragdes
o<-1

ite<-1

emcmc <- matrix(nrow=B,ncol=3)
valores<-matrix(nrow=B,ncol=3)

# suply the number of iteractiomns

R<-8500

n<-50

pfi <- 0.5 # Parametro fi para gerar valores na GG
pmi <- 0.5 # Parametro mi para gerar valores na GG
palfa<- 3 # Parametro alfa para gerar valores na GG
old = options(digits=20)

pcl<-rep(0,times=B)
pc2<-rep(0,times=B)
pc3<-rep(0,times=B)

#Condicional de alfa | phi , t

posteriorl <- function (a,fi,mi) {

likeh<- (n-0.5-(a/(1+a)))*log(a)+(n*axfi-1)*log(mi)+(axfi-1)*sum(log(X))-(mi~a)*sum(X~a)
posterior= likeh

return(posterior) }

#Condicional de phi | alfa , t

posterior3 <- function (a,fi,mi) {

posterior<- (n*axfi-1)*log(mi)+(a*fi-1)*sum(log(X))-log(£fi)-n*lgamma(£fi)
return(posterior) }

#Aproximagdo util para fungdo digamma

fdigamma<-function(theta2){
F<-NULL

F<-log(theta2)- (1/(2*theta2))- (1/(12x(theta272))) + (1/(120*(theta274))) - (1/(252*(theta276)))

return(F)

}
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# Sistema para Encontrar o valor de alfa

sistema<-function (alfa)

{
F<-NULL
fi<-NULL

fi<-((n-(3/2)+(alfa/(1+alfa)))*(1/alfa) -(1/((1+alfa)~2))*log(alfa))/
(((n*sum((t~alfa)*log(t))/sum(t~alfa))-sum(log(t))))

F<- n*fdigamma(n*fi)+alfa*sum(log(t))-(1/£fi)-n*fdigamma(fi)-n*log(sum(t~alfa))
return(F)

}
#Lago de repetigédo

while (0<=B)

{
# dimension of parameters
alpha<-length(R+1)
mi<-length(R+1)
k<-length(R+1)

#Gerando valores da Gamma Generalizada

X<-rgengamma(n, scale = (1/pmi), d = palfa, k = pfi)

#Encontra os Valores iniciais que ser8o utilizados nas distribuigdes auxiliares
t<-X

aux<-multiroot (f=sistema, start=c(4))

if (is.real(aux$root)& aux$root>0.1 & aux$root<30 & aux$root!="NaN")

{

inialpha<-aux$root

inifi<-((n-(3/2)+(inialpha/(1+inialpha)))*(1/inialpha) -(1/((1+inialpha)~2))*log(inialpha))
/ (((n*sum((t~inialpha)*log(t))/sum(t inialpha))-sum(log(t))))
inimi<-((n*inifi*inialpha-1)/(inialpha*sum(t~inialpha)))~(1/inialpha)

estimador=c(inifi,inimi,inialpha)

sdfi<-0.5
sdmi<-0.5
sdalpha<-1
#Valores Iniciais
alpha[1]<-inialpha
mi[1]<-inimi
k[1]<-inifi

#Contador de valores aceitos

cl<-rep(0,times=R)
c2<-rep(0,times=R)
c3<-rep(0,times=R)

## Realizando o M-H hibrido
al<-0 ; a2<-0 ; a3<-0 ; i<k-1

while (i<=R) {

if (i<1) i<-1

propl<-rtnorm(1,inialpha,sdalpha,lower=0, upper=Inf)
ratiol<-posterioril(propl,k[i],mi[i])-posteriori(alphali],k[i],mi[i])+log(dtnorm(alphali],
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mean=inialpha, sd=sdalpha, lower=0, upper=Inf, log

mean=inialpha, sd=sdalpha, lower=0, upper=Inf, log

alphail<-min(1,exp(ratiol))
ul<-runif (1)

if (ul<alphal & alphal!="NaN" & alphal!="Inf" & alphal!="-Inf") {alpha[i+1]<-propl ;

c1[i]<-0 ; al<-0} else { alphali+1]<-alphali] ;

al<-al+1; ci1[il<-1 }

prop3<-rtnorm(1l,inifi,sdfi,lower=0, upper=Inf)

ratio3<-posterior3(alphali+1],prop3,mi[i])-posterior3(alphali+1],k[i],mi[i])+
log(dtnorm(k[i], mean=inifi, sd=sdfi, lower=0, upper=Inf, log = FALSE))-log(

dtnorm(prop3, mean=inifi, sd=sdfi, lower=0, upper=Inf, log = FALSE))

alpha3<-min(1,exp(ratio3))
u3<-runif (1)

if (u3<alpha3 & alpha3!="NaN" & alpha3!="Inf" & alpha3!="-Inf") {k[i+1]<-prop3 ;
c3[i]<-0 ; a2<-0} else { k[i+1]<-k[i]

a2<-a2+1; c3[il<-1 }

ppmi<-(sum(t~alphali+1])~(1/alphal[i+1]))

ppfi<-nxk[i+1]

prop2<-rtnorm(1,inimi,sdmi,lower=0, upper=Inf)

ratio2<-dgengamma(prop2, scale = (1/ppmi), d = alphal[i+1], k = ppfi, log =TRUE)-

dgengamma (mi[i], scale = (1/ppmi), d = alphal[i+1], k = ppfi, log =TRUE)

+dtnorm(mi[i], mean=inimi, sd=sdmi, lower=0, upper=Inf, log = TRUE)-

dtnorm(prop2, mean=inimi, sd=sdmi, lower=0, upper=Inf, log = TRUE)

alpha2<-min(1,exp(ratio2))
u2<-runif (1)

if (u2<alpha2 & alpha2!="NaN" & alpha2!="Inf" & alpha2!="-Inf") {mi[i+1]<-prop2 ;
c2[i]<-0 ; a3<-0} else { mil[i+1]<-mil[i]

a3<-a3+1 ; c2[i]<-1 }

if(a1==40 | a2==40 | a3==40 ) {i<-i-50; al=0 ; a2=0

i<-i+1

}

nac<-length(c3)
vphi<-k[seq(1000,R,15)]

vmi<- mi[seq(1000,R,15)]
valfa<-alpha[seq(1000,R,15)]

old = options(digits=5)
acel<-(1-sum(c3)/nac)

ace2<- (1-sum(c2)/nac)

ace3<- (1-sum(cl)/nac)

atc1<- mean(acf (vphi,plot=F)$act)
atc2<- mean(acf (vmi,plot=F)$act)
atc3<- mean(acf(valfa,plot=F)$act)
gel<-abs(geweke.diag(vphi)$z[1])
ge2<-abs (geweke.diag(vmi)$z[1])
ge3<-abs (geweke.diag(valfa)$z[1])

prpi<-quantile(vphi, probs = 0.025, na.rm
prps<-quantile(vphi, probs = 0.975, na.rm

prmi<-quantile(vmi, probs

]
o O

prms<-quantile(vmi, probs

prai<-quantile(valfa, probs

pras<-quantile(valfa, probs

.025, na.rm
.975, na.rm
0.025, na.rm
0.975, na.rm

FALSE,names
FALSE,names
FALSE,names =
FALSE ,names =
= FALSE,names
= FALSE,names

;a3=0}

FALSE,type
FALSE, type
FALSE, type
FALSE, type
= FALSE, type
= FALSE, type

FALSE) ) -log(dtnorm(propl,
FALSE))

7)
7)

7)
7)

7)
7)
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if (acel>=0.10 & acel<=0.5 & ace2>=0.10 & ace2<=0.5 & ace3>=0.10 & ace3<=0.5 &
inifi<30 & inimi<30 & gel<1.96 & ge2<1.96 & ge3<1.96 ) {
emcmc [0,1] <- median(vphi); emcmc[o0,2]<- median(vmi); emcmc[o,3]<- median(valfa);
valores[o,]<- estimador;

{

if (prpi<=pfi & prps>= pfi) pcllol<-1

if (prmi<=pmi & prms>= pmi) pc2[o]<-1

if (prai<=palfa & pras>= palfa) pc3[o]<-1

};
cat(o," ",ite," ",round(sum(pcl)/0,3)," ",round(sum(pc2)/0,3)," ",
round (sum(pc3)/0,3),"\n");0<-(o+1);
}
cat(o-1," "ite," ",round(sum(pcl)/(o-1),3)," ", round (sum(pc2)/(o0-1),3),
" ",round (sum(pc3)/(o-1),3)," ",round(acel,3)," ",round(ace2,3)," ",

round(ace3,3),"\n");
} ite<-ite+1
}
mediavalores<-c(mean(valores[,1]),sd(valores[,1]) ,mean(valores[,2]),sd(valores[,2]),
mean(valores[,3]),sd(valores[,3]))
round (mediavalores,3)

estimativas<-c(mean(emcmc[,1]),sd(emcmc[,1]) ,mean(emcmc[,2]),sd(emcmc[,2]),
mean (emcmc [,3]) ,sd(emcmc[,3]))

round (estimativas,3)

probcob<-c(sum(pcl) /B, sum(pc2) /B, sum(pc3)/B)
round (probcob,4)*100

Analise Bayesiana Considerando Dados Censurados e Prioris Empi-

ricas

Algoritmo desenvolvido no R para calcular as médias e os desvios-padrao dos valores
iniciais e das estimativas das médias a posteriori encontradas para 1000 amostras simuladas
de tamanho n = (50,100, 200), com diferentes valores de @, utilizando-se a distribui¢ao

a priori gama com o = (1,1,1), 02 = (¢, i, @) e o2 = (10, 10, 10) e considerando dados

censurados.

rm(1list=1s(all=TRUE))
require (R20penBUGS) #biblioteca que faz a ligag8o entre o OPENBUGS e o R
require(rootSolve) #biblioteca para o comando multiroot

require (VGAM) #biblioteca para gerar valores da gama generalizada
require(coda) #Pacote para testar a convergencia dos MCMC
require (MASS)

#Para utilizar o R20penBUGS é necessario utilizar uma versdo atualizada
#do R (2.15.3) e do OPENBUGS

B<- 1000 ### Numero de Estimativas
### Que serdo utilizar no OPENBUGS
cadeia<-600

thining<-15

Burnin<-100
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indice<-cadeia-Burnin

#Declarando as variaveis

pfi <- 0.5 # Parametro fi para gerar valores na GG
pmi <- 0.5 # Parametro mi para gerar valores na GG
palfa<- 3 # Parametro alfa para gerar valores na GG
n <- 200 # Tamanho da amostra

cen<-0.2

vp<-10 # Variancia das prioris

#Declarando vetores e contadores
emcmc <- matrix(nrow=B,ncol=3)
valores<-matrix(nrow=B,ncol=3)
old = options(digits=10)

o<-1

ite<-1

pcl<-rep(0,times=B)
pc2<-rep(0,times=B)
pc3<-rep(0,times=B)

mediaprior<- function(media,variancia) {
auxbeta<-media/variancia
auxalpha<-media*auxbeta

return(auxalpha)

}

varprior<- function(media,variancia) {
auxbeta<-media/variancia
return (auxbeta)

}

fdigamma<-function(theta2){

F<-NULL

F<-log(theta2)- (1/(2*theta2))- (1/(12*(theta272))) + (1/(120%(theta274))) -
(1/(252*(theta276)))

return(F) }

sistema<-function (alfa)

{
F<-NULL
fi<-NULL

fi<-((n1-(3/2)+(alfa/(1+alfa)))*(1/alfa) -(1/((1+alfa) 2))*log(alfa))/
(((n1*sum((w~alfa)*log(w))/sum(w~alfa))-sum(log(w))))

F<- nil*fdigamma(ni*fi)+alfa*sum(log(w))-(1/fi)-n1*fdigamma(fi)-ni1*log(sum(w~alfa))
return(F) }

set.seed(2013)

model.file <- file.path(.path.package("R20penBUGS"), "model", "modelo.txt")
## Declando as distribuigles a priori e posteriori no OPENBUGS ##

while (0<=B)

{

HEHHHARHRRR AR -—= —#iHHH R H R R R R AR AR
t<-rgengamma(n, scale = (1/pmi), d = palfa, k = pfi)

w<-t

delta<-rep(0,n)
y<-sample(1l:n,n*cen)

for (j in 1:length(y)){
deltaly[jl]l<-runif(1,0,t[y[j11)
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wly[jl]<-deltaly[j]]
tly[jl1<- NA

}
w<-NULL
c1<-0

for (i in 1:n){

if (tis.na(t[i])) {
cl<-ci+1
wlc1l<-t[i]

X

ni<-length(w)

x<-t
aux<-multiroot (f=sistema, start=c(4))
if (is.real(aux$root) & aux$root>0.1 & aux$root<30 & aux$root!="NaN")
{
alfa<-aux$root
fi<-((n1-(3/2)+(alfa/(1+alfa)))*(1/alfa) -(1/((1+alfa)"2))*log(alfa))/
(((n1*sum((w~alfa)*log(w))/sum(w~alfa))-sum(log(w))))
mi<-((nix*fixalfa-1)/(alfa*sum(w~alfa)))~(1/alfa)
estimador=c(fi,mi,alfa)

phim<-mediaprior(fi,vp) ; phiv<-varprior(fi,vp)
mim<-mediaprior(mi,vp) ;  miv<-varprior(mi,vp)
alpham<-mediaprior(alfa,vp) ; alphav<-varprior(alfa,vp)

#Declarando valores iniciais do OpenBUGS
inits <- function(){
list(phi = fi, mu = mi, alpha = alfa)
}
I - - ——— R
#Declarando o vetor que contera a amostra e as médias das distribuigdes a priori
N<-n
data<-list("N", "x","delta","phim","phiv","mim","miv","alpham","alphav")
I - - ——— R

try(resultados<-bugs(data, inits, model.file,parameters = c("phi", "mu", "alpha"),

debug=FALSE ,n.burnin=Burnin,n.thin=thining,n.chains = 1, n.iter = cadeia,
codaPkg = T))
try(codaobject <- read.bugs(resultados))
if (is.real(codaobject[1,4]1[[1]]) & length(codaobject[,4]1[[1]1]1)==500) {
vphi<-NULL
vmi<-NULL
valfa<-NULL

for (i in 1:indice) {

vphi[il<- codaobject[i,4][[1]]

vmi[i]<- codaobject[i,3][[1]]

valfal[il<- codaobject[i,1][[1]]

}

if (var(vphi)!'=0 & var(vmi)!=0 & var(valfa)!=0) {

prpi<-quantile(vphi, probs = 0.025, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)
prps<-quantile(vphi, probs = 0.975, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)
prmi<-quantile(vmi, probs = =7

0.025, na.rm = FALSE,names = FALSE,type
0.975, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)
prai<-quantile(valfa, probs = 0.025, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)

prms<-quantile(vmi, probs

pras<-quantile(valfa, probs = 0.975, na.rm = FALSE,names = FALSE,type = 7)
gel<-abs(geweke.diag(vphi)$z[1])
ge2<-abs (geweke.diag(vmi)$z[1])
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ge3<-abs (geweke.diag(valfa)$z[1])

if (gel<1.96 & ge2<1.96 & ge3<1.96 & fi<30 & mi<30) { emcmclo,1] <- mean(vphi);
emcmc [0,2]<- mean(vmi); emcmc[o,3]<- mean(valfa); valores[o,]<- estimador;
{
if (prpi<=pfi & prps>= pfi) pcillo]<-1
if (prmi<=pmi & prms>= pmi) pc2[o]<-1
if (prai<=palfa & pras>= palfa) pc3[o]<-1

};
cat(o," "ite," ",round(sum(pcl)/o0,3)," ", round(sum(pc2)/0,3),
" ", round(sum(pc3)/0,3),"\n"); o<-(o+1);
}rr}
ite<-ite+1

}

mediavalores<-c(mean(valores[,1]),sd(valores[,1]) ,mean(valores[,2]),sd(valores[,2]),
mean(valores[,3]),sd(valores[,3]))

round (mediavalores,3)

estimativas<-c(mean(emcmc[,1]),sd(emcmc[,1]) ,mean(emcmc[,2]),sd(emcmc[,2]),
mean (emcmc[,3]) ,sd(emcmc[,3]))
round (estimativas,3)

probcob<-c(sum(pcl)/B,sum(pc2)/B,sum(pc3)/B)
round (probcob,4)*100

0 arquivo contendo as informagdes do modelo do OPENBUGS deve ser salvo
em um arquivo de texto (txt) na pasta ’’C:\Meus Documentos\Documentos\
R\win-1library\2.15\R20penBUGS’’.Contendo um dos modelos

disponiveis a seguir:

modelo<-function () {

for (i in 1:N) {

x[i] ~ dggamma(phi,mu,alpha)I(deltali],)
}

phi ~ dgamma(phim,phiv)

mu ~ dgamma(mim,miv)

alpha~ dgamma(alpham,alphav)

}

modelo<-function () {

for (4 in 1:N) {

x[i] ~ dggamma(phi,mu,alpha)I(deltali],)
}

phi ~ dgamma(fi,1)

mu ~ dgamma(mi,1)

alpha~ dgamma(alfa,1)

}

modelo<-function () {

for (i in 1:N) {

x[i] ~ dggamma(phi,mu,alpha)I(deltalil,)
}

phi ~ dunif(al,bl)

mu ~ dunif(a2,b2)
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alpha~ dunif (a3,b3)
}
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APENDICE E - Bayesian Inference for

Two-Parameter Gamma Distribution Assuming

Different Noninformative Priors

A distribuicao gama é um modelo flexivel que possibilita obter bons ajustes a

diversos problemas.

Diferentemente da distribuicao gama generalizada, inferéncias podem ser facilmente

obtidas para a distribui¢do gama utilizando as duas abordagens (cléssica e Bayesiana).

Com o objetivo de estudar um modelo mais simples obtido da distribuicao gama
generalizada. Neste artigo foram investigados os efeitos de diferentes distribuigoes a
priori nao-informativas nas estimativas a posteriori da distribui¢cao gama. Para isto serao
apresentadas inferéncias baseadas em dados simulados. Uma aplicagao com dados de

confiabilidade também sera apresentada.

O artigo foi publicado pela Revista Colombiana de Estadistica com o titulo "Baye-
sian Inference for Two-Parameter Gamma Distribution Assuming Different Noninformative

Priors” e pode ser acessado através do link:

http://www.emis.de/journals/RCE/V36/v36n2a09MoalaEt Al2.pdf



Revista Colombiana de Estadistica
Diciembre 2013, volumen 36, no. 2, pp. 321 a 338

Bayesian Inference for Two-Parameter Gamma
Distribution Assuming Different Noninformative
Priors

Inferencia Bayesiana para la distribucion Gamma de dos parametros
asumiendo diferentes a prioris no informativas

FERNANDO ANTONIO MoaLA?, PEDRO Luiz RamosP,
JORGE ALBERTO ACHCAR?®

IDEPARTAMENTO DE Estapistica, Facurtap DE CIENCIA Y TECNOLOGIA, UNIVERSIDADE
EstabuaL PaurisTA, PRESIDENTE PRUDENTE, BRASIL

2DEPARTAMENTO DE MEDICINA SocIAL, FACULTAD DE MEDICINA DE RIBEIRAO PRETO,
UNIVERSIDADE DE SA0 PauLo, RiBEIRAO PrRETO, BRASIL

Abstract

In this paper distinct prior distributions are derived in a Bayesian in-
ference of the two-parameters Gamma distribution. Noniformative priors,
such as Jeffreys, reference, MDIP, Tibshirani and an innovative prior based
on the copula approach are investigated. We show that the maximal data
information prior provides in an improper posterior density and that the
different choices of the parameter of interest lead to different reference pri-
ors in this case. Based on the simulated data sets, the Bayesian estimates
and credible intervals for the unknown parameters are computed and the
performance of the prior distributions are evaluated. The Bayesian analysis
is conducted using the Markov Chain Monte Carlo (MCMC) methods to
generate samples from the posterior distributions under the above priors.

Key words: Gamma distribution, noninformative prior, copula, conjugate,
Jeffreys prior, reference, MDIP, orthogonal, MCMC.

Resumen

En este articulo diferentes distribuciones a priori son derivadas en una in-
ferencia Bayesiana de la distribucién Gamma de dos parametros. A prioris no
informativas tales como las de Jeffrey, de referencia, MDIP, Tibshirani y una
priori innovativa basada en la alternativa por copulas son investigadas. Se
muestra que una a priori de informacion de datos maximales conlleva a una a
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posteriori impropia y que las diferentes escogencias del parametro de interés
permiten diferentes a prioris de referencia en este caso. Datos simulados per-
miten calcular las estimaciones Bayesianas e intervalos de credibilidad para
los parametros desconocidos asi como la evaluacion del desempeno de las
distribuciones a priori evaluadas. El analisis Bayesiano se desarrolla usando
métodos MCMC (Markov Chain Monte Carlo) para generar las muestras de
la distribucién a posteriori bajo las a priori consideradas.

Palabras clave: a prioris de Jeffrey, a prioris no informativas, conjugada,
copulas, distribucion Gamma, MCMC, MDIP, ortogonal, referencia.

1. Introduction

The Gamma distribution is widely used in reliability analysis and life testing
(see for example, Lawless 1982) and it is a good alternative to the popular Weibull
distribution. It is a flexible distribution that commonly offers a good fit to any
variable such as in environmental, meteorology, climatology, and other physical
situations.

Let X be representing the lifetime of a component with a Gamma distribution,
denoted by I'(«, 8) and given by

«

B
INa)

flz|a,pB) ' exp{—pz}, for all z > 0 (1)

where a > 0 and # > 0 are unknown shape and scale parameters, respectively.

There are many papers considering Bayesian inference for the estimation of
the Gamma parameters. Son & Oh (2006) assume vague priors for the param-
eters to the estimation of parameters using Gibbs sampling. Apolloni & Bassis
(2099) compute the joint probability distribution of the parameters without as-
suming any prior. They propose a numerical algorithm based on an approximate
analytical expression of the probability distribution. Pradhan & Kundu (2011)
assume that the scale parameter has a Gamma prior and the shape parameter
has any log-concave prior and they are independently distributed. However, most
of these papers have in common the use of proper priors and the assumption of
independence a priori of the parameters. Although this is not a problem and
have been much used in the literature we, would like to propose a noninformative
prior for the Gamma parameters which incorporates the dependence structure of
parameters. Some of priors proposed in the literature are Jeffreys (1967), MDIP
(Zellner 1977, Zellner 1984, Zellner 1990, Tibshirani 1989), and reference prior
(Bernardo 1979). Moala (2010) provides a comparison of these priors to estimate
the Weibull parameters.

Therefore, the main aim of this paper is to present different noninformative
priors for a Bayesian estimation of the two-parameter Gamma distribution. We
also propose a bivariate prior distribution derived from copula functions (see for
example, Nelsen 1999, Trivedi & Zimmer 2005a, Trivedi & Zimmer 2005b) in order
to construct a prior distribution to capture the dependence structure between the
parameters o and f.
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We investigate the performance of the prior distributions through a simulation
study using a small data set. Accurate inference for the parameters of the Gamma
is obtained using MCMC (Markov Chain Monte Carlo) methods.

2. Maximum Likelihood Estimation

Let X1, ..., X, be a complete sample from (1) then the likelihood function is

L(Oé,ﬁ | :li) = [Fﬂ(;;‘]n(ﬁ I?_l) exp{ﬁi_ilxi} (2)

for a > 0 and 8 > 0.

Considering % log L and % log L equal to 0 and after some algebric manip-
ulations we get the likelihood equations given by

>l =

3 = and log @ — (@) = log ()f) (3)

X

’

where ¢(k) = ZlogT' (k)= 1;((:)) (see Lawless 1982) is the diGamma function,

X = Zim®ognd X = T, o The solutions for these equations id
n i=1 i . quations proviae

the maximum likelihood estimators & and B for the parameters of the Gamma
distribution (1). As closed form solution is not possible to evaluate (3), numerical
techniques must used. The Fisher information matrix is given by

o[ 7

(4)

where /() is the derivative of ¢(a) called as triGamma function.

For large samples, approximated confidence intervals can be constructed for
the parameters a and § through normal marginal distributions given by

a ~ N(a, ¢?) and BNN(O, 03), forn — oo (5)
2 _ o> _ @ 2 _ oy _ B @) -
where o7 = var(a) = 7 a—1 and 05 = var(B) = 45 “@)—1- In this case, the
approximated 100(1-I")% confidence intervals for each parameter o and (3 are
given by

afZgol<o¢<a+z%01andgfzgag<5<g+2g02 (6)

respectively.
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3. Jeffrey’s Prior

A well-known weak prior to represent a situation with little information about
the parameters was proposed by Jeffreys (1967). This prior denoted by m;(«, 3)
is derived from the Fisher information matrix I(a, \) given in (4) as

(e, B8) x /det I(a, B) (7)

Jeffrey’s prior is widely used due to its invariance property under one-to-one
transformations of parameters although there has been an ongoing discussion
about whether the multivariate form prior is appropriate.

Thus, from (4) and (7) the Jeffreys prior for (o, 3) parameters is given by:

a’(a) —1
B

mi(a, f) x (8)

4. Maximal Data Information Prior (MDIP)

It is of interest that the data gives more information about the parameter than
the information on the prior density; otherwise, there would not be justification
for the realization of the experiment. Thus, we wish a prior distribution 7(¢) that
provides a gain in the information supplied by data in which the largest possible
relative to the prior information of the parameter, that is, which maximize the
information on the data. With this idea Zellner (1977), Zellner (1984), Zellner
(1990) and Min & Zellner (1993) derived a prior which maximize the average
information in the data density relative to that one in the prior. Let

H(9) = /R f(& | $)inf(z | $)de,x € R, (9)

be the negative entropy of f(z | ¢), the measure of the information in f(z | ¢)
and R, the range of density f(z | ¢). Thus, the following functional criterion is
employed in the MDIP approach:

b b
Glr(o)) = [ H@m(@)do - [ ()l n(é)ds (10)

which is the prior average information in the data density minus the information in
the prior density. G[r(¢)] is maximized by selection of 7 (¢) subject to fab m(p)dp =
1. The solution is then a proper prior given by

m(9) = kexp{H(¢)} a <o <b (11)

where k=1 = fab eXp{H(qﬁ)}dgb is the normalizing constant.

Therefore, the MDIP is a prior that leads to an emphasis on the information
in the data density or likelihood function. That is, its information is weak in
comparison with data information.
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Zellner (1977), Zellner (1984), Zellner (1990) shows several interesting proper-
ties of MDIP and additional conditions that can also be imposed to the approach
reflection given initial information. However, the MDIP has restrictive invariance
properties.

Theorem 1. Suppose that we do not have much prior information available about
a and B. Under this condition, the prior distribution MDIP, denoted by 7z (o, 8),
for the parameters («, ) of the Gamma density (1) is given by:

(e B) x % exp{ (o~ 1)(a) — o} (12)

Proof. Firstly, we have to evaluate the measure information H(a, () for the
Gamma density which is given by

@

H8) = [ h in( e ep{=50)) e | 0,6) do (13)

and after some algebra, the result is
H(o,8) = aln §—In T(a) + (o — 1) /oo In(2)f(x | a,B)dz — BE(X)  (14)
0

with B(X) = O

™[R

Since the integral functions [~ u®~'e™"du = I'(c) and
JoZ uetlog(u)e™" du = I''(av), the function (14) envolving these integrals can be
expressed as

H(a,f)=—-InT(a)+1In B+ (a— Dp(a) — « (15)

Therefore, the MDIP prior for the parameters a and 3 is given by

7 (0 B) %exp{(af ié(a) — o) (16)

However, the corresponding joint posterior density is not proper, but surpris-
ingly, the prior density given by

B { Y(a)
, S IACO } 17
7z (a, B) o (o) expq (« )F(a) o (17)
yields a proper posteriory density. Thus, we will use (17) as MDIP prior in the
numerical illustration in Section 8.

5. Reference Prior

Another well-known class of noninformative priors is the reference prior, first
described by Bernardo (1979) and further developed by Berger & Bernardo (1992).
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The idea is to derive a prior 7(¢) that maximizes the expected posterior infor-
mation about the parameters provided by independent replications of an experi-
ment relative to the information in the prior. A natural measure of the expected
information about ¢ provided by data @ is given by

1(¢) = Ex[K(p(¢ | ), 7(4))] (18)

where

_ o) log P& | @)
Koo 2).7(0) = [ 200 |)106 2% (19)

is the Kullback-Leibler distance. So, the reference prior is defined as the prior
7(¢) that maximizes the expected Kullback-Leibler distance between the posterior
distribution p(¢ | «) and the prior distribution 7(¢), taken over the experimental
data.

The prior density m(¢) which maximizes the functional (19) is found through
calculus of variation and, the solution is not explicit. However, when the poste-
rior p(¢ | «) is asymptotically normal, this approach leads to Jeffreys prior for
a single parameter situation. If on the other hand, we are interested in one of
the parameters, being the remaining parameters nuisances, the situation is quite
different, and the appropriated reference prior is not a multivariate Jeffrey prior.
Bernardo (1979) argues that when nuisance parameters are present the reference
prior should depend on which parameter(s) are considered to be of primary inter-
est. The reference prior in this case is derived as follows. We will present here
the two-parameters case in details. For the multiparameter case, see Berger &
Bernardo (1992).

Let & = (61,62) be the whole parameter, 61 being the parameter of interest
and 0, the nuisance parameter. The algorithm is as follows:

Step 1: Determine my(62 | 61), the conditional reference prior for 62 assuming
that 6; is known, is given by,
7T2(02 | 91) = 122(91,92) (20)
where I55(61, 62) is the (2,2)-entry of the Fisher Information Matrix.
Step 2: Normalize w5 (62 | 61).

If w2(02 | 01) is improper, choose a sequence of subsets Q3 C Q3 C ... —» Qon
which m5(63 | 01) is proper. Define the normalizing constant and the proper prior
DPm(02 | 01) respectively as

1

m 9 = 21
nl®) Ja, m2(62 | 61)d6, (21)

and
pm(02 | 01) = ¢ (01)m2(02 | 61)1q,, (02), (22)

Step 3: Find the marginal reference prior 7,,(6;) for 6;the reference prior for
the experiment found by marginalizing out with respect to p,,, (62 | 61). We obtain

det I(@l, 92)

NN d02} (23)

1
T (61) exp{7/ Pm (02 | 01)log
Qm
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Step 4: Compute the reference prior my, (61, 62) when 6; is the parameter of

interest
Cm(gl)ﬂ-m(91> -
ey ) ") )

where 07 is any fixed point with positive density for all m,,.

o, (01,62) = lim <

m—o0

We will derive the reference prior for the parameters of the Gamma distribution
given in (1), where o will be considered as the parameter of interest and (3 the
nuisance parameter.

Theorem 2. The reference prior for the parameters of the Gamma distribution
given in (1), where o will be considered as the parameter of interest and B the
nuisance parameter, is given by:

1 Jay () -1
rafa ) = 5y =2 (25)

If B is the parameter of interest and o the nuisance, thus the prior is

a0, B) o 7“”6'(0‘) (26)

Proof. By the approach proposed by Berger & Bernardo (1992), we find the
reference prior for the nuisance parameter (3, conditionally on the parameter of

interest «, given by
1
m(B | a) =/Igs(a, B) 7 (27)

where Igg (o, B) is the (2,2)-entry of the Fisher Information Matrix given in (4). O

As in Moala (2010), a natural sequence of compact sets for (o, 8) is (l1n, l2n) X
(q1n,q2n), so that l1;, g1; — 0 and lg;, ¢2; — oo when i — oco. Therefore, the
normalizing constant is given by,

1 1
ci(la) = : = . 28
Z( ) qillzirz %dﬁ log q2i _ log qli ( )

Now from (23), the marginal reference prior for « is given by

o’ (a)—1

1 q2i 1 ik S AN
mi(a) = exp{f/ ci(a)—log ﬁT? dﬁ} (29)

2 q1i B B2
which after some mathematical arrangement, we have

ay(a) — 1 1 a2
(o) = 7exp{fci « —dﬁ} 30
() =/ 22 o) [ (30)

Therefore, the resulting marginal reference prior for « is given by

mi(ar) o< 4/ % (31)
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and the global reference prior for («, 8) with parameter of interest « is given by,

o) = Jim (T rga) o gy OIS oy

considering a* =1

Similarly we obtain the reference prior considering 5 as the parameter of in-
terest and « as nuisance. In this case, the prior is

V' (a)
(e, B) o 3 (33)

6. Tibishirani’s Prior

Given a vector parameter ¢, Tibshirani (1989) developed an alternative method
to derive a noninformative prior 7(0) for the parameter of interest 6 = ¢(¢) so that
the credible interval for & has coverage error O(n~1) in the frequentist sense. This
means that the difference between the posterior and frequentist confidence interval
should be small. To achieve that, Tibshirani (1989) proposed to reparametrize the
model in terms of the orthogonal parameters (§, A) (see Cox & Reid 1987) where
§ is the parameter of interest and A is the orthogonal nuisance parameter. In this
way, the approach specifies the weak prior to be any prior of the form

m(6,A) = g(A)V1s5(0, A) (34)

where g(A\)> 0 is an arbitrary function and Is5(d, \) is the “delta” entry of the
Fisher Information Matrix.

Theorem 3. The Tibishirani’s prior distribution 7w (c, 8) for the parameters (c,
B) of the Gamma distribution given in (1) by considering o as the parameter of
interest and B the nuisance parameter is given by:

1 jap (o) — 1
e 8) x 5y =1 (39)

Proof. For the Gamma model (1), we will propose an orthogonal reparametriza-
tion (d, A) where § = « is the parameter of interest and A is the nuisance parameter
to be evaluated. The orthogonal parameter A is obtained by solving the differential
equation:

aB
Isp 5, = ~las (36)
O
From (4) and (36) we have
a df 1
Boa B (37)
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Separating the variables, (37) becomes the following,
1 1
-0 =—-0 38
109 = Lo 59

Integrating both sides we get,
log 8 =loga+ h(X) (39)

where h(\) is an arbitrary function of A.

By chosing h(\) = log A\, we obtained the solution to (36), the nuisance param-
eter A orthogonal to J,
p

A= (40)

Thus, the information matrix for the orthogonal parameters is given by

1(6,2) = V"(‘%‘ s g} (41)

From (34) and (41), the corresponding prior for (4, A) is given by

30/ (8) — 1

ms(6,A) o< g(X) 3

(42)

where g(\) is an arbitrary function.

Due to a lack of uniqueness in the choice of the orthogonal parametrization,
then the class of orthogonal parameters is of the form g(\), where g(-) is any
reparametrization. This non-uniqueness is reflected by the function g(-) corre-
sponding to (26). One possibility, in the single nuisance parameter case, is to
require that (J, \) also satisfies Stein’s condition (see Tibshirani 1989) for A with
p taken as the nuisance parameter. Under this condition we obtain

e o VO
wa(3,3) o " (5) ] (13)
Now, requiring g(\) % = g*(5)@ we have that
(8 —
wr(6,)) & Al ik <‘? ! (44)

Thus, from (40), the prior expressed in terms of the (a, ) parametrization is

given by
ol ) o g =2 (45)

Note that this prior coincides with reference prior (25) considering o as the
parameter of interest.
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7. Copula Prior

In this section we derive a bivariate prior distribution from copula functions
(see for example, Nelsen 1999, Trivedi & Zimmer 20054, Trivedi & Zimmer 2005b)
in order to construct a prior distribution to capture the dependence structure
between the parameters a and 5. Copulas can be used to correlate two or more
random variables and they provide great flexibility to fit known marginal densities.

A special case is given by the Farlie-Gumbel-Morgenstern copula which is suit-
able to model weak dependences (see Morgenstern 1956) with corresponding bi-
variate prior distribution for o and 3 given p,

(e, B ] p) = (@) fa(B) + pfr() fa(B)[1 = 2F1(a)][1 = 2F2(B)],  (46)

where f1(a) and f2(8) are the marginal densities for the random quantities a and
B; Fi(a) and Fy(pB) are the corresponding marginal distribution functions for «
and B, and —1 < p < 1.

Observe that if p = 0, we have independence between o and 3.

Different choices could be considered as marginal distributions for o and § as
Gamma, exponential, Weibull or uniform distributions.

In this paper, we will assume Gamma marginal distribution I'(a1, b1) and I'(ag,
by) for o and 3, respectively, with known hyperparameters a; , ag, b1 and bs. Thus,

w(a, B | a1, as,by, b, p) ox a2t exp{—bla — bgﬁ}x

[1 + p(l —2I(aq, bm)) <1 —21(ay, blOé))i| (47)

where I(k, z) = ﬁ Jo uF~e~"du is the incomplete Gamma function.

Assuming the prior (47), the joint posterior distribution for o, 8 and p is given
by,

na n

pla, B,p | x) [I‘B(a)]"(ll:[lel)

eXp{—B .

7

.%'1}71'(0(,6 | ay,az, b17b2ap)ﬂ-(p) (48)
1

n

where 7(p) is a prior distribution for p.

In general, many different priors can be used for p; one possibility is to consider
an uniform prior distribution for pover the interval [—1,1].
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8. Numerical Illustration

8.1. Simulation Study

In this section, we investigate the performance of the proposed prior distribu-
tions through a simulation study with samples of size n = 5, n = 10 and n = 30
generated from the Gamma distribution with parameters o = 2 and § = 3.

As we do not have an analytic form for marginal posterior distributions we need
to appeal to the MCMC algorithm to obtain the marginal posterior distributions
and hence to extract characteristics of parameters such as Bayes estimators and
credible intervals. The chain is run for 10,000 iterations with a burn-in period of
1,000. Details of the implementation of the MCMC algorithm used in this paper
are given below.

i) choose starting values ap and fy.

ii) at step ¢ + 1, we draw a new value ;11 conditional on the current «; from
the Gamma distribution I'(«;/c, ¢);

iii) the candidate ;11 will be accepted with a probability given by the Metropo-

lis ratio
D(a;/c,c)p(air, Bi | @)
F(aHl/c, C)p(%‘;ﬂ” w)

u(a;, aip1) = min{l ,

iv) sample the new value 3, ,, from the Gamma distribution I'(8;/d, d);

v) the candidate ;11 will be accepted with a probability given by the Metropo-
lis ratio

uw(Bi, Bit1) = min{l L(Bi/d, d)p(a”l? Bit1 | w) }

" T(Bit1/d, d)p(aigr, Bi | )

The proposal distribution parameters ¢ and d were chosen to obtain a good
mixing of the chains and the convergence of the MCMC samples of parameters
are assessed using the criteria given by Raftery and Lewis (1992). More details of
MCMC in oder to construct these chains see, for example, Smith & Roberts (1993),
Gelfand & Smith (1990), Gilks, Clayton, Spiegelhalter, Best, McNiel, Sharples &
Kirby (1993).

We examine the performance of the priors by computing point estimates for
parameters « and [ based on 1,000 simulated samples and then we averaged the
estimates of the parameters, obtain the variances and the coverage probability of
95% confidence intervals. Table 1 shows the point estimates for o and its respective
variances given between parenthesis. Table 2 shows the same summaries for .

The results of our numerical studies show that there is little difference between
the point estimates for both parameters a and 8. However, the MDIP prior pro-
duces a much smaller variance than using the other assumed priors. The uniform
prior and MLE estimate produce bad estimations with large variances showing
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TABLE 1: Summaries for parameter a.
a =2 Jeflreys MDIP Tibshirani  Reference Copula  Uniform MLE

n=5 22529 21804 2.3666 2.3602 2.0909  3.3191  3.2850
(2.1640)  (0.5112)  (3.0297)  (2.4756)  (2.1987) (3.1577)  (7.5372)
n=10 25227  2.2253 2.4138 2.4761 23068  2.9769  2.7013
(1.3638)  (0.3855)  (1.3849)  (1.3301)  (1.2052) (1.4658) (1.8308)
n=30 21259 21744 2.0606 2.1079 2.0369  2.2504  2.2253

(0.2712)  (0.1910)  (0.2651)  (0.2728)  (0.2571)  (0.2829)  (0.3138)

TABLE 2: Summaries for parameter 3.
B =3 Jeffreys MDIP Tibshirani  Reference Copula  Uniform MLE

n=5 29136  3.2680 3.2161 3.1058 27486 4.3419 5.2673
(4.2292)  (1.6890)  (6.1384)  (4.7787)  (4.2447) (5.6351)  (23.1881)

n=10 3.8577  3.7727 3.6705 3.7649 3.6112  4.5186 4.2960
(3.8086) (1.5872)  (3.8110)  (3.6667)  (3.5599) (3.7803)  (5.4296)

n=30 3.2328  3.4255 3.1475 3.1798 3.0805  3.4633 3.4005

(0.7950)  (0.6292)  (0.7861)  (0.7856)  (0.7453) (0.8335)  (0.9163)

that, despite being widely used in the literature, they are not suitable for the
Gamma distribution. As expected, the performance of these priors improves when
the sample size increases.

Frequentist property of coverage probabilities for the parameters a and § have
also been studied to compare the priors and MLE. Table 3 summarizes the sim-
ulated coverage probabilities of 95% confidence intervals. For the three sample
sizes considered here, the intervals of MDIP prior produce an over-coverage for
small sample sizes while, the intervals of uniform prior and MLE seem to have
an under-coverage for some cases. Coverage probabilities are very close to the
nominal value when n increases.

TABLE 3: Frequentist coverage probability of the 95% confidence intervals for o and .
a =2 Jeffreys MDIP  Tibshirani Reference Copula  Uniform MLE

n=>5 96.30%  99.60% 97.20% 96.10% 95.30%  95.710%  95.60%
n=10 96.40% 99.50% 94.90% 95.00% 95.80%  90.60%  95.30%
n=30 96.10% 96.20% 98.10% 95.80% 96.80%  95.50%  95.00%
B =38 Jeffreys MDIP  Tibshirani Reference Copula  Uniform MLE

n=>5 96.60%  99.60% 97.50% 97.00% 96.30%  99.90%  94.30%
n=10 98.10%  98.00% 96.00% 96.70% 97.80%  93.90%  95.70%
n=30 97.30% 95.80% 96.90% 96.10% 97.40%  94.90%  96.80%

8.2. Rainfall Data Example

Data in Table 4 represent the average monthly rainfall obtained from the In-
formation System for Management of Water Resources of the State of Sao Paulo,
including a period of 56 years from 1947 to 2003, by considering the month of
November.
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Let us assume a Gamma distribution with density (1) to analyse the data.

TABLE 4: Historical rainfall averages over last 56 years in State of Sao Paulo.
0.2,3.5,2.8,3.7,8.7,6.9,7.4,0.8,4.8,2.5,2.9,3.1,4.0,5.0,3.8,3.5,5.4,3.3,2.9,
1.7,7.3,2.9,4.6,1.1,1.4,3.9,6.2,4.1,10.8,3.8,7.3,1.8,6.7,3.5,3.2,5.2,2.8,5.2,
5.4,2.2,0.9,2.1,4.7,5.5,2.6,4.1,5.4,5.5,2.1,1.9,8.8,1.3,24.1,5.4,6.2,2.9

Table 5 presents the posterior means assuming the different prior distributions
and maximum likelihood estimates (MLE) for the parameters o and (.

TABLE 5: Posterior means for parameters o and g of rainfall data.

Uniform  Jeffreys Ref-3@ MDIP  Tibshirani Copula MLE
« 2.493 2.387 2.393 2.659 2.357 2.380 2.395
B 0.543 0.516 0.517 0.641 0.510 0.515 0.518

From Table 5, we observe similar inference results assuming the different prior
distributions for « and f, except for MDIP prior as observed in the simulation
study introduced in the example presented in section 8.1.

The 95% posterior credible intervals obtained using the different priors for the

parameters are displayed in Table 6. The MLE intervals for the parameters o and
B are given respectively by (1.56; 3.22) and (0.31; 0.72).
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F1cure 1: Histogram and fitted Gamma distribution for rainfall data.

TABLE 6: 95% posterior intervals for the parameters o and 3 of rainfall data.
Uniform Jeffreys Ref-8 MDIP Tibshirani Copula
o (L.71; 3.43) (1.63;3.29) (1.64; 3.28) (1.91; 3.52) (1.60; 3.25) (1.60; 3.34)
B (0.35;0.76) (0.33;0.73)  (0.34; 0.73)  (0.44; 0.87)  (0.33; 0.73)  (0.32; 0.75)

Revista Colombiana de Estadistica 36 (2013) 321-338



334 Fernando Antonio Moala, Pedro Luiz Ramos & Jorge Alberto Achcar

Figure 2 shows the marginal posterior densities for both parameters o and
5. We can see that the MDIP prior leads to a posterior slightly more sharply
peaked for both parameters, while the other priors are quite similar, agreeing with

simulated data with sample size n = 30.

To determine the appropriate prior distribution to be used with the rainfall
data fitted by the Gamma distribution, some selection criteria can be examined.
These include information-based criteria (AIC, BIC and DIC) given in the Table

7 for each prior distribution.

14

— MDIP

- == Jeffreys

—— Tibshirani
- - Reference

Coépula
Uniform
\
7 Y
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FicURE 2: Plot of marginal posterior densities for the parameters « and (8 of rainfall

data.

TABLE 7: Information-based model selection criteria (AIC, BIC and DIC) for rainfall

P(B 1¥)

— MDIP

- -~ Jeffreys

—— Tibshirani

- -~ Reference
Copula
Uniform

data.

Prior AIC BIC DIC

Jeffreys 272.213  268.162  267.827
MDIP 272.247  268.196  267.502
Ref-8 272.212 268.162  267.922
Tibshirani  272.219 268.169  268.068
Copula 272.222  268.171  268.197
Uniform 272.266  268.215  267.935

From the results of Table 7 and Figure 2 we observe that the choice of the
prior distributions for parameters o and 5 has a negligible effect on the posterior

distribution, surely due to the large amount of data in this study.
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8.3. Reliability Data Example

In this example, we consider a lifetime data set related to an electrical insulator
subjected to constant stress and strain introduced by Lawless (1982). The dataset
does not have censored values and represent the lifetime (in minutes) to failure:
0.96, 4.15, 0.19, 0.78, 8.01, 31.75, 7.35, 6.50, 8.27, 33.91, 32.52, 16.03, 4.85, 2.78,
4.67, 1.31, 12.06, 36.71 and 72.89. Let us denote this data as “Lawless data”. We
assume a Gamma distribution with density (1) to analyse the data.

The maximum likelihood estimators and the Bayesian summaries for a and /3,
considering the different prior distributions are given in Table 8. Table 9 shows the
95% posterior intervals for o and 3. The estimated marginal posterior distributions
for the parameters are shown in Figure 3.

o
N — MDIP & — MDIP
- -~ Jeffreys - -~ Jeffreys
—— Tibshirani —— Tibshirani
o - Rgverence - Reference
Nl copula o | Copula
Uniform N Uniform
v |
- = 94
= x
3 <
g ° S
3 g
n
S 0
\
o | . S~ _
o o
\ T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 0.00 0.04 0.08 0.12
a B
F1cURrE 3: Plot of marginal posterior densities for the parameters o and § for Lawless
data.

Tables 8 and 9 present the posterior statistics and 95% confidence intervals for
both parameters resulting from the proposed priors. Again the performance of the
MDIP prior clashes from the others.

TABLE 8: Posterior means for parameters a and § (Lawless data).

Uniform  Jeffreys Ref-3 MDIP  Tibshirani Copula MLE
«a 0.779 0.686 0.681 0.789 0.660 0.666 0.690
B 0.058 0.047 0.047 0.063 0.046 0.047 0.048

TABLE 9: 95% posterior intervals for the parameters « and 8 (Lawless data).
Uniform Jeffreys Ref-8 MDIP Tibshirani Copula
a (0.433, 1.229) (0.371, 1.111) (0.374, 1.087) (0.459, 1.232) (0.350, 1.061) (0.353, 1.080)
B (0.025,0.105) (0.017, 0.091) (0.018, 0.090) (0.031, 0.108) (0.017, 0.085) (0.017, 0.087)
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Table 10 shows the AIC, BIC and DIC values for all priors under investigation,
with similar results as presented in Table 7 are obtained in this comparison which
shows no differences using the different assumed priors.

TABLE 10: Information-based model selection criteria (AIC, BIC and DIC) for(Lawless

data.
Prior AIC BIC DIC
Jeffreys 143.125 141.236  141.409
MDIP 143.642 141.753 141.082
Ref- 143.126  141.237  141.168
Tibshirani  143.148  141.259  141.247
Copula 143.138  141.249  141.471

Uniform 143.401  141.512  141.119

9. Conclusion and Discussion

The large number of noninformative priors can cause difficulties in the choosing
one, especially when these priors does not produce similar results. Thus, in this
paper, we presented a Bayesian analysis using a variety of prior distributions for
the estimation of the parameters of the Gamma distribution.

We have shown that the use of the maximal data information process proposed
by Zellner (1977), Zellner (1984), Zellner (1990) yields an improper posterior dis-
tribution for the parameters a and . In this way, we proposed a “modified” MDIP
prior analytically similar to the original one but with proper posterior. We also
shown that the reference prior provides nonuniqueness of prior due to the choice
of the parameter of interest, although the simulation shows the same performance.
We have shown that the Tibshirani prior applied to the parameters of the Gamma
distribution is equal to the reference prior when « is the parameter of interest.

Besides, a simulation study to check the impact of the use of different noninfor-
mative priors in the posterior distributions was also carried out. From this study
we can conclude that it is necessary to carefully choose a prior for the parameters
of the Gamma distribution when there is not enough data.

As expected, a moderated large sample size is need to achieve the desirable
accuracy. In this case, the choice of the priors become irrelevant. However, the
disagreement is substantial for small sample sizes.

Our simulation study indicates that the class of priors: Jeffreys, Reference,
Tibshirani and Copula, had the same performance while the Uniform prior had
worse performance. On the other hand , the “modified” MDIP prior produced the
best estimations for o and . Thus, the simulation study showed that the effect
of the prior distributions can be substantial in the estimation of parameters and
therefore the modified MDIP prior should be the recommended noninformative
prior for the estimation of parameters of the Gamma distribution.

[Recibido: enero de 2013 — Aceptado: septiembre de 2013]

Revista Colombiana de Estadistica 36 (2013) 321-338



Bayesian Inference for Two-Parameter Gamma Distribution 337

References

Apolloni, B. & Bassis, S. (2099), ‘Algorithmic inference of two-parameter gamma
distribution’, Communications in Statistics - Simulation and Computation
38(9), 1950-1968.

Berger, J. & Bernardo, J. M. (1992), On the development of the reference prior
method, Fourth Valencia International Meeting on Bayesian Statistics, Spain.

Bernardo, J. M. (1979), ‘Reference posterior distributions for Bayesian inference’,
Journal of the Royal Statistical Society 41(2), 113-147.

Cox, D. R. & Reid, N. (1987), ‘Parameter orthogonality and approximate condi-
tional inference (with discussion)’, Journal of the Royal Statistical Society,
Series B 49, 1-39.

Gelfand, A. E. & Smith, F. M. (1990), ‘Sampling-based approaches to calculating
marginal densities’, Journal of the American Statistical Association 85, 398—
4009.

Gilks, W., Clayton, D., Spiegelhalter, D., Best, N., McNiel, A., Sharples, L. &
Kirby, A. (1993), ‘Modeling complexity: Applications of Gibbs sampling in
medicine’, Journal of the Royal Statistical Society, Series B 55(1), 39-52.

Jeffreys, S. H. (1967), Theory of Probability, 3 edn, Oxford University Press, Lon-
don.

Lawless, J. (1982), Statistical Models and Methods for Lifetime Data, John Wiley,
New York.

Min, C.-k. & Zellner, A. (1993), Bayesian Analysis, Model Selection and Pre-
diction, in ‘Physics and Probability: Essays in honor of Edwin T Jaynes’,
Cambridge University Press, pp. 195-206.

Moala, F. (2010), ‘Bayesian analysis for the Weibull parameters by using noninfor-
mative prior distributions’, Advances and Applications in Statistics (14), 117—
143.

Morgenstern, D. (1956), ‘Einfache beispiele sw edimensionaler vertielung’, Mit
Mathematics Statistics 8, 234—235.

Nelsen, R. B. (1999), An Introduction to Copulas, Springer Verlag, New York.

Pradhan, B. & Kundu, D. (2011), ‘Bayes estimation and prediction of the two-
parameter Gamma distribution’, Journal of Statistical Computation and Sim-
ulation 81(9), 1187-1198.

Smith, A. & Roberts, G. (1993), ‘Bayesian computation via the Gibbs sampler and
related Markov Chain Monte Carlo Methods’, Journal of the Royal Statistical
Society: Series B 55, 3—-24.

Revista Colombiana de Estadistica 36 (2013) 321-338



338 Fernando Antonio Moala, Pedro Luiz Ramos & Jorge Alberto Achcar

Son, Y. & Oh, M. (2006), ‘Bayesian estimation of the two-parameter Gamma
distribution’, Communications in Statistics — Simulation and Computation
35, 285-293.

Tibshirani, R. (1989), ‘Noninformative prioris for one parameters of many’,
Biometrika 76, 604—608.

Trivedi, P. K. & Zimmer, D. M. (2005a), Copula Modelling, New Publishers, New
York.

Trivedi, P. K. & Zimmer, D. M. (2005b), ‘Copula modelling: An introduction to
practicioners’, Foundations and Trends in FEconometrics .

Zellner, A. (1977), Maximal data information prior distributions, in A. Aykac &
C. Brumat, eds, ‘In New Methods in the Applications of Bayesian Methods’,
North-Holland, Amsterdam.

Zellner, A. (1984), Maximal Data Information Prior Distributions, Basic Issues
in Econometrics, The University of Chicago Press, Chicago, USA.

Zellner, A. (1990), Bayesian methods and entropy in economics and econometrics,
i W. J. Grandy & L. Schick, eds, ‘Maximum Entropy and Bayesian Methods’,
Dordrecht, Netherlands: Kluwer Academic Publishers, pp. 17-31.

Revista Colombiana de Estadistica 36 (2013) 321-338



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Sumário
	Introdução
	Revisão Bibliográfica
	Análise de Sobrevivência
	Dados de Sobrevivência
	Gráfico TTT-plot
	Censura
	Alguns Modelos Paramétricos
	Distribuição Gama
	Distribuição Weibull
	Distribuição Log-normal


	Análise Clássica
	Estimador de Máxima Verossimilhança 

	Métodos Bayesianos
	Distribuição a Priori
	Priori Uniforme
	Priori Gama
	Regra de Jeffreys
	Priori de Jeffreys
	Priori de Zellner (MDIP)

	Distribuição a Posteriori
	Critérios de Seleção de Modelos

	Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov
	Amostrador de Gibbs
	Metropolis Hastings
	Algoritmo Híbrido
	Diagnósticos de Convergência


	Distribuição Gama Generalizada
	Média, Moda e Variância
	Função de Sobrevivência e de Risco
	Outros Resultados Importantes
	Métodos para Gerar Valores da Distribuição Gama Generalizada
	Observações Completas
	Observações Censuradas


	Análise Clássica da Distribuição Gama Generalizada
	Estimador de Máxima Verossimilhança para Dados Completos
	Estimador de Máxima Verossimilhança para Dados com Censura Tipo I

	Análise Bayesiana da Distribuição Gama Generalizada
	Densidades a Posteriori Considerando Observações Completas
	Densidade a Posteriori com a Priori Uniforme
	Densidade a Posteriori com a Priori Gama
	Densidade a Posteriori com a Regra de Jeffreys
	Densidade a Posteriori com a Priori de Jeffreys
	Densidade a Posteriori com a Priori de Zellner
	Densidade a Posteriori com a Regra de Jeffreys Modificada

	Densidades a Posteriori Considerando Observações Censuradas
	Densidade a Posteriori com a Priori Uniforme
	Densidade a Posteriori com a Priori Gama

	Algoritmo Híbrido (MCMC)

	Equações Úteis para Encontrar Bons Valores Iniciais
	Análise Clássica
	Análise Bayesiana

	Análise Numérica
	Análise Clássica
	Observações Completas
	Observações Censuradas

	Análise Bayesiana
	Observações Completas
	Prioris Empíricas
	Prioris Não-Informativas

	Observações Censuradas


	Aplicações
	Dados de um Experimento Industrial
	Dados de Precipitação Pluvial Total Mensal
	Dados de Sobrevida de Pacientes com Câncer de Pulmão

	Considerações Finais e Propostas Futuras
	Referências
	Apêndices
	Demonstração de que as densidades a posteriori são impróprias
	Demonstração de que a densidade a posteriori 4.20 é própria
	Outros métodos para se obter valores iniciais
	Programas Utilizados
	Bayesian Inference for Two-Parameter Gamma Distribution Assuming Different Noninformative Priors 


