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Introducao

Férmions fortemente interagentes estdo entre os sistemas fisicos mais estudados atualmente e sao
considerados responsaveis por fendmenos importantes, como por exemplo, supercondutividade
a altas temperaturas (em cupratos) e magnetoresisténcia colossal (em manganitas) [1-3]. Sistemas
de atomos fermionicos fortemente correlacionados podem ser realizados experimentalmente em
redes Oticas e tém sido investigados intensamente, em particular por atuarem como simuladores
quanticos para a compreensdo de fendmenos da fisica da matéria condensada [4-6].

Por outro lado, do ponto de vista tedrico, o grande desafio em descrever completamente a
matéria, isto é entender todas as suas propriedades, reside justamente em tratar a nivel quantico
sistemas de muitas particulas interagentes. Embora a fungdo de onda de um dado sistema — e
assim qualquer de suas propriedades — possa em principio ser obtida resolvendo-se a equacdo
de Schrodinger, este método exato é extremamente custoso do ponto de vista computacional e se
torna exponencialmente proibitivo com o ntimero de particulas interagentes no sistema.

Um possivel caminho para simplificar o tratamento quantico é explorar o conceito matematico
de espagos métricos, contido no espago de Hilbert em mecanica quéantica. O espago de Hilbert
combina dois espagos matemadticos, o vetorial e o métrico. O mais comum tem sido explorar
propriedades associadas ao espago vetorial, por exemplo através de combinagdes lineares das
fungdes de onda, multiplicagdes por ntimeros reais ou complexos. Neste caso, a similaridade entre
fung¢des de onda é quantificada pela sobreposicao entre elas, via produto escalar. O que fizemos
nesta linha de pesquisa mais fundamental [7, 8] (Secdo 2.1) foi explorar os conceitos relacionados
ao espago métrico, como a possibilidade de se definir uma distancia entre dois dos seus elementos,
tal como tem sido investigado em varios contextos e em diferentes sistemas fisicos [9-17]

Neste contexto, o modelo de Hubbard [18] também se destaca como um approach alternativo.
Trata-se de um modelo simplificado, que descreve aproximadamente os graus de liberdade de

carga e de spin de férmions interagentes e itinerantes em uma rede (isto é, com posicdes discretas
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FIGURA 1.1: Modelo de Hubbard como modelo central em Fisica e Quimica [19].

nos sitios da rede). Em sua versdo mais simples, o modelo de Hubbard apenas inclui intera¢des

intra-sitio e itinerancia entre sitios vizinhos, com Hamiltoniano

L L L
At — Z ti(er ¢y + He) + Z Uiy + Z Viflig, (1.1)

io i i,0
onde U; é a interacdo intra-sitio e ¢; o parametro de hopping entre sitios vizinhos. O potencial
externo V; pode ser usado para simular heterogeneidades espaciais na cadeia, como impurezas
localizadas, potenciais confinantes, superredes, desordem. Aqui L é o nimero total de sitios,
fli; = ¢! ¢ir é 0 operador densidade de particulas com spin o =7, ] no sitio i, onde n = (fi;) + ()
é o fator de preenchimento ou densidade média, m = (f;) — (/1) a magnetizagdo, e 0 < n < 2
(para modelos de uma tnica banda: até duas particulas com spins opostos no mesmo sitio) e

CAZT, ¢ir sdo operadores fermidnicos de criagdo e aniquilagdo respectivamente.

Existem vérias maneiras de estender a aplicabilidade do modelo de Hubbard, incluir por ex-
emplo i) mais bandas por sitio, ii) itinerancia entre outros sitios que ndo apenas os vizinhos, iii)
intera¢des entre sitios e/ou iv) parametros dependentes do sitio, t; e U;. Mas mesmo em sua
versdo mais simples, o modelo é capaz de capturar os fendmenos mais relevantes da fisica de

muitos corpos [19-29], como o crossover de pares de Cooper para superfluido [30] (para U < 0,
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m = 0), a transi¢do metal-isolante [22] (para U > 0, n = 1), supercondutividade a altas temperat-
uras [21], superfluidez exética [31] (para U < 0 e m # 0) e sistemas desordenados [32]. Paran =1
e U >> t, o Hubbard é mapeado no modelo de Heisenberg, usado na descricdo de interagdes
magnéticas entre spins, e demonstramos [33] (Se¢do 2.2) que este mapeamento se mantém inclu-
sive na presenga de heterogeneidades espaciais. Mais recentemente mostramos que o modelo de
Hubbard e o modelo de Hubbard estendido podem ser usados com boa aproximacao para a de-
scricdo de emaranhamento em pontos quanticos e nanoestruturas [25,27] (Se¢ao 3.4). Portanto, o
modelo de Hubbard desempenha papel central em vérios outros modelos importantes em fisica e
quimica [19] — seja com a escolha de parametros especificos ou pela inclusdo de termos adicionais
em seu Hamiltoniano — como ilustra a Figura 1.1.

Apesar da simplicidade do modelo de Hubbard, sua solugdo analitica exata é em geral descon-
hecida — exceto em algumas condigdes e limites especificos [34] — portanto é necessario recorrer
a calculos numéricos. Para cadeias homogeéneas, L = oo, pode-se resolver numericamente as in-
tegrais de Lieb-Wu [35]. Entretanto, heterogeneidades em escala nanométrica — como bordas,
impurezas, interfaces, potenciais periédicos, potenciais confinantes, desordem — sdo ndo apenas
comuns, mas frequentemente inevitdveis em sistemas quanticos complexos. Seja por ocorréncia
natural ou artificialmente preparadas em nanoestruturas e dtomos frios, as heterogeneidades es-
paciais podem influenciar propriedades éticas, elétricas, magnéticas, de transporte, as transi¢des
de fase e o emaranhamento da matéria [36—49], sendo portanto imprescindivel incorpora-las na
modelagem tedrica e assim garantir que as simulagdes sejam susceptiveis aos setups experimen-
tais e dispositivos reais.

Para cadeias finitas e heterogéneas, podemos usar métodos de diagonalizagao exata para re-
solver o modelo de Hubbard, porém limitados quanto ao tamanho da cadeia, L < 15. Outra
alternativa é via técnicas de grupo de renormalizacdo da matriz densidade (DMRG) [50], que é
aproximadamente exata, podendo resolver cadeias de L < 200 sitios. Contudo, DMRG é um
método custoso: um tnico célculo pode facilmente levar horas ou dias, mesmo em clusters de
computacido de alto desempenho.

Neste contexto, uma ferramenta interessante e poderosa é a Teoria do Funcional da Densidade
(DFT) [51-53]: um célculo tipico de DFT para o modelo de Hubbard heterogéneo leva alguns se-
gundos. Em DFT a densidade de particulas n(r) de um sistema de N particulas interagentes é
usada como a grandeza central, em vez da fun¢do de onda ¥ (ry, 1y, ..., 1y ). Os calculos de DFT sao
portanto muito mais simples que os calculos quanticos baseados na fungdo de onda, pois o prob-

lema de tratar uma funcao 3N-dimensional se reduz a obten¢do de uma funcao tridimensional.
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O mapeamento univoco entre a densidade e a func¢do de onda é garantido pelo teorema de
Hohenberg-Kohn [51], inclusive em sistemas discretizados como as cadeias de Hubbard [14] (Segdo
2.3). Dentre as consequéncias do teorema esté o fato de que todos os observaveis sdo funcionais da
densidade e, portanto, podem em principio ser obtidos via calculos de DFT. Entretanto o teorema
em si ndo prové qualquer indicagdo de como se obter ambos, a densidade do sistema e o funcional
da densidade para um dado observével desejado.

A limitagdo de encontrar a densidade foi rapidamente solucionada através do esquema pro-
posto por Kohn e Sham (KS) [54]. Trata-se de um mapeamento iterativo entre o sistema de muitos
corpos interagente e um sistema auxiliar, ficticio e ndo-interagente. Constréi-se o sistema auxiliar
com um potencial efetivo — denominado potencial de KS vgs — de forma a reproduzir a densi-
dade n(r) do sistema interagente. Porém, como vks de forma geral depende da energia de troca e
correlagdo exc, e exc por sua vez é um funcional da densidade tipicamente desconhecido, calculos
préticos de DFT s6 sdo viadveis via aproximagdes e a performance dos resultados de DFT depende
crucialmente das aproximacoes adotadas.

Por este motivo um ramo muito ativo na comunidade de DFT é o de desenvolvimento e
otimizacdo de funcionais da densidade para melhorar a precisdo dos célculos de DFT. Em posse
de funcionais da densidade apropriados no limite homogéneo, DFT pode ser aplicada aos sis-
temas heterogéneos gragas a aproximagdes — locais e ndo-locais — tanto para a energia de troca e
correlagdo, quanto para o funcional da densidade de qualquer grandeza de interesse. Nossas con-
tribuicoes neste contexto, incluem o desenvolvimento de funcionais da densidade — analitico [34]
(Segdo 3.1) e numérico via redes neurais artificiais [55] (Se¢do 3.2) — para a energia do estado fun-
damental do modelo de Hubbard, e o desenvolvimento de um funcional da densidade analitico
para a entropia linear [45] (Secdo 3.3), usada para quantificar emaranhamento.

Emaranhamento é sem duvida um dos fendmenos mais intrigantes da mecanica quéntica.
Além de ser um ingrediente importante na teoria de informacdo quantica [56], estados emaran-
hados sdo considerados essenciais para o desenvolvimento de tecnologias quanticas [57]. Emaran-
hamento tem sido investigado em diversos sistemas fisicos, como fétons em cavidades 6ticas [58],
atomos ultrafrios interagindo com luz [59,60] e em sélidos [49,61]. Do ponto de vista experimen-
tal, véarios protocolos tém sido propostos para medidas de emaranhamento [62—69], porém como
muitos deles escalam exponencialmente com o tamanho do sistema, ficam restritos a sistemas de
poucas particulas. Uma alternativa a este approach é determinar e quantificar emaranhamento em

experimentos atuais através de relagdes intrinsecas do emaranhamento com outras propriedades
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tisicas cuja medigdo experimental j& esteja bem estabelecida. Este é o caso por exemplo, da suscep-
tibilidade magnética, medida atualmente tanto em dtomos frios como em experimentos da matéria
condensada [67,70]. Por isso recentemente investigamos o mapeamento entre o emaranhamento
e a susceptibilidade magnética em metais, isolantes, superfluidos convencionais e superfluidos
exo6ticos [71] (Secdo 4.3).

Apesar do crescente interesse multidisciplinar, a determinacdo das medidas capazes de quan-
tificar o grau de emaranhamento de um determinado sistema, como entropias e concorréncia, ndo
é trivial e em muitos casos é computacionalmente custosa [49]. No modelo unidimensional de
Hubbard, contudo, o emaranhamento entre quaisquer dois blocos de sitios [72,73] do estado fun-
damental é bem definido e quantificado pela entropia de von Neumann e pela entropia linear. As
relagdes de escala entre o emaranhamento de um tnico sitio e 0 emaranhamento entre um bloco
de sitios tem sido extensivamente exploradas do ponto de vista estatistico [74-80]. Entretanto,
uma das questdes que permanecia em aberto era o impacto das heterogeneidades espaciais no
emaranhamento entre blocos, visto que de forma geral no emaranhamento de um tnico sitio as
heterogeneidades sempre diminuem o grau de emaranhamento do sistema. O que nossos resul-
tados mostraram, contudo, é que para o caso de emaranhamento entre blocos de sitios, existem
situagdes em superredes em que as heterogeneidades aumentam o grau de emaranhamento em até
27% em relagdo aos casos homogéneos [81] (Segdo 4.2).

O emaranhamento também tem desempenhado papel central em construir pontes de méao
dupla entre a teoria de informag¢do quantica e diferentes dreas, como em fisica da materia con-
densada, de altas energias e de atomos frios [25, 60, 70, 72, 80, 82-90]. Em particular na comu-
nidade da fisica da matéria condensada, o emaranhamento tem sido considerado uma ferramenta
importante para identificar e caracterizar fendmenos criticos, tais como transi¢des de fase quan-
ticas [49, 83,91-96], incluindo estados exéticos da matéria [97-101], como localizacdo de muitos
corpos [98,102], liquidos topolégicos de spin [97] e superfluidez Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchnnikov
(FFLO) [99-101,103-106].

A fase FFLO, também denominada superfluidez exética ou heterogénea, é esperada surgir em
superfluidos a baixas temperaturas na presenga de campos magnéticos externos ou por polariza-
¢do interna produzida pela populagdo desbalanceada de spin. Sua principal caracteristica é uma
quebra espontanea de simetria espacial, que se reflete também em outras propriedades do sistema,
como por exemplo a correlagdo de pares [31,107]. Esta exotica coexisténcia entre superfluidez e
magnetismo estd sob investigagdo teérica ha décadas [31] e atualmente tem sido explorada tam-

bém em experimentos estado-da-arte em dtomos frios [108,109] e supercondutores organicos [110].
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Apesar disso, ainda ndo hé observagéo irrefutdvel da fase FFLO, apenas evidéncias indiretas.

Do ponto de vista teérico, foram diversos avangos desde sua predicdo original, gracas a méto-
dos computacionais robustos, como Monte Carlo Quantico, teoria de campo médio dinamico e
DMRG [31,107,111-113]. DFT entretanto ndo havia sido aplicada neste contexto e embora hou-
vessem alguns trabalhos que analisassem a relagdo entre FFLO e emaranhamento, estes eram fo-
cados em sistemas gravitacionais [114-116]. Portanto nesta importante linha de pesquisa: i) apli-
camos cdlculos de DFT para explorar um grande regime de parametros na fase FFLO [99] (Se¢do
2.4), o que nos permitiu por exemplo determinar uma expressao analitica para a polarizagdo critica
abaixo da qual o estado FFLO se manifesta, e ii) investigamos a relacdo da fase FFLO com o grau
de emaranhamento do sistema [101] (Secdo 4.1).

Ja as transigdes de fase quanticas sdo caracterizadas por mudangas nas propriedades fisicas do
sistema induzidas por um dos seus pardmetros. A transicdo pode ser de primeira ordem, caracter-
izada por uma descontinuidade na primeira derivada da energia em relacdo ao paradmetro, ou ser
mais suave, de segunda ordem ou simplesmente um crossover [117]. Idealmente a investigagao da
transicdo de fase em um sistema requer um pardmetro de ordem, mas defini-lo e obté-lo néo é triv-
ial na maioria dos casos. Portanto é muito comum usar as varia¢des nas proprias propriedades
do sistema — como correlagdes quanticas e medidas de emaranhamento — para testemunhar e
caracterizar as transi¢oes de fase [91-94,101,118].

Neste contexto, a andlise via espagos métricos surge como uma ferramenta matemdtica poderosa
para investigar as transi¢des de fase quanticas. Sistemas que sdo fisicamente semelhantes (perten-
centes a mesma fase) sdo esperados apresentar menores distancias entre pares de propriedades
(pares de densidades, fungdes de onda e potenciais) do que sistemas pertencentes a fases difer-
entes, com comportamentos fisicos distintos [7-17]. Em um trabalho recente, aplicamos as métri-
cas para investigar transi¢des quanticas em superfluidos exéticos [100] (Segao 4.1).

O modelo de Hubbard, em particular, possui vérias fases distintas, como ilustra a Tabela 1.1.
Portanto surgem diversas transi¢des de fase importantes, como por exemplo a transi¢do metal-
isolante (MIT) de Mott [119-123], em que fortes intera¢gdes Coulombianas repulsivas suprimem
a itinerancia das particulas favorecendo sua localizagdo [124]. No estado localizado, os graus de
liberdade de carga sdo congelados e as interagdes magnéticas se tornam dominantes. Na auséncia
de interagdo, a transicdo MIT pode ser alternativamente induzida por desordem, a chamada lo-
calizagdo de Anderson [125,126], devido ao espalhamento coerente das impurezas aleatoriamente
distribuidas. Jd em sistemas com interacdes efetivas atrativas como em supercondutores, descritos

pelo modelo de Hubbard com U < 0, desordem pode induzir a transi¢do superfluido-isolante
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(SIT) [127-129], caracterizada por uma diminui¢do da fragdo superfluida [130] e um comporta-
mento ndo-monotdnico da fragdo condensada com a intensidade da desordem [131].

Importante notar que metais e supercondutores tém caracteristicas antagonicas as propriedades
dos isolantes. Por exemplo, em um supercondutor as interacdes efetivas atrativas levam a um or-
denamento eletronico de longo alcance, permitindo supercorrentes sem resiténcia. Em contraste,
sistemas localizados (isolantes) ndo possuem fluxo de carga elétrica. Portanto sistemas da matéria
condensada, nanoestruturas e d4tomos frios exibindo ambas as fases, condutora (ou supercondu-
tora) e isolante, representam um cendrio rico com propriedades interessantes e ndo-convencionais.
De modo que a compreensdo de MIT e SIT vai além da ciéncia basica, implica também na com-
preensdo e dominio de metais e supercondutores complexos de grande interesse tecnolégico,
incluindo por exemplo supercondutores de altas temperaturas (intrinsecamente desordenados
[129]), nanofios supercondutores, supercondutores amorfos e gases ultrafrios [129,132-136].

Recentemente, exploramos uma oportunidade tinica — via calculos de DFT para medidas de
emaranhamento em cadeias de Hubbard com um funcional da densidade especialmente con-
struido para a entropia linear [45] (Secdo 3.3) — de melhor compreender SIT em superfluidos
desordenados [137,138] e MIT em sistemas apenas interagentes (Mott MIT), apenas desordenados
(Anderson MIT) e em sistemas com ambos interacdao e desordem (Mott-Anderson MIT) [139, 140]
(Segdo 4.4). Localizacdo ja havia sido investigada via emaranhamento em metais [32, 141-143],
sistemas bosonicos [144-147], misturas Bose-Fermi [148] e spinless férmions [149-151]. Entretanto
nenhum destes estudos: i) considerou sistemas realmente fermidnicos (com graus de liberdade de
carga e spin), i) usou DFT, computacionalmente mais barata (que DMRG e dynamical mean-field
theory) permitindo analisar um vasto regime de parametros, ou iii) encontrou uma inequivoca
assinatura das transi¢des no comportamento do emaranhamento (como nao-monotonicidade, de-
scontinuidade, saturagdo, caracteristicas tipicas de uma transi¢ao de fase quantica). Além disso,
caracteristicas importantes de MIT e SIT estdo em debate, como por exemplo a existéncia ou ndo
de uma intensidade de desordem minima para a localizagdo em sistemas 1D e 2D [129, 152-156]
e a natureza da transi¢do, se é mais pronunciada ou mais um crossover [130, 157]. Esses fatos
garantem tanto a originalidade quanto a relevancia do nosso trabalho nessa linha de pesquisa.

Até aqui focamos em contextualizar de forma geral nossas principais linhas de pesquisa (ap6s
o doutoramento da Profa. Vivian), apenas permeando nossas contribui¢des. Nossa atuagéo, incor-
porando questdes fundamentais, desafios metodolégicos e aplicagdes em s6lidos, nanoestruturas

e dtomos frios, evidencia versatilidade e um intenso transito entre dreas distintas, principalmente
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TABLE 1.1: Sumadrio das principais fases do modelo de Hubbard para um dado U, densidade n e
polarizagdo P.

Uu>0 | U<0
n#1 metal P=0 superfluido convencional
n=1 isolante | P < Pc superfluido exético
P > Pc normal polarizada

entre a fisica da matéria condensada e os conceitos da teoria de informagao quantica. Nos proxi-
mos capitulos, focamos nos detalhes dos principais resultados em fundamentos (Capitulo 2), de-
senvolvimento de metodologias (Capitulo 3) e aplica¢des (Capitulo 4). Conclusdes e perspectivas

sdo apresentadas no Capitulo 5.



Pesquisa em Fundamentos

Neste capitulo apresentamos resultados em pesquisa de fundamentos de mecénica quantica, de

sistemas fortemente correlacionados e de superfluidos:

1. Quantum Mechanics in Metric Space: Wave Functions and Their Densities

I. D’Amico, J. P. Coe, V. V. Franca and K. Capelle, Physical Review Letters 106, 050401 (2011).

2. D’Amico et al. Reply: Quantum Mechanics in Metric Space: Wave Functions and Their Densities

I. D’Amico, J. P. Coe, V. V. Franca and K. Capelle, Physical Review Letters 107, 188902 (2011).

3. Effect of spatial inhomogeneity on the mapping between strongly interacting fermions and weakly
interacting spins

V. V. Franca and K. Capelle, Physical Review B 82, 134405 (2010).

4. Uniqueness of density-to-potential mapping for fermionic lattice systems

J. P. Coe, I. D’Amico, and V. V. Franga, EPL 110, 63001 (2015).

5. Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchinnikov critical polarization in one-dimensional fermionic optical lattices

V. V. Franga, D. Horndlein, and A. Buchleitner, Physical Review A 86, 033622 (2012).

2.1 Mecanica Quantica via Espacos Métricos

Um dos conceitos fundamentais em mecanica quantica é o espago de Hilbert, constituido por to-
dos os possiveis estados quanticos de um dado sistema de N particulas. Matematicamente, o
espago de Hilbert combina dois espacos, o espago vetorial e o espago métrico. De forma geral,
explora-se as propriedades associadas ao espago vetorial, como por exemplo via combinagdes
lineares dos seus elementos ou vetores de estado, fungdes de onda sao rotineiramente multipli-

cadas por ntiimeros reais ou complexos, e a similaridade entre fun¢des de onda é medida pela
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sobreposi¢do entre elas, quantificada pelo produto escalar. J4 os aspectos relacionados ao es-
pago métrico, como a possibilidade de se definir uma distancia entre dois dos seus elementos,
sdo menos explorados em mecanica quantica.

Neste trabalho [7, 8] exploramos as propriedades dos espacos métricos de espacos de Hilbert
para um numero N fixo de particulas. Propusemos uma distdncia apropriada entre func¢des de
onda e uma distancia apropriada entre densidades de particulas, e investigamos a relacdo entre
essas distdncias no contexto do mapeamento entre densidades e fun¢des de onda do teorema
de Hohenberg-Kohn (HK) [51]. Embora o mapeamento de HK seja extremamente ndo trivial na
descricdo de coordenadas, encontramos que pode ser bastante simples, monotodnico, no espago
métrico. Analisamos trés modelos bastante distintos e encontramos que para um vasto regime de
parametros a relacdo entre densidade e fungdo de onda é a mais simples possivel: linear.

O teorema de Hohenberg-Kohn, pilar da Teoria do Funcional da Densidade (DFT) [52], esta-
belece a existéncia de uma relagdo univoca entre a fungdo de onda ¥(rq,72,...rn) de N particu-
las interagentes e a densidade de particula tnica p(r). A simplificagdo computacional é imensa:
substitui-se uma fun¢do 3N-dimensional por outra de apenas 3 coordenadas, justificando a pop-
ularidade da DFT no tratamento de sistemas quénticos complexos. Embora o teorema HK seja
matematicamente provado e garanta uma relagdo univoca entre ¥ e p(r), o teorema ndo prové
qualquer indicagdo de como é esta relagdo. Assim, oferecemos uma nova perspectiva ao teorema
HK ao analisar distancias apropriadas para essas duas grandezas, ¥ e p(r), em varios sistemas e
um vasto regime de parametros.

Definimos a distancia Dy (i1, §2) entre quaisquer duas fun¢des de onda de um sistema com-

posto por N particulas interagentes como

Dy(¢1,¢2) = H}q}n Dy (1, ¢2) (2.1)

1/2
= n}gn |:/ ’l[]l (7’1,..1’1\]) — l[)2(1’1, ..1’N>‘2d7’1..d1’N:| (2.2)

1/2
} . (2.3)

= |:/(‘1,b1|2 + ‘lp2|2)d1’1..d7’]\] -2 ‘/l[)?l[)zd?’y.di’N

onde r representa coordenadas espaciais e de spin e a fase ¢ é definida por [ ¢jyrdry.dry =
e'?| [ i yodry..dry|. Esta distancia fora usada anteriormente e se trata de um caso especial da

distancia de Bures [158] aplicada a estados puros [159]. Importante notar que a desigualdade
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triangular é satisfeita

Dy (1, ¥2) < Dy(t1,3) + Dy (3, 92), (2.4)

e 0 espago de todas as func¢des de onda se torna um espago métrico.

Note que a minimizagdo em ¢ é crucial para que fun¢des de onda diferindo apenas por uma
constante de fase possuam distancia nula pela métrica (2.2).

Se adotarmos a convengao de que a fungdo de onda de um sistema de N particulas é normal-

izado por N, a densidade p(r) pode ser escrita como,

p(r) = / [@(r, 2, .rn)|[2dra.dry, (2.5)

onde [ p(r)dr = N. Definimos entdo a distancia D, (p1, p2) entre quaisquer duas densidades deste

sistema de N fixo como

Dy(pr,p2) = [ lon(r) = pa(rldr 26)

= [VIor )+ lpa(r) 2 = 201 (1)p2()ar, 27)

que satisfaz a desigualdade triangular,

Dy (p1,02) < Dp(p1,03) + Dp(p3,02), (2.8)

e portanto o espaco de todas as densidades formam um espag¢o métrico, mas ndo um espago de
Hilbert. De fato, as defini¢oes (2.2) e (2.6) determinam a geometria dos espagos das fungdes de
onda e das densidades sem usar qualquer conceito do espago de Hilbert, como produtos escalares
ou combinacdes lineares.

De acordo com a Eq. (2.6), todas as densidades estdo em uma esfera de raio N, centrada na
funcdo densidade zero, p() (r) = 0, pois Dy (p, 0©) = N. Analogamente, da Eq. (2.2) temos que
todas as funcdes de onda de um dado N estdo em esferas de raio /N, centrada na funcio de onda
Zero 1/1(0) = 0. Portanto ambos os espagos, de todas as densidades e de todas as fungdes de onda,
podem ser vistos como esferas concéntricas, com uma estrutura tipo cebola, tal como ilustrado na
Fig. 2.1. A soma direta de todos os espacgos de Hilbert de um dado N de particulas é o espago
de Fock. Do ponto de vista das métricas, o espago de Fock é entdo estratificado em um niimero

infinito de esferas concéntricas, cada uma representando um espago métrico de N particulas.
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FIGURA 2.1: Ilustragdo dos espagos métricos para densidades e fung¢des de onda.

A maxima distancia entre duas densidades de um dado sistema de N particulas pode ser

deduzida da normalizagio e da Eq. (2.8), p3 = p(%:

Dy(p1,02) < Dp(p1,0'”) + Dy (0”, p2) = 2N, (2.9)

o que estd de acordo com o raio da esfera sendo N. Podemos ver pela Eq. (2.7) que p1(1)p2(r) > 0, e

que o méaximo do lado direito ocorre quando p; (1)p2(r) = 0. Entdo o produto ser nulo implica que

essas distribuicdes de densidade ndo se sobrepde, tal que D" = [ p1(r)dr + [ pa(r)dr = 2N.
Também podemos deduzir um limite superior para a distancia entre fun¢des de onda de um

dado sistema com N fixo, a partir da Eq. (2.4), fazendo g3 = ¢(0):

Dy (1, 92) < Dy(1,99) + Dy (p?, y2) = 2N, (2.10)

em acordo com o raio da esfera sendo v/N. Porém da Eq. (2.3) estd claro que a distancia maxima é
V2N, obtida para funcgdes de onda nao sobrepostas. Ou seja, o limite superior obtido da desigual-
dade triangular ndo é alcancado se as distancias forem obtidas por Dy. Ja se as distancias forem
calculadas por Dy, que apropriadamente estabelece distancia nula para fungdes de onda que se
diferem apenas por uma constante de fase, entdo a distancia 2v/N é alcangada para ¢ = 7, ou seja
para ¢ e —1.

Uma propriedade fundamental do espago vetorial e muito usada em mecénica quantica é a

combinagdo linear de elementos do espaco, ou seja, podemos somar duas fun¢des de onda e o
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resultado é também uma fungdo do espago vetorial. Contudo as fungdes de onda do estado fun-
damental ndo satisfazem essa propriedade: duas fun¢des de onda de estado fundamental quando
somadas, se tornam outra fun¢do de onda mas ndo necessariamente de estado fundamental. Por-
tanto o conjunto de todas as fun¢des de onda de estado fundamental ndo é um espago vetorial,
ndo formam um espago de Hilbert. Entretanto ainda é um espago métrico e toda a discussao feita
neste trabalho permanece aplicada.

De acordo com o teorema HK, cada densidade do estado fundamental, pGS, corresponde a
uma tnica funcao de onda do estado fundamental, ¢©5. Como D(x,y) satisfaz D(x,y) = 0 <
x = y, o teorema HK implica que as fun¢des de onda de estado fundamental com distancias
nao nulas, Dy( fs, ZGS)

Dy (pF°,p5°) # 0.

Analisamos portanto esse mapeamento entre Dy e D, numericamente para trés diferentes sis-

# 0, sdo sempre mapeadas em densidades com distancias ndo nulas,

temas: o modelo de Hubbard unidimensional, séries de Hélio isoeletronicas e um sistema de 2
elétrons confinados em potencial parabdlico (dtomo de Hooke). O teorema HK garante que o gra-
fico de D, como fungdo de Dy comega com uma inclinagdo positiva na origem, onde Dy = D, = 0,
e nunca cruza o eixo horizontal novamente. Nossos resultados numéricos, Figura 2.2, apropriada-
mente captam esse comportamento, mas revelam comportamentos adicionais.

Encontramos para todos os sistemas que a inclinac¢do inicial é menor ou igual a 45 graus, pois
como a densidade é um funcional integrado da funcao de onda, Eq.(2.5), D, deve ser afetado no
méximo tanto quanto Dy por uma variagdo pequena na fun¢do de onda. Contudo, a inclinagdo
permanece positiva para todo o regime de Dy, ou seja, as curvas crescem monotonicamente. Sur-
preendentemente em alguns regimes encontramos que as curvas crescem linearmente, revelando
que nestes casos o teorema HK é o mais simples possivel, linear: um aumento na distancia entre
densidades é seguido por um aumento proporcional na distancia entre fun¢des de onda associadas
aquelas densidades. Este comportamento linear se mantém até valores de Dy que sdo proximos
a distancia méxima /2N, limite em que as fungdes de onda nao se sobrepde, e uma pequena
variac¢do da distancia entre fun¢des de onda pode levar a uma grande variacdo na distancia entre

densidades.

2.2 Mapeamento local entre Férmions e Spins

Neste trabalho [33], combinamos um tratamento numérico com uma andlise analitica para prover

um mapeamento eficiente entre a fisica de férmions fortemente interagentes e spins fracamente
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FIGURA 2.2: Distancia entre densidades em funcdo da distdncia entre fun¢des de onda (a) para
série de atomos de Hélio (sistema de Referéncia Z = 3); (b) para o 4tomo de Hooke, referéncia tem
w = 0.5; (c) para o modelo de Hubbard, referéncia tem w = 4

interagentes.

Na auséncia de heterogeneidades espaciais, ou seja no limite termodinamico, o mapeamento
existe e é bem conhecido: para suficientemente forte interagdo o modelo de Hubbard recai no
modelo t-] que, por sua vez, quando semi-preenchido culmina no modelo de Heisenberg com
ordenamento antiferromagnético.

Este mapeamento é matematica e fisicamente bem compreendido [160, 161] e tem sido us-
ado em fisica da matéria condensada de forma rotineira na interpretagdo de experimentos em
solidos fortemente correlacionados. Contudo, na presenga de heterogeneidades — efeitos de
tamanho finito, impurezas, superredes, interfaces, desordem — nao se conhecia se o mapeamento

se mantinha da mesma forma ou se quer se existia.
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FIGURA 2.3: Energia do estado fundamental por sitio em fung¢do da interagdo para L = co.

Mostramos que o mapeamento em sistemas heterogéneos é mantido da forma mais local pos-
sivel, através da média harmonica das interagdes de sitios vizinhos. Isso implica que toda a
fisica do mapeamento, de congelamento gradual dos graus de liberdade de carga se tornando
spins localizados, independe da geometria e da presenga ou auséncia de simetria translacional.
Mostramos ainda que até mesmo o mapeamento padrio, em sistemas homogéneos, pode ndo ser
quantitativamente preciso para intera¢des U consideradas fortes (U ~ 6t) para aplicagdes em es-
tados solidos: apenas para U > 20t, onde t é o parametro de hopping, o mapeamento é eficiente,
com desvios de ~ 1%. Este regime de interagdo é muito superior as interag¢des tipicas de estado
solido, mas sdo acessiveis em experimentos de atomos frios.

Para fortes interagdes o modelo de Hubbard, Eq.(1.1), pode ser expandido em poténcias de

t/U [160,161]. O termo predominante desta expansao é justamente o modelo t-J,

AT = —tY (é} ¢+ He)
ic
42 z 0z fifliiq
| S S - = | (2.11)

-
~

onde S; é o operador de spin meio no sitio i. Note que este modelo é usualmente o ponto de
partida dos estudos de cupratos dopados. Em metais com banda semi-preenchida, n = N/L =1,
isto é, com nimero N de férmions igual ao nimero de sitios L da cadeia, o termo de itinerancia
é suprimido, uma vez que nao h4 sitios vazios, e o modelo t-] se reduz ao modelo de Heisenberg

antiferromagnético,
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onde a interagéo entre spins é dada por | = 4t?/U e ndo hé flutuacdes de carga ao longo da cadeia.
Portanto o sistema original de férmions itinerantes e fortemente interagentes (U/t >> 1) fora
mapeado em um sistema de spin localizados com ordenamento antiferromagnético e fracamente
interagentes (0 < J/t < 1).

Para quantificar a taxa em que as flutuagdes de carga sdo congeladas e o sistema se torna uma
cadeia de spins localizados com fraca interacdo, quantificamos as energias do estado fundamental
de cada modelo, Hubbard e Heisenberg, no limite termodinamico (homogéneo). Neste limite a

energia do estado fundamental por sitio das cadeias de Heisenberg é dada por:

et (J) = lim — =—JIn(2). (2.13)

Por outro lado a energia por sitio do estado fundamental do modelo de Hubbard homogéneo em

semi-preenchimento (n = 1) para U/t — c0 é

eHubb( = ——1In(2), (2.14)

nzl,%—>oo)zlim

de modo que os modelos sdo idénticos para | = 4t?/U. Porém para quantificar o mapeamento em
valores finitos de U /¢, resolvemos numericamente as integrais de Lieb-Wu [35] obtendo e""?? (n =
1,U) em fung¢do da interagdo e comparamos com a energia do modelo de Heisenberg com o | que
o mapeia ao Hubbard, e/¢* (] = 4> /U). Como mostram a Figura 2.3 e a Tabela 2.1, encontramos
desvios percentuais entre as energias consideravelmente grandes em valores de interagao repre-
sentativos de cupratos e outros materiais fortemente correlacionados: em U = 6t as energias dos
modelos diferem por ~ 10%. Ou seja, as flutuagdes de carga ainda sdo significativas e portanto o
mapeamento ndo é quantitativamente preciso neste regime de interagdo.

Ja na presenca de heterogeneidades espaciais, tais como observadas em cupratos e em superre-
des [2,21,92,162-169], os parametros que caracterizam o Hamiltoniano se tornam dependentes do
sitio. Neste caso, ndo sabiamos se o efeito seria 0 mesmo em ambos os modelos, de forma que o
mapeamento se preservasse sem modifica¢gdes. Portanto consideramos o mapeamento Hubbard-
Heisenberg em sistemas com diversas heterogeneidades.

Consideramos inicialmente um sistema contendo uma tnica impureza (ou defeito) localizada

em um sitio central da cadeia e caracterizada por uma interagdo U’ # U distinta dos demais sitios.
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TABLE 2.1: Desvio percentual relativo entre as energias dos modelos de Hubbard e Heisenberg,

Hubb __ ,Heis . . ~ ~ . 212
D(%) = 100%. Os regimes de interagdo sdo tais que U = 1 corresponde a sélidos fra-

camente correlacionados, U = 6 sistemas fortemente correlacionados e valores superiores sdo
atingidos em dtomos resfriados por armadilhas 6ticas.

u ‘ 1 6 10 20 50 100 200
D(%) | -166.50 -10.01 -3.78 -0.97 -0.16 -0.04 -0.01

Hubbard Heisenberg

. . . J J CLJJ
single impurity

?
lfe]uefulufole] «—> T

FIGURA 2.4: Ilustragdo do modelo de Hubbard com uma tinica impureza U’ # U e o modelo de
Heisenberg com as interagdes equivalentes entre sitios vizinhos |/ # J.

Note que neste caso enquanto o modelo de Hubbard é afetado localmente, em um tnico sitio com
U’ distinto, na cadeia de Heisenberg essa impureza deve afetar no minimo a conexdo J' entre os
dois sitios adjacentes, como ilustra a Figura 2.4. Ou seja, o efeito da impureza local no Hubbard
ndo pode ser local no Heisenberg e, em principio, pode ser totalmente ndo-local, afetando o | de
todos os sitios da cadeia.

Refizemos entdo analiticamente o mapeamento Hubbard-Heisenberg, iniciando com o Hamil-

toniano de Hubbard na presenga de uma impureza U’ # U em um sitio k,

T = Y (eh 1o+ He) + U Y gy
i ik
—i—u’ﬁkTﬁu, (2.15)

tomando U e U’ muito maiores que ¢, para obter o modelo t-J,

Aoy = —t) (€olivro+ He) (2.16)

1o

2 2 1
L |6 -5
i#k

4.t2 = z _ﬁkﬁk+1
4 4
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que pode ser reescrito de modo a extrair da somatoria o sitio k,

Al = —tY (ehéiie+ He) (2.17)

i
ar [7 g Al

o Y |5 S -
U 4
42 [z = et

LT [Sk “Sk1— 4+
A [z 2 Mgy

U [Sl R e

e finalmente tomando n = 1, temos

Al n=1) = +— Y {sﬁ»-sll - 1] (2.18)

que pode ser rearranjado na forma

. 2z 1 2 2 1

HE =] ) {Si - Siy1 — 4] +2J' {51 “Si41 — 4] ,
AL+

(2.19)

-

onde ] é um sitio vizinho de k, isto é k = [ + 1, tal que $-S 141 = Sk - §k+1. Note que este resultado

tem a forma do Hamiltoniano de Heisenberg com dois defeitos J' = 4t>/ " e interagdo | = 4t*/U

entre os demais sitios, onde U é a média harmonica entre U e U/,

_ 2uU’
ut = . 2.20
u+u (2.20)

Essa derivagdo analitica nos permitiu evidenciar que o mapeamento Hubbard-Heisenberg per-
siste mesmo na presenca de impurezas, com |’ obtido pela média harménica entre as interagdes
Uel, ou seja, da forma mais local possivel. Confirmamos numericamente esse resultado de duas
formas: i) testando outras possiveis médias entre as interagdes, e ii)) comparando as energias de
sistemas heterogéneos mais complexos, como interfaces e superredes ilustradas na Figura 2.6.

A Fig. 2.5 comprova que apenas a média harmonica descreve corretamente o mapeamento

férmions-spin no limite U, U’ — oc. J4 a Fig. 2.7 mostra comportamento semelhante para o desvio
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FIGURA 2.5: Desvio percentual relativo entre as energias do estado fundamental do modelo de
Hubbard com uma impureza e do modelo de Heisenberg com dois defeitos, obtidas numerica-

mente para |/ = J(U) com quatro escolhas diferentes para a média U: harmonica U = fﬁg,,

quadratica 09 = /LHU2 aritmética U4 = Ut e geométrica UC = /UU'. Em (a) valores de
U tipicos de solidos, (b) regimes de U atingidos em dtomos frios. L = 8, N = 8, cadeia aberta,
u' =3uy2.

das energias em todas as geometrias, demonstrando que o mapeamento permanece véalido con-
tanto que através da média harmonica. Essa independéncia com a geometria reflete o carater local
do mapeamento Hubbard-Heisenberg: a esséncia da fisica destes sistemas é sensivel apenas a
vizinha imediata de cada impureza e ndo da distribuigdo especifica das impurezas ao longo da
cadeia.

Esses resultados nos permitiram generalizar a receita do mapeamento via média harmonica en-
tre férmions fortemente correlacionados e spins fracamente interagentes com facilidade e precisao
para uma ampla gama de heterogeneidades espaciais, incluindo sistemas desordenados, que de
forma geral requerem andlise estatistica de muitas amostras. Note contudo que o processo nao se
trata da localizagdo de Anderson, induzida por desordem (Segado 4.4), em vez disso neste caso o

comportamento de spin (localizado) é fruto da forte interagao.
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FIGURA 2.6: Ilustragdo de interfaces e estruturas de superredes no modelo de Hubbard e as inter-
acdes J, J' e J* equivalentes no modelo de Heisenberg.
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FIGURA 2.7: Desvio percentual relativo entre as energias fundamental dos modelos de Hubbard
e de Heisenberg para os sistemas: homogéneo, com uma tinica impureza, com uma interface e
com estrutura de superrede. L = 8, U’ = 3U/2, ]' = 4t>/U’ and |* = 4t*/U, onde U é a média

harmonica de U e U'.

2.3 Teorema Hohenberg-Kohn em Sistemas Discretos

Como vimos na se¢do anterior, modelos como o Hubbard e o Heisenberg sdo uma maneira sim-

plificada, porém tratavel, de descrever as principais propriedades de sistemas de muitos corpos

interagentes. Mapear as particulas em uma rede, negligenciando interagdes a partir de uma dada

ordem, é uma ferramenta bem sucedida e muito explorada em fisica da matéria condensada e,

mais recentemente, tem recebido atengdo em célculos de quimica quéntica, em particular quando

as fungdes de onda de uma tnica particula podem ser mapeadas apropriadamente aos sitios da

cadeia unidimensional e entdo técnicas de DMRG (density-matrix renormalization group) [50] sdo

usadas para modelar o sistema [170-172]. Esses sistemas discretos podem ser simulados em ex-

perimentos de dtomos frios com redes 6ticas (tanto para bésons, quanto para férmions) [173-175]

e, portanto, sdo de grande interesse como simuladores quanticos e para o desenvolvimento de

tecnologias quanticas.
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Em contra-partida, a DFT através do teorema de HK, tem sido uma ferramenta poderosa na
compreensdo de propriedades de materiais e nanoestruturas, permitindo a investigacdo de tais
redes/cadeias heterogéneas [19]. Mas apesar deste sucesso e popularidade da DFT, algumas
questdes tedricas ainda ndo estavam resolvidas, incluindo a prépria existéncia de um mapea-
mento tnico entre a densidade de particulas do estado fundamental (ou a fun¢do de onda) e o
potencial externo, quando se trata de sistemas discretos (lattice DFT, L-DFT) [176-178], ou seja,
embora seja frequentemente aplicada, havia uma incompleteza na base da teoria.

O que fizemos neste trabalho [14] foi justamente provar que para cadeias de férmions fini-
tas a densidade do estado fundamental determina univocamente o potencial externo do sistema,
com excecdo para os sitios que correspondam aos nés da fun¢do de onda e ao caso extremo de
que todos os sitios estdo totalmente (duplamente) preenchidos. Com este estudo, completamos a
correspondéncia univoca entre estados fundamentais, suas densidades e o potencial externo, ou
seja, completamos a prova do teorema HK base da L-DFT. Embora nossa demonstracdo seja val-
ida para qualquer cadeia de férmions, ilustramos os resultados aplicando-os em cadeias finitas de
Hubbard.

Uma parte do teorema HK para sistemas discretos [176] j4 havia sido demonstrada: para esta-
dos fundamentais ndo-degenerados a densidade de particulas determina univocamente a fungao
de onda na rede. A partir daqui, demostramos o mapeamento um-para-um entre o potencial
externo e o estado fundamental da rede: dada uma cadeia finita de L sitios, com ntimero de
particulas 0 < N < 2LM em que M é o nimero de bandas, o potencial externo é univocamente
determinado pela fungdo de onda.

Consideramos inicialmente fun¢des de onda sem nés e redes de uma tinica banda. Sejam dois

diferentes potenciais }_; v; e }; v;. que levam a mesma fun¢io de onda |'¥). Entdo

(Ho + Zvjﬁj) |¥) = E|¥) (2.21)
j

(HO - Zv;ﬁ]) ¥) = E'|¥). (2.22)
j

Subtraindo a Eq. 2.22 da Eq. 2.21 temos

Y (vj —v))a[¥) = (E— E)[¥), (2.23)
]
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que pode ser reescrita como

Zﬁjﬁjm = E|Y). (2.24)
J

Iniciamos a anélise das possiveis ocupagdes — uma particula com spin up ou down, duas
particulas ou vazio — dos sitios 1 e 2. Consideramos uma fun¢do de onda que possui coeficientes
11,5, X) e |S, 1), X), que podem assumir valores bem pequenos, mas ndo-nulos, onde S repre-
senta a ocupacdo simples e X representa alguma configuragdo das particulas remanescentes nos
sitios remanescentes. No modelo de Hubbard, por exemplo, essa situagdo corresponderia ao caso
de N > 2, excluindo os seguintes casos extremos: i) de ocupagdo completa (dupla ocupagdo em
todos os sitios e todas as bandas), ii) polarizagdo completa e iii) intera¢do e/ou potencial infinitos.

Temos entédo

Y ;nj 11,5, X) = (201 + 02 + k) [1], S, X) (2.25)
j

onde k inclui os termos devidoa X e
Y 5if1|S, 1, X) = (61 + 202 + k) |S, 1, X)) (2.26)
j
Mas |¥) é uma autofungéo de ), 7;f1, portanto

201+ 0r+ k=01 4+ 20, + k (2.27)

oquelevaa

<
iy
Il

<
N

(2.28)

O mesmo procedimento pode ser feito para os sitios 2 e 3, e entdo para os sitios 3 e 4, e assim por

diante; de forma que todos os 7; sdo iguais, ou seja,
0 =c. (2.29)

onde c é uma constante. Isso significa portanto que v; e v} s0 podem diferir por no médximo uma
constante.

Uma prova semelhante pode ser feita considerando [1,0, X) e |0, 1], X) ou termos tais como
|S,0,X) e|0,S, X). Seriam o caso por exemplo do modelo de Hubbard com duas particulas ou uma
particula, respectivamente. Para o semi-preenchimento, com U — o0 ou maxima magnetizagéo,

entdo temos apenas ocupagdo simples e neste caso o potencial ndo é univoco, tal como seria para
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o modelo de Heisenberg.

Podemos estender essa prova para sistemas com multiplas bandas considerando termos na
forma |(B,) 1, (Bp)S, X) e |(Ba)S, (By) T, X), onde escrevemos a ocupagao das bandas mais altas
ocupadas para os sitios 1 e 2, e By representa alguma ocupagdo da banda mais baixa em um sitio

consistente com o nimero de particulas. Temos entdao

(24 1,)01 4+ (14 1)y +k = (1 +n,)51 + (2+ny)52 + k (2.30)

onde 7y é a contribuicdo para a densidade devido a Bx. Assim 77 = @, e iterando esse processo
para os outros sitios, mostramos que 0; = ¢ para todos os j. A prova para N = 1e N = 2 segue o
mesmo caminho.

Para estender a demonstragdo para fun¢des de onda com nés, consideramos por simplicidade
um Unico no no sitio 3 (a generalizagdo para mais nds é direta). Realizamos o procedimento para
os sitios 1 e 2, em seguida em 2 e 4, etc; ou seja, desconsiderando o sitio com nd, obtemos nova-
mente v; e v;» apenas diferindo por uma constante para todos os sitios, exceto os com né. Portanto
demonstramos que a densidade do sistema de fato determina univocamente o potencial praticamente em
toda a amostra, a excegdo sendo os sitios onde hd nds da fungdo de onda. Porém como os nds signifi-
cam sitios isolados de uma rede pode-se concluir que em termos préticos, a densidade do estado
fundamental determina o potencial na rede.

Para ilustrar a validade desta demonstracdo, consideramos um Hamiltoniano genérico com
um potencial externo v;,

H = Hy+ ) vjh;. (2.31)
j

Dada a fungdo de onda |¥) para este sistema, temos entdo
(¥|n;H|¥) = En;. (2.32)
onde usamos n; = (¥|7;|¥). Em termos dos termos do Hamiltoniano isto implica

(Y|A:Ho|¥) + v (F|AZ[¥) + Y_ 0 (¥|a;|¥) = En;. (2.33)
j#i
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Rearranjando a Eq. (2.33) tal como a Ref. [179],

k arge ~ T
o = COEEGIR n S E® — (¥ o [ ()
— Yo @O aa ), (2.34)
i#i

ge

x . N . target .
usaremos esta equagdo para encontrar o potencial que leva a densidade n, a partir de um

(0)

potencial tentativa v; . Este processo é chamado de esquema inverso, pois de forma geral tem-se

o potencial e deseja-se (via DFT) obter a densidade.

Usando a identidade

(POl ¥ 1) + Y o)) (10 ¥ ) =
i7i
—oF (¥ ® a2 ¢®)y 4 EO ), (2.35)

1

reescrevemos a Eq. (2.34) na forma

target (k) k
AR il L
P (v a2y )

1

(k)

+0; (2.36)

De acordo com a Ref. [179], esta equagdo é esperada convergir para E < 0, assim definindo a

expressdo geral

(k) _  target (k)
n; n; |EW)|
o — ( ) +olb. (2.37)

A k+1 k
Na convergencia, Ul( +) = Ul( )

o potencial externo reproduz a densidade alvo via a equagdo de
Schrodinger de muitos corpos. Nosso resultado, Eq. (2.37), é semelhante ao derivado para coor-
denadas espaciais continuas [179] exceto pela mudanga no denominador.

Aplicamos entdo nosso esquema para uma cadeia finita, com fixo niimero de particulas e in-

teragdo finita, como descrita pelo modelo de Hubbard (HM) em uma dimensao,

_ t t
Hygv = —t) (Ci,crci+1,¢7 + Ci+1,crci,l7)

i,0

+a2ﬁmflw + Zviﬁi. (2.38)
i i

Adotamos condicdes de contorno abertas, L sitios, interacio U = U/t e N particulas (com popu-

lacdo de spin balanceada Nt = N| = N/2.
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FIGURA 2.8: Potenciais deslocados por constantes encontrados para potenciais harmonicos tenta-
tiva com k = 0.1 ou k = 2 em comparacdo com o potencial exato com k = 1. Em todos os casos

L=8 N=2elU=2.
Demonstramos que alcangamos o mesmo potencial final (a menos de uma constante), inde-
pendentemente do potencial inicial. Para o sistema exato usamos o potencia harmonico, v; =
2
1k (i — %Ll)) com k = 1 para gerar a densidade alvo. Aplicamos entdo o esquema iterativo

(2.37) comegando com um potencial harmoénico com k = 2 e entdo iniciando com k = 0.1. A

Figura 2.8 mostra que encontramos o mesmo potencial final a menos de uma constante aditiva.

2.4 Polarizacao Critica em Superfluidos Exéticos

O fendmeno de supercondutividade tem fascinado cientistas de diversas dreas, desde sua de-
scoberta hd mais de 100 anos [180, 181]. Em sistemas fermidnicos ndo polarizados, a superfluidez
é descrita pela teoria de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) [30], em que os férmions sujeitos a uma
interagdo efetiva atratativa compoe pares de Cooper com momento zero. A presenga de cam-
pos magnéticos fortes e polarizagdo interna, produzida por populagdes de spin desbalanceadas,
pode destruir o mecanismo dos pares BCS e forcar o sistema a uma fase normal polarizada, ndo
superfluida.

Entretanto, de acordo com Fulde e Ferrell (FF) [103] e, de forma independente, com Larkin
e Ovchinnikov (LO) [104], haveria um regime de baixa polarizacdo para o qual o fendmeno de
superfluidez ainda sobreviveria, fase que tem sido denominada como estado FFLO. Esta exética
coexisténcia de supercondutividade e magnetismo é predita se manifestar através de uma que-
bra espontanea de simetria espacial, caracterizada por um pardmetro de ordem oscilante ou het-
erogéneo na amostra [105], sendo portanto muitas vezes referida também como superfluidez in-

omogénea.
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Do ponto de vista experimental, as evidéncias do estado FFLO s&o indiretas, tanto em so6li-
dos [110] quanto em atomos frios em tubos unidimensionais [106]. Teoricamente, por outro lado,
muitas propriedades gerais da fase FFLO ja foram compreendidas [105], mesmo com as dificul-
dades tedrica/computacionais de tratar sistemas complexos de muitas particulas interagentes e
incluir o confinamento harmoénico, necessario para descrever os experimentos estado-da-arte em
atomos frios. Mas ainda havia uma importante limitagdo nos tratamentos teéricos na época em
que realizamos esta pesquisa: os diagramas de fase — determinando a polarizagdo critica maxima
para a persisténcia da fase superfluida — eram determinados de forma empirica, ou seja, através
de assinaturas indiretas da fase FFLO obtidas para pardmetros e sistemas especificos, sem funda-
mentacao tedrica sélida.

Neste trabalho, derivamos uma expressdo para a polarizagdo critica Pc abaixo da qual o estado
FFLO surge, partindo de consideragdes gerais e independentes do sistema. Construimos entdo o
diagrama de fases para sistemas finitos ndo confinados e provemos um mapeamento quantitativo
para que este diagrama fosse também aplicado a sistemas harmonicamente confinados, como nos
experimentos. Demonstramos analiticamente, e confirmamos numericamente, que Pc possui um
limite superior universal, P/'** = 1/3 para qualquer densidade, interacdo e intensidade de con-
finamento harmonico. Este resultado contradizia na época estudos que indicavam a presenca da
fase FFLO em polariza¢des muito elevadas [107,121-123], até P ~ 0.8. Demonstramos, neste
mesmo trabalho, que os estudos prévios possuiam uma andlise incorreta e que, se corrigido o
problema, levavam a P¢ condizentes com nosso upper bound.

Consideramos o modelo de Hubbard em uma dimensao, Eq. (1.1), a temperatura zero. Real-
izamos célculos de DMRG e de DFT (via aproximagdo de densidade local, LDA) para obter pro-
priedades do estado fundamental de cadeias finitas e a solu¢do Bethe-Ansatz e uma parametriza-
¢do entdo recém proposta (Secdo 3.1) [34] para cadeias infinitas.

Inicialmente consideramos as probabilidades de ocupacao de cada sitio, cujo espago de Hilbert
é 4-dimensional: vacuo, spins emparelhados (up e down), ocupacdo simples up e down. Para a

fase FFLO as probabilidades principais sdo a dupla ocupagao,

_1 A 10Ep(n, P, U)
wiy =7 Y (i) = p e (2.39)

1

intimamente relacionada a superfluidez, e a probabilidade de spins excedentes (aqui consider-

amos P>0),
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FIGURA 2.9: Probabilidades de ocupagdo em fungédo da polarizagéo P: w4 para ocupagao simples

da espécie excedente (spin up) e w4 para a dupla ocupagdo. O ponto de intersecgdo P; coincide

para diferentes métodos, para sistemas com (V = 0.02t) e sem (V = 0) confinamento harmonico
para o regime fortemente interagente, U = —8¢, com n = 0.7.

(14 P] —wyy, (2.40)

==
NS

wi ; (iy) —wy, =
associada a fase normal, onde Ey(#n, P, U) é a energia total do sistema no estado fundamental.

Monitoramos essas probabilidades, como apresentamos na Figura 2.9, em fungao da polariza-
¢do no regime fortemente atrativo (U = —8¢): observamos que as probabilidades sdo indepen-
dentes da presenga ou ndo do confinamento, ja que ha uma menor relevancia do potencial neste
regime de forte interagdo. Verificamos também uma concordancia muito grande entre os diversos
métodos com os célculos de DMRG, o que se justifica pelo fato de que as probabilidades sdo quan-
tidades médias. Em particular para o ponto de interse¢do das probabilidades, P = P(w; = wy ),
a tabela 2.2 mostra que os métodos BA-FVC (para sistemas ndo confinados) e DFT (para confina-
dos harmonicamente) sdo confidveis para qualquer densidade e regime de interagdo, a um custo
computacional muito menor que os calculos de DMRG.

Note entretanto que aparentemente nenhum carater especial ocorre nas probabilidades ao
longo da polarizagdo, parecem variar linearmente com P. Se este fosse o caso, a susceptibili-
dade de pares, x iy = |dwy /dP| (ou equivalentemente a susceptibilidade da espécie majoritaria,
X+ = |dwy/dP|) seriam constante em P, ou seja, ndo existiria um regime especial de polariza-
¢do para o qual o mecanismo de pares e a superfluidez fosse favorecida e protegida quanto ao

magnetismo.
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TABLE 2.2: Polarizagdo critica Pc para vérios regimes de densidade 7 e interacdo U em cadeias
com e sem confinamento harmonico. Célculos via DMRG e DFT, para cadeias finitas com L = 80
sitios e condi¢des abertas de contorno, e BA-FVC [34], para cadeias infinitas

Sem confinamento V = 0 | Confinamento V = 0.02¢
n | DMRG BA-FVC DMRG DFT
0.2 0.28 0.30 0.32 0.32
U=-8t 0.5 0.29 0.29 0.33 0.33
07| 029 0.29 0.33 0.33
1.0 0.31 0.31 0.33 0.33
0.2 0.17 0.13 0.27 0.26
U=-4t 0.5 0.19 0.15 0.32 0.33
0.7 0.21 0.20 0.32 0.33
1.0 0.27 0.26 0.33 0.33
0.2 0.00 0.00 0.17 0.14
U=t 0.5 0.00 0.00 0.30 0.33
0.7 | 0.07 0.00 0.30 0.33
1.0 0.19 0.18 0.33 0.33

Porém o que vemos na Figura 2.10 é que ambas as susceptibilidades, x4 € X1, claramente
possuem dois comportamentos distintos em func¢do da polarizagdo, com ponto de inflexado jus-
tamente em Pj: para P < Pj a susceptibilidade de pares diminui com P, ou seja, o sistema atua
contra o aumento da polarizagdo, protegendo o mecanismo de pares, o que é consistente com a
fase supercondutora FFLO. Ja para P > P os pares desprotegidos se tornam cada vez mais sus-
ceptiveis a P, isto é, o sistema atua em favor do aumento da polarizagdo, caracteristica de uma
fase normal, ndo-superfluida.

Esta protecdo ao mecanismo de pares na fase FFLO ¢ feita através da espécie minoritéaria, w
(para P > 0): com P aumentando (para N fixo), o sistema possui dois canais para flip de spins, (I)
via estados desemparelhados ||) — |1) ou (II) via pares |T]) — |1),|T). Energeticamente, 0 canal
(I) é favoravel, pois s6 requer a energia da polarizacdo em si, enquanto (II) tem o custo adicional de
vencer a interacdo atrativa de pares. Contudo, como a probabilidade do estado desemparelhado
da espécie minoritdria é bem pequena (mas finita) para todo o regime de P, o processo de flipping
possui sempre contribui¢des dos dois canais (I) e (II). Como o canal (I) ndo afeta os pares, quanto
maior a contribuigdo deste canal, determinada pela susceptibilidade x| = |dw | /dP|, mais robus-
tos os pares contra P. Isto é exatamente o que observamos na Fig.2.10b: para P < Pj, x| aumenta
com a polarizagdo, enquanto para P > P; diminui com P. Portanto para P > P; a superfluidez
é suprimida devido ao fato de que a polarizagdo é progressivamente produzida pela quebra de
pares, via o canal (II). O estudo quantitativo do papel dos canais de flipping de spins na protegao

da fase FFLO fora realizado mais tarde [101] (Secédo 4.1).
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FIGURA 2.10: Susceptibilidade de pares e susceptibilidades de spins desemparelhados para n =

0.7 e U = —8t, extraidos dos resultados analiticos BA-FVC, com um ponto de inflexdo em P ~ P;.

Esta polarizagdo corresponde a polarizacio critica P que delimita a fase superfluida, P < Pc
(FFLO), e a fase normal polarizada e ndo-superfluida, P > P (PN).

Portanto P; tem um significado fisico fundamental: corresponde a polarizagdo critica Pc que

delimita o estado FFLO da fase normal, e é dada por

4WT$<”’ Pc, U)
n

Pe(n,U) =+ -1], (2.41)
onde fizemos wy| = wy nas equagdes (4.3)—(4.2). O sinal da Eq.(4.6) depende de qual é a espécie
predominante, spin up (+) ou down (—). A Figura 2.11 mostra o diagrama de fases delimitando
as fases FFLO e normal polarizada (PN) para varias densidades. Encontramos que para U e n
pequenos, a fase FFLO é suprimida: qualquer valor pequeno de polarizacdo é suficiente para

induzir diretamente a transi¢do de BCS para PN. Para densidades maiores e fraca interacdo, a
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FIGURA 2.11: Diagrama de fases em fung¢do da polarizacdo P e da intensidade da interagdo atra-

tiva |U|/t, para cadeias ndo confinadas. A linha delimitando FFLO e PN, obtida via Eq.(4.6), é

mostrada para quatro densidades. A linha vertical tracejada representa o limite superior obtido
analiticamente, Pg’“" =1/3.

drea FFLO aumenta com 1, enquanto para U grandes P¢ se torna independente de 7. Isto porque
quanto maior a densidade, maior a probabilidade de pares em P = 0, o que ajuda a manter
a superfluidez para maiores polarizagdes em U moderado, mas se torna irrelevante para fortes
interagoes.

De fato obtivemos analiticamente o limite superior da polarizagao critica, P, calculando wy, .

Aplicando a transformagéo particula-buraco para mapear sistemas atrativos e repulsivos [45,185],
n
wN(n,P,U < 0) = ) [1 - |P|] - WTi(Tl/,PI, |U|), (2.42)

onden’ = nP+1eP' = (n—1)/n', vemos que o valor maximo wi™(U < 0) corresponde ao
minimo de w4 (|U]). Este é precisamente o caso para U — —oo: dupla ocupagdo no sistema
repulsivo se anula, w4 (|U| — o0) = 0, enquanto a dupla ocupagdo no sistema atrativo é méxima,
Wi (U — —o0) = (n/2)(1 - |P|). Usando esta tltima equagdo na férmula para P, encontramos
o limite superior

1
P2 = 5, (2.43)

que é consistente com o diagrama de fases da Fig.2.11 e com nossas observa¢des numéricas para

U grande (Tabela 2.2).
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FIGURA 2.12: Evolugédo dos perfis de magnetizacao, de wy e de w4 em funcdo de P: (a), (b) no

regime FFLO (P < Pc); (), (d) na fase normal polarizada (P > P¢). Linhas s6lidas indicam as

médias wy| e wy da cadeia. Resultados de DMRG para L = 40, N = 23, U = —8te V = 0. Neste

caso Pc(n = 0.58, U = —8t) = 0.29, e cada painel é marcado — por uma estrela — no diagrama de
fase da Fig.2.11.

Note que no limite U — —oo, a probabilidade da espécie majoritdria para P > 0 torna-se

wy(n,P,U — —0) = nP
_ N(M-N
L N
= ny—ny, (2.44)

onde m = ny —n| é amagnetizacdo. Esta convergéncia das médias w4 e m no limite U — —oo sug-
ere que no regime fortemente atrativo as propriedades da probabilidade da espécie majoritarias
podem ser obtidas através da magnetizagao local.

De fato verificamos numericamente, na Figura 2.13, a concordancia local — isto é, ao longo da
amostra — entre w; ; e m;, para U = —8¢t. No regime superfluido, P < Pc, encontramos que wy
domina toda a cadeia, enquanto os spins desemparelhados sdo distribuidos de forma heterogénea,
com um actimulo (probabilidade local acima da média) no centro da cadeia. Ja no regime normal,
P > Pcvemos o oposto: wy prevalece sobre os pares em toda a cadeia, com oscilagdes do tipo das
de Friedel em torno da média, enquanto w4 acumula no centro da cadeia.

Do ponto de vista experimental, &tomos ultrafrios constituem sistemas ideais para a detecgédo

de superfluidez exética [108,109]. Para sistemas fortemente interagentes (|U| > 8t), mostramos
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FIGURA 2.13: Mapeamento da polarizacao critica do sistema harmonicamente confinado a partir

do diagrama de fases do sistema sem confinamento obtidos por dados de DFT. Pc(n, U, V) —

Pc(n, U,V = 0) para diferentes densidades representando o deslocamento em P — C necessario

para que o diagrama de fases da Fig.2.11 seja usado em sistemas confinados com intensidade V /.
contudo que o confinamento harmonico produz um deslocamento pouco relevante para a po-
larizagao critica. Portanto o diagrama de fases apresentado na Figura 2.11, construido para sis-
temas ndo confinados, pode ser aplicado diretamente a sistemas harmonicamente confinados
neste regime de interacdo. Para interacdes mais fracas, dependendo da densidade de particu-
las e do confinamento V, hd um deslocamento em P- que ndo pode ser negligenciado. Portanto,
comparando as polarizagdes criticas de cadeias com e sem confinamento, apresentamos na Figura
2.13 qual deve ser o deslocamento aplicado a Pc para que o diagrama da Fig. 2.11 possa ser usado
em sistemas harmonicamente confinados. Perceba que independente do deslocamento exigido, o
polarizagdo critica continua limitada a P*** = 1/3 para qualquer densidade, interagdo e confina-
mento, ou seja, o limite superior que encontramos é um limite universal.

Embora este limite superior seja consistente com o predito originalmente e também com cal-
culos via Monte Carlo quantico [31], havia uma aparente discrepancia entre nossos resultados e
estudos em sistemas harmonicamente confinados que reportavam fase FFLO para polarizagdes
criticas muito maiores, até Pc ~ 0.8 [107,121-123,182,183]. Verificamos contudo que a aparente
contradigdo fora apenas um artefato de uma analise inapropriada realizada por tais estudos. As

assinaturas da fase FFLO heterogénea foram observadas exclusivamente no centro da armadilha
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FIGURA 2.14: a) Polarizagdo critica Pc em fungdo do confinamento harmonico V, no regime em
que ndo hd FFLO em V = 0. A medida que V aumenta, o estado FFLO surge (Pc # 0). Inset:
densidade efetiva no centro da cadeia, como definida na Ref. [183], em unidades de n, em fungdo
de V. b) Polarizagao critica em cadeias confinadas calculadas: i) para toda a cadeia (P em w4 =

w4), ii) apenas no centro da armadilha (P’ em wilt = w%m) e iii) para toda a cadeia, mas

usando como referéncia as probabilidades apenas no centro da armadilha (P at wi* = wi’™). A
linha sélida indica o limite superior P"** = 1/3. Em todos os casos L = N =80 e U = —8t.

core

harmoénica, mas foram associadas a polarizagdo global P, da cadeia como um todo, que contem

bordas caracterizadas por uma grande concentragdo de particulas desemparelhadas, ou seja, bor-

das ndo superfluidas. A Figura 2.14 mostra que se a analise for realizada consistentemente para

ambas, assinatura e polarizagdo, seja em toda a cadeia ou apenas no centro da armadilha, a po-

larizagdo critica satisfaz o limite superior Pc < 1/3. Note que inclusive nossos resultados, se

analisados incorretamente com P global e probabilidades no centro da armadilha, levam a polar-

izagOes artificialmente maiores para Pc.
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Pesquisa em Desenvolvimento de

Metodologias

A DFT destaca-se entre estes métodos, pois aplicada ao modelo de Hubbard tem sido capaz de
tratar e prever muitos dos fendomenos fisicos do modelo. Em particular, a aproximag¢do mais sim-
ples usada em DFT, a aproximagédo de densidade local (LDA), que geralmente tem baixa precisdo
em outros sistemas, para o modelo de Hubbard oferece resultados quantitativamente confidveis
para a maioria das grandezas. A esséncia da LDA consiste em usar informagdo (funcionais da
densidade) conhecidos para o sistema homogéneo, localmente (em cada sitio) como uma aprox-
imacdo para os sistemas mais realistas, heterogéneos. De forma geral, conhecido o funcional da
densidade para uma grandeza X no limite homogéneo, ou seja X" (1), a aproximagao LDA para

tal grandeza no regime inomogéneo X" é obtida por:

. 1 L
XM XEPA = 2 ) X (1) s, (3.1)
i=1

onde n é substituida localmente pela densidade n; do sitio. Na presenga de magnetizagdo na
amostra, m = ny — n|, podemos fazer uma aproximacao de densidade de spin local (LSDA), dada
por

1& hom

Z ZX (n, m)’nﬂn,- . (32)

" m—>1m;
i=1

Xinh ~ XLSDA

Portanto neste Capitulo apresentamos nossos resultados em pesquisa de desenvolvimento de
funcionais da densidade X"°" (1), metodologia crucial para uso de DFT via LDA em cadeias de
Hubbard heterogéneas. Na se¢do 3.1 apresentamos um funcional da densidade analitico (FVC)
para a energia do estado fundamental mais preciso que funcionais anteriores para sistemas nado

magnetizados e que pode adicionalmente ser usado em sistemas dependentes de spin. Na secao
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3.2 apresentamos um funcional da densidade numérico para a energia do estado fundamental
obtido via redes neurais artificiais cujo desempenho e custo computacional supera o funcional
FVC. Por fim, na segdo 3.3, apresentamos um funcional da densidade analitico para o emaran-
hamento de um sitio com relagdo ao restante da cadeia. Estes resultados estdo contidos nos

seguintes artigos:
1. Simple parametrization for the ground-state energy of the infinite Hubbard chain incorporating Mott
physics, spin-dependent phenomena and spatial inhomogeneity

V. V. Franga, D. Vieira, and K. Capelle, New Journal of Physics 14, 073021 (2012).

2. Artificial neural networks for density-functional optimizations in fermionic systems
C. A. Custédio, E. R. Filletti, and V. V. Franga, Scientific Reports 9, 1886 (2019).
3. Entanglement from density measurements: Analytical density functional for the entanglement of
strongly correlated fermions V. V. Franga and I. D" Amico, Physical Review A 83, 042311 (2011).
4. Hubbard model as an approximation to the entanglement in nanostructures
J. P. Coe, V. V. Franga, and I. D’Amico, Physical Review A 81, 052321 (2010).
5. Feasibility of approximating spatial and local entanglement in long-range interacting systems using
the extended Hubbard model
J. P.Coe, V. V. Franga, and 1. D’Amico, EPL 93, 10001 (2011).
6. Entanglement and position-space information entropy: Hubbard model as an approximation to nanos-
tructure systems

J. P. Coe, V. V. Franga, and I. D’Amico, J. Phys. Conf. Series 303, 012110 (2011).

7. Approximation of the entanglement in quantum dot chains using Hubbard models
J. P. Coe, V. V. Franga, and I. D’Amico, J. Phys. Conf. Series 286, 012048 (2011).

8. Testing density-functional approximations on a lattice and the applicability of the related Hohenberg-
Kohn-like theorem

V. V. Franga, J. P. Coe, and I. D’Amico, Scientific Reports 8, 664 (2018).
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3.1 Funcional da Densidade para Sistemas Dependentes de Spin

Neste trabalho [34], propusemos uma parametriza¢do analitica para a energia do estado funda-
mental do modelo de Hubbard em uma dimensdo com maior acurédcia em todos os regimes de
parametros do que expressdes anteriores [184] e tendo o diferencial de poder ser aplicada a sis-
temas dependentes de spin. Usamos este funcional em aproximagdes de densidade local e explo-
ramos, via DFT, sistemas com impurezas e potenciais confinantes, mostrando que os resultados
estdo em excelente acordo com outros cdlculos independentes de muitos corpos, como DMRG, a
uma fragdo do custo computacional.

Na presenca de um potencial externo V;, o modelo de Hubbard unidimensional é dado pela
Eq.(1.1). Célculos de DFT com a aproximagdo LSDA podem ser realizados para este modelo [19],
de forma que a energia do estado fundamental do sistema inomogéneo seja obtida aproximada-

mente por:

N
Eih ~ ELSPA = Ze’gomw, m, U)]
i=1

, (3.3)

onde ¢/ (n,m,U) é a densidade de energia do estado fundamental, funcional de n,m e depen-
dente da interacao U.

Para o caso ndo magnetizado, isto é m = 0, a expressdo comumente usada para este funcional

é conhecida como parametrizagdo LSOC [184], dada por

eLSOC (1, 1) = —2'67(:[) sin< o ) (3.4)

onde a fungdo B(U) é determinada pela igualdade

2B(U) (N (T Jo()Ni(x)
- Sln<‘B(U)>_ 4/0 dxx(1+eux/2). (3.5)

Por construcdo, a LSOC se torna exata para U — 0 e qualquer n (onde p = 2), para U — oo
e qualquer n (onde B = 1), e paran = 1 e qualquer U (onde 0 < B < 1), e para os demais
pardmetros é uma aproximacdo razodvel para a solu¢do numérica de Bethe-Ansatz (BA).

Existem vdrias vantagens em se usar um approach analitico, através de parametrizagdes, em vez
do numérico. Uma delas é a facilidade em si de implementar a LSDA, via uma equagdo funcional
da densidade em vez de muitos dados/tabelas com dados numéricos do modelo homogéneo.

Especialmente porque na solu¢do numérica BA ndo temos liberdade de especificar a densidade
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e a magnetizacdo que desejamos, em vez disso determina-se quantidades auxiliares, os limites
inferior e superior das integrais BA, e as densidades sdo obtidas como parte da solugdo. Torna-
se portanto necessario um volume grande de dados, para cobrir todos os valores possiveis das
densidades e tornar os resultados de DFT precisos o suficiente.

Expressoes analiticas também tém a vantagem de permitir resultados analiticos para grandezas
que envolvem derivadas da energia, como susceptibilidade magnética [71], gap de Mott, equagdes
de Euler em redes 6ticas [185], etc. Entretanto a expressdo LSOC possuia sérios problemas e limi-

tagdes, que foram resolvidos por nossa parametrizagdo FVC:

e A fungdo B(U) na LSOC é independente das densidades de carga e spin. Esse fato é conve-
niente para que se possa obter (U) de forma independente, fora do ciclo autoconsistente de
DFT, em vez de ter que calculd-lo para todas as iteracdes até que as densidades convirjam.
Entretanto é fisicamente incorreto: a energia de correlagdo deve depender das densidades.
Em vez disso a energia LSOC tem uma dependéncia senoidal com a densidade para todos

os U's, 0 que s6 é correto nos limites U = 0 e U — oo.
e O gap de Mott obtido via LSOC ¢ incorretamente negativo. O gap de Mott, E¢,p, pode ser
calculado através da diferencga entre energias totais [186], o que via LSOC obtém-se

(3.6)

Eg;;?c(ll) = U+4cos<

)
Bu) )’
que se torna negativo entre U = 0 e U = 2t. O gap de Mott deve ser positivo paran = 1

e U > 0, visto que representa o custo energético da repulsdo Coulombiana para acomodar

mais de uma particula no mesmo sitio.

e A LSOC ndo incorpora magnetizacdo, ou seja, ndo pode ser aplicada para estudar fendmenos
com ny # ny, como fendmenos dependentes de i) spin em sélidos ou ii) polarizagdo de

estados hiperfinos em dtomos aprisionados em redes 6ticas.

Portanto construimos um novo funcional da densidade, denominado FVC (iniciais para Franga,
Vieira e Capelle), que ndo apenas resolvesse essas falhas e limita¢des da LSOC, mas também que
fosse mais precisa que a LSOC de forma geral e, ainda continuasse satisfazendo quatro limites
exatos conhecidos em funcdo de varidveis fisicas relevantes [187], a saber:

1) Para sistemas ndo interagentes (U = 0),

eo(n,m, U =0) = —% sin (%) cos <7t27m) . (3.7)
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2) Para interagdo infinita (U — o0),
2 .
eo(n,m,U — c0) = - sin(7tn). (3.8)

3) Para semi-preenchimento sem polarizagao (n=1,m=0),

eo(n=1m 4/ dx O+ e>]<1p(u’2/2) (3.9

4) Para maxima magnetizacdo (m = n),

2
eo(n,m=mn,U) = - sin(7tn). (3.10)
Outros cuidados importantes também foram tomados na constru¢do do funcional FVC, tais
como evitar polindmios de ordens altas (produzem oscilagdes ndo fisicas), evitar fun¢des especiais
ndo usuais, manter a forma semelhante 8 LSOC (ja implementada em vérios grupos).

Todos esses limites/vinculos/cuidados sdo considerados no funcional FVC, dado por:

FVC _ Z,B(nlml u) . mm Tm
ey’ ~(n,m,U) = — - sin (,B(n, - U)) cos <’y(n,m,lj)> , (3.11)
onde
B(n,m, U) = p(U)*rmt), (3.12)
Vu
y(n,m,U) = 2exp ll—(m/n)m i (3.13)
) yu
u
a(n,mU) = [ni;/?z] (3.14)

Aqui B(U) é a mesma quantidade usada na LSOC. A equacgéo (3.11) é validaparal > 0en <1,
mas pode ser estendida paran > 1 e U < 0 via transformagdes particula-buraco [185,186]. E o
gap de Mott obtido via FVC é

E;};C(U) = U+4cos<

s )~ BPUU (L)

o () * s e () ) 19

Naturalmente a Eq. (3.11) ndo é a tinica parametrizacdo possivel. De fato exploramos outras

variagOes, que também satisfaziam os limites e consideragdes descritos, mas escolhemos esta por
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FIGURA 3.1: Energia por sitio do estado fundamental em funcado da (a) densidade, para U = 6t;
b) interagdo, para n ~ 0.5. Insets: desvio percentual 100(efVC(LSOC) — ¢FN) /oFN dos resultados

numéricos (FN).
desviar da solugdo BA por menos que os erros tipicos da aproximagdo LSDA para este tipo de
sistema: a partir dai, qualquer melhora na forma da parametrizac¢do seria indistinguivel quando
aplicada a sistemas heterogéneos devido aos erros intrinsecos da LSDA.

Na Figura 3.1 apresentamos uma comparagdo entre a FVC, a LSOC e as solugdes numéricas
(FN) das integrais de Bethe-Ansatz para m = 0. Os desvios relativos da FVC em relagdo a FN
sdo tipicamente menores que 2% e no maximo ~ 4%. Esses erros sdo equivalentes aos erros da
LDA (quando usamos BA com FN e comparamos com diagonaliza¢do exata), ou seja, a FVC é
uma parametrizacdo confidvel para cdlculos LDA incluindo o regime de interagdo U > 6t, que
ndo pode ser realizado em sélidos, mas em atomos frios.

Como ilustramos na Figura 3.2, o gap de Mott também fora corrigido com a FVC, que deixou

de ser negativo entre U = 0 e U = 2t, como previa incorretamente a LSOC [186]. Para U >



3.1. Funcional da Densidade para Sistemas Dependentes de Spin 41

FIGURA 3.2: Gap de Mott Eg,, de cadeias infinitas, obtido pela solugdo numérica das integrais de
Bethe-Ansatz, comparado com as predi¢des analiticas LSOC e FVC.

energy

FIGURA 3.3: Energia do estado fundamental por sitio em funcdo da magnetiza¢do paran ~ 0.5 e
varios valores de U. Inset: desvio percentual 100(€F VC(LSOC) _ oFN )/ efN.

2t tanto a LSOC quanto a FVC sdo positivos, porém a FVC é significativamente mais préxima
dos resultados numéricos. Mas note que a FVC também néo reproduz apropriadamente o sutil

comportamento ndo-perturbativo para U — 0, apesar do termo logaritmico na Eq. (3.15).
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Na Figura 3.3 apresentamos a performance da FVC em sistemas com magnetizagdo. Clara-
mente a dependéncia do spin de sistemas homogéneos é recuperada via FVC com a mesma pre-
cisdo que a dependéncia da carga.

Nas Figuras 3.4 e 3.5 ilustramos a confiabilidade da FVC em célculos BALSDA para reproduzir
os perfis de densidade e magnetizacdo ao longo de cadeias com heterogeneidades espaciais. Na
Fig. 3.4 comparamos a BALSDA via FN e via FVC com dados de DMRG para cadeias cuja tnica
heterogeneidade é produzida pela presenca de bordas, para cadeia de L = 100 sitios. A energia
do estado fundamental deste sistema obtida via BALSDA /FVC desvia-se da energia obtida via
DMRG por apenas 0.01%, enquanto a BALSDA /FN produz energia com desvio de 0.64% da ener-
gia via DMRG. Os desvios somados para todos os sitios dos perfis de densidade e magnetizagdo
também sdo inferiores entre BALSDA /FVC e DMRG (0.42% para a densidade local e 2.20% para
a magnetizacdo local) do que entre BALSDA /FN e DMRG (0.58% para n; e 5.86% para m;). Este
menor desvio via FVC do que via FN demonstra que esta parametrizacdo em particular se bene-
ficia consideravelmente por cancelamento de erros da LSDA em si. Importante comparar o custo
computacional dos métodos: em 32 processadores um célculo de DMRG tipico para estes sis-
temas dura aproximadamente 17 horas, enquanto os cdlculos BALSDA duram aproximadamente
40 segundos.

Na Fig. 3.5 comparamos calculos de diagonalizagdo exata com BALSDA /FN e BALSDA /FVC
para as densidades e magnetizagdes locais para um sistema mais complexo: confinado harmoni-
camente com duas curvaturas distintas (k = 0.05 e k = 0.5). Dentro da acurécia tipica que se
espera de aproximacdes de densidade local para este tipo de sistema, a concordancia entre todos
os métodos é excelente. As amplitudes das densidades de carga e de spin sdo superestimadas
pelas aproximagdes locais, o que é consistente com aproximacgdes/sistemas semelhantes estuda-

dos anteriormente [188].

3.2 Funcional da Densidade via Redes Neurais Artificiais

Neste trabalho [55], propusemos uma maneira alternativa de se obter a energia do estado fun-
damental do modelo de Hubbard homogéneo, visando sua utilizagdo em aproximagdes de densi-
dade local em cédlculos de DFT com maior precisdo do que as parametrizagdes analiticas discutidas
na sec¢do anterior, FVC e LSOC. Para isso construimos um funcional da densidade numérico via
redes neurais artificiais (ANN — Artificial Neural Network) [189]. ANN’s sdo modelos computa-

cionais (um tipo de machine learning) que se assemelham ao funcionamento do cérebro biolégico:
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FIGURA 3.5: Sistemas confinados harmonicamente: (a) Perfis de densidade n; de cadeias periodi-

cas para duas curvaturas (k = 0.05 and k = 0.5). L =15, Ny = 4, N| = 3 e U = 4t, obtidos au-

toconsistentemente via BALSDA, com FN e FVC, e via diagonalizagdo exata (Lanczos). (b) Perfis

de magnetizacdo m; dos mesmos sistemas. O potencial parabdlico é ilustrado esquematicamente

pela curva tracejada.
podem ser treinadas com conjuntos de dados/informagdes sobre um determinado sistema e sdo
capazes de aprender durante este processo e em seguida podem generalizar o aprendizado para
situagdes relacionadas porém ndo apresentadas explicitamente durante o treinamento.

Este tipo de ferramenta tem sido muito explorada em diversas dreas do conhecimento — in-
cluindo neurocomputagdo, engenharia quimica, aplica¢des industriais, medicina, quimica e fisica
[190-197] para calcular fun¢des matematicas nao-lineares, estimar paradmetros e reconhecer padrdes,
pois é de facil implementagdo e pode atingir resultados muito precisos com calculos rapidos [198].

Aqui aplicamos conceitos de ANN'’s para estimar a energia do estado fundamental de férmions

interagentes em cadeias homogéneas de Hubbard. Nosso funcional da densidade neural apresentou

uma excelente performance quando comparado com métodos de muitos corpos independentes:
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FIGURA 3.6: Estrutura 3-20-1 do funcional ANN Structure of our ANN model e sua performance
durante o treinamento com o algoritmo Levenberg-Marquartd [201].

desvia-se de célculos precisos de DMRG por menos que 0.15% para um vasto regime de intera¢des
(0 < U < 10t) e para todos os regimes de densidade e magnetizagdo. O funcional neural portanto
¢ muito mais preciso que as parametrizacdes LSOC e FVC. Quando usado em aproximagdes de
densidade local em célculos de DFT para sistemas heterogéneos (finito, com impurezas localizadas
e sistemas harmonicamente confinados), o funcional ANN atingiu resultados mais precisos do que
outros métodos rdpidos de DFT e performance semelhante a métodos mais custosos computa-
cionalmente. Portanto nosso funcional ANN poderia ser aplicado em sistemas mais complexos,
tais como superredes [199,200] e sistemas desordenados [32,137-140], para os quais os calculos
sdo ndo triviais e em geral requer muitas amostras de configuragdes.

Consideramos cadeias unidimensionais de férmions descritas pelo modelo de Hubbard, Eq.(1.1),
com interagdo intra-sitio U e termo de hopping t entre sitios vizinhos, onde a densidade de particu-
las ou fator de preenchimento é n = N/L = (fi+) + (i1, ), enquanto a magnetizagdo ou densidade
de spiné m = (f4) — (A1), em que N = N; + N| é o ntimero total de particulas e L o tamanho da
cadeia.

Para o treinamento do modelo neural, usamos 20.891 dados exatos da densidade de energia
do estado fundamental do Hubbard, €™ (1, m, U), obtidos para L = co via solugdo numérica das
integrais de Bethe-Ansatz dentro dos regimes 0 < U < 10,0 <n <1e0 < m < n. O treinamento
foi realizado com o algoritmo Levenberg-Marquartd [201], em que separamos aleatoriamente o
conjunto de dados em trés conjuntos: 70% deles para o treinamento em si, 15% para a validagdo
do treinamento e os 15% restante para testar a performance do funcional ANN. Os pardmetros

de entrada do nosso modelo sdo as varidveis n, m e U, enquanto a saida é a energia do estado
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fundamental por sitio, e(;‘N N(n,m, U), portanto temos um funcional numérico das densidades de
carga e spin.

As possiveis topologias da rede sdo entdo do tipo: 3 neurdnios de entrada, {n,m, U} — um
certo niumero de camadas internas, ocultas, com um dado nimero de neurdénios — um Gnico
neurdnio de saida, {eé“N N(n,m,U)}. Estudamos diversas topologias, como por exemplo 3-5-1,
3-10-1 e 3-20-1, com apenas uma camada interna; e 3-12-12-1 e 3-10-10-1, com duas camadas in-
ternas. Adotamos o seguinte critério de performance: o erro quadratico médio deveria ser igual
ou inferior a 107%. Esse critério foi satisfeito, apds extensivo treinamento, pela topologia 3-20-1
com 1000 épocas (escolhemos parar o treinamento para evitar over-fitting, o que poderia afetar a
performance da rede neural no processo de generalizar o aprendizado), como mostra a Figura 3.6.
Portanto a arquitetura do funcional ANN contem uma camada oculta composta por 20 neurdnios,
com funcdo de transferéncia tangente sigmoide, enquanto a camada de saida é formada por um
tnico né com uma fungdo de transferéncia linear. A rede neural treinada foi disponibilizada on-
line no Material Suplementar da revista.

Na Figura 3.7 comparamos a performance do funcional ANN com a parametrizagdo FVC
em func¢do da densidade para um regime fortemente correlacionado (U = 6t) em sistemas nao-
magnetizados. O comportamento geral dos dois métodos, ANN e FVC, sdo préximos ao resultado
numérico exato FN. Contudo encontramos que os desvios entre ANN e FN (~ 0.1%, veja inset) sdo
menores que entre FVC e FN, que em alguns casos é 10 vezes maior. Esta performance superior
do ANN em relacdo a FVC no regime fortemente interagente é surprendente, pois é um regime
em que a FVC é considerada suficientemente precisa [34].

Na Figura 3.8 comparamos os funcionais para a energia em funcdo da interagdo para sistemas
ndo-magnetizados. Verificamos que a excelente performance do funcional ANN néo se restringe
aos sistemas fortemente correlacionados: para n ~ 0.5 o0 ANN desvia por menos que ~ 0.08%
para todas as interagdes entre 0 < U < 10t, enquanto a FVC tem desvio médio de ~ 0.5%.

Na Figura 3.9 comparamos ANN e FVC em fun¢do da magnetizacdo para vérias interagoes.
Observamos que, enquanto a FVC em alguns casos falha em reproduzir até mesmo qualitativa-
mente o comportamento da energia em fung¢do de m, o funcional ANN descreve apropriadamente
a tendéncia da curva exata. Quantitativamente, os desvios da FVC chegam até a ~ 7% (para
U = 0.5t), enquanto o funcional ANN se mantém confidvel, com desvios inferiores a 0.15%.
Também calculamos numericamente a susceptibilidade magnética x, que relaciona-se a energia
por x ! = 8ze/am2|m:0. Para o caso de U = 0.5t encontramos xrny = 0.896, xanny = 0.825 e

xrvc = 1.335, ilustrando como a acurécia na energia pode ser propagada a outros observaveis.
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Também comparamos o desempenho do funcional ANN em célculos de DFT via aproximagoes
LSDA em sistemas heterogéneos: i) cadeias finitas, ii) presenga de impureza localizada (V; =
Vé;i,) e iii) cadeias com confinamento harmoénico (V; = k(i — ip)?). O potencial harmonico é
particularmente relevante para simular experimentos estado-da-arte em férmions ultrafrios em
redes Oticas.

A Figura 3.10 sumariza os principais resultados destes sistemas heterogéneos, onde compara-
mos a performance do approach DFT-LSDA — com cada funcional, ANN, FVC e FN — em relacado

aos calculos exatos de DMRG. Para cadeias finitas vemos que as oscilagdes tipicas de Friedel [202]
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nas densidades locais sdo em geral bem reproduzidas pelos trés funcionais. Os desvios percentu-
ais sdo semelhantes neste caso (ligeiramente maiores para a FVC), porque a cadeia é relativamente
grande, L = 40. Para cadeias menores e/ou presenca de potenciais V;, como mostram as Figuras
3.10b e 3.10c, fica claro que a FVC é menos precisa que o funcional ANN. Para o caso harmoni-
camente confinado, Fig. 3.10d, embora os desvios oscilem com a curvatura k do potencial para
todos os métodos, os desvios da FVC sdo sistematicamente maiores do que FN e ANN. Assim,
nossos resultados comprovam que o método ANN tem um bom equilibrio entre acurdcia e custo
computacional: o0 método ANN é duas ordens de magnitude mais rdpido que FN e DMRG, e

significativamente mais preciso que FVC.

3.3 Funcional da Densidade para Emaranhamento

Como apresentamos na Introdugdo, embora a DFT seja uma teoria formalmente exata, a existéncia
de um mapeamento entre a funcdo de onda e a densidade de particulas em si ndo determina a
forma como se da essa relagdo. Da mesma forma, o fato de que todos os observéveis sdo funcionais
da densidade ndo determina os funcionais em si. Portanto para cada grandeza que se queira
explorar via DFT, um dos primeiros passos é obter seu funcional da densidade ou entdo encontrar
relagdes entre esta grandeza e outros funcionais da densidade acessiveis (como a energia) para o
sistema de interesse.

Assim, para que possamos investigar o emaranhamento quantico em sistemas descritos pelo



48 3. Pesquisa em Desenvolvimento de Metodologias

0.95 T T T T T T T T T T T
€) (b) o5 localized impurity ]
0.90 FY finite system R ViTVes P
0.4
0.85
= 2
S 503
a 0.80 a
2 2
£ =
T 0.75 S 025 = bwre
° © | |—©—FN (D=1.41%) s
& —O—FN (D=0.22%) / FVC (D=1.85%) g
0.70 FVC (D=0.43%) 0.1 | | =7 ANN (D=1.42%) s _
d —v— ANN (D=0.36%)
0.65 1 1 1 1 00 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1
0 10 20 30 40 2 4 6 8 10 12 14
site site
T T T | T i T T T T (d) T T T T
Cc 1.4+ . harmonical confinement - . ) .
( ) VK (i, k=001 0.2k harmonically confined chains
12 —5 DMRG
0.4} |-©-FN (D=0.02%) 4
1.0 FVC (D=0.19%)
2 —7— ANN (D=0.06%)
5 0.8 - L _
= § 0.6
206 2
T —5-DMRG 0.8 _ -
© 04 —C— FN (D=0.56%) g
FVC (D=1.72%) <
0.2 —— ANN (D=0.50%) -1.0 E
00 n 1 " 1 " 1 " 1 ) " 1 " 1 " 1 " _1 2 N il N il N il N il N
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
site harmonic curvature k
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modelo de Hubbard via DFT, torna-se essencial explorar funcionais da densidade para as medi-
das de emaranhamento. Neste trabalho propusemos um funcional da densidade analitico para
a entropia linear de um tnico sitio do modelo de Hubbard unidimensional e homogéneo. Essa
grandeza quantifica o grau de emaranhamento entre um dado sitio e o restante L — 1 sitios da
cadeia. Mostramos que este funcional é capaz de reproduzir quantitativamente os resultados ex-
atos ndo apenas em sistemas homogéneos, mas também em sistemas harmonicamente confinados,
se o funcional for usado em aproximagdes de densidade local nos calculos de DFT. Encontramos
que nosso funcional reproduz corretamente vérios comportamentos sutis do perfil de densidades,
o que implica poder ser usado para cédlculos de emaranhamento em experimentos de d&tomos frios
a partir de medidas da densidade local. Além disso, aplicamos também a metodologia em sis-

temas desordenados: surpreendentemente encontramos que nem sempre a desordem destréi o
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d). Inset: zoom do painel principal em n ~ a(u) + 1/2. Os resultados exatos foram obtidos pela
Eq.(3.17).

emaranhamento, existem regimes para os quais o grau de emaranhamento permanece pratica-
mente inalterado pela presenca de impurezas desordenadas.

Iniciamos com o modelo de Hubbard homogéneo, ou seja, descrito pela Eq.(1.1) com u =
U/t, V= V/tet = 1idénticos para todos os sitios, de forma que sejam todos equivalentes. O

emaranhamento de um tnico sitio é calculado usando a entropia linear,
L;i=1-"Tr(o?), (3.16)

onde a matriz densidade reduzida do sitio i, p; = Trpp, é obtida pelo traco da matriz densidade
total p em relacdo aos demais sitios.

Para o modelo homogéneo p; = diag{w, w|, wy, wp}, com w, = (fi,) — w, a probabilidade
de ocupagdo simples com spin ¢, w, = (A4 ) a dupla ocupagdo, e wp = 1 —wr —w, —wp a
probabilidade de ocupagdo nula [72].

Podemos entdo reescrever a entropia linear de um tnico sitio do modelo de Hubbard homoge-

neo em termos das probabilidades de ocupagéo,

Lhom =1 — w% - wi — w3} — w}. (3.17)
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Para sistemas ndo-magnetizados, temos

deg(n, u)
= — 3.18
w2 ET ( )
wy = w = g — W» (319)
wy = 1—n+wy, (3.20)

onde ey(n, u) é a energia do estado fundamental por sitio.

Para expressar o emaranhamento explicitamente em func¢do da densidade, isto é, para deter-
minarmos o funcional para o emaranhamento, aproximamos a Eq.(3.18). Primeiro, focamos em
interagdes repulsivas e n < 1. Como ndo temos uma expressdo analitica exata para a energia neste
regime, também ndo temos uma expressdo exata para wy, exceto em n = 1, para o qual a solugdo

exata Bethe-Ansatz [35] torna-se

wln=1u>0)=aw) =2 [~ ’0("‘”1(”8“/2 (321)

1 +ezlx/2)2 4

onde Ji(x) sdo funcgdes de Bessel de ordem k.

Para sistemas de baixa densidade a dupla ocupagao é extremamente reduzida devido a repul-
sdao Coulombiana, enquanto para densidades altas w, torna-se significativa e ndo pode ser neg-
ligenciada. Entdo consideramos a seguinte aproximagao: se £ (n,u > 0)|y,—0 > L' (n,u >
0) |wz:uc(u)' adotamos w; =~ 0; caso contrdrios assumimos a Eq.(3.21) como uma aproximagdo para
wy.

Assim podemos reescrever a entropia linear como um funcional da densidade explicito,

hom 3112

[(4n — 2)a(u) — 4a(u)?] O(n — a(u) — 1/2),

onde O(x) é uma fungéo step com @(x) = 0 para x < 0 e ©(x) = 1 para x > 0. Estendemos o re-
sultado para n > 1 usando transformacao particula-buraco, substituindo n por 2 — n na Eq.(3.22).

Para interagdes atrativas a dupla ocupagdo ndo pode ser desprezada e nem mesmo aproximada
pelo resultado BA. A extensdo de nossa andlise para u < 0 pode ser feita, no entanto, através do
mapeamento entre as energias dos sistemas repulsivo e atrativo [45],

eo(n,u <0) ~ % +eo(n=1,u>0)sin (%) , (3.23)
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valido para qualquer densidade. Das Egs. (4.3) e (3.23) obtém-se

n . (T
wa(n,u < 0) ~  — a(fu]) sin (7) , (3.24)
e o funcional densidade para o emaranhamento torna-se
hom n? . mn
LY (nu<0) =~ n-— > + 2a(|u|) sin (7>
—402(|u|) sin? (%) . (3.25)

Na Figura 3.14 comparamos nossos funcionais para o emaranhamento, Eq.(3.22) e Eq.(3.25),
com o emaranhamento exato Eq.(3.17). A concordancia é muito boa, considerando a simplici-
adade das expressdes para os funcionais. Para u < 0 os resultados sdo muito precisos porque a
dupla ocupagdo é integralmente considerada na Eq.(3.25). Para u > 0 os resultados mostram que
a dependéncia em n mais relevante para o emaranhamento é levada em conta através das outras
probabilidades de ocupagdo, ou em outras palavras, a principal contribui¢do da dupla ocupagao
ao emaranhamento é praticamente independente da densidade, por esta razdo a forma simplifi-
cada de w; adotada na Eq.(3.22) é suficiente para obten¢do do emaranhamento com boa precisao.
A Fig.3.11 revela que existem intervalos de densidade, 0 < n < 05e 1.5 < n < 2, para os quais
as intera¢des de muitas particulas ndo desempenham papel relevante: no sistema homogéneo, até
n ~ 0.5 (e para n 2 1.5 considerando a transformacéo particula-buraco), a dupla ocupagao é de
fato reduzida, wy, < n?/4 (wy < (2 —n)?/4).

Mas existe um pequeno intervalo de parametros combinados —paran ~ a(u) +1/2e0 < u <
2 (inset da Fig.3.11) — para os quais nossa aproximacdo para w, é pouco precisa: wy se torna mais
relevante, pois a interacdo é menor. Nesta regido o erro méximo decai exponencialmente de ~ 12%
em u = 0.5 para 4.6% em u = 2. Considerando que as interagdes tipicas em sélidos fortemente
correlacionados sdo u ~ 6 [124] e que em experimentos de dtomos frios a interacdo pode ser
facilmente ajustada (até u ~ 200) [203], nosso funcional pode ser usado em muitas situagdes
préticas para estimar o emaranhamento com desvios méximos de ~ 3% para qualquer densidade.

A ¢6tima concordancia entre nossos funcionais com os resultados exatos mostram que emaran-
hamento pode ser obtido de forma precisa e diretamente de medidas da densidade em experimen-
tos atuais descritos pelo modelo de Hubbard [204,205]. Além disso, o fato de permitirem célculos
mais simples, nosso approach pode ser usado em sistemas mais complexos, tais como sistemas

desordenados, como descritos a seguir.
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hamento em funcédo de V para C = 40% e vdrios u.

Para sistemas heterogéneos, usamos o funcional £"™ como input de aproximagdes LDA:

‘ L
LM (n,u) ~ LIPA (n,u ZZ LM (1, 1) [y=n,, (3.26)
1

em que nossos funcionais, Egs.(3.22) ou (3.25), sdo calculados localmente no sitio i, com densidade
n;, e entdo tiramos a média entre os L sitios.

Na Figura 3.12 sumarizamos os resultados com a LDA com nossos funcionais para sistemas
heterogéneos. Na Fig. 3.12a verificamos a performance do método para o potencial harmonico,
como em atomos ultrafrios em redes 6ticas ou em pontos quanticos. A medida que aumentamos o
confinamento, o sistema tem transi¢des sutis na densidade e perceba que o emaranhamento médio
de um tnico sitio é capaz de identificar cada uma dessas fases, conforme mostra a derivada do
emaranhamento.

Também checamos a performance da metodologia em superredes com modulagdo periddica
AV no potencial externo (fixo u = 3), e a presenca de uma tnica impureza com intensidade V;_s;
(u = 6), como mostram as Figuras 3.12b e 3.12c, respectivamente. Vemos uma acuracia quantita-
tiva da ordem da acurécia da prépria LDA em si: para a superredes os desvios sao inferiores a 2%,
enquanto para o sistema com uma impureza desvios de 2.2% para toda intensidade de impureza.
Estes resultados confirmam que nosso approach pode ser usado inclusive para quantificar exper-
imentalmente o emaranhamento em sistemas heterogéneos a partir de medigoes da densidade.

Por fim, usamos nosso approach para estudar sistemas desordenados. Esses sistemas possuem
a caracterfistica de que exigem tratamento estatistico das propriedades, ou seja, é preciso que se

faca uma média sobre um grande niimero de amostras para cada conjunto de parametros para
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evitar resultados que sejam especificos de uma determinada distribuigdo de impurezas. Assim
por exemplo para gerar um tnico ponto de emaranhamento para um sistema de 100 sitios, com
uma concentra¢do C de impurezas de intensidade V, consideramos 100 amostras, de forma que
realizamos 10* célculos via DFT para cada ponto desta propriedade. Sem dtivida esse tratamento
seria proibitivo com métodos mais precisos, porém mais custosos, como DMRG.

Na Figura 3.13 vemos que o emaranhamento é maximo em cadeias sem desordem (V = 0) e
para V < 0 um plato é observado para C < 70%. Este platd reflete a competicdo entre a interacgdo
repulsiva u e o potencial atrativo das impurezas V na transi¢do metal-isolante de Mott [120] in-
duzido por n; = 1 nos sitios com impurezas. Note que hd uma simetria por reflexdoem V = 0
para sistemas com C e C' = 100 — C, o que reflete a situagdo em que a transi¢gdo metal-isolante de
Mott é induzido por n; = 1 nos sitios sem impureza quando V > 0. Nessas regides de platd o grau
de emaranhamento é praticamente inalterado, ou seja, representam regimes de parametros para
os quais dispositivos reais podem ter um grau elevado de emaranhamento apesar da presenga de

impurezas.

3.4 Modelo de Hubbard para descricao de nanoestruturas

Nesta linha de pesquisa realizamos varios trabalhos [25,28, 86] investigando de que forma e com
que precisdo o modelo de Hubbard pode ser usado para modelar nanoestruturas. Apresentamos
a seguir de forma resumida os principais resultados.

Iniciamos analisando a performance do modelo de Hubbard unidimensional, Eq.(1.1), em de-
screver o emaranhamento entre particulas que estdo armazenadas em um fio composto por pogos
quanticos. Em unidades atomicas, o Hamiltoniano para um sistema de dois elétrons confinados

em um fio de pogos quanticos é dado por

1 d?

H= [_dezﬂ(xi)] +Cuf(ln - ), (3.27)
i=1,2 i

onde v(x;) modela o fio com pogos quadrados idénticos regularmente espagados, definidos pelas
seguintes quantidades: M, o nimero de pocos, w a largura de cada poco, d a largura da barreira
entre dois pogos consecutivos, e vy a profundidade de cada pogo. Definimos f(x) = §(x) para
modelar a repulsdo Coulombiana de contato e definimos Ci; como a intensidade da interacéo, o

que nos permitird comparar com o modelo de Hubbard.
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FIGURA 3.14: Densidade eletronica para U = 0 e U = 40 para w = 2a,d = 24y, v9 = 10Hartree e
potencial com 4 pogos (superior) e 8 pogos (inferior).
Resolvemos a Eq.(3.27) através da solugdo da Eq. de Schrodinger independente do tempo via
diagonalizagdo exata (consideramos magnetiza¢do nula). O emaranhamento considerado aqui é
o emaranhamento médio de um tnico sitio, quantificado pela entropia de emaranhamento ou

entropia de von Neumann,

1 M
S = U ZZSi’ (3.28)

onde S; = —Trp;logypi, em que p; é a matriz densidade reduzida do sitio 7, obtida pelo traco da
matriz total com relagdo aos graus de liberdade dos demais sitios (subsistema B): p; = Trpp.

Na Figura 3.14 comparamos a densidade de particulas para o sistema ndo interagente U = 0
com um sistema fortemente repulsivo U = 40. Para 4 pogos (painel superior), vemos que en-
quanto o sistema ndo interagente apresenta claramente densidade maior nos pogos mais internos,
para U = 40, devido a forte repulsdo Coulombiana, a diferenga entre as densidades eletronicas
dos pocos internos e externos é muito pequena. Para 8 pogos (painel inferior) e U = 0, novamente
0s pogos mais centrais sdo preferencialmente ocupados, com pouca densidade nos pogos mais ex-

ternos. Mas ao ligarmos a interagdo com U = 40 os pogos centrais apresentam menor densidade
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FIGURA 3.15: Densidade eletronica para U = 0 e U = 40 para w = 2ag,d = 0.2a9, vg = 10Hartree

e potencial com 4 pogos (superior) e 8 pogos (inferior).
que os pogos vizinhos, para compensar a intera¢do, enquanto os pogos mais externos (das bordas)
continuam com pouca densidade. Na Figura 3.15 vemos um comportamento semelhante para sis-
temas de 4 e 8 pocos em que a distancia entre os pogos fora reduzida, de d = 2ag para d = 0.2a¢ (ag
é o raio de Bohr efetivo). A grande diferenca neste caso sendo o fato de que na barreira em si entre
0s pogos a densidade de particulas é diferente de zero, mostrando que a densidade eletronica nao
fica localizada nos pogos. Em todos os casos fica claro de que com uma interagdo U idéntica para
todos 0s pogos a densidade serd heterogénea nos pogos. Precisamos entdo modular a interagdo
Coulombiana.

Na Figura 3.16 comparamos o emaranhamento médio obtido para o modelo de Hubbard com
aquele para os sistemas de elétrons nos pogos quanticos para d = 2ag, d = 0.2a9, e o caso limite
d = 0. Para 2 pogos e d = 2ag vemos que o emaranhamento tem comportamento semelhante em
fungdo de U para ambos, pogos quanticos (QW) e modelo de Hubbard (HM). Para 4 pogos vemos
que QW e HM tem emaranhamento ndo monotdnico, mas o méximo ocorrendo para valores de U
ligeiramente diferentes. Para 8 pogos 0os modelos tém emaranhamento praticamente idénticos.

Ja para d = 0.2a9 com 2 pogos, a Fig.3.16 mostra que a acurdcia se mantém para U < 8§,

enquanto para intera¢des mais fortes 0 HM reproduz apenas qualitativamente o emaranhamento
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FIGURA 3.16: Emaranhamento médio de um tnico sitio para o modelo de Hubbard (HM) e para

o sistema de elétrons em pogos quanticos (QW), com, w = 2ay, vg = 10Hartree, variaveis largura

da barreira (d = 2a9,d = 0.2ap e d = 0) e quantidade de pogos distintas: 2 (painel superior), 4

(intermedidrio) e 8 (inferior).

do QW. Para 4 pogos vemos o oposto, HM reproduz qualitativamente o emaranhamento para
fortes interagdes, se tornando menos preciso para baixa interagdo. Para 8 po¢os o emaranhamento
é recuperado para todos os regimes de intera¢do, com desvios de ~ 1%, o que é considerada uma
excelente concordancia (embora menos idéntico que o caso 8 pocos, d = 2a( descrito acima).

Nossos resultados mostram portanto que o emaranhamento médio de um tinico sitio do mod-
elo de Hubbard é uma excelente aproximagdo para o emaranhamento de um sistema de elétrons
com pogos quanticos quando os pogos sdo suficientemente separados para coibir densidade eletronica

"n_ e

significativa na regido das barreiras em si. Isso porque neste caso os "sitios" do modelo estariam
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menos definidos de fato. Mas vemos que a medida que aumentamos o niimero de pogos o modelo
de Hubbard fica mais preciso na descri¢do do sistema de pogos até mesmo no caso limite d = 0.
Este resultado sugere que os sitios do modelo de Hubbard poderiam ser interpretados como uma
discretizagdo da variavel espacial continua.

Essa andlise foi estendida tanto em relacdo ao modelo de Hubbard, quanto em reagdo a in-
teragdo Coulombiana [27]: investigamos a performance do modelo de Hubbard estendido como
uma aproximacado para o emaranhamento local (entre sitios) e espacial (entre particulas) de uma
cadeia unidimensional de nanoestruturas com interagdes eletrénicas de longo alcance.

Modelamos a interacdo de longo alcance através de um modelo de potencial Coulombiano
‘soft’, em comparagdo com a fungdo delta, de contato. Note que estender a interagdo para longo
alcance é importante para tratar a interacdo entre particulas de forma mais realista. Determinamos
entdo a acuricia do modelo de Hubbard estendido (EHM) em obter o emaranhamento local e o
emaranhamento espacial entre dois férmions em uma cadeia unidimensional de pontos quanticos

(QD), cujo Hamiltoniano em unidades atomicas é

2
Hao = ¥ (~5amz +0(x0) ) +Cuf(lx — ), (329)

s=a,b
De forma andloga aos resultados anteriores, resolvemos esta equagdo via diagonaliza¢do exata
para sistemas ndo-magnetizados. Aqui v(x;) é também o potencial usado para representar a
cadeia de pogos quadrados idénticos, cada pogo representando um ponto quantico, em que M
é o nimero de pogos, d a largura da barreira entre pogos, w a largura do pogo e vy a profundi-
dade do pogo. Cy é definida como intensidade da interagdo, para facilitar a compara¢do com U
do HM. Consideramos tanto a interagdo de contato f(|x, — xp|) = d(x, — x3), quanto a de longo

alcance [206,207],
1

VI (xa —x)2)

frequentemente chamada potencial Coulombiano ‘soft’. Aqui usamos ! = 1ag, onde a¢ é o raio de

f([xa —xp]) = (3.30)

Bohr efetivo.
Usamos a entropia de von Neumann, S; = —Trp;log,p;, para quantificar o emaranhamento
entre um sitio e os demais da cadeia, contudo escrevemos a matriz densidade reduzida em termos

da base de ocupagdo, em que temos uma matriz diagonal 4 x 4 [72,208],

Pred,i = diag [Pi(T1), Pi(T), Pi(1), Pi(0)], (3.31)
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FIGURA 3.17: Emaranhamento médio de um tnico sitio em fungdo da interagdo para M =

Modelo de Hubbard (HM) e sistema de quantum dots (QD) para: interacdo de contato, U

12344Cyy e d = w = 2 ag; interacdo de longo alcance, U = 17865Cy ed = w = 2 ag; U
8.5 x 10°Cy, d = 4 ag e w = 2 ag. Em todos os QD temos vy = 10 Hartree.

I

onde P;(«) sdo as probabilidades de ocupagéo dupla (x =1), simples (x =7 ou J; neste caso sdo
idénticas pois ndo consideramos magnetiza¢do), ou nula (¢ = 0) no sitio i.

Para o modelo de Hubbard estendido (EHM) consideramos o seguinte Hamiltoniano,

. A oA ~F ~
Hepm = —t), (Ci,aci-i-l,U + Ci+l,¢7Ci,U)

i
+U Zﬁmﬁi, L+ 'Z i ofis1 o, (3.32)
1 i,0,0'

onde U e U’ sdo as interagdes intra-sitio e inter-sitios respectivamente e t é o parametro de hop-
ping. 6:{0 (¢ s) sdo operadores de criacdo (aniquilagdo) de férmions com spin ¢ no sitio i, e
flig = CAZ(T@Z-,U é o operador densidade de particula. Resolvemos a Eq. (3.32) via diagonalizagado
exata na base de ocupacdo {|1)),[1),]{),|0)} com condi¢des de contorno abertas e densidade
n =n, + ny = 2/M. Note que para U’ = 0 na Eq.(3.32), o HM é recuperado do EHM.

Iniciamos com HM, i.e. Eq.(3.32) com apenas interagdes intra-sitio (I’ = 0) para ilustrar a
necessidade do EHM. A Fig. 3.17 revela que HM ndo é uma boa aproximagao para QD quando o
sistema (com d = 2ag) possui interacdo de longo alcance: o sistema de longo alcance atinge um
maximo de emaranhamento maior e em uma posicdo diferente de U. Este resultado demonstra
que existem contribuic¢des significativas para a interagdo além da repulsdo intra-sitio.

Na Figura 3.18 observamos que de fato ao incluirmos intera¢des inter-sitios no modelo de Hub-
bard, isto €, via sua versdo estendida EHM, o comportamento do emaranhamento em sistemas QD

com interacdes de longo alcance é melhor reproduzido, com intera¢des U’ mais apropriadas re-

sidindo no intervalo entre 0.15U e 0.2U. Para interacdes atrativas, painel inferior da Fig. 3.18,
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FIGURA 3.18: Emaranhamento médio de um tnico sitio em fun¢do da interagdo para M = 4.

Painel superior: interacdo de longo alcance, d = w = 2 ag, U = 17865C; e EHM com u' = 0.15U;

U’ = 0.2U e U’ = 0.28U. Painel inferior: interacdo de contato, d = w = 2 ap, U = 12344Cy;; HM;
interacdo de longo alcance, d = w = 2 ap, U = 17865C;; EHM com U’ = 0.28U. Em todos os
sistemas QD vy = 10 Hartree.
vemos que EHM reproduz o sistema QD com longo alcance razoavelmente bem para todos os
valores de U, tal como HM reproduz o QD com intera¢do de contato. Para intera¢des repulsivas,
embora o QD com interagdo de contato e o HM possuam alguns dos features do sistema QD com
interagdo de longo alcance, o emaranhamento médio de um tinico sitio surgindo das intera¢des de

longo alcance é menor para U 2 8.

Para interacdes U < 8 o modelo de Hubbard em geral é usado para descrever sélidos forte-
mente correlacionados [124], enquanto para intera¢des mais fortes (até ~ 150) o modelo de Hub-
bard pode representar sistemas de dtomos frios armadilhados oticamente [203]. A Tabela 3.1 ap-
resenta portanto os valores tipicos de U no sistema QD. Perceba portanto que existem alguns
paradmetros tipicos de QD, tais como das Refs. [209] e [210], que correspondem aos valores de U
para os quais EHM falha em reproduzir o emaranhamento dos sistemas QD, isso ocorre quando
d é comparével ou maior que w. Contudo para d >> w ambos HM e EHM sdo uma aproximagao

adequada para o emaranhamento médio de um tinico sitio dos sistemas de pontos quanticos.

Também investigamos o emaranhamento espacial [211], ou seja, o emaranhamento entre as
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TABLE 3.1: Interagio U estimada para diferentes sistemas QD: do tipo GaAs(!)) com massa re-
duzida Meff = 0.067m, e constante dielétrica e = 10.9; GaAs® com Meff = 0.067m, e € = 12.1
[209]; e CdSe com m, = 045me, e e = 9.1 [210]. Para o caso limite d = 0 o sistema é fisica-

mente um tnico ponto quantico de largura 44nm, mas conceitualmente corresponde a 4 pogos de
w=1lnmed = 0.

Material Parametros QD Parametros com longo alcance
vo(eV) w(nmm) d(nm) [ (nm) | vo(Hartree) w(ag) d(ag) ~U
GaAs) | 15 55 55 275 10 2 2 5700
1.2 6.3 1.9 3.15 10 2 0.6 10
0.4 11.0 0 5.5 10 2 0 1.2
GaAs? | 1.0 5.0 5.0 3.4 10 148 148 500
CdSe 0.6 2.0 2.0 1.7 10 119  1.19 1000

particulas, relacionadas aos graus de liberdade espaciais (desconsiderando os de spin). Para os

sistemas QD a matriz densidade reduzida tem dimensao infinita, e ¢ dada por

Pred,spatial(xr xl) = /\FéD(x/ xT)‘YQD(x/I xr)dxrr (333)

onde Ygp ¢ a fungdo de onda do sistema QD. A entropia de von Neumann torna-se entdo

Sspatial = = Trpred,spatial 1082 Pred,spatial- (334)

Consideramos os sistemas QD tanto com interacdo de contato, quanto de longo alcance, e
comparamos com o HM e o EHM com M sitios. Para calcular o emaranhamento espacial nos
modelos HM e EHM transformamos a fun¢do de onda desses modelos da base de ocupagdo para

a base de particulas, Yy (grm)- Para o nosso caso, de dois elétrons, temos portanto:

\0)1 ... \Ti)i ... ]O)M — | Xia) |Xip) (3.35)
®é[m> ) = Ha) 110 ],

para estados com sitios duplamente ocupados, e por

10T ) 100 — \2[\%) %) [Ta) Vo)
—|%ja) |%ip) [4a) [15) ],

(3.36)

para estados com sitios com ocupacdo simples, onde impusemos a antissimetria por troca de

particulas. Aqui {xjs}, comi = 1,2..M, e s = a,b, representam as M coordenadas discretas
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FIGURA 3.19: Emaranhamento espacial em func¢do da intensidade da interacdo U para: interacdo
de contato, d = w = 2 ap, U = 12344Cy;; HM; interagdo de longo alcance, d = w = 2 a9, U =
17865C;; EHM U’ = 0.28U. Aqui vy = 10 Hartree para todos os sistemas QD.
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FIGURA 3.20: Perfil de densidades para o sistema QD em U = 100 com M = 4,d = w = 2 ay,

vp = 10 Hartree e intera¢do de contato ou de longo alcance.
possiveis para a particula s.

Os resultados da Figura 3.19 mostram uma excelente concordancia entre o EHM e o sistema
QD para o emaranhamento espacial, em particular para intera¢des atrativas. Da mesma forma
HM ¢é uma 6tima aproximagado para o sistema QD com interagdo local para todos os regimes de
interacdo. Observamos que o sistema QD com longo alcance tem emaranhamento menor para
U > 0 grande do que o sistema QD com intera¢do de contato. Isto ocorre porque a interagado de
longo alcance afeta mais a densidade de particulas do que a de contato, o que significa que para
forte repulsdo praticamente toda a densidade reside nos pogos mais externos, como comprova
a Figura 3.20. Curiosamente, neste regime o EHM é na verdade uma pior aproximagao para o
sistema QD com longo alcance do que o HM. Isto sugere que o EHM embora incorpore mais
correlagdes devido a interacdo Coulombiana, ndo é capaz de alterar substancialmente o perfil de

densidades.
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FIGURA 3.21: Entropias linear (£), von Neumann (S), e de informacao (I) em funcdo da interagdo
U: (a) entropias de um tnico sitio e (b) entropias espaciais para o sistema QD com 4 pogos, d = 2
ap e d = 0 (insets); (c) entropias de um tinico sitio para o HM com 8 sitios e 2 sitios (inset).

Do ponto de vista das possiveis definicdes de emaranhamento, isto é, emaranhamento de
quem com quem, e da medida apropriada para quantificar o grau de emaranhamento, inves-
tigamos a performance da entropia linear e da entropia de informacdo em quantificar o grau do
emaranhamento médio de um tnico sitio — tanto do modelo de Hubbard, descrito pela Eq.(3.32)
com U" = 0, quanto de uma cadeia de pontos quanticos, descrita pela Eq.(3.29) — tal qual quan-
tificado pela entropia de von Neumann. No sistema QD também comparamos o emaranhamento
espacial quantificado pelas trés entropias.

A entropia de von Neumann, S = —Tr[preq10g, pred], € a medida apropriada para calcular
o emaranhamento bipartido de um estao puro, em que pq = Trp |¢) (| é a matriz densidade
reduzida dos subsistemas. Nosso intuito foi de comparar os resultados com uma grandeza com-
putacionalmente mais simples de se obter, a entropia linear, dada por £ = 1 — Tr[p2 ;]. Também
analisamos a entropia de informagao espacial, Lpasat = — [ 71(x)log, n(x)dx, e a entropia de in-
formacdo de um unico sitio, L = —ﬁ ZZM n;log, n;. O grande apelo para essas duas grandezas
é o fato de serem dependentes exclusivamente da densidade de particulas.

Como mostram as Figuras 3.21 e 3.22, verificamos que a entropia linear em ambos, QD e

HM, reproduz qualitativamente o comportamento da entropia de von Neumann e, portanto, do



64 3. Pesquisa em Desenvolvimento de Metodologias

0.50 1 : : : : 0.50 1 T T T T
G B BB oo = gooo o o
0.45r 4 g 045+ R —
@ o
B /
é 0.40 SR oo RN E 0.40 = o ooo
S S
‘g 035+ 8 sites/wells $ 035 8 sites/wells
s HM Qb o] HM QD
‘@ 0.30 o Lsite —Lsite|{ © 030 o Lsite — Lsite|
o lsite — lsite o lsite Isite
0.25 1 0.25 . 1
0]
a ° b
0.20 - (@), 0.20 . - - (b),
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
6.0 T T T
5.4t i
~od
.......................... '\:'\'" 8 We”S
§ 4.8¢ d=0 d=2a,
..E —lsite - --lsjte
o 4.2 - Ispatial - Ispatial | 7
o
g

FIGURA 3.22: Entropias linear (£) e de informagdo (I) em fung¢do da interagdo U: entropias de um
tnico sitio para HM e para o sistema QD com 8 pogos, para (a) d = 2 ag e (b) d = 0; (c) entropia de
informacao espacial e de um tinico sitio no QD com 8 pocos, d = 2ag e d = 0.
emaranhamento. Encontramos que a entropia de informagdo pode indicar tipos diferentes de
emaranhamento no sistema QD, dependendo da largura da barreira d: para d = 2ap é um bom
indicador para o emaranhamento médio de um tnico sitio, enquanto que para d = 0 seu com-
portamento é mais semelhante ao emaranhamento espacial. Para o HM a entropia de informagédo
descreve de forma geral o comportamento do emaranhamento em fungao de U exceto para o caso
de apenas 2 sitios. Verificamos que tanto a entropia linear de um tnico sitio como a entropia
de informacao no sistema QD com d = 24y podem ser descritas quantitativamente pela entropia
equivalente do HM, com grande precisao. Este resultado corrobora portanto nosso estudo acima

descrito entre QD e HM para entropia de von Neumann.
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Aplicacdes em Nanoestruturas, Sélidos e

Atomos Frios

Neste Capitulo apresentamos alguns dos nossos principais resultados da aplicagdo dos fundamen-
tos e da metodologia desenvolvida para o estudo das propriedades de nanoestruturas, sélidos e

atomos frios:

1. Entanglement and exotic superfluidity in spin-imbalanced lattices

V. V. Franga, Physica A 475, 82 (2017).

2. Metric-Space Approach for Distinguishing Quantum Phase Transitions in Spin-Imbalanced Systems

T. de Picoli, I. D’Amico, and V. V. Franga, Brazillian Journal of Physics 48, 472 (2018).

3. Entanglement enhancement in spatially inhomogeneous many-body systems
T. Briinner, E. Runge, A. Buchleitner, and V. V. Franga, Physical Review A 87, 032311 (2013).
4. Linear mapping between magnetic susceptibility and entanglement in conventional and exotic one-
dimensional superfluids
D. Arisa and V. V. Franga, Physical Review B 101, 214522 (2020).
5. Entanglement in disordered superfluids: the impact of density, interaction and harmonic confinement
on the Superconductor-Insulator transition
G. A. Canella and V. V. Franga, Physica A 545, 123646 (2020).
6. Superfluid-Insulator Transition unambiguously detected by entanglement in one-dimensional disor-
dered superfluids

G. A. Canella and V. V. Franga, Scientific Reports 9, 15313 (2019).
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7. Mott-Anderson Metal-Insulator Transitions from Entanglement

G. A. Canella and V. V. Franca, Physical Review B 104, 134201 (2021).

8. Effects of Temperature and Magnetization on the Mott-Anderson Physics in one-dimensional Disor-

dered Systems G. A. Canella, K. Zawadzki and V. V. Franga, arXiv:2202.01557 (2022).

4.1 TransicOes de Fase em Superfluidos Exéticos

Neste trabalho [101] investigamos a relagdo entre emaranhamento e a superfluidez exética (FFLO)
em redes de férmions desbalanceados em spin descritos pelo modelo de Hubbard. Analisamos
quantidades fundamentais para emaranhamento e polarizagdo em sistemas sélidos e derivamos
aproximagdes analiticas para descrever os processos de spin flipping no regime FFLO. Encon-
tramos um fendmeno de quebra de pares intenso e abrupto justamente na transi¢do esperada
entre a fase FFLO e o regime ndo superfluido (normal). Verificamos que o emaranhamento é ndo-
monotodnico em sistemas que apresentam um regime FFLO, portanto poderia ser usado como uma
assinatura da superfluidez exoética.

Consideramos cadeias descritas pelo modelo de Hubbard, para férmions itinerantes e intera-
gentes em uma dimensdo, Eq. (1.1), com interag¢des intra-sitio atrativas U < 0 em unidades do
parametro de hopping t, P = (Ny — N|)/N é a polarizagdo, N = N; + N| é o nimero total (fixo)
de particulas. Adotamos N; como a espécie majoritdria, tal que P > 0.

A medida de emaranhamento considerada é o emaranhamento médio de um tnico sitio do
estado fundamental, S = ) S;/L, quantificado pela entropia de von Neumann, que na base de

ocupacdo do modelo é dada por:

Si = _wi/T 10g2 Z/Ul‘,T — wl‘,J/ logz wl',i (4‘1)

—Wi 4| log, Wi, — Wip log, w; o,

onde as probabilidades sdo [213]

n

wy = §(1+P) — Wy (4.2)
n

w, = E(l_P)_wTi (43)

wy = 1—n+ Wy (4.4)
de

wr = 70 (45)

ou
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Aquiey = eg(n, P, U) é a energia por sitio do estado fundamental, (1, P, U) sdo quantidades locais:
densidade de particulas, polarizacdo e interagdo, respectivamente. A polarizacado critica P, que

delimita a fase FFLO da fase normal polarizada, é obtida por [99]

4wT‘L(7’l, PCI u)

Po(n,U) = £
c(n,U) "

—1]. (4.6)

Para cadeias finitas com um ndmero fixo de particulas a polarizacdo P é acrescida através de
spin flips. Existem dois possiveis canais para o flipping: via estados desemparelhados da espécie
minoritdria | |) (canal I), uma vez que desejamos aumentar P > 0; e através de estados dupla-
mente ocupados | 1)) (canal II). Neste regime atrativo das interagdes o canal I é energeticamente
mais favordvel para spin flips, afinal o canal II é protegido pelo mecanismo de pares. Apesar
disso, como a probabilidade w do canal I é muito baixa para |U| >> t (w| ~ 0.05 para U = —8t),
esperava-se que houvesse a contribuigdo dos dois canais para sustentar o aumento de P [99].

Portanto, para i) testar essa hipdtese dos dois canais, ii) quantificar a contribuicdo de cada
canal e 7ii) investigar se os processos de flipping desempenham um papel relevante na transicao
FFLO-normal, derivamos e analisamos expressdes aproximadas analiticas para os dois canais e
comparamos com resultados numéricos de DMRG e DFT.

Modelamos o canal I, | |) — | 1), com a premissa de que P é produzida apenas com estados
desemparelhados, de forma que adotamos w4 (1, P, U) como uma constante em P. Assim, dados

n e U, podemos usar a dupla ocupagdo do superfluido convencional BCS (em P = 0) para qualquer

P: wy) =~ wffs = w;y (P = 0). Portanto neste modelo a razao w; /w4 se torna linear em P (da
Eq.4.2),
BCS
w w
channel . —- = <T> + %P, 4.7)
Wy Wy 2wy
onde tanto o slope n/ (2wT’iCS ) quanto o offset
w1 BCS i ZUT(P = 0) n
L :w(P—):zB“_L (4.8)
™ NS = Wy

sdo obtidos da energia do estado fundamental do superfluido BCS.
Japaraocanalll, | 1)) — | T),| 1), consideramos que P seja produzido exclusivamente pelos
estados duplamente ocupados e que, portanto, a taxa em que | 1) aumenta é duas vezes a taxa

em que os pares diminuem. Isso significa que w; /w4 neste canal tem um slope 2 e consideramos
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FIGURA 4.1: Razdo entre as probabilidades w4 /w+| em funcao da polarizacdo P obtida via DFT-
FVC [34] e DMRG para L = 80, n = 0.7 e U = —8t. Aqui Pc = 0.29 é indicado pela linha

vertical tracejada. Para P < P¢ (o

u seja wy/wy < 1) nosso modelo combinado (channel I+1II)

descreve apropriadamente o mecanismo de protegdo de pares (inset), enquanto para P > Pc a
razdo w4 /w4 | desvia abruptamente dos modelos, revelando uma avalanche de quebra de pares,
ou seja, além das contribui¢des minimas para manter P aumentando, caracterizando uma fase nédo

superfluida.

como offset a razdo no superfluido BCS (w4 /w+, )5¢5, assim:

BCS
channel II: D _ ( i ) + 2P. 4.9)

Wty Wy

Dessa forma, o modelo linear somando as contribui¢des dos canais I e II tem offset dado pela

Eq.4.8eslope2+n/ (Zwﬁcs), ou seja,

channel I+I1:

BCS
w w
“r (T) | sges +2 ) P. (4.10)
Wy, Wty 2wy}

Na Figura 4.1 comparamos a performance dos nossos canais analiticos com resultados numéri-

cos para wy /w4 obtidos DMRG e DFT. Encontramos que o canal I+II prové uma descrigao pre-

cisa da fisica no regime FFLO (0 < P < Pc). Ja para P > Pc a razdo de probabilidades diverge

abruptamente, tornando-se bem maior que o predito para o canal I+II linear. A linearidade dos

modelos é interpretada como uma consequéncia do mecanismo de pares do regime superfluido:

pares sdo quebrados na menor taxa possivel para aumentar P. Por outro lado, para P > Pc, ha



4.1. Transicoes de Fase em Superfluidos Exoticos 69

0.90 T T T T
0.85 | e
€ 080} E
)
IS
Qo
[=)]
& 075 -
<
)
0.70 |- —&— Normal phase (n=0.2, U=-2t)
—e— FFLO phase (n=0.2, U=-4t)
—&— FFLO phase (n=0.2, U=-8t)
065 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
1.6 T T T T
(b)
15F E
S 14t e
I
()
©
c
8 13fF i
c
5]
—&— Normal phase (n=0.5, U=-2t)
121 | ¢ FFLO phase (n=0.5, U=-4t) 1
—A— FFLO phase (n=0.5, U=-8t)
1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
T T T T
(c) 1
<
©
£
Q< 4
=4
c
]
<
5]
12 —=5— Normal phase (n=0.7, U=-2t) b
—e— FFLO phase (n=0.7, U=-4t)
—&— FFLO phase (n=0.7, U=-8t)
10 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

imbalance

FIGURA 4.2: (Color online) Entanglement as a function of imbalance P at the normal phase (U =
—2t) and at the FFLO regime (U = —4t and U = —8t) with filling factor (a) n = 0.2, (b) n = 0.5,
and (c) n = 0.7. In all cases entanglement is If)b:taéged via DMRG calculations for a chain of size
uma avalanche de quebra de pares que caracterizam a fase normal, ndo superfluida, ou seja, os
pares sdo quebrados em uma taxa muito maior do que a necessdria para sustentar o crescimento
linear de P. Note que este fendmeno ocorre exatamente em P = P¢, portanto concluimos que os
processos de spin flips sdo responsaveis pelo desaparecimento da fase FFLO.
Na Figura 4.13 apresentamos o emaranhamento médio em fung¢do da polariza¢do para sis-
temas com e sem FFLO [99]. Observamos que para n fixo o emaranhamento é reduzido no es-

tado FFLO em comparacdo a fase normal. Também encontramos que o emaranhamento na fase

FFLO depende da interagdo: quanto maior a interacdo atrativa, menor o grau de emaranhamento.
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Atribuimos esse baixo grau de emaranhamento no estado FFLO e para |U| maior a consideravel
redugédo dos graus de liberdade do sistema, causado pelo mecanismo de pares que privilegia wy
e wy e fica mais efetivo com maior |U|. Estes resultados sdo portanto consistentes com a ideia de
que a entropia de emaranhamento incorpora a informagao dos graus de liberdade do sistema e
portanto desempenha o papel do parametro de ordem em supercondutores [114]. Note que o P
para o qual o emaranhamento é méximo nao coincide necessariamente com o P¢ pois $™** ocorre
no melhor balango entre as quatro probabilidades de ocupacado, enquanto a polarizagao critica cor-
responde ao caso wy = wy |, independentemente das outras duas probabilidades. Por fim, embora
o comportamento do emaranhamento seja especifico para a escolha de n e U, existe uma tendén-
cia geral que o distingue entre as fases normal e FFLO: S é monotdnico com P para sistemas na
fase normal, enquanto é ndo-monotdnico sempre que hé a fase FFLO. A ndo monotonicidade do
emaranhamento com a polariza¢do em superfluidos convencionais ja havia sido observada [213],
naquele caso porém a magnetizagdo era produzida por um campo externo h. Nosso resultado
para superfluidos exdticos nos permite generalizar: a ndo-monotonicidade do emaranhamento
em funcdo de campos magnéticos internos (P) ou externos () é uma assinatura universal da super-
condutividade.

Analisamos também as transi¢des entre as fases BCS e FFLO, FFLO e normal e normal e to-
talmente polarizada (FP) via espagos métricos. Usamos a distdncia entre densidades, proposta

anteriormente (Segao 2.1):

Dip,p2) = 5 [ Irhoa(r) = pa(0)le, @1

onde o fator de escala 2N foi adicionado de forma que as distancias se mantém entre [0, 1] facili-
tando a comparagao direta entre sistemas com N diferentes. Aqui p; e p; sdo as fungdes densidade
de quaisquer dois sistemas, de forma que quanto maior a similaridade entre eles, menor a distan-
cia.

Em P = 0 o sistema ¢é esperado ser um superfluido BCS convencional, enquanto em P = 1 um
sistema totalmente polarizado (FP). Para valores intermedidrios de P ha a fase FFLO para P < Pc
e a fase normal polarizada (PN) para P > Pc. A distancia deve ser menor portanto, para sistemas

pertencentes a mesma fase do que entre sistemas de fases distintas.
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FIGURA 4.3: Distancia D entre densidades em funcdo de P para sistemas com e sem FFLO. Os
quadrados sé6lidos indicam os P relacionados.
Usamos a polarizagéo central P = 0.5 como referéncia, ou seja pr.f = pp=05 € quantificamos

via célculos de DMRG a distancia

D(P) = 5 [ Iop(r) = preg (1)l (@12)

Para sistemas sem a fase FFLO (interagdes atrativas muito baixas, aqui usamos U = —1), o sistema
é caracterizado por 3 fases: BCSem P = 0, normal para0 < P < 1 e totalmente polarizadoem P =
1. Na Figura 4.3 vemos que a distancia é essencialmente simétrica em rela¢do a polarizagdo central
para 0.1 S P < 0.9, confirmando o fato de que ndo ha transigdes de fase no intervalo 0 < P < 1.
Em contraste, vemos uma clara assimetria entre a distdncia no regime BCS (P = 0) e na fase FP
(P = 1). Quantitativamente a Figura 4.4 revela que a distdncia na fase BCS é consideravelmente
maior do que em qualquer outro P > 0, incluindo a fase FP (P = 1). Isso significa que as fases PN
e FP sdo fisicamente mais proximas entre si do que as fases PN e BCS. Este resultado ndo é apenas
plausivel — ja que PN e FN sdo fases magnéticas, enquanto BCS e FFLO sdo superfluidas — mas
é também consistente com resultados anteriores [214,215], que sugerem que a transi¢do da fase
BCS para a fase normal é uma transi¢do de primeira ordem e que a transi¢do PN-FP é de segunda

ordem.
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FIGURA 4.5: Diferenca entre distancias equidistantes AD(P) = |D(1 — P) — D(P)| do ponto cen-

tral P = 0.5, em fungdo de P para sistemas sem FFLLO (U = —1) e com FFLO (U = —4e U = —8).

Na Figura 4.3 analisamos as distancias em relagdo ao ponto central em sistemas com a presenga
da fase FFLO: encontramos que agora a assimetria aparece ndo apenas em P = 0, mas também
para P > 0, comprovando que a métrica é sensivel a transicdo de fase FFLO-PN. A Figura 4.4
mostra que enquanto para P > Pc (Pc ~ 0.3), as distancias se comportam de forma semelhante
com ou sem FFLO, para P < Pc as distancias apresentam comportamentos distintos. Quantita-
tivamente, para n 2 0.4 a fase BCS apresenta as maiores distancias, seguida pelas distancias do
regime FFLO e entdo pelas distancias das fases magnéticas, PN e FP.

Na Figura 4.5 quantificamos a diferenca entre distdncias de pontos equidistantes do ponto
P = 0.5 de referéncia, AD(P)) = |D(1 — P) — D(P)|: vemos que AD é maior para sistemas com
FFLO (U = —4 e U = —8) do que para sistemas sem FFLO (U = —1). AD nos casos sem FFLO
é significativo apenas na transigdo BCS-PN, enquanto em sistemas com FFLO AD é significativo
também para P > 0. Estes resultados confirmam similaridades entre a transi¢do BCS-PN e FFLO-
PN, sugerindo que a transicdo FFLO-normal é também de primeira ordem, enquanto a transigao

PN-FP é de segunda ordem ou apenas um crossover.
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FIGURA 4.6: Ilustracdo do sistema com duas impurezas (V) e os parametros relevantes para o
bloco x: impurezas (a) simetricamente distribuidas (2 imp sym); (b) assimetricamente distribuidas
(1 imp asym) e (c) a uma distancia 4 do bloco.

4.2 Emaranhamento entre Blocos em Superredes

No que se refere ao grau de emaranhamento em nanoestruturas, uma das evidéncias na época
deste trabalho era de que as heterogeneidades de forma geral destroem o emaranhamento do
sistema. Neste trabalho [81], investigamos os efeitos das interfaces em estruturas de superrede
no grau de emaranhamento de cadeias fortemente correlacionadas. Encontramos regimes onde
o grau de emaranhamento é aumentado (até 27% a mais que o sistema sem impurezas) devido
a presenca de heterogeneidades. Interpretamos o fendmeno usando conceitos da Teoria do Fun-
cional da Densidade e estabelecemos uma receita geral para a predigdo das nanoestruturas com
elevado grau de emaranhamento.

Consideramos cadeias unidimensionais descritas pelo modelo de Hubbard, Eq.(1.1), com in-
teracdes U repulsivas, em unidades do hopping t, magnetizacdo nula (Ny = N|), com N =
N; + N| o namero total de particulas, L o tamanho da cadeia e n = N/L a densidade. O emaran-
hamento entre blocos do estado fundamental entre um conjunto x de sitios e o restante L — x é

quantificado pela entropia de von Neumann,

Sy = —Tr[pxlog, o], (4.13)

onde p, = Try; _,[p] € a matriz densidade reduzida e p é a matriz densidade total, obtida via diag-
onalizagdo exata (Lanczos). Para um bloco de tamanho fixo x e condi¢des periddicas de contorno

0 maximo emaranhamento é dado por [75,80]:

max (y, [ — o0) = 2+ log, [x*/%]. (4.14)

hom

Iniciamos a andlise em um sistema com 2 impurezas consecutivas, como ilustra a Figura 4.6,
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FIGURA 4.7: Emaranhamento de um tnico sitio (x = 1) em func¢do da intensidade V /¢ da im-

pureza para o sitio com impureza (imp), para sitios a uma distancia d das impurezas, e a média

sobre todas as possiveis biparti¢des. Aquiu L = 10, N = 6, U = 4t, e adotamos condi¢des periédi-
cas de contorno.
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FIGURA 4.8: (a) Perfil de densidades com 2 impurezas (imp) em V = 8t a uma distancia d das

impurezas (circulos) em comparacdo com o sistema efetivo de L = 8 (2 sitios a menos), V = 0

(quadrados), ambos com condigdes abertas de contorno. (b) Estimativas das situagdes de maior

grau de emaranhamento para vérios x.

em que os parametros relevantes (para condi¢gdes de contorno periddicas) sdo a localizagdo das
impurezas dentro do bloco x, se x contem impurezas ou a distancia d das impurezas. A Figura 4.7
mostra os resultados para emaranhamento de um tnico sitio em fungdo de V. Vemos que apenas o
emaranhamento entre os sitios de impureza e os demais se anula para V >> t, uma vez que neste
limite a matriz densidade reduzida torna-se pura (0x = pinp = [0)(0[). Para o emaranhamento
médio sobre todas as possiveis biparticdes vemos que o emaranhamento cai com V, mas satura
em um valor finito. Mas o mais surpreendente resultado vem das situagdes em que os blocos nao

coincidem com os sitios impuros, como detalha o inset: neste caso o emaranhamento ndo diminui,

ao contrario, é aumentado a medida que aumentamos V > 0.
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FIGURA 4.9: Emaranhamento entre blocos em fun¢do de V /¢t para (a) x =2, (b) x =3 e (c) x =4,

em diferentes distancias d e com impurezas distribuidas simetricamente (sym) ou assimetrica-

mente. (d) Emaranhamento médio entre blocos. L = 10, N = 6, U = 4t e condi¢bes de contorno

periédicas.

Esse fenomeno pode ser interpretado em termos de conceitos fundamentais de DFT. Em DFT
todos os observaveis sdo funcionais da densidade do sistema interagente. De forma geral nado
conhecemos o funcional para as grandezas de interesse, mas no caso do modelo de Hubbard ho-
mogéneo, em que todos os sitios sdo equivalentes e a fun¢do densidade é constante 7, o funcional
da densidade para a entropia de emaranhamento de um tnico sitio pode ser obtido da solugdo
Bethe-Ansatz [213]. E analisando este funcional pode-se observar que hd um regime de densi-
dades, n < 0.8 para U > 0, para o qual o emaranhamento cresce monotonicamente com #. Para
sistemas heterogéneos como o que temos aqui as densidades variam e se tal variagdo é tal que ha

uma densidade efetiva mais elevada, o emaranhamento aumenta.

Este é exatamente o caso do nosso sistema, como pode ser confirmado no perfil de densidades
da Figura 4.8: as particulas sdo repelidas dos sitios com impurezas, aumentando a densidade
efetiva nos demais L — 2 sitios (n*f = N/(L —2) > n), levando a graus de emaranhamento
maiores que o sistema sem impurezas. Além disso, as demais caracteristicas observadas para o

emaranhamento em funcdo da distancia d podem ser interpretadas em termos de conceitos da



76 4. Aplicacoes em Nanoestruturas, Sélidos e Atomos Frios

[ lhomogeneous
I superlattice
*SL[1,2](n=0.5, n°=0.8) T 1t 23%
SL[1,2](n=0.5, neff—o 8) 1 24%
SL{1,4,3,4](n=0.5, n® _0 8)_~ﬂ 19% ’/
SL[1,5](n=0.7, n° 70 8) | —_ﬂw%
SL[1,5](n=0.8, n"=1.0) U 2%

SL[I 5](1’1 0. 7 Il _O 8) #ﬂ 3%

SL[2,4](n=0.5, n°"=0.8)

111%
SL[1,4,3,4](n=0.3, n1'=0.5) 127% 4%
SL[1,4,3,4](n=0.5, neff:o 8) 118%

SL[1.,4,3,4](n=0.7, n® _1 0) ——w 19%

00 04 08 1.2 16 20 24 28 32 36 4.0
Entanglement

FIGURA 4.10: Emaranhamento para varias SL com x = 3 e x = 4: SL[a,a,b, B] com periodo
[a,a,b, B], onde a,b sdo sequencia de sitios (camadas) com V; = V, enquanto «, § camadas com
Vi = 0. Em todos os casos:U = 4t, V = 8t e condig¢des periddicas de contorno.

lei de escala com a drea [61]: temos interface fixa (tnico sitio), mas o grau de emaranhamento
é ponderado pela densidade local nesta interface. Portanto para x > 1, podemos inferir quais
blocos exibirdo maior grau de emaranhamento: aqueles com maiores densidades na interface,
como ilustra a Figura 4.8b e comprovamos com a Figura 4.9.

Usamos entdo essas consideragdes gerais para estimar nanoestruturas do tipo superrede (SL),
com potencial peridédico V;. A Figura 4.10 mostra o emaranhamento SL para blocos com as config-
uracdes otimizadas. Para todos os casos em que a densidade efetiva (n*f = N /(L —I), I o ntimero

eff

total de impurezas) é maior que a densidade média n (até n®" ~ 0.8), observamos um aumento do

emaranhamento da SL em comparac¢do com o caso homogéneo de até 27%.

4.3 Susceptibilidade como Medida Experimental de Emaranhamento

Neste trabalho [71] investigamos a relacdo intrinseca entre emaranhamento e a susceptibilidade
magnética em férmions nos regimes metdlico, isolante e superfluido (convencional e exético).
Nossa andlise revelou que o mapeamento entre emaranhamento e susceptibilidade em superflui-
dos convencionais (BCS) e exético (FFLO) é a mais simples possivel: diretamente proporcional. Foi
a primeira vez que tal linearidade entre as grandezas foi reportada e em particular para o caso de
superfluidos convencionais, foi possivel determinar uma universalidade neste comportamento. A

relevancia destes resultados consiste no fato de que a susceptibilidade magnética é uma grandeza
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FIGURA 4.11: Susceptibilidade magnética em fun¢do do emaranhamento para interagdes atrativas
e repulsivas para P = 0,P < Pc (P =0.1)e P > Pc (P =0.5),comn =05 n = 07en = 1.0.

As interagdes inicial e final sdo indicadas, dados correspondem ao intervalo U = —10t a U = 10t,
e enfatizamos o ponto U = —2t para 0 < P < P¢ que delimita a linearidade observada para
us< -2t

mais facilmente medida experimentalmente e, portanto, poderia ser uma medida indireta porém
eficiente de quantificar grau de emaranhamento em experimentos atuais da matéria condensada
e de dtomos frios.

Consideramos o modelo de Hubbard, Eq.(1.1), com densidade n = N/L, magnetizagdo m =
ny — ny, que se relaciona com a polarizagdo P = (Ny — N|)/N por m = nP. Determinamos o

emaranhamento médio de um tnico sitio pela entropia de von Neumann [49],

Si = —ZUTJ' 10g2 wT,i — ww- logz wlli

—ws,i log, wy,;i — wo,i log, wo,. (4.15)

Aqui a dupla ocupagdo w,; é dada por

deg(n,m, U)

e (4.16)

Wy =

wy; =n/2+m/2—wy;ew; =n/2—m/2— wp; sdo as probabilidades de ocupagdo simples,
wo; = 1 —wy; —w,; — wy; a probabilidade de ocupagdo nula, e ey(n,m,U) = Eo(n,m,U)/L a

energia do estado fundamental por sitio. Para evitar a dependéncia com o sitio especifico, anal-

isamos as grandezas médias sobre todos os sitios: S =) ;S;/Lew, =) ;wy;/L.



78 4. Aplicagbes em Nanoestruturas, Solidos e Atomos Frios

Ja a susceptibilidade magnética x é obtida numericamente a partir da segunda derivada da

energia total Eo(n, m, U) com relagdo a magnetizagdo em #n, U fixos,

-1
‘= [Wmu)} , 4.17)
n,U

om?

Monitoramos as duas grandezas para um vasto regime de pardmetros, como mostra a Figura
4.11. A caracteristica mais marcante é o fato de que para moderada e forte interagdo atrativa,
U < —2t e polarizagdo 0 < P < Pc, o mapeamenteo entre x e S para qualquer n é diretamente
proporcional. O comportamento linear desaparece para P > P e ndo existe para o regime repul-
sivo. Para entender esta linearidade analisamos, na Figura 4.12, as grandezas de forma individual
em funcdo da interacdo. Observamos que para qualquer P e n o emaranhamento maximo ocorre
em U = 0, decrescendo monotonicamente com |U|. Isto reflete o fato de que em U = 0 as quatro
probabilidades estdo em maximamente balanceadas (dados n e m), enquanto a medida que |U|
aumenta surgem restri¢des nos graus de liberdade por supressdo dos estados desemparelhados
quando U < 0 e dos estados duplamente ocupados para U > 0.

Em contraste, encontramos que para intera¢Oes atrativas x é ndo monotonica com U: possui
um minimo em U = Uc ~ —2t e satura para U — —oo em valores finitos, tanto para o regime
de superfluidez convencional (P = 0) quanto para o regime FFLO. A saturacdo de x em valores
finitos é uma assinatura do efeito Meissner em supercondutores [216], devido a coexisténcia de
supercondutividade e ordenamento antiferromagnético. De forma consistente, para o regime nor-
mal (P > Pc) ndo hd efeito Meissner e y — 0 para U — —oo.

Se contudo, nos concentramos na andlise de S e y noregime U < —2te0 < P < P, vemos que
ambas as grandezas sdo monotdnicas com a interacdo e com a densidade, inclusive com curvas
muito semelhantes para qualquer n. Portanto o mapeamento linear entre as duas grandezas nao
se trata de coincidéncia ou artefato, em vez disso reflete diretamente as similaridades de S e x na
resposta tanto a U quanto a n. Consistentemente, para U > 0, emaranhamento e susceptibilidade
magnética respondem a interagdo e densidade de maneiras distintas e por isso ndo temos um
mapeamento trivial entre as grandezas.

Para chegar em uma relacdo linear universal entre S e x de superfluidos, primeiramente no-
tamos que enquanto x escala de forma semelhante para as diferentes densidades, a escala de
S varia com n. Isso reflete o fato de que tanto o minimo de emaranhamento, para U — —oo,

quanto o emaranhamento maximo, em U = 0, sdo fun¢des da densidade. Portanto para fazer



4.3. Susceptibilidade como Medida Experimental de Emaranhamento 79

Entanglement

-10-8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 -10-8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10

108 -6 4 20 2 4 6 8 10
(d) 0.04 O] v (f)0.04 S
0.020f , —=—n=05
—e—n=0.7
0.03} 0.03 }-0.005 —a—n=1.0

0.015 p>p

c
0.02+

o

o

N
T

0.010 -

0.01+

Magnetic Susceptibility

o

o

=t
T

0.005 e

0.00

-10 -8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 ;10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 ;10 -8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10
Interaction Interaction Interaction

FIGURA 4.12: Emaranhamento e susceptibilidade magnética em funcéo da interagdo: (a), (d) para
P =0, (b),(e) para P < Pc (P =0.1) e (c), (f) para P > Pc (P = 0.5).
o emaranhamento dos sistemas com diferentes densidades comparéaveis, re-escalamos o emaran-
hamento por S — S — Sy, onde Sy, = S(n,m = 0,U — —o0) é obtido analiticamente da
seguinte forma: calculamos a dupla ocupacado a partir da energia por sitio do sistema atrativo,
eo(n,m=0,U) = Un/2 —ey(n, |U|). Como ey(n,|U|) se torna independente de U para U — —oo
[34], encontramos que w, = 1/2 e, consequentemente wy = w; = 0 e wy = (1 — n/2), resultando

em

Sin(n)= —g log,(n/2) — (1 - g) log,(1—n/2). (4.18)

A Figura 4.13 mostra que todos os dados de x em fungdo do emaranhamento re-escalado
S — Syin se sobrepdem em uma tnica reta, revelando portanto a universalidade da relagao lin-
ear entre emaranhamento e susceptibilidade magnética em P = 0. Portanto através de medidas
da susceptibilidade magnética em experimentos de superfluidos atuais descritos pelo modelo de
Hubbard, pode-se quantificar o emaranhamento destes sistemas através da férmula universal

X—a
b

S(”/X) = Smin(”) + ’ (4.19)

onde a = 0.032 e b = —0.029 sdo offset e slope do fitting linear da Figura 4.13.
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FIGURA 4.13: Mapeamento linear universal entre emaranhamento e susceptibilidade magnética
em superfluidos convencionais.

4.4 Transicdes de Fase Quanticas em Sistemas Desordenados

No primeiro trabalho que descrevo [137], investigamos o emaranhamento em superfluidos des-
ordenados para os regimes da transi¢do de superfluido para isolante (SIT). Mostramos que o
emaranhamento detecta a transi¢do SIT para todos os parametros — intensidade de desordem,
concentracdo de impurezas e densidade de particulas. Encontramos que a SIT ndo requer uma
intensidade de desordem minima para ser induzida: qualquer pequeno grau de desordem é sufi-
ciente para o sistema sofrer a localiza¢do de Anderson. Essa transigdo é suave, contudo, enquanto
que a SIT pela concentragdo de impurezas e pela densidade é de primeira ordem. Nossos resul-
tados mostraram que para desordem suficientemente intensa, um tipo particular de localizagdo
surge em uma concentracao critica Cc ou densidade critica n¢: este estado é marcado por emaran-
hamento nulo e portanto tem sido chamado de estado de localizagao total.

Consideramos cadeias superfluidas descritas pelo modelo de Hubbard, Eq. (1.1), com inter-
agdo atrativa U < 0, inicialmente a temperatura nula. O potencial externo V; é usado para sim-
ular a desordem, caracterizada por uma certa concentragdo C = (Ly /L) x 100% de impurezas
pontuais [45,156] de intensidade V, localizadas aleatoriamente ao longo da cadeia de tamanho
L, de forma que Ly sdo os sitios com impurezas e L — Ly os sitios sem impurezas. Para tratar
estatisticamente os resultados consideramos M = 100 amostras para cada conjunto de paramet-
ros (C,V;U,n) e portanto as propriedades sdo as médias sobre as M amostras. Este tratamento

implica uma quantidade de dados imensa, que seria proibitiva com métodos numéricos exatos,
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FIGURA 4.14: Emaranhamento obtido via DFT com nosso funcional para a entropia linear (Segdo
3.3) — em condig¢des de contorno aberta e periédica (PBC) — em comparacdo a entropia linear exata
de DMRG para um caso tipico de sistema desordenado em fungdo da densidade de particulas.
como DMRG. Usamos em vez disso cdlculos de DFT com o funcional da densidade que propuse-
mos para a entropia linear, Secdo 3.3. A Figura 4.14 mostra a excelente concordancia entre os
resultados deste approach com DFT com os mais custosos computacionalmente via DMRG.

Quando monitoramos a transi¢do através da intensidade das impurezas em concentragdes
tixas, Figura 4.15, encontramos que o emaranhamento rapidamente satura com V: £ cai ~ 50%
para apenas V = —0.25¢ para qualquer C. Tal satura¢do é uma inequivoca assinatura da SIT: o
superfluido inicial é transformado em um estado composto por dimeros localizados e fortemente
acoplados, com nenhum efeito extra de aumentarmos |V|. Além disso, a rapida diminuigdo de
L para pequeno valor de V confirma a auséncia de uma intensidade de desordem minima para a
SIT: até mesmo uma desordem fraca é capaz de induzir o superfluido para o estado de localizagdo
de Anderson.

A Fig. 4.15 também revela que o emaranhamento é ndo-monotonico com a concentracdo: para
um fixo V, £ diminui com C, até uma concentracao critica C = C¢ (Cc = 40% neste caso), e entdo
aumenta novamente para C > Cc. Duas caracteristicas sugerem que este C = Cc corresponde a
um tipo especial de localizagdo: i) o fato de que para fraca desordem (-3¢t < V < 0) o emaran-
hamento se comporta diferente em fungdo de V quando comparado com os outros C's e ii) C = C¢
€ 0 tnico caso onde £ — 0 for V — —oo.

Analisando varios sistemas [138], tal como ilustramos na Figura 4.16 para V < 0e V > 0,
encontramos que Cc corresponde a concentragdo cujo niimero de pares N /2 é igual ao ntimero de

sitios mais favoraveis, isto é, aos Ly sitios impuros para V < 0, portanto:
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FIGURA 4.15: SIT induzida pela intensidade V da desordem: emaranhamento £ (a), dupla ocu-
pagdo média em sitios impuros (@ ) e puros (w2 =0) para C = 10% (b) e C = 40% (c), e a energia
do estado fundamental por sitio (d).

para V <0 g =Ly
nL _ CL
2 100
Cc = 100%, (4.20)

e aos L — Ly sitios mais favoraveis para V > 0, de forma que

para V >0 gzLo
nL CL
I A 1)
n
CC—100(1—§>. 4.21)

Esta interpretacdo é confirmada na Fig. 4.15 pelas probabilidades de dupla ocupagao médias

nos sitios com, @y = Y,;(A;A;)) /Ly, e sem impurezas, @y —° = Y ;(Aiyf;)/(L — Ly). Portanto
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FIGURA 4.16: Emaranhamento de superfluidos desordenados LEPA em funcdo da concentracio
de impurezas C para (a) V = —10t e (b) V = 10t para U = —5t.

a localizagdo total em Cc, com um estado bem definido com probabilidade unitdria de pares nos
sitios mais favordveis, é caracterizada por £ — 0 (para |V| — 0), em contraste com a localiza¢do
ordindria para C # Cc em que L satura em valores finitos. Interessante notar que a energia do
estado fundamental, na Fig.4.15d, ndo possui qualquer comportamento especial em funcdo de
V, sugerindo que a SIT desencadeada por V é de segunda ordem ou apenas um crossover [117]
independentemente do tipo da localizagéo, total ou ordinéria.

Na Figura 4.17 analisamos o emaranhamento em fun¢do da concentragdo de impurezas para
fraca, moderada e forte intensidade de desordem. Encontramos que um minimo de intensidade
de desordem V,,;, é necessdrio para a existéncia da localizac¢do total em Cc, marcada pela subita
ndo monotonicidade do emaranhamento e por £ — 0 para V — —oo. Para |V| < V,;;, (neste caso
Vinin ~ 3t), observamos um comportamento bem diferente do comportamento do emaranhamento
em funcdo de C: a ndo monotonicidade ndo é abrupta, o minimo de emaranhamento é maior que
zero e ndo ocorre em C = Cc = 40%. Este comportamento revela portanto que a localizagéo total
é frustrada para |V| < Vy,: a intensidade da desordem néo é suficiente para localizar totalmente
(no espago real) os dimeros. Esta interpretacdo é confirmada pelas probabilidades das Figuras

4.17b e 4.17c: @Y= é sempre maior que zero para V = —t.
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FIGURA 4.17: SIT induzida pela concentracdo de impurezas C%: emaranhamento £ (a), dupla
ocupagdo média em sitios impuros (ZIJX ) e puros (LT)X =0) paraV = —t(b)eV = —10f (c), e a
energia do estado fundamental por sitio (d).

Para |V| > Vi, a energia do estado fundamental, Fig.4.17d, revela a natureza da transigdo de
localizagdo ordinaria para a localizacdo total induzida por C: a energia tem uma descontinuidade
na primeira derivada em C = C¢ assim caracterizando uma transi¢do de fase quantica de primeira
ordem [117]. Para |V| < V,;;; a curva da energia é suave, sem descontinuidade na primeira e na
segunda derivada, sugerindo que a transi¢do ndo ocorre, o que é consistente com a auséncia do
estado totalmente localizado.

Na Figura 4.18 monitoramos a transi¢do em fun¢do da densidade de particulas para desordem
fraca e forte. Observamos que para V suficientemente intenso, todas as caracteristicas observadas
anteriormente em Cc = 100(n/2)% sdo agora encontradas na densidade critica nc = 2C/100:
emaranhamento tem uma ndo monotonicidade abrupta em n = nc, o sistema é totalmente local-
izado em nc com £ — 0 (para V — —o0), e localizagdo ordindria com satura¢do do emaran-
hamento em valores finitos, £ > 0, para n < nc. Para fraca desordem V = —f, nenhuma
dessas caracteristicas é observada, emaranhamento simplesmente diminui monotonicamente com
a diminui¢do da densidade. Isto confirma, portanto, a existéncia de um minimo de intensidade de

desordem para a qual a localizagdo total é induzida também por .



4.4. Transi¢coes de Fase Quanticas em Sistemas Desordenados 85

() (b)
0.31C(%) V(1) . S
2 2 o 8 =
€02+ 40 -10 ,r"d"'. 3= 2,
9 - 25 o ao 5 0.2 g
2 . g <
S 0.1 s = S
= Y N 7S < =
() AA‘A‘ “A" |§l g
0.0+ - 0.0 | 10.01%
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
average density average density
© @
1 0 ) Wg ’“’ .§
§ " szoo: 3 E g
E F S22
2, L £ £ g —5
g 0.5 s = > C(%) V(t
N __-". S o0 10 -10
= 1 ¢ ! a = =25 -10
S 240 -10
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0
average density average density

FIGURA 4.18: SIT induzida pela densidade n de particulas: emaranhamento £ (a), dupla ocupacao
média em sitios impuros (w{ ) e puros (u‘;}_’ =0) paraV = —t (b) e V = —10t(c), e a energia do estado
fundamental por sitio (d).

Investigamos também o papel da intensidade da interacdo atrativa U na SIT [138]. Poderiamos
imaginar que uma intera¢do maior entre as particulas pudesse de alguma forma reforgar ou aten-
uar a SIT dependendo do interplay entre U < 0 e V, se competem entre si (V > 0) ou se atuam
juntos (V < 0). Surpreendentemente encontramos que para forte desordem, U nado tem qualquer
impacto sobre Cc, seja para desordem atrativa ou repulsiva: a concentracdo critica para a local-
izagdo total se mantém em Cc = 100(n/2)% para V. — —oo e em Cc = (1 —n/2)100% para
V — co.

Para moderada desordem, Fig. 4.19c revela que embora ainda haja um minimo de emaran-
hamento em C¢, o grau de emaranhamento ainda € significativamente maior que zero para fraca
interagdo U = —t. Assim para desordem moderada hd um minimo de interagdo, Uy, ~ —3t
neste caso, necessdrio para que o sistema atinja o estado totalmente localizado em Cc. Em con-
trapartida, para fraca desordem (V = —t), como mostra a Fig. 4.19d, até mesmo uma interagdo
extremamente forte, como U = —10¢t, ndo é suficiente para desencadear a transigdo para o es-

tado totalmente localizado. Isto se deve ao fato de que para V pequeno os sitios impuros sdo
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FIGURA 4.20: (a) Emaranhamento em superfluidos desordenados (com U = —5t, V = —10f e
n = 0.8) e confinados harmonicamente (k(i — iy)?) e (b) a respectiva energia do estado fundamental
por sitio.

praticamente igualmente favoraveis aos dimeros quanto os sitios sem impureza. Todas essas car-
acteristicas claramente mostram que V domina U quanto ao surgimento do estado totalmente
localizado na SIT.

Na Figura 4.20 mostramos o impacto do confinamento harmonico, V; = k(i — 1'0)2 (com cur-
vatura k, centrado no sitio ig = 50.5 em cadeias com L = 100 sitios) na SIT. Essa anélise é essen-
cial para que nossos resultados possam ser usados também em experimentos de dtomos frios,
onde os dtomos sdo confinados em potenciais harménicos. Vemos que para k < 0.003 o sis-
tema ainda atinge o estado de localizagdo total, L — 0 para V — —co, na mesma concentragdo
Cc = 100(n/2)% (para V < 0). Contudo, para confinamentos maiores, k > 0.003, a assinatura

no emaranhamento desaparece: este satura em vez disso em valores finitos, £ ~ 0.25 para C um
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FIGURA 4.21: Emaranhamento £ em fungdo da dernlsidade de particulas para nanoestruturas in-
teragentes mas ndo desordenadas (Mott MIT).
pouco maior que Cc. Isto é confirmado pela energia do estado fundamental, Fig.4.20b, que mostra
uma leve assinatura em C¢ para todas as curvas, exceto em k = 0.004.

Analisamos também, via emaranhamento [139], a transicdo metal-isolante (MIT) tanto devido
a Mott (via interagdo) quanto devido a Anderson (via desordem). Encontramos que o emaran-
hamento diminui em relagdo ao caso clean (U = 0, V = 0) com um tinico minimo em uma certa
densidade critica de Mott e de Anderson quando U ou V, respectivamente, ¢ ligado individual-
mente. Enquanto o minimo de emaranhamento relacionado a Mott-MIT satura em valores finitos,
caracterizando portanto um estado parcialmente localizado; o minimo relacionado a Anderson-
MIT atinge zero para desordem suficientemente forte, caracterizando o estado de localizagdo total.
Na presenca de ambos, desordem e interacdo, encontramos: i) que a densidade critica de Mott é
deslocada por um fator proporcional a concentragdo de impurezas, ii) a densidade critica de An-
derson é mantida, mas a presenca de interacdo requer uma intensidade maior de desordem para
induzir o sistema a localizagdo total, e iii) surge uma terceira densidade critica exclusiva da pre-
senca simultdnea de desordem e interagdo, que é associada a uma MIT Mott-like, devido a um
fendmeno de densidade efetiva.

Do ponto de vista da modelagem das nanoestruturas, a diferenca entre os superfluidos com
transicdo MIT e os metais com transigdo SIT é que agora usamos o modelo de Hubbard com U > 0.
Todos os demais parametros da nanoestrutura, n, C e V sdo definidos da mesma forma, e portanto
usamos o mesmo approach (Secao 3.3) via DFT.

Inicialmente analisamos o emaranhamento nos dois tipos de MIT isoladamente, ou seja, na
Mott MIT que ocorre na presenga de U > 0 e V = 0; e na Anderson MIT na presencade V # 0O e

U = 0. A Figura 4.21, para Mott MIT, mostra que a medida que a interacdo aumenta, £ diminui
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FIGURA 4.22: Emaranhamento £ em fung¢do da densidade de particulas para nanoestruturas des-

ordenadas mas néo interagentes (Anderson MIT) para C = 50%.
na regido em torno de n = 1. Em particular, para qualquer U > 0, surge um minimo local na
densidade critica n = 1 e este minimo de emaranhamento fica mais pronunciado ao aumentar-
mos U, com saturagdo em £ = 0.5 para U — co. Este minimo de emaranhamentoem nd = 1¢éa
assinatura da transi¢do Mott MIT [213]: a interagdo congela os graus de liberdade translacionais
com méaxima probabilidade de ocupagao simples (wy = w; — 0.5) e a partir de entdo aumentar
U ndo produz qualquer efeito adicional. Este emaranhamento remanescente, L(U — o) =05,¢é
associado aos graus de liberdade de spin, que ndo estdo congelados, assim concluimos que a Mott
MIT leva o sistema a um estado parcialmente localizado.

Em contraste, a Figura 4.22 para a transicdo Anderson MIT mostra que o emaranhamento
diminui com a intensidade da desordem para todas as densidades. Esta diminuicdo de emaran-
hamento caracteriza a localizacdo de Anderson: o sistema é localizado para qualquer V > 0. A
Fig. 4.22 revela também um minimo de emaranhamento na densidade critica n{ = 2C/100 para
|V| Z 3t. Este n{ corresponde as nanoestruturas onde o nimero de sitios impuros com V < 0
(e sitios puros, para V > 0) é igual a duas vezes o nimero de particulas, de forma semelhante
ao que observamos antes para SIT. Portanto a queda de £ em ng caracteriza a localizacdo total
da Anderson MIT: a desordem atrativa congela os graus de liberdade das particulas favorecendo
a dupla ocupacdo nos sitios impuros (para V' > 0 favorece a dupla ocupagdo nos sitios puros,
portanto neste caso n = 1 —2C/100). Mas note que, diferentemente da Mott MIT, a Anderson
MIT pode levar o sistema ao estado de localizagdo total se a desordem for suficientemente forte.

Na Figura 4.23 analisamos entdo o cendrio em quem ambos, interagdo e desordem estdo pre-
sentes nas nanoestruturas. Vemos que a interacdo afeta a Anderson MIT: embora a densidade

V—Uu

critica n{ se mantenha, i. e. nf = n¥ = 2C/100, a presenca de U requer um potencial de
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FIGURA 4.23: Emaranhamento em func¢do da densidade para nanoestruturas interagentes e des-
ordenadas (Mott-Anderson MIT).
desordem maior para levar o sistema a localizacao total (compare o valor do emaranhamento no
minimo Anderson MIT para os casos com U > 0 e U = 0). Observamos que baixo grau de desor-
dem (V = —1t) praticamente ndo influencia a Mott MIT, o emaranhamento minimo é mantido em
nd = 1. Porém, a medida que V aumenta, surge impacto da desordem na Mott MIT: i) 0 emaran-

hamento em ng -V

ndo é mais limitado a £ > 0.5 (como no caso V = 0), ja que agora V contribui
congelando também os graus de liberdade de spin, e ii) a densidade critica para a transi¢do de
Mott é deslocada para nd " > 1.

Esse deslocamento reflete o fato de que a densidade efetiva nos sitios sem impureza (portanto
metalicos), ny—o, € menor que 1, uma vez que as particulas sdo atraidas para os sitios impuros
(V < 0). Assim, a densidade total da nanoestrutura deve ser n > 1 para que a densidade efetiva
nos sitios sem impureza seja ny—o = 1 e entdo tenhamos Mott MIT. Para determinar n4~" consid-
eramos que a maioria das particulas acumulam nos Ly sitios atrativos (até no maximo 2 por sitio,
logo 2Ly ao todo), portanto deixando para os L — Ly sitios restantes apenas N — 2Ly particulas.
Assim a densidade efetiva é dada por ny—g = (N —2Ly)/(L — Ly) e a densidade critica nZ "
serd a densidade média n para a qual ny—g = 1. Em termos da concentragdo de impurezas temos

nd=V =1+ C/100, o que concorda com nossos resultados numéricos da Fig.4.23.

Perceba entretanto que um fendmeno semelhante de densidade efetiva igual a 1 deve ocorrer
também nos sitios com impureza: para V < 0 suficientemente forte, havera um valor de densidade
média n < 1 para o qual a densidade efetiva nos sitios impuros, ny = N/Ly, seja igual a 1,

de forma que n = N/L < ny. Isto portanto significa que deve haver uma outra densidade
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FIGURA 4.24: Simetria particula-buraco quando mudamos de —V para +V: as densidades criticas
(Tabela 4.1) podem ser obtidas pela substitui¢do n¢ — fic =2 —nc .

TABLE 4.1: Densidades criticas para V < 0. Para V > 0 basta substituir nc — fic =2 — nc.

Mott MIT ng =1
u>0v=0

Anderson MIT ng =2C/100
V| >3t U=0

Mott-Anderson MIT ngﬁv =1+ C/100
us>o,|V|z 3t ng~U =n’ =2C/100
ndeV = /100

U+

critica nd"Y = C/100 associada a uma transi¢do MIT Mott-like induzida pela desordem. De fato

g oV que estava ausente

podemos ver em todas as curvas da Fig. 4.23 um minimo mais suave em n
nos casos clean (s6 U ou s6 V) e é uma transi¢do Mott-like MIT.

Enfatizamos que todas as densidades criticas obtidas aqui para V' < 0, como sumariza a Tabela
4.1, podem ser obtidas para V' > 0 simplesmente através de uma transformagéo particula-buraco,
substituindo n¢ — fic = 2 — nc, como confirmam os resultados numéricos da Figura 4.24.

Nas Figuras 4.25a e 4.25b, mostramos o impacto da temperatura na Anderson e na Mott-like
MIT [140]: a medida que a temperatura aumenta, os dois minimos — em C = 100n/2 = 37.5%
(Anderson) e em C = 100n = 75% (Mott-like) — sdo atenuados. Os resultados revelam entre-
tanto que a localizagdo de Anderson persiste para temperaturas mais elevadas do que a Mott-like
MIT. Porém para T = 20 ndo existe mais qualquer localiza¢do no sistema, uma vez que o emaran-
hamento torna-se maximo para qualquer concentragao.

Finalmente, na Figura 4.25c analisamos o efeito da magnetizagdo m = ny — n; # 0 no minimo

de emaranhamento relacionado & Anderson MIT. Observamos que o minimo em Cc = 100n/2 =

50% para m = 0 é agora dividido em dois minimos: um em Cc = 10014 e 0 outro em Cc = 1007;.
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FIGURA 4.25: (a), (b) Emaranhamento para n = 0.75, varias concentra¢des e temperaturas. (c)
Emaranhamento para vérias magnetizacdes m = ny —n| paran = 1.0. Em todos os casos temos
dados de diagonalizagdo exata para cadeias pequenas, L = 8, U = 5¢, V = —10t.
Nossos resultados revelam portanto que hd um minimo para cada uma das espécies (up e down),

com densidades criticas nnc+ = Ly e nc,| = Ly. Para o caso ndo magnetizado esses dois minimos

coincidem em n¢c = 2Ly.
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Considerac¢oes Finais

Encerramos esta sintese critica e sistemética das nossas principais contribui¢des com algumas con-
sideragdes. No doutorado, iniciamos de forma pioneira nossas pesquisas na interface entre a Fisica
da Matéria Condensada e a Teoria de Informagdo Quantica. Temos desbravado brechas nas pare-
des que separam as duas dreas do conhecimento em busca de conexdes entre conceitos a priori
independentes.

Mas é importante enfatizar que esta interface ndo era e nio se tornou principal objeto de estudo
do orientador de doutorado (Klaus Capelle), tdo pouco do supervisor de pés-doutorado (Andreas
Buchleitner). Tal fato demonstra nossa originalidade, lideranca e independéncia desde o principio,
que se consolidou nos anos posteriores, com diversos desdobramentos.

Entre eles destacamos o claro movimento da pesquisa, inicialmente focada em fundamentos e
questdes basicas, para a pesquisa mais aplicada, em desenvolvimento de metodologias e o estudo
de propriedades de nanomaterias com potencial para desenvolvimento tecnolégico.

Este movimento reflete em parte nossa inser¢do no Instituto de Quimica - UNESP, cujos proje-
tos tém tido caréter aplicado e ambicioso visando tecnologias quanticas. Desde a contratagdo na
UNESP, 2013, temos atuado em implantar, motivar e construir pesquisas pioneiras, sélidas e de
relevancia nesta interface entre conhecimentos.

Nossa relevancia cientifica internacional se evidencia, por exemplo, com o recente convite da
Physics (revista da American Physical Society, APS) para a redagdo de um artigo Viewpoint (em que

experts da drea escrevem de maneira acessivel resultados recentes) em dindmica quantica [217].
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