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Resumo

Neste trabalho examinaremos a unicidade, existéncia e nao-existéncia local e glo-
bal de solugao classica para a equagao da onda nao-linear uy — g, = F(u,0u),
t,z € R. Estudaremos a comparacao entre as solugoes de uy — uy, = F(u) e

wy — Wy, = G(w) a partir da comparagao entre F' e G.

X



Abstract

In this work we study uniqueness, existence and non-existence of local and global
classical solutions for the nonlinear wave equation uy — tz, = F(u,0u), t,z € R.
We also establish some comparison results for the solutions w and w for the

equations uy — Uy, = F(u) and wy — w,, = G(w) from the comparison of F' and

G.



Introducao

Aos que ainda tém duvida de que ’aventurar-se’ no estudo da Matematica
é extremamente prazeroso e agradavel gostaria de acrescentar que a experiéncia
por ela proporcionada ¢ indescritivel. O prazer da descoberta, o sabor do conheci-
mento matematico, o poder da modelagem dos eventos da natureza (oscilagao das
cordas dos instrumentos musicais, dinamica dos gases, condugao de calor, entre
outros), o gosto da resolu¢ao de problemas interessantes, o ensino e a pesquisa
cientifica. De maneira saudavel, a evolucao é, através de uma constante maior
que a unidade, proporcional & dedicacao, e isto muito nos estimula, pois aprender

¢ algo que, a menos de ’excecoes extremas’, s6 depende do estudante.

A modelagem de um problema real através da matematica é um sonho que a
humanidade vem tentando alcancar desde os tempos mais remotos. Houve casos
em que se desejava fazer com que a matemaética, ainda bem restrita na época,
fosse capaz de representar todas as coisas existentes na realidade conhecida. Pi-
tagoras e alguns seguidores tinham essa ambicao. Infelizmente frustraram-se com
a nao compreensao dos incomensuraveis irracionais e do significado de pensar
no infinito. H& certa razao em estranhar que o simples fato de colocarmos uma
calculadora de bolso ideal para somar - por exemplo - a série dos inversos dos
quadrados indefinidamente, esgotariamos toda a energia do universo destruin-

do-o. Felizmente os pitagoricos inauguraram um pensamento que persiste até
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Xii
hoje. Ja no século dezenove os mateméticos dessa época herdaram do século an-
terior dificeis problemas oriundos da Fisica e, talvez, o mais fascinante deles seja
o problema relacionado aos movimentos ondulatérios. Com o desenvolvimento da

teoria das equacoes diferenciais, tais problemas foram e tém sido incansavelmente

estudados até os dias de hoje [4].

Neste trabalho estudaremos as questoes de unicidade, existéncia local e exis-

téncia global de solucao classica para a equacao da onda nao-linear

Ut — Ugy = F(U, 8u) (1)

com dados iniciais e termo forgante suficientemente regulares. Essas trés questoes
sao discutidas nos capitulos 1 e 2, sendo o capitulo 1 destinado ao estudo de alguns
conceitos basicos e a introducao dos espacos de fungoes adequados. O principal
resultado relativo & equagao (1) é o Teorema 2.g que estabelece a existéncia de
solugdo local unica para (1) no intervalo de tempo (—eg, €;) onde k é um inteiro

positivo tal que

u(0,2) = f(z) € C*(R),

w(0,2) = g(z) € CH(R),

com f e g tendo todas as suas derivadas decaindo no infinito. A funcao F' é su-
posta ser C* e F'(0,0,0) = 0. Ainda no capitulo 2 examinaremos a possibilidade
do intervalo de tempo de existéncia da solucao ser infinito (solugao global) e a
questao da ilimitacao da solucao.

Um exemplo de nao-existéncia local para (1) com dados iniciais suaves é dado

na segao 3.2 do capitulo 3. Os capitulos 1 e 2 baseiam-se fortemente em [1].
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O capitulo 3 se ocupa principalmente de estabelecer comparagao entre as

solugoes das equacoes semilineares

a partir da comparacao entre seus termos forcantes F e G.

Os resultados 14 apresentados sao devidos a J. B. Keller [2] e constituem uma
importante ferramenta para o estudo do fenémeno de blow up. Ainda no terceiro
capitulo mostraremos que a solucao de uy — Uy, = u?, p = 2,3,---, com dados

iniciais positivos torna-se infinita em tempo finito.



Capitulo 1

Material Preliminar

Neste capitulo iremos nos ater ao estudo de certos espacos de fungoes continuas
apropriados para os nossos objetivos e ao seu completamento - uma importante

propriedade desses espagos.

1.1 Continuidade e Completamento

Sejam (X, d) e (Y, p) espagos métricos, xo um ponto de X e f uma funcao
definida em X tomando valores em Y.

Dizemos que f é uma func¢ao continua em xy se dado arbitrariamente € > 0,
existe 0 > 0 tal que p(f(z), f(zo)) < € sempre que z € X e d(z,z9) < 0. Se f
¢ continua em todo ponto zy de X dizemos simplesmente que f ¢ uma func¢ao
continua.

Equivalentemente, f ¢ continua em zy € X se dada uma seqiiéncia (z,,),°) C
X convergente para xy tivermos a seqiiéncia (f (xn))ﬁi% C Y convergindo para
f(zo). Usaremos essa forma da definigao repetidamente neste trabalho.

A seguir destacamos as defini¢oes de Seqiiéncia de Cauchy e de Espaco Métrico

Completo.

14



1.1 Continuidade e Completamento 15

Definigao 1.1 (Seqiiéncia de Cauchy). Seja (X,d) um espago métrico. Uma
seqiiéncia (z,),2) em X ¢é seqiiéncia de Cauchy se dado € > 0 existe um inteiro

positivo Ny tal que para m,n > Ny temos d(x,, x,) < €.

Definigao 1.2 (Espago Métrico Completo). Dizemos que um espago métrico é

completo se toda seqiiéncia de Cauchy converge para um elemento desse espaco.

Finalmente damos o nome de Espac¢o de Banach a um espago vetorial normado
e completo com respeito a métrica definida pela norma da diferenca.

Se (Y,]| - ||) é um espago vetorial normado, o simbolo Cy(X,Y") serda usado
para denotar o conjunto de todas as fungoes continuas e limitadas, definidas em
X tomando valores em Y.

Com as operagoes usuais de soma de funcoes e produto de uma fungao por

um escalar e com a norma

I f lle=sup || f(z) I
zeX

o conjunto Cp(X,Y) ¢ um espago vetorial normado.

Teorema 1.3. Seja (X, d) um espago métrico e (Y, || - ||) um espago de Banach.

Entao, (Co(X,Y), || - ||c) é um espago de Banach.

Demonstragao. Considere (f,)25 C Cy(X,Y) uma seqiiéncia de Cauchy e x
um ponto de X. Observe que (f,(z));2 é uma seqiiéncia de Cauchy no espago
de Banach Y, logo f,(x) converge para um certo f(z), que pela unicidade do
limite é tinico. Isso define uma fungao f. Provaremos que essa fungao é continua,
limitada e que f, converge para f na norma || - ||¢.

Essa funcao f é limitada, pois existe um inteiro positivo Ny tal que para
m,n > N,

I folle = 1 o o<l fro = fin lle< 1.
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Em particular, || f, [lc< 14+ || fn, |l para todo n > Ny. Além disso, como

{0,1,2,--+ , Np} é um conjunto finito, existe uma constante real C' > 0 tal que

para todo n < Nj e assim

” fn HCS 1+C

para todon € Z,..

Como || f(x) ||= HETOO | fu(z) ||< 1+ C para todo x € X concluimos que f
¢ uma funcao limitada.

Provemos que f é continua. Sejam zy € X e € > 0 arbitrarios. Existe Ny € Z
tal que || fin — fu lle< g para todos m,n > Ny. Segue entao

€

Il () = falz) ll< 5

para todos m,n > Ny e todo x € X. Logo

€

I f(@) = fxo(2) = Tim || f(@) = frxo(2) < 5

——+00
para todo z € X. Como fy, é continua em x, existe J > 0 tal que

€

Il o (@) = fvo(0) [[< 5

sempre que d(x,xg) < J. Assim,

I () = flxo) | < [ f(@) = o (@) 1] + [ Fovo () = Fvo (0) [ + 1| fivy (w0) = f (o) ||

< €+€+E_
37373°°¢




1.1 Continuidade e Completamento 17

para todo = € X tal que d(x,z¢) < §. Assim, f é continua em todo zo € X. Logo

f € Cy(X,Y). Temos também

€
I f(z) = fulz) lI< 3
para todo z € X e todo n > Ny, logo || f — fu |lc< g para todo n > Ny, ou seja,

fo— fem Cy(X,Y).

1.2 Os Espagos Cf(Q) e Ck(Q)

Nesta secao introduziremos os espacos de fungoes adequados, de acordo com
nosso enfoque, ao estudo do Problema de Cauchy para a equacao da onda nao-li-
near.

Chamamos um elemento o = (o, g, -+ , @) de Z% de multi-indice e defini-

mos
P

la| == Z Q;.
i=1

Se 2 C RP é um aberto e k é um inteiro positivo, definimos

C(Q) = {f:Q—R;fé&continua}

CHQ) = {f:Q—R;9*f € C(Q) para todo a; |a] < k}

onde
olel f

aq Qp *
axl cc axp

o f =
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Usaremos a seguinte notagao
CH(Q) = {f € C’k(Q)/ﬁo‘f ¢ limitada em 2, Vo, |o| < k}
e para f € CF(Q) definimos a seguinte norma

IS Nl Z sup |07 £
o<k *
Proposigao 1.4. Se 2 ¢ um aberto de R? e k € Z,, entdao (CF(Q), || - ler@)) €

espaco de Banach.

Demonstragao. Nio h4d maiores dificuldades em provar que Cf(Q) é espago
vetorial normado. Portanto provaremos apenas o seu o completamento.

Se k = 0 o resultado segue do Teorema1.3. Assuma que (CF(Q), | - ||Ck—1 @)
seja um espago de Banach e considere uma seqiiéncia de Cauchy (f,); %) em
Ck(Q); isto é, dado € > 0, existe um inteiro positivo Ny tal que se m,n > Ny
temos

I fn = f llosiey= D sup 0% fr () — O fo(2)] < €.

[ \<k

Mas

| o= Folegr= 2 SUP10° () = 0 u@)| <l F = o gy -

la|<k—1*€

9 fn

Sei=1,---,p, temos para 0;f, = 8_
X

| 0i fm — Oifn ||c§—1(g): Z sup |0°0; fn(x) — 00 fu(2)| <[ frn — fa ||C§(Q)

la <k—1 T

mostrando que (f,)129 e (0 fn); 2% sdo seqiiéncias de Cauchy em CF~'(Q). Da
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hipotese de inducao, existem funcoes f, g; € C’f‘l(ﬂ) parai=1,2,--- ,p tais que
fo — f e 0if, — gi na norma Cf~(Q). Queremos provar que f € CF(Q2) e que

fo— fem CF(). Seja x € Q e h € RP tais que By (z) C .

Figura 1.1: Bola By () C Q

Temos

fath) = f@) = lim |fule+h) = fulo)]

n—-+00

1

= lim Oy(frn(z + th))dt

n—-+o00 0

' 1 P of,
= lim

n—+oo [qg 4 1 8:1:1
1=

1 P
_ / S gilw + th) - hadt
0 =1

e assim, fazendo h; = 0 para todo i # j e h; = h temos

af<m) — lim f(xbx%“'axi“‘th,"‘,xp)—f<flf1,x2,"',xp)
oz, |h|—0 h
1 1
= |}111|I_I>10E/0 gi('xly'r?v"' 7$i+h7"' ,l'p)hdt

= gi(x).

Como g; € C¥1(Q) temos finalmente f € CF(Q).
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Resta provar que f, — f em CF(€). Com efeito, ja temos

lim || fn — f ||C§_1(Q): 0

lim || 0; fn — gi ||c{j—1(9): 0

para todo ¢ =1,2,--- ,p. Mas como

1= Fllerey = D suplo®fulz) =0 f(2)| + ) sup [0% fn(z) — 0" f(7)|

la|<k—1 T la|=k *

= N fa=Tllopr) +2 D supl0®0ifule) — 80, (2)]

i=1 |aj=k—1 "

p
< N fo=Fllogro + 2211 9iFa = 9 g0
1=1

segue o resultado. |
Seja Y = CFRP) e || - [|=] - lcx(rry- Entao, pelo Teorema 1.3 o espago
C([a,b],Y) é um espago de Banach. Seja F' : RPFf! — R uma fungao k vezes
continuamente diferencidvel com respeito as p tultimas variaveis. Considere a
aplicacdo «(t) := F(t,-). Dizemos que F' € C((—=T,+7T),Y) para algum T > 0 se
aeC(-=T,41),Y).
Definiremos agora uma classe de fungoes que nos serao tteis em se tratando
de dados iniciais do Problema de Cauchy. Veremos mais adiante um exemplo
de Problema de Cauchy onde os dados iniciais nao pertencem a essa classe de

fungoes e isto acarreta a nao-existéncia local de solugao.

Definigao 1.5. Dizemos que uma funcio f € CF(RP) tende a zero quando x tende
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a infinito (ou fungoes que decaem no infinito) se para todo multi-indice o € Z%,
tal que |a| < k tivermos

lim 9°f(z) =0

|| =00

e denotamos por C%(IRP) o espaco de tais fungoes.

Proposi¢ao 1.6. O espaco C¥(RP) com a norma || - lex@ry € um espago de

Banach.

Demonstragao. Seja (f,); 25 C C¥(RP) uma seqiiéncia de Cauchy. Logo existe
uma fungao f em CF(RP) tal que f, — f. Precisamos mostrar apenas que f decai
no infinito. Tome arbitrariamente € > 0 e note que existe um inteiro positivo Ny
tal que || fn, = f [lcx@e)< €/2. Como fy, decai, para todo |a| < k temos

lim aOéfNo (.I) = Oa

|z =00

isto ¢, existe uma constante M > 0 tal que para todo |z| > M e todo multi-indice

a tal que se |a| < k tem-se
0% fvo ()] < €/2.
Logo

0% f ()] < 0% f(x) = 0% fvy ()] + 0% v ()] < €

para todo x tal que |z| > M. Assim, f € C¥(RP). u

1.3 O Lema de Gronwall

Em 1919, o sueco Thomas Hakon Gronwall provou uma notéavel desigualdade
que apesar de sua aparéncia inofensiva atraiu e continua atraindo consideravel
atencao na literatura e nos sera muito util na abordagem de alguns problemas

como, por exemplo, a unicidade de solugao da equagao da onda nao-linear. Agora
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serd feita uma demonstracao para essa desigualdade pela qual, principalmente,
Gronwall é recordado ainda hoje. [5]
Lema de Gronwall. Sejam f,g : [to,to + 1] — R fungdes continuas, nao-ne-

gativas e T" um numero positivo. Se existe uma constante C' > 0 tal que

f@so+/g@ﬂww (11)

to

para todo t € [tg,to + T, entao

f@é%m/ﬁws (1.2)

to

para todo t € [t, to + 1.

Demonstracgao. Seja € > 0 e defina

h(t):=C+e+ /tg(s)f(s)ds.

to

Como f e g sao fungoes continuas, a fungdo h é continuamente diferenciavel e

usando (1.1) juntamente com a defini¢do de h podemos notar que

dh
—H(0) = 9O () < g()h(2).
, . o . 1 dh
A presenca de € nos garante que h é estritamente positiva e, assim, %E < g(t)

por integracao fornece

=Inh(t) —Inh(ty) = / %Z—}; < / g(s)ds.

to to
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Tomando a exponencial e usando (1.1) novamente obtemos
t
F(6) <0 < Wty exp [ g(s)ds,
to
ou seja,
t
f6 < (C+ e [ gls)as
to
onde tomamos o limite com ¢ — 0 para concluir o lema. [




Capitulo 2

Existéncia e Unicidade para a Equacao da

Onda Unidimensional

Na primeira parte deste capitulo estudaremos algumas propriedades das so-
lucoes da equacao da onda linear, as quais serao utilizadas na parte final para

provar existéncia local de solucao para uma equac¢ao de onda nao-linear.

2.1 A Equacao da Onda

A equacao da onda nao-linear considerada neste capitulo, é dada por

Uy — Uge = F(u, uy, uy) (2.1)

2 2 . ~ .
onde u; = %, Uy = %, Upy = % e F' ¢ uma funcao apropriada.

O estudo de (2:1) a ser feito aqui, segundo [1] baseia-se fortemente em estima-

tivas para solugoes da equagao linear

Uy — Uge = F (L, 7). (2.2)

24



2.1 A Equacao da Onda 25

Assim, estudaremos inicialmente o caso linear. A fim de simplificar a escrita

usaremos a notacao LJu = uy — Uy,

2.2 Algumas Ferramentas

A proposic¢ao abaixo nos sera util no manuseio da féormula explicita da solugao

de (2.2); a conhecida formula de D’Alembert.

Proposicao 2.1. Seja f uma fungdo em Cy(R) e defina v (t,z) = f(x £ 1¢).
Entao, ¥4 € C(R, Cy(R)); isto é,

@Z)iZR — Cd(R)

13 — d}:t(t?)

¢ continua.

Demonstragao. Faremos a demonstragao para v, dividindo a reta em duas par-
tes. Uma parte onde |f(z)| é pequeno e outra onde f é uniformemente continua.
Para 1_ o raciocinio é similar.

Fixe t € R e seja ()52, uma seqiiéncia real convergindo para ¢t. Seja € > 0
arbitrario. Como f € Cy(R), existe M > 0 tal que se |x| > M temos |f(x)| < €/2.
Seja [ = [-M —2, M +2]. Como I é compacto f é uniformemente continua em I.
Entao, existe § > 0, d < 1 tal quese z,y € I e |[x—y| < J temos |f(z)— f(y)| < e.
Para este 6 > 0 existe um inteiro positivo Ny tal que k > Ny teremos |t —t| < 9.

Seja k > Ny. Consideremos os casos.

1°Caso: Onde |z +t| < M + 1.

Aqui temos x 4+t € I, pois |z +t| < |z +t| + |t —tx| < M + 2. Usando a

continuidade uniforme da funcao f concluimos que
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4ty ) = o (t2) ] = |f(te +2) = f(E+2)] <6

2°Caso:Onde |z +t| > M + 1.

Aqui temos |z + t| > M. Usando o decaimento da fungao f concluimos que

94 (T, @) = P (8 2) | = |f (e + 2) | + [T+ 2)] <€/2+€/2.

Desse modo foi provado que fixando arbitrariamente € > 0 existe Ny € Z, tal
que k > Ny

[V (tr, ©) — by (t,z)] <€

para todo = real. Assim,

Slelﬂlg [V (te, ©) — i (t, @) =[] i (thy ) — Y4t 2) ||Cb(R)§ €.

Ou melhor dizendo,

kh_)rilo | i (tr, x) — Yy(t, x) HCb(R): 0

e finalmente ¢ € C(R, Cy(R)). |
Corolario 2.2. Se f € C¥(R) e ¢4(t,7) = f(x £ t), entdo 1 € C(R, C*(R)).

Demonstracao. Vamos fazer um esbog¢o da demonstragao no caso k = 1. Para

provar que ¢4 € C(R,C}(R)) precisamos mostrar que ¢, (¢,-) € C(R) e, em se-

—+00

guida, que a aplicagao ¢ — 1+ (t, ) € continua; isto &, sendo (t;);5 uma seqiiéncia

que converge para um certo real ¢, provar que

im || Ye(t), ) — ¥a(t, ) lepm= 0.

j—+oo
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De fato, f' € C4(R) e, da Proposi¢ao 2.1, a fungao @ definida por ®L (¢, x) =
f'(z £1) esta em C'(R, Cy(R)). Disto

lim H (I)i(t], ) - (I)}c(ta ) HCb(R): 0.

j—-+o0

Como f € Cq(R), de  maneira analoga obtemos que
jli)inoo | Ya(tj, ) —¥+(t, ") [lo,my= 0 e que P4(t,-) € C(R,Cy(R)). Assim con-

cluimos este caso simples, pois ¥+ (t,-) € C}(R) e
lim A} 9o (ty,) = ¢+ (t, ) llepwy=

j—+oo

= lim < 192t ) = st ) llewm + | Paltys ) — Pl ) H@(R)) =0.

j—Foo

Assim obtemos ¢1 € C(R,C}(R)). Procedendo da mesma forma demonstra-se o
caso geral. H
O proximo lema desempenha um papel importante no calculo de estimativas

para as derivadas da solugao de (2:2).

Lema 2.3. Seja [ = [a,b] um intervalo fechado da reta real. Se F' € C(I,C%(R)),

entao dado um e > 0, existe uma constante real positiva M () tal que

sup |02F(t,2)| < e

|| <k || >M (e)

[67

ox™

para todo t € I. (Aqui estamos usando a notagao 05 F = onde o é um

inteiro nao-negativo.)

Demonstracao. Seja ¢ > 0. Como [ é compacto F' é uniformemente continua.

Logo, existe § > 0 tal que se t,s € I sao tais que |t — s| < J acarreta

1B -) = F(s, ) lepm< /2 (2:3)
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Seja [ um inteiro nao-negativo tal que (6 < b—a < (I+1)d. Faga t; = a+ 1) com

i=0,1,---,1.

b-a
I : I+1

Figura 2.1: Localizagao de bTT“

Notemos que F'(t;,-) € C%(R) implica que existe M;(e) > 0 tal que

sup
" L2l (e)

O F(t7)| <

[NRINe

lal<

Assim, se t € I teremos que |t —t;| < 6 para algum ¢ € {0,1,--- ,l}. Fazendo
M (€e) = max {Ml(e)/z =0,1,--- ,l} e usando a desigualdade triangular podemos

concluir que

sup 8§F(t,a7)) <
|o¢\§k|m|2M(€)
< Z sup 8§F(t,x)—3§F(ti,x)) + Z sup aﬁF(ti,iU)‘
‘a|§k|w\2M(€) |a|Sk\x|2M(e)

< [[F@E-) = Ft,) lopw + Z Sup
jaf <k [71ZM 9

8§‘F(ti,x)‘ <e

2.3 Caso Linear

Para estudar o caso nao-linear Ou = F'(u, u;, u,) primeiro consideraremos o

problema linear nao-homogéneo

Ou= F(t,z);
u(0,2) = f(x);
u (0, ) = g(x).
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onde x € R e as fungoes F', f e g tém regularidade conveniente. O problema
acima ¢ conhecido como Problema de Cauchy ou Problema de Valor Inicial para
a equacgao da onda linear nao-homogénea. As fungoes f e g sao os dados iniciais
(posigao inicial e velocidade inicial respectivamente) do problema e a fungao F' é
o termo forcante da equagcao.

A férmula explicita para a solucao deste problema é conhecida como For-
mula de D’Alembert. Tal expressao é uma importante ferramenta através da qual
podemos extrair informagoes sobre o comportamento da solucao da equagao da
onda. Em particular ela mostra que a solucao da equacao da onda homogénea
num ponto do espago-tempo s6 depende do valor dos dados iniciais num certo

intervalo chamado intervalo de dependéncia da solucao.

2.3.1  Formula de D’Alembert

Existem varias formas para se obter a Féormula de D’Alembert. A maneira

por nos apresentada na proposicao a seguir explora a fatoracao do operador [

em (% — a%)(% + a%) e difere daquela apresentada na maioria dos textos sobre o
assunto [4].

Proposigao 2.4 (Formula de D’Alembert). Sejam f € CA™(R), g € Ck(R) e F
um termo forcante em C*((T_,T,) x R) para algum k > 1 e algum intervalo real
(T, T,) contendo o zero. Entdo, existe uma tnica solucao u € C*+1((T_, T, ) xR)

para

Ou=F(t,z), em (T-,7}) % R;
u(0,z) = f(z), emR; (2.4)

u(0,2) = g(z), em R.
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Mais ainda, u é dada explicitamente por

x4+t t  pxt(t—s)
u(t,x):%[f(x+t)+f(x—t)]+%/ g(s)d8+l/0 / F(s,v)dvds

z—t 2 —(t—s)
(2:5)

Demonstragao. Suponhamos a priori que exista uma solucao u de classe C?
para (2:4) e definamos h_(s) := (u; — uz)(s,x9 + s) onde zo ¢ um parametro.
Derivando essa funcao obtemos

dh_(s)
ds

= DOu(s,zg + s) = F(s,z0 + ).

Integrando essa ultima igualdade e usando o Teorema Fundamental do Célculo

temos

h (t) = h_(0)+ /tF(s,:Eo + s)ds
(up —ug)(t,xo +16) = (ur —uy)(0,20) + /0 F(s,zo+ s)ds

= (g—f’)(mo)—i-/o F(s,z0+ s)ds.

Fazendo x¢y = x — t, a ultima igualdade torna-se

¢
(ug —ug)(t,x) = (9— f)x—1t)+ / F(s,z —t+ s)ds. (2.6)

0
Analogamente definindo h. (s) := (u4u,)(s, zo—s) e fazendo xy = x+t obtém-se

(ue +ug)(t,z) = (g+ f)x+t)+ /0 F(s,z+1t— s)ds. (2.7)
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Adicionando (2.6) & (2:7) obtemos a importante identidade a seguir

wlta) = %((g—f’)(w—t)+(g+f’)(:v+t)+
+ /tF(s,x—t+s)+F(S,x+t—s)ds> (2.8)

que integrando mais uma vez em relagao a t fornece

ulta) = u(0.x)+ 5 / (9= F)a—s)+(g+ e+ s)ds +

1 t v
+§//[F(S»JJ—V+8)+F($,$+V—S)]dsdu
0 Jo

= f(:c)—ir%/o[f'(:l:—i—s)—f’(:c—s)]ds—i—%/o[g(x—s)+g(x+s)]ds+

1 t t
+§//[F(s,m—u+s)+F(5,g;+y_5)]dyd5
0 s

1

1 T+t 1 [t z+(t—s)
= Wiy [ owiseg [ F i

O Calculo acima mostra que se tal solugao existe, entao ela é dada por (2.5).
Como u dada por (2:5) satisfaz todas as condigoes de (2.4), entao fica provado a
existéncia e a formula explicita para a solucao. A unicidade segue imediatamente
de (2.5) e da linearidade da equacdo. Que u € C*((T_,T,) x R) segue de
derivagao direta em (2.5), o que é permitido em fun¢ao da regularidade dos dados

iniciais. [ |
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2.3.2 Estimativas de Energia

Sejam I = [a,b] um intervalo fechado da reta, ¢y e ¢t nimeros reais tais que

b—a
lto — t| < — Para cada par tg, t nestas condicoes definimos
s = a+|t—t0|,b—yt—t0|].

Para ilustrar temos

a+|t-1) b-lt-1)

[ JAAAAAAMANARAA AN ANANAA AN AN AR AN A] 1
L Y YVVVTVYVVVYVVVUVVVVVVVVVVVVVY ]

1
a 1t b

Figura 2.2: Intervalo Iy, .

Se ty < t1, entao definimos o trapézio :tho,tl dado por

Dy, = 1(s,7) s € [to, 1], @ € Iy o}

Figura 2.3: Trapézio @y, , quando &y < ¢y,
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e se ty > t1, definimos o trapézio ©It0 ., bor

Dr,. = 1(s,2) 15 € [tr,to], 7 € Ly}

by ——

Figura 2.4: Trapézio @y, , quando ¢; < .

Seja u = u(t,z) uma fun¢do com derivadas parciais limitadas. Definimos a
quantidade

Elul(t) =l (ur —uz)(t,) oy + [ (we +uz)(,-) oy -

Se u satisfaz Ou = 0 entdo E[u| independe de t, isto é, dizemos que E[u] é uma

quantidade conservada. De fato, usando (2.6) e (2:7) obtemos
Eu](@) = [ (g= /) =8 leyw + [ (g+ ) +1) leym

I (g = F) ey + 1l (9 + 1) leym= cte.

Para u suficientemente regular definiremos também as quantidades

E;lul(t) =l (010 — 1 u)(t,) leym + || (P20ru + 0L u)(t, ) lleym
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k
= ZSJ )+ | ult,-) [le,m), €o=E.

7=0
Quando nao houver davida quanto & funcdo w usaremos E(t), €;(t) e Ei(t)

em vez de E[u(t), &;[u](t) e Exlul(t) respectivamente.

Lema 2.5 (Estimativas). Sejam f € Ci'(R), g € CKR),
F e CH(T_,T,) x R) para algum k > 1, onde T_,T, € Re ty € (T_,T,).
Assuma que F € C((T_,T,),C¥R)). Se u & solugao de

Ou= F(t,z), em (T_,7}) x R;
U(tO,J/’) = f(ZE), e R;

Ut(to,l') = g(x)a €m Ra

entao valem
we C((T,Ty), CE(R)) e wy € C((T-, T), CH(R)). (2.9)
Além disso,

E;(t) < &(ty) +2 (2.10)

t
/ | 2F(s,) lloym, ds
to

Eut) < Eulto)

-,

Demonstragao. Vamos provar primeiro a segunda parte de (2.9).

HCb(R ds + g(to)‘t—toy‘i‘

/ | F (v, ) lleym dV] ds. (2.11)
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Como u € C*(R?), temos por uma identidade anloga a (2.8)

1

w(t,r) = —[(g—f’)(az—t—i—to)+(g+f’)(x+t—to) +

2

1 t
oy

2 to

A primeira parcela da soma no segundo membro da identidade acima cla-

F(s,x+t—3s)— F(s,o —t+s)|ds.

ramente pertence ao espaco desejado por uma aplicagao do Coroléario 221 De-

t
finindo ®(¢,x) := / F(s,x+t—s)ds e sendo t; € (T_,T}), devemos mostrar
to

que ® € C((T_,T,),C¥R)). Escolha J C (T_,T,), intervalo fechado tal que
to, t1 € int(J), onde int(J) denota o interior de J.

Assim, basta mostrar que,
lim (¢, ) = @(t1, ) em CH(R).
—t1

Notemos que

o llepe =1 v llew + 10" ey + -+ 1 0™ lleym

e mostremos inicialmente que thr? | ®(t,-) — ®(t1,) ||lc,@)= 0.
—l1
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Seja € > 0 dado arbitrariamente e seja z um real qualquer. Temos

t 11
|D(t, z) — P(t1,x)| = /F(s,x+t—s)ds—/ F(s,x+1t, — s)ds
to to
t t1
= /F(s,x+t—s)ds+/ F(s,x+t—s)ds —
to to
t1 t1
— / F(s,:B—I—t—s)ds—/ F(s,x+t; — s)ds
to to
t1
< / F(s,x+1t—s)ds|+
t
t1
+ / F(s,x+t—s)— F(s,x+1t, — s)ds|.
to

Portanto,

|D(t, 2)—P(ty,z)| < +

t1
/F(s,x+t—s)—F(s,x+t1—s)ds

to

t1
/ F(s,z4+t—s)ds
t

Estudaremos as duas parcelas no segundo membro da desigualdade acima
separadamente.
Seja 6 > 0 tal que [ty — 6,4 + 0] C int(J) < (T_,T;). Como

FeC(ti—0o,t 49, C¥(R)), existe um M = M(ty,8) > 0 tal que
[F (| <I| F(t,-) lleym<I F(t-) llepm< M,
para todo t € [t; — g, t + g] e para todo ¢ € R. Logo

< M|t —tq],

t1
/ F(s,x+t—s)ds
¢

para todo t € [t; — 5.t +S] e todo x € R. Assim, para qualquer t € [t; 0,1 —|—~],
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€
tal que [t —t1] < oYYi teremos

t1
/ F(s,xz+1t—s)ds| < %, para todo x € R. (2.12)
t

~

No outro caso, seja I o intervalo fechado de extremos ty e t;. Como F €

C(_/f\, CF(R)), do Lema 2.3, existe M (€) > 0 tal que

€

< —— —, para todo s € 1.
4ty — to|

O F(s.6)|

sup
lor| <k |§1>M (e)

Em particular,
€
F(s,6)| < —,
para todo & € R, tal que |€] > M(e) e para todo s € 1.

Vejamos

‘[[F(s,x+t—s)—F(s,x—Hs)]ds.

Seja x tal que |z| > M(€) + |J|, entado |z +t — s|,|x +t; — s| > M (e) para todo

t € J e para todo s € 1. Portanto

|F(s,z+t— s Vsel,Vte.J

<<
AT, — T

|F(s, 2+t — s)| Vsel,VteJ

<<
AT, — T
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Portanto

‘/A[F(S7I+t_5)—F(S,l‘—t+s)]ds

< /A\F(s,x%—t—s)]+|F(s,x—t—|—s)]ds
T

< /T+ € n € d €

s = -.

= Jp AT T AT, —T-| 2
(2.13)

Seja x tal que |z| < M(e) + |J|. Neste caso; para todo s € Tetodot e J,
temos

|z +t—s|, v+t —s| < M(e) + 2|J].

Assim,
(s,x+t—38),(s,z+t; —s) € K.:=Jx[—M(e) —2|J|, M(e) + 2|.]|]

para todo s € I,t € J. Como F' é uniformemente continua em K, para o mesmo

€ existe 02 = da(€) > 0 tal que

€

(51,61)5 (52,&2) € Ko, [(51,61)—(52,&)| < 02 = |F(51,61)—F(s2,&)| < 2IT+——TJ

Observe que

(s, +t—38)— (s,x+1t1 — )| = |t —t1].
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Assim, se t € [ty — 0,11 + 0] ¢ |t — t1] < 8y temos

€

|F(S,{E+t—8)—F(S,I+t1—S)| <m

para todo s € I. Logo selt — t1| < d2 temos

/ﬁW&x+t—$—JN&x+m—smm

€ €
< | ———ds=-. 2.1
—Lmﬂ—T| 5 (214)

Combinando (2:13) e (2:14) concluimos que para t € [t; — g, t + N] e |t —1t1] < 09

temos

<< (2.15)

t1
‘/ [F(s,x+t—38)— F(s,z+1t; — s)]ds 5
to

para todo z € R. Seja 6 = min{dy,d,0}. Se |t — 1] < & valem (2:12) ¢ (2:15).

Logo

t1
Bt 2) — Dy, 7)< / Fls,z+t— s)ds| +
t

€ €
<-4+ = =g

t1
+ / F(s,x+t—38)— F(s,z+1t — s)ds 5135

to

para todo = € R e ¢ satisfazendo |t — ¢;] < d. Logo

sup |¢(t,$) - @(t1,$)| <€,
Tz€R

para todo t tal que [t—t1| < J, ou seja, tlir? | ®(t,-) = ®(t1, ) ||c,my= 0 mostrando
—t1
que

w € C((T-, T4), Cy(R)).
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Agora observemos que

0 LOF ¢
%(I)(t,x)—/to %(s,m+t—s)ds .—/ F(s,x+t— s)ds.

to

Como F satisfaz as condigdes do caso anterior temos

lim || (I)(tv ) - <I>(tla ) ||C;(R): 0,

t—t1

dai,
® € C((T-, Ty ), C4(R)).

Assim,

up € C((T-, T4), Cy(R)).

Repetindo o argumento concluimos que u; € C((T-, T, ), C¥(R)). Integrando em

relagdo a t obtemos u € C((T_,T,), C¥(R)), pois

u(t, z) = u(to, x) +/ u(s, z)ds.

to

e tanto a fungao u(ty,r) = f(z) quanto a fungao u; estao em C¥(R).

Como sdo validas

(up + ug)(t,z) = (g+f’)(x—|—t—t0)—|—/tF(s,x+t—s)ds

to

(ut—ux)(t,x):(g—f’)(x—t+t0)+/ F(s,x —t+ s)ds.

to
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A diferenca entre elas fornece

1

ug(t, ) = —bg—fﬂx—t+%%-@+fﬁx+t—%)+

2

1 t
oy

2 to

e 0 mesmo argumento prova que t — wu,(¢,-) é continua com valores em C¥(R).

F(s,x+t—s)+ F(s,x —t+s)|ds.

Isto prova (2.9).
Para obter as desigualdades (2.10) e (2.11), vamos comegar com a expressao

(2.6)

t
(ug —ug)(t,x) = (g— f)x—1t)+ / F(s,z —t+ s)ds.
0
Derivando a expressao acima j < k vezes e tomando o supremo em x obtemos

1 (0100 — 1 u)(t, ) leywy < 1| (9200 — 01 u)(to, ) lleym) +

t
+ ‘/ ” 633F(3,) ||Cb(R) ds
to

Analogamente usando (2:7)
t
(et u)ta) = (g4 o+t + [ Ploasesds
0

obtemos uma estimativa similar que adicionadas fornecem (2:10).

Como

u(t, ) = u(to, ) —i—/ u(s, x)ds

to
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e 2Jus(s, z)| < &E(s), temos

1

| u(t, ) lley@ <l ulto, ) llcym) 3

/t: &(s)ds|.

Podemos langar mao de (2:10) com j = 0 para estimarmos o segundo membro

da desigualdade anterior e obtermos uma nova desigualdade que adicionada a

soma de (2.10) com j = 0,--- , k fornece (2.11).

Versao Local das Estimativas

Definiremos de maneira analoga a anterior estimativas que serao usadas quando
formos trabalhar com a unicidade do problema nao-linear.

Consideremos I = [a, b] um intervalo fechado de R e fagamos

817t0:j [u] (t) ::H (aiatu - (9j+1u)(t, ) ch(Ito,t) + || (aiatu + aj+1u>(t7 ) ch(fto,t)

k
Ergilul(t) =) Ere [l (0)+ || ult,) ey, -
j=0

A titulo de economia, usaremos futuramente a notacao €; ao invés de ;99 e Ef

no lugar de E7 .

Lema 2.6. Sejam [ = [a,b] C R, f € C¥™(I), g € Ck(I), F € C*(Dy4,4,) para

algum k > 1. Se u ¢ solugdo C*(Dy,, ) de

Ou=F(t,z), em Djy4;
u(to,x) = f(x), em I;

Ut(t0,$) = g(l‘), €m [>
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entao valem

t
Ento,g (1) < Ertyi(to) +2 / | 0LF (s, ) [loy(ry.0) ds (2.16)
to
e
k t
EI,toJf(t) < Ef,to,k‘<t0)+22 / ” aiF(S,) “Cb(fto,s) ds| +
j=0 | 7to
1 t S
+ el —tal+ [ | [ 1F0) e, dvds
to to
(2.17)

Comentério: No Lema 2.5 era necessario termos F € C((T_,Ty), Ck™(R)).
Aqui, por estarmos tomando o supremo sobre um intervalo compacto nao neces-
sitamos de uma hipotese analoga.

A demonstragao deste lema é muito parecida com a demonstragao do lema

anterior bastando apenas tomar o supremo sobre os intervalos corretos.

2.3.3 Iteragoes

Para mostrar a existéncia local de solugao para o problema nao-linear utiliza-
remos um argumento parecido com o Teorema de Picard das equagoes diferenciais
ordindrias, ou seja, usaremos iteracoes. Antes porém, mostraremos que a seqiién-

cia assim construida esta no espago apropriado.

Lema 2.7. Sejam f € CY™(R) e g € C¥(R) para algum k > 1. Definamos uma




2.3 Caso Linear 44

seqiiéncia (u,);29 onde; ug ¢ a solugdo do problema

COug =0, em R?
w(0,2) = f(x),  emE; (19)
ruo(0,2) = g(z), em R;

e, paran > 1, u, ¢ a solucao de

Ou, = F(up_1,0u,_1), em R?
un(0,2) = f(x), em R; (2.19)
Oyun(0,2) = g(z), em R;

onde F' € C¥R3), F(0,0) = F(0,0,0) = 0 e F(u,0u) = F(u,us,u,). Entio,

()25 € C*H(R?) e, além disso, temos

u, € C(R, C*(R)) e dyu, € C(R,C*(R)). (2.20)

Demonstragao. Vamos comegar provando que u,, € C*T1(R?) paran > 0 usando
indugao sobre n. Se n = 0, da Proposicao 2:4] segue o resultado.

Suponhamos u, € C*¥*1(R?) e provemos que u,,; € C**1(R?). Notemos que
F(uy,,0u,) € C*(R?), pois du,, € C*(R?) e F ¢ suficientemente regular. Como
Up iy satisfaz Ou,y g = F(uy,, 0u,) € CF(R?) utilizando novamente a Proposigio
2.4 temos

Un+1 € Ck+1 (RQ)

Que a expressao (2.20) é valida para ug, é claro, devido ao Lema [2.5. Seja

(2.20) valida para u,. Para provar que (2.20) é valida para w, 1, basta mostrar

F(uy,,0u,) € C(R, C%(R)) (2.21)
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e aplicar o Lema 2.5

Fixe t € R e vamos comegar provando que G, (t,-), definida por
Gu(t, ") := F(un(t,-), Qu,(t,-)),

esta em C¥(R). Para tanto precisamos verificar que &G, (t,-); 7 = 0,--+ , k sdo
continuas em x e decaem a zero quando |z| é suficientemente grande.

A regularidade de, F, u,(t,-) e Ou,(t,-) garante G, (t,-) € C*(R).

Se j = 0 precisamos mostrar que

lim G,(t,x) = lm F(u,(t,z),0u,(t,z)) = 0.

|| =00 |z| =00

Como F' é continua em (0,0,0), dado € > 0 arbitrario, existe 6 > 0 tal que
| (x,y,2)—(0,0,0) ||< & acarreta |F/(x,y, z)| < e. Do fato de u,, € C(R, C¥(R))

e Ou, € C(R,C¥R)), existe n > 0 tal que se |z| > 7 temos

|Un(t,l‘)| < 5/37
|Oyun(t,z)] < /3 e

|0pun(t, )] < 6/3.
Logo, sendo || - ||+ a norma da soma em R?, podemos escrever
| (wn(t, @), Opun(t, x), Opun(t, x)) ||+= |un(t, x)| + |Orun(t, x)| + |Opun(t, z)| < 6

para todo |z| > 7.
Dessa maneira obtemos |F'(u,(t,x), Oyun,(t, z), 0zu,(t, z))| < € e concluimos

que

lim G,(t,z) =0

|| =00
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e que

Gn(t, ) € Cy(R).

Se j = 1, basta mostrar que lim 0,G,(t,z) = 0 para provarmos que G, (t,-) €

|| —+o0

C}(R). Observe que, para algum = € R,

0.Gn(t,z) = 0.F (uy(t, ), Opuy(t, x), Opun(t, z))
= 0, F(un(t,x), Opun(t, x), Opun(t, ) 0pun(t, x) +
+ 0., F(un(t,x), Opun(t, ), Optn(t, x))0,0un, (t, ) +

+ 0. F(un(t, @), Osun (t, ), Optin (t, 7)) 02, (t, ).

Se |z| > n temos que tanto u, (t, x) quanto du,(t, z) estao dentro da caixa fechada
[—6/3,8/3]3. Logo, 0.,F(u,,du,) ¢ limitada para |z| > n. Como u,(t,-) €
CHHR) e Du,(t,-) € C¥(R) temos

lim  O,u,(t,z) =0, lim 0,0, (t,x) =0, lim 8§un(t,$) =0;

|| =00 || —+o0 |z]—>+o0

e disto concluimos que

lim 0,G,(t,z) =0

|z|—+o0
o que prova que G, (t,-) € Ci(R).
Como k é pelo menos 1, estes dois passos devem sempre ser considerados na
demonstragio de que G,(t,-) € C¥(R). Se k > 1 consideraremos outros valores
para j; isto é, queremos mostrar que

lim &/G,(t,r) =0

|z| =400
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para j =2,--- k.
Notemos que 4G, (t, r) ¢ soma finita de termos do tipo

ONO2YF (u,(t, 1), Opun(t, 1), Optin (t, 7)) -

21722723

O (t,x) .. Oy, (t, 1) - OP Oy, (t, @) . . . OP° Oyu, (t, @), (2.22)

onde j1 +jo+j3 < 7, l; < k+1ep; <k. O raciocinio é analogo ao anterior, o
termo

O 0%20% F (uy, (t, ), Opun (t, 1), Optin (t, 7))

21722723

¢ limitado, para todo |z| > 7, os termos

8fgun(t, x)

O Oy (t, )

vao a zero com |x| — +00 e, finalmente, toda a expressao (2.22) vai a zero quando
|z| — +o0.
Portanto

lim #G,(t,r) =0

|z} —+o0
para todo j =0,--- ,k e G,(t,z) € C%(R), como queriamos.

Resta mostrar a continuidade em ¢; isto ¢é, precisamos provar que
G, € C(R,CE(R)). Para isto fixemos t, € R e mostremos que

lim [| Gy (t,-) = Galto, ) |lcrm= 0.

t—to
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Com efeito, podemos escrever

k
|| Gn<t, ) - Gn(t07 ) HC{:(R): ngg
=07

01020 F (uy,(t, 1), Opun(t, 1), Optin (t, T)) -

21 7227 %3

k
<Y Y
7=0 <400

z€R

O, (t, ) .. POy (t, ) —

ORI P (uy, (o, 1), Optin (to, ), Optin (to, x)) -

21 722 723

. lelun(to, x)...0% 0y (to, 93)‘

onde os indices j;, [; e p; sao pertinentes e o simbolo E significa que a soma é

<400
finita. Somando e subtraindo

D1 0720% F (uy, (t, 1), Opuin (t, 1), Ogtin (t, 2)) Oy, (to, 1) . . . 022 Opun (to, )

21 722723

a ultima expressao obtemos
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aachn<t7 l’) o agan(tm .Z')

k
| Glt,) = Galto, ) llor@)= ngﬂlg
j=0"

&1 205 F(u (1, ), Oyun (t, ), yun (L, ))-

k
SIPI
<400

=0 z€R

COMu, () ... 0P Oy (t, o) —

—071072053 F(u,(t, 2), Oun (t, ), Opun (t, 1)) 0% u, (Lo, ) . . . OPOpun (Lo, )+

21 227 %23

+091 09207 F (uy, (t, ), Opuin (1, ), O (t, 7)) 0wy (Lo, ) . . . OP° Oy, (to, ) —

21722723

21722723

910205 F (un(to, ), Ot (to, ), Dutin (to, )t (o, ) - . . O Dytin(to, x)‘

k
S E : sup 21722723

o zeR

B2 F (u, (1, ), Dyun(L, ), Oytin (£, 7)) ‘

" SUPger

O, (t,x) ... 0P Opun (t, ) — 0wy, (to, ) . . . OP°Opuy, (o, x)‘—i—

k
+Z Z sup |05y, (to, ) . . . OF° Oyuy (1o, x))
j=0 <+oo "
- SUP,cR 3282;323}7@”(25,:&),8tun(t,x),(9mun(t,x))—

— 0710205 F (u,,(to, x), Opun (to, ), Optin (to, 7)) |

21 7227 %3
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Fixemos 7 > 0 e considere [tg — 1, to + n]. Sabemos que
Up € C([to - o + n]a Cg—’—l(R))

e que

Com isto podemos afirmar que existe uma constante M > 0 tal que
| w,(t, ) ||C§+1(R)§ M e || Qun(t,-) [lcr@w< M para todo ¢ no intervalo [to —
n,to + n]. Portanto podemos usar M para limitar qualquer uma das quantidades

abaixo

|un(t7x)|’|a$UN(tvx)|7 ,|a];+1un(t,l‘>|,

|8tun(ta :L‘)|> |aa:8tun(t7 ZE)|7 T |a;]c€8tun(t’ :L‘)|

desde que (t,z) € [to — n,to + 1] x R. Ou melhor dizendo, para qualquer ¢ em

[to — n,to + 1] e qualquer = € R, vale
(Un(t, ), Optin (t, ), Opuin (t, 7)) € [—M, M>,

Seja Ly > 0 tal que [0%0° 0° F(z1,20,23)] < Ly para quaisquer

21729723
21, 22,23 € R, a,b,c € Z, tais que 21, 29,23 € [-M,M]?> e a +b+c < k. Seja

Ly > 0 tal que possamos escrever sup |0 uy (to, ) ... 92°0uu,(to, x)| < Lo. Seja
z€R
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L3 > 0 tal que, da Desigualdade do Valor Médio segue

|8318228§3F(21,22,23) - ag’lagga;gF(gl?ng%)l

S L3 || (21722723) - (2717257%) ||+

= Ls|zy — z1| + Ls|22 — 23] + L3|z3 — 23

para quaisquer a, b, ¢ pertinentes e quaisquer (21, 22, 23), (21, 22, 23) € [—M, M.

Assim,

| Ga(t, ) = Gulto, ) llerm

k
<Y Lisw

My (t, ) ... 0P Ogun (t, ) — Ot uy(to, ) . .. 9P O (to, x)‘ +

=0 <+oo zeR
k
—l—Z Z LoLs <sup up(t, x) — un(to,m)‘ + sup |Oyuy, (t, ) — atun(to,:v)‘ +
T zeR zeR
7=0 <+o0
sup |Opun(t, ) — Opun(to, a:)))
z€R

segue da continuidade em t de u,, O, Oyu, e de Ol u,(t,-) ... 0P Ouun(t,-) que

G € C(R,C%(R)). (2.23)

Com a informagao acima e munidos do Lema 2.5 concluimos a indugao

ficando demonstrada a relagdo (2.20) e, conseqiientemente, o Lema 2.7. |
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2.4 Caso Nao-linear

Nesta secao iremos mostrar existéncia e unicidade de solucao local para o

Problema de Cauchy
Ou = F(u,du);

u(0,z) = f(z);
(0, z) = g(x).
Apresentaremos também um critério para estudarmos a solucao global do

problema.

2.4.1 A Unicidade

A partir do resultado a seguir fara sentido falarmos de intervalo maximo de
existéncia de solucao C**1. Neste sentido observamos que tal intervalo depende
de k pois podemos ter uma solucao de classe C® num certo intervalo Ios e C?

num intervalo maior I2 tal que Ips C Iz .

Teorema 2.8. Seja I = [a,b] um intervalo compacto da reta. Assuma que
F e CY(R®) e que u; € C*(Dy,,,); @ = 1,2 sao solugdes para a equagao Du =
F(u,0u). Entao, se u1(0,x) = uz(0, x) e Quy (0, z) = Oyua(0, z) para x € I, temos

uy(t,z) = ua(t,x) em Dy, .

Demonstragao. Seja u = u; — us e seja F(u, Ou) = F(uy, dur) — F(us, dus). Por

(2:17) temos, para t > 0,

Elo[u]<t> < EIO[UKO) + 2/0 ||ﬁ<87 '>||C'b(10,s)ds + %SIO[U](ONﬂ +

t s
i / / 1B, leuo,dids

t t S
< 2 / (s, Mlonds + / / 1B W, Iy, dids,
0 0 0
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ot,

Figura 2.5: Trapézio Dy, .
isto é,
t R t s R
Eplul(t) < 2 / 1 (5, )y ds + / / 1B, Mesndvds.  (2.24)

Notemos que Ep,[u](0) = &;,[u](0) = 0, pois u(0,z) = u(0,2) = 0 para todo

x € I e observemos que existe C' > 0 tal que
|F(u1,duy) — F(ug, Qug)| < C [|u! + |8u|]
em Dy, , .De fato,

1
|F'(u1,0uy) — F(ug,dusg)| = / O F(Tuy + (1 — T)ug, 70Uy + (1 — 7)0us)dr
0

IN

1
/ 0 F(Tug + (1 — 7)ug, 70Uy + (1 — 7)0usg)dr(ug — ug)| +
0

1
+ / 0., F(Tug + (1 — 7)ug, 70u; + (1 — 7)0us)dr(0yuy — Opus)| +
0

1
+ / 0. F(Tug + (1 — 7)ug, 70Uy + (1 — 7)0us)dr(0puys — Opua)
0
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Considere C' a constante positiva que limita uniformemente 0., F', 0., F e 0., F

no compacto Dy, . . Entao
0,t1

|F(uy,0u1) — F(uz, Ous)|

IA

5[|U1 — UQ‘ —+ \&gul — 8tU2| -+ |8xu1 — Gxu2|

< C’[|u| + |8u|]
Assim,

1B, 0u) (5. ey < Cl1uls, oy + [10u(s, ey |

E interessante ver que Ej, [u](t) domina |[u(s, )||c,(10.0)s |[we(5, )0y ro.0) € |1 (85 )y (z0.0)-
Com efeito, Eyy[u](t) > ||u(t,-)||c, 0, € imediato. Para a majoracao de |[u.(t,-)||c, 1.

veja que

Eplul(t) = &nul(t) + [[ut, )lloym,) = Enul?)
> I = g )(t, ) + (ur 4 ua) (8 )y 0.0 = 2wt ey r0.)

> Hut(t’ ')HCb(Io,t)'

Analogamente mostra-se que Ep, [u](t) domina [u.(t,)|[c,1.,)-

De posse de (2:27) e do afirmado acima segue

Eplu)(t) < C / Ey,[u](s)ds + C / / By [u](v)dvds (2.25)

a qual podemos simplificar fazendo

h(s) = sup Ep[u](n);s € [0,]
n€l0,s]
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e finalmente obtendo

h(t) < C/Ot h(s)ds + C/Ot [t1]h(s)ds.

Usando o Lema de Grénwall concluimos que h(s) = 0. Logo Ey,(n) = 0 para

todo n € [0,t1] e obtemos u = 0 em [0, t1]. |

2.4.2 Existéncia Local

Este é o resultado principal deste capitulo. Neste teorema provaremos a
existéncia local de solugao para a equagao da onda nao-linear Ju = F(u,du) =

F(u, ug,ug).

Teorema 2.9. Sejam f € C*'(R), g € C%R) para algum k > 1 e
F € CF(R?) tal que F(0,0) = 0. Entdo existe um ¢ > 0 dependendo de

IS llerr gy | 9 ok e da fungao F tal que o problema de valor inicial

Ou = F(u, 0u);
u(0,2) = f(2) (2.26)
Owu(0,2) = g(z).

tem solugdo tinica em C**1((—¢g, €;) x R). Além disso,
u € C((—ex, er), Ci™(R)) e Ou € O((—ex, ex), C5(R)). (2.27)

Demonstracao. Unicidade, ver Teorema 2.8. Vamos a existéncia. Inicialmente
definamos uma seqjiiéncia de fungoes (u,),}% por ug a solugao da equagao Jug = 0

com dados iniciais uo(0, x) = f(x) e (0, x) = g(x) e, paran > 1, u, € a solucdo
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de

Ou, = F(up_1,0u, 1), em R?
) { wnl0,2) = (), em R;
Orun (0, 2) = g(x) em R.

Temos, do Lema 2.7, (u,)125 C C*1(R?) e
u, € C(R,C¥(R)); du, € C(R, CE(R)).

Procuraremos agora controlar u,, e todas as suas derivadas de ordem inferior ou
igual a k através de uma estimativa para Ej[u,](t). Notemos que, para todon > 1,
Ey[u,](0) = Ei[ug](0), pois dependem apenas de f e g. Definamos ¢ := Ej[ug](0)
e F, tal que Fy :=0e F,, :== F(u,_1,0u,_1) paran > 1.

Assumindo que 0 < € < 2 et € (—¢,€); o Lema 2.5 fornece

Eulu(t) < ck—{—QZ‘/ | 925, ) llewgwy ds| + 5Ll O)1F +

// | Fu(v,-) llcym) dvds.

Como |t| < 2 e E[u,](0) < ¢ temos

E [un <20k+22‘/ HajF HCb(R dS

// 1Ew (v, |y duds.

(2.28)
Provemos agora, por inducao que, para cada n =0,1,2,---, a estimativa

Exlu,](t) < 2¢1 + 1, (2.29)
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vale para todo ¢ em alguma vizinhanga [—e, €] da origem com € €)0, 2].

Primeiro precisamos provar que isto é verdade para n = 0. Considere (2.28)).
Como Fy = 0 segue (2.29). Seja valida a relagao (2.29) para n. Queremos mostrar
que Ei[uni1](t) < 2¢p + 1 para algum € €]0,2] e todo t € (—¢,¢€).

Com efeito, por (2.28), temos
k t
Bilwal®) < 2 + 23| [ J0Fu(sllamds| +
j=0 70

t s
b [ IR s
0 JO

(2.30)
Notemos que para j = 0, - - , k, a derivada &2 F},,; é uma soma de termos do tipo
(2:22))
ag;ag’;aggF(un(t, ), O (t, ), Opttn (t, 2)) Oy (t, ) . . . Oy, (t, ) -
- O Opun (t, ) . .. OP° Oyuy (t, x)
com j's, lis e pis pertinentes.
De acordo com a hipétese de indugao du,, com j =0, -+, k+1 e d20u, com
j =0,--- k sao valores majorados por 2¢; + 1. Como F' é regular, existe uma

constante a;, > 0 dependendo de ¢, e de F' tal que

| DL Fni1(s, ) lleym <

para todo 7 = 0,--- , k e todo ¢ proximo da origem, digamos |t| < € < 2.
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Assim,

k t t ps
23| [ 100 Nl ds| + [ [ 1 Fusa(02°) e dvds
=o' Jo 0o Jo
2

k ¢
- - - [
< 2 E tay, —|—/0 sagds = 2(k + 1)tay + Eak
=0

IA

2(k 4+ 1)eay, + eay, = ear(2(k + 1) + 1) := eay,.

Dai, Egfun+1](t) < 2¢; + ey para todo ¢ no intervalo [—e, €.

Reescolhendo € (se necessério for) de tal forma a satisfazer

< mind1l .
e < min{ ,ak+1} (2.31)

obtemos

Eulunsi](t) < 26, + —2k

< 2c,+1
(077 1

valida também em |t| < e, como queriamos mostrar.

Convergéncia.

Estamos interessados nas diferencas u, := u,11 — u,. Notemos que Ej[u,](t)
domina tanto || u,(t,-) ||C§+1(R) quanto || Oytin(t, ") |lckm). Dai, se conseguirmos
mostrar que existe um € > 0 e uma constante C, - que pode depender de k mas

nao de n - tal que
sup Bu[@)(t) < 27Ch, (2.32)
te[—e,€]

entdo as seqiiéncias (u,)t% e (Owu,) > serdo de Cauchy respectivamente nos

espagos completos C([—e, €], CFT(R)) e C([—¢, €], CE(R)).
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Como Ei[u,](0) =0, (2:11) acarreta

k t
BlE0 < 22| [ 19F6) low ] +
§=0

t S
T / / | o, ) lleumy dvds (2.33)
0 0

onde ]/7; = F(uy, 0up) — F(uy_1,0u,_1).

Vamos considerar, para n > 1,

F(tp, Ouy) — F(tp_1,0u,_1) =
1
/ O-F(tup, + (1 — 7)up_1, 70U, + (1 — 7) 0ty —1,
0
TOptn + (1 - T)axun—l)dT =
1
= / O F(ruy + (1 — T)up—q, 7Oy + (1 — 7)Opti—1,
0
TOpUy + (1 — T)Opty1)dT (U 1) +
1
+ / 0oy F(rtt, + (1 — 7)1, 700t + (1 — 7)1t 1,
0
TOxUn + (1 — 7)Opti_1)d7 (04t 1) +
1
—I—/ O F(Tun + (1 — Ty, 7Oy + (1 — 7)Optty 1,
0

TOxUy + (1 — 7)Optty—1)dT (Dptly_1).
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Como F' é regular e temos (2:29), obtemos

1
8;/ 0y, F (T +(1—=7)Up—1, TOUy+(1—T) Opttn—1, Optlyy+(1—7) Optty—1)dT| < L.
0

para certas constantes 3;; > 0 que dependem apenas de ¢ e F'.
Ja que Ey[u, 1] domina w, 1, Oy, 1, Oz, € todas as suas derivadas em z

até a ordem k, existe (3, dependendo apenas de ¢, e F' tal que

H aiFn(Su ) “Cb(R):

sup | F (U, Oytin, Optin) (8, 7) — 0L F (U1, Optin_1, Opti_1) (8, 7)

zeR

< Bre1Ex[tn_1](s) + Br2Erltn_1](s) + BrsEx[tn_1]

Pk —
= S BE()

para j < ke s €]0, €.

Assim,

22]/H&F ) lew ds| + //WF ) leycey dvds

‘/Ekun 3 d5‘+ //Ekun | (v)dvds.
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Combinando isto com (2:33), obtemos (para |t| < e < 1),

E@](t) < %( /0 tEk[U/njl](S)dS‘—i- /0 t /0 SEk[@:l](y)dyds>
/ot S Bl l()ds] + / /0 sup Bl >duds)

A
L\D|§b
A/

Br t?
< = sup Eilu, ]| |t + =
2 te[—e,€] 2
3
< b sup Ep[u,—1](t) e
2 te[—e,€] 2
Conseqilientemente,

Eyfun)(t) < Bre sup By, —1](t)

te[—e,€]

para qualquer ¢ tal que [t| < e < 1.

Definindo €, := min{1, (ay + 1), (28 + 1)~'} obtemos para n > 1

sup  Exlu,)(t) < Orer sup  Eglu,1)(?)

te€[—ek,ex] t€[—ek,ex]
1 —
< 3, sup  Eg[t,—1](t)
te[—ep ex]
1 —
< o5 sup By, |(t)
2% tel—epen)

1
< — sup Eilw](t) :==27"C.

n
te [7€kz 76k]

Isto mostra (2:32) e portanto (u,)5, e(dwu,)22, sdo seqiiéncias de Cauchy em

C([—er, ], CET(R)) e C([—er, ex], CF(R)) respectivamente. Assim, existe uma
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fungio u € C([—ex, ex), OF TH(R)) tal que dyu € C([—ex, €], CF(R)) com

lim u, =u em  O([—e, €], CFT(R))

n—oo

lim Ou, = du  em C([—ek,ek],Cf(R)).

n—oo

Queremos mostrar que o limite u estd em C*™1((—¢y, €,) x R). Para isto vamos
provar que (u,)f% ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em C*!((—¢y, ¢;) X R).

Note que (&u,)!% é seqiiencia de Cauchy em C((—¢x,€x) x R) para
J<k+1e (ddu,) > éseqiiencia de Cauchy em C((—¢,€,) X R) para j < k.
Resta mostrar que (020u,, )29 é seqiiéncia de Cauchy em C((—¢y, ;) x R) para

7+ m < k+ 1. Vamos usar a equacao. Assuma que j+2 < k+1 e que m > n.

Logo,

DO (U — Up) = (U — ) + O[F (U1, Otyy—1) — F (U1, Opy_1)]

= 0”2 Z 83 U“ 8uz F(uiH, 8u,~+1)].

i=n—1

Para todo (t,x) € (—e€x, €;) X R temos

9207 (= ) ()| <

01 (un — ) (1,2)| +

m—2
> |%
i=n—1

F(UZ‘, 8uz) - F(ui“, 8ui+1)} (t, IL‘)‘
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Como anteriormente, para todo j < k, |t| < €, € R,

HFa(ta)| < %Ek[ﬂ\i](t)
< P g Ea)o)
2 te[—e,€]
B
< 2i+10k

E, assim, (02F,) 29 é seqiiéncia de Cauchy em C'((—¢p, ;) X R) o que nos leva a
concluir que (9202u,)% ¢ de Cauchy neste espago.

Derivando a equacao com respeito a t, obtemos

DR (U — ) = 20, (up — ) + PO F (U1, OUn_1) — F(tpm1, Op_1)].

De maneira analoga prova-se que a seqiiéncia (0703u,,) 2 com j+3 < k+1 ¢

de Cauchy no espaco requerido. E assim faz-se para as outras derivadas mistas.
Agora, fazendo n — oo no problema aproximado (*) vemos que u é a solugao
procurada de (2.26)) |

Observagao. Suponhamos que todos os dados do Teorema 2.g/sejam de classe
C*°. Nao é imediato concluir que o Problema de Cauchy possua uma solucao local
de classe C'°. Se esse fosse o caso, para cada k, sua restri¢ao ao intervalo (—e, €;)
seria a solucdo de classe C* do Teorema [2.9. Todavia, a seqiiéncia ()%, pode
convergir a zero quando k — oo e assim a solugao C'™° nao haveria de ser definida
para t # 0. Um exemplo de nao existéncia de solucao local é dado no proximo

capitulo.
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2.4.3 Existéncia Global

Aqui serao vistos alguns resultados que garantirao a existéncia de solugoes
suaves para dados iniciais suaves e que fornecerao um passo para a continuacao

da solucao local em toda a reta.

Teorema 2.10. Seja [ € C®(R?) tal que F(0,0) = 0 e sejam f € CK*1(R) e
g € C%(R) para algum k > 1. Seja u uma solugao C*'((T_,T,) x R) para o

problema

O u = F(u,0u),
u(0,2) = f(x);
u(0, ) = g(x)

para T, T, tais que T_ < 0 < T,. Se existe uma constante real Cy > 0 tal que

Eplu](t) < Co (2.34)

para todo t € [0,7), onde T, < +00, entao existe uma constante real Cj depen-

dendo apenas de F, Cy, Ty e Ei[u](0) tal que

EJu](t) < Ci (2:35)

para todo t € [0,7). Analogamente enunciamos este teorema para 7_.

Demonstragao. Vamos provar (2:35) por indugao. Por hipotese, a inequagao é

véalida para k = 0. Suponhamos que E;[u](t) < C; para todo j < k—1 seja valido
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e provemos para j + 1. Devido & (2.11) temos

T Jj+1
Eia(t) < (1"‘%) i+1(0 +22 /||5F WNewmds| + (2.36)

o [ 1R g dos, (27

onde F(s,-) foi escrito no lugar de F(u(s,-),0u(s,-)) = F(u(s,-),u(s, ), u.(s,-))

e Ej11 no lugar de E;4[u]. Por hipotese as normas de u e Ju sdo majoradas por
Co e F' é suave. Logo, F' é limitada e o termo em (2:37) também o é para todo

t € [0,7}). Definindo

T
aj = <1+_+>Ej+1(0 + sup // | F'(v,) llc,m) dvds,
2 tel0,74)

obtemos

Jj+1
E;

im0 <0y 23| [10RG ) o b

(2.38)

para todo t € [0,7';). Observemos que «; depende apenas das constantes menci-
onadas no teorema. Notemos também que d.F pode ser escrito como soma finita
de expressoes do tipo (2.22)

01092055 F(u,, (t, 1), O (L, ), Ot (£, 2)) O (£, 2) . .. Oy (8, ) -

21 T2 7 %3

-0 Opun (t, ) . .. 0P Opuy(t, x)

onde ly+ -+ lp+p1+---+po=11; <Il+1ep; <l Da hipotese de inducao,
para todo j < k — 1, existe C; nas condi¢oes requeridas tal que E;[u](t) < Cj.
Mas Ej[u](t) domina d%u(t,z) e OPidu(t, ) para qualquer r € R e quaisquer

li<j+lep; <j.




2.4 Caso Nao-linear 66

Agora, seoul; = j+2 ou p; = j+1, todos os outros [; e p; sdo zero e teremos
que a parcela em questao reduz-se a ., F'(u, Ou) ™ 0,u ou 9., F(u, Ou) 02 2u. Nes-
tes casos 0., F'(u, 0u) e 0., F(u, Ou) sdo limitados por uma constante nas condigoes
pedidas devido & hipotese de indugao. Os fatores d7"%u e 99 719,u sao limitados
por  Ejiq[ul(t). Assim,  existem constantes convenientes BJ(L);

t=1,---,5 tais que

t
Era(t) < a4+ 8042 / | (s, ) ey ds
0

IN

Ty
74 [ 180+ BB (s)ds
0

IN

Ty
87 + 87T, + / BV Bjia(s)ds
0

Ou melhor escrevendo,
(5) oW
Ejn(t) < B +/ 35" Eja(s)ds.
0
Usando o Lema de Gronwall concluimos
@
Bpa(t) < 89M57) — ¢y,

O corolario a seguir fornece um critério para a continuagao da solucao em toda

a reta.

Corolario 2.11. Seja F' € C*(R?) tal que F'(0,0) = 0 e sejam f,g € C(R).
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Se u ¢ uma solugao C*™1((T_,T,) x R) para o problema

Ou = F(u,0u),
u(0,z) = f(2);
u (0, 7) = g(x)

onde (T_,Ty) é o intervalo maximo de existéncia da solu¢ao u. FEntdo, u €

COO((T*7T+) X R) €;
ou T, =00, ou Epu|(t) éilimitado em [0,T).
Uma afirmagao semelhante vale para 7.

Demonstracgao. Fixemos arbitrariamente k£ > 1. Assumamos que o intervalo méa-
ximo de existéncia para solugoes C*! seja (1%, T¥) e observemos que (T*,T%) C
(T-,T}). Queremos provar que T% = T_ e T% = T,. Faremos isto provando
apenas que Tff = T . Entao suponhamos que 7, > Tf. No intervalo compacto
0, T%], a fungdo continua Ey[u](t) é limitada. E, devido ao Teorema2.10, Ej[u](t)
¢ limitada por uma constante pertinente em |0, Tf) Como conseqiiéncia do Teo-
rema 2.9 concluimos que existe um €; > 0 tal que para todo t € [0, Tf) podemos
encontrar uma solugao para a equagao com dados iniciais u(t, -), us(t, ) e existén-
cia no tempo pelo menos €,. Assim, existe t, € [O,Tfﬁ) tal que to + € > Tf 0
que caracteriza uma contradigao, pois ty + €, ¢ um ponto final & direita de um
intervalo de existéncia de uma solucao de classe C**! e Tj‘f é, por definicao, o su-
premo de pontos como esse. Logo, Tff = T ; anélogo para T_. Assim, o intervalo
méximo de existéncia para uma solugao de classe C*! ¢ (T, T, ) para qualquer
k > 1. Assim, u ¢ suave neste intervalo. Para provar que ou 7, = 400 ou Ey[u]
é ilimitado, suponha que Ty < 400 e Eplu] é limitado para ¢t € [0, ) e proceda
com antes para mostrar que (7_,7) nao é o intervalo maximo de existéncia de

u chegando a um absurdo. [




Capitulo 3

Nao-Existéncia de Solucao

Neste capitulo estudaremos o Problema de Cauchy para a equagao da onda
Uy — Uy = F(u) o qual pode nao ter solugao local para certos dados iniciais.
Também enunciaremos e demonstraremos teoremas de compara¢ao de solugoes
que servirao para entender o fenomeno chamado Blow up (isto €, a solugao tor-
nar-se infinita para t finito) e mostrar que para certos valores iniciais podemos
nao ter solugao global para a equa¢ao da onda. Este capitulo além de [1] seque as

idéias de [2].
3.1 A Nao-Existéncia Global

3.1.1  Comparagao de Solugoes

Teorema 3.1 (Teorema de Comparagao). Considere os seguintes problemas de

Cauchy

68
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Ov=G(v);
v(0,2) = fa(x); (3-2)
atv(ovx) = 92(x>

onde F, fi e g; sdo fungoes em C?(R) assim como G, f; e go. Considere o cone

de luz do passado por

Cl(to, o) = {(t,x) : |xr — x| <ty —t parat > 0}.

C(,,x,)

Say
S

Figura 3.1: Cone de Luz do Passado C(to, xo).

Suponha que F(u) > G(v) sempre que v > v. Considere uy a solugdo do
problema de valor inicial (3.1) com F' = 0 e vy a solugao do problema (3.2) com

a mesma condicao.
e Se ug > vy em C(ty, xo), entdo u(t,x) > v(t,z) em C(to, xo);

e Se ug > vg em C(tg,zo) e G for Lipschitz continua, entao u(t,z) > v(t,x)

em C'(to, o).

Demonstragao. Usando (2.5) os problemas (3.1) e (3.2) tornam-se respectiva-
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mente

u(t,x):%[fl(x+t)+f1(x—t)]+%/j s)ds+ = //:+t S V) dvds

t+s

o) = f2($+t)+f2(a:—t)]+%/: §)ds+ & //:+t " G(o(s, v))dvds

t+s

onde as duas primeiras parcelas de cada caso representam a solucao da equacao
homogénea e o tltimo termo pode ser visto como um operador integral linear que

chamaremos de L para reescrever as féormulas acima como

u=ug+ LF(u) (3-3)

v =uvy+ LG(v). (3-4)

Agora, suponhamos que ug > vg em C(tg, zg). Seja t; € [0, to] 0 menor valor tal
que v(ty, x1) = u(ty, x1) para algum ponto (¢, x1) em C(tg, zo). Assim, subtraindo

(3-2) de (3-3) em (t1,x1) obtemos

0 = ug(tr,z1) — vo(tr, z1) + L[F(u(ty, z1)) — G(v(t1,21))]. (3-5)

Por hipétese, wug(ti,z1) — wvo(t1,21) > 0. Vamos mostrar que o termo
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L[F(u(t1,z1)) — G(v(t1,z1))] € ndo negativo. De fato, note que

xr1+t1—s
L[F(u) — G(v)](t1,z1) / / u(s,v)) — G(v(s,v))]dvds

1—t1+s

e que as integrais tem como dominio de integragao o cone C(t;,z;) contido na
intersecgao entre o cone C(ty, zg) e o semi-espago s < t;. Mas nesta regidao u > v
devido a definigao de t; e ao fato de que inicialmente wy > wvg. Assim F(u) —
G(v) > 0 e finalmente obtivemos que o segundo membro de (3.5) ¢ estritamente
positivo; absurdo. Logo ¢; ndo pode existir e portanto u > v em C(tg, x¢).

Para demonstrar a segunda parte do teorema vamos denotar por t, o infimo
dos valores de t para os quais u(t,x) < v(t,x) em C(to, z9). Seja € > 0 um nimero
suficientemente pequeno para que (o + €,x1) € C(tg, o) e que u(ty + €,21) <

v(ty + €, 7). Assim, obtemos de (3:3) e (3:2),
u(ty + €,31) — vo(ts + €,21) = ug — vo + L[F(u) — G(v)]. (3.6)

O termo ug — vy € nao negativo por hipotese; vamos estudar o que sobrou. A

expressao

L[F(u) = G)|(ts+€,21) = %/02 6/11 o [F(u(s,v)) — G(v(s,v))]dvds

1—ta+e+s

pode ser escrita como

to r1+to+e—s
L[F(u) = G)|(ts+€,21) = —/O / [F(u(s,v)) — G(v(s,v))]dvds +

1—ta+e+s

1 ta+e r1+to+e—s
+ 5/ / [F(u(s,v)) — G(v(s,v))]dvds.

to x1—to+e+s
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Devido a defini¢ao de t5, temos u > v na regiao
{(t,z)|(t,x) € Cta+€,21) e 0 <t <ty}

e gracas as propriedades de F' e GG concluimos que a primeira das integrais fornece
um valor nao negativo.
Agora analisemos a segunda integral da soma acima. Para isto consideremos

os seguintes conjuntos

Ry = {(t,x)|u(t,z) > v(t,x) para todo (t,z) € C(ta +€,21) e to <t <ty + €}

Ry = {(t,x)|u(t,z) < v(t,x) para todo (t,x) € C(ta +€,x1), to <t <ty + €}.

E facil ver que a integral sobre R; é nao negativa. Sobre R; vamos fazer mais

uma reducao observando que

e que [F(u) — G(u)] ¢ também uma quantidade ndo negativa. Finalmente denote
por S > 0 a soma dos quatro termos nao negativos que consideramos no segundo

membro de (3.6) e por

L [G(u) = G(v)] = / / [G(u) — G(v)] (s, v)dvds
Ro
a integral sobre a regiao Ry para reescrever (3.6) como

u(ty + €,21) — vo(t2 + €, 21) = S + L2 [G(u) — G(v)]. (3.7)
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Como G é Lipschitz continua e em R, sabemos que u < v temos que existe uma

constante de Lipschitz ¢ > 0 tal que

G(u) — G(v) > —c|u —v|,

e assim,

LEY[G() - G)] > / /R el = v)(s,v)dvids
> cmin{(u —v)(s,)|(s, 1) € RQ}//R dvds
> cacmin{(u—0)(s,0)|(5,) € Ro}
> eK min{(u—v)(s,)|(s,v) € Ra}.

Portanto,

Lt [G(u) — G(v)] > eK min{(u — v)(s,v)|(s,v) € Ra}.

Agora escolhemos e suficientemente pequeno para que e/ < 1 e aplicamos (3.7)

ao ponto de C(ty + €, 1) onde u — v tem minimo para obter
min(u —v) > S + e min(u — v) (3.8)

0 que acarreta

S

i — >
min(u — v) > TR

> 0. (3-9)

Absurdo! Deveriamos ter em Ry C C(ty + €, 21) uma regiao em que v — v < 0.

Logo t, nao pode existir. [ |

Corolario 3.2. Se |r — 29| < a, G ¢é Lipschitz ¢ os dados iniciais satisfazem
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fi(z) > fo(x) e g1(z) > go(x), entdo u(t,z) > v(t,z) em C(a,xo).

Demonstracgao. Primeiro notemos que ug > vg. De fato, considere wg = ug — vy

a solugao do Problema de Cauchy

Owo = G(wp);
wo(0,2) = fi(x) — falw);
Oywo(0, ) = g1(z) — g2(x).

Pela férmula de D’Alembert, temos

tia) = 5 +0) = flo + )+ o =)= e8]+ 5 [ (O on(e)

Disto e pelas hipoteses temos wy(t, z) > 0 para todo (t,z) € C(a,zy). Portanto
up > vg em C(a, xg). Sendo G Lipschitz concluimos pelo teorema de comparagao
que u > v em C(a, zy). |

Vamos usar o Corolério 3.2 para estudar o seguinte problema de valor inicial.
y(0) = a; (EDO-PVI)

onde « e 3 sao constantes e G é tal que

ﬁ2+2/zG(s)ds > 0.

A solugao deste PVI é dada implicitamente por

t:/ay(t) [62+2/:G(5)ds];dz.
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Assim, v(t,x) = y(t) é solugao para o problema

Ov = G(v);
v(0,2) = a;
v (0, ) = 3,

em C'(a, o), temos que a fungao v(t, ) independe de x na regiao C(a, xq) e, pelo

Corolario 3.2, podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolario 3.3. Se para |z —x¢| < a tivermos G Lipschitz, fi(z) > a e g1(x) > £,
entdo u(t,z) > v(t,z) em C(a,xo) onde v(t,z) satisfaz o (EDO-PVI) e u(t, z)

satisfaz (3.1).

Demonstracao. A demonstracao ja foi feita.
O teorema a seguir usa o Teorema da Comparagao (Teorema 3.1) para verificar
que para certas classes de fungoes forcantes F' ocorre o Blow up da solucao em

tempo finito.

Teorema 3.4 (Blow up). Seja u a solugdo do seguinte problema

Ou= F(u);
u(0,z) = fi(z), z € R;
u (0, ) = g1 (), r e R

Suponha que exista uma fung¢ao Lipschitz continua G(v) e duas constantes « e 3

tais que

F(u) > G(v) parau > v,
filz) > a e
g(z) = 8
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em |r — xo| < T satisfazendo

>0 [+ 2/ G(s)ds >0 para z >ae (3.10)
_1
T::/ ﬂ2+2/ G(s ds “dz < 400 (3.11)
ou
0 <0; 6%+ 2/ G(s)ds > 0 para z > v, (3.12)

onde v, é a maior raiz menor que « de

(NI

/avm [52 + 2/: G(s)ds}i dz=10; v, <« (3.13)

-

T .= /a [62 + Q/Z G(s)ds}_édz + /+OO [52 + Z/Z G(s)ds]_idz < +00.
(3-14)

Entao, u Blows up em C(T), x).

Demonstragao. Seja (3.10) satisfeita. Entao, a solugdo do Problema de Cauchy
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¢ dada implicitamente por

v(t) z ,%
t= / [ﬁQ + 2/ G(s)ds] dz;t > 0.

Se
+oo z _%
T := / [62 + 2/ G(s)ds} dz < 400,

entdo v(t) — oo quando t — T. Pelo Corolario 3.3, u(t,z) < v(t) em C(T,zy)

logo concluimos que u blows-up em algum t < T

Considere agora (3.12) e (3:13). Defina t,, = — [ [ﬁQ +2 [ G(s)ds} dz.

N

Para t € [0, ,,] a solugao é dada por

= /:(t) 52+ 2 / G(s)ds| s

«

pois v(t) € [, a.

Para t > t,, a solucao é dada por

v(t) z _%
t=tm+ / [62 + 2/ G(s)ds} dz.

Se vale (3:14)), temos v(t) — oo quando ¢ — T'. Usando o Corolario 3.3 concluimos
que u blows-up em C(T, xy). |
3.1.2  Um Contra Exemplo Para a Existéncia Global

Nesta se¢ao vamos estudar o problema

Uu = uP;
w(0,z) = folz) > 0; (3-15)
u (0, 2) = go(x) > 5 > 0.
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paraz€eRep=2,3,---

Solucgao: Considere o seguinte problema de valor inicial

j(t) = y";
y(0) = 0; (EDO-PVI)
y(0) =3

A solugao é dada implicitamente por

— /Oy(t) [52 + 2/0Z spds]_édz.

Assim,

y(t) dz
e | 1/ 4
b o V2zptl 4

1 1

onde ¢ é uma constante. Como ~
V2Pt ¢ /aptl

para z suficientemente

grande e

< 00

/+°° dz 2 ( 1 1 )
a0 25 1=p\Vzr 1 arl

se y — oo definimos

zZ—00

y(t) dz
T =. \/ —|—1/ — < Q.
b o V2zPtl 4

Logo, a solugao y do (EDO-PVI) explode para T finito.
Como P é Lipschitz, crescente, fi(z) > 0, g1(z) > 6 > 0em |x — x| < T
para todo xy € R e valem (3:10) e (3:11) podemos usar o Teorema [3.4] e concluir

que a solugao u de (3:15) Blows up em C(T,x).




3.2 Um Contra Exemplo Para a Existéncia Local 79

3.2 Um Contra Exemplo Para a Existéncia Local

Nesta se¢ao daremos um exemplo de que se, a priori, os dados iniciais nao ti-
verem decaimento podemos nao ter existéncia local de solugao para um Problema

de Cauchy.

Proposicao 3.5. Existem dados iniciais f e g em C*°(R) tais que para qualquer

€ > 0, ndo existe u € C*°((—e¢,€) x R) solugdo para o Problema de Cauchy

— 2
Uu = uy;

u(0,7) = f(=); (316)

u (0, %) = g(z).
Demonstragao. Considere a equagao uy = ui com u(0,z) = k > 0. Entao,

k
Ut(t, .17) = 1——]{t

Por integragao obtemos
u(t,x) = u(0,z) — In(1 — kt);

ou seja, ocorre Blow up em t = 1/k. Devido ao Teorema 2.8 temos que para

algum a € R, a funcao u definida no cone C(%, a) por

u(t,x) = —In(1 — kt)
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é solugao para o problema

Uu = ug;

u(0,z) = 0; (3-17)

Ut(o,l’) ka

para z em [a — 1,a+ 7.
Seja
Iselz| <1
O(x) .= (3.18)

0 se |z| > 2,

tal que ® seja uma fungao suave para todo z em R. Para um inteiro k > 1 defina
gi(x) := k®(x — 4k). Dessa forma gy(z) = k para z € [4k — 1,4k + ]. Observe

que se ki # ko e g, # 0, entao gx, = 0. Assim, podemos definir
“+oo
g(x) = gr(x).
k=0

Claramente a funcdo g ¢ suave, g(z) = k para x € [4k — 1,4k + 1] e o problema

Ou = u?

u(0,2) =0 (319)
+o00

ut<07 x) = ng($)7
k=0

nao admite solugao local de classe C*°((—¢, €) x R). u
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