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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo apresentar uma anélise dos octonios,
bem como da algebra octonionica 8-dimensional, que, apesar de nao associativos,
sao descritos para um numero de estruturas excepcionais como por exemplo os
grupos de Lie excepcionais e suas respectivas dlgebras, favorecendo assim o en-
tendimento das rotacoes de espacos euclidianos de dimensao inferior. Por essa
razao se tornam fascinantes em aplicacoes nas diversas areas da Matemaética e
Fisica. Apresenta-se também uma aplicacao dos octonios na analogia da relagao
classica de Moivre, e presentes conexoes entre fungoes octonionicas transcenden-

tais e operadores diferencias da teoria de Fueter.

Palavras-chave: Octonios, teoria de Fueter, funcoes hipercomplexas, relagao De

Moivre.



Abstract

The objective of this work is to present an analysis of the octonions, as
well as the octonionic algebras 8-dimensional. Although they aren’t associative,
they are described by a number of structures, such as the Lie’s exceptional groups
and its respective algebras, which help the understanding of rotations of Euclidian
spaces of lower dimension. Because of that they are fascinating in applications
in several areas of Mathematics and Physics. This work also presents application
of octonions in the analog of The Classical De Moivre Relation and presents
connections between octonionic transcendent functions and differential operators

of Fueter Theory.

Keywords: Octonions, Fueter theory, hipercomplex functions, De Moivre rela-

tion.

vi



Sumario

Introducao

1 Introducao a analise octonidonica
1.1 Nota historica . . . . . . . . . . ...
1.2 Tépicos de algebra . . . . . . . . ...
1.3 Construindo os octonios . . . . . . . . ... ...

1.4 Conclusao . . . . . . . .

2 Construcao da algebra octonionica
2.1 Preliminares . . . . . . .. ...
2.2 O problema de Hurwitz . . . . . .. .. .. ... ... ... ...,
2.3 Construcao Cayley-Dickson . . . . ... ... ... ... .....
2.4 Analise do teorema de Hurwitz generalizado . . . . ... ... ..

2.5 Conclusao . . . . . .

3 Octonios relacionados a estruturas excepcionais
3.1 Octonios e os grupos de Lie excepcionais . . . . . ... ... ...
3.1.1 Imtroducao . . . . . . .. . ...
3.1.2  Conceitos de topologia . . . . . ... .. ... ... ....
3.1.3 Propriedades topoldgicas . . . . . .. .. ... ...
3.1.4 Propriedades algébricas . . . . . . .. ... ...
3.1.5 Unificacao da Algebra e Topologia . . . . . . ... .....

Vil

15
19

20
20
22
28
32
37



Sumaério

3.2 Octonios e as algebras de Lie excepcionais . . . . . . .. .. ... 56

3.3 Conclusdo . . . . . . . 72

Extensao do teorema de Moivre para octonios e operadores de

Fueter 73
4.1 Relagao de Moivre generalizada para octonicos . . . . . . . . . .. 74
4.1.1 Conceitos basicos . . . . . .. ... 74
4.1.2 Definicao da funcao exponencial octonionica . . . . . . . . 79
4.2  Operadores de Fueter e fungoes octonionicas transcendentais . . . 86
4.2.1 Funcgoes octonionicas regulares . . . . . . . ... ... ... 86
4.2.2 Integracao e diferenciacao em octonios . . . . . . ... .. 89

4.3 Aplicacao da funcao exponencial octonionica a equacoes de opera-

dores . . .. 101
4.4 Conclusdo . . . . . . . 113
Conclusao 114
Referéncias Bibliograficas 116

viil



Introducao

Trabalhos recentemente exibidos [17], [18], [19] e [20] mostram resultados de uma
teoria quaternionica que vem se solidificando em varias aplicagoes na Matematica
e Fisica. Uma primeira tentativa de generalizar duas pra quatro dimensoes foi
gracas a Rudolf Fueter que, na década de 1930, definiu conceitos de regularidade
a esquerda e a direita de funcoes de uma varidvel quaternionica, apresentando
andlogos quadri-dimensionais das Equacoes de Cauchy-Riemann. Embora es-
forgos, até o presente nao se tem uma teoria quadri-dimensional completa, devido
a questoes de analiticidade dessas fungoes.

Em matematica, é imprescindivel a busca por teoria unificadas que per-
mitem estabelecer generalizacoes. Com a andlise octonionica nao foi diferente.
A teoria octonionica vista como uma extensao quaternionica, assim como esta,
sofre a caréncia de uma teoria completa. Os quatérnios foram descobertos pelo
irlandés William Rowan Hamilton. Neste mesmo ano, John T. Graves, um amigo
de Hamilton, descobre uma &lgebra de 8 dimensoes, os octonios, os quais nao sa-
tisfaziam a propriedade da associatividade. Sem muitos avangos, somente foram
redescobertos em 1845 por Arthur Cayley. Por essa razao sao mais conhecidos
como numeros de Cayley. Surgia assim uma nova algebra abandonando os pos-
tulados de comutatividade e associatividade para multiplicacao. FEssa algebra
generaliza o conceito dos quatérnios nao possuindo a estrutura de um corpo, nem
de anel e nem de grupo, mas sim de quasi grupos e sera denotada por O.

Este trabalho busca criar uma aproximacao em oito dimensoes da teoria

quaternionica (ver Oliveira [21]) através da generalizagao da relagao classica de



Introducao

Moivre para octonios.

No primeiro capitulo desta dissertacao temos por objetivo apresentar a
origem dos octonios ressaltando topicos algébricos, designados bases, que per-
mitem ao leitor um bom entendimento do texto, familiarizando-se assim, com a
teoria octonionica.

O segundo capitulo é dedicado a uma analise da construgao da algebra de
divisao normada dos octonios com o intuito de solidificar essa teoria. Comegaremos
por analisar o problema considerado primeiramente por Hurwitz em se obter
formas quadraticas o que é equivalente a se obter todas as algebras de divisao
possiveis sobre o corpo R.

No terceiro capitulo apresentaremos os octonios relacionados a estruturas
excepcionais. Dentre elas destacamos os grupos de Lie excepcionais e as algebras
nao associativas excepcionais: Lie e Jordan. A teoria dos grupos desempenha um
papel de extrema importancia nas relacoes fisicas no estudo sobre simetrias. Os
grupos de Lie excepcionais, relatados para os octonios, sao representados como
grupos de transformacoes lineares num espago 8-dimensional. Relacionados a
estes grupos temos as algebras de Lie excepcionais, formadas pelas algebras de
Hurwitz e as algebras excepcionais de Jordan. Os resultados serao apresenta-
dos brevemente, em virtude de certos conceitos estarem além do proposito deste
trabalho.

No ultimo capitulo desta dissertacao mostraremos que a relacao de Moi-
vre classica bi-dimensional pode ser reescrita sob uma generalizacao octonionica,
definimos assim a funcao exponencial octonionica generalizada. Uma analogia a
teoria das funcoes regulares de Fueter, definimos funcoes octonionicas regulares
estabelecidas sob condigoes de integrabilidade e diferenciabilidade, bem como ope-
radores octonionicos. Uma aplicacao desses operadores a exponencial octonionica
nos fornecem equacoes de operadores, permitindo estabelecer uma conexao entre
esses operadores da teoria de Fueter generalizados e funcoes octonionicas trans-

cendentais.



Capitulo 1

Introducao a analise octonionica

Este capitulo tem por objetivo apresentar os octonios como estruturas algébricas,
vistas como uma extensao nao associativa dos quatérnios. Na primeira parte fa-
zemos uma breve introducao histérica, na qual toma-se como apoio as referéncias
[1] e [2]. A segunda parte refere-se a conceitos algébricos preliminares, através,
sobretudo de consultas as referéncias [3], [4] e [5]. Na seqiiéncia apresenta-se
a construcao dos octonios como uma algebra de divisao normada 8-dimensional

mostrada na terceira parte deste capitulo.

1.1 Nota historica

O processo que levou a introducao de um ponto de vista verdadeiramente abstrato
em algebra teve inicio em 1815, quando varios matematicos da Universidade de
Cambridge fundaram a Analytical Society, uma sociedade que tinha por finalidade
reformar o ensino do calculo, adotando as notacoes em uso no continente. Porém,
sua contribuicao fundamental foi repensar e discutir os fundamentos da algebra.

Foi no periodo de intensa atividade na direcao de uma crescente abs-
tracao, que um notavel matematico irlandés, Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865), deu a fundamentagao definitiva dos niimeros complexos como pares

ordenados de ntimeros reais.
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Sua reformulacao da teoria dos nimeros complexos parte de uma ob-
servacao muito simples; ele nota que a expressao a + bi nao denota uma soma
genuina do mesmo tipo que 2 + 3 e afirma que o uso do sinal + é um acidente
histérico e, certamente, b7 nao pode ser adicionado a a. Assim, percebe que es-
crever um numero complexo na forma a + b7 nao é mais do que o par ordenado
de nimeros reais (a,b). A partir desta observagao, Hamilton desenvolve a teoria
formalmente, definindo soma e produto de pares da forma que hoje nos é familiar:

(a,b)+ (c,d) = (a+b,c+d)
(a,b)(c,d) = (ac - bd,ad+bc)

Hamilton adota um ponto de vista formal. Ele era também um fisico e
percebia claramente as implicagoes de sua descoberto: ele tinha desenvolvido uma
algebra que permitia trabalhar com os vetores do plano. Isto o levou a considerar
um problema que seria fundamental para a fisica da época: desenvolver uma
algebra de ternas que daria a linguagem para trabalhar com vetores do espago.

Trabalhou durante dez anos neste problema antes de descobrir onde es-
tava a dificuldade essencial. Uma carta a seu filho Archibald, de Outubro de
1843, revela sua obsessao com a questao:

Toda manha, quando descia para o café, teu irmao William Edwin e
vocé mesmo costumavam perguntar-me “Bem, pai, vocé jd pode mul-
tiplicar ternas?” A isso eu sempre me via obrigado a responder, com

um triste balanco de cabeca, “Nao, eu posso somd-las e subtrai-las”.

Para compreender como poderia ser feita esta multiplicacao, Hamilton
escrevia suas ternas na forma a + bi + c¢j, por semelhanca ao que era feito com
os complexos e tentava desenvolver o produto (a+bi+cj)(x+yi+zj) e representa-
lo como um elemento da mesma forma. Esperava ainda que o comprimento do
produto de vetores fosse igual ao produto dos comprimentos,i.e., que a?+b*+c? =
2?2 + 1? + 22 fato que chamou lei dos mddulos.

Para desenvolver o produto, assumiu naturalmente que i? = j? = —1

mas a dificuldade estava em determinar qual devia ser o valor dos produtos ij

4
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e ji. Foi a tentativa de preservar a lei dos cossenos que lhe impos finalmente a

necessidade de trabalhar com uma dimensao a mais.

Numa carta a seu filho, Hamilton descreve como foi a descoberta final:

Mas no dia 16 de outubro de 1843 - que era uma sequnda-feira e
reuniao do Conselho da Real Sociedade da Irlanda - eu ia andando
para participar e presidir, e tua mae andava comigo, ao longo do
Royal Canal,. .., embora ela falasse comigo ocasionalmente, uma cor-
rente subjacente de pensamento estava acontecendo na minha mente,
que finalmente teve um resultado, cuja tmportancia senti imediata-
mente. Pareceu como se um circuito elétrico tivesse se fechado; e
saltou uma faisca, o heraldo de muitos anos vindouros de pensamento
trabalho dirigidos, por mim, se poupando, e de qualquer forma por
parte de outros, se eu vivesse o suficiente pa comunicar minha desco-
berta. Nesse instante eu pegquer uma libreta de anotagoes que ainda
existe e fiz um registro naquela hora. Nao pude resistir ao impulso -
tao nao filésofo quanto possa ser - de gravar com um canivete numa
pedra da ponte Brougham, quando a cruzamos, a formula fundamental

dos simbolos 1, j, k,

que contém a solucao do Problema.

Com a multiplicagao definida dessa forma, o conjunto dos quatérnios
constitui o primeiro exemplo de anel nao comutativo, com divisao. Hamilton
reconheceu imediatamente a importancia de sua descoberta, especialmente pelas
suas implicagoes para o desenvolvimento da fisica.

No dia seguinte, em 17 de outubro de 1843, Hamilton escreveu a seu
amigo John T. Graves comunicando-lhe seus resultados. A semente de novos
desenvolvimentos tinha sido plantada: em dezembro desse mesmo ano, Graves
descobriu uma algebra de dimensao 8, os octonios. Havia, porém, uma notavel

diferenca: em julho de 1844 Hamilton lhe observou que a propriedade associativa



1.2. TOPICOS DE ALGEBRA

valia claramente para os quatérnios mas nao valia para os octonios. Escreve para
Graves apontando que octonios sao nao-associativos: “A.BC = AB.C, se A,B,C
serem quatérnios, mas nao octonios”.

Em 26 de dezembro, Graves escreveu para Hamilton dizendo ter desco-
berto uma nova algebra 8-dimensional, mostrando que formam uma &lgebra de
divisao normada, e usou para expressar o produto de duas soma de oito quadrados
perfeitos é igual a outra soma de oito quadrados perfeitos.

Este sistema foi redescoberto independentemente em 1845 por Arthur
Cayley (1821-1895) e por essa razao os octonios sdo conhecidos também como

Numeros de Cayley. Estava assim aberto o caminho para novas generalizagoes.

1.2 Topicos de algebra

Definicao 1.1. (Algeb'r‘a) Consideremos uma dlgebra A sobre o corpo dos reais
como um espago vetorial equipado com um mapeamento bilinear B : Ax A — A
chamado “multiplicacao” e o elemento “unidade” denotado por 1 tal que 1 € A

e B(1,z) = B(x,1) = x. Como € usual abreviaremos por B(x,y) = zy.
Definicao 1.2. (Grupo) Um conjunto G com uma opera¢ao
GxG— G
(r,y) — -y

¢ um grupo se as condi¢oes sequintes sao satisfeitas:

i) A operagao € associativa, isto €,
r-(y-2)=(x-y) -z, Vr,y,z€qG.
ii) Eziste um elemento neutro, isto é,
ecG talquee-x=x-e=z,VreG
i11) Todo elemento possui um elemento inverso, isto €,

VeeG, dyeG talquex-y=y-x=e
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Observagao 1.2.1. 1) O elemento neutro é inico. De fato, se e,e’ € G, entao
/

e=e-€¢ pois € ¢é elemento neutro

=¢ pois e € elemento meutro

2) O elemento inverso € tunico. De fato, seja v € G, e sejam entdo y,y’ € G
dois elementos inversos de a, temos:
y=y-e=y-(x-y) pois y' € inverso de x
=(y-z)-y=e-y =1y pois y €inverso dex

Denotaremos o tnico inverso de x por x 1.

3) Da unicidade do inverso de um elemento x € G, obtém-se o fato mais geral
sequinte:
Sex,x,y € G, entdo a equacdao x-x =y tem a unica solucao em G, a saber
y-x L.
De fato, se z € uma solucao de - x = y, entdao temos z - x = by, logo

1

z-x-x t=y-x7t Por outro lado, y - x~' € claramente uma solucdo.

Se maneira similar, obtém-se que a equacgao x-x =y tem uma Uunica solucao

em G, a saber y-x 1.

4) Em de decorréncia do terceiro item de (1.2.1), para mostrar que um ele-
mento f € G € igual ao elemento neutro do grupo, basta mostrar que que

f-x =x para algum elemento a € G.

5) (w-y) =yt a2
Prova
Seja multiplicacao

(x.y).y_l,x—l:m,(y_y—l)x—l:‘,L,_e.x—l:ej(x.y)—lzy—l.x—l

Nota: 1. Muitas vezes deizaremos de indicar a opera¢ao do grupo, escrevemos

G para denotar (G,-). Também quando nao existir ambigiidade, escrevemos xy

no lugar de x - y.
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Defini¢ao 1.3. (Grupo Abeliano) Um grupo € abeliano ou comutativo se:

- A operacao € comutativa, isto é€,

ry=y-x, Vr,ye G

Exemplo 1.2.1. O grupo aditivo dos inteiros (Z,+) é um grupo abeliano infinito.

Isso decorre de que para a adicao usual em 7 vale:

r+y+z)=@+y)+z2+0=0+2=ua;
r+(—x)=(—2)+rx=0r+y=y+x.
Exemplo 1.2.2. (Q,+), (R,+),(C,+) sdo grupos (aditivos) abelianos.

Exemplo 1.2.3. O grupo multiplicativo dos racionais (Q*,-) também é um grupo

abeliano infinito.

Exemplo 1.2.4. O grupo G = {1,—1} € um grupo em relagao a multiplica¢ao

usual. E um grupo abeliano finito de ordem 2.

Defini¢ao 1.4. (Subgrupo) Seja G,- um grupo. Um subconjunto nao-vazio H
de G € um subgrupo de G (denotamos H < G) quando, com a operagao de G, o

conjunto H é um grupo, isto ¢, quando as condicoes sequintes sao satisfeitas:
0) hy-ha € H ¥ hy-hy € H.
i) hi-(hy-h3) = (hy-hy)-hs, ¥ hy,hy,hs € H.
i) 3 ey € H tal que ey -h=h-eg=h, YVheH.
iii) Para cada h € H, existe k € H tal que h-k=Fk-h=ep.

Observacao 1.2.2. 1) A condi¢io i) é sempre satisfeita, pois a igualdade

g1-(92-93) = (g1 - 92) - g3 € vdlida para todos os elementos de G.

2) o elemento neutro ey de H é necessariamente igual ao elemento neutro e

de G. De fato, tomando a € H C G, temos eg - a = a; multiplicando o0s

1

dois lados por a™" a direita, obtemos ey = e.

8
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3) Dado h € H, o inverso de h em H é necessariamente igual ao inverso de h
em G. De fato, se k é o inverso de h em H, entao h-k=k-h = ey, logo

h-k=k-h=e poiseg = e, e portanto k € o inverso de h em G.
Exemplo 1.2.5. Se G € um grupo, entio {e} e G sao subgrupos de G.

Exemplo 1.2.6. Seja (2Z,+) G é um subgrupo de (Z,+). De maneira mais

geral, se n € um inteiro qualquer, (nZ,4+) € um subgrupo de (Z,+).

Definigao 1.5. (Quasegrupo) Seja um conjunto ) e uma operacao bindria

¥ Qx Q— Q Vabe Q 3nicos elementos a,b € () de modo que
axx=>b e yxa=>.

As tnicas solugoes destas equagoes sio x = a \ b andy =b / a, onde as operagoes

\ e / sao chamadas divisao a direita e a esquerda.

Exemplo 1.2.7. Os inteiros Z com operag¢ao de subtragcao formam um quase-

grupo.

Exemplo 1.2.8. Todo grupo é um quasegrupo, porque a * & = b <= x = a~ ' *b,

ey*a=bey=brxal.

Defini¢ao 1.6. (Loop) Um loop é um quasegrupo com elemento identidade. Cada

elemento de um quasegrupo tem um unico inverso a direita e a esquerda.

Defini¢ao 1.7. (Moufang Loop) Um Moufang loop L é um quasegrupo (L,*)
satisfazendo

(axb)x(cxa)=(ax(bxc))*xa VYV a,b,cé€L.

Definicao 1.8. (Anel) Um anel ou anel comutativo (A,+,.) é uma conjunto
A com pelo menos dois elementos, munidos de uma operacao denotada por +
(chamada adigdo) e de outra operacao denotada por - (chamada multiplicacdo)

que satisfazem as condicoes sequintes:
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A.1) A adigao € associativa, isto €,
Va,yzeAx+y)+z=a+(y+2)
A.2) Eziste um elemento neutro com respeito a adigdo, isto €,
d0€e A tal que,Nr e A, O+x=x e x+0=ux.
A.3) Todo elemento de A possui um inverso com respeito a adi¢do, isto €,
VeeA dJz€ A talque x+2=0 ez+z=0.
A.4) A adigao é comutativa, isto é,
dr,y € A, x+y=y+ux.
M.1) A multiplicagao é associativa, isto €,
Ve,y e A, (v -y)-z=x-(y-2).
M.2) FEziste um elemento neutro com respeito a multiplicagdo, isto €,
dJ1€eA tal que,Nrz e Al-z=x e z-1=u.
M.3) A multiplicagao é comutativa, isto €,
Ve,ye A, z-y=y-uw.
AM) A adigdo € distributiva relativamente a multiplicagao, isto €,

Ve,y,z€ A, - (y+z2)=z-y+z- 2

Se todas as condicoes sao satisfeitas com excegao de M.3), entao (A,+,)

é chamado de anel nao-comutativo.

Exemplo 1.2.9. (Z,+,-),(Q,+,-), (R, +,-), (C,+,) sdo anéis comutativos com

unidades.

Exemplo 1.2.10. M,,,(R) = {(ai;) : a;j € N,i,j = 1,...,n} € anel nao

comutativo com unidades I, (matriz identidade de ordem n).

Exemplo 1.2.11. Seja M5, (R) o conjunto das matrizes n x n com entradas
em R, sejam + a adi¢ao usual de matrizes e - a multiplicacao usual de matrizes.

Entao, Mxn(R,+,-) € um anel nao-comutativo se n > 2.

10
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Definicao 1.9. (Subanel) Seja (A, +,.) um anel. Um subconjunto L C A, L #

0, é um subanel de A, se e somente se, cumpre o sequinte:

1) o subconjunto L € fechado para ambas as operagoes de A, isto €,

(Ve,y)(x,y e L —ax+bye L exy€ L)
2) (L,+,-) também é um anel.
Definicao 1.10. (Anel com divis@éo) Um anel (A,+,.) é um anel com di-
visao ( ou quase corpo) se (A —{0},-) € um grupo.

No caso de anel com divisdao, temos 1 € A, e Vo € Ajx # A, Jy €

A, tal que -y =1y -2 = 1. O elemento y é inverso de z e é denotado por 1.

Exemplo 1.2.12. (Anel dos Quatérnios) Veremos agora um exemplo de anel

nao comutativo com unidade.

Seja R* = {(a,b,c,d)\a,b,c,d € R}, onde

(a,b,c,d) = (d',V,d,d) <= a=d, b=V, c=¢, d=d.

O anel (R*, +,-) pode ser identificado com o anel (H,+,-), ou seja, anel

dos Quatérnios nao comutativo com a unidade.

Definamos as operacoes de soma e produto em R* como

(a,b,c,d)+ (a0, d)=(a+d,b+V,c+,d+d),
(a,b,c,d).(a', b, ¢, d) = (ad =0V —cd —dd',ab + ba' + cd — d,
ac +d'c+db —d'b,ad + da’ + b —V'c).

com zero do anel como (0,0,0,0) e unidade (1,0,0,0). Faremos algumas identi-

ficacoes:
1 «—(1,0,0,0

7 «—(0,0,1,0
>

( )
i «——(0,1,0,0)

( )
k (

0,0,0,1) (1.1)

assim, a+bi+cj+dk e identificamos assim uma base para R*.
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Observagao 1.2.3. Podemos verificar que a multiplicagcdo entre dois elementos
quaisquer i, j, k desta base, ndo é comutativa. Como por exemplo ©-j # j- 1.

Para isto analisemos a sequinte definicao:

Definicao 1.11. (Produto vetorial) Seja uma base ortonormal positiva (3,3, k) €

R3. Sendo dois vetores (u = x1,y1,21), (v = Ta,Y2, 22) relativos a esta base, tem-

se
1 3 k
UXv=1 x y1 2
T2 Y2 22

Através da definicao 1.9 verificamos que i-j # j -i. Entao,

i j k i j k
ixj=l 100 [|=k e jxi=]l010|=-k
01 0 100

Logo as possiveis produtos vetoriais entre os elementos desta base é {i x j =
k,jxk =1 kxi=jjxi=-k kxj=-iixk =-j}. Informagdes complementares

sobre quatérnios podem ser encontradas em [21].

Definicao 1.12. (Corpo) Um anel (A,+,.) é chamado corpo se todo elemento

nao nulo de A possui um inverso com respeito a multiplicacdo, isto €,
Ve e A\{0}, Jye€ A talque = -y=1
Exemplo 1.2.13. Os anéis (2Q, +,-), (2C, +, ), (2R, +, ) sdo corpos.

Exemplo 1.2.14. O anel (Z,+,-) nao é um corpo, pois existe um simétrico

multiplicativo para qualquer inteiro diferente de 1 e -1.

Definicao 1.13. (Algebm, de divisao) Seja A uma dlgebra de dimensao finita.
Dizemos que A é uma dlgebra de divisao se a operagdo de “multiplicagcao” pela di-
reita e pela esquerda por algum elemento nao-nulo da dlgebra é inversivel. Dados

z, y € A de modo que vy = 0, temos

12
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r-y-y =0 entdo z=0
1 x-y=0 entao y=0

As algebras de divisao admitem também uma operacao de anti-evolugao, tal que
k\k * ok
(@) =, (vy)" =y'x

A operacao de conjugacao corresponde a transposicao na representacao

matricial.

Definicdo 1.14. (Algebra de divisao Normada) Seja A é uma dlgebra de
divisao. Dizemos que A € uma dlgebra de divisdo normada se existe uma forma

quadrdtica Q positivo-definida
Q: A—R*
v — Qz) =2'z, Vr,ycA
Q (vy) = Q(z)Q(y).

Toda &algebra de divisao normada é uma algebra de divisao de modo que
as condigoes de algebra de divisao seguem para as condi¢oes de norma. Suponha
xy = 0 para quaisquer z,y € A. Entdo Q(zy) = Q(x)Q(y) = 0. Desde que
campos sao dominios inteiros, isto implica Q(z) = 0 ou Q(y) = 0 o que implica

que z =0 ouy = 0.

Definicao 1.15. (Algeb'ra associativa) Uma dlgebra sobre um corpo F é um
par consistindo de uma anel (A,+,-,0,1) e um espago vetorial A sobre F' de modo
que o conjunto subjacente A, a adicao e o elemento neutro sao os mesmos no anel
e espago vetorial, e

a(zy) = (az)y = z(ay) Va € F,z,y€ A (1.2)
Denotamos a algebra pela letra A para designar o conjunto subjacente A.

Exemplo 1.2.15. Sejam R, C e H exemplos de dlgebras associativas. Estaremos

fazendo a verificacdo da demonstracdo no capitulo 2.
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Definicao 1.16. (Algebra alternativa) Uma dlgebra A € alternativa se a subdlgebra

gerada por qualquer par de elementos da dlgebra € associativo. Entao sejam

r,y € A, temos:

w(zy) = 2%y, (zy)y =y’

entdo a dlgebra A € alternativa.
Observacao 1.2.4. Mais detalhes sobre a defini¢ao (1.16) se encontram em [4]
e estaremos discutindo no capitulo 2.
Definigao 1.17. (Homomorfismo(homo=igual; morphos=forma) Sejam
(A, +,-) e (B, ®,®) dois anéis. Uma aplicagao f: A — B é um homomorfismo
se ela € compativel com as estruturas de anéis, isto €, se

i) fle+y) = flx) ® fly), ¥V =z, y€ A

it) flxy) = f(x) © fly), ¥ z, y€ A

i) f(14) = 14.
Exemplo 1.2.16. Id: (A, +, -)— (A, +, -), definido por Id(a)=a, ¥ a €A, €
um homomorfismo chamado identidade.
Definig¢ao 1.18. (Isomorfismo(iso=igual/mesma; morphos=forma) Um
homomorfismo de anéis f: A — B € um isomorfismo se ele € injetivo e sobre-

jetivo.

Definig¢ao 1.19. (Automorfismo(auto=si mesmo/préprio; morphos=forma )

Seja G um grupo. Uma aplicacao f : G — G € um isomorfismo, entdo f € dito

ser um automorfismo.

Definigao 1.20. (Funcao injetiva) Seja f: X — Y uma fun¢do. Dizemos

que f € injetiva quando:

Vxl,xg S X,f(l‘l) = f(l‘z) — I = T2.

Defini¢ao 1.21. (Funcg¢do sobrejetiva) Dizemos que f é sobrejetiva quando:

VyeY,3axe X tal que f(z) =y ou seja Imf =Y.
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1.3. CONSTRUINDO OS OCTONIOS

1.3 Construindo os octonios

Os octonios sao uma uma extensao nao-associativa dos quatérnios. Eles formam
uma algebra de divisao normada 8-dimensional sobre R.

A élgebra de Cayley, também chamada de oitavas ou algebra dos
octonios é denotada por O, sendo uma algebra de divisao alternativa de di-
mensao 8.

Define-se o conjunto dos octonios @ como

O ={(a,b,c,d,e, f,g,h)/a,b,c,d,e, f,h € R},
onde
(a,b,c,de, f,g,h) = (a0, c,d e, f,d,0)<= a=d,b=b,c=d,d=d ,
e=e, f=[f,9=g,h=1,
no qual as operacoes de adicao e multiplicagao sao definidas por:
(a,b,c,d,e, f,g,h)+ (a' b, d e f,d, 1)

= (a+d,b+b,c+d,d+d,e+e,f+[f,9g+3¢ , h+h) (1.3)

(a,b,c,d,e, f,g,h).(a U, d €, f.g R
= (aa' — b —cd —dd —ee' — ff" — g9 — hl/,
ab' +ba +cd —dd —ef + fe' — gh' + hy',
ac’ —bd' + ca' +db' —eqg' + fh' + ge' — hf’,
ad +bd —cb' +da’ —eh’ — fg' + gf + he',
ae' +bf' +cg +dh' +ed — fb' — gd — hd,
af’ —be' —ch' +dg +eb + fa' — gd + hd,
ag’ +bh' —ce' —df' +ed + fd' + ga' — hb,

ah’ —bg +cf —de' +ed — f' + gb' + ha'). (1.4)
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Vemos que os nimeros octonionicos (0, 0, 0, 0,0, 0,0, 0) e (1,0, 0,0, 0, 0,
0, 0) sao os respectivos elemento neutro da adigao e a unidade da multiplicacao,
existindo ainda o inverso aditivo e multiplicativo para cada elemento nao-nulo

em Q.

Logo o anel dos octonios representado por (O, +,-), ndo é um corpo pois

nao satisfaz a propriedade comutativa da multiplicagao, pois de acordo com (1.4)
(0,1,0,0,0,0,0,0).(0,0,1,0,0,0,0,0) # (0,0,1,0,0,0,0,0)(0,1,0,0,0,0,0,0)

Conseqiientemente, dizemos que (O, +, -) é um anel com divisao ou um
corpo nao comutativo. O anel dos octonios nao é um grupo por nao satisfazer o
item 1 em (1.2). Os octonios formam um Moufang Loop (1.7).

Fazendo as identificacoes:
1+——(1,0,0,0,0,0,0,0) 1+— (0,0,0,0,1,0,0,0)
i «—(0,1,0,0,0,0,0,0) 1li+<— (0,0,0,0,0,1,0,0)
j<—(0,0,1,0,0,0,0,0) 1j+<— (0,0,0,0,0,0,1,0)

k <« (0,0,0,1,0,0,0,0) 1k «— (0,0,0,0,0,0,0,1) (1.5)

temos um nimero octonionico o = (a,b,c,d,e, f,g,h) com a,b,c,d,e,f,g,h € R,

pode ser representado na forma

o= (a,0,0,0,0,0,0,0)(1,0,0,0,0,0,0,0)
+(0,b,0,0,0,0,0,0)(0,1,0,0,0,0,0,0)
+(0,0,¢,0,0,0,0,0)(0,0,1,0,0,0,0,0)
+(0,0,0,d,0,0,0,0)(0,0,0,1,0,0,0,0)
( )( )

+(0,0,0,0,¢,0,0,0)(0,0,0,0,1,0,0,0
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+(0,0,0,0,0, f,0,0)(0,0,0,0,0,1,0,0)
+(0,0,0,0,0,0,4,0)(0,0,0,0,0,0,1,0)

+(0,0,0,0,0,0,0,)(0,0,0,0,0,0,0,1), (1.6)

na qual a é chamada de parte escalar positiva do octonio o e r = bi + ¢j + dk +
el + fli + glj 4+ hlk a sua parte vetorial. Assim O pode ser representado com a

soma direta

0=R&V (1.7)

onde R é o corpo dos reais e V é um espaco euclidiano.

Definimos as unidades octonionicas 1, i, j, k, 1, 1i, 1j, 1k, como uma res-
pectiva base ortonormal da &lgebra 8-dimensional. Tomando esta base e utili-

zando em (1.4) obtemos a seguinte tdbua de multiplicagao:

K| k| j | —i|=1|—<lk|—=lj| ti | 1 (1.8)

Wl ti| =0 |=lk| 1| i |=1| k| j

k|~ 6 | 1| Kk | —j| i | -1

Uma maneira conveniente para lembrar a multiplicacao dos octonios é

dado por um diagrama chamado Plano Fano:
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Figura 1.1: Plano Fano

Observe que as linhas sao orientadas neste diagrama. Os pontos cor-
respondem aos elementos da base dos octonios. As setas indicam os sinais dos

resultados da multiplicacao de cada elemento da base.

Nota: 2. O nome do diagrama € devido aos axiomas de Gino Fano (1892), um

italiano que definiu as primeiras fundamentacoes a geometria projetiva:
Axioma 1: Existem uma reta e um ponto que nao sao incidentes.
Azxzioma 2: Toda reta é incidente com pelo menos trés pontos distintos.

Axioma 3: Dois pontos distintos sdo incidentes com exatamente uma reta.

Definigao 1.22. (Octénio conjugado) Definimos o octonio conjugado 6 de um
octonio o = (a,b,c,d, e, f, g, h) = a+bi+cj+dk+el+ fli+ gly+ hlk como sendo o
nimero o = (a,—b, —c¢, —d, —e, — f, —g, —h) = (a—bi—cj—dk—el— fli—glj—hlk).

Definigao 1.23. (Norma) A norma ||o|| de um octénio o = a+bi+cj+dk+el+

fli+ glj + hlk é um nimero real ||o|| = \/a? + b2 + 2+ d2 + €2 + f2 + g2 + h2.

Note que esta é a norma euclidiana em R®

A existéncia de uma norma sobre O implica a existéncia de um inverso

para todo elemento nao nulo de Q.
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Definicao 1.24. (Inverso de um octénio) O inverso de um nimero octonio
¢ dado por

-1 0

lof?

Isto satisfaz oo~! = 0~ to = 1.

Sejam algumas propriedades dos octonios que estaremos utilizando mais

adiante.

Propriedade 1.1. Dados dois nimeros octonios o, e og, temos que:
m - 5251.

Propriedade 1.2. Dado um nimero octonio o, temos que:

0_101 = 010_1 = |01|2.

1.4 Conclusao

Como pode-se analisar, os octonios sao uma generalizacao dos numeros reais,
complexos e quatérnios, com possiveis e vastas aplicagoes a Fisica e a geometria.
Sua relevancia a geometria era obscura em 1925, até Elie Cartan descrever a
“triality” - a simetria entre vetores e spinors e um espaco euclidiano 8-dimensional
[6]. Sua relevancia a Fisica foi noticiado em 1934 por Jordan, von Neumann e
Wigner sobre fundamentagbes da mecanica quantica [7]. Em [8] nota-se que
em 1980 observou-se que octonios explicam algumas caracteristicas da teoria de
Cordas. Além disso os octonios sao relatados para um numero de estruturas
excepcionais, entre elas os grupos de Lie excepcionais. Além disso, como mostrado
em [9] sobre emaranhados quanticos, pode-se tragar paralelos a essas construgoes

com algebras octonionicas que sao nao associativas.
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Capitulo 2

Construcao da algebra

octonionica

Este capitulo tém por objetivo apontar a construgao das algebras de divisao
normadas octonionicas. Para isso, tomamos como referéncias [4] e [10]. Na pri-
meira parte deste capitulo apontamos algumas preliminares como a base para
esta construcao. Na segunda parte analisamos o Problema de Hurwitz para soma
dos quadrados. Dessa forma descrevemos o processo Cayley-Dickson chegando a
construcao da algebra octonionica. Boa parte das demonstracoes sao apresenta-

das em detalhes.

2.1 Preliminares

Um caminho para se criar uma nova forma matemética sob uma teoria exis-
tente, especialmente apresentada numa forma axiomatica, é generalizar a teoria
“enfraquecendo” algumas de suas hipdteses. Usando este caminho no conceito
de dlgebras associativas (1.15), somos conduzidos ao conceito de algebras nao-
associativas. Interessantes classes das dlgebras nao associativas chamam a atencao

dos algebristas devido a suas aplicagoes a outros campos.

Definigao 2.1. (Algebra nao associativas) Uma dlgebra A é chamada nao

associativa se a lei associativa para multiplicagio (1.2) ndo é considerada para
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x,y € A.

Exemplo 2.1.1. Podemos citar dois exemplos de dlgebras nao-associativas: Lie

e Jordan que serao analisadas no capitulo 3.

Definigao 2.2. (Comutador) O comutador é um mapeamento bilinear na dlgebra

[, ] AT — A
(z,y) — [v,y] =2y —yzx

Definicao 2.3. (Associador) Seja o associador um mapeamento trilinear na
algebra
[oeyeeyed]s A3 — A
(l’, Y, Z) - [l’, Y, Z] = (xy)z - x(yz)

Observagao 2.1.1. Assim como o comutador mede a falha da comutatividade o

associador mede a falha da associatividade.

Defini¢ao 2.4. (Forma Bilinear) Seja o corpo R e um espago vetorial A de
dimensao nao-nula sobre R. Definimos uma forma bilinear B sobre V como um
mapeamento B(z,y) : A x A — R de modo que, para z, 'y, y' € Aea€R, o

mapeamento
yr: v — B(z,y) ou xp:y— B(z,y)

¢ uma funcao linear sobre A. Nestas condigoes seque-se que:

1) B(z+x’,y)=B(z,y)+B(x’y),
2) B(z,y+y’)=B(z.y)+B(zy’),
3) Blax,y)=aB(x,y),
4) B(z,ay)=aB(zy).

Definicao 2.5. (Forma Bilinear ndo-degenerativa) Seja uma forma bili-
near B(z,y) simétrica, ou seja, B(x,y)=B(y,x) ¥ z,y € A. A forma bilinear

simétrica é chamada nao-degenerativa se , para B(a,z)=0, seque que a = 0.
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Nota: 3. A geometria euclidiana vista analiticamente € o estudo do espaco ve-
torial n-dimensional sobre R relativa a uma forma bilinear simétrica que serve
para definir o comprimento de um vetor e cosseno do angulo entre dois vetores.

Tomando V = R"™ podemos tomar uma forma bilinear como

x'y:Z%yi
1

para x = (T1,...,20),y = (Y1, ,Yn). Entdo x -z = > 2 = |2?, 0 quadrado
do comprimento de x,e se 8 ¢ o angulo entre dois vetores x e y, entdo cos =

(x.y)/|z|.ly|. O produto escalar de z ey, € bilinear no sentido que
(x+2)yy=zy+2y
r(y+y)=zy+axy
a(zy)y = a(zy) = z(ay)
para os vetores x, x’, y, y’ e o numero real a, e o produto escalar é simétrico e
positivo definido (xz -x >0, se x # 0).

Podemos considerar extensoes da geometria euclidiana obtida em tro-
cando R™ = A, um espaco vetorial de dimensao finita sobre R e o produto es-
calar por alguma forma bilinear B(x,y) ndo-degenerativa. Podemos chamar essa
forma bilinear B(x,y) wma métrica sobre A. A geometria obtida tomando B(x,y)

simétrica é chamada geometria ortogonal e que a associada com a forma alterna-

tiva é chamada geometria simpléctica.

2.2 O problema de Hurwitz

Consideremos o problema de Adolf Hurwitz em 1898.“Para quais valores de n

existem identidades da forma

(2 ) (2 y) Y o)
1 1 1
onde os z; sao da forma
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Zi = <Z> QijkT Yk (2:2)

J,k=1

a;j sao numeros complexos?”

Para n =1 é trivial:
1 1 n
(z ) (zyz) 3 e = (o
1 1 1

Para n = 2 é trivial:

2 2 2
(Zx?) (Zﬁ) =Y A= @) i) =+ =
1 i 1
(2191)* + (T192)” + (@ap1) + (22y2)? = (21y1 — T2y0)” + (T1y2 + Toyn)® = 27 + 27

Para n=4:
4 4 4

(z ) (z ﬁ) L o (Pt et () — st
1 1 1

(2T +adys +asys +aiyl) +(aiys +agyt +agy +adys) +(@lys tadyl +asyr +alys)
—i—(m%yi—l—xgyg—i-xgyg—l—xiyf) = (T1y1 — T2Yo—T3Y3—TaYa) +H(T1Y2+T2y1+T3Ys — Tays)”
(w13 — Tays + T3y1 + Tay2)” + (T1Ys + T2ys — T3y2 + 2ayy) = (21 + 22 + 23 + 21)°.
Para n=28:
(af + 23 + 23 + af + 23 + 2 + oF + 28)- (i + 3 + 3 + i+ s + s + 7+ us)
:zf+z§+z§+zz+z§+z§+z$—l—z§:>

= (1313/1 — T2Y2 — T3Y3 — T4Y4 — TsY1 — TeY2 — T7Y3 — $8y4)2

FH(T1Y2 + Toy1 + T3Ys — TalY3z — TsY2 + TeY1 — T7Ys + TY3 2

+ 2

T1Y3 — TalYs + T3y + TalYo — TsY3 + TeYs — T7Y1 — TgY2

F(Z1Ys + T2Y3 — T3Y2 + TaY1 — T5Ys — TeY3 + T7Y2 + Tgl1
2

( )
( )
( )’
( )

+(T1Ys5 + ToYs + T3Y7 + TaYs + T5Ys — TelYe — TrY7r — TYs
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+(21Ys — ToYs — T3Ys + TaYr + TxYs + TeYs — TrYs + Tsyr)?
+(21Y7 + ToYs — T3Ys — TaYs + TsYr + TeYs + Trys — TeYe)>
+(21Ys — Toyr + T3Ys — TaYs + TsYs — TeYr + Trys + Tgys)?

= (21+ 22 + 23+ 24 + 25 + 26 + 27 + 23)°.

Hurwitz propos e resolveu este problema usando um nimero de tentativas abor-
dadas para encontrar outras e as identificou para n = 1,2,4, 8.

Nao se sabe quem primeiro descobriu a identidade antecedente a n = 2,
soma de dois quadrados. Exemplos de identidades para a soma com n = 4
foi conhecido por Euler e Lagrange, concordando para L. E. Dickson. A soma
da identidade com n = 4 jogam a importante regra para prova do teorema de
Lagrange. Para n = 8 foi encontrado por C. F. Degen em 1822.

Em 1843 Hamilton construiu uma algebra de divisao 4-dimensional para
a soma de quatro quadrados. Em 1845 Cayley construiu uma &algebra de divisao
dando a identidade par a soma de oito quadrados. Uma algebra analoga foi cons-
truida por Graves em 1844. Hamilton notou que a existéncia da identidade (2.1)
¢é equivalente a existéncia de uma algebra de divisao de uma forma definida com
dimensao n sobre R. Neste caso podemos definir em R"™ a seguinte multiplicagao:
se x = (1,...0pn), ¥y = (Y1,...yn) € 2 = (21,...2,) entdo z -y = z, onde z; s@o
fungoes de x; e y; determinadas pela identidade (2.1) em termos dos nimeros

complexos fixados a;j;. Desde que para tal dlgebra (2.1) pode ser escrito como

|z[ly| = [z - yl. (2.3)
Definimos em (2.3) z = zy como uma composigao bilinear, obtendo uma &lgebra

nao-associativa. Também denotamos > 22 como Q(x) e temos

Qx)Q(y) = Qry) Vz,y € A (2.4)

Em conexao com o problema de Hurwitz surge a seguinte questao: O
que acontece se no lugar das somas de quadrados considerarmos alguma forma
quadratica nao-degenerativa sobre o espaco, e em que esta influencia sobre o

problema de Hurwitz?

24



Capitulo 2.Construcao da analise octonionica

O problema entao se reduz a descricao de uma certa classe de algebras:

as Algebras de Composigao.

Definigao 2.6. (Algeb’ras de Composicao) Algebras de Composicio (A,Q) é
um par consistindo de uma dlgebra nao-associativa A com uma unidade e uma
forma quadrdtica nao-degenerativa @ sobre A de modo que Q(zy) = Q(x)Q(y) Vx,y €
A.

As algebras de composi¢ao sao uma natural generalizacao das algebras
dos niimeros complexos, quatérnios e octonios e jogam uma importante regra na
teoria das dlgebras alternativas e de Jordan. Temos por objetivo verificar, a partir
das consideragoes de (2.6), que A é uma &lgebra de composicao.

Ao definir-se uma operagao numa algebra A, convém que esta satisfaca
algumas propriedades. Uma propriedade se referindo as condigoes de regularidade

¢ dada como:

Definigao 2.7. (Regularidade) Um elemento a € A € reqular para uma operagao

x se satisfizer as sequintes condigoes:
rxa=yxa, comz, y € A= x=y(aéregular a esquerda). e
axx=axy, comz,yE A= x=uy(aéreqular a direita)
Seja A uma algebra nao associativa. Podemos mostrar que modificando

o produto em A, assumimos que tem uma unidade. Por hipétese, escolhermos o
elemento v € A de modo que Q(v) # 0 e escrevemos u = Q(v)~'v? = 1. Entdo
Q(u) =1, temos Q(zu) = Q(x) = Q(ux) V.

Portanto, chamemos ug e uy, as multiplicagoes a direita e a esquerda em
relacao a u, e temos que sao transformacoes ortogonais de A em relagao a @.
Assim estas sao inversiveis e seus inversos também sao ortogonais.

Definimos entao um novo produto z * y em A por

rxy = (ug ) (ug'y)

e temos

Q(z *+y) = Qup'z) * Q(u'y) = Q(z) x Q(y).
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Agora definimos uma unidade para nossa foram quadratica () em relagao a mul-

tiplicacao *. Sendo
2

_ _ u urLu
utu =uit(upu) =u = —=——=u e
ur ur
u?  upu
upu? = up' (upy) =u = — = — =u
R R )
UR  UR

entao
u?xx = (upu®)(up'r) = u(up'z) =

zxu® = (up'r)(up ' v?) = (up )u=2x

Portanto u? ¢ uma unidade relativa & multiplicacio *. Podemos entao,
reverter a notacao original zy por z*y e assumimos que a algebra A tem unidade,
denotada por 1. O préximo passo é verificar que A contém uma forma quadratica

Q(zy) = Q(x2)Q(y) Vz,y € A. Para isto faremos algumas consideragoes.

Definicao 2.8. (Forma Quadrdtica) Uma forma quadrdtica @ é um mapea-

mento () : A — R em uma base R de modo que

i) Q(az) = a*Q(z), a € F,z € A.
i) B(x,y) = Qz +y) — Qx) — Qy)

¢ bilinear, isto €, (x,y) — B(x,y) é uma forma bilinear simétrica.

Definigao 2.9. (Involug¢ao) Seja j : x — T uma fungdo linear definida como
uma involucao em A. Introduzimos map 7 = —Si, onde Si € a simetria no
hiperplano ortogonal a 1,

j:x— B(z,1) —z,
abreviando © = j(x), T(zr) = B(z,1).

Nota: 4. A definicao (2.7) € equivalente a defini¢do (2.9).

Entao temos

e podemos enunciar o seguinte lema:
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Lema 2.1. Sejam as sequintes propriedades

7r = Q(z) = o7 (2.6)
T(ry) = (zr)y = Qr)y (2.7)
(y2)7 = y(x1) = Q(r)y (2.8)

77 = J7. (2.9)

A demonstracao do Lema (2.1) serd omitida e pode ser encontrada, para uma

andlise mais completa, em [4].

Da defini¢ao de 7, temos « + z = T'(x). Além disso, (2.8) e (2.9) resultam nas
relagoes do associador

[:E,x,y] =0= [yaxwi']-
Desde que [1,z,y] =0 = [y,z,1] e x = T'(z) — T, estas relagoes implicam em
[z,2,y] =0 = [y, z,2]. (2.10)

Portanto A é uma dlgebra alternativa no sentido de que a identidade (2.10) é

valida V x,y € A.

Temos agora mostrado que se (A, Q) é uma &lgebra de composigao, entao A é
alternativa com involugao j : z — & de modo que zz = @(x). Podemos em

(2.10) assumir a seguinte identidade para algebras alternativas:

Definigao 2.10. (Identidade de Moufang) Seja A uma dlgebra alternativa.

Entao definimos a identidade
(uz)(yu) = u(zy)u,
ly(zy)lu = ylz(yw)],

uly(zy)] = [(uy)z]y.

como sendo as identidades de R.Moufang ¥V x,y,u € A.
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2.3. CONSTRUCAO CAYLEY-DICKSON

Agora supondo A é a algebra alternativa com 1 e involucao j :— = de modo
que Tz = @Q(x) onde Q(x) é uma forma nao-degenerativa. Entao por linearizagao

temos
Ty + gr = Q(z,y). (2.11)

Em (2.11) trocamos y = 1 e obtemos = + z = T'(z) onde T'(z) = Q(z,1). Entao

de (2.11) e x + = = T'(z), temos Z(zy) = (Tx)y = Q(x)y. Agora se fizermos

Qlzy) = (zy)(zy) = (H2)(zy) = [(T(y) — y)z](zy)
= (T'(y)z —yz)(zy) = T(y)z(xy) — (y7)(zy)
= Q)T(y)y — y(zTr)y
= Q@)[T(y) — yly = Q=) (yy)
= Q@)Q(y).

Logo seja (A, Q) uma algebra de composicao onde Q(xy) = Q(x)Q(y). Para isto

concluimos que

Teorema 2.1. Alguma dlgebra alternativa (A,Q) € alternativa e tem a involugdo
j:x — & de modo Tx = Q(x). Reciprocamente, seja A a dlgebra alternativa
com unidade e a involu¢do j : x — T de modo que Tx = Q(x), onde Q(x) € uma

forma quadrdtica nao-degenerativa. Entdo (A, Q) € uma dlgebra de composi¢ao.

Nossa proxima secao tem por objetivo construir todas dlgebras de com-
posicao. Esta constitui uma generalizacao da construcao dos nimeros complexos

como pares de reais.

2.3 Construcao Cayley-Dickson

O processo Cayley-Dickson permite construir uma nova élgebra com involugao
que contenha A como subalgebra. Se a dimensao da algebra A é igual a m, entao

a dimensao da nova algebra ¢é igual a 2m.
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Tomando os resultados obtidos do final da se¢ao 2.2, A é uma algebra de
composigao nao-associativa com unidade 1 e involucao j, que contém uma forma
quadrética @Q(x) ndo-degenerativa. Entao, de (2.11) e x+Z = T'(x), consideremos
um elemento nao-nulo ¢ da base de R. Considerando A, j e ¢ podemos construir
entdo uma nova algebra D satisfazendo as mesmas condicoes que A e tendo
dimensao 2 dimA. Seja D = A% o espaco vetorial do par (z,y), x,y € A, com a
soma direta usual da estrutura de um espaco vetorial. Introduzindo um produto

bindrio nessa nova algebra D pela férmula,
(u,v)(x,y) = (ur + cyv, yu + vT). (2.12)

Temos que (2.12) é bilinear e (1,0) é unidade sobre D. Podemos identifi-
car A como subdlgebra de D produzida a partir dos elementos (u,0) onde u € A.

Portanto temos que a involugao j sobre A como mapeamento linear
é a involucao sobre a nova algebra D. Além disso temos

@) (z,y) = (7, —y)(z,y) = (Qx) — cQ(y)),0) = (Q(z) — cQy)).

O par (z,y) — Q(x) —cQ(y) é uma forma quadrética sobre D. A forma
bilinear correspondente ((u,v), (x,y)) — B(u,x) —cB(v,y) é ndo-degenerativa.
Logo D satisfaz as mesmas condigoes que A como no teorema (2.1) e podemos

chamar D de ¢ — dobro de A.

Para isto sejam as seguintes condicoes do lema em relacao a D:

Lema 2.2. 1) O ¢—dobro D é comutativa e associativa se e somente se A €

comutativa e associativa e j = 1.
2) D € associativa se e somente se A € comutativa e associativa.

3) D € alternativa se e somente se A é associativa.
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Prova
Tomemos X = (z,y), U = (u,v), Z = (2,t) para z,y,u,v, z,t € A. Entdo usando

o comutador (2.2), o associador (2.3) e usando (2.12) temos

U, X] = [(u,0),(z,y)] = [(u+v), (z+iy)]
= (u+vi)(z+iy) — (x + iy)(u + vi)
= (ux +uyi + vxi —vy) — (zu + zvi + yoi — yv)
= ur +uyt + vt — vy — U — TV — YTl + YU
= ur — vy —xu+ yv + i(uy + vr — TV — Yu)

= ([z,u] + c(gv — vy), y(u — a + v(T — x)) (2.14)

da mesma forma obtemos
U, X, Z) = ([u,z, 2] + {t(yu) — u(ty) + t(vz) — (zt)v + (yv)z

—(zg)v}, t(ux) — (tr)u + (yu)z — (y2)u + (vT)Z

—v(zZ) + {t(yv) —v(yt)}). (2.15)
Como A é uma subalgebra de D, temos que D é comutativa ou associativa, entao
A é comutativa ou associativa. De (2.14) com u = 0 = z,v = 1 mostra que
[U, X] = 0 implica que § = y. Reciprocamente em (2.14) A é associativa e co-
mutativa, entdo D é comutativa (1). Em (2.15) se substituirmos v =2 =2 =0
e t = 1 obtemos a condicao necessaria yu = uy,y,u € A para a associativi-
dade de D. Logo D associativa temos que A é associativa e comutativa. Assim
provamos que se A é associativa e comutativa, entdo D é associativa (2). De
(2.10) para alternatividade, D ¢é alternativa se e somente se [ X, X, 7] =0VX, 7
e X + X = T(X). Se considerarmos a relagio [X,Y,Z] = (XY)Z - X(YZ) =

Z(YX) - (ZY)X = —[Z,Y, X]. Entdo temos [Z, X, X] = 0 VZ, X. Assumindo

A alternativa. Tomamos U = X = (7, —y) em (2.15) e usando o associador,

obtemos
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o qual mostra que [X,X,Z] = 0 VX, Z, se e somente se A é associativa. Com

isto concluimos que D ¢ alternativa e provamos (3).

Nota: 5. As dlgebras que estamos considerando neste lema sao dlgebras de com-
posicao se e somente se sao dlgebras alternativas. Assim podemos considerar os

exemplos:

1) Tomando A = R, nao hd restrigoes quanto a comutatividade e associativi-

dade.

2) Um dobro de A é uma dlgebra associativa e comutativa de acordo com o
primeiro item do Lema (2.2) que é bidimensional. Estas dlgebras de com-
posicao sao dlgebras quadrdticas ou dlgebras dos niumeros complexos, uma

extensao de R.

3) Um dobro das dlgebras quadrdticas € associativo mas nao comutativo. Sao

algebras 4-dimensional chamadas dlgebras quaternionicas.

4) Um dobro destas dlgebras sio chamadas dlgebras octonionicas e ndao sao

nem comutativas nem associativas.

Um resultado do processo de construgao da nova algebra a partir da
algebra A podemos dizer que
Proposicao 2.1. A = R(portanto comutativa)= D € comutativa.
Proposicao 2.2. A € comutativa e associativa < D € associativa.
Proposicao 2.3. A € associativa e normada < D € alternativa e normada.

Proposicao 2.4. A € normada < D € normada.

Através da construcao Cayley-Dickson obtemos todas as algebras de com-
posicao. Faremos a verificagao através da andlise do teorema de Hurwitz genera-

lizado na préxima secao.
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2.4. ANALISE DO TEOREMA DE HURWITZ GENERALIZADO

2.4 Analise do teorema de Hurwitz generalizado

O que acontece se no lugar da soma de quadrados, alguma forma quadrética
nao-degenerativa sobre o corpo dos R for considerada? Hurwitz em 1898 prova
que a identidade de interesse somente é possivel para n = 1,2,4,8. Antes de
analisarmos os resultados de Hurwitz para essas identidade, faremos a seguinte
observagao a respeito de cada passo que analisamos para obtermos uma algebra
de composicao:

Proposicao 2.5. Seja A uma dlgebra de composi¢ao definida em (2.6) entdo:

1) A dlgebra A tem uma unidade;

2) A dlgebra A contém uma forma Q) sobre A de modo que Q(zy) = Q(x)Q(y),Vr,y €
A;

3) A forma quadrdtica @ é ndo-degenerativa;

4) Essa forma quadrdtica possui uma forma bilinear B(x,y) nao-degenerativa;

5) Em A definimos uma involugdo j de modo que T = j(x), Vo € A

Teorema 2.2. Seja a lista completa de todas dlgebras de composi¢ao sobre R de
dimensado finita: (I) o corpo R; (II) as dlgebras quadrdticas; (I11) as dlgebras

quaternionicas; (IV') as dlgebras octonionicas;

Prova: Temos observado, a partir dos resultados analisados, que a algebra A

considerada é uma &algebra de composicao. Entao:

(I): Tomando A = R, a unidade 1 esta em A. A &lgebra A contém uma forma
quadrética @ de modo que Va € R, Q(a) = a*. A forma quadrética Q) possui uma
forma bilinear B(a,b) = Q(a +b) — Q(a) — Q(b),Va,b € R. Essa forma bilinear
é nao-degenerativa como definida em (2.5). O corpo R é ordenado e seu préprio
conjugado. Logo uma Va € R, a = j(a) e j pode ser considerado uma involucao
em R. Logo dimensao de R = 2° = 1, entdao em dimensao finita. Portanto R é
uma &lgebra de composi¢ao. Além disse afirmamos, da definigao (1.14), que A é

uma algebra de divisao normada.
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(IT): Se R C A, A contém uma subdlgebra quadratica C que é ndo-degenerativa.
Se A coincide com esta subalgebra, entao ela é quadratica. A unidade 1 esta em C.
A &lgebra C contém uma forma quadratica () de modo que Vz,y € C, Q(x,y) =
Q(z)Q(y). A forma quadrética () possui uma forma bilinear B(z,y) = Q(z+y)—
Q(x) — Q(y),Vz,y € C nao-degenerativa. O conjugado de x é T e estabelecemos
uma involucao j : #+ — T em C. Logo dimensao de C = 2! = 2. Logo C ¢
uma algebra de composicao. Também afirmamos que A é uma algebra de divisao

normada.

(III): Se C C A, A contém uma subdlgebra H que é nao-degenerativa. Se A
coincide com esta subalgebra, temos entao uma algebra quaternionica. A uni-
dade 1 esta em H. A dalgebra H contém uma forma quadratica (Q de modo que
Ve,y € H, Q(x,y) = Q(z)Q(y). A forma quadratica Q possui uma forma bili-
near B(z,y) = Q(z+y) —Q(z) — Q(y), Yz, y € H ndo-degenerativa. O conjugado
de z é T e estabelecemos uma involucao j : © — = em H. Logo dimensao de
H = 22 = 4. Logo H ¢ uma &lgebra de composicao. Também afirmamos que A é

uma algebra de divisao normada.

(IV): Se H C A, A contém uma subdlgebra @ que é nao-degenerativa. Se A
coincide com esta subdlgebra, temos entao uma &algebra octonionica. A uni-
dade 1 esta em Q. A algebra O contém uma forma quadréatica O de modo que
Ve,y € O, Q(x,y) = Q(z)Q(y). A forma quadratica @) possui uma forma bili-
near B(x,y) = Q(z+y) — Q(z) — Q(y), Vz,y € O nao-degenerativa. O conjugado
de x é T e estabelecemos uma involugao j : © — ¥ em Q. Logo dimensao de
O = 23 = 8. Logo O é uma 4lgebra de composicao e também dizemos que A é
uma algebra de divisao normada octonionica.

Podemos obter através do processo Cayley-Dickson uma forma para as

bases referentes a cada algebra e suas respectivas tabuas de multiplicagao:

(I): A &lgebra R ¢ considerada Ay com a base i3 = ig.
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(IT): Consideremos A; como a édlgebra quadrética C, e ¢; — dobro de A;. A base

que escolhemos para A; éig =1 e i; = (0,1). Temos que
i1 = c1. (2.16)

(IIT): No préximo passo temos a algebra Ay, H, e formamos o ¢y — dobro As de
A; escrevendo iy = (0,1) em As. A base formada é (ig, i1, 12,13 = i192). A parte

essencial da tabua de multiplicacao da algebra quaternionica é

Z% = C1. Zg = Co. Zg = —(C1Ca.
Logo
iviy = i3 = —igi;
izig = —Cgil = —igig (217)
Z321 = —017;2 = —217,5

(IV): Finalmente consideramos a algebra octonionica Az, Q,que é o ¢35 — dobro de

A, e escrevemos a base
ig = 1,i1,149, 13 = i1l2, 14, i5 = U114, 96 = i2l4, I7 = (I112)l4. (2.18)

A tabua de multiplicacao para As é

* io il ig ig i4 ’i5 ’i6 ’i7
||| U 19 i3 14 us 16 7

il il Clio ig Clig i5 Cli4 —i7 _CliG
ig ig —ig Cgio —Cgil Z'G i7 Cgi4 Cgi5
ig ig —Clig Cgil —Clcgio Z'7 Cliﬁ —Cgi5 —0162i4
i4 i4 —i5 _2.6 —i7 032.0 —Cgil —Cgig —Cgig
i5 i5 —612.4 —2.7 —Cliﬁ 032.1 —01032.0 C3i3 0103@'2
iﬁ iﬁ ’L'7 —CQi4 Cgi5 032.2 —Cgig —6203i0 —CQCgil
i7 i7 Cliﬁ —CQi5 6102i4 Cg’ig —Clcg’iQ CgCgil 016203i0
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Através dessas bases referentes as algebras, podemos definir formas quadraticas
conforme defini¢ao (2.6) para algebras de composigao.
Em Aj se tomarmos x = x¢ig , aplicando o primeiro resultado (2.6) do

lema (2.1), obtemos
Para A; se tomarmos x = xgig + 171,
Q(z) = 25 — 177 (2.20)

Da mesma forma tomando y = ygig + y171 temos

r.y = (2olo + 111) (Yolo + Y1i1) = (ToYo + T1y1¢1)i0 + (Toy1 + T1y0)01

a forma quadratica Q(x) para A; fica

Q(2)Q(y) = (x5 — 12?) (Y5 — aryi) = (zoyo +rayn)” — er(zoys +rzryg) (2.21)
Em A, se tomarmos x = xgig + 191 + Tais + 303,
Q(z) = 25 — c12? — coxa + c1cots (2.22)
Da mesma forma tomando y = yoio + Y111 + Yaia + yY3is temos
ry = (xoio + 2191 + 2als + 2303)(Yolo + Y191 + Yoio + Ysiz)
(Zoyo + T1y1¢1 + TayaCa — T3Y3C1CaC3)ig
+ (oY1 + T1Yo — T2Y3Ca + T3Y2Ca)i
+  (Toy2 + T1y3C1 + Tayo — T3Y1C1)iz
+ (oys + T1Y2 — Tay1 + x3Yo)is (2.23)

a forma quadratica Q(x) para A, fica

Q(@Q(ZJ) = (553 - Cﬂ% - Cﬂ% + 01€2$§)(y(2) - Cly% - CQ?JS + C1C2y§)

= (oY + c11Y1 + C2T2Ys — 0102903@3)2
—c1(Toy1 + T1Yo — C2T2ys — 02$3?/2)2
—co(xoy2 + 2yo + C11Y3 — 013033/1)2
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+erco(Toys + T3yo + T1y2 — Tay1)”. (2.24)

Da mesma forma, tomando em Az x = xgig + 191 + Xalo + X303 + X404 + T5i5 +

Tele + Tri7,
2 2 2 2 2 2 2 2
Q(z) = x§ — 1T] — Coy + C1CoT5 — 3T + C1C3T5 + Cac3Tg — Creac3x7.  (2.25)

Da mesma maneira y = yoig + Y121 + Y2l + Y3i3 + Yals + Ysis + Ysie + Yri7 entao
1.y = (Tolo + w101 + Toly + w303 + T4iy + Tsis + Tei + T7i7)
( Yolo + yri1 + Yaiz + Y3iz + Yaia + Ysis + Yele + Yriv)
ToYo + T1Y1€1 + TaYaCa — T3Y3C1Ca + TaYaC3 — T5Ys5C1C3 — TYsCaCs + T7YrC1C2C3)io
ToY1+T1Yo—T2Y3CoTT3YaCo—TaY5C3+T5Y4C3—T6Y7C2C3+T7Y6C2C3) 11
ToY2 + T1Y3¢1 + TaYo — T3Y1C1 — TaY6C3 + T5YrC1C3 + TeYaCz — TrYsC1C3)iz

ToYs + T1Y2 — Tay1 + Talo — LaY7Cs + TpYeCs — TeYsCs + T7YaCs)is

+
+
+
+
+ (Toys + T1Ys + ToYrca — T3YsCa — Tay1 + TsYo + TeY3Ca — T7YaC2)is
+

=(
(
(
(
(Toya + T1Ys + T2YsCo — T3Y7C1C2 + Talo — T5Y1C1 — TeYaCa + T7Y3C1C3)ia
(
(moys — T1yrC1 + TaYs + T3Ys5C1 — TaYo — TsYac1 + TeYo + TrY1C1 )i

+ (Toyr — T1Ye + T2Ys + Tays — TaYsz — TsYa + TeY1 + T7YoC1C3)ir, (2.26)
a forma quadratica Q(x) para Az fica

Q(z)Q(y = (1:3 — 1] — s + clchg — c3x5 + clchg + 0263562 — clc2cga:$)

(Y5 — c1yi — Cays + 1023 — C3Y; + C1C3Y3 + CaCsyg — C1C2C3Y7)

= (ToYo+T1Y1C1HT2Y2CoFT3Y3C1 CoHTaYaCHU5Y5CLC3F+T6Y6C2C3FT7Y7C1C2C3)”

— c1(zoyr + T1Yo + TaysCo + T3YaCa + T4YsCs + T3YaCs + TeYrCaCs + T7Yscacs)’

— ca(woya + T1Y3¢1 + Tayo + T3Y1C1 + TaYeCs + TsYrCiCs + TeYaCs + Tryscics)’
+c162(Toys + 1Yz + Tay1 + T3yo + TaYrCs + TsYsCs + TYsCs + Tryacs)’

— c3(oys + T1Ys5 + TayeCo + T3YrC1Ca + TaYo + Tsy1C1 + TeYala + T7Y3C1C3)T°

+ c103(ToYs + T1Y1 + TayrCr + T3YsCa + Tay1 + TsYo + TeYsCa + T7y2c2)’

+ cacs(Toys + T1yrCt + Tays + T3ysct + Tays + Tsyser + Teyo + Trycr)’

— c16a¢3(ToYr + T1Y6 + ToyYs + T3ys + Tays + Tsys + Teyr + Tryocics)®. (2.27)
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2.5. CONCLUSAO

Tomando ¢; = —1 obtemos as identidades que listamos para R, C,H, O
para o problema dos n quadrados de Hurwitz. Através do processo de obter-
mos as bases e respectivas tabuas de multiplicacao dessas algebras conseguimos
determinar as formas quadradas e as leis de composicao correspondentes.

A algebra O de Cayley-Dickson é uma élgebra de divisao onde, para
algum 7 # 0 € O temos 27! onde z - 27! = 27! -2 = 1. Vemos entdo que

alguma dlgebra de composicao cuja forma quadratica é nao-nula é uma algebra

de divisao.

2.5 Conclusao

A algebra dos octonios é uma algebra de composi¢ao. Surgem em conexao com
um problema sobre formas quadraticas considerado primeiramente por Hurwitz.
Através do processo Cayley-Dickson vemos que sao o c-dobro da algebra de H.
Seja Y- 22 = |z]* e Y. y? = |y|?, entao do resultado (2.1) chegamos que a &lgebra
de composigao dos octonios, de (1.14), é uma algebra de divisdo normada. Por-
tanto o problema de Hurwitz em determinar todas as algebras de composi¢ao
sobre R s6 é possivel para n = 1,2,4 e 8. Se continuarmos aplicando o pro-
cesso Cayley-Dickson para os octonios, obtemos uma seqiiéncia de c-dlgebras de
dimensoes 16, 32, 64, assim por diante. A primeira delas é chamada de sedénios
e é 16-dimensional. Todas c-dlgebras nesta seqiiéncia sao satisfatoriamente nor-
madas mas nao reais, nem comutativas, nem alternativas. Todas tem inversos
multiplicativos, mas nao sao algebras de divisao, pois o cdlculo mostra que os
sedénios e todas as outras, tem zero divisores. Em [11] e [12], vemos que os ze-
ros divisores da norma dos sedénios formam um subespaco que é homeomérfo ao
grupo de Lie G5 que definiremos no préximo capitulo.

No capitulo 4 deste trabalho faremos uma aplicacao da relagao de Moivre
classica para octonios com conexoes a operadores da teoria de Fueter. Temos por

objetivo fazer a extensao para a algebra dos sedénios com possiveis resultados.
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Capitulo 3

Octonios relacionados a

estruturas excepcionais

Neste capitulo faremos uma breve apresentacao dos octonios relacionados a es-
truturas excepcionais como, por exemplo, os grupos de Lie e algebras de Lie.
Tomamos como base para esta analise as referéncias [4], [5], [13], [14], [15] e [16].
Na primeira parte estaremos analisando os grupos de Lie, especialmente os gru-
pos de Lie excepcionais. Na segunda parte iremos tratar das respectivas algebras

excepcionais relacionadas.

3.1 Octonios e os grupos de Lie excepcionais

Grupos de Lie sao bonitos e importantes pois tem suas bases em duas grandes di-
visoes da matematica: algebra e geometria. Suas propriedades algébricas derivam
dos axiomas de grupo. Suas propriedades geométricas derivam da identificagao

das operacoes de grupo com pontos num espaco topolégico.
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3.1.1 Introducao

A teoria de Lie surgiu em 1870 desenvolvida por Marius Sophus Lie, um noru-
egues que publicou alguns artigos com colaboracoes de F. Engel. Inicialmente
foi desenvolvida para facilitar a solucao de equacoes diferenciais. Também era
chamada de teoria dos “grupos continuos e finitos”.

Lie em seu programa tenta usar ferramentas chamadas teoria dos gru-
pos pra resolver, ou mais simplificar, equacoes diferenciais ordinarias. Sao uma
extensdo dos métodos de Evareste Galois para equacoes algébricas no estudo de
equacoes diferenciais. Embora mais cedo Galois ja tinha usado a teoria dos grupos
para resolver equacgoes algébricas quadraticas, cubicas e quérticas.

Primeiramente Lie considerou apenas a nocao de “grupos de transformagoes”
a um parametro gerado por “muitas repeticoes infinitesimais”. Tomou o grupo
das matrizes n x n, A € M, (C). Isto gera o grupo a um parametro consistindo

das transformacoes

=3 tn;ﬂAn (t € C). (3.1)

n>0

A série é absolutamente convergente para todo t, e satisfaz a relagao

e A et = et (51 e Q). (3.2)

A procura por pontos fixados para grupos a um parametro é entao reduzido a

um problema da &algebra linear.

Mais geralmente, um espaco vetorial X = > . X;(x) - %, geram equacoes dife-

renciais
d.fEi
dt

= Xi(z1,...,2,) (i=1,...,m). (3.3)

Se z(xg,t) = x(xg,1t)1...,2(x0,t), denota a curva da integral de zy para t = 0,

entao temos, em (3.1),

sl )= 32 = (¥ a0)) 3.4

1
>0 I
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e para valores de s,t em (3.2)

e X (X () = eTX (x0). (3.5)
Os pontos fixos dessas transformagoes sao os zeros do espaco vetorial. Aqui as
componentes do espago vetorial definido por A sdo X;» ; @iy, onde a;; sao os
coeficientes de A.

A nogao de grupo abstrato nao era familiar para a época. Podemos
dizer que a nocao basica de grupos que usamos nos dias atuais teve sua origem
nos grupos de transformacgoes. Supondo que U é um conjunto aberto de C"
com coordenadas z;, e V' uma vizinhanga de origem em CP com coordenadas
ai,...,ap. Seja G um conjunto de transformacoes de U parametrizado por V.
Sejam f1,... f, : U x V — C fungoes holomérfas de modo que fixando a € V', a
aplicagao

Jo:x — f(z,a) (x €UacV)), (3.6)
onde g, = f(x,a) = (fi(z,a),... fu(z,a)) tem as coordenadas f;(x,a), define
uma transformagao local de U, i.e, do conjunto aberto U sobre outro subconjunto

aberto de C" para cada a € V. Se gyg é o mapeamento identidade de U e

95(9a(2)) = Gop(ap) ()

onde ¢ = (p1,...,¢n) € @; : VXV — C, entdo este define um grupo G de
transformacoes de U.

Tomando primeiro derivagoes com respeito a a na origem em CP, Lie ob-
teve transformagoes infinitesimais e mostrou que o grupo a um parametro gerado
por alguma delas pertence a GG, e que elas formam um espacgo vetorial fechado
sob os “bracket” de transformacoes infinitesimais, ou seja, um objeto que hoje é
chamado de “Algebra de Lie” que é denotado por g.

Um exemplo é grupo de transformacoes lineares inversiveis: as exponen-

ciais dos elementos de uma algebra de Lie de matrizes formam, geram, um grupo
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de Lie. O termo “algebra de Lie” foi popularizado a partir de 1920 com Her-
mann Weyl, em substituicao ao “grupo infinitesimal” que se utilizava desde os
tempos de Lie. Os “grupos infinitesimais” foram considerados objetos concretos

associados a grupos de transformagoes.

3.1.2 Conceitos de topologia

Definigao 3.1. (Congunto fechado) Um conjunto S é fechado se seu comple-

mentar S¢ é aberto.

Definigao 3.2. (Conjunto aberto) Dizemos que um conjunto G € aberto se
todos seus pontos sao pontos interiores, ou seja, G € vizinhanc¢a de cada um de

seus pontos.

Definigao 3.3. (Caminho) Dados dois pontos x e y de um espago topoldgico M,

um caminho ligando x a y em M € uma aplicagao continua f : [a,b] C R — M

tal que f(a) =x e f(b) =y.

Ve

Figura 3.1: Caminho

Definigao 3.4. (Func¢ao continua) Uma funcio f : R — R € continua no
ponto xy se para cada € > 0 3§ > 0 tal que |x — xo| < 0 = |f(z) — f(xo)| < €.

A funcdo f € continua se o € em cada pinto do seu dominio.

Definigao 3.5. (Fung¢do analitica) Seja uma fungao f definida em um dominio

complexo X, diz-se que:

i) f € analitica em zy € X se, e somente se, f € diferencidvel em cada ponto

2o de uma vizinhanca V C X do ponto zp;
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i) f € analitica em um dominio X se, e somente se, f é analitica em cada ponto

zo de X.

Defini¢ao 3.6. (Vizinhanca) Seja p um ponto de um espago topoldgico M.
Um subconjunto N de M é uma vizinhanc¢a de p se, e somente se, N contém um

conjunto aberto G que contém p: p € G C N.

Definigao 3.7. (Espaco Topolégico) Um espaco localmente euclidiano de di-
mensao d € um espago topologico M em que cada ponto p € M possui um vizi-

nhan¢a U C M homeomdrfa a um aberto de R,

X
@

Figura 3.2: Espago Topoldgico

Ao homeomorfismo ¢ : U — R? chamamos um sistema de coordenadas , as
funcoes ¢* = 2 o ¢ chamamos funcoes coordenadas e designamos o sistema de
coordenadas abreviadamente por (U, ¢).

Defini¢ao 3.8. (Espaco conexo) Um espago topoldgico M é conexo, se e so-

mente se,

(i) M nao é a uniao de dois aberto nao vazios disjuntos, ou

(i1)) M e () sao os tinicos subconjuntos de M que sdo, simultaneamente, abertos

e fechados.

Defini¢ao 3.9. (Dominio simplesmente conexo) Um dominio, ou regiao, é
chamado simplesmente conexo se todo caminho simples e fechado contido nesse

dominio tem em seu interior s6 pontos do dominio.
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O espaco topoldgico que parametriza os elementos em um grupo é cha-
mado de variedade.
Definicao 3.10. (Manifold) Um manifold ou Variedade (topoldgica) é um espago

de Hausdorff em que todo ponto tem uma vizinhanga homeomdorfa.

Definicao 3.11. (Espac¢o Hausdorff) Um espaco de Hausdorff é um espago
topologico M, onde x,y € M existem vizinhancas U de x e V de y, tal que UNV.

O conceito de variedade é uma generalizacao da idéia de superficie em
R3, que é uma superficie com um plano tangente em cada ponto. Um manifold
¢ um espaco em que qualquer regiao em pequena escala parece Euclidiano. Veja
o exemplo:
Exemplo 3.1.1. Todo ponto sobre uma superficie de uma esfera unitdria S* C
R : 2% + 9% + 22 = 1, tem uma vizinhanca que é semelhante, numa pequena
distancia, a um pedaco do plano R%. Localmente, os dois espacos S* e R? sdo

topologicamente equivalentes mas globalmente sao diferentes.

Figura 3.3: Cada ponto p sobre a esfera S? é cercada por uma vizinhanca aberta que
¢ igual a uma vizinhanca aberta em algum ponto no plano R?. Localmente os dois

espagos sao iguais. Globalmente sao diferentes.

Definicao 3.12. (Estrutura diferencidvel) Uma estrutura diferencidvel de
classe C*(1 < k < 00) num espaco topolégico M de dimensao d, é uma colegdo
de sistemas de coordenadas C = {(Uy, ¢n) : a € A} que satisfaz as seguintes

propriedades:

i) {Uqy : v € A} € uma cobertura aberta de M, i.e., |, ., Us = M,

acA Yo
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ii) As fungoes de transicao ¢ o gbgl sio de classe C* para quaisquer o, 3 € A;
ii1) A cole¢ao C € mazimal: se (U,¢) é um sistema de coordenadas com a

propriedade de que ¢ o ¢ e ¢t o ¢ sio de classe CF'V o € A, entdo
(U,¢) eC.

Um par (M,C) chamamos de uma variedade diferencidvel de dimensdo d.

>

2
vf— @ U

-

V \é'-"
dateds
']

R TN B

S

1 .
Wa @G

Figura 3.4: Esboco de Variedade Diferenciavel

Exemplo 3.1.2. Uma esfera n-dimensional, com topologia relativa é um espaco

topolégico: se N = (0,...,0,1) e S = (0,...,0,—1) designam os pélos norte e
sul, entao obtemos dois sistemas de coordenadas (S*"—{N},my) e (S*—{S}, 7s),

onde mx e mg designam as projecoes estereogrdficas por N e S.

Figura 3.5: A estrutura diferencidvel principal na esfera obtém-se considerando a

colecao de coordenadas que contém estes dois sistemas de coordenadas.
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Definigao 3.13. (Grupo Topolégico) Podemos definir um grupo topoldgico
como sendo uma variedade topologica G equipada da estrutura de um grupo de
modo que as operacoes de grupo sao continuas, e uma acao continua de G sobre
uma variedade topologica M ser um homeomorfismo de G dentro do grupo de

homeomorfismos de M.

3.1.3 Propriedades topoldgicas

A estrutura geométrica de um grupo de Lie vem da identificacao de cada elemento
no grupo com um ponto no mesmo espaco topologico. A conexao entre a algebra
e estruturas topoldgicas é que a multiplicacao de grupos e um map = — x~* sao

continuos.

Defini¢ao 3.14. (Grupos de Lie) Um grupo de Lie é uma variedade dife-
rencidvel G equipado com a estrutura de um grupo de modo que as operagoes

de grupo como definido em (1.2) sao diferencidveis.

Definicao 3.15. (Grupos Continuos) Um grupo continuo de dimensao n é
um conjunto cujos elementos estao em correspondéncia biunivoca com os pon-
tos de uma variedade diferencidvel n-dimensional, e se estrutura como um grupo
satisfazendo os axiomas apresentados no capitulo 1. Ambas estruturas estao re-
lacionadas pelo fato de que a lei de composicao dos elementos do grupo, € uma

aplicagcao continua sobre a variedade.

Observacao 3.1.1. Continuidade quer dizer que para algum ponto na variedade
existem pontos na variedade que sao prorimos a este, quanto se queira. Podemos

dizer que grupos de Lie sao grupos continuos.

Definicao 3.16. (A¢do da Variedade) Uma agdo da variedade sobre um grupo
de Lie G numa variedade diferencidvel M é um funcao ¢ : Gx M — M de modo

que

(L) =,  ¢(g2,0(q1,7)) = ¢(gogn) - .
l-x=u, g2 (1) = (9201) - .
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Defini¢ao 3.17. (Difeomorfismo) Sejam M, e My variedades diferencidveis.
Uma aplicagao ¢ : My — My é um difeomorfismo se ela é diferenciavel, biunivoca,

sobrejetiva e sua inversa @_q € diferencidvel.

Um grupo continuo ou grupo topoldgico tem dois tipos diferentes de es-
truturas: estrutura algébrica e estrutura topoldgica. Algebricamente é um grupo
e topologicamente é um manifold. O espago topoldgico que parametriza os ele-
mentos num grupo de Lie é um manifold (3.10). O exemplo (3.1.1) ilustra bem

essa definigao.

Exemplo 3.1.3. Matrizes reais 2 X 2 sao identificadas por quatro varidveis. A
condi¢ao para essas quatro varidveis € que det(A) = 1. Todo elemento de grupo
em SL(2,R) é determinado por um ponto no mesmo espago real 3-dimensional.
Uma possivel parametrizagao €

(1,29, 23) — oo 1 #£0 (3.7)

14+z2x3
T3 —Il

A dimensao do manifold que parametriza um grupo de Lie é a dimensao do grupo
de Lie, ou seja, nimero de parametros reais continuos exigidos para descrever cada

operacao no grupo.

3.1.4 Propriedades algébricas

As propriedades algébricas de um grupo de Lie originam nos axiomas de um

grupo como definido em 1.2.

Exemplo 3.1.4. Consideremos o conjunto das matrizes reais 2 x 2 SL(2,R):

a
A= det(A) = ad — By = +1

v 0
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onde «, 3,7, sao numeros reais. FEste conjunto forma um grupo sob a multi-

plicacao de matriz. Verifiguemos que satisfaz os axiomas de um grupo:

Fechamento: A e B sao matrizes reais, e A-B = C, entdo C € uma matriz real

2 x 2. Sedet(A) = +1 edet(B) = +1, entio det(C) = det(A)det(B) = +1.

Associatividade: (A-B)-C e A-(B-C) sio dados por

Z(Z AijBjx)Cri = Z Aij(z Bj1.Cu) = Z Z AijBixCr = Z Z AijBjxCri
ko J J k J k

k J

Identidade: A matriz identidade é

10
=1l —e
01
Inverso: A unica matriz de A é
-1
Ay A Ay A 1 Agy —Ajo
- = A Ass—ALA

Ay Ago Ay Ago o —Ay  An

3.1.5 Unificacao da Algebra e Topologia

A exigencia das estruturas dos grupos de Lie é que a combinacao de propriedades
algébricas e topoldgicas deva satisfazer uma continuidade. O espaco topoldgico
que parametriza os elementos num grupo de Lie é um manifold.

Um grupo de Lie consiste de um manifold M que parametriza as operagoes
de grupo (1.2) e uma operacao x -y = z, onde a coordenada z € M depende con-
tinuamente das coordenadas x,y € M. Em outras palavras, z = ¢(z,y), onde ¢

é continua em (z,y).

Exemplo 3.1.5. Seja SL(2,R) com parametriza¢ao (3.7), entio a funcdao de

composi¢ao z = ¢(x,y) € construida facilmente da multiplicagdo de matriz x-y =

P(z,y)
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(z1, 2, 3) - (Y1,Y2,Y3) = (21,22, 23) = O(21, T2, T35 Y1, Y2, Y3)
T2 14
" Yyi Y2 Tiy1 + T2Ys Y2 + $2%
T3 1TToT3 X =
z1 1+yays 1taoz3
Ys —; T3y1 +Ys—,, *
(3.8)
O resultado ¢é facilmente interpretado fazendo as respectivas identificag¢oes:
21 = Q1(w1, 02,73, Y1, Y2, Y3) = T1Y1 + T2Ys
1+ y2y3
Zo = $o(71, 72,7391, Y2, Y3) = T1Ya + xzy—
1
1+ Tols
zz = ¢3(T1,72,T3;Y1, Y2, Y3) = Tay1 + Ys— (3.9)
1

A funcdo ¢ ¢é analitica nestes dois pares de argumentos desde que z1 e ¥; sao
limitados, ou seja, x1 # 0 e y; # 0. Na vizinhanca destes valores a parametrizagao
do grupo é necessaria. A exigéncia de que a funcao ¢(x,y) seja analitica pode
ser substituida por uma exigéncia que liga fortemente a algebra com a geometria.
Esta suposicao é que a aplicacao de cada operacao de grupo e sua inversa sejam

continuas.

Exemplo 3.1.6. Tomando o exzemplo acima, podemos determinar as coordenadas
(Y1, Y2, y3) de (351,562,«753)_1 fizando (21, 29, 23) = (1,0,0) e calculando (y1, Y2, y3)

em termos de (x1, 2, x3). Ou simplificando, podemos calcular o inverso da matriz

(3.7)

-1

14+x2ox3
T T2 — X2
= i (3 10)
Ty IE2 —r3 X1

A aplicagdo inversa ()™ =y =(x) €
Yr(z1, 20, 03) =41 = (1 + 2213) /11
Va(T1,T2,73) = Y2 = —Ty

Vo(w1,22,73) =y = —13 (3.11)

48



Octonios relacionados a estruturas excepcionais

Esta aplicacao é analitica exceto em x; = 0, onde a parametrizacao é exigida. O

exemplo a seguir descreve este problema.

Exemplo 3.1.7. Toda matriz em SL(2,R) pode ser escrita como o produto de
uma matriz simétrica e uma matriz de rotacao. A matriz simétrica € parametriza
por um manifold 2-dimensional, a hipérboldide 2> — x2*> — y*> = 1. A matriz
de rotagcao € parametrizada por um ponto sobre um circulo. O manifold que

parametriza SL(2;R) é H?> x St 3-dimensional.

24w cos 0 sen 6
22—yt =1 SL(2;R) = Y X
y  z—x —sen 0 cos 0

Nota: 6. (Importante) Os elementos de grupo sio pontos numa variedade e
assim sao parametrizados por variaveis reais continuas. FEsses pontos sao des-
critos satisfazendo os ariomas de grupo (1.2). A operagio ¢(z,y) definida por
x-y =2z = ¢(x,y) € continua em ambos conjuntos de varidveis. Desta forma,
assumimos que a aplicagio y = Y(x) € uma opera¢ao de grupo e a inverso

(z)™t =y =(z) € continua.

Quase todos grupos de Lie que encontramos em aplicagoes sao grupos de
matrizes. Estes simplificam a descricao de propriedades algébricas, topolégicas
e de continuidade destes grupos. Algebricamente a operacao de grupos que

consideramos é a multiplicacao de matrizes. Geometricamente os manifolds
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que encontramos sao aqueles que podem ser construidos de matrizes impondo
restricoes algébricas. A propriedade de continuidade é simplesmente a inversao

de matrizes. Vejamos alguns exemplos de grupos de Lie de matrizes:

Exemplo 3.1.8. O grupo linear geral GL(n) é o grupo das matrizes ndo

singulares n X n. O grupo linear em n-dimensoes € nao abeliano. O niumero
al de parametros é n?. P i R™ est

essencial de parametros é n°. Por essa razao, em estes grupos operam como

0s subconjuntos de matrizes de determinantes nao nulos. Esses grupos munidos

com a operacao composi¢ao de funcoes, tornam-se um grupo de Lie, ou seja, a

aplicagao
¢:GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R)

(M,N) +— M-N!

onde é diferencidvel, quaisquer que sejam M, N € GL(n,R).

De fato, sabemos que o produto dos elementos € simplesmente a multiplicacdo das
matrizes, com a inversa dada pela inversa das matrizes. O niumeros de parametros
ou coordenadas é n? inteiros, entao, seja M = {a;;} e N = {b;;}, temos N~' =
{cij}. Logo MN~t = {377 apcy;}. Assim,

w6=-3% ai@ ey + 33 %@ O

Como ¢ € diferencidvel, entao GL(n,R) é um grupo de Lie.

Exemplo 3.1.9. Grupo linear em duas dimensoes, GL(2):

, , a1 G2
r=wmr+ay, Y =azl+ ay, # 0.
a3 Qa4

Os quatro parametros sao essenciais. Se considerarmos z,y como componentes de

um vetor r, a transformacao pode ser escrita na notagao de matriz:

T a; Qs T

Yy a3z Q4 Y
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O grupo linear em duas dimensoes ¢é isomérfo ao grupo de matrizes 2 x 2, com

multiplicagao de matrizes com a lei de combinacao.

10
FElemento identidade : A = =1.
0 1

Elemento inverso: A = A'.

Elemento produto : C = BA

O grupo linear em duas dimensoes é um grupo nao abeliano a quatro parametros.

Exemplo 3.1.10. Sao de particular interesse em aplicacoes fisicas o grupo li-
near especial SL(n), subgrupos dos espagos GL(n,R)(ou GL(n,C), conhecidos
como espagos das aplicagoes lineares bijetivas de R™ em R™ ou (C" em C"), onde
as transformacoes sao definidas com determinante iqual a unidade e o nimeros

de parametros essenciais é n? — 1.
Observacgao 3.1.2. Similarmente definimos GL(n,C) e SL(n,C).

Exemplo 3.1.11. O grupo ortogonal O(n) é um subgrupo fechado de GL(n)
definido por XXt = X'X = I, onde X representa as matrizes do grupo. Con-
siderando duas dimensoes temos um subgrupo de O(n) das matrizes ortogonais

dado por

cos  senb
SO(2) = =X 6¢€]0,2n)

—senfl cosf
E wm subgrupo fechado de GL(n) definido por XX' = X'X = 1.

Observacao 3.1.3. grupos ortogonais sao grupos que preservam métricas simétricas

bilineares.

Exemplo 3.1.12. A rotacao em torno da origem em um espaco tridimensional
forma um grupo de Lie. Este grupo pode ser representado pelas matrizes ortogo-

nais 0(8) = {X € GL(3,R)|X X" = X'X = [}, onde X' € a transposta de X,
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que é um subgrupo de GL(3,R). Portanto, O(3) com a opera¢ao composi¢io é
um grupo de Lie.
Exemplo 3.1.13. O grupo ortogonal especial SO(n) é O(n) N SL(n,R) € um

grupo de Lie. Dessa maneira podemos SO(n) = {xr e R : XX ! = X71X =
1,det(X) = 1}.

Exemplo 3.1.14. O grupo unitdrio U(n) é um subgrupo de GL(n,C) definido
por XX 1 = X7'X =1 onde X~ denota o conjugado transposto da matriz de

X. Este grupo € relatado para os niumeros complezxos.

Observacao 3.1.4. grupos unitdarios sao grupos que preservam métricas anti-

simétricas bilineares.

Exemplo 3.1.15. Seja S' = {€| § € R(mod 2 7)} a esfera unitdrio no plano

complexo. Definiremos as operacoes do grupo como
e . i® = (i0+e) o ()1 = =i
Para que S seja um grupo de Lie , mostremos que a aplicacdo
v o Stx st — St
(e %) s () - (619) ) = eil0=%)
seja diferencidvel, quaisquer que sejam 6, p € R(mod2).
De fato, seja (e, ') = ¢'0=%) entio

dip = g—qg -df + g—w cdp = €095 dh 4 OV (—i)dp =i - 'O (dh — dy).
@

Como dip eziste para quaisquer 6,p € R(mod 2 ), entdo i € diferencidvel.

Portanto, S* é um grupo de Lie, que chamaremos de U(1).

Exemplo 3.1.16. Seja o grupo unitdrio especial SU(n) dado como a in-
terseccao dos grupos U(n) N SL(n,C). é um subgrupo de U(n). Temos entdo
SUn)={reC: XX 1=X"1X =1 det(X)=1}. Este é um grupo de Lie.
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Observagao 3.1.5. O conjunto de todos os automorfismos da dlgebras de com-
posicao formam um grupo. Por exemplo, o grupo de automorfismos dos quatérnios

¢ o grupo SU(2).

Exemplo 3.1.17. O grupo simpléctico(complexo) Sp(n) é um subgrupo de
GL(n,H) definido por Sp(n) ={X e H: XX ' = X"'X = I}. Como vemos, o

grupo Sp(n) € relatado para nimeros quaternionicos.

Exemplo 3.1.18. O grupo de transformacoes lineares preservando a métrica
de Minkowski corresponde ao grupo ortogonal O(n,1) e a componente identidade
deste € chamado grupo de Lorentz SO(n,1). E um exemplo de grupo de Lie

fundamental na teoria da relatividade geral.

Exemplos como tais apresentados formam os grupos classicos de Lie. Sao
quatro séries infinitas de grupos de Lie de transla¢oes num espago n-dimensional,
An,Bnp, Cn e Dy, e sao relatados para espacos simétricos tal como espacos
projetivos e esferas.

An corresponde ao grupo das rotagoes generalizadas complexas SU(n +
1) - SU(1) é o grupo trivial com um tnico elemento. By corresponde ao grupo
das rotagoes, uma cobertura dos grupos SO(n). Correspondem as rotagdes num
espaco 2n+1-dimensional onde contém uma esfera 2n-dimensional. Por exemplo,
o grupo SO(2) é isomdrfo a S' que denota a multiplicagao de grupo dos niimeros
complexos de raio 1. Este isomorfismo mandam o ntimero complexo e = cosf +
1senf para matriz ortogonal

cost)  —senb

senf  cosb

Cn corresponde ao grupo simpléctico Sp(n) que s@o os grupos de trans-
formacgoes num espago quaternionico 2n-dimensional sobre R. Dy corresponde ao
grupo SO(2n), i.é., rotagoes no espago (2n)-dimensional que contém uma esfera
2n+1-dimensional, e sdo denotadas por Spin(2n). Contem o grupo de Lorentz

SO(n, 1) num espago 4-dimensional.
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Esses sao os exemplos de grupos classicos de matrizes admitindo repre-
sentacoes sobre R, C e H. Sao exemplos de Grupos de Lie, muito importantes

para as aplicagoes fisicas.

Definicao 3.18. (Representacao de um grupo) Uma Representa¢do de um
grupo G num espaco vetorial V € uma acao ¢ : G — 'V tal que todas trans-

formagaes lineares ¢(g) sao aplicagoes lineares de V.

A partir das propriedades das agoes temos que cada ¢(g) é inversivel
e que ¢ : G — GI(V) é um homomorfismo, e GL(V) denota o grupo das
transformacoes lineares inversiveis de V. Entao, V é chamado de espaco da
representacao. Essas representacoes sao acoes lineares de uma variedade.

Seja M uma variedade. Uma agao ¢ : M — M é chamada difeomor-
fismo. Chamamos de representacao ¢ : G — dif f(M) de um grupo, uma agao
linear da variedade ou uma representacao.

A nogao de representagao vem da idéia de descrever (representar) os gru-
pos de Lie como grupos de transformacoes lineares. A teoria das representacoes
estuda propriedades de grupos via suas transformagcoes lineares de espagos veto-
riais.

Além dos grupos cléssicos, podemos também relatar os grupos excepci-
onais: Go,Fy,Eg, E7 ¢ Eg. Todos eles sao relatados param os octonios. Eles
nao formam as séries infinitas devido a nao associatividade dos octonios que fin-
dam as séries. Octonios nao sao associativos, mas leis de multiplicacao associativa
podem ser definidas sobre conjuntos de elementos de octonios para criar grupos
de Lie.

Os grupos excepcionais podem ser construidos através das algebras de
automorfismos das dlgebras de Jordan Ji (i = 1,2, 4, 8) e as algebras de automor-
fismos das algebras de Hurwitz H? (j = 1,2,4,8) por meio de uma construgao
chamada Construcao Tits. Esta se deve a Jacques Tits que prove modelos de

algebras de Lie simples excepcionais usando algebras de composigao e as algebras
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de Jordan. Nessa construcgao, os grupos excepcionais surgem num quadrado cha-

mado quadrado mégico de Freudenthal como mostrado na tabela (3.1.5):

- | - J3 J3 Jyo |3
H'| o |S0(3) SU(3) Sp(3) | Fy
H?| o |SU3)|SUB)®SU®B) | SU6) | Eg
HY | SU2) | Sp(3) SU(6) SO(12) | B
HS| Gy | Fy Eg E; | Eg

Tabela 3.1.4- Quadrado magico

Na tabela (3.1.5) as linhas Ji correspondem aos grupos de automorfismos
das algebras de Jordan Ji, que estaremos tratando na préxima segao, enquanto
que as colunas H’ correspondem aos grupos de automorfismos das dlgebras de
Hurwitz H?. Os grupos de Lie excepcionais surgem na intersecgao (i7).

G 9 surge como o grupo de automorfismos dos octonios 14-dimensional,
ou seja, o grupo de operagoes sobre os octonios que preservam o produto oc-
tonionico. O grupo de automorfismos de JX é SO(n). O grupo de automorfismos
de JE ¢ SU(n). O grupo de automorfismos de J& é Sp(2n).

O grupo de automorfismos das dlgebras de Jordan excepcionais J2 é F 4.

E representado por matrizes hermitianas 3 x 3 dos octonios

aip Qa2 a3
ag1 A2z A23

ag1 asz as3

onde aii, o2, a33 € R e 12,13, 23 sao octonios conjugados de ag1, A31, A32. Um
plano projetivo octonionico foi construido em 1949 por Jordan, usando projecoes
no grupos de matrizes hermitianas. Mais tarde Borel notou que F'4 é o grupo de
isometrias do plano projetivo sobre os octonios, 52-dimensional. Eg é como Fy4,
expandido para os nimeros complexos. Eo grupo de isometrias, 78-dimensional,

de planos projetivos sobre as dlgebras: C ® O, os bioctonios. Ex é como Fy
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expandido para os quatérnios, o grupo de isometrias, 133-dimensional, de pla-
nos projetivos sobre as algebras: H ® O, os quateroctonios. E Eg é como F 4
expandido para os octonios, o grupo de isometrias de planos projetivos sobre as
algebras: O ® O, os octooctonios 248-dimensional. Os bioctonios, quateroctonios

e os octooctonios nao sao algebras de divisao.

3.2 Octonios e as algebras de Lie excepcionais

Um dos programas de Lie era o de classificar os grupos de Lie de transformacoes
agindo num determinado espago. Deve-se a Wilhelm Killing (1884) a idéia de
dividir esse problema em dois: o de classificar o objeto abstrato que corresponde
a algebra de Lie e logo apds analisar as acoes dos grupos correspondentes. Em
uma série de artigos ele classificou as algebras de Lie complexas e obteve as
quatro algebras de Lie Classicas e cinco excepcionais. Mais tarde Elie Cartan em
1894 deu a segunda contribuicao fundamental a teoria de algebras de Lie. Ele
corrigiu e completou o trabalho de Killing e provou a existéncia das algebras de
Lie simples complexas excepcionais. A cada grupo de Lie existe uma algebra de
Lie associada. Considerando aplicacoes em areas da Matematica e da Fisica, uma
importante classe de algebras sao as dlgebras de Lie e Jordan.

Em 1931, Pascual Jordan analisou que observaveis na mecanica quantica
sao descritos por matrizes complexas hermitianas n x n formando uma algebra
nao associativa. Tentando entender melhor esse fato, inventou a definicao de que

hoje chamamos de 4lgebras de Jordan [2].

Definicao 3.19. (Algebra de Jordan) Uma dlgebra de Jordan é uma dlgebra
nao associativa sobre R, onde o produto x -y de dois elementos da dlgebra satisfaz
as leis:

roy=y-x, (2®-y)-x=2"(y-2) (3.12)

Introduzimos nessa dlgebra o produto de Jordan (ou anti-comutador) dado por
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1
Ty = §(xy + yx) (3.13)

Substituindo o produto associativo zy por x -y obtemos a dlgebra de Jordan A™.
A classificagao das algebras simples de Jordan finitas dimensionais foram

dadas em 1934 por Jordan, von Neumann e Wigner. Seus resultados encontrados

descrevem dois caminhos para obter essas algebras:

I)Podem ser obtidas de alguma &lgebra associativa. De modo que resultam em

algebras chamadas &dlgebras de Jordan especiais. Ha quatro tipos de &algebras

especiais.

i) J(Q)=RaV,
i) hy,(R),
i) h,(C),

iV) hn(H)v
onde (i) vem de uma forma quadratica Q(z,y) =x -y V z,y € V. O significado

de J(Q) pode ser entendido mais facilmente em termos de uma algebra de Jordan
em = (l,e1...€,),onde i =1,2,... n..

Cada elemento de uma algebra de Jordan pode ser escrito como um combinacao

linear dessa base. Os outros trés tipos (ii), (ii7), (iv) sdo descritas como matrizes

hermitianas n x n JZ', onde A sdo representacoes sobre R, C, e H. Essas dlgebras

sao caracterizadas pelo produto de Jordan z-y = %(xy—i—yw) como anticomutador.

IT) A dlgebra de Jordan é uma dlgebra 27-dimensional e pode ser construida como

segue. Seja
a, T Yy
X = T as 2 , (3.14)
y z as

onde ay,ay e az sao nimeros reais ou complexos e x,y, z sao octonios e T, ¥, 2

sao octonios conjugados. Definindo o produto de Jordan X - Y = %(X Y +YX)
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em (3.14) e o produto XY ¢é ndo associativo ja que octonios sdo nao associativos.
Este define uma a édlgebra de Jordan h3(Q) excepcional 27-dimensional.

Algebras de Jordan estao associadas a espacos projetivos, o plano proje-
tivo octonionico. Sao aplicadas em andlise, geometria, além de serem utilizadas
para construgao dos grupos excepcionais.

Outro exemplo de &dlgebra nao associativa sao as algebras de Lie. Os
grupos de Lie sao de natureza geométrica enquanto que as algebras de Lie, ou
grupos infinitesimais como relatados por Lie, sao objetos algébricos. Uma élgebra
de Lie é um espago vetorial linear que pode ser pode ser estudado usando as

principais ferramentas de um espago vetorial.

Definicao 3.20. (Algebra de Lie) Uma dlgebra de Lie consiste de um espago

vetorial g munido de um produto (colchete ou comutador)

[,]:9xg—4g
com as sequintes propriedades:
1. € bilinear,
2. € anti-simétrico, isto €, [ X, X| = 0 para todo X € g (o que implica [X,Y]=
- [Y,X] para todo X,Y € g ),
3. satisfaz a identidade de Jacobi, isto €, para todo X,Y,Z € g,

(X, [V, 2]+ [Z,[X, Y]] + [\, [Z, X]] = 0.

A anti-simetria e a identidade de Jacobi sao caracteristicas das dlgebras de Lie. O
colchete de Lie ou “bracket de Lie” nao é, em geral, associativo, pois em qualquer
circunstancia [[X, X],Y] = 0 e no entanto [X, [X, Y]] nem sempre se anula.

Existe um grande ntimero de exemplos interessantes de algebras de Lie,
desde o ponto de vista da teoria em si como das aplicagoes desta teoria aos grupos
de Lie. A nocao de representacao das algebras de Lie vem da idéia de representar
essas algebras como algebras de transformacoes lineares. Antes de ver alguns

exemplos de algebras de Lie, é conveniente introduzir o conceito de subalgebra

de Lie.
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Definigao 3.21. (Subdlgebra de Lie) Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra
de g é um subespago vetorial h de g que € fechado pelo colchete, isto é, [X,Y] € h
se X, Y € h. Evidentemente, uma subdlgebra de Lie é uma dlgebra de Lie com a

estrutura de g.

Exemplo 3.2.1. gl(n,K) : O espago de todas transformagoes lineares de um
espaco vetorial de dimensao n sobre um corpo K que € o mesmo que o espaco das

matrizes n X n com coeficientes em K O colchete é dado por
(X,)Y]=XY -YX

com X e Y matrizes.

Exemplo 3.2.2. Algebms de Lie provenientes de dlgebras associativas: Seja A

uma dlgebra associativa e nesta dlgebra defina o colchete comutador
[v,y] =2y —yz x,y € A.

Este colchete define em A uma estrutura de dlgebra de Lie.

Exemplo 3.2.3. Subdlgebras de gl(n,R) :

(a) so(n,K)={X € gl(n,K) : X + X' = 0} onde indica a matriz transposta.
O espaco das matrizes simétricas
(X € giin,K): X = X'

(b) sl(n,K)={X € gl(n,K) : trX = 0}. Como no caso de gl(n), muitas vezes
denotard estas dlgebras apenas por sl(n).
(c) sp(n,K) = {X € gl(2n,K) : XJ + JX' = 0} onde J é escrito em blocos

n xXmn como

J:

com 0 representando a matriz nula e 1 a matriz identidade n X n. Para

ver que este subespaco € de fato uma subdlgebra, observe em primeiro lugar
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que J* = —1 e, portanto, X € sp(n,K) se e s6 se X' = JXJ. Se X,Y €
sp(n,K), entdo
X, Y] = (XY -YX) = —-X'Y'4+Y'X!
= —JXJYJ+JYJXJ
= JXY-YX)J
= JX,Y]J,
isto ¢, [X,Y] € sp(n,K).
(d) u(n) = {X € gl(n,C) : X + X' = 0} onde X é a matriz obtida de X por
conjugagao de suas entradas. w(n) é uma dlgebra de Lie sobre o corpo dos
reais. E denominada de dlgebra unitdria por ser a dlgebra de Lie do grupo

de matrizes unitdarias.

(e) su(n) ={X €u(n):trX =0}.
Definicao 3.22. (Ideal) Um subespago g é um ideal se
VW ehXeg [X,Y]€Eh,
1sto €,
[g.h] ={[X,Y]: X €gY € h} Ch.

Defini¢ao 3.23. (Ideal de Lie) Podemos dizer que h é um ideal de g se para
x,y € g, entao € vdlido [x,y] € h.

Vamos citar duas categorias para algebras de Lie:

Definicio 3.24. (Algebras simples) Uma dlgebra de Lie g € uma dlgebra de
Lie simples se [g,g] # 0 e se ndo tem outros ideais além de zero. Ou seja, nao

apresenta outros ideais além dos triviais.

Definicao 3.25. (Algeb’ras semi-simples) Uma dlgebra de Lie g € uma dlgebra
de Lie semi-simples se é a soma direta de dlgebras de Lie simples, ou seja
g=®@._,9. A soma direta @ implica que [g;,g;] =0 Vi # j e cada g; ¢

simples.
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A classificacao das algebras de Lie fornece a classificacao dos espagcos
de simetrias. As algebras de Lie sao classificadas em duas grandes divisoes: as
algebras de Lie classicas e as algebras de Lie excepcionais. As algebras de Lie
classicas sao an, by, cp e dp e correspondem aos grupos de Lie cldssicos como
foram mencionados anteriormente, enquanto que as algebras correspondem aos
grupos de Lie excepcionais sao: g9, f4, eg. e7 ¢ eg. A construcao das dlgebras
excepcionais apresentadas sao devidas a H.Freudenthal. Uma forma alternativa é
apresentar as algebras excepcionais como algebras de derivacoes de certas dlgebras
nao associativas.

A construcao Tits relatada para construcao dos grupos de Lie excepcio-
nais demonstra essa forma de obter essas dlgebras.

Sejam H’ (j = 1,2,4,8) as dlgebras de Hurwitz e J: (i = 1,2,4,8) as
quatro algebras de Jordan construidas das élgebras de Hurwitz. Temos que dada

algebra de Lie é determinada da segunda forma:
g, = AutJi + Ji¥ @ HIO 1 AutH (3.15)

onde Jg(o) é uma matriz hermitiana 3 x 3 com trago nulo e H(¥) ¢ a parte ima-
gindria pura do numero de Hurwitz H7.

Em 1914, Elie Cartan descobriu g2, a dlgebra de derivagao dos octonios. f 4
é a algebra das derivacoes de uma algebra de Jordan de dimensao 27, a algebra
de Jordan excepcionais J§, que pode ser realizada como uma subalgebra de ma-
trizes sobre os octonios. Assim consideramos as outras trés algebras excepcionais
relativas eg, e7, e eg. Um exemplo seguinte podemos demonstrar a construcao

(3.15) para a algebra excepcional 9ij

Exemplo 3.2.4. Seja g;; uma dlgebra de Lie com i =2 e j = 8. Entio temos

g = AutJ?+ J2O @ HO 1 AutH®

= SU@B)+ J;” @ HYO 4 g* = ¢

e a dimensao correspondente
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d(gss) = [d(SU(3)) + [d(J3) — 1[d(H®) —1] =1+ d(Gy)
= 8+ [9—1][8—1]+ 14 =78,

A algebra correspondente a esta construcao é eg. Da mesma forma obtemos as
outras algebras de Lie excepcionais. As dimensoes relativas a essas algebras de
Lie excepcionais correspondem as dimensoes dos grupos de Lie excepcionais.

A essas algebras podemos associar sistemas de raizes. Essas raizes forne-
cem informacoes sobre a estrutura da algebra. Toda estrutura da algebra é dada
pelos colchetes entre os espacos associados as raizes de uma representacao.

Um sistema de raizes é uma configuracao de um espago vetorial euclidiano
satisfazendo certas propriedades. Vamos analisar uma definicao mais formal a

respeito desses sistemas.

Definicao 3.26. (Sistemas de raizes) Seja V um espago vetorial euclidiano
de dimensdo finita, com produto interno (.,.). Um sistema de raizes em V € um
conjunto finito H de vetores ou raizes a nao-nulas as quais satisfazem as sequintes

propriedades:

1. As raizes geram V.

2. Os unicos multiplos escalares de uma raiz o, os quais pertencem a H sao «
e —q.

3. Para cada raiz o € H, o conjunto H € fechado sob reflexao, ou seja, uma
transformacao linear inversivel através de um hiperplano perpendicular a c.

Isto € para duas raizes quaisquer o e 3.

Essas raizes sao determinadas pelos valores que assume a forma Cartan-
Killing nas raizes. A forma de Cartan-Killing restrita ao subespago gerado pelas
raizes é um produto interno. Dessa forma toda estrutura de uma algebra é defi-
nida pelas relagoes entre um niimero finito de raizes, sendo possivel, a partir dele,

obter uma classificacao das algebras.

62



Octonios relacionados a estruturas excepcionais

Considere duas raizes a e # numa édlgebra g. Uma seqiiéncia de elementos

do subespaco gerado é dada por

LB 20,80 —a,8,0+a,0+ 2a,...
denominada de a—seqiiéncia iniciada em (.

Para obter o colchete em g entre dois elementos dessa algebra, deseja-se saber
quais elementos dessa seqiiéncia sao raizes. E usado entao a férmula de Cartan-

Killing para para determinar esses elementos.

Esses elementos sao as raizes e formam um intervalo contendo [, isto é, existem

inteiros p,q > 0 tal que
ﬂ_paa"'aﬁ_avﬁaﬁ_{_a)ﬁ_‘_qa

sao raizes da forma ( + ka com k inteiro . Além do mais vale a formula

208,
e (3.16)

denominada formula de Killing. A respeito dessa férmula podemos afirmar que:
1. Na féormula o e § sao simétricos. Para F—sequéncia iniciada em «, sao
outros valores de p e ¢ que definem o intervalo das raizes.
2. A expressao que aparece no segundo membro é um inteiro.

3. O inteiro
2(0, a)

(@, a)

¢ denominado nimero de Killing associado as raizes « e [3.

A férmula Cartan-Killing foi introduzida por Elie Cartan em sua tese
(1894) como uma ferramenta fundamental para colocar em bases sélidas as idéias

de Killing sobre a classificacao das dlgebras simples complexas.

Proposicao 3.1. Os unicos multiplos de uma raiz o que sdo raizes sao +a.

Demonstracgao: Suponha 3 = ca com ¢ # 0 e 3, « raizes. Entao,

2(8,a) 28, ) _ 2

2 — L =

(o) (6,8) ¢
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Sejam n = 2c e M = 2/c. Entao, m, n sao inteiros e mn = 4. Isso s6 é possivel se
n = =+1,4+2 ou 4, isto é, c = i%, +1 ou 2 e, portanto, ¢ = +1, pois como ja foi

mostrado, os tnicos multiplos inteiros de uma raiz sao ela mesma e sua oposta.

Seja > o conjunto de todas raizes simples. Toda raiz positiva é uma combinagao
linear de ) com os coeficientes inteiros positivos, ou seja, ¢ uma soma dos ele-

mentos de > . Seja

Z:{al,...,an}

o sistema simples. Seja 3 = nja; + ... + nyy uma raiz positiva onde n; sao
coeficientes inteiros. A altura de (3 é o inteiro positivo ni +...+n;. Por exemplo:
1) As raizes positivas de altura 1 sao exatamente as raizes simples.
2) As raizes positivas de altura 2 sao da forma «a; + a; com @ # j.

3) As raizes positivas de altura 3 sao da forma «; + o + o com @ # j # k.

Os numeros de Killing associados aos elementos de um sistema determinam todas
as raizes do subespaco gerado por estas matrizes e, portanto, a estrutura da

algebra. Os nimeros associados as raizes sao colocados em forma da matriz [ x [

- (2o a1

(i, o)

CcOomo

Esta matriz recebe o nome de Matriz de Cartan dos sistema de raizes.
Os elementos diagonais dessa matriz sao todos iguais a 2 e aos elementos de fora

da diagonal sao inteiros negativos.

Proposicao 3.2. Sejam « e ( raizes.

1. Se 0 denota o angulo entre o e (3 entao,

cosf) = O,il,i?,i

+—.

V2 o1
2779
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2. Os possiveis valores para os numeros de Killing sdo

2(8, o)

(@, q)

=0,+1, 42, +3.

isto €, 0 = kw/6 ou km/4.

Demonstragao:

1. Como

(o, ) (8, B)
sao inteiros,
__48,a)’
o = T a)B. B)

é inteiro. Portanto,
4cos*0 =0,1,2,3,4
e dai que cosf é como no enunciado.

2. Pelo item anterior,
2(6, o) 208, a)
{a,a) (8,0)

¢ um dos inteiros 0,1,2,3,4 e cada um dos fatores é um inteiro positivo.

Além do mais, se um deles se anula, entdo («, ) = 0 e portanto, o outro
também se anula. Dai que cada um dos fatores do produto acima pode
assumir apenas os valores 0, £1, +2, 43, +4 sendo que 44 nao ocorre. De

fato, se por exemplo

2
o) _ 4y
~ a, o
entao
48, a)?
4c0s’0 = ! — 4
(a, a)(B, B)
e cosf = +£1, isto é, § é multiplo de a. Dai que = ta e
2
W) 4y
(@, a)

o que é uma contradicao.
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Esta proposicao mostra que os elementos de fora da diagonal da matriz
de Cartan assumem apenas os valores 0, —1, —2 ou —3. Ela mostra também que
se 0 ¢ o angulo entre duas raizes a; e «;, entre § = 0° (se as raizes coincidem) ou
0 = 90°, 120°, 135° ou 150°, se as raizes sao diferentes. Se uma entrada da matriz
de Cartan (3.17) ¢;; é -2 ou -3, ent@o ¢;; é -1. Da mesma forma, se ¢;; = 0, o

eSO OCOITe COm Cjj.
: 2 =3 :
Exemplo 3.2.5. A matriz ¢ uma matriz de Cartan da dlgebra de
-1 2

Lie excepcional g g.

As raizes de altura h sdo dadas por

(a) as raizes simples sao oy € s.

(b) a1+ as € a unica raiz de altura 2.

(c) a1+ 2as € a unica raiz de altura 3.

(d) a1 + 3as € a unica raiz de altura 4.

(e) 20+ 3y € a unica raiz de altura 5. Ndo existem raizes de altura seis. Com
1850 ficam determinadas todas as raizes positivas. Portanto o niumero total

de raizes é 12.

Graficamente sdo:

2(}%1 -+ 3(,\:2

(a5 vy + ey oy + 20 vy + 3earg

&5}

Figura 3.6: A figura mostra as raizes dispostas entre si formando um angulo de 30°.

As informagoes a respeito da Matriz de Cartan sao dadas por diagramas

chamados Diagramas Dynkin.
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Defini¢ao 3.27. (Diagrama Dynkin) Um diagrama Dynkin é um diagrama

construido para o espaco de raizes que satisfaz as sequintes regras

1. Representa cada raiz o por um ponto -;

2. Conecta duas raizes o; e oy por uma linha;

Esses diagramas foram construidos a partir de sistemas simples de raizes
que sao bases de espacos vetoriais racionais Q' com produto interno. A maneira
como se associa um diagrama a uma base depende da estrutura geométrica da
base, isto é, dos comprimentos e dos angulos entre seus elementos. Assim en-
contrar todos diagramas significa encontrar todas as bases de Q'. Os elementos
formam entre si angulos de 90°, 120°, 135° ou 150°.

O diagrama contém [ pontos (vértices) representando cada uma das
raizes. Os vértices ligam ou nao as rafzes, o; e o , por um, dois ou trés seg-
mentos (arestas) de acordo com as seguintes instrugoes:

1. Se i) _ 2{ciag)

D) (ojod)

= 0 nao existe ligacao

O O
& &;
2. Se 252‘?5? = 255?(%) = —1, a; e o sd@o ligadas por um segmento:
i j
o—-o0

3. Se 255?;? ou 255_’2‘3 é -2 ou -3 entao os vértices sao ligados por dois ou trés
i o]

segmentos:

e

A idéia do diagram de Dynkin é poder utiliza-lo para obter a matriz
de Cartan. O numero de ligagoes entre duas raizes no diagrama Dynkin tem a

seguinte interpretacao geométrica, de acordo com o angulo 6 entre o; e o;:
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O O g =002 C——C sg=1200
a!. aj a!. a_’}
O——=0 so-135 C=—= ¢=1350°
iy iy 0y Oy

Quando a ligagao é feita por dois ou trés segmentos, nao fica claro qual
dos elementos da matriz de Cartan é -2 ou -3. Para distinguir convém orientar
os segmentos por um seta na diregao de ;. Cada dlgebra de Lie tem seu sistema
de raizes relacionadas a sua matriz de Cartan e esta, por sua vez, a seu diagrama

Dynkin. Vamos dar exemplo da 4lgebra de Lie excepcional g,:

Exemplo 3.2.6. A matriz de g, é

que define o diagrama

¥y %Q{g

Convém considerar go como um subespago de R3. Este subespaco € or-

togonal a um vetor R = e, + ey + e3 € R?

—e; — ez + Zeg

[
E &3+ €3 = 2e;
: —e; + €3
~g2 + 83
e;+e3—223“_~ \ \ /
\\ L -g3 + ey
e;—eg/ B

:;;iTZQz -3
ey —es

€1 ™ €3

Qe;—-e3—e3

¢y + g~ 2e3

Figura 3.7: O espaco de raizes de g9 pode ser considerado no hiperplano ortogonal ao

vetor R como mostra a figura da direita.
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As matrizes de Cartan e seus respectivos diagramas Dynkin para as ou-

tras quatro algebras de Lie excepcionais:

- Para a élgebra f,, a matriz de Cartan é dada por

2 -1 0 O
-1 2 -1 0
0o -2 2 -1
0o 0 -1 2

e o diagram Dynkin é
1 Oy :;’053 g

- Em eg, matriz de Cartan é dada por

2 -1 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0 O
0o -1 2 1 0 0 O
o 0 -1 2 -1 0 -1
o o0 o0 -1 2 -1 0
o o o 0 -1 2 -1
o 0 o0 -1 0 0 2

e o diagram Dynkin é

3 (0.3 f¥3 (271 (849
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- Em ey
2 -1 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 -1

o O o o O

e o diagram Dynkin é

RO

- Em ey
2 -1 0 0 0 O 0 O
-1 2 -1 0 0 0 0 O
o -1 2 -1 0 0 0 O
o 0 -1 2 -1 0 0 0
o 0o o0 -1 2 -1 0 -1
o 0o o 0 -1 2 -1 0
o 0 o o0 0 -1 2 0
o o o 0 -1 0 0 2
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e o diagram Dynkin é

Portanto, a lista completa de todos os sistemas de raizes de g9, f4, eg,

e e eg ¢ dada pela tabela abaixo:

espagos de raizes sistema de raizes nimero de raizes | grau | dimensao
g9 e, —e; (1<i#j#k<3) 6 2 14
+(e; + e — 2ey) 6
fa te;,te; (1<i#j<A4) 24
+2¢; 8 4 52
te; tegtestey 16
€6 te;te; (1<i#j<5) 40
e te ... te) 2 32 6 78
e7 t+e; £e; (1<1+#j<6) 60
+v/2e7 2 7 133
Hterter£...£eg) £ L2 64
eg te, e, (1<i#j<8) 112
HEterter ... Ees) 128 8 248

Os nimeros subscritos referem-se ao nimero de vértices nos diagramas.

Os nomes G, Fy, Fg, E7, E5 sao nomes de sistemas de raizes. O nimero de vetores

em R" esta relacionado ao grau correspondente a cada dlgebra. Os sistemas de

raizes de cada algebra excepcional é que determinam as possiveis raizes através da

matriz de Cartan (3.17) e estas s@o representadas através dos diagramas Dynkin

(3.27), determinando assim toda a estrutura de cada algebra.
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3.3. CONCLUSAO

3.3 Conclusao

Houve um crescimento no final do século passado, direcionados a aplicacoes de
grupos excepcionais. Essas estruturas sao analisadas com suas propriedades
algébricas e sua representacao geométrica. KEssas estruturas surgem como gru-
pos de matrizes com elementos de R, C,H e ©. Os grupos de Lie sao conectados
para geometria em particular a geometria projetiva de espacos Riemannianos.
As simetrias desempenham um papel importante na fisica e, conseqiien-
temente, na formulacao de suas leis. A teoria dos grupos é a estrutura ma-
tematica que estuda as simetrias, e os grupos estao intimamente relacionados
com as algebras. Assim, os grupos de Lie surgem naturalmente como grupos de
simetrias de espagos projetivos sobre R, C, H e Q. Mais precisamente como grupos
de isometrias: transformacoes que preservam a métrica Riemanniana especifica.
Na formulacao de Jordan da Mecanica Quantica, observaveis e matrizes
que representam um sistema fisico sao elementos de uma algebra de Jordan. Se
a algebra de Jordan é especial, entao a formulagao de Jordan é equivalente a
formulagao de Dirac da Mecanica Quantica em termos de comutadores. Isto em
1978 foi obtido por Ginaydin, Piron e Ruegg [26] que mostraram que é possivel
reformular a Mecanica Quantica referindo-se as algebras de Jordan excepcionais,

chamada Mecanica Quantica octonionica.
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Capitulo 4

Extensao do teorema de Moivre
para octonios e operadores de

Fueter

Neste capitulo temos por objetivo propor uma analise de resultados obtidos re-
centemente por (Borges e Machado [22], [23], [24] e [25]) sobre a analogia da
relacao classica de Moivre em conexao com operadores da teoria de Fueter fa-
zendo uma expansao para teoria octonionica. Na primeira parte faremos uso
de alguns conceitos basicos para demonstrar os resultados dessa expansao. Na
segunda parte definimos as funcoes regulares octonionicas. Buscamos ai tracar
paralelos aos resultados apresentados nas referéncias Borges e Machado [17], [18],
Calixto[19] e Godoy Junior [20] para quatérnios, a uma expansao octonionica.
Estabelecemos assim na terceira parte uma conexao entre a funcao exponencial

octonionica transcendental e os operadores “Tipo de Fueter”.
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4.1. RELACAO DE MOIVRE GENERALIZADA PARA OCTONICOS

4.1 Relacao de Moivre generalizada para octonicos

4.1.1 Conceitos basicos

Definigao 4.1. (Séries infinitas) Uma série infinita € uma soma formal com

infinitos termos a, € C, e denotamos por " a,.

Um exemplo de séries infinitas é a série de Maclaurin ou série de Taylor

relativa a x = 0.

Definigao 4.2. (Séries de Taylor) Dada uma funcao f: I — R definida no
intervalo I e n vezes derivdvel no ponto a € I. O polinomio de Taylor de ordem

n de uma f no ponto a € dado por

f”2—<!a>h2+...+ fnn—(!a)h” (4.1)

f(h) = f(a) + f'(a)h +

Consideremos h = x — a com a idéia de se aprorimar uma fun¢ao por polindomios

nas vizinhancas de um ponto x = a. Entao temos a série de Taylor como

(x—a)?+...+ fl(!a) (z—a). (4.2)

fle—a)=f(a) + f'(a)(x —a) +
Definigao 4.3. (Séries de Maclaurin) Dada uma funcdo f : I — R definida
no intervalo I e n vezes derivavel no ponto a € I. Aproximando a funcao f

numa vizinhan¢a x = 0, como definido em (4.2), temos o polindmio, ou série, de

Maclaurin dado por

£(0) = f(0) + f'(0)z + %(!O)ﬁ +...+ fnT('O)x” (4.3)

Definigao 4.4. (Expansao em série da funcdo seno) Usando f(x) = senx,

a série de Taylor (4.1) em torno do ponto x =0 € dada por

T T n(l.)2n+1

representando a funcao seno expandida em série.
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Defini¢ao 4.5. (Expansdo em série da fungdo cosseno) Usando f(x) =

cosx, a série de Taylor (4.1) em torno do ponto x =0 € dada por

2

x o0
cosx—l—g—l———. ZO

2n

(4.5)

representando a func¢ao cosseno expandida em série.

Definigao 4.6. (Fun¢ao de uma varidvel complexa) Tomemos X sendo um
subconjunto dos nimeros compleros C. Uma func¢ao complexa f :— C é uma
aplicagdo que faz corresponder a cada z € X um nimeros complexo w = f(z). O
conjunto X no qual f esta definida, recebe 0o nome de dominio de defini¢do de f e
o congunto dos w = f(z) correspondentes a todos os z € X € chamado de imagem
de X pela funcao f.

w= f(z) =u+iv, (4.6)

em que u = u(z) e v =v(z) sdo denominadas de parte real e parte imagindria de

f. Logo w é uma funcao de uma variavel compleza.

Definigao 4.7. (Séries de fungbées complexas) Um série de fungoes € sim-

plesmente uma série

an = fi(2) + fal2) +

cujos termos f, sao fungoes de uma varidvel complera z, todas com um dominio

comum de defini¢cdo.

Definigao 4.8. (Séries de poténcias) Uma série de poténcias € uma série da

forma

ap+ a1+ axx? + ... = Z a,x". (4.7)

Defini¢ao 4.9. (Func¢ao exponencial) Uma fungao exponencial e é definida

como
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Extensao do teorema de Moivre para octonios operadores de Fueter

. r? "
exp(x) =e ::l—i-x—l—g—i-g—l—...—i-g—l—...,xe]& (4.8)

uma soma infinita (série infinita) cujo dominio de convergéncia sdo todos os

reqis.

Definigao 4.10. (Func¢ao exponencial complexa) Definimos uma funcgdo ex-

ponencial complexa €* como

2 23 P

P z
exp(z) =e ::1+z+a+§+...+a+...,zec. (4.9)

Definicao 4.11. (Férmula de Euler) Seja z € C dada por (z = x + yi).

Definimos a relacao

" = (cosh + isenf), (4.10)

como a Formula de Euler para a exponencial complexa e* (4.10).

Lema 4.1. (De Moivre, 1667-1754) Seja z = |z|(cosl + isend) um nimero

complexo. Entao

2" = |z|"(cos n@ +isen nh), Vn € Z,n > 0. (4.11)

Demonstragao: A demonstragao ¢ feita pelo uso da indugao matematica. Subs-

tituimos valores para n em (4.11):

i) Para n = 0 obtemos 2° = |2|%(cos00 + isen06) = 1.
ii) Paran = k — 1 obtemos zF71 = |z|*"(cos(k — 1)0 + isen(k — 1)0).

iii) Para n = k obtemos
K=z = 12 (cos(k — 1)0 + isen(k — 1)0)][|z|(cosf + isend)
= |2|" Y z|[cos((k — 1)8 + 0) + isen)(k — 1)0 + 0)]
= |2|*[(cosk® + isenk0).
Entao a equagao (4.11) é conhecida como Férmula de Moivre.
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Observagao 4.1.1. Uma generaliza¢ao da formula de Fuler € dada pela formula

de Moivre.
Proposicao 4.1. Seja g = e = (cosd + isenf). Entdo
q" = " = (cosh + isen®)" = cosnb + isennd Yn € Z,n > 0. (4.12)

Prova: Provamos por indugao sobre o nimero n, utilizando (4.12):
i) Para n = 0 obtemos ¢° = ¢’ = 1 = (cosf0 + isend0).

ii) Para n =k — 1 obtemos
¢" 1 = cos(k — 1) + isen(k — 1)6.

iii) Para n = k obtemos
¢" = ¢*1q = (cos(k — 1)0 +isen(k — 1)0)(cosd + isenf)

Aplicando a lei distributiva e usando as relagoes trigonométricas conveni-

entes, obtemos

" =q¢""'q¢ = (cos(k—1+1)0+isen(k —1+1)0)

= coskf + isenkt = ¢,

Obtemos assim uma generalizacao da férmula de Euler através da formula de
Moivre, ou seja, (4.12) pode ser considerada como a rela¢ao de Moivre generali-

zada.

Proposicao 4.2. (Equagées de Cauchy-Riemann) Suponha uma funcao f(z) =

u(z,y) +w(x,y), onde z = x + 1y, diferencidvel em zy. Entao

_Qu v _Ov_Ou (4.13)

M) = e = oy oy

tal que u, v satisfazem o sistema de equacoes diferenciais parciais de 1* ordem

ou  Ov ou ov
u_r., M_ XA 414
or Oy Oy o (4.14)
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As equagoes (4.14) sao conhecidas como equagoes Cauchy-Riemann.

Prova: Para z = x + iy, temos

f/(Zo) — lim f(Z) — f(ZO)
z—20 2 — 2
— Im u(z, yo) — u(wo, Yo) i Z.U(Jfoayo) — v(Zo, Yo)
T—T0 T — X Tr — 2y
u(zo, yo) | .Ov(wo, Yo)
= 4.15
ox t ox ( )
Por outro lado, suponhamos que z = xy + iy. Entao teremos também
Z—Z0 Z— 20
— lim w(zoy) — u(o,y0) | .v(z0,y) — v(Zo,Yo)
y—vo i(y — yo) i(y — yo)
_ lau(ﬂcmyo) +Z.6U($ano>
i oy dy
_ du(wo, yo) _ iau(l‘o,yo)' (4.16)
dy Ay

As equagbes de Cauchy-Riemann seguem da unicidade de f’(zp), ou seja,

igualando (4.15) com (4.16), obtemos

ou Ov ou ov
= = 4.1
or 0Oy ‘ dy ox (4.17)

Estas sao um par de equagoes determinado pelas derivadas parciais de parte real

e complexa de uma funcao f de uma variavel complexa, e sao chamadas Equagoes

de Cauchy-Riemann.

Teorema 4.1. (Teorema integral de Cauchy) Seja f uma fungdo analitica
em um dominio simplesmente conexo. Entao, por todo caminho fechado C nesse

dominio cumprem-se

Jo f(z)dz = 0.
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De um modo equivalente podemos enunciar o teorema (4.1) como:

Teorema 4.2. Seja f uma funcdao analitica em um dominio simplesmente conexo.
Entao a integral de f ao longo de um contorno ligando zy a z so depende destes

pontos e nao do contorno de integracao.

Definigao 4.12. (Transformacgdo conforme) Um mapeamento ou transformagao
conforme € uma funcao f : X — C para zy em X se, e somente se, este mapea-

mento preserva a magnitude dos angulos e a direcao dos angulos para 2.

Observacao 4.1.2. Uma func¢ao complexa € analitica se ela satisfaz as condicoes
de Cauchy-Riemann. Podemos dizer também que uma funcao complexa € analitica
se ela € conforme, ou seja, se ela € uma transformacao de um plano em outro e

preserva 0s angulos.

4.1.2 Definicao da funcao exponencial octoniénica

Como vimos na segao anterior, pudemos verificar a relagao de Moivre (4.11) como
uma extensao da relagdo de Euler (4.10) dada por (4.12). Faremos agora uma
generalizagao desta para os octonios.

Para isto, consideremos dois octonios p e ¢

p = p1+pai+ p3j+ psk + psl + peli + prlj + pslk,

Definimos o produto de dois octonios como

p-q = p1q1+ p1gei+ pigsj + prgak + pigsl + pigeli + p1grlj + prgslk

+  paqil — p2q2 + pagsk — paqa) — pagsli + pagel — p2grlk + pagsl)
+  p3q1) — p3q2k — p3gs + p3qal — p3gslj + p3gelk + pagrl — pagsli
4

PaqiK + paqoj — paqsi — paqs — pagslk — pagelj + pagrli + pagsl
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+ psqil + psqeli + p5qslj + psqulk — psgs — Psgel — Psgr) — psgsk
+ peqili — peqol — pegslk + peqalj + pPegsi — Peds — Pedrk + Pegs]
+ prqilj + prapelk — prgsl — prquli + prgsj + prask — prgr — prgsi
+

psqilk — psqelj + psqsli—psqal + psgsk — psqej + psqri — psgs (4.19)

Analisemos agora as seguintes defini¢oes:

Definigao 4.13. (Produto escalar) Seja uma base ortonormal positiva (3, 3, k) €
R3. Sendo dois vetores (p'= 1, y1,21) € (= T2, ys, 22) relativos a esta base, tem-

se o produto vetorial entre p e ¢ € dado por
P-4 =T1T2 + Y1y2 + 2122

Podemos ainda reescrever a defini¢ao (1.9) como

Definigao 4.14. (Produto vetorial) Seja uma base ortonormal positiva (2, 3, k) €

R3. Podemos escrever um vetor p € R3 em relagdo a suas componentes como

p=i(pz) +j(py) + k(pz) (4.20)

Se tomarmos outro vetor ¢ € R3, entdo, considerando os possiveis produtos ve-
toriais entre os elementos desta base com demonstrado no capitulo 1, o produto

vetorial p x ¢ é dado por
ﬁX J: i(pyq,z - pz‘]y) +j(pzqyc - szz) + k<pry - py%:) (4'21)

O resultado (4.21) é definido como produto vetorial em R3.
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Escreveremos a parte vetorial de (4.18) como

P = poi+ psj+ pak + psl+ peli + prlj + pslk

= q2i + CI3j + C]4k + C]51 + q6li + Q7lj + qglk. (422)

y

Uma andlise das definigdes do produto escalar (4.13) e produto vetorial
(4.14) nos permite escrever o produto vetorial j X ¢ em um espago euclidiano

8-dimensional como

PXq = (p3qs — DPaqs + Peqs — P56 + Psqr — P7qs)i

Paga — P2qa + Peqs — PsGs + D7qs — P5q7)]

D2q3 — P3G + PrGs — Peqr + Psqs — Psqs)k

( )

( )

( )
= (pags — P6q2 + P3qr — P7G3 + Pags — Psqa)l

(Paq7 — Prqa + Ps5G2 — P2Gs + psgs — pags)li

(P2gs — Psq2 + P5q3 — P3Gs + PeGa — Page)lj

(P3d6 — P63 + Psda — Pags + Prg2 — paqr)lk (4.23)

e o respectivo produto escalar como
P+ @ = P2g2 + P3¢s + Pada + P55 + Peds + P17 + Pss.- (4.24)

Logo podemos reescrever (4.19) como

pqg = P +pi(@e+a+a+a¢+9+aq+gs)

+ qi(pe+ps+pa+ps+ps+pr+ps)+(—p- Q) +DPXq

ou ainda
p-a=pq +pi(Q) + @) —p-7+P X7 (4.25)
Consideremos um nimero octonio o = uy + usi + usj + usk + usl + ugli +
urlj+uglk. Fazendo um generalizagao da funcao exponencial complexa, podemos
reescrever (4.9) como

2 03 T

o._ oo o
exp(o) =e .—1+0+2!+3!—|—...+x!+... (4.26)
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que chamamos de fungao exponencial octonionica.

Para obter essa funcao, faremos o calculo de cada termo da série (4.26).
Consideramos a parte vetorial do niimero o como 0 = wusi + usj + usk + usl +
ugli 4+ u7lj + uglk, entao podemos reescrever este nimero como o = uq + 4. Assim

os os termos de (4.26) podem ser calculados através da expansao binomial.

Defini¢ao 4.15. (Exzpansao binomial) Definimos uma expansao binomial de

uma soma de a e b € R como

(n—1) n(n—l)(n—Q)...2.1b3

n
B = " n—lb n—2b2
(ab)" =" na" b4 = e s T T
onde
n)y nan-1)n-2)...n—r)  nl (4.27)
.- ri(n —r)! Corl(n—r)! '
Temos entao a sequinte formula para expansao
- n
(a+b)" =Y a" Ty’ (4.28)

r=0 T

Em (4.28), substituiremos (u; + %) no lugar de (a+b). Calculamos assim

os termos da série:

o =(ui+1)* = 30, uy ™" (i) = i (i) + s (1) + uf
r 0 1 2
onde de (4.27) temos
2 2 2
= 1’ = 2’ = 1
0 0 0
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do teorema de Moivre para octonios operadores de Fueter

Logo temos 0* = u? +
(@)* =

entao escreveremos o2

2uid + (@)% O produto (@)* é dado por

2 2

2
_u3_

uy — ug — g — ug — ug = —[il%,

= u} + 2uy@ — |i@|*. Da mesma forma podemos calcular os

outros termos 0%, 0%, 0°, .. .. Entao os termos da série (4.26) sao dados por
2 2 " 2 —12
o* Lo ui  2wu u uf I (7]
or = (= o T g T g T
o wui Bwld?  3uiu  |a)®  w}  wiu wla)® |a?
3l 3 3l T T TR TR TR T
o' i duiu  6uila]? | dwlaP | Jat wiowid o wfld® o owlal? N |a|*
4144l 4! 4! 4141 3l 212! 3! 417
0_5 B u_? Suid B 10u?|)? B 10u?|d)®  bugla)t  |a)®
5! 5l 5! 5! 5! 5! 5!
4 O o L e
S50 4 32120 312! 4! 57
0_6 B u_? 6uid B 6luf|al? B 6lud|al®>  6ullal*  6lu|al® B ||
6! 6! 6! 41216! 3!316! 21416! 6! 6!
B O AR G A O
6l 50 4l2l 313 214! 5! 6!’
Podemos definir assim (4.26) como
2 —12 3 2 ~12 -3 4 3
o _ S U L |4l uip | uit ugldl |1 up | uju
e T TR TR
L R N N L AL T LG L
212! 3! 4! 5! 4! 31212! 312! 4! 5!
Lo wEdla? e gt wla® jae (4.29)
6! 5! 412! 313! 214! 5! 6!’ '
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Em (4.29) podemos ainda agrupar alguns termos de modo que

P G ) i wi | | wd]* uf uflalf uflal’
e = _2!+4!_6! +. )+ = ol + I +... )+ E— 2!2!+2!4! —...

+ u_?_M+ + u_il_M+ + ﬁ_@+@_
31 3RMar 4! 412! 3! 5!

L wld]? | wlal® wid i) wid  uil)®
+ Ulu—T—l-T—... + 7—2'—3'—1— + ?—W—l—

452 5 557 6
uLu uy uu uy
+(T_>+<a_>+<?_)+<ﬁ_)+ (430)

Os primeiros termos dos respectivos cinco primeiros grupos de somas infinitas em

(4.30) sao colocados em evidéncia. Assim obtemos,

2 3 4 5 6 =2 =4 =16
o __ uy Uy Uy U U i | i i
6—<1+U1+§+§+Z+a+a+...)(l— 9] +4! _6! —+ ...

. Louln wdd wiu ulu |4 u? Ul
| Ut uut ol + + + +. .. —? 1+U1+§+§+...

@ ui | u
+? 1+u1+§+§+... — ... (4.31)

Dos trés ultimos grupos em (4.31), podemos colocar o termo @ em evidéncia e

resulta que

2 3 4 5 6 12 14 16
o _ uy Uy U U U i |1i |
6—(1+U1+§+§+Z+a+a+...)(l— 9] +4! _6! + ...

2 3 4 5 =2 2 3
- uy Uy Uy U | uyp | Up
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I*I4 ui | ui U

O primeiro termo de (4.32) se repete em todos os grupos, por essa razao, podemos
coloca-lo em evidéncia

i u—?+—4+—5+ 6+ 1—|ﬁ|2+w|4—‘ﬁ|6+
L4 St e T

€:<1+“1+2|+3' ITRRETIRNT

“+u _?—i_ﬁ_}_'” .

Através do resultado (4.5) para funcdo cosseno expandida em série, temos que

(4.33)

de (4.33)
a*  lat |a® _ ZOO ()

Da mesma forma do resultado (4.4) para func¢ao seno temos

al>  |alt - a))> 1 sen|d
T SNl L e

3! @n+Da — d

n=0
Temos também que
2wt Wl

I i - I = — Lpu1
<1+ul+2,+3,+4,+5,+6,+ )—e,

ou seja, obtemos a fungao exponencial de e*'. Portanto, podemos escrever (4.33)

cOomo

e’ = e™ {cos\vﬂ + ﬁ<86|7i||u|) } (4.34)
u

Considerando o valor absoluto |@] = \/u3 + u2 + u? + u? + uZ + u2 + u2, pode-

mos escrever (4.34) como
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4.2. OPERADORES DE FUETER E FUNCOES OCTONIONICAS
TRANSCENDENTAIS

3 2 2 2 2 02
O eul{co s (\/ ug+u§+uﬁ+u§+u§+u$+u§>—l—ﬁ (Sen( \/2 UQ+2U3+2U4+2U5+2U6+2u7+2u8))}
Vud+ud+udrudHu+ud4u?

(4.35)

Definimos (4.35) como a fungao exponencial octoniénica. Obtemos

assim a relagdo de Moivre (4.12) generalizada para octonios.

4.2 Operadores de Fueter e funcoes octonidonicas
transcendentais

A primeira tentativa de buscar uma generalizacao da teoria bi-dimensional para
quadri-dimensional foi estabelecida por R.Fueter, na década de 1930, através
da definicao de regularidade a direita e a esquerda de funcoes hipercomplexas,
mostrando assim uma equacao analoga a de Cauchy-Riemann. Faremos uma

expansao para octonios.

4.2.1 Funcoes octonidonicas regulares

Seja £® C © um espaco Euclidiano 8-dimensional e um nimero hipercomplexo
0 = Uy + Usl + usj + usk + usl + ugli + uslj + uglk € R®. Assim uma funcao
octonionica f : E® — O ¢ um mapeamento que faz corresponder a cada o € E®
um nimero octoniénico w = f(0), ou uma fungao de varidveis octonionicas, ou
seja:
f:E® — O
(w1, ug, uz, ua, us, ug, uz, ug) > f(ur, ug, us, ua, us, Us, Uz, Us).
onde
f(ul,u27us,u4,u57U6,u7,U8) = fl(UhU2,U3,U4,U5,U6,U7,U8)

+  foluy, ug, us, ug, us, ug, ur, ug)i
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Uy, U2, U3, Ug, Us, Ug, U7, US)])
4\U1, U2, U3, Ug, U5, Ug, UT, Ug k

5(U1, U2, U3, Ug, U5, Ug, U7, U 81

7(U1, U2, U3, Ug, U5, Ug, U7, U 1.]

+ + 4+ + o+ o+

f3( )J
fu( us)
fs( )

fo(uy, ua, us, ug, us, ug, ur, ug)li
i us)
fs( )

Uy, U2, U3, Ug, Us, Ug, U7, U 1k (436)

Nao hé restricio sobre estas funcoes coordenadas f; : R® — R, exceto
que sejam n-vezes diferenciaveis parcialmente em suas variaveis independentes.
Os conceitos de regularidade a direita e a esquerda, de acordo com a

teoria de Fueter [28], sdo definidos em termos do operador octonionico I':

0 o . o . 0 0 o . o o
I' = (8u1 + au21+ 8u3'] + au4k—i— 8u51+ 8u6h+ 9un 1j + 8u8lk) (4.37)

Do mesmo modo podemos definir o operador conjugado dado por

f_a_ai 8,_8 0 8.8._8
-\ Ju;  Ouy aug‘] Ouy Ous Oug oury

Vejamos a seguir as estas definicoes.

Y

Definicao 4.16. (regularidade a
[, tal que f = fi+ foi+ fsg+ fak+ fsl+ fsli+ frl§ + fslk com as f; - R® - R

parcialmente diferencidveis, € regular a esquerda se:

esquerda) Uma fungdo de varidveis octonionicas

If=0 (4.39)

Temos que o operador octonionico (4.37) se apresenta como

0 0 0 0 0 0 0 0
I'f= i j k 1 li 1j 1k
/ (8u1+8u21+8u3']+8u4 +8u5 +8u6 l+8u7‘]+ 8 )
(fi + fol + faj + fuk + fs1 + feli + f71j + fslk)
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_ <8f1 _0fy Ofs Ofi Ofs Ofs Ofr afs;)
Ou; Ous Ouz Ouy Ous Oug Ouy Oug
o (Gheghe g Gh gk SR SR O
v (BL-SL Ok Ok Ok Ok Ok Oh),
v (Bha2h Ok 0L SR O, 0% O,
v (Bhs2h Ok Ok SR _Oh_Sh_OR),
+ (G- S o e p - G R
* (Gt e e Bt Y e e )

Ofs  Ofr  Ofs Ofs Ofs 0Ofs  Ofs 0Ofi
— — — k=0 (44
+ <8u1 Ous + Ous  Ouy + Ous  Oug + 8u7+ Oug 0 (4.40)

Definigao 4.17. (regularidade a direita) Uma fungdo de varidveis octonionicas
f. tal que f = f1+ foi+ fsj+ fak+ fsl+ foli + frlj + fslk com as f; : R® — R

parcialmente diferencidaveis, é regular a esquerda se:
=0 (4.41)

Temos que o operador octonionico (4.37) pode ser apresentado como

ST = (fi + fol + f3] + fuk + fs]+ feli + frlj + fslk)

it ——j+ ——k+ 14+ —li+

0 0 0 0 0 g . . 0 li + 1k
8u1 8uz 8U3J 8U4 8u5 8u6 8u7 J 8U8

8u1 6”2 8u3 8U4 B E)u5 8u6 8u7 (‘3u8

O 0fy Ofs Ofs Ofs 0Ofe Of 8k>

Ofs [ 0fi Ofs Ofs Ofe Ofs  Ofs Ofr).
* <8u1 + Ouy Ous  Ouy * Ous  Oug * Ouy;  Oug !
Ofs [ O0fs Ofi 0fs Ofr Ofs 0Ofs  Ofe).
+ <(9U1 + aUQ + 8u3 8U4 * 8u5 auﬁ 8U7 * 8U8 J
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G TRt T
SCTal Tl T RS TS Te e 1
(G e e e et o o )"
* (G e e e D e )
+ <§£ + SZZ — g;’:z + gfi - gii + giz - g£j+ gi;)lk =0 (4.42)

Se a fungao f for regular a direita e a esquerda simultaneamente, dizemos

que f é regular.

4.2.2 Integracao e diferenciagcao em octonios

Faremos aqui uma generalizacao de resultados obtidos dos conceitos de integrabi-
lidade e diferenciabilidade em quatérnios, a qual pode ser interpretados como uma
extensao 8-dimensional associados a fungoes octonionicas que observam relagoes
do tipo Cauchy-Riemann generalizadas, bem como defini¢oes sobre derivacao hi-
percomplexa para esta classe de fungoes. Todavia, os interessados em um trata-
mento mais completo e aprofundado da andlise quaternionica, podem consultar,
por exemplo, Borges e Machado ([17] e [18]), [19], [20] e [21].

Seja f uma funcao octonionica. Devido a nao comutatividade dos octonios,

devemos definir duas integrais [ fdz e [dzf. Logo podemos escrever,

/fdz = /(fl + foi+ f3j + fak + f51+ foli+ f71j + fslk)

- /(fldul - f2du2 - f3du3 - f4du4 - fsdu5 - fﬁduﬁ - f7du7 - fsdus)
+ /(f2du1 + fiduy — fadus + fsdug + fedus — fsdus + fsdur — frdus)i

+ /(f3dul + faduy + fidus — faduy + frdus — fsdus — fsdur + fedus)j
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+ / (faduy — faduy + fodus + frdus + fsdus + frdus — fedur — fsdug)k
+ /(deul — fedug — frdus — fsduy + fidus + fodug + fadur + fadug)l
+ /(fﬁdul + fsdug + feduz — frduy — fodus + firdue + fadur — fadug)li
+ /(f7du1 — fsdug + fsdus + feduy — fsdus — fadug + frdur + fadug)lj

+ /(fsdul + frdus — fedug + fsdug — fadus + fsdug — fodur + firdug)lk
e (4.43)

/dzf :/(du1 + dugi + dusj + dusk + dusl + dugli + durslj + duglk)
(fr + foi+ faj + fuk + fs]1+ feli + f71j + fslk)

:/(dulfl — dugy fo — dus f3 — dug f4 — dus f5 — dug fs — duz f7 — dusg f3)
—|—/(du1f2 + duy f1 + dus f4 — dug f3 — dus f + dug fs — duz fs + dug f7)i
+/(du1f3 — dug f4 + duz fi + dus fo — dus fr + dug fs + dur f5 — dus f5)j
+/(du1f4 + dus f3 — dug fo + dug f1 — dus fs — dug f7 + dug fo + dug f5)k
+/(du1f5 + dus fo + dus fr + duygfs + dus fi — dug fo — duz f3 — dug fy)1
+/(du1f6 — dus fs — dus fs + duy fr + dus fo + dug fi — dur fy + dug f3)li
+/(du1f7 + duy fs — dus f5 — duy fo + dus fs + dug fu + dur fr — dug f2)1j

+/<du1f8 — dus f7 + dus fo — duyfs + dus fq — dug f3 + dur fo + dug f1)lk
(4.44)

Supondo continuas as funcoes coordenadas f; : R® — R, e dado um caminho com
extremos em a = (ay,as,as,ay,as, ag, az,ag,) € b = (by, by, bz, by, bs, bg, bz, bs, )
numa regiao conexa de um espago de oito dimensodes, as integrais [ fdz e [dzf
independerao do caminho de integracao, se satisfaz as condi¢oes dos dois teoremas

seguintes.
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Teorema 4.3. Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em
um espago simplesmente conexo §-dimensional, a integral f; fdz independe do
caminho dado se, e somente se, existe uma funcao F' = Fy + Fyt+ F33+ Fyk+
F5l+ Fgli+ Frly + Fglk com fab fdz = x(b) — x(a) e que satisfaz as sequintes

relacoes:

Ouy Ouy,  Ous Ous  Ous Oug  Ouy Oug’
OF, oF, OF, OF; 0Fs  OF5 0Fy  OF;
Ouq Ous  Ous Ouy Ous  Oug ou;  Oug’
OF; OF, oF, OF, oOF, 0Fy OFj O0F
Ouq Ous Ous  Ouy Ous  Oug  Ouy Oug’
0F, OF; OF, OF, OFg oOF, 0F; OF;
oup  Ous Ous Ouy Ous Oug  Ouy  Oug’
oF; 0Fy O0F, O0F; OF, OF, OF; OF,
Ooup  Ouy  Ous  Ouy Ous Oug Ouy Oug’
OF; _ O0Fs _ 0Fy _ 0F; _ 0F OF, OF, 0OF;3
ouq Ous Ous  Oug  Ous Oug ou;  Oug’
oF;, 0F OF5 0Fs 0F; 0OF, OF, oF,
oup  Ous Ous Ous  Ous  Oug Ouy Oug’
OF oF;, 0OF; OFs OF, oOF; OF, OF,

(9u1 8uQ 8u3 8U4 8u5 8u6 811/7 6U8 ( 5>

Demonstracgao: A integral fab fdz, dada por (4.44), independeréd do caminho se

existir uma funcao F, tal que,

[P fdz = [PdF = [”d(F\+ Fai+ Faj+ Fyk+ Fyl+ Foli+ Frlj+ Fylk) = F(b)—F(a),

de modo que o valor dessa diferenca dependera unicamente dos pontos extremos.
Assim, admitindo a existéncia da funcao F', diferenciais totais das suas
fungoes coordenadas podem ser expressas como
oF, oF, oF, oF, oF, oF, oF, oF,

dFy = —d —d —d —d —d —d —d —d
! 8u1 u1+aU2 u2+8u3 u3+8u4 u4+8u5 u5+8u6 u6+6’u7 u7+8u8 us

= fiduy — foduy — fzdus — faduy — fsdus — fedus — frdur — fsdus,
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dF,

dF;

dF}

dFj

dFg

dFy

dFyg

OF,, OF OF  OF  OF  OF, OF,  OF
O 222 ot 92 1+ 92 st 222 s+ 222 g+ 222 i+ 22 4
9 " B, M s 3 B, M B T B T i, T G

faduy + fiduy — fadus + fsduy + fedus — fsdug + fsduy — frdus,

oF,, OF, OF, OF. OF  OF OF OF,
9k, duigt 253 dus+ 252 du dust+ 253 due+ 252 du+- 253
9 " B, T s U B, T s T T B T i, T g

faduy + fadus + fidus — fadug + frdus — fsdus — fsdur + fedus,

OF} 8F4 OF} OF} 0Fy 0Fy 0Fy 0Fy
—du d d d d d dur;+——d
ou, U1 82u2+83u3+84u4+85u5+86u6+87u7+88u8

faduy — fadug + fodug + fidug + fsdus + frdus — fedur — fsdus,

OF,, OF OF  OF  OF  OF OF  0F
95 1,255 d d d d dut 253
9u; T B, M s 3 i, M B T B T G, T G

fsduy — fedug — frdus — fasduy + fidus + fodug + fsduy + fadus,

OF;, OF OF OF OF OF, OF, 0OF
9Fs d d d d d dus
90 3, M s B M s T B T i T g

feduy + fsdus + fadus — frduy — fodus + fidug + faduy — fadus,

OF: . OF:  OF OF  OF  OF  OF  OF
O 257 d d d d d dus
90 3, T s B M 9 T s T 9 T B

f7dU1 — fgdUg —+ f5dU3 =+ deU4 — f3dU5 — f4du6 + fldU7 -+ fgdUg,

0Fy 0Fy 0Fy 0F3 OF% OF3 OF% OF%
—du dus+——duz+——dus+——d du du;+——d
ouy o, Ous 2+ Ous ust Ouy uat Ous U5t e Oug U6t g ouy () Oug us

fsduy + frdus — fedug + fsdus — fadus + fsdug — fadur + fidus,

de onde surgem diretamente as relacoes

0F, 0F, 0F; 0F, O0F; 0Fs O0F; 0Fy

feot = oo n o ST S

ouy Ous  Ous Ouys  Ous Oug  Oury Oug’
0Fy 0F; OFy (9F3 8F6 8F5 aFg 8F7

e e e

ouy Ous  Ous Ouy Ous  Oug ou;  Oug’
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OF; OF, OF, O0F, 0F; 0Fy O0F; O0F

f3:8u1:_8u2:_8u3:8u4:_3u5:8u6:8u7:_8_uS’
L0 _oR on oR _ oR_on "om _on
4 8u1 B 0u2 o 8u3 o 8U4 N (9u5 N (9u6 N 8u7 - 87187
f_OF 0k 0B o ow| o on 0K,
>T Ou,  Ous  Ous  Ous  Ous  Oug  Ousr  Oug
L 0R ok _on "om _oh _"dn "om "ok
7 Ou,  Ouy,  Ous Ouy, Ous  Oug  Our  Oug’
g0t _ Ok 0K OFy _OFy OF _ OFR _ OF
T 8u1 N 8UQ N 8U3 N 8U4 N 8u5 N 8u6 B 8U7 N 8u87
F OFy oOF;,  OFy OF; OF, 0F; OF, OF,
L = _ _ _ _ _ _

aul 8u2 8U3 8U4 8U5 8u6 N @U7 n _@_us‘

o que conclui assim nossa demonstragao.

Teorema 4.4. Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em
um espago simplesmente conexo §-dimensional, a integral fab dz f independe do
caminho dado se, e somente se, existe uma funcio G = Gy + Gai+ Gzj+ Gik+
Gsl+ Ggli + Gl + Gglk com f: dzf = G(b) — G(a) e que satisfaz as sequintes

relagoes:

0G, 0Gy  0G3 0Gy 0G5 0Gs  0Gr 0Gy

8u1 n 8u2 - 8U3 n 8u4 - (9u5 8’&6 - 8U7 n 8’&8,
0Gy  0Gy _ 0G4 0Gy 0Gs 0G5 0Gs  0Gq
ou;  Ous  Ous  Ouy  Ous  Oug  Our  Oug’
0G, 0G,  0G,  0G, 09G:  9Gs  9Gs 0Gs
Ou;  Ouy  Ous  Ouy  Odus  Oug  Our  Oug’
0G4y  0G3 090Gy  9Gy 0Gg 0G;  0Gg  0Gs
8%1 N 8%2 N 8U3 N 8u4 N 8U5 N 8u6 N 8U7 N 8U8’
0G5 0Gs  0G;  0Gs  0Gi 0Gy 0Gz 0G,

8%1 N _@UQ N ﬁu;), 8u4 N 8u5 B 8u6 N 8U7 N 8U87
dGs  9G; 0Gy  0G;  9G,  0Gy 0G,  9Gs

8u1 N (9uQ N 8U3 __8_u4__8_u5__8u6 B 8u7 __8u8’

0G. Gy 0G; 0Gs  9Gs  0G,  0Gy  0G,

aul N _8u2 N 8U3 N (9u4 - - - -

COus  Oug  Ouy  Oug
9Gs _0Gr_ _0Gy _9Gy _ 909Gy __9Gs G o
Ou;  Ouy  Ous  Ouy  Ous  Oug  Our  Oug '

Demonstracgao: A integral fab dzf, dada por (4.44), independera do caminho se

existir uma funcao G, tal que,
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[Pdzf =[P dG=[? d(G1+Gai+Gsj+Cak+Gsl+Geli+Grlj+Gslk) = G(b)—G(a),

de modo que o valor dessa diferenca dependera unicamente dos pontos extremos.
Assim, admitindo a existéncia da funcao G, diferenciais totais das suas
fungoes coordenadas podem ser expressas como
0G1 8G1 0G1 0G, 0G1 8G1 0G1

06,
ac, = 2914 d dust 291 d dug+ 252 d d
G = gyt et g —dust g dut5 = dust5 = dust 5 ~durt 2= dus

= fldu1 - f2du2 - f3du3 - f4du4 - fsdu5 - f6dU6 - f7du7 - fsdu&

_0Gy 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 0G> 0G5
dG2 = au1 du U1+ ou . du2+ au3 dU3+ au4 dU4—|— a du U5+ ou g du Ug+ au7 dU7+ 8u8 dug

= faduy + fidug + fadus — fsduy — fedus + fsdug — fsduy + frdus,

~0G3 0G5 0G5 0G5 0G5 0G5 8G3 0G5
dGs = 8_u1du1 0y dug +0 dus +8 ” dug+ O du5+a dug 3 7du7—|— e dug

= fsduy — fadus + frdus + foduy — frdus + fsdue + fsdur — fedus,

_0Gy 0G, 0G, 0G4 0G4 0G4 0G4 0G,
dGy = 9u, du 1+a " dug+ Dus dus+ Dy dU4+a du 5—|—a ” dug+ Dus dur+ Dus dug

= faduy + fsdug — fodus + frduy — fsdus — frdug + fedur + fsdus,

0Gs 8G5 IGs 0Gs IGs G 8G5 0Gs
dGs = —2d d d d d dug d d
Gs o U+ 0 Us+ s uz+ O, ug+ B, us+ ue a - ur+ s usg

= fsduy + fedus + frdus + fsdus + fidus — fodug — fsdur — fidus,

_ 0Gg 0Gg 0Gg 0Gg 0Gg 0Gg 0Gg 0Gs
dGG = au1 du U1+ ou a dU2+ au3 dU3+ aU4 dU4+ a du U5+ ou g du Ug+ au7 dU7+ 8u8 dUB

= fedui — fsduy — fsdug + frdus + fadus + fidug — fadur + fsdus,

oG- 8(;'7 oG- oG- oG- oG- 6G7 OG-
dG. = —Ld d d d d d d d
G~ 9, U+ 00 “2+a U3 +a o ug+ T, ”"”La Ug a - ur+ T ug

= f7dU1 + fgdUQ — f5dU3 — f6dU4 + f3dU5 + f4du6 + fldU/z — fgdu8,

_ 0Gg 0Gy 0Gs 0Gs 0Gs 0Gs 0Gy 0Gs
ng = aUI du U1+ ou v dU2+ aug dU3+ 8U4 dU4+ a du Us+ ou g du Ug+ au7 dU7+ 8u8 dUB

= fsduy — frdus + fedus — fsdug + fadus — fsdug + fodur + f1d,8,
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de onde surgem diretamente as relacoes

0G, 0Gy  0G3 0Gys 0G5 0Gg  0G7 0Gy

hi= ouy - Ous - Ous - Ouy B Ous - Oug - Our - Oug’
f_ 00, 0G,  9G, _0Gy G, 9G; Gy __0G
2 8u1 n 6uQ n 6U3 n 6u4 N 8u5 N 8u6 N 8u7 N 8U87
j,_00s_0Gy G, __9G, 0G: _ Gy __9Gs _ Gy
5 (9u1 n 8UQ N 8U3 N 8U4 N 8U5 N (9u6 N (9u7 N 6U8 ’
f_0G__9Gy _9Gy  9Gi _9Gs _0Gy __0G, __dGs
Y7 0w, Ouy  Ous  Oug  Ous  Oug  Ous  Oug’
005 0Gy __0G; __9Gs _0Gi _0G, 9Gy _0C,
5 8u1 N 8uQ N 6U3 B 0u4 N 8U5 N 8u6 N 8u7 N 8u8’
j_0Cs _0G, 9Gs _0G: _ 0G, _9G_0G, __0G,
6= 8u1 n 8uz N 8U3 N 8u4 N 8u5 N @UG 8U7 N 8U87
s 90 0Gy 0Gy 9G, _9Gy, _9Gi G, _0C
T 8U1 N 8U2 N 8U3 N 8U4 N 8u5 N 8u6 N 8u7 N 8u8’
o 00s _0Gr  0Gy _9G, 3G, _0Gy __0G, _0G,
87 Ou;  Ous  Ous  Ouy  Ous  Oug Ou, Oug

o que conclui assim nossa demonstracgao.

Estes dois ultimos teoremas podem ser considerados como os analogos 8-
dimensional aos teoremas (4.1) e (4.2) para um dominio bi-dimensional. Podemos
também observar que, as condi¢oes dadas em (4.45) e (4.46) tém em comum as
equagoes de Cauchy-Riemann (4.14) para fungdes definidas num espago bidimen-
sional. Sao definidas assim como as equacoes de Cauchy-Riemann generalizadas.
Uma outra andlise pode ser verificada para um espago quadri-dimensional [17],
[18], [20] e [21].

Em seguida, apresentaremos as fungoes h(z) e g(z), definidas em termos
da func¢ao octonidnica f(z) cujas fungées coordenadas obedecem as relagoes de
Cauchy-Riemann generalizadas (4.45) e (4.46), as quais serdo identificadas como
derivada octonionica a esquerda e a derivada octonionica a direita de f(z), res-

pectivamente.
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Extensao do teorema de Moivre para octonios operadores de Fueter

Lema 4.2. Dada uma funcdao f(z) octonidnica, com fungoes coordenadas dife-

rencidveis satisfazendo as relagoes (4.45), e uma fungao g(z), definida em termos

de f(z) por

_I[(0h 0% 0% 0f1 Ofs  Of
41\ Ouy au2 8u3 Ous Ous  Oug GU7 8u8
n of2 0N f4 + dfs  O0fe Ofs 3 fs  Ofq
ouy uz Ouy  Ous 8u6 8u7 8u8
n 0f3 (9f4 ofi  0fy  Of: Ofs
8“1 (9u2 8u3 8%4 8165 8u6 (9u7 a’U,g J
L(Of_0f 0L O 0fs  0f: .
8u1 8u2 8u3 8U4 8U5 8U6 8u7 8u8
L(Ofs _Ofs _0f: 0f 0fi 0fs ,
aul 8U2 8U3 @U4 (‘3u5 (‘3u6 (‘3u7 (‘3u8
(O Of Ok _0f 0f 0fi ;
8u1 6u3 8U4 (‘9u5 8u6 8U7 8u8
% O 0% Ok 0 Ok ,
ouq BU3 Ous  Ous 8u6 8u8 J
dfs f7 Ofs , Ofs Ofs | Ofs 9f2 df
+<8u1 + Ouy  Ous * Ouy, Ous  Oug Our  Oug k| (4.48)
entio [dzg(z) = f(z). A fungio g(z) pode ser identificada como a derivada

octonidnica a direita de f(z), sendo denotada por g(z) =

dfT (z)

Demonstracao: Facamos, inicialmente a seguinte identificacao:

9(z) =

(g1 + goi + g3 + gak + g5l + geli + g7lj + gslk).

Utilizando as regras de multiplicacao (1.8) e sabendo que dz = duy + dusi+dugj+
dusk + dusl + dugli + durlj + duglk), temos entao:

/dzg(z) = /(du1 + dusi + dugj + dugk + dusl + dugli + durlj + duglk)
1 . . . .
~(g1 + goi + g3j + gak + gs1 + geli + g7lj + gslk)

1
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1
=1 /(du1g1 — duggo—dusgs — dusgs—dusgs — duggs — durgr — duggs)
+(du1g2 + duggr + duggs — dusgs — dusge + duggs — durgs + duggr)i

+(du1gs — duggs + dusgr + dusgs — dusgr + duegs + duzgs — dusgs)j

( )

( )

+(du1gs + duggs — dusgs + dusgy — dusgs — duggr + durgs + duggs )k

+(duygs + duggs + dusgr + dusgs + dusgy — dugga — durgs — duggy)l
( )

+(duygs — dusgs — dusgs + dusgr + dusgs + duggy — durgy + duggs)li
+(duyg7 + duggs — dugzgs — dusges + dusgs + duggy + durzgr — duggs)lj

Hduigs — dusgr + dusgs — dusgs + dusgs — duggs + durgs + duggr )1k

Usando as relagoes (4.45)em dzg(z), obtemos o resultado [ dzg(z) igual a

3U1 8u9, 8 ou Us 6U6

8 au8

/{%d 1+8f1 it 2 g b 2 gy 201 4 911 gy O g +—dus)

dfa 0 fo 0 fo dfs dfs 3f2 (9f2
+4<au1d 1+82d 2+83d 3+8U4d 4+8u5d 5+8 87

dfs dfs df3 Jfs 0f3 f3 f2
+ a—ld 1+82d —l—agdu +a4d4+a—5d5+a (97

Of4 Of4 df4 0fs df4 df4 af4 af4
+4<8u1d +a—2d +a—3d +8_U4d +a—u5d 5+8 dug 8 7

+4<—d |4 2 dug + = dug + = dugt = dus+

8“1 ou U9 ou Uus 8u4 @U5 (9 8 7
Afs Afs Afs Afs Afs Afs Afs
+ aUId 1+a 2d 2+8 3d 3—|—a 4d 4+8u5d 5+8u6du6+8u7d

9fs 9fs dfs Afs Afs 05 g1 955 41, 3f5
3f T

0
o+ gy O gy O gy 00 gy OF2 g [ OF g,

n af7 0 fr dfr dfz dfr dfs
8u1 ou U9 ou us 8U4 3u5 6 ou 7

97

dUB) 1

),
TN

)
25,
)
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dfs dfs dfs Ofs dfs dfs 3f8 3f8
+4<8u1d T B 72 T G0y 0 T G, T s T g T 5, T

du8) 1k,

em que, aplicando a regra da cadeia, obtém-se as diferenciais totais das fungoes

coordenadas, ou seja,

/ dzg(z) = / (dfs + dfsi + dfsj + dfsk + dfsl + dfeli + df-1j + dfs1k)
= fi+ fod+ foj + fuk + fs1+ feli+ folj + fslk = f(2),

o que demonstra o lema.

Lema 4.3. Dada uma fungdo f(z) octonionica, com fungoes coordenadas dife-

rencidveis satisfazendo as relagoes (4.46), e uma fungdo h(z), definida em termos

de f(z) por

3f1 Of3 n Ofs | 0fs N (9f
ouy 8u2 8u3 Ouys Ous  Oug 8u7 aug
([P0 O 0k Ok 0k O
ouy au3 8u4 OJus  Oug 8u7 8u8
n Afs af4 _ 8 fi [ O0fs Of 5f
8u1 (9uQ 8U4 (‘9u5 (‘9u6 6u7 8u8 J
(O fz o ok _Of .
8u1 Ug 8u3 8U4 0u5 8 8U7 8u8
(0 Of 0f  0fs 0fi O l
8u1 (’3u3 Ouy  Ous 8u6 oury (’3u8
(95 o o o of oh ;s
8u1 0uz 8U3 8U4 8U5 8u6 8u8
(0 O 0k 0k 0 0 ,
8u1 8uz 8u3 6U4 8U5 8U6 (9u7 8u8 J
Ofs 0fr 0fe Ofs Ofs Ofs 0fs 0Ofi
+<8u1 Ous + Ous Ouy Ous Oug Ou; Oug | (449)
entio [ h(z)dz = f(z). A fun¢io h(z) pode ser identificada como a derivada
octonidnica a esquerda de f(z), sendo denotada por h(z) = dfél—iz).
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Demonstracgao: Facamos, inicialmente a seguinte identificacao:

h(2) = Y(hy + hoi + haj + hak + hsl + heli + holj + hglk).

Utilizando as regras de multiplicacao (1.8) e sabendo que dz = duy 4+ dusi+ duzj+
dusk + dusl + dugli + durlj + duglk, temos entao:

1
/ h(z)dz = / (o Do 4 haj o kbl hgli + bl + hislk)

1
ZZ_L /(hldul — thUg—hgdU3 — h4dU4—h5dU5 — thUG — h7dU7 — hgdUg)
+ hgdul + ]’leUQ — h4dU3 + hgdU4 + h6du5 - h5dU6 + hgdu7 — h7du8 i

+ hgdul + h4dU2 + hldU3 — hgdU4 + h7du5 — hgdUG — h5dU7 + hﬁdUg )

+ h5du1 — h6dU2 — h7d’LL3 — hgdU4 + hldU,5 + thU6 + h3dU7 + h4dU8 1

(

(

+(h4du1 — hstz + hgdUg + hldU4 + hgdU5 + h7dU6 — thU7 — h5dU8 k

(

+(h6du1 + h5dU2 + hgdUg - h7dU4 — thU5 + hldUﬁ + h4du7 — hgdUg li
(

)
)
)
)
)
+(h7duy — hgdug + hsdus + heduy — hsdus — hydug + hidur + haodug)lj

+/(h8dU1 + h7dU2 — h@dUg + h5dU4 — h4d’LL5 + h3dU6 — hgdU7 + hldU,8)lk

Usando as relagoes (4.46) em dzh(z), obtemos [ dzh(z) dada por,

du1+—du2—|——du;;—i——dU4+—du5+—du6+—du7+—dug

:1/ oh If 91 ofi dfi df1 df1 ofr
4 aul 3u2 8U3 81,64 8U5 3u6 8U7 au8

df2 0fa 0fa dfa dfa dfa dfs df2 .
+4< B, duy + ity dug + Buts dus + Buis dus+ Bus dus+ Buig dug+ D, dur+ Buis dug |1

E dfs JE Ofs E dfs df2 B .
+4< o, duy + ouy dug + Dus dus + Dus duy+ Dus dus+ Dug dug+ Dus duz+ Dus dug |J
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0 fa 0 fa 0 fa 0 fa 0 fa 8f4d +3f4du +8f4

T G, Mt 5, W g dus T g duat 5 dust o dut o mdug 8U8dUB)
. 4< g_z“j o+ g_i duy + g_idug + g—ﬁdm—i—g—ﬁd%—i—gi : du6+g£ : dU7+§£ : dug)
. 4< g_ﬁ s+ g_iz duy + g_ﬁdug + g—ﬁdm%—g—ﬁdm—%gi : du6+g£ : du7+§£ : dug)
. 4< Z_jz s+ g_iz duy + S_Zdug n g—Zdu4+g—Zdu5+g£ Z du6+§£ : du7+g£ ; du8)
) 4< g_ﬁ i+ g_ﬁ duy + g_;’:zdug n g—ﬁdU4+g—£du5+§£ z du6+§£ i du7+§£ z du8)

em que, aplicando a regra da cadeia, obtém-se as diferenciais totais das funcgoes

coordenadas, ou seja,
= fi+ foi+ faj+ fuk + fs1+ feli + frlj + fslk = f(2),

E interessante observar que, pode-se reproduzir as defini¢oes de derivadas
octonionicas a direita e a esquerda, por meio da conjugacao direta do operador
octonionico I' da teoria de Fueter dado por (4.38), obtendo respectivamente, para

(4.48) e (4.49), as seguintes formas:

49(z) =Tf ou /dzg(z) = %l/dsz = f, (4.50)

4h(z) = fT ou /h(z)dz = i/ff‘dz = f. (4.51)
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4.3 Aplicacao da funcao exponencial octonidonica

a equacoes de operadores

Por instante, consideremos uma aplicagdo do operador octonionico (4.37) a ex-
ponencial octonidnica (4.36), respeitando as regras de multiplicacao (1.8), dada

por

0 + ai—i— 8,+ ak—I— al—i— ali—i— al’—i— alk
ou;  Ous 8u3‘] Ouy Ous Oug Our J Oug

u1l 2 2 2 2 2 2 2
ey sen/ud+ul+ud+u+u+uZ+ul

VuAud+udtudu4u+ul

(6“1 cos \/ ud+ud+uituitudtud+ud +

e“uy seny/udtud+ultuitutud-ul N ey seny/ui+ud+ui+u+ud+u+ul

\/ udtui+ui+ui+ud+udtu’ \/ ustud+uituitudtuz+ul

u1 242 22 2 2 2 oul 21,2421 02 02 2 2
e us sen\/u2—|—u3+u4+u5+u6+u7+u8 n e ug sen\/u2+u3+u4+u5+u6+u7+u8

Vud+ud+ud+udud+ud4ul Vud+ud+udtududtudul

uy 242 2 2 2 2 02 oul 2421 02 02 2 2 2
€luy sen\/u2+u3+u4+u5+u6+u7+u8 e ug sen\/u2+u3+u4+u5+u6+u7+u8>

T
Vud+ud+ududud+ud4ul Vud+ud+ud+udud+ud4ul

Aplicando cada uma das derivadas aos termos correspondentes do segundo grupo

e admitindo || = \/u3 + u2 + u? + u? + uZ + u2 + u2, obtemos

i ugsen(|ul) j ussen(|u]) k ugsen(|d]) lus sen(|d]) 1i ug+sen(|dl)

() (l) () () (lal)

=e"cos(|u|)+

lj uzsen(|d]) Ik us sen(|u]) ie"up sen(|u]) " sen(|u]) e u3 cos(|ul)

(la) (l) () (lal) (laf)?

101



4.3. APLICAQAO DA FUNCAO EXPONENCIAL OCTONIONICA A
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e ul sen(|d])  k e™ ugug cos(|i]) ke uguz sen(|d]) j e uguy cos(|ul)

(fF (laf)? (laf)? (laf)?

j e uguy sen(|d]) N e“ugqus cos(|d]) 1 e"ugus sen(|u]) 1 e"usug cos(|u])

(laf)? (laf)? i (laf)? (laf)?

1 e ugug sen(|u]) 1k e ugur cos(|i])  lke“uquy sen(|u]) — 1j e“uqug cos(|i])

(laf)? (laf)? ! (laf)? (laf)?

1j " ugug sen(|u]) j e ug sen(|d]) k e™ wugugz cos(|ul) k e ugug sen(|ul)

(laf)? () (laf)? (laf)?

2

e sen(|u])  e“ul cos(|d]) el sen(|d]) ie“tugugcos(|u]) ie“usuy sen(|d])

(la) (laf)? (laf)? (laf)? (laf)?

1j e"tugus cos(|i])  lje"tugus sen(|d]) — lke"ugug cos(|i])  lke" ugug sen(]|il)

(la])? (laf)? (laf)? - (laf)?

1 e ugur cos(|i]) 1 e"uguy sen(|d]) i e"tugug cos(|@]) i e ugug sen(|i])

(laf)? (laf)? (laf)? i (laf)?

k e“tuy sen(|d]) = j e ugus cos(|i|)  j e"tugug sen(]i)) i e"ugug cos(|i])

() (laf)? (laf)? - (laf)?

Jde"ugug sen(|d]) e sen(|u]) e™uf cos(ld])  e"tuj sen(|d]) lke" usuy cos(|i])

| (ap> () (laf)? (Jap (laf)?

lke" usuy sen(|id|)  1j e uqug cos(|i])  1j e ugug sen(|@]) = lie" ugur cos(|u])

(laf)? (laf)? (laf)? (laf)?

li et uyuy sen(|i]) N 1 e" ugug cos(|u]) 1e"™ ugug sen(|i]) 1e“tuy sen(]i|)
(laf)? (laf)? (laf)? ()
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li " wugus cos(|ul) 1i e"ugus sen(|u|) 1j €"'usus cos(|u]) 1j e* ugus sen(|u])

(laf)? (la])? (laf)? (laf)?

ke uguz cos(|u]) ke uqus sen(|ﬁ|)_eulsen(|ﬁ|)_e“1u§ cos(|d]) e"*u? sen(|u])

| (laf)? (laf)? (la]) (laf)? (laf)?

ie" usug cos(|u]) 1e" usug sen(|ul) j e usur cos(|u])  je" usur sen(|u])

@ @y Q@ ()

k e"usug cos(|u])  k e"usug sen(|u]) L e"ug sen(|ul) 1 e"usug cos(|ul)

(laf)? (laf)? () (laf)?

1 e ugug sen(|u|)  lke"ugug cos(|i]) — lke"wugug sen(|u|) — lje* uqug cos(|i))

(laf)? (laf)? (laf)? (laf)?

le"ugug sen(|il)  ie"usug cos(|i]) ie"usug sen(|u]) e“tsen(|d]) e"ugcos(d])

@@ qa . qapr (@) (Ji])?

et u sen(|d]) ke wuguy cos(|d]) ke uguy sen(|d]) je" ugug cos(|dl)

(laf)? (laf)? " (laf)? (laf)?

jeugug sen(|i]) 1k e"tug sen(|d|) 1j e ugug cos(|u|)  1j e“tugug sen(|i])

(laf)? () (laf)? (laf)?

li e ugug cos(|@]) i e ugug sen(|d]) 1 e“uqug cos(|i]) 1 e“ uyug sen(|i])

(laf)? - (laf)? - (laf)? " (laf)?

jeugug cos(|a])  j e“ugug sen(|u])  k e“tusug cos(|u]) k e“usug sen(|u])

(laf)® (laf)? (laf)? (laf)?

ie“ugug cos(|a]) ie“urug sen(|u]) €™ sen(|u]) e“ul cos(|d])  e™u? sen(|d])

(laf)? (laf)? (la) (laf)? (laf)?
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1j e uy sen(|d]) 1k e uguy cos(|ul) 1k e"ugur sen(|u|) 1 e“usur cos(|i])

(l) i (laf)? - (laf)? - (laf)?

1 e uguy sen(|d|) 1 e"ugur cos(|u]) i e"ugur sen(|d|) — j e"'usur cos(]d)

(laf)? (laf)? (laf)? (laf)?

_je"tusugsen(|d]) | ke"ugurcos(|u]) ke"ugur sen(|d]) e"'sen(|d]) e uzcos(|ul)

(laf)? (laf)? (laf)? () (laf)?

e"uf sen(|d]) ie"uguy cos(|u]) | ie"uguy sen(ld])

(la])? (la])? (laf)?

(4.52)

Da mesma maneira, se aplicarmos o operador conjugado octonionico (4.38)

_ 0 o. 0. 0 0 o. 0., 0
I= (3u1 B 8uzl B 8U3J B 8u4k_ 8u51_ 8u6h B au71J B aU,glk),

em (4.35) obtemos

— k — 11— i —

o 0. 9. 9. 9, 0. 9. 9
8U1 8U2 8u3‘l 8U4 811,5 8u6 8u7 J 8u8

uy 24,2 2 2 2 2 2
e ug sen\/u2+u3+u4+u5+u6+u7+u8

Vudtudrudtutud+udu

(6“1 cos \/ ud+ud+uituitudtud+ud +

e"lug seny/ud+ud+udrui+udtudtud  eMuy seny/udtud4udtu+ud-ud4u

Vud+ud+ud+udud+ud4ul Vud+ud+ud+udududul

uy 242 22 2 2 2 oul 242 2 2 2 2 2
e us sen\/u2—|—u3—|—u4+u5—l—u6—|—u7+u8 n e ug sen\/u2+u3+u4—|—u5+u6+u7+u8

Vud+ud+ud+udud+udul Vud+ud+ud+udududul

uy 2421 2 0242 2 2 oul 2421 024 02 21 02 2
€Uy sen\/u2+u3+u4+u5+u6—|—u7+u8 eug sen\/u2+u3—|—u4—|—u5—|—u6—|—u7+u8>

I
Vi +udAud+udud+ud4ul Vud+udud+udud+ud4u?
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Aplicando as derivadas,

iugsen(|u]) = jussen(|u]) k ugsen(|u])  lus sen(|u]) 1 ug+sen(|dl)

(lal) (lal) (lal) (lal) ()

=e"cos(|ul)+

1j ur sen(|ul)  lkugsen(]|)]) ie“uy sen(|a]) e sen(|u]) e“u3 cos(|il)

(1) @ G @ (ape

eug sen(|d])  k e"ugug cos(|u])  k e"ugug sen(|u|)  j e€"uguy cos(|i)

(laf)® (laf)® (laf)? (laf)?

J e"ugug sen(|u]) | L e"ugus cos([d]) i e"ugus sen(|u]) 1 e"ugug cos(|ul)

(laf)? " (laf)? (laf)? (la])?

1 e ugug sen(|u])  lke"ugur cos(|ul)  lke“uquy sen(|u])  1j e“ ugugcos(|ul)

(laf)? (laf)? (laf)? (laf)?

1j e"ugug sen(|d])  je"ug sen(|u])  k e"ugus cos(|d|)  k e"ugug sen(|u])

(laf)? ! () (laf)? - (laf)?

e sen(|u]) e“'ul cos(|u]) e“ul sen(|u]) e“usuicos(|u]) ie“usuy sen(|i])

() (laf)? (laf)? (laf)® (laf)?

lj e"ugus cos(|u])  lje"'ugus sen(|u])  lke" ugue cos(|d]) | lke"'ugugsen(|d])

(laf)? (laf)? (laf)? (laf)?

1 e uguy cos(|i]) 1 e ugur sen(|u]) 1 e"ugug cos(|u]) i € uzug sen(|ud)

(laf)? " (laf)? (laf)? (laf)?

k e“uy sen(|id]) je"ugus cos(|d]) j e ugug sen(|d]) ie“uqus cos(|d])
(la) (laf)? (laf)? (laf)?
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icuguzsen(|d])  e“sen(|u]) e“u? cos(|u]) e“uisen(|u]) lke“usugcos(|u])

G@e @ (ay (GIE (GIE

Ik e usuy sen(|i])  lje“ uqug cos(|i]) — lje“lugug sen(|u]) 1 e uqur cos(|u])

(laf)? (laf)? (laf)? (laf)?

li " uguzsen(|ul) 1 e wgugcos(|u|) 1 e“ugug sen(|u]) 1 e*us sen(|u])

(GIE N R ()

li e"ugus cos(|ul)  1i e"'ugus sen(|d|)  1j € uguscos(|d|) — 1j € uzus sen(|d)

(laf)? i (laf)? (laf)? (laf)?

Ike“ uquscos(|u]) lke“ ugus sen(|d|) e“tsen(|d])  e“uicos(|u]) e“uisen(|d])

(laf)? (laf)? (la]) (laf)? (laf)?

i e" usug cos(ld]) e uzug sen(|d]) | j e“usug cos(|ul) j e usuy sen(|ul)

—(ay N () R ) A ()

k e“usug cos(|u|) ke usug sen(|u]) lie“tug sen(|d]) 1 e"ugqug cos(|i])

(laf)? (laf)? () (laf)®

1 e ugugsen(|i]) 1k e"ugug cos(|u]) 1k e“‘ugug sen(|d])  lje“ ugug cos(|u])

(laf)? (laf)? (laf)? (laf)?

djerugugsen(ld]) i e"usugcos(|i]) ie“usug sen(|il) | e"sen(|d])  e“tugcos(|i])

| (laf)? - (laf)? e (@) (laf)?

e ug sen(|u])  k e" ugur cos(|u]) ke ugu; sen(|u]) j et ugus cos(]i])

(G (laf)? (laf)? (laf)?

+j e ugug sen(|ul) N Ik e*“tug sen(|i]) N j e“tugug cos(|u]) 1j e“uqug sen(|u])

(laf)? () (laf)? (laf)?
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li e ugugcos(|u|) 1 e ugugsen(|u]) 1e™ ugugcos(|ul) 1e" ugug sen(|u])

(laf)? i (la])? (la])? (laf)?

j eugug cos(|ul)  j e"ugug sen(|u])  k e“usug cos(|u])  k e“usug sen(|u])

(la])? (la])? (laf)? ' (laf)?

ic“ugug cos(|d|)  ie“uqug sen(|u]) e sen(|d]) e“ui cos(|u]) e“u? sen(|d])

(laf)® (laf)? () (laf)? (laf)?

1j e"ug sen(ld])  lke" wgugzcos(lid]) | 1k e ugug sen(|i]) | 1e* uguy cos(|i)

| () - (laf)? ! (laf)? (laf)?

le" ugur sen(|d|) 1 e“ugurcos(|@])  1i e wguy sen(|id])  j e usurcos(|i])

(laf)? (laf)? (laf)? (laf)?

je"usursen(|u])  ke"ugurcos(|i]) ke"'ugursen(|d]) e sen(|l) e“uzcos(|u))

(laf)? (laf)? (laf)? () (laf)?

e u2 sen(|d|) = 1e“uguy cos(|d])  ie“uguy sen(|d|)

@e T qar . (a)y

(4.53)

Uma aplicac¢ao do operador octonionico (4.37) a uma fungao de varidveis

octonionicas (4.36) nos da que

vy oo (25 _0h 0%y O _0fs Ok 0k _ O
aul 8U2 8U3 8u4 8u5 6u6 (9u7 8u8
Ofy  Oft  Ofs Ofs Ofs  Ofs Jfs  Ofr).
* <8u1 + Ouy + Ous Ous Ous * Oug  Ouy + 8u8)1
Ofs  Ofy  0fi  Ofs Ofr  Ofs  Ofs Ofe.
+ <8U1 8U2 + 8U3 + 8U4 8%5 + 8%6 * 8u7 8u8)']
Ofs  Ofs 0fa  0fi Ofs 0Ofr  Ofs  Ofs
* <8u1 - Ous  Ous + Ous Ous  Oug * Ouy * 8u8)k
Ofs  Ofs  Ofr  Ofs  Ofi  Ofs Ofs Ofa
+ <8U1 + 8U2 + 8U3 + 8U4 + 8U5 B 8u6 B 8u7 B 6'&8)1
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+ <8f6 af5 afs af7 8f2 8f1 8f4 af3 ) i

(9u1 (9uQ B 8U3 + 8U4 * 8u5 * 8%6 B aU7 + 6u8

dfr  Ofs 0Ofs 0Ofs Ofs Ofs  0fi  0f),.
+ <8u1+8uQ Ous 8u4+8u5+8u6+8u7 GUS)I‘]

fs  0fr  Ofs Ofs  Ofs Ofs 0fs Ofi
+ <8U1 81@ + 8U3 8U4 + 8u5 8u6 + 6u7+ 8u8>1k <454)

Da mesma forma, a aplicacado do operador (4.38) a funcao (4.36) é dada

=, _ (O0fi  Ofs  Ofs Ofs Ofs Ofs  Ofr  Ofs

N (8u1+8uQ+81L3+8u4+8u5+8u6+8u7+8u8
0f _0fi _0f O  Of 0fs  Ofs _Of
Ou; Ous Ousz Ouy Ous Oug Ouy  Oug

Ofs [ Ofs _Oh 0f  Ofr Ofs 0Ofs 3f6)

ouy + Ous B Ous B Ouy + Ous B Jdug B Ou;  Oug

0fi _0fs 0f Oh Ok  0f: 0fs _Of

(Gul 8uz 8U3 8U4 8u5 8u6 811/7 (9u8
. (3f5 Ofs _Ofr _0fs _O0h  Of  Ofs  0Ofa

Ou; Ous  Ous - Ouy - Ous * Oug Ouy  Oug

Ofs | fs  Ofs Of 0% Of  9fi Ol
8u1 @UQ 8%3 8u4 8u5 8u6 8U7 8u8

dfr  Ofs af5_|_af6 dfs 0fs 0Ofi an)lj

+

Ou;  Ous * Ous 8u4_8u5 B Oug B ouy * Oug

Ofs , 0fr Ofc  Ofs Ofs Ofs 0f 0Of

! duy duz N au?: Ouy a 8U5 8u6 B au7 au8)lk (455>

Vamos definir um operador T'f que chamaremos de operador soma dado

por T'f = 3(I'f + T'f). Logo temos

Ofy Ohy Ofs; Ofyy 0y Oy Ofr. Ofs

Tf: 8u1 3u1 8u1 8u1 8u1 8u1 8u1 8u1

(4.56)

Podemos fazer uma identificacdo da fungao (4.36) com a funcdo expo-

nencial octonionica (4.26), admitindo que esta tem a propriedade

T(e%) = e°.
Deduzimos entao diretamente uma equagao de operadores, considerando

U = usl + ugj + usk + usl + ugli + ur7lj + uslk, fazendo (4.52) - (4.53)
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ugisen(|u|)  wsjsen(|d]) — usksen(|d])

() () ()

Tf= %(Ff +Tf) = e“cos(|id]) +

u5lsen(|ﬁ\)+u61isen(|ﬁ|) urljsen(|d])  uslksen(]i)|)
() () (l) ()

Uma identificacao do resultado obtido em (4.56) com (4.57) é dada

(4.57)

por
(8_u1> = ¢ cos(|i)) (4.58)

(=)
( ) ; (4.60)
( ) (4.62)
()

i (4.63)

%) 1j — (%@) Ij (4.64)

(%)m(%@)m (4.65)

Da mesma maneira definimos um operador S f, que chamaremos de ope-
rador subtragao, aplicado sob uma fungao de varidveis octonionicas (4.36) dado

por Sf = %(Ff —T'f). Logo temos
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0t Ofv 0fs Ofs 0fr Ofs
(9uz 8U3 8U4 5’u5 8u6 8U7 (9u8
N Ofs  0fs  0fs Ofs  Of7.
+ ( U2 + 0u3 811,4 8U5 + 8u6 8U7 * 8u8)1
dfa L Of  Ofr [ Ofs  Ofs  Of.
+ ( 8uQ + 8U3 8U4 811,5 + 8u6 + 8u7 8u8>']
Ofs _ 0f  Of Ofs Ofr  Ofc  0Of
+ <8u2 - 8u4 8u5 B Oug * ouy + 8u8)k
L (O OF | Of Oh Of Ofs Ofi\
8U2 8U3 6u4 6u5 8U6 8U7 @US
Afs L0 0h [ Oh  Ofa OFs
+ ( Ous 8u3 8u4 + Ous + Oug B ouy + 8u8>h
Of [ Ofs  Ofs | Ofi  Of2\,.
* (aw au3 Duy Ous | Oug | Oun 8u8>1‘]
3f7 fs 0fs Ofs 0f2 0Ofi
+ ( a’UQ 8U3 8U4 + 8U5 8&6 * 8u7+ 8ug>lk <466>

Agora, fazendo (4.52) - (4.53), teremos

e sen(|d|) 2e“u3 cos(|u])  2e“u3 sen(|d]) 2e“ u3 cos(|u]) 2e“ u? sen(]u])

@ @ (@E (ae (laf)?

2" cos(|d]) | 2e"tuf sen(|u]) 2e™uf cos(|d]) | 2e"tup sen(|u]) 2e™ug cos(|dl)

(laf)? (ap> — (Ja)? (laf)? (laf)?

2eug sen(|d])  2e"tug cos(|ul]) | 2e*uf sen(|d]) 2e"tug cos(|ul) | 2e"ug sen(|u])

- (apr (ay? (ap (an? (laf)®

2ie" uy sen(|u|)  2je"tug sen(|u])  2ke™uy sen(|id])  2le*tus sen(|i])

(Jap: (laf)? - (laf)? - (laf)?

2lie" ug sen(|u|)  2lje"ru; sen(|u])  2lke“ ug sen(|u])

(G ) N (4.67)

ainda em (4.67) colocando alguns termos em evidéncia,

110



4.3. APLICAQAO DA FUNCAO EXPONENCIAL OCTONIONICA A
EQUACOES DE OPERADORES

_ 14e* sen(|it Y U3+ ud +ud 4 ud 4 g+ ud o+ ug

Ff—Ff — _ (|ﬁ|)<| ’) — 9w COS(’UD( 2 3 4 <|ﬂ:|’>)2 6 7 8

2 e sen(]il) (u% +ud 4 ud +ud 4 ud o+ ud + u§> _ 2ie"uy  sen(|dl)
(lal) (lal)? (lal)

2je"rug sen(|u])  2ke"uy sen(|id|)  2le“tus sen(|d])  2lie“tug sen(|d])

(la) (la) (la]) ()

2lje" uy sen(|u])  2lke" ug sen(|u])

(laf) ()

(4.68)

Ainda em (4.68) podemos fazer alguma simplificagoes e resulta que

12 e"t sen(|i])

()

2i e"uy sen(|u|) 2 e“tus sen(|u])

(laf) - ()

—2e" cos(|ul) —

2ke"tuy sen(|i|)  2le"us sen(|d])  2lie“tug sen(|d])  2lje" ur sen(]id))

(la) - (la) - () - (l)

~ 2lke"ug sen(|u])

ou ainda

1 - 6 et sen(|u]) L 1e"uy sen(|ul)  j e"us sen(|ul)
S(Of—Tf)= —— & S _ _ _

3 () N N (T} (1

k e"uy sen(|i])

()

li e"tugsen(|d]) 1j e“ursen(|d])

(la]) )

—1 e"ussen(|])(|u])

_ Lke"tug sen(|d))

()

— Sf. (4.70)
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Uma identificacao do resultado obtido em (4.66) com (4.70) é dada por

(_ 6f2 _8f3 _(9f4_8f5 _8f6 8f7 afg) _ e |:—COS<"IID— (68€n(|ﬁ|))1
8u2 8“3 8U4 8u5 a’U,g 8U7 8u8 B (|ﬁ’)

(4.71)
(Gl g gh SR SRSl - e ()i
(e o) = (2 o
T R G L L
= ORI LI,
(it v ) =~ (G e a0
(e e o o s ) == (i i 47
(GGl g GGl B ) — e (2 e

Podemos identificar |if]= /u3-+ui+ul+u+ud+u+uZ aos resultados acima. Este
caminho foi omitido devido a extensao das equacoes.

Em (4.71), o novo termo que surge pode ser definido como

C = (%@) (4.79)

Concluimos que (4.70) pode ser reescrito como
Se® = —e? - C (4.80)

Podemos observar que, o operador T permite que a fungao exponencial
octonionica (4.35) fique inalterada somente se S da a simetria de e* e translade

a primeira coordenada da exponencial octonionica por uma quantidade C.
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4.4 Conclusao

Os octonios, uma extensao nao associativa dos quatérnios, pode ser aplicada para
obtencao de uma relacao do tipo De Moivre classica. A exponencial octonionica
(4.35) define uma fungao que representa a rotacao em relacao a um ponto fixo
em R8.

Obtemos uma generalizagao octonionica dos operadores da teoria de Fu-
eter, que podem assim, definir fungoes de varidveis octonionicas que satisfazem
conceitos de integrabilidade e diferenciabilidade.

Em conexao com operadores da teoria de Fueter, definimos equagoes de
operadores tomando a propriedade de aplicar a exponencial octonionica (4.35)
ao operador T (4.57) e ao operador S (4.70), podendo assim comparar alguns
resultados similares.

Estas propriedades relacionadas aos operadores T e S podem ser compa-

radas aos procedimentos utilizados para solugao de equacoes diferenciais parciais.
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A teoria octonionica é fascinante por si s6. Vista como uma generalizacao da
teoria dos quatérnios que, apesar da nao associatividade, tem possiveis e vastas
aplicacoes a Fisica e a Geometria. Por volta de 1925, Cartan descreve a geometria
de um fenémeno chamado “triality”, que estabelece a simetria entre vetores e spi-
nors e um espaco 8-dimensional. Sua relevancia a Fisica sobre fundamentagoes da
Mecanica Quantica [14], foi o que motivou nomes em 1978, como Ginaydin, Piron
e Ruegg [27], mostrarem que é possivel formular a Mecanica Quantica refirindo-
se as algebras de Jordan excepcionais, definindo assim a Mecanica Quantica oc-
tonionica. Também em 1980 como relatado em [2] observou-se que os octonios
explicam algumas caracteristicas da teoria de cordas. Também nesse mesmo ar-
tigo resultados da analise octonionica sao relacionados as geometrias projetivas.

Trabalhos como [8] concentram-se nas aplicagoes da algebra divisional,
em particular a dos octonios, na formulagao de algumas supersimetrias estendidas
e nas supersimetrias generalizadas.

Para o momento, neste presente trabalho, foi possivel definir a funcao
exponencial octonionica, através da generalizacao da relacao classica de Moivre,
que pode ser considerada uma funcao que rotaciona um ponto fixo em R®. Foi
possivel definir uma generalizagao octonionica de funcoes regulares da teoria de
Fueter. Nao utilizamos o termo funcao analitica para funcoes octonionicas. Foi
usada a expressao funcoes regulares octonionicas. Isto devido ao fato de que a
teoria octonionica nao ter o conceito de analiticidade totalmente definido.

Pudemos estabelecer uma conexao da funcao exponencial octonionica a
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esses operadores generalizados através da identificacao de equagoes de operadores.

O conceito de regularidade de funcoes hipercomplexas é de extrema im-
portancia nas aplicagoes a Fisica pois permite, por exemplo, representacoes qua-
ternionicas das equacoes de campo de Dirac e de Klein-Gordon, conforme mos-
trado em Calixto [19]. Pretendemos em trabalhos futuros, tentar generalizar essas
representacoes sobre os octonios.

A algebra octonionica pode também ter vastas e importantes aplicagoes
em Criptografia e Computagao Quantica. Além disso, conforme relatado por
Godoy [9], podemos tragar paralelos a esses resultados utilizando &lgebras oc-
tonionicas, sobretudo devido ao seu carater nao associativo. Estudos estao sendo
realizados no ambito do Grupo de Problemas nao lineares e Sistemas Complexos

(UNESP - Campus de Sao José do Rio Preto - SP).
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