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Resumo

Estudaremos algumas propriedades dindmicas para uma particula classica confinada em
uma caixa de potencial com potenciais infinitos nas bordas e contendo um poc¢o ou barreira de
potencial dependentes periodicamente do tempo. A dindmica de ambos os sistemas é descrita
através de mapa bidimensional, ndo-linear e que preserva a area no espago de fases nas variaveis
energia e tempo. Os espacos de fases sdo mistos e observaveis médios nos mares cadticos sdo
descritos usando argumentos de escala. Expoentes criticos foram obtidos perto da transi¢cdo de
integrabilidade para ndo integrabilidade, assim como expoentes de Lyapunov. O formalismo
apresentado aqui é robusto e pode ser estendido para diferentes tipos de mapeamentos.

Palavras Chaves: Poco de Potencial, Barreira, Caos, Propriedades dinamicas.



Abstract

Some dynamical properties for a classical particle inside a box of potential with infinite
potentials at the edges and containing a time-dependent potential well or barrier are studied.
The dynamics for both systems are described by a two dimensional map, non-linear and area
preserving map in the variables energy and time. Critical exponents were obtained near the
transition from integrability to non-integrability. Lyapunov exponents were used to characterize
the chaotic dynamics. The formalism presented here is robust and can be extended to different
kinds of mappings.

Key Words: Potential Well, Barrier, Chaos, Dynamical Properties.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O comportamento dindmico de varios sistemas fisicos pode ser caracterizado pelos con-
ceitos matematicos desenvolvidos na teoria de sistemas dindmicos ndo lineares [1, 2, 3, 4, 5, 6].
A partir de ferramentas e propriedades dindmicas e estatisticas podemos extrair resultados
numeéricos e analiticos relevantes para a caracterizagao de sistemas fisicos.

Em relacdo a descricdo da Hamiltoniana do sistema, muitas vezes isto nos leva ao estudo
de mapas bidimensionais ndo lineares e que preservam a area do espacgo de fases [7, 8]. Da-se
0 nome de espaco de fases ao conjunto de todos os estados acessiveis. Ao evoluir, a partir de
um estado inicial, o sistema passa por pontos do espago de fases; ao conjunto assim percorrido
denomina-se orbita. Assim, o espaco de fases & também o conjunto de todas as orbitas possiveis.
A estrutura do espaco de fases caracteriza portanto os comportamentos dindmicos possiveis do
sistema. Movimentos regulares (periddicos ou quase-periodicos) estdo associados a estruturas
organizadas e movimentos irregulares a estruturas complexas.

Chamamos de mapa um sistema dindmico que evolui no tempo de uma forma discreta [9].
Uma das maneiras pelo qual um fluxo continuo da origem a um mapa discreto é pela utilizagdo
de secdes de Poincaré, onde este nada mais € do que uma maneira de reduzir o estudo de um
fluxo num espago de fases com n dimensdes a uma aplicagdo denominada mapa de Poincaré
ou mapa de retorno num espaco de fases com (n — 1) dimensdes. Se por exemplo, tivermos
um diagrama de fases tridimensional em que cada estado é representado por (z, i, t), 0 mapa
de Poincaré é obtido simplesmente considerando a interseccdo da trajetéria com o plano (z, )
(secdo de Poincaré) toda vez que ¢ for igual a um maltiplo de um periodo 7.

Podemos considerar o problema do movimento livre de uma particula classica confinada em
uma regido fechada do espaco e que sofre colisdes com a fronteira. Tais problemas sdo chama-
dos de problemas do tipo bilhar [10]. Os problemas descritos pela dindmica de uma particula
classica confinada em um pog¢o ou barreira de potencial dependentes do tempo sdo exemplos
simples que podem ser comparados e descritos como bilhares unidimensionais. Os bilhares
entdo podem ser vistos como exemplos facilmente discretizaveis de sistemas Hamiltonianos. O
sistema dindmico discreto associado é conservativo e pode apresentar (dependendo da forma do



bilhar) regimes dindmicos como integrabilidade, ndo-integrabilidade e caos. Grande parte dos
sistemas apresentam espacos de fases do tipo misto, pois possuem ilhas do tipo Kolmogorov-
Arnol’d-Moser (KAM) geralmente envoltas por mares de caos, enquanto que curvas invariantes
do tipo spanning separam diferentes regides caoticas do espago de fases. Especial atencdo tem
sido aplicada no comportamento cadtico destes sistemas [11] assim como a possibilidade de
caracteriza-los usando teoria de escala [12, 13]. Além do mais, alguns destes sistemas podem
apresentar comportamentos descritos por leis de poténcia [14, 15, 16] com mesmos expoentes,
0s quais podem ser uma clara evidéncia de que estes sistemas podem ser enquadrados em uma
mesma classe de universalidade.

Na literatura podemos encontrar algumas aplicagcdes usando pogos de potencial, sejam eles
quanticos ou classicos. Podemos citar como exemplos, o estudo de um canal eletrdnico peri-
odicamente modulado [17], semicondutores na presenca de intensos campos elétricos [18] e o
célculo do transporte através da heteroestrutura do GaAs/AlGaAs [19].

Com relacgdo as barreiras de potencial, podemos ver diversas aplica¢des na literatura, e tanto
as versdes quanticas como classicas podem ser encontradas. Como exemplos de aplicacdes,
podemos citar a obtencdo de propriedades cabticas para uma barreira modulada no tempo [7],
0 tempo de travessia para tunelamento [20] e uma dupla barreira de potencial [21].



Capitulo 2

POCO DE POTENCIAL DEPENDENTE
PERIODICAMENTE DO TEMPO

2.1 Resumo

Neste capitulo estudaremos a dindmica de uma particula classica confinada dentro de uma caixa
de potenciais infinitos nas bordas e contendo um poco de potencial cujo fundo é dependente pe-
riodicamente do tempo. Iremos detalhar como obter o0 mapa, o espago de fases, mostraremos
como sdo encontradas as Orbitas periodicas de periodo 1 (um) e caracterizaremos 0 comporta-
mento cadtico do sistema pela obtencdo dos expoentes de Lyapunov. No final deste Capitulo
iremos propor uma funcdo de escala que engloba todas as variaveis de nosso sistema e sobrepor
todas as curvas de desvio da energia média em uma Gnica curva universal, confirmando uma
invariancia de escala.

2.2 O Modelo

O problema do pogo de potencial dependente periodicamente do tempo consiste de uma particula
classica de massa m submetida a diferentes tipos de potenciais dependendo da regido em que es-
teja, 0 que resulta em ganhos ou perdas de energia cinética (consequentemente ha uma variacdo
da energia total). Um esquema tipico pode ser visto na Fig. 2.1, onde a base do pog¢o de po-
tencial se move periodicamente no tempo. O pogo se encontra no interior de uma caixa com
potenciais infinitos em suas bordas.

Vale ressaltar que outros tipos de formas de potenciais também podem ser usados para obter
a mesma descricdo da dindmica do sistema. Podemos, por exemplo, considerar uma cadeia
de infinitos e simétricos pogos de potencial dependentes periodicamente do tempo, onde seus
fundos se movem periodicamente e sincronizados no tempo, como & mostrado na Fig. 2.2(a).

10
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Figura 2.1: Esquema ilustrativo do potencial V'(z, ¢) dado pela Eq. (2.1).

Considerando a geometria do problema, podemos também assumir um (nico pogo de potencial
que ndo contém uma caixa infinita de potencial, mas possui condi¢es de contorno perioddica
nas bordas, como mostrado na Fig. 2.2(b). Finalmente e mais genericamente, podemos con-
siderar um semi poco de potencial em que o fundo se move periodicamente no tempo dentro
de uma caixa de potencial infinito como podemos ver na Fig. 2.2(c). Entretanto, neste capitulo
preferimos usar o esquema da Fig. 2.1, onde o potencial V' (z, t) pode ser escrito como

oo, ifx <Oorx > (a+b)
V(z,t) =< Vo, if0<x<%0r(a+%)<x<(a+b) ; (2.1)
Vicos(wt), if 2 <o < (a+?)

onde a, b, Vj, Vi € w sao constantes.

Vamos supor que em um tempo ¢t = t,, a particula inicia seu movimento com energia
E = E, e esta prestes a entrar no pogo de potencial oscilante em = = b/2. Ao entrar no
poc¢o a particula sofre uma mudancga abrupta em sua energia cinética, logo a energia cinética
pode ser escrita como K/, = E, — V; cos(wt,,) = imu!,? onde |v},| = \/2K/,/m & constante
(\Vale ressaltar que as velocidades que trabalharemos serdo constantes, pois ndo temos forcas
de qualquer natureza atuando. As excess0es ocorrem apenas em = = b/2 e x = a + b/2 onde
temos mudancas bruscas nas velocidades da particula). Chegando no outro lado do pogo (em
r = a+ b/2), a energia da particula & E/, = K| + V; cos[w(t,, + At))] onde At], = a/|v
Se a particula ndo tem energia suficiente para escapar do poco ela é refletida de volta, ou seja,
E! < Vy. Além de retornar, ela sofrera reflexdes sucessivas até que tenha energia suficiente

para deixar o pogo. Podemos entdo reescrever E/ como E! > K! +V; cos[w(t, +iAt,)] onde

al
a
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Figura 2.2: (a) Uma cadeia contendo infinitos pocos de potencial simétricos, onde os fundos
destes se movem periodicamente e sincronizados no tempo; (b) Um @nico poco de potencial;
(c) Poco de potencial apresentado em (b) mas que foi cortado ao meio por causa de sua simetria.

i € 0 menor inteiro que satisfaz a condi¢do £/, > V;, condi¢do esta que assegura que a particula
escapou.

Uma vez que a particula escapou do pogo oscilante, ela ir& viajar em direcdo a uma das
bordas da caixa com potenciais infinitos, sofrera uma colisao elastica deste e ira se mover em
direcdo ao poco oscilante. A nova energia instantes antes de entrar no pogo é dada por £, ., =
E,, + Vi{cos[w(t, + iAt),)] — cos(wt,)}. O tempo & escrito como ¢, = ¢, + iAt!, + At
onde At” = b/|v”| com [v”| = \/2K/!/me K" = E,., — Vj.

Podemos ver que existem muitos parametros de controle que ndo sao relevantes para de-
screver a dindmica do sistema, (cinco no total), chamados a, b, V5, V7 and w. Iremos definir
variaveis adimensionais afim de diminuir o nimero de pardmetros de controle: 6 = V;/V4,
r=b/a,e, = E,/Vo, N.=w/(2r) (a/+/2Vy/m) e amedida do tempo em termos do nimero
de oscilagBes do poco movel, ¢ = wt. O pardmetro N, corresponde ao nimero de oscilagdes
que 0 pogo completa em um tempo ¢ = a/\/m (tempo que uma particula, com energia
cinética igual a V;, levaria para percorrer a distancia a se o poco fosse estatico).

Tendo em mente os parametros de controle propostos, 0 mapa pode ser escrito como

- { ens1 = en - 0lcos(dn +iAG) —cos g 2.2)

Oni1 = On + 100, + A, mod27m
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Figura 2.3: Distribui¢cdo do nimero de reflexdes sucessivas de uma particula, onde n representa
o nimero de reflexdes, h a frequéncia com que cada reflexdo sucessiva aparece e a & 0 expoente
da lei de poténcia. Os pardmetros de controle usados sdo » = 1, 6 = 0.5 e: (a) V. = 33.18; (b)
N, = 300; (c) N. = 3000.

onde as variaveis auxiliares sdo dadas por

Ag, = 2N (2:3)

V/en — 0 cos(¢n)’

27 N.r
vV Enyl — L

onde i € 0 menor inteiro que torna a expressao e,, + d[cos(¢, +iAp,) — cos ¢,,| > 1 verdadeira.

Ay = (2.4)

2.3 Colisdes Multiplas

Sabemos que a particula fica confinada no poco de potencial mével quando a energia nas bordas
(x =0b/20uz =a+b/2)fore < 1. Se fizermos um gréfico do nUmero de colisdes sucessivas
em funcdo da frequéncia com que elas aparecem (chamado muitas vezes de histrograma de
frequéncias) iremos notar que essa distribuicdo obedece a uma lei de poténcia. Na Fig. 2.3(a)
temos uma simulac¢do usando como parametros » = 1, N. = 33.18 e § = 0.5, vemos que 0
melhor ajuste & uma lei de poténcia com expoente —2.94(5). Para a Fig. 2.3(b) os pardmetros
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usados sdo r = 1, N. = 300 e 5 = 0.5 e 0 expoente da lei de poténcia & —2.99(6). Finalmente
para a Fig. 2.3(c) » = 1, N. = 3000 e 6 = 0.5 e 0 expoente da lei de poténcia é igual a
—2.94(7).

2.4 Espaco de fase e pontos fixos

O espaco de fase do modelo é misto contendo ilhas do tipo Kolmogorov-Arnol’d-Moser (KAM),
um extenso mar cadtico e curvas invariantes do tipo spanning que separam diferentes regides
caoticas e limitam o crescimento da energia e, como podemos ver na Fig. 2.4. As ilhas KAM
tém a caracteristica de ndao permitirem o transito livre de uma 6rbita entre seu interior e o0 mar
de caos, assim, a evolucdo de uma condicao inicial que esteja em seu interior jamais saira desta
regido, da mesma forma que uma Orbita pertencente ao mar de caos jamais entrara na ilha KAM.

Figura 2.4: Espaco de fase para o mapeamento (2.2). Os circulos correspondem aos pontos
fixos elipticos e os em formato de cruz sdo pontos fixos hiperbolicos. As cores vermelhas sdo
usadas no primeiro tratamento (i) e as azuis no segundo tratamento (ii). Os parametros de
controle usados sdaor = 1, N, = 33.18 e § = 0.5.

Dadas as expressdes do mapeamento, podemos obter os correspondentes pontos fixos. Os
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pontos fixos, sem multiplas reflexdes (ou seja, « = 1 no mapa (2.2)), sdo obtidos fazendo
Enil = €n = €€ Opi1 = ¢, + 2mm = ¢*, onde m & um inteiro positivo.
Fazendo e, .1 = e* na primeira expressao do mapa (2.2), obtemos

J [cos(@* + A¢,) — cos(¢™)] =0, (2.5)

isso sO é possivel se & = 0 (situagdo que ndo nos interessa, pois teriamos de ignorar esse
pardmetro do mapa) ou cos(¢* + A¢,) = cos(¢*). Essa Gltima expressdo nos remete a dois
valores para Ag,:

A, = k2, (2.6)

ou
Ad, = k21 — 20", (2.7)

onde & & um namero inteiro maior que zero.
Iremos nomear de tratamento (i) quando utilizarmos o0 A¢, da Eq. (2.6) e tratamento (ii)
quando utilizarmos 0 A¢, da Eq. (2.7).
(i) Neste tratamento, iremos obter uma expressdo analitica para os pontos fixos. Abaixo
segue a deducado.
Primeiro, vamos reescrever a expressao de A¢, dado na Eq. (2.4):
Ay — 27TNC7“‘ (2.8)

e* —1

Fazendo ¢,, .1 = ¢* + m27 na segunda expressdao do mapa (2.2), obtemos
¢" +m2m = ¢" + Ada + Ay,

ou
m2r = Ade + Ady. (2.9)

Substituindo A¢, da Eq. (2.6) e A¢, da Eg. (2.8) na expressdo acima, encontramos que

N 2
e:1+( CT> . (2.10)
m—k
Sabemos também que A¢, & dado na Eq. (2.3), logo reescrevendo, obtemos
21N,
Ad, = L (2.11)

e* — 0 cos(¢*)

Substituindo A¢, dado na Eq. (2.6) em (2.11) encontramos

)= |- ()]
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onde podemos isolar ¢* e obter

¢* = arccos {% [e - (%) ] } , (2.12)
¢* = 27 — arccos {% [e — (%) ] } : (2.13)

As duas Ultimas expressdes nos fornecem a fase das orbitas periddicas de periodo 1 usando
o tratamento (i). Portanto, para determinar os pontos fixos analiticamente, basta encontrarmos
os valores de energia e fase (e*, ¢*).

(ii) Para este tratamento, iremos mostrar que nao é possivel obtermos uma expressado analitica

ou

para o par (e*, ¢*), sendo necessario uso de solu¢do numeérica.
A expressao de A¢, pode ser vista na Eq. (2.7), mas podemos também comparar com a
expressao encontrada na Eg. (2.11), obtendo assim

2
¢* = & cos(¢") + (kgiﬁ) . (2.14)

Ao fazer ¢,.1 = ¢* + m27 na segunda expressdo do mapa (2.2) obtivemos a Eq. (2.9).
Substituindo a expressao de A¢, da Eq. (2.7) e A¢, da Eq. (2.8) encontramos que

T N.r
w(m —k)

2
1— ¢ + { - ¢*} =0, (2.15)

e finalmente substituindo a expressao de e* da Eq. (2.14), obtemos

L+ [ 7N r
m(m — k) + ¢*

onde esta expressdo nos fornece a fase (¢*) dos pontos fixos para o tratamento (ii). A energia é
encontrada substituindo ¢* na Eq. (2.14).

2
— §cos(6) + (k;L) — 0, (2.16)

Uma forma de se caracterizar os pontos fixos & através do polindmio caracteristico [9],
escrito como
N = \(TrJ*) +1 =0,

onde a solucdo desta equacao nos fornece

e £/ (TeJ*)2 — 4

At 5
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A Jacobiana .J € escrita como

8en+ 1 a€n+ 1
aen ad)n

8¢n+1 6¢n+1
Oen, Opn

e TrJ* é dito o traco da Jacobiana, ou seja, a soma dos elementros da diagonal principal da
matriz J*,

Oeni1 0Pt
TrJ* = .
Y e, T 00,

Os pontos fixos podem ser classificados da seguinte forma [9]:
e Se |TrJ*| < 2, o ponto fixo (X*, Y*) é eliptico.

e Se |TrJ*| = 2, o ponto fixo (X*, Y*) & parabolico.

e Se |TrJ*| > 2, o ponto fixo (X*, Y*) & hiperbolico.

Na Fig. 2.4 podemos ver 0s pontos fixos para os dois tratamentos. Os pardmetros de controle
usados sdo r = 1, N. = 33.18 e § = 0.5. Os circulos correspondem aos pontos fixos elipticos
e os em formato de cruz sdao pontos fixos hiperb6licos. Pontos fixos elipticos sdo considerados
estaveis, ou seja, dada uma condicdo inicial exatamente no ponto fixo, a 6rbita nunca saira deste
ponto, ao contrario dos hiperbolicos que tem trajetorias que divergem do ponto fixo (ponto fixo
instavel). Ressaltamos que as cores vermelhas sdo usadas no primeiro tratamento (i) e as azuis
no segundo tratamento (ii).

2.5 Os Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov sdo usados como indicadores de caos. Eles indicam se uma oOrbita &
sensivel ou ndo as condigdes iniciais, em outras palavras, se duas orbitas com condices iniciais
proximas se separam ao iterarmos o sistema varias vezes. N0sso objetivo, nesta secdo, & utilizar
o célculo do expoente de Lyapunov para caracterizar o0 comportamento caotico encontrado no
espaco de fase do modelo do poco de potencial dependente periodicamente do tempo.

Para obter os expoentes de Lyapunov, precisamos verificar se duas orbitas que partindo de
condicdes iniciais proximas divergem exponencialmente uma da outra com o passar do tempo.
Se tal divergéncia ocorre, entdo as Orbitas sdo classificadas como cabticas. Se duas orbitas
permanecerem proximas ou divergem apenas linearmente, entdo nao sdo sensiveis as condi¢cdes
iniciais e, consequentemente, ndo sdo cadticas.

Inicialmente efetuaremos o calculo para um mapa unidimensional, e depois iremos extrap-
olar para o caso bidimensional (que sao os objetos de estudo neste trabalho).

Seja 0 mapa unidimensional dado por
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onde X, & uma condicdo inicial e F' € uma funcdo ndo linear qualquer. Podemos definir a
distancia relativa entre duas orbitas, na n-ésima iteragdo, como,

d=[F™(Xo+¢) — F™ (X)), (2.18)

ou ainda, podemos considerar a distancia relativa pela razdo

d _|F™(X, — FM(X,
¢ _ | (Xo+¢) ( 0)|’ (2.19)
€ €
onde e € muito pequeno. Considerando o limite em que ¢ — 0, podemos definir,
FM(X — F(X, "
tig | X0 = FPX0) | o ) = ), (2.20)
e—0 €
Tomando o logaritmo de ambos os lados da Eg. (2.20) e reorganizando 0s termos,
1 /()
A=— In|F"™""(Xy)|. (2.21)
n

Agora considerando o caso em que n. — oo (isto é feito, pois 0 expoente de Lyapunov so
ira convergir para certo valor apbs um nimero muito grande de iteracdes), a expressao para o
calculo do expoente de Lyapunov para mapas unidimensionais & dada por,

1
A= lim = In|F"™(X)]. (2.22)
n—oo N
Em mapas bidimensionais, como os estudados neste trabalho, os expoentes de Lyapunov
sdo dados por

1 )
Aj = lim —In|A}[, com j=1,2. (2.23)

n—oo 1
O termo Aj. representa os autovalores da matriz M = []'"_, Ji(e;, ¢;) e J; & a matriz Jacobiana
do mapeamento avaliada na orbita (e;, ¢;).

Para facilitar o calculo dos expoentes de Lypaunov, vamos utilizar um algoritmo chamado de
Algoritmo de Triangularizag¢do, proposto por Eckmann em 1985 [22]. Este algoritmo consiste
em escrever .J (matriz Jacobiana) a partir do produto de uma matriz Triangular superior (7") por
uma matriz Ortogonal (©), ou seja, J = O T

Podemos afirmar que uma matriz é ortogonal quando sua transposta é igual a sua inversa,
ou seja,

o t=0e"
Usando estas defini¢cOes, podemos reescrever a matriz M como

M = Jn Jn—l Jn—? EEER) J2 Jl - Jn Jn—l y ey J2 @1 @1_1 Jla
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onde 77 = ©, '.J;. O produto de J,O, define uma nova .J,’. Seguindo o mesmo raciocinio,
temos

M - Jn Jn—l g oeeey J3 @2 @271 JQ/ Tl‘

O mesmo procedimento pode ser usado para obter 7, = ©,~* J,’ e assim por diante. Usando
este procedimento, o algoritmo se resume a analisar os dois elementos da diagonal principal de
T, ou seja, Ti; e Thy. Para encontra-los, devemos achar as expressdes de ©; ~'.J; = T}, dadas

por
cos() sin(0) Ju i\ _f Tu T
—sin(0)  cos(6) Jo1 J2o 0 T
Calculando o produto das matrizes, encontramos

< J11 cos(0) + joq sin(6) J12 €08(0) + jao sin(6) ) N < ATEAT )

_jll SiIl(&) + jgl COS(@) —j12 SiIl(9> -+ j22 COS(@) 0 T22

Resolvendo a igualdade de matrizes, obtemos

—j11 8in(0) + joy cos(0) = 0,
—j11 8in(0) = —jo; cos(0),
sin(0) _Jn

cos(f)  ju

Observando a Figura 2.5, podemos tentar obter relacfes trigonométricas em um tridngulo
retangulo. Aplicando o Teorema de Pitagoras podemos encontrar o valor da hipotenusa (HI),

que é igual a
HI = \/j121 +]'221-

Da Fig. 2.5, temos que

Ju

Vit + g5

J21

Vit + s

sin(f) =

cos(f) =
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J11

Figura 2.5: No triangulo retdngulo da figura, encontramos quem s&o o cateto oposto e o cateto
adjacente usados na obtenc&o do sin(#) e do cos(#).

Finalmente podemos agora reescrever os autovalores da matriz 7', ou seja

9 9
. L. +
T11 = j11 cos(0) + jog sin(f) = _Jutia (2.24)

VU +353)

_ ]11]2?2— ]12-12721‘ (2.25)
V (311 + J21>
A partir dos autovalores T7; e T, da matriz triangular, encontramos numericamente 0s

expoentes de Lyapunov para uma orbita do espago de fases para mapeamentos 2D.
Em sistemas Hamiltonianos os expoentes de Lyapunov aparecem aos pares e com sinais

T22 = j22 COS(@) -+ j12 sm(@)

contrarios [3]. Vamos sempre considerar o expoente positivo em nossas simulagdes.

Na Fig. 2.6(a) foram usadas seis condic@es iniciais diferentes, iteradas 10® vezes na regido
de mais baixa energia do espaco de fases, correspondente a regido do mar de caos, para 0 mapa
(2.2). Pode-se ver que mesmo para diferentes condicGes iniciais, 0s expoentes de Lyapunov
convergem para um valor constante, e com isso, podemos tomar a média dessas seis condi¢cdes
e obter o expoente de Lyapunov médio ).

Ja na Figura 2.6(b) temos o comportamento do A em funcdo do pardmetro NV, como sabe-
mos, N, nos da o nimero de oscilacdes que o poco quadrado completa em um tempo ¢ =
a/+/2Vy/m. Quando aumentamos o valor de N,, estamos aumentando o nimero de oscilagBes
que o poco realiza, com isso, aumentando a estocasticidade do sistema (padrdes estocasticos
sdo aqueles que tém origem em processos ndo deterministicos, com origem em eventos con-
siderados aleatorios. Por exemplo, o lancar de dados resulta num processo estocastico, pois
qualquer uma das 6 faces do dado tem iguais probabilidades de ficar para cima quando de seu
arremesso), o0 que é visualizado como um aumento no expoente de Lyapunov.

Agora em relagdo a Figura 2.6(c), temos uma queda inicial do valor do expoente de Lya-
punov médio, e em § ~ 10~! um aumento, isto se deve a destrui¢do de outra curva invariante
Spanning e nova juncdo de mares ca6ticos. Na Fig. 2.7(a) temos em preto uma oOrbita onde a
condicdo inicial foi gerada para um valor de baixa energia e o vermelho é o espaco de fases.
A diferenca entre esta figura e a Fig. 2.7(b) estad no valor do pardmetro § que passou de 0, 1
(2.7(a)) para 0,2 (2.7(b)). Para a Fig. 2.7(b) vemos que varias curvas invariantes do tipo span-
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Figura 2.6: (a) Evolucdo temporal do expoente de Lyapunov positivo para seis diferentes
condigBes iniciais evoluidas 5 x 10® vezes. Os parametros usados sdo r» = 1; N, = 500 e
§ = 0.5. (b) Grafico de A x N, para os valores fixos » = 1 e § = 0.5. (c) Gréafico de A x § para
os valores fixos r = 1 e N, = 33.18. (d) Gréafico de A x r para os valores fixos de N, = 33.18
ed =0.5.

ning foram destruidas ao compararmos com a 2.7(a), o que reforca a nossa hipotese de que esta
seja uma das causas da flutuacdo do expoente de Lyapunov médio.

Analisando agora a Figura 2.6(d), vemos que ha uma tendéncia geral de crescimento do
valor do expoente de Lyapunov médio, isto pode ser explicado se lembrarmos que » = b/a e
quanto maior o valor de », maior € o valor de b perante a. Portanto, a particula passaria mais
tempo viajando na regido que ndo possui 0 poco oscilante, o que faz este oscilar um nimero
grande de vezes, aumentando a estocaticidade do sistema.

2.6 Propriedades de escala

Nosso objetivo principal & caracterizar o comportamento da energia média e do desvio da ener-
gia média do mar ca6tico em fungdo de todos os pardmetros de controle. Para isto, definimos
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Figura 2.7: Em preto temos uma Orbita iterada a partir da regido de baixa energia do mar de
caos, e em vermelho o espaco de fases para: (a) 6 = 0.1; (b) o = 0.2. Foram usados N, = 150
el.

energia média como
1 n
é(n,d, Ne,r) = — E €, (2.26)

n <
i=1

onde n & 0 numero de iteradas. Definimos também o desvio da energia média como

M
1 —
w(n,d, Ne,r) = i E \/ef(n, 8, Ne, 1) —&%(n, 6, Ne,r), (2.27)
Jj=1

onde M é o conjunto de diferentes condicdes iniciais.

Na Figura 2.8 vemos uma curva de w em func¢do do nimero de iteragdes n, para 0s parametros
N, =790, = 1ed = 1. O nimero de condicdes iniciais € M = 3000. Vemos que ha um
crescimento em lei de poténcia (com expoente 3 = 0.5096(1) ~ 0.5), e depois de um certo
valor de n, temos que w satura em um valor constante, que chamamos de w,,;. O nimero da
iteracdo onde ha mudanca de crescimento com expoente /3 para saturacdo de w & chamado de
namero de iteracdo de crossover n,.

Nas figuras 2.9(a) e 2.9(b) sdo mostrados graficos de w x n para trés valores diferentes de V..
e r respectivamente. Vemos que para os dois casos, as trés curvas iniciam o crescimento juntas
e saturam em pontos diferentes. Porém para a Fig. 2.9(c) (onde variamos o valor do parametro
d), as trés curvas ndo iniciam o crescimento juntas, isso so ocorre se fizermos uma reescala do
eixo de n, multiplicando este eixo por 42, como mostrado na Fig. 2.9(d).
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Figura 2.8: Grafico de w x n ilustrando a localizacdo de n,, a forma do crescimento e a
saturacdo. Os parametros utilizados foram: N. = 790,r =1ed = 1.

2.7 Hipoteses de Escala

Nesta secdo proporemos as hipoteses de escala para todos os parametros presentes no modelo
do poco de potencial dependente periodicamente do tempo.

Comecaremos supondo que:

(i) Para n < n,, 0 comportamento de w pode ser descrito como

w(nd?, Ne,r,8) o [mﬂﬁ, (2.28)

onde 3 & um expoente critico.
(i) Para n > n,, wy, € dado por

Weat (0%, Ny 1, 8) oc N*r2523 (2.29)

onde aq, ap € a3 SA0 expoentes criticos.
(iii) O nUmero de iteracdo de crossover n, € escrito como

ne(nd?, N, 1, 0) oc N2 r#2§%, (2.30)

onde z1, 2, € z3 também sdo expoentes criticos.

Apos extensivas simulagdes numéricas, encontramos que 8 = 0.5.

Uma forma de encontrarmos os expoentes criticos & utilizando o formalismo de funcdes
homogéneas generalizadas. Para isto, vamos supor o desvio da energia média pode ser escrito
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Figura 2.9: (a) Graficode w x nparar = 1,6 = 0.1e: N. = 10, N. = 30 e N, = 100; (b)
wxnpara N. =500, =0.5e:r=1,r=50er =300; () w x npara N, = 150, r = 1 €:
§=0.01,6 =0.05e 5 = 0.1. (d) w x nd? para os mesmos parametros do item (c).

como:
w (nd*, Ne,r,8) = Lw (L“né*, L= N,, L*r, L“J), (2.31)

onde L é o fator de escala e ¢y, ¢, c3 € ¢4 SA0 expoentes caracteristicos.
Se considerarmos o primeiro argumento de w na direita da Eq. (2.31) igual a 1 (L¢*nd?=1),

iremos obter
L= (ns?)""", (2.32)

onde igualamos a 1, uma vez que L & um fator de escala e pode assumir qualquer valor.
Inserindo esta expressdo na fungdo homogénea, obtemos

w (nd%, N, 7, 6) = (n6?) /" (1, (nd%) /N, (n®) =, (ms?)*c“/”a) (2.33)

onde podemos eliminar a parte constante do argumento de w supondo uma nova fungdo w;
escrita como

w1 ((7162)—62/61]\707 (néZ)—ca/qr, (n52)—c4/c16> - W (1, (nég)—cg/cle
(7152)703/617‘7 (n52)fc4/c15> '
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Supondo que w; é constante para n < n,, temos que
w(ndé?, Ne,r,8) o (n52)71/a,

e comparando com a hipo6tese (i) dada na Eq. (2.28) obtemos que 3 = —1/¢;.
Agora considerando o segundo argumento de w na direita da Eq. (2.31) igual a 1 (L2 N.=1)
obtemos
L= N;Ve, (2.34)

Substituindo esta expressao em (2.31), temos
w (n(52, N, r, (5) = Nc’l/”w (Nc’cl/”néz, 1, NC’CS/CQT, N’C‘*/Qé) , (2.35)

ou ainda,
w (n8%, Ny, 1, 8) = N V2w, (N7 e2ng?, N /o2, NJ0/e25)

onde
Wo (N;c1/ch527 NJCS/Q?% N;c4/cQ5) —w (N;Cl/62n52’ 1, NJCS/an Nfczl/(:gé) .
Supondo novamente que w-, & constante para n > n,, podemos dizer que
w (n(52, N, r, (5) X Nc’l/CQ.

Comparando com a hipotese (ii) dada na Eq. (2.29), concluimos que ov; = —1/c, parad e r
constantes.
Fazendo o terceiro argumento de w na direita da Eq. (2.31) igual a 1 (L®r=1), obtemos

L=y, (2.36)
e substituindo em (2.31), temos
w (nég, N, r, 5) = ey (7“_61/637152, re2/e N, 1, r_c4/035) , (2.37)
que pode ser escrito como
w (n(52, N, r, 5) = 7“_1/63w3 (7“_61/637152,7“_62/03]\70,7“_64/035) ,
onde

w3 (7“_61/637152, re/e N, 7“_64/035) =w (r_cl/c3n52, re2 /N, 1, 7“_64/035) )
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Considerando w5 constante para n > n,., temos que
w (n52, N, r, 5) o e,

e comparando com a hipotese (ii) dada na Eq. (2.29), concluimos que ay = —1/¢3 para N. e o
constantes.
Finalmente igualando a 1 o Gltimo argumento de w na direita da Eq. (2.31), temos

L =¢§Ve, (2.38)

Substituindo em (2.31), temos

w (n6®, Ne, 7, 6) = 674w (ng> /et §7=/4N, 67/ N, 1), (2.39)
ou reescrevendo em funcéo de w,, temos

w (nd%, Neyr,6) = 64wy (ng?=1/e 572/ N, 5/ N,)
onde

Wy (n52*01/04, s/, 5*03/04]\@) =w (n52*01/04, §e/aN, §Ts/4N,, 1).
Supondo w, constante para n > n,, obtemos
w (néz, N, r, 5) o 6 e,

Comparando com a hipotese (ii) dada na Eq. (2.29), concluimos que a3 = —1/c4 para N, e r
constantes.

Temos 4 expressoes para os fatores de escala L, e quando n = n,,, essas expressoes devem
ser todas iguais entre si. Comparando a Eq. (2.32) com a Eqg. (2.34), concluimos que n =
52NV ou

c1/c2
nocNC/ ;

pois ¢ e r sdo considerados constantes para este caso. Logo comparando a equag¢ao acima com
a hipotese (iii) dada na Eq. (2.30), concluimos que
&1

21 = = 1 = -

(&) o B

Analogamente, comparando a Eq. (2.32) e com a Eq. (2.36), concluimos que n = §~ 271/
ou

n o« rcl/c?’,
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pois N, e ¢ sdo constantes para este caso. Comparando a equacdo acima com a hipotese (iii)
dada na Eq. (2.30), temos

1
Z_C1_ 3 2
2= — = 1 = -

C3 — o4

Finalmente, comparando a Eq. (2.32) com a Eq. (2.38), concluimos que n = §°/*=2 ou de
maneira analoga,

c1/cqa—2
n o 6472,

e comparando com a hipotese (iii) dada na Eq. (2.30), concluimos que

1
&1 T a3
23 =——2= —2=—-=2
Cy —% B
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Figura 2.10: (a) Grafico de wg.; x N.. (b) Crossover n, como fun¢do de N.. Os parametros
de controle s&@o: circulos pretos » = 1, e 6 = 0.1; circulos vermelhos » = 1 e § = 0.25. (¢)
Grafico de wg,; x r; (d) n, como funcdo de r. (e) Grafico de wg,; como funcéo de 4. (f) n, x 9.
Os parametros de controle usados séor =1 e N, = 150, N. = 790 e N. = 1590.

O melhor ajuste para as curvas mostradas na Fig. 2.10(a,b) sdo obtidos usando leis de
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poténcia, com isso, obtemos «; = 0.669(1) e z; = 1.31(1). Usando o mesmo procedimento
para a variavel r, como mostrado na Fig. 2.10(c,d), obtemos as = 0.295(4) and z, = 0.59(1).
Finalmente, encontramos os expoentes criticos como fun¢do do pardmetro § (Fig. 2.10(e,f)).
Vemos que existem dois diferentes conjuntos de valores para as e z3. A explicacdo para isto
surge do fato de termos destruicOes de curvas invariantes do tipo spanning que separavam
regides de mares cadticos (como mostrado na Fig. 2.7(a,b) e discutido anteriormente). De-
pois das destrui¢Bes das curvas invariantes spanning os mares de caos se juntam, e com isso,
os valores dos expoentes criticos mudam substancialmente. Temos que, antes da destruicdo
0 < 0.2, os dois conjuntos de expoentes criticos obtidos sdo a; = 0.721(7) e z3 = —0.58(3)
para N, = 790 e a3 = 0.75(1) e z3 = —0.59(3) para N. = 150. Depois das destruicdes de
curvas spanning, ou seja, § = 0.2, 0s expoentes obtidos sdo ai; = 0.35(2) e z3 = —1.25(5) para
N, =790e a3 = 0.34(2) e 23 = —1.41(5) para N.. = 150.
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Figura 2.11: (a) Trés curvas de w em funcdo do nimero de iteradas n; (b) Colapso das trés
curvas em uma Unica curva universal a partir da reescala dos eixos;

A reescala que leva em conta todos os parametros de controle & obtida quando dividimos o
eixo de w por N21r®2§* e o eixo de n por N7'r#2§*. Na Fig. 2.11(a) temos o grafico de trés
curvas de w em funcéo de n utilizando diferentes parametros de controle, conforme ilustrados na



29

figura. Ja na figura 2.11(b) ao fazer uma reescala nos eixos, vemos que as trés curvas colapsam
em uma Unica curva universal.

2.8 Classes de Universalidade

A transicdo que nos consideramos neste trabalho, descreve o comportamento das quantidades
médias ao longo do mar cabtico como fungdo dos pardmetros de controle. Obtendo 0s expoentes
criticos, n6s podemos reescalar o sistema convenientemente, e ap06s a reescala, todas as quan-
tidades se tornam independentes de escala. O conjunto de expoentes criticos define qual classe
de universalidade o sistema pertence. Para ilustrar dois casos, vamos considerar 0s seguintes
exemplos: (i) Modelo Fermi-Ulam [23] e guia de ondas periodicamente corrugado [24]; (ii)) Um
mapa bidimensional geral que preserva a area [25].

Para o caso (i), 0 modelo Fermi-Ulam (uma particula classica confinada que colide entre
duas paredes; uma delas é fixa e a outra move-se periodicamente no tempo - as colisdes sdo
completamente elasticas e nenhuma forca atua sobre o sistema) é descrito via um mapa bidi-
mensional ndo linear, que preserva a area no espaco de fases. Os expoentes criticos obtidos para
a velocidade média ao longo do mar cadtico foram: o = 0.5, 5 = 0.5e z = —1. O modelo
do guia de ondas corrugado considera a descri¢cdo de um feixe de luz se movendo entre dois
espelhos onde um deles € liso e 0 outro é periodicamente corrugado. O mapemanto descreve
a posicdo do feixe de luz em cada reflexdo com o espelho e a posi¢cdo angular da trajetoria do
feixe de luz. Os expoentes criticos obtidos sdo os mesmos do modelo Fermi-Ulam, e apesar
de completamente diferentes um do outro, proximo da transi¢do, os mares cadticos para ambos
0s modelos tém qualitativamente 0 mesmo comportamento geral. Entdo esses dois modelos
pertencem a mesma classe de universalidade (proximo a transi¢do). Uma vez que 0s expoentes
criticos que obtivemos neste trabalho sdo diferentes dos casos discutidos acima, podemos con-
cluir que os modelos pertencem a diferentes classes de universalidade.

Para o caso (ii), podemos mostrar que um mapeamento geral & escrito como

Tpa1 = [xn + 7 ] mod(1)

n+1
Ynt1 = |Yn — bsin(2mzx,)|

T: (2.40)

onde a, b e -y sdo pardmetros de controle. Mantendo fixo o pardmetro v = 1/2 no mapa (2.40),
nds notamos que 0s expoentes criticos « e z obtidos por Oliveira [25] sdo praticamente 0s
mesmos que nds encontramos, desde que sejam considerados os intervalos de erros das medi-
das. Portanto podemos dizer que os dois modelos pertencem a mesma classe de universalidade
proximo a transicdo de fase de integravel para ndo integréavel.



Capitulo 3

BARREIRA DE POTENCIAL
DEPENDENTE PERIODICAMENTE DO
TEMPO

3.1 Resumo

Estudaremos nesta sec¢do a dindmica de uma particula classica confinada em uma caixa de po-
tencial infinito nas bordas e contendo uma barreira de potencial dependente periodicamente do
tempo. Construiremos 0 mapa, assim como o espaco de fases que mostraremos ser misto. Us-
aremos o expoente de Lyapunov para caracterizar orbitas caoticas e discutiremos uma relacdo
de escala no modelo.

3.2 O Modelo

O modelo consiste de uma particula classica confinada no interior de uma caixa de potenciais
infinitos na borda contendo uma barreia de potencial no seu interior. A Hamiltoniana do sistema
pode ser escritacomo H (z,p,t) = p?/2m+V (z,t), onde V (x, t) € dado por V (z,t) = Vi(x)+
Vi(z,t). O potencial Vi(x,t) é definido como

0,se0<z<le(l+b) <x<(l+b+1L);
Volz) =< Vo, sel <x < (I+b) : (3.1)
00, sex<0ex>(+b+1)
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e Vi(z,t) & escrito como

V(. 1) 0,sex<lex>(l+0) (3.2)
ZI/‘? = 7 .
! Visin(wt), sel <z < (I +b)

onde V é constante e nos da a altura da barreira de potencial estatica e V; &€ a amplitude de
oscilacdo na regido [ < x < (I +b). Na figura 3.1 vemos um esquema do potencial V' (z, )
considerado. Podemos ver que [ é a largura do pogo |, b é a largura da barreira e L a largura do
poco Il. Vale ressaltar que analisaremos apenas o caso em que V; < V4, caso contrario, poderia-
se ter em principio um poco de potencial para alguns intervalos de tempo, 0 que acarretaria em
uma mudanca na forma com que o mapeamento foi escrito.

2V1

[4] EEEEEEEEEN

Figura 3.1: Esquema ilustrativo do potencial V' (x,t).

Seguiremos um procedimento parecido com o encontrado em [7]. Supondo que a particula
inicia seu movimento em » = 0 em um tempo ¢, com energia inicial £, = K, = mv? >
Vo + V4. A particula ird viajar com velocidade constante até atingir a posicdo = = [, onde
a velocidade da particula é constante (pois ndo ha forgas atuando no sistema) e igual a v,, =
/2K, /m, onde o tempo para percorrer a distancia [ & At/, = 1/|v,|. Ao atingir x = I, duas
condi¢des podem ocorrer: (i) A particula ndo tem energia suficiente para sair do pogo I, e
retorna com velocidade de mesmo modulo mas sentido contrario ou (ii) a particula tem energia
suficiente e consegue sair do poco I.

Se a condicdo (i) é verificada, temos que a particula sofre uma colisdo elasticaem x = [ e
volta em direcdo a x = 0 com mesma velocidade v;,. Portanto, o tempo para retornar a posi¢do
inicial é ¢,, + 2At/. Se a condicgo (i) é verificada, temos de considerar o mapa 74, que pode

Ser escrito como
€n = €y
Ty : { i (3.3)

tog1 = tn 4+ 21/\/2E i1 /m

onde ¢, & 0 tempo para para percorrer duas vezes a largura [ do pogo I.
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Caso a condicdo (i) seja satisfeita, a particula terd energia suficiente para sair do poco I,
onde a energia instantes antes de atingir = [ era £, = K,,. Ao sair do poco |, a particula sofre
uma mudanca abrupta na energia cinética K, = £/ — [V, + Visin(t, + At),)]. Ela também
viaja a distancia b em um intervalo de tempo At = b/|v!,| com velocidade v/, = /2K, /m até
atingir x = [ + b, onde a energia total nesse ponto é £ = K/ + Vy + Vi sin(t, + At), + At?).
Ao deixar a barreira oscilante, h& uma mudanca abrupta na energia cinética, e como sabemos
que a energia potencial no poco Il é nula, temos que toda a energia da particula se transformara
em cinética, portanto, K” = E”. No poco Il, a velocidade é v/ = /2K!/m e o tempo
para percorrer a distancia L é At = L/|v!|. Em x = [ + b + L a particula sofre uma
colisdo elastica com o potencial infinito e retorna até x = L, onde a energia total & £ =
t, + At + At + At!”. Nesta posicdo, duas situacdes podem ocorrer: (iii) A particula ndo
tem energia suficiente para sair do poco Il, com isso, sofre uma reflexdo, percorre duas vezes
a distancia L e retorna a posi¢do = = [ + b ou (iv) A particula tem energia suficente para sair
do poco Il. De acordo com o que foi afirmado, podemos dizer que a particula ira escapar caso
E!" > Vo4 Visin(t), + At +iAt!), onde 7 € 0 menor inteiro maior que 1 que faz com que essa
relacdo seja verdadeira. Vale ressaltar que se i = 1, a particula ndo sofreu nenhuma reflexdo
no poco I, porém se i = 2 a particula teve 1 reflexdo sucessiva, ou seja, 0 nimero de reflexdes
sucessivas éi — 1.

Se a condicdo (iv) é satisfeita, a particula ir& sofrer uma mudancga na energia cinética ao
entrar na barreira movel, logo K" = Ej — [Vo + Visin(t, + At + iAt;). O tempo para
percorrer a distancia b sera At = b/|v| e v/ = \/2K!/m. Ao atingir z = [, a energia
total se transforma em cinética (pois o potencial & nulo no poco 1). A particula ira percorrer a
distancia [ até atingir x = 0. Portanto, 0 mapa pode ser escrito da seguinte forma

Eynv1 = E, + Vi|—sin(t, + At)) + sin(t, + At), + At!)—
—sin(t, + At), + At + 2(At) )+
+sin(t, + At + At + 2AL" + At

tnpr = tn + Aty + A+ 250" + A" +1/1/2E,1/m

TB : (34)

Consideraremos as seguintes variaveis adimensionais: r = Vi /Vy; e, = E,/Vo; ¢, =
(27 /7)tn; M = l/wr, w = /2V,/m. Aqui T & 0 periodo de oscilagdo da barreira de potencial,
e 0 produto w7 nos indica a distancia que a paritcula viaja com velocidade w em um tempo 7.
Em outras palavras, M nos fornece o nimero de oscila¢cBes que a barreira oscilante completa
depois de iniciar seu movimento em = = 0 (com energia cinética X = 1) até o instante em
que ela atinge o lado esquerdo da barreira de potencial localizada em = = [. Reescrevendo 0s
dois mapas usando as variaveis adimensionais propostas, iremos obter

Ty - €nt+1 = Cn 7 (35)
Gni1 = [Gn +ATM/\fEn1| mod(27)
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e 0 mapa 7z & escrito como

: (3.6)

7 ) e = et r[—sin (A¢g) + sin (Agy) — sin (A¢.) + sin (A¢y)]
U dun = [Adq + 27 M/ /e 1] mod(2r)

onde as variaveis auxiliares sdo

2 M b 1
Ady = 6, NGy = Ady + 2TM L ——,
¢ ¢+\/a P Pot 2m [ \e],

L1 b 1
A¢02A¢b+47TMZTﬁ> A¢d:A¢C+2ﬂM7\/6T{”

e as expressOes para as novas energias e}, e e ¢/ sdo dadas por
el =e,—1—rsin(A¢,),

ep = e, + 1+ rsin(Ady),
e =€l —1—rsin(Ag,.).

onde i € 0 menor inteiro que torna verdadeira a expressao

A M L
eﬁ>1—|—rsin(A¢b—l—i\7/Te_%7).

Em nossas simulacGes iremos considerar u = b/l = L/1.

Na Fig. 3.2 € mostrado o espaco de fase para 0 modelo da barreira de potencial dependente
periodicamente do tempo. Podemos ver que o espaco de fase &€ misto, pois contém ilhas KAM,
um denso mar de caos e curvas invariantes do tipo spanning que separam diferentes regides
cadticas. O sistema preserva a area no espacgo de fase pois a determinante da matriz Jacobiana
é igual a 1 (\er anexo 2 mostrando a matriz Jacobiana e o célculo da determinante).

Na Fig. 3.3(a) € mostrado o comportamento de A x n para cinco diferentes condicOes iniciais
tomadas na regido cadtica de baixa energia. Vemos claramente que apos uma flutuagéo inicial,
0s expoentes tendem a saturar em valores muito proximos uns dos outros, com isso, podemos
calcular o valor do expoente de Lyapunov médio \. Para gerar estas curvas, usamos M = 10,
r =1, u = 10 e 0 nimero maximo de iteradas igual a 5 x 108.

Na Fig. 3.3(b) temos o comportamento do expoente de Lyapunov médio A em funcdo do
parametro de controle M, onde fora usado » = 0.5 e v = 1. Como M mede indiretamente
0 namero de oscilacdes que a barreira de potencial realiza em certo tempo, a0 aumentarmos o
valor de M, estamos aumentando a estocaticidade do sistema, o que € evidenciado pelo aumento
do expoente de Lyapunov.

Ao analisar a Fig. 3.3(c), sabemos que r» = V; /V;, e a0 aumentarmos o valor de r estaremos
aumentando o valor de V; diante de V4, e isto tende a aumentar o valor do expoente de Lyapunov.
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Figura 3.2: Espaco de fase para o modelo da barreira de potencial dependente periodicamente
do tempo. Os parametros de controle usados foram M/ = 1,r = 0,8 e u = 1.

Emr = 10~ vemos uma queda abrupta no valor do expoente de Lyapunov, onde isto é causado
pela destruicdo de curvas invariantes e jungdes de mares de caos que antes estavam separados.

Para a Fig. 3.3(d) € mostrado o comportamento do expoente de Lyapunov médio em fungado
de u. Vemos que ha uma grande flutuagio nos valores de A em funcdo de u. Esta variagio ndo
esta totalmente compreendida.

3.3 Hipoteses de escala

Vamos nesta sec¢do discutir algumas propriedades de escala para o desvio da energia média.
Vemos na Fig. 3.5(a) o grafico de w x n para trés diferentes valores do parametro M. Ini-
cialmente as curvas iniciam o crescimento juntas e depois saturam em pontos diferentes. Isto
é diferente do que ocorre na Fig. 3.5(b), onde ao variarmos apenas r, as trés curvas iniciam
0 crescimento em pontos distintos. Para sanar esta diferenca de crescimento inicial fazemos a
transformagdo n — nr? (ver Fig. 3.5(c)). Finalmente variando o pardmetro «, vemos que as
trés curvas iniciam o crescimento juntas e saturam em pontos diferentes.
Vamos propor as seguintes hipoteses de escala:

e (i) Para n < n,, 0 comportamento de w pode ser descrito como
w(nr®, M,r,u) o [m"Q]B, (3.7)

onde 3 & um expoente critico e de acordo com as nossas simulagdes 5 = 0, 5;
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Figura 3.3: (a) Evolucdo temporal do expoente de Lyapunov positivo para cinco diferentes
condig@es iniciais iteradas 5 x 108 vezes. Os parametros de controle usados foram M = 10;
r=1ewu=10;(b) A x M para os valores fixos de r = 0.5eu = 1; (C) A\ x r para M = 400 e
u = 1; (d) Graficode A x w para M = 10er = 1.

e (ii) Paran > n,, wg, € dado por
Wsat (N1, M, 7, 1) oc M 7293, (3.8)

onde oy, s € i3 SA0 expoentes criticos;

e (iii) O nimero de iteracdo de crossover n, € escrito como
ne(nr?, M, r,u) oc M* r?2u®, (3.9)

onde z1, 2o € z3 também sdo expoentes criticos.

Na Fig. 3.6(a) temos o grafico de w,,; em funcdo do parametro M, onde a partir de um
ajuste em lei de poténcia podemos obter o expoente «; = 0.648(4). Ja na Fig. 3.6(b) temos um
grafico do nimero de iteracd@o de crossover n, em funcao de M, e a partir de um novo ajuste em
lei de poténcia obtemos o expoente critico z; = 1.25(1). Procedimento semelhante fora feito
para os parametros r e u (3.6(c,d) e Fig. 3.6(e,f) respectivamente), onde o0s expoentes criticos
encontrados foram: ay = 0.724(8), 2o = 0.57(1), g = 0.575(6) € z3 = 1.12(1).
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Figura 3.4: Em preto temos Orbitas iteradas a partir da regido de baixa energia e em vermelho
espacos de fases para: (@) » = 0,1, (b) » = 0,14 e (c) » = 0,2. Os pardmetros restantes sao
fixoseiguaisa M =400eu =1

A Fig. 3.7(a) mostra o gréafico de trés curvas de w em funcdo do pardmetro n para diferentes
parametros de controle M, r e u e a Fig. 3.7(b) mostra novamente as trés curvas, mas 0s eixos
foram reescalados adequadamente. \Vemos que as trés curvas colapsam bem em uma Unica
curva universal, confirmando uma invariancia de escala para o0 mar de caos.
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Figura 3.5: (a) Gréfico de w x n para trés curvas, onde variamos apenas 0 parametro M e
deixamos contantes os outros parametros (r = 0.5 e u = 1); (b) w x n para trés valores r, onde
deixamos constantes os valores M = 400 e u = 1; (c) Curva onde o eixo n mostrado em (b)
foi multiplicado por 72. (d) w x n para trés valores u. Para gerar esta curva fizemos M = 400 e

r=20.1;
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Capitulo 4

CONCLUSOES FINAIS E
PERSPECTIVAS

Nesta dissertacdo, estudamos os modelos do poco e barreira de potencial dependentes pe-
riodicamente do tempo. Em ambos 0s casos, a dependéncia temporal foi introduzida através
de uma funcdo seno, e do modo que os mapas foram construidos, a particula podia ganhar ou
perder energia de acordo com a fase do potencial movel. Em alguns casos, a particula ficava
presa até que tivesse energia suficiente para escapar da barreira ou do pogo. Estudamos os
comportamentos e propriedades dos sistemas utilizando o formalismo de sistemas dindmicos
discretos. Os modelos foram descritos por mapeamentos discretos e investigados analitica e
numericamente.

No modelo do poco de potencial dependente do tempo, encontramos um espago de fases
com estrutura mista, constituida de Ilhas KAM, envoltas por mares cadticos e curvas invari-
antes spanning, cuja principal funcdo é limitar o ganho de energia da particula. O mar de caos
da regido abaixo da primeira curva invariante foi caracterizado por um expoente de Lyapunov
positivo, que atingiu boa convergéncia para longas iteracdes. Este modelo apresenta determi-
nante da matriz Jacobiana igual a 1, com isso, podemos afirmar que o mapa preserva a area do
espaco de fases. Os pontos fixos de periodo 1 foram obtidos e analisados de forma numérica
e analitica. Também obtemos expoentes criticos ao estudar o comportamento do desvio da en-
ergia média. Usando estes coeficientes, propusemos hipoteses de escala e usando uma funcéo
homogénea generalizada, mostramos que é possivel colapsar todas as curvas de w em uma (nica
curva universal.

No modelo da barreira de potencial dependente periodicamente do tempo, vemos que 0
espaco de fases também & misto, contendo mares de caos, curvas invariantes do tipo spanning
e ilhas KAM. O mar de caos da regido de baixa energia foi caracterizado pelo expoente de
Lyapunov positivo. Assim como no poco de potencial, a determinante da matriz Jacobiana é
igual a 1. Estudamos o comportamento de w em funcdo do nimero de iteradas e propusemos
hipoteses de escala. Mostramos que a partir de uma reescala apropriada dos eixos, & possivel
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colapsar todas as curvas de w em uma Unica curva universal.

Em continuidade aos nossos trabalhos, esperamos estudar o modelo do duplo poco de po-
tencial dependente periodicamente do tempo. Teremos com isso, dois potenciais que necessari-
amente ndo precisam estar em fase.



Capitulo 5

APENDICE - A - Célculo da matriz
Jacobiana para o poco de potencial

Vamos agora calcular a matriz Jacobiana, que é a matriz cujos coeficientes sdo dados pelas
derivadas parciais em relacdo as equagdes do mapeamento. Esta matriz é escrita como

a€n+ 1 86n+ 1
J — Oden, Opn,
n 6¢n+1 8¢n+1 ’

Oen, Opn

Para o calculo dos coeficientes da matriz Jacobiana, precisamos levar em conta 0 mapea-
mento descrito em (2.2), com isso, obtemos

867’L+1 o . . 8A¢a
Do 1 — dsin (¢, + iAp,)i .
8;;:1 = 5{— sin (¢, + 1Ap,) {1 + ia@iﬁia] + sin %},
a(anrl . 8A¢a 8A¢b a¢n+1 . 8A¢a 8A¢b
= =1
Jen ' Den | Oew’ Bow o 0pn | 0
onde
0pa B TN, 0pa B 7w N0 sin ¢,
dey, (e, — S cos g,)*? Obn (e — 8 cos dp)**’
Iy, TNr Oenqt ooy, B TNr deni1

aen (6n+1 - 1)3/2 856n 7 a(bn B (6n+1 — 1)3/2 aé(bn '
Podemos também calcular a determinante da matriz Jacobiana, encontrando para este o
valor det(J) = 1, o que significa que 0 mapa preserva a area no espaco de fases.
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Capitulo 6

APENDICE - B - Calculo da matriz
Jacobiana para a barreira de potencial

Sendo .J, e J as matrizes Jacobiana relacionadas aos mapas 7’4 e Tz, respectivamente, pode-

MOS escrever
[ gh gt It
JA — A A ) JB — .B .B )
Jo1 J22 Jor J22

onde o0s j;? e jg sdo respectivamente os elementros da Matriz Jacobiana dos mapas 7'y e Tz
parai e jiguaisalou 2.
Realizando os célculos, encontramos que

|

. Oey, , Oe,,
jﬁ: aeJrl :17 3142: WH:O’
jA _ a?bn-i-l _ _27TM jA _ a?bn—i-l -1
21 aen ei/fl ) 22 a(bn )
oe,, 0AQ, 0A 0AQ, 0A
jB = 8621 =1-r |:COS(A¢,1) 8ef — cos(Adgy) aefb + cos(Ag,) aef — cos(Agy) aefd
de,, NG, NG, A, Ay
B +1
= =7r|— A A — A A
jl? a(bn r |: COS( ¢a> a(bn + COS( (bb) a(bn COS( (bc) 8¢n + COS( (bd) a(bn )
‘B _ a(anrl _ aA(bd . M aenJrl ‘B _ a(anrl — 14 aAQﬁd N TM aenJrl
j21 aen aen 62{31 aen 7 j22 a(lﬁn a(bn ei/fl a(lﬁn ’
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onde as derivadas parciais que restam sdo

ONpy _ M NG, _ NG, b 1 e,

den, &2 Be, ey 1372 Oe,,’
gz —1- TCOS(A(ﬁa)aaifG, ﬁcifc = agifb - 27er§€;’/2 gj
05 S, 8 LT
Z‘Z _ gzn _ rcos(mc)a{i ¢ %qua -1,
I SN
28 st BB
e

Ao fazer o calculo da determinante das matrizes Jacobianas, vemos que detJ, = 1 e
detJp = 1, isso significa que ambos 0s mapas preservam a area dos espacos de fases.
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