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Resumo

Esta dissertacao teve por objetivo abordar os principais assuntos referentes a dinamica
nao-linear de um péndulo duplo, como estudo das trajetorias no espaco de fase obtidas
para condicoes iniciais periddicas (modos normais do péndulo duplo) e para condigdes ini-
ciais que impliquem em trajetorias caoticas, estudo dos expoentes de Lyapunov e secoes
de Poincaré do sistema. Para esta analise utilizou-se de simulagoes numéricas realizadas
no software Mathematica bem como estudo a partir de um péndulo duplo experimental
filmado a partir de imagens estroboscopicas digitais, as quais foram devidamente tratadas
no software Tracker e posteriormente analisadas no software Mathematica. Efetuou-se o
estudo da acao de uma forca externa aplicada por um motor no péndulo duplo experi-
mental a partir da qual foi possivel obter-se uma aproximacao do experimento real sujeito
a forcas dissipativas com a dinamica efetuada por um péndulo duplo ideal, sendo este
um dos fatores que justifica-se a utilizacao das equagoes que regem o péndulo duplo ideal
para o problema que estava sendo estudado (péndulo real), devido a energia ser mantida
consideravelmente constante durante os testes realizados.

Palavras Chave: Péndulo duplo, Caos, Dinamica Nao-Linear.



Abstract

This study aims to address the main issues regarding the nonlinear dynamics of the
dissipative and forced double pendulum as well as the dissipative pendulum with ideal
pendulum approximation at short time intervals (0 to 10s of filming). We investigate some
properties of the phase space under different initial conditions, of the Lyapunov exponents
indicativing Chaos of the system and of the Poincaré sections allowing us to obtain detailed
information about the complex dynamics that occurs in the quadrimensional phase space
of the double pendulum. We observed that for short time the dynamics of the double
pendulum can be approximated by the ideal pendulum since the loss of energy was minimal
moreover the introduction of an external force in the system compensated for the loss of
energy by the action of the dissipative forces making it possible to a more complete
analyzes of the dynamics as the study of the section of Poincaré in the system could be
performed. It was noticed that the theoretical results widely studied are similar to the
experimental results therefore emphasizing the importance of this methodology in the
study of chaotic systems.

Key Words: Double Pendulum, Chaos, Nonlinear Dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo qualitativo das equacoes nao-lineares, calcado no estudo de conceitos e teorias
e também de métodos numeéricos, possibilitou identificar caracteristicas importantes de
suas solugdes sem resolvé-las, obtendo assim informagoes sobre sua potencialidade [1]. O
estudo de sistemas nao-lineares possui grande importancia em diferentes setores da ciéncia
e as suas aplicacoes abrangem diversas areas como, por exemplo, Engenharia, Medicina,
Ecologia, Biologia e Economia e Ciéncias Mecanicas [2]. Drazin [3], também menciona
que sistemas nao-lineares podem ser utilizados para descrever diversos fenémenos, como
por exemplo, as reacoes quimicas, a regularidade das batidas do coracao, transicoes de
fase, circuitos eletronicos, entre outras coisas.

Sistemas nao-lineares possuem sensibilidade as condicoes iniciais, o que implica que a
evolucao do sistema pode ser alterada por pequenas perturbacoes. A estrutura de uma
resposta cadtica é muita rica e estd associada a uma infinidade de 6rbitas periddicas
instaveis, devido a isto, a descricao ou analise de fendmenos naturais através de modelos
ou técnicas nao-lineares tem sido mais efetiva que os modelos ou técnicas lineares, porém,
os problemas nao-lineares possuem uma dificuldade inerente, motivo pelo qual diversas
areas do conhecimento optaram por estudar modelos lineares e mais comportados ao longo
da historia [4].

Segundo Strogatz |5|, Newton, em 1600, utilizando-se de suas descobertas em rela-
cao as equacoes diferenciais, leis de movimento, estudou o problema de dois corpos, e
muitos mateméticos e fisicos tentaram utilizar dos mesmos principios utilizados por ele
para resolver o problema de trés corpos (Terra, Sol e Lua). Porém percebeu-se que este
problema era muito mais complexo de ser resolvido. Foi entao que Poincaré no final
de 1800 introduziu um novo ponto de vista baseado no estudo qualitativo do problema,
desenvolvendo uma aproximacao geométrica para analizar estas questoes e sendo o pri-
meiro a vislumbrar a possibilidade de Caos. Segundo Savi [4], em 1963 pode-se observar
uma das caracteristicas mais marcantes desses sistemas, quando Lorenz, ao estudar o mo-
delo de Rayleigh-Bernard para convec¢ao de fluidos, observou que uma pequena variacao

nas condicoes iniciais poderia acarretar grandes diferencas na evolucao do sistema e este



1. Introducao 2

fenomeno ficou conhecido como “Efeito Borboleta”.

Um exemplo de estudo de sistemas nao-lineares e que serd objeto de investigagao desta
dissertacao é o péndulo duplo. Este sistema comumente estudado na Mecanica Analitica,
em problemas de Mecanica Lagrangeana e Hamiltoniana, encontra-se aqui observado pelo
viés da dinamica nao-linear, utilizando-se como base o formalismo da Mecéanica Analitica.
A importancia do estudo da dinamica nao-linear do péndulo duplo foi mencionada por
Tan e Levien [6] em relagdo a dependéncia sensitiva das condicoes iniciais. Savi, de Paula
e Pereira-Pinto 2], mencionam que o péndulo nao-linear é um objeto de estudo o qual
atrai muita atencao dos pesquisadores, devido a capacidade de se estudar este sistema de
diferentes formas.

Esta dissertacao tem por objetivo abordar os principais aspectos da dinamica nao-
linear do péndulo duplo caé6tico, tanto do ponto de vista teérico como do ponto de vista
experimental, tragcando um paralelo entre os dois enfoques. Do lado tedrico, faremos uso
do software Mathematica para simulacao computacional da dinamica do sistema a partir
das equagoes de movimento obtidas dos calculos da Mecanica Newtoniana, Lagrangeana
e Hamiltoniana. Do lado experimental, faremos um estudo da dindmica nao-linear do
péndulo duplo que foi construido no LEMAF (Laboratorio de Estudo de Movimento
por Anélise Fotografica) da UNESP de Rio Claro, por intermédio da anélise de imagens
estroboscopicas digitais obtidas com o auxilio de uma camera filmadora a 240 frames por
segundo (fps).

Esta dissertacao esta constituida da seguinte maneira, no capitulo 2 encontram-se
as equacoes do péndulo duplo ideal & partir da Mecanica Newtoniana, Lagrangeana e
Hamiltoniana. No capitulo 3, encontram-se as equacgoes para o péndulo duplo forcado e
dissipativo obtidas pela Mecanica Newtoniana.

No capitulo 4, aborda-se a teoria dos principais conceitos acerca de dinamica nao-
linear aplicados ao estudo do péndulo duplo os quais serao utilizados nesta dissertacao,
como espaco de fases, expoentes de Lyapunov e secoes de Poincaré.

No capitulo 5, apresenta-se uma breve discussao acerca do aparato experimental utili-
zada no trabalho, apresentando-se o processo de construcao do péndulo duplo e também
do funcionamento do software Tracker utilizado no tratamento das imagens estrobosco-
picas digitais obtidas nos testes experimentais.

No capitulo 6, encontram-se as simulacoes computacionais e os resultados experimen-
tais para espacos de fase, ciclos limite, secoes de Poincaré e expoentes de Lyapunov.

No capitulo 7, a conclusao e perspectivas futuras deste trabalho.



Capitulo 2

As equacoes de movimento para o

péndulo duplo 1deal

O péndulo duplo possui uma grande importancia no estudo de sistemas complexos. Esta
dissertacao tem por objetivo mostrar ao leitor os principais aspectos da dinamica nao-
linear do péndulo duplo, utilizando-se para inicio desse estudo as equacoes de movimento
que o descrevem.

Nesta secao serao apresentados os calculos das equacoes de movimento para m; e my
pelos Método Newtoniano, Lagrangeano e Hamiltoniano. A abordagem por estes tres
métodos mostrada neste capitulo possui a finalidade de mostrar que independente do
método escolhido para célculo das equacoes de movimento o resultado serd equivalente, o
que justificard o método escolhido para calculo do péndulo duplo com forcas dissipativas

e externas no capitulo seguinte.

2.1 As equacoes de movimento para o péndulo duplo

ideal calculadas pelo formalismo Newtoniano

A figura 2.1 representa o diagrama de forcas para o péndulo duplo ideal referente a massa

m; e a massa my e as forgas representadas na figura sao as seguintes:

+y 4 iy
x — ox
. 8, T
| l91 Tl
| 6‘2 Tz
| =
P (a) {b)

Figura 2.1: a) Diagrama de forgas referente a m; para o péndulo duplo ideal. b) Diagrama,
de forcas referente a my para o péndulo duplo ideal.
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e P, é o peso referente a my.
e P, é o0 peso referente a m,.
e T ¢ a tracao ao longo do braco ;.

e Théa tracao ao longo do bracgo .

As equacgoes de movimento para a m; na dire¢ao angular e radial

As forcas atuantes na m; em coordenadas cartesianas estao apresentadas abaixo:

Py = {0,—mg}, (2.1)
,1:1 = {-Tl sinel,TI COSHl}, (22)
T, = {T,sin Oy, =Ty cos b5}, (2.3)
E o vetor posicao 771:
71 =l {sinfy, —cos 0} . (2.4)
Sabe-se que:
ﬁl = mlr_1> (25)

Com isto temos a equagao de movimento referente a m; na direcao angular:

i — —g.my.sinf; — Tysin (6, — 92)‘ (2.6)

lymy

e a equagao referente a m; na direcao radial:

Ty — g.mqcosfy — Tycos (01 — 05)

62 = . (2.7)

lymy
As equacoes de movimento para a m; na direcao angular e radial

As equacbes de movimento para mo foram obtidas de forma analoga ao procedimento
realizado para obtencao das equacoes de movimento em m,. As forcas atuantes em mo

escritas em coordenadas cartesianas estao apresentadas abaixo:

ﬁ2 = {07 —ng} ) (28)

T, = {=T,sin by, Ty cos b5} . (2.9)
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E o vetor posi¢ao 73:

T3 =11 + la {sinfy, — cos Oy} . (2.10)

Sabe-se que:

L = mors. (2.11)
Com isto temos a equacao de movimento referente a ms na direcao angular:

. TQSiH (91 — 92)

0. 2.12
> — (2.12)

e a equacao referente a my na diregao radial:
eg.zmlTQ =+ szQ — m2T1 COSs (91 — (92) ' (213)

m2m1l2
Substituindo as equagoes (2.6) e (2.12) em (2.7) e (2.13) conseguimos obter as equagdes

de movimento do sistema:

gsin by + Iy cos (B; — 63) 61 + lofy — Iy sin (6, — 6) 62 = 0, (2.14)

gmg sin 91 + gmeso sin 91 + l2m2 sin (91 — 02) 9% + ll (m1 + mg) 91 + l2m2 COS (91 — 92) 62
mo

= 0.
(2.15)

2.2 As equacoes de movimento para o péndulo duplo

ideal calculadas pelo formalismo Lagrangeano

Ao aplicar-se diretamente as leis de Newton em sistemas mecanicos (como demonstrado
na se¢ao anterior), é possivel obter-se um conjunto de equagoes de movimento em termos
de coordenadas cartesianas de cada uma das particulas que compoem o sistema. Porém
algumas vezes este nao é o sistema de coordenadas mais conveniente para se resolver
o problema ou descrever o movimento do sistema [7]. Para determinados problemas, a
forma mais simples de se encontrar as equagoes de movimento é considerando-se a energia
cinética e potencial do sistema utilizando-se do formalismo da mecanica Lagrangeana e
Hamiltoniana, pois o calculo das forcas atuantes no sistema pode demandar um raciocinio
mais extenso e complexo.

As posicoes da particula em um sistema podem ser especificadas na forma cartesiana
e depois transformadas em coordenadas generalizadas, utilizando-se para isto de sistemas

de coordenadas polares, esféricas ou cilindricas, por exemplo. Ao referir-se a um sistema
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fisico, descrito por um sistema de coordenadas generalizadas, designa-se genericamente
cada coordenada pela letra “q” com um indice numérico referente a cada componente
do sistema. Um sistema de N particulas pode ser representado pelas 3N coordenadas
cartesianas x,,y, € z, de suas particulas ou pelo conjunto de coordenadas generalizadas
¢3n |7]- Para cada configuragao do sistema as coordenadas generalizadas devem possuir
um conjunto definido de valores que serao funcao das coordenadas cartesianas e em alguns

casos do tempo no caso de um sistema de coordenadas em movimento [7]:

3n = 43n {xlv Y1,21,T2,Y2, 22, --+s Ty Yn,y Zn,y t} . (216)

Neste contexto para facilitar a interpretacao do leitor chamaremos a Lagrangeana de L,

a energia cinética de K e a energia potencial de V.

oL
Oqx’
onde ¢ é o angulo e p; 0 momento canonicamente conjugado [7]. A forca generalizada

Pode se definir o momento generalizado p; associado a coordenada g, por pp =

“Qy” associada a coordenada g, [7]:

- ox; AY; 0z
= E N Fe—+ Fy— + Fi.— |, 2.17
O i—1 ( Iqr i ! 9qy i aqk) ( )

com k = 1,..,3N. Se as componentes das forcas que podem exercer trabalho sobre o

sistema possam ser representadas por um gradiente de um escalar V, de forma que [7]:

oV
_8_%,
e se o escalar V for s6 funcao das coordenadas generalizadas g e nao das velocidades g,
obtém-se |7]:

Qu = (2.18)

d (0L oL
— (=) - = =0, (2.19)
dt \ Ogy Iqr,

que sao as equagoes de Euler-Lagrange e a Lagrangeana L = K — V', onde K é a energia
cinética e V a energia potencial do sistema |7]. As coordenadas generalizadas ¢ no

problema do péndulo duplo serao 6, e 5.

Pode-se representar o péndulo duplo como ilustra a figura 2.2:
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Figura 2.2: Figura representando o péndulo duplo.
Pode-se escrever as coordenadas que regem o sistema da seguinte forma:
Ir = ll sin ‘91 Y1 = —ll COS 91, (220)
To = l1sinf; +lysinfy  yy = —1; cos Oy — Iy cos bs. (2.21)
As velocidades podem ser escritas da seguinte forma:
Qfl = llél COS 61 yl = llél sin 91, (222)
1;2 = llél COSs 91 + 1292 COSs 02 yg = llél sin (91 -+ lgég sin 02. (223)
Dessa forma a energia cinética K| para a massa m; sera
1 . 2 ) 1 202
K1 = §m1 (.171 + U1 ) = §m1l1 91. (224)
A energia potencial U; para a massa m;(lembrando-se que o zero é 0; = 7):
Ui = —mqgly cosb,. (2.25)
E a energia cinética K5 para a massa ms:
1 . 2 . 2 1 gy | L 202 ) 4
KQ = émg (1'2 + Y2 ) = §m2l1 91 + §m2l2 62 + m2l1l29102 COS(@l — 92) (226)
A energia potencial U; para a massa mo:
Uy = —magly cos 01 — magls cos ;. (2.27)

Com isso, podemos escrever a Lagrangeana (L) do sistema onde K = Ki+ Ko e V. =V +

V4 como:
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1 o1 . .
L = 5 (m1 + mg) l12(9% + §m2l220§ + m2l1l29102 005(91 — 02)

+  (my 4+ ma)gly cos by + magls cos bs. (2.28)

Considerando que

d oL . . .
E(a_gl) = —m2l1l202 <01 — 02) .Sln(01 — 92) + (m1 + mg) lf@l
+ mglllgég COS(Hl - 02)&2, (229)
e
oL : W
8_0 = —llg(ml + mg) S11 91 — m2l1l29102 sm(@l — ‘92) (230)
1

A partir das equagoes de Euler-Lagrange (2.19)), obtém-se a equagao de movimento para
011

—m2l1l292 <91 — 02) . sin((91 — (92) -+ (m1 + m2> lf@l -+
+1mnly 1509 cos(f; — 92)9“2 + lig(my + my) sin by +
+m2l1l291é2 sin(01 — 92) = 0. (231)

Com um procedimento anélogo para 6,

d OL . . . .
%(8_0> = mgl§92 + m2l11291 cos(é’l — 92) — m2l11291 sin(91 — 92)(91 — 92), (232)
2
oL S .
(97 = m211l29192 8111((91 — 02) — l2m2g Sin 62, (233)
2

obtém-se equacao de movimento para 6,

mglgez + m2l11251 COS(¢91 — 62) — mzlllgél sin(91 — 62)(01 - 92) +
—mglllgélég sin(6’1 - 02) -+ lgmgg sin 02 = 0. (234)

2.3 As equacoes de movimento para o péndulo duplo

ideal calculadas pelo formalismo Hamiltoniano

Para calcular-se as equacoes de movimento do péndulo duplo pelo método hamiltoniano

recorre-se as equagoes de Hamilton-Jacobi [7]:
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oH _ 9H 9H 0L
qk_3pk’pk_ 3qk68t_ ot

Destaca-se que em sistemas onde o potencial é funcao somente das coordenadas do

(2.35)

sistema, a Hamiltoniana serd a energia total do sistema em termos das coordenadas e dos
momentos, como ocorre no péndulo duplo ideal apresentado nesta secao.

Escrevendo-se os momentos generalizados:

L

= 67 = (m1 + mg)lfﬁl + m2l1l2é2 COS(¢91 — 02), (236)
1

Do,

L
06,

E as velocidades em termos dos momentos (primeiras equagoes de movimento do sistema):

Y2 = mzlgég + m211l291 COS(@l — 92), (237)

laps, — l1pg, cos (01 — 0-)

0, = 2.38
! l%lg [—m1 — Mg + Mo COS2 (91 — 92)] ( )
é2 _ ll (m; -+ mg)p92 — lz??"Lgngl COS (91 — 02) (239)
l211m2 [m1 -+ Mo sin (91 — ‘92>]
e assim obtém-se a Hamiltoniana do sistema:
H = 0pg, + bapy, — L
B mzlgpgl + (my + m2)l%P§2 — 2malylap, po, cos(01 — 0)

ZZ%lng(ml -+ Mo Sin2(91 — 92))

—(m1 + ma)gly cos 01 + magls cos O (2.40)

Dessa forma, utilizando as equagoes de Hamilton pode se escrever as seguintes equa-

¢coes de movimento do sistema:

mﬂ%pgl -+ (m1 + Tng)l%.pgz — 2m2l1l2p91p92. COSs (91 — 92)

pg = sin [2 ((91 — 92)]
' 20213my [ml + mg sin? (6, — 92)]2
p91p92 Sin (91 - 02) .
— — (mq1 + mg).g.ly sinf 2.41
l1lo [m1 + mo sin? (91 — 92)] ( ! 2) g4 ! ( )
]3 sin (2 (91 — 92)) [mglgpe% — 2m211l2 COS (91 — 02)])91]?92 + (m1 + m2) l%pgg]
02 —

(2[%@ (m1 + Sin (01 — 92) 2m2) 2)
B sin (61 — 02) pg, po,
l1lo (m1 + mg sin? (61 — 92))

— (m1 + ma2)gly sin6;. (2.42)

As relagoes (2.38), (2.39)), [2.41) e (2.42) sao as quatro equagdes de movimento do sis-

tema (equagoOes diferenciais nao-lineares acopladas). Tem-se quatro fungoes do tempo

que representam a resolucao destas equacgoes, ou seja, um espaco quadridimensional,
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(01,602, p0,,D0,) para o péndulo duplo. Entretanto, temos uma rela¢io extra entre es-
sas func¢oes do tempo que é a equacao da energia, a qual pode ser escrita da seguinte

forma:

E = —gli(my +ms3)cosf; — glomg cos Oy + lgm2p912 — 2lylymy cos(0; — 0)pg, P,
112(m1 + mg)p922)
(L12) (la®)ma(my 4 mg sin ?(0; — 62)

+2 + (m1 + mg)gll + mgglg. (243)
Os termos (my + ms)gly + magls foram acrescentados a expressao da energia de modo
que a energia potencial seja nula quando ¢; = 0y = 0. O resultado (2.43) implica que
ao fixar-se a energia, as quatro variaveis 6y, 0, pp, e pg,deixam de ser independente, de

modo que, para cada energia fixa, de fato, temos um espaco tridimensional a ser estudado.
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Capitulo 3

As equacoes de movimento para o

péndulo duplo dissipativo e forcado

As equacgoes de péndulo duplo considerando-se a atuacao do motor no sistema e as forcas
dissipativas foram obtidas utilizando-se a Mecanica Newtoniana. A opc¢ao por este forma-
lismo deve-se a facilidade de expressar-se como as forcas dissipativas e as do motor agem
no sistema. A figura 3.1 ilustra o diagrama de forgas para o péndulo duplo dissipativo e

forcado:

(b)

Figura 3.1: a) Diagrama de forcas do péndulo duplo referente a m;. b) Diagrama de
forcas do péndulo duplo referente a ms.

As forcas representadas na figura 3.1 sao os seguintes:
° ]31 é o peso referente a m;.

° ]32 é o peso referente a msy.

) ﬁ ¢ a tracao ao longo do brago [;.

) fQ ¢ a tracao ao longo do brago [s.

o [, éa forca do motor.
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) ]% é a forca dissipativa que atua em m; (proporcional ao atrito do rolamento de

m).

) ﬁg ¢ a forca dissipativa que atua em msy (proporcional ao atrito do rolamento de

ng).

O acionamento do motor e seu tempo de acionamento estao controlados por trés sensores
opticos acoplados a uma placa Arduino UNO, que atuam num raio de 40° (angulo que
varia de acordo com o posicionamento dos sensores) sendo (20° (ou 5 md) a direita e 20°
(ougmd) a esquerda do centro do eixo de sustentagao do péndulo onde esta fixada a
plataforma com os sensores.Para manter o péndulo em movimento por um longo periodo
de tempo foi necessario impor um sentido de acionamento do motor, similar a um balanco
no qual toda vez que este voltasse ao sentido original de movimento fosse lhe fornecido
um “empurrao”’, de forma que o acionamento do motor fosse sempre programado para
ser acionado em um tnico sentido de movimento, no caso, esquerda-direita. O tempo
de acionamento/desligamento do motor era controlado de acordo com o movimento do
péndulo seguindo a programacao implementada nos sensores.

Uma dificuldade deste estudo foi a descricao da atuagao do motor mais proxima da re-
alidade. Sabe-se que teoricamente esta assemelha-se a fungao Theta de Heaviside (fungao

degrau), a qual apresenta o comportamento ilustrado na figura 3.2:

1 S B B B B ]

0B E

Hemyigide Theta i)

04 4

Figura 3.2: Grafico da fungao Theta de Heaviside.

Pode-se observar que esta fungio esta definida para t < 0 com o valor 0 (motor des-
ligado) e para t > 0 com valor 1 (motor ligado), porém ¢é possivel observar que esta
transicao do estado desligado para o ligado ¢é representado por uma descontinuidade, nos
calculos das equagoes de Hamilton surgem termos muito complexos para serem integra-
dos numericamente como deltas de Dirac, etc. Como alternativa para compensar esta
descontinuidade considerou-se a funcao Sigmoide, visto que esta adequaria-se melhor ao
que ocorre no experimento real, pois o acionamento e o desacionamento do motor nao
ocorrem de forma instantanea, apresentam um certo “delay”. O grafico apresentado na

figura 3.3 ilustra o comportamento da fungao Sigmoide:
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10F

(=]
==}

[=)
[=71
T

_ Sigmadide (s)

=
ma
T

/

/

=)
" —

10

20

Tem{ﬁ}o (s)

Figura 3.3: Grafico da funcao Sigmoéide.

A formula que descreve a funcao Sigmoide pode ser representada por

1

= . 3.1
1+ €T ( )

f(x)

Com isto pode-se escrever a fun¢do que descreve o torque do motor (com atuacgao da

esquerda para direita) como apresentado abaixo

T 1 1 1
Fu=T (23). . ; N
9 1+ exp—91 1+ eXp_<91_§) 1+ exp_(ﬁ_el)

(3.2)

onde Ty é uma constante que representa o torque pertencente ao motor.

As forcas dissipativas sao modeladas para serem proporcionais a velocidade, de modo

que suas expressoes matematicas sao

- - o —
Rl = 6101 [§] R2 = bQQQ, (33)

onde by e by sao os coeficientes de atrito de rolamento presentes nos cdlculos das forcas
dissipativas que atuam em mq e em mo respectivamente e estes podem ser determinados

experimentalmente.

3.1 Equacoes de movimento para a m; na direcao an-
gular e radial

As forcas atuantes na m; em coordenadas cartesianas estao apresentadas abaixo:

Py ={0,—mg}, (3.4)
T, = {=T1sin6,,T; cosb,}, (3.5)

T, = {T,sin Oy, —T5 cosbs} (3.6)
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F = {F,,cosby, F,,sin,},
%
Ry ={—Rjcosb,—Rysinb,}.
E o vetor posi¢ao 77:

=10 {sin 6y, — cos b, }.

Sabe-se que:

F = mlr_f.

Com isto temos a equacao de movimento referente a m; na direcao angular:

o Fm — Rl — g.ml.Sinﬁl - TQSiIl (91 - 92)

0, =

lymy

e a equacao referente a m; na direcao radial:

62 =

T1 - g.mlCOS(Ql - 92) — TQCOS (91 - 92)

lymy

)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

3.2 Equacoes de movimento para a m, na direcao an-

gular e radial

As equacgoes de movimento para ms serao obtidas de forma andloga ao procedimento

realizado para obtencdo das equacoes de movimento em m;. As forcas atuantes em mo

em coordenadas cartesianas sao apresentadas abaixo:

ﬁ? = {07 _m2.g} 9

T, = {—T,sin by, Ty cos by} ,

=)

2 = {_R2 COS 02, —R2 sin 82} .

E o vetor posicao 73:

T3 =711 + la {sin by, — cos O3},

Sabe-se que:

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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Com isto temos a equacao de movimento referente a mona diregdo angular:

S —m1R2 - me2 COS (01 - 02) + m2R2 COS (01 - 92) + szlsiIl (91 - 02)
by = . (3.18)

mamyls

e a equacao referente a my na direcao radial:

mng + m2T2 — mQTl COS (91 — 92) — me2 sin (91 — 92) + m2R2 sin (91 — 92)

2
02 e
mamyls

(3.19)
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Capitulo 4

O péndulo duplo caético: Uma revisao

sobre os principais conceitos

Poincaré foi um dos primeiros a elucidar a possibilidade da existéncia de Caos, percebendo
que em sistemas deterministicos, ou seja, sistemas regidos por leis fisicas bem definidas,
exibiam comportamento nao-periédico o qual dependiam sensitivamente das condicoes
iniciais e isto impossibilitaria a previsao do comportamento dos sistemas a longo prazo
[5].

As principais propriedades do comportamento caotico sao [5]:
e Deterministico,
e Aperiodicidade,

e Dependéncia sensitiva as condicoes iniciais.

4.1 Os espacos de fases

Os sistemas nao-lineares apresentam uma descricao mais realista dos fenémenos naturais
do que os sistemas lineares, seu estudo envolve duas abordagens distintas, qualitativa e
quantitativa. Ambas tém como objetivo entender o comportamento global de um dado
sistema dindmico e analisar a evolugdo do sistema no tempo [4]. O espaco de fases
(representagao grafica do momentum e posigdo da particula a ser estudada) ou o espaco
de configuragoes (representagao grafica da velocidade e posi¢ao) é o conjunto de pontos
que correspondem a configuragao das partes do sistema mecanico, quando este se move,
0s pontos percorrem uma trajetoéria neste espaco, gerando assim uma historia em relacao
ao movimento do sistema [7].

Segundo Monteiro [8], considerando-se o movimento de um ponto com coordenadas
x, (t) a evolugdo temporal pode ser determinada pelas n equacoes diferenciais de primeira
ordem que descrevem o sistema bem como sua dimensao no espaco de fases que é equiva-

lente ao niimero das variaveis de estado. No caso do péndulo duplo tem-se um espaco de
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fases quadrimensional descrito por (2.38)), (2.39), (2.41]) e (2.42) que sdo as equagoes de

movimento do sistema. Uma solucao E (t) para o sistema de equagoes diferenciais de pri-
meira ordem corresponde a um caminho, ou seja, uma trajetoria no espaco de fases a qual
pode ser denominada de fluxo [8].O espago de fases no qual o péndulo duplo classifica-se
como sistema hamiltoniano pois é formado pelos pares conjugados angulo e o momento
referentes as duas massas do sistema.

Como o espago de fases do péndulo duplo ¢ muito complexo de ser visualizado por ser
quadrimensional, faz-se projecoes deste espago em espagos de fase bidimensionais, com an-
gulos e momentos correspondentes a primeira massa e a segunda massa. Segundo Percival
[9], 0 movimento de um sistema hamiltoniano conservativo nao é completamente regular
nem completamente descrito pelos métodos da Mecanica Estatistica, visto que sistemas
mistos apresentam movimentos regulares ou cadticos conforme as condic¢oes iniciais que
lhes forem fornecidas.

Se a hamiltoniana for identificada como a energia total que rege o sistema entao
ela representara a conservagao da Energia do sistema, ou seja, em sistemas onde h&
preservacao do volume significa que o sistema é conservativo ou nao dissipativo, porém
naqueles ondehd contragao de volume dizemos que o sistema é dissipativo [3,4].

Em alguns textos é possivel encontrar a definicdo de espago de fases associada a ve-
locidade angular e a posicao, e nao ao momentum angular e a posi¢ao. Utiliza-se esta
nomenclatura nesta dissertagao pois considera-se um sistema hamiltoniano no qual a de-
finicao de “Espacgo de Fases” adequa-se melhor ao considerar como o plano formado pelos
angulos e os momentos angulares. Porém, devido a parte experimental deste trabalho
fornecer de forma direta a velocidade angular, define-se como o espaco formado pelas
velocidades angulares no eixo das ordenadas “Espacgo de configuracoes”.

No espacgo de fases é possivel visualizar todas as configuragoes possiveis do sistema,
com cada estado sendo representado por um ponto tnico no espaco de fases. Conforme a
evolucao temporal este ponto se move de um estado a outro, tendo assim uma trajetoria
no espaco de fases. Se neste espaco houver a presenca de orbitas fechadas, tem-se solucoes
periodicas do sistema as quais sao previsiveis, mas também a possibilidade de encontrar-se
trajetorias cadticas, as quais nao sao periddicas nem fixas.

Em relacao aos componentes do espaco de fases pode-se definir as seguintes estruturas:

e Pontos de equilibrio: O ponto xy que satisfaz F(z¢) = xo. A 6rbita de um ponto de
equilibrio é uma constante sequéncia xg,xg,...,x9. Quando aplicamos ao sistema do
péndulo duplo os pontos de equilibrio sao as raizes da equacao diferencial que rege

o sistema [10].

e Orbitas periodicas: O ponto xy é periodico se F" (zy) = z¢ paran > 0, onde n é o
periodo principal da 6rbita, entao a orbita de xoé uma sequéncia de ntimeros: zg ,
Fn(xo) ,Fn_l(m) 7F(aco) , Lo Fn(mo) ,Fn_l(xo). .. [10]
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e Orbitas quase-periodicas: O ponto zy é quase periddico quando algum ponto na
orbita de x( satisfaz a condicao de ser fixo ou peridédico, porém ele nao é estritamente

fixo ou periddico durante toda a trajetoria [10].

4.1.1 Os modos normais

Quando o péndulo duplo é lancado préoximo ao estado de repouso, onde as duas mas-
sas se encontram na vertical para baixo em relacao ao eixo de sustentacao oscilando a
baixa amplitude, podemos aproximar a lagrangiana para angulos pequenos e observar
um comportamento muito interessante do sistema, no qual este se comporta com uma
frequéncia propria, que sao denominados os modos normais do sistema. As figuras 4.1 e

4.2 representam o péndulo duplo em suas configuracoes de modos normais:

Figura 4.1: Figura representando a configuracdo de modo normal em fase do péndulo
duplo.

Figura 4.2: Figura representando a configuracao de modo normal fora de fase do péndulo
duplo.
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Figura 4.2: Figura representando a configuracao de modo normal fora de fase do péndulo
duplo.

Estes modos podem ser obtidos tanto de forma simulada, fornecendo as condigoes ne-
cessarias para que entrem nessa frequéncia propria, como de forma experimental, lancando

o péndulo a baixas amplitudes forcando-o a entrar nestes modos.

4.1.2 Pontos de Equilibrio: Obtencao e Classificacao

Partindo-se da equagao da Hamiltoniana (2.40) para o péndulo duplo ideal pode-se obter
0s momentos canonicamente conjugados (pg, € py,) as variaveis 0 e 6, estas coordenadas
serao essenciais para definir o estudo dos pontos de equilibrio no espaco de fases, de forma

que eles serdo representados da seguinte forma:

01

Po;
0

Do,

pP= (4.1)

As o6rbitas formadas no espaco de fases sao obtidas a partir do sistema de quatro equacoes
nao-lineares representados por (2.38), (2.39), (2.41), (2.42) o qual nao ¢é integravel. Pode-
se observar que as coordenadas do ponto de equilibrio obedecem a dimensionalidade do
sistema.

Faremos a anélise dos pontos de equilibrio utilizando-se da mesma metodologia apli-
cada por Monerat [11] considerando-se o caso onde o péndulo duplo ideal (livre da agao
de forgas externas e/ou dissipativas). Para o caso ideal tem-se os seguintes pontos de

equilibrio:
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P1 P2 = P3 = P4 = (4.2)

o 3 o 3
o o 3
o 3 o o

0

Estes pontos sdo formados pelos valores de (01, pg, 61, Dps,)0s quais zeram equagoes de
movimento do sistema e podem ser obtidos analiticamente, porém ¢é intuitivo encontra-los
ao pensar nas configuragoes de repouso do sistema. A figura 4.3 ilustra a configuracio

correspondente ao ponto P1 do sistema:

Figura 4.3: Representacao do estado de equilibrio correspondente ao ponto P1.

Para obter-se a natureza dos pontos de equilibrio calculam-se as matrizes jacobianas
obtidas a partir da expansao de (2.38), (2.39)), (2.41)) e (2.42)), desprezando-se termos de

ordem superiores, e analisando cada expansao para cada ponto de equilibrio do sistema

para posteriormente encontrar-se os autovalores do sistema a partir dos quais é possivel
classificar os pontos fixos do sistema.
Fazendo-se a expansao em série de Taylor em torno dos quatro pontos de equilibrio e

das quatro equacgoes de movimento obtém-se as matrizes jacobianas a seguir:

1 1
0 i 0
—qgl
J1=| Y 1(m01 + ) 01 g (mﬁm) 7 (4.3)
T milly mimale?
0 0 —gm212 0
1 1
0 m1lq12 0 milils
0 0 0
J2 = (4.4)
1 (m14+ma) ’
0 milils 0 m11m2l222
0 0 gmglg 0
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1 1
0 mil1? 0 milils
gll (m1 + TTLQ) 0 0 0
J3 - 1 O (m1+m2) ) (45)
milils T7"L1777/2l22
0 —gm2l2 0
1 1
0 mily2 0 T malily
l 0 0 0
|9 1(m10+ ms) 1 0 () (4.6)
T malils mimala?
0 0 gmesls 0

Obtendo-se os autovalores das matrizes jacobianas e analisando-os para o caso do
péndulo duplo experimental onde m; = 0.9876 kg,ms = 0.3425kg,l; = 0.245me [, =

0.18 m tem-se:

e Autovalores de J1: 0. -9.73969 i, 0. +9.73969 i, 0. -5.47702 i e 0. +5.47702 i.
Pode-se observar que os quatro autovalores sao imaginarios e da forma 4aie 4 ib

com isso temos que P1 é um ponto de equilibrio do tipo puro-centro.

e Autovalores de J2: 0. -6.64387 i,0. +6.64387 i, -8.02913, 8.02913. Pode-se observar
que os dois autovalores sao imaginarios da forma +ai e dois autovalores reais da

forma =£b com isso temos que P2 é um ponto de equilibrio do tipo centro-sela.

e Autovalores de J3: 0. - 8.02913 i, 0. -+ 8.02913 i, -6.64387, 6.64387. Pode-se
observar que os dois autovalores sao imaginarios da forma =+ai e dois autovalores
reais da forma +b com isso temos que P3 é um ponto de equilibrio do tipo centro-

sela.

e Autovalores de J4: -5.47702, 5.47702, -9.73969, 9.73969. Pode-se observar que os
quatro autovalores sao reais da forma 4a edb com isso temos que P4 é um ponto

de equilibrio do tipo pura-sela.

4.2 Atratores

No caso do péndulo duplo dissipativo temos o atrator 6bvio que seria o ponto fixo
P1(0,0,0,0) o qual é encontrado perante a evolu¢ao temporal de um péndulo lancado
a qualquer condicao inicial de forma que as forgas dissipativas influenciem no sistema
levando este a trajetoria de forma espiralada ao ponto de equilibrio estavel.

No estudo de atratores pode-se destacar os ciclos-limites. Segundo Strogatz [5], uma
trajetoria fechada isolada é um ciclo limite, de forma que a definicao de isolado significa
que trajetorias vizinhas a esta trajetoria nao sao fechadas, estas trajetorias vizinhas es-

piralam em direcao a trajetoria fechada ou em direcao contraria a ela, de forma que se
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todas as trajetérias vizinhas se aproximarem do ciclo limite dizemos que este é estavel ou
atrator, caso contrario, dizemos que ele é instavel.

Ao introduzir-se um motor no péndulo duplo experimental e submeter o péndulo a
diversas condicoes iniciais pode-se observar que apés um certo periodo de tempo sua
trajetoria entra em determinada oOrbita fechada e ali permanece, assim como em um ciclo
limite. Ao analisar o trecho do movimento em que a 6rbita se estabiliza pdde-se verificar
que a figura gerada no espago de fases era uma orbita quase periédica muito bem definida.
A posicao dos sensores em relagdo ao péndulo e/ou em relacdo a placa em que estavam
posicionados influenciavam diretamente na dindmica do sistema, proporcionando com que

esta estabilidade acontecesse.

4.3 A secao de Poincaré

Figura 4.4: Desenho esquematico de corte no espago de fases representando a segao de
Poincaré formada pelas sucessivas marcacoes das orbitas no plano transversal.

Segundo Savi [4] é possivel reduzir-se um sistema continuo no tempo (fluxo) em um
discreto (mapa), de forma que ao eliminar-se uma variavel do sistema possibilita-se uma
melhor compreensao da dinamica global do sistema. A secao de Poincaré reduz um fluxo
continuo num espago de fases com dimensao N em um de dimensao N-1 [8].

Com intuito de facilitar a visualizagao da dindmica que ocorre no espaco de fases
quadrimensional do péndulo duplo recorre-se a secao de Poincaré aplicando-se um corte
transversal no espaco de fases, de modo que ao impor-se a energia como constante de
movimento reduz-se uma dimensao do sistema (espago de fases tridimensional) e para
reduzir mais uma dimensao do sistema restringe-se que sejam efetuadas marcacoes nesta
segao transversal toda vez que o angulo da my for nulo (A2 = 0, espaco de fases bidimen-
sional).Para evitar duplicidade de solu¢bes implica-se que a marcacao seja efetuada nesta

secao transversal somente quando p2 > 0.
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Opta-se por exibir nesta dissertacao o espago de fases tedrico tridimensional, também
conhecido como concha de energia, que seria uma projecao tridimensional do corte bidi-
mensional mencionado nos paragrafos anteriores. Para formar-se uma secao de Poincaré
sao necessarias diversas condicoes iniciais a mesma energia que satisfacam as condigoes
impostas mencionadas anteriormente, sendo assim, um espaco de fases pode ser formado
por diversos toros que nunca se cruzarao e a secao de Poincaré gerada a partir deles seré

formada a partir de secoes dos mesmos.

4.4 Os expoentes de Lyapunov

Para calcular-se os expoentes de Lyapunov mede-se o crescimento expoencial em rela-
¢ao a cada eixo estudado em relagdo ao comprimento inicial [1,8]. Os eixos estudados
correspondem aos expoentes locais do sistema, no caso do péndulo duplo tem-se quatro
expoentes locais correspondentes as quatro dimensoes do sistema (6, pfy, 0o, ps).
Segundo Monteiro [8], seja x¢ e x¢+dg duas condigdes iniciais muito proximas inici-
almente separadas por uma distancia d(0), assumindo-se que a distancia tenha variado
exponencialemente no tempo, pode-se escrever a nova distancia entre xo e Xg+0dg como

d(t) a qual esta representada abaixo:

d(t) = d(0)exp™, (4.7)

Onde X é o maior expoente de Lyapunov local.
Na figura 4.5 vemos o significado das quantidade d(0) e d(t) empregadas no calculo

dos coeficientes de Lyapunov:

d,(t)
% AT
AN ) E®

d,(t =0) |

\ |. | }l
\ e = s II |I

PSS \

i‘_'-'—'J “m l":_';-"l

de(t=0)

Figura 4.5: Grafico ilustrando o crescimento exponencial das distancias conforme a evo-
lugao temporal.

Pode-se escrever a equagao (4.8) para calcular-se o expoente de Lyapunov a cada
instante do movimento e para obter-se o maior expoente local faz-se a média dos valores
dos expoentes em relacao a cada instante do movimento. O calculo de expoentes locais

pode ser representado pela formula a seguir (formula adaptada) [8] :
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SO as
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Capitulo 5

A construcao do péndulo duplo e o
software de aquisicao de dados

experimentals Tracker

Neste capitulo serd abordado brevemente o processo de construcao do péndulo duplo e os
materiais e softwares utilizados para aquisicao e tratamendo de dados experimentais. Os
lancamentos do péndulo duplo ocorreram abandonando-se este do repouso com a haste
superior suspensa e as filmagens foram realizadas por intermédio da camera Sony Action
Cam AS100VR configurada em “slowmotion” (a 240 fps) videos foram tratados no software
de mapeamento de imagens quadro a quadro Tracker e a partir dos dados experimentais
nele obtidos estes foram salvos em arquivos de dados e posteriormente importados para
o software Mathematica.

Os materiais que foram utilizados na construcao do péndulo duplo estao listados

abaixo:

e Hastes de aluminio
e Discos de aluminio
e Chumbada de pesca (com a finalidade de preencher os discos)

e Porcas e parafusos

A figura 5.1 ilustra alguns dos materiais utilizados na construgao do péndulo duplo:

Figura 5.1: Materiais utilizados na construcao do péndulo duplo.
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Os discos de aluminio foram preenchidos com chumbada derretida que foram soldados
nas hastes de aluminio e posteriormente o sistema foi fixado na plataforma de tal forma
que permitisse uma ligacao da haste superior e inferior e também sua mobilidade. A

figura abaixo mostra o péndulo duplo apds sua construcao:

Figura 5.2: Fotografia do péndulo duplo experimental.

5.1 Péndulo duplo com motor acoplado ao eixo de sus-
pensao

Introduziu-se no eixo de sustentacao do péndulo duplo um motor conectado a uma en-
grenagem que possui ligacdo com o rolamento. A figura 5.3 representa o esboc¢o do pla-
nejamento da estrutura do aparato experimental com os sensores Opticos para controlar

o aclonamento do motor:
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Figura 5.3: Ilustracao do péndulo duplo com a placa com os sensores 6pticos.

Foi necessario introduzir-se no sistema um mecanismo de sensores acoplados a uma
placa Arduino (utilizou-se neste experimento uma placa Arduino UNO) os quais fornecem-
se para o motor a mensagem de ligar e desliga-lo conforme a programacao desejada. Inici-
almente foram efetuados testes com sensores magnéticos do tipo “REED SWITCH”, porém
devido a velocidade com que o sistema se comporta estes nao forneceram resultados satis-
fatoérios pois nao possuiam a sensibilidade necesséria, outro fator que influenciou na nao
utilizagao destes era a necessidade de que o indutor magnético (ima) e o receptor (sensor)
estivessem muito proximos podendo assim ocasionar choques entre o ima e o proprio sensor
e destaca-se também a fragilidade destes. Realizou-se outro teste utilizando-se sensores
opticos (TCRT 5000), dispositivos que funcionam como interruptores (liga[1]/desligal0]),
acionados quando o feixe infravermelho emitido pelo emissor do sensor encontra-se com o
alvo espelhado o qual reflete este sinal de volta para o sensor sendo recebido pelo receptor
(fototransistor) localizado ao lado do emissor. Sensores Opticos apresentam uma precisao
e uma durabilidade melhor quando comparados aos sensores magnéticos, além de permi-
tirem uma distancia maior entre o sensor e o refletor, evitando-se assim possiveis choques
da estrutura que influenciassem no movimento do sistema. A figura 5.4 representa o

funcionamento do sensor 6ptico:
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Superficie Refletora

/a\

Sensor Optico

Figura 5.4: Representacao esquematica do funcionamento do sensor 6ptico

5.2 Tracker - O software de tratamento de dados

Posicionada em frente ao péndulo duplo encontrava-se a camera Sony Action Cam
AS100VR a qual efetuava a filmagem do lancamento. Estas filmagens eram importa-

das para o software Tracker de modo que sua interface esté representada na figura 5.5:
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Figura 5.5: Representacao do software Tracker com utilizacdo de ferramentas “eixo” (rosa)
e “bastdo de calibrac¢ao” (azul).

Abaixo do video importado aparece uma barra de rolagem e o ntmero de quadros
do video, é possivel escolher o quadro de inicio da analise e até onde deseja-se estuda-lo.
Este recurso é ttil para filmagens muito longas a 240 fps, visto a quantidade de quadros

obtidos e a dificuldade do mapeamento do video integral devido a memoria disponibilizada
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pelo software, tornando-se assim o mapeamento seccionado a partir de videos longos
particionados uma solucao para este problema.

Como o péndulo duplo possui duas massas, o procedimento efetuado para a massa
superior deve ser efetuado para a massa inferior. Ao longo do mapamento pode-se observar
no canto direito da tela o grafico do movimento sendo formado e também uma tabela com
o intervalo de tempo e as coordenadas x’s e y’s do sistema que podem ser copiadas e
salvas em um arquivo de dados . Como as equacgoes de movimento do péndulo duplo sao
abordadas em coordenadas polares, transformamos as coordenadas cartesianas fornecidas
pelo software em coordenadas polares por intermédio de relagoes trignométricas no proprio
software Mathematica.

Para a construcao da secao de Poincaré experimental foram utilizados videos de apro-
ximadamente cinco minutos de duracao cada, de modo que a quantidade de pontos dis-
ponibilizados por cada video passava de 100.000. Devido a limitacao do software Tracker,
recorreu-se ao software da camera para particionar os videos em diversos segmentos de
modo que a quantidade de 240 fps fosse preservada. Desta forma possibilitou-se uma
andlise mais detalhada do que acontecia ao longo de toda a filmagem e conseguiu-se obter
mais pontos para a construcao da secao de Poincaré experimental.
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Capitulo 6
Resultados simulados e experimentais

Neste capitulo apresentam-se resultados obtidos por simulacdes numeéricas e os resulta-
dos experimentais obtidos a partir de condigoes iniciais muito préximas, com o intuito
de encontrar semelhancas e divergéncias entre o modelo tedérico e o real. Serao discuti-
dos topicos como Modos Normais, Espacos de Fase, secoes de Poincaré e Expoentes de

Lyapunov.

6.1 A conservacao da energia para péndulo duplo livre
de forcas externas a tempos curtos e justificativa

para introducao do motor no sistema

Os céalculos apresentados no inicio desta dissertacao referem-se ao péndulo duplo ideal no
qual forgas dissipativas ou externas nao sao consideradas no calculo. Mas por que adotar
esta aproximacao sendo que o péndulo duplo real esté sujeito a forca de resisténcia do ar
bem como atrito entre seus rolamentos?

Quando estuda-se o péndulo duplo em intervalos de tempo com duracao de dez se-
gundos (s) aproximadamente cada, a perda de energia sofrida é minima como pode-se
observar nas figuras 6.1 e 6.2, pois a massa dos discos de chumbo que é muito superior a
massa das hastes de aluminio proporciona que os efeitos das forcas dissipativas demorem
a aparecer mais no sistema (figura 6.1). O teste do periodo do péndulo apresentado no
apéndice desta dissertacao também justifica esta aproximagao, visto que o resultado do

periodo experimental e do teérico sao muito similares.
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Figura 6.1: Grafico da variacao da energia mecanica em fun¢do do tempo para o péndulo
duplo experimental sem a agao do motor.

Considerando-se o erro experimental, as flutuagoes que aparecem na energia nao inter-
ferem significativamente no comportamento do sistema, o qual apresenta-se razoavelmente
constante ao longo do tempo.

Introduz-se o motor no sistema ligando-se a fonte de energia e ativando os sensores,
com o intuito de minimizar as perdas de energia ocasionadas pelas forcas dissipativas
aproximando-o ainda mais do péndulo duplo ideal, possibilitando assim efetuar filma-
gens mais longas mantendo-se a energia razoavelmente constante. A figura 6.2 mostra a

conservacao da energia utilizando-se o motor:

10

Energia {J)

0 i 2 3 i 5 3
Tempa {s)

Figura 6.2: Gréfico da energia mecanica em funcao do tempo para o péndulo duplo
experimental com a acao do motor.

Pode-se observar que esta se mantém razoavelmente constante com pequenas flutu-
acoes. A forca exercida pelo motor é variavel e controlada pelo préprio sistema com a
ativagao dos sensores, entao podemos perceber que dependendo do teste realizado tere-

mos oscilagoes na energia como mostrado acima, porém no geral ela se mantém de forma
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satisfatoria constante. Para obter a secao de Poincaré experimental apresentada neste
trabalho recorreu-se a utilizagao do motor, visto a necessidade de manter a energia cons-
tante por mais tempo e a dificuldade em obter pontos experimentais que satisfacam as

condigoes impostas pela secao.

6.2 Os modos normais em fase e fora de fase do Péndulo
Duplo

As fotografias apresentadas na figura 6.3 (a,b) ilustram os modos normais em fase e fora

de fase que serao estudados nesta secao:

(a) (b)

Figura 6.3: Ilustracao dos a) Modo normal em fase. b) Modo normal fora de fase.

6.2.1 Modos normais obtidos por simulacao computacional e ex-
perimentalmente para o péndulo duplo livre de forcas ex-

ternas

Com o auxilio do software Mathematica esses modos foram simulados para valores de
myi e mg e Iy e [y iguais aos do péndulo real. Pode-se observar que nestas condicoes o
movimento apresentado no espaco de fases é periddico, sendo representado por uma 6rbita
fechada no espaco de fases.

A figura 6.4 (a,b,c,d) apresenta os eshbocos dos espacos de configuracoes e de fases

obtido por simulagao computacional para o modo normal em fase referente a m; e ms:
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Figura 6.4: Esbogo dos a e ¢) Espaco de configuracoes e de fase referente a m; para o
modo normal em fase. b e d) Espacgo de configuragoes e fase referente a my para o modo
normal em fase.

A figura 6.5 (a,b,c,d) apresenta os esbogos dos espagos de configuragoes e fases obtidos

para o péndulo duplo experimental para o modo normal em fase:
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Figura 6.5: Esbogo dos a e c¢) Espacgo de configuracoes e fase referente a m; para o modo
normal em fase. b e d) Espago de configuragoes e fase referente a my para o modo normal
em fase.

A figura 6.6 (a,b,c,d) apresenta os esbogos os espagos de configuracoes e fases obtidos

por simulacao computacional para o modo normal fora de fase :
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Figura 6.6: Esboc¢o dos a e ¢) Espaco de configuracoes e fases referente a m; para o modo
fora de fase. b e d) Espaco de configuragoes e fases referente a my para o modo normal
fora de fase

A figura 6.7 (a,b,c,d) apresenta os esbogos dos espaco de configuragoes e fases obtidos

experimentalmente para o modo normal fora de fase:

* e " -

Ly
A
VI ol LU

?',.‘ﬁ?":ﬂ' %

Laet

g B

pb3 (kg.rad/s)
=

& o
£ =

04 42

Figura 6.7: Esbog¢o dos a) Espaco de configuracoes e fases referente a m; para modo
normal em fase. b) Espago de configuracoes e fases referente a my para modo normal em
fase.
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6.2.2 Analise dos resultados experimentais e simulados obtidos

para o modo normal em fase e fora de fase

Pode-se observar um afunilamento das orbitas nos espacos de configuracoes e de fase
representados acima quando comparados aos modos normais simulados, isto ocorre devido
a perda de energia ocasionada no sistema por causa do atrito, mostrando que o péndulo
vai convergir para um atrator que seria o ponto de repouso.

Outro eviéncia é devido aos modos normais experimentais nao sdo puros (iguais aos
teoricos), pois ha uma dificuldade em obter-se experimentalmente a configuracio exata

de modos normais, isto pode ser verificado na evolucao temporal mostrada abaixo:

0 2 4 8 8 10
Tempo (s) Tempo (5)
(a) (b)

Figura 6.8: Grafico da a) Evolucao temporal dos angulos teorica. b) Evolugao temporal
dos angulos experimental.

6.2.3 Orbita periédica obtida com o uso do motor

A figura abaixo ilustra uma orbita periodica obtida com a acao do motor no sistema:

Figura 6.9: Tlustracao do normal fora de fase obtido com o motor.

A figura 6.10 (a,b) representa os espagos de fase experimentais obtidos nesta configu-

ragao:
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Figura 6.10: Grafico do a) Espago de fases referente a m; para o modo fora de fase do
péndulo duplo com a agdo do motor. b) Espaco de fases referente a my para o modo fora
de fase do péndulo duplo com a acao do motor.

Ao introduzir-se o motor pode-se observar que o movimento realizado pelo péndulo é
uma Orbita periodica no sistema com o auxilio da configura¢ao imposta pelos sensores. As

figuras 6.11 e 6.13 ilustram outras 6rbitas perioddicas obtidas com a utilizagao do motor:

L

Figura 6.11: Tlustracao do modo periddico para o péndulo duplo obtido com a acao do
motor (modo 1).

E os respectivos espagos de fase na figura 6.12 (a,b):

A figura 6.13 representa outro modo periddico obtido com a agdo do motor (neste

modo as configuragoes dos bragos do péndulo estdo mais abertas em relagdo ao modo 1):
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Figura 6.12: a) Espacgo de fases referente a m; para novo modo (modo 1) do péndulo
duplo obtido com a agdo do motor. b) Espago de fases referente a my para novo modo
(modo 1) do péndulo duplo obtido com a a¢do do motor.

Figura 6.13: Tlustracao do modo periddico para o péndulo duplo obtido com a acao do
motor (modo 2).

E os espacos de fase na figura 6.14 (a,b):

. —_— — 2 :
i 10 S o i Y . 7 ol ‘.,5?:"*"“‘:%.\ ‘f..m o
3 " /"‘j h*\.\f B o i‘ | | l\‘
g {< A
{E':_M ‘\‘.'..__ -.r.:'"‘/: R 205 sg‘ A i ] f)l

A TP e S

A0 45 ] 05 10 45 A0 05 a8 05 10 15
8, (rad) &, (rad)
(a) {b)

Figura 6.14: a) Espaco de fases referente a m; para novo modo (modo 2) do péndulo
duplo obtido com a agdo do motor. b) Espago de fases referente a my para novo modo
(modo 2) do péndulo duplo obtido com a a¢do do motor.
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6.3 Uma novo modo gerado pela introducao do motor

no sistema

6.3.1 Conjunto de dados experimentais com evidéncia de ciclo
limite
Devido a posicao dos sensores conforme os testes realizados com o motor, percebeu-se
que determinada configuracao dos sensores juntamente com a condi¢ao inicial imposta,
proporcionava o péndulo duplo desenvolver uma trajetoria particular no sistema, nao en-
trando numa frequéncia de modos normais, mas permanecendo confinado em determinada
trajetoria apos certo tempo de filmagem e nela permanecendo, evidenciando-se a existén-
cia de um ciclo limite, um atrator. Este resultado repetiu-se por diversos testes realizados

e em todos percebeu-se que ap6s um certo periodo de filmagem o péndulo mantinha-se

na dinamica mostrada na figura abaixo e nela permanecia por muito tempo:

Figura 6.15: Ilustracao do modo periédico obtido para o péndulo duplo com a acao do
motor.

A figura 6.16 (a,b) apresenta os espagos de fase obtidos para m; e my para trés filma-

gens sob a mesma configuracao de sensores mas com condigoes iniciais diferentes:
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Figura 6.16: Esboco do a) Espaco de fases projegio ciclo limite para m;. b) Espaco de
fases projecao ciclo limite para ms.

Pode-se observar semelhanca entre resultados experimentais obtidos lancados a con-
digoes iniciais diferentes, evidenciando que independente da condigao que o péndulo fosse
langada implicaria ele se estabilizar nessa configuracao, porém, devido a complexidade do
espaco de fases quadrimensional do péndulo duplo torna-se um pouco dificil a visualizacao

do ciclo limite nas projecoes bidimensionais mostradas acima referentes as massas mje
mo.

6.4 Espacos de fase para o péndulo duplo

6.4.1 Espacos de fase para o péndulo duplo livre de forcgas exter-
nas

Os resultados experimentais e simulados dos espacos de fase apresentados nas figuras 6.18

e 6.19 foram obtidos seguindo a condi¢ao inicial ilustrada na figura 6.17:

Figura 6.17: Tlustragdo da condicao inicial de langamento com os bragos formando angulo
de 90°.
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Nesta condigao inicial os bragos estdo inicialmente em repouso (ps, = 0 e pp, = 0) e [
e Iy formam um angulo de 902 (com 6; = 5ely = 0). Condigao escolhida pela facilidade
de repeticao em diversos lancamentos. Os resultados experimentais que serao mostrados
nesta secao sao de uma filmagem com 10s de duracao pois neste intervalo de tempo a
perda minima de energia possibilita a aproximacgao para um péndulo duplo ideal.

Como o espaco de fases do péndulo duplo é quadrimensional, sua visualizacao espacial
¢ muito complexa de ser ilustrada, entao optamos por mostrar o espaco de fases bidi-
mensional referente a m; e a my do sistema, porém ressalta-se que as quatro variaveis do
sistema [2.382.39] £.41] e 2.42 nao sao independentes entre si devido aos bracos estarem

interligados, entao o movimento apresentado no espaco de fases da m; esta correlacionado

ao movimento apresentado em my. Pode-se observar na figura 6.18 (a,b) o espago de fase

tedrico e experimental
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Figura 6.18: Esboco dos a) Espago de fases para m; teorico. b) Espaco de fases para my;
experimental.

Pode-se observar uma certa semelhanca entre o resultado teérico e o simulado, porém
devemos levar em consideracao nesta analise que os célculos utilizados na simulagao nao
levam em consideracao os efeitos dissipativos, ou seja, para uma filmagem mais longa
ocorrerd divergéncias nos resultados. A figura 6.19 (a,b) mostra os resultados teérico e

experimental para ms:

Pode-se observar uma semelhanca entre o resultado experimental e tedrico novamente,
mostrando que a aproximacao torna-se para o caso ideal em um curto periodo de tempo

valida.

6.4.2 Espacos de fase para o péndulo duplo dissipativo e forcado

As figuras 6.20 (a,b) e 6.21 (a,b) apresentam os resultados obtidos com a utilizacao do
motor sob as mesmas configuracoes do sistema. Pode-se observar que o resultado expe-
rimental e teérico apresentam muita semelhanca, indicando que o experimento esta se

comportando bem préximo ao modelo tedrico.
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Figura 6.19: Esboco dos a) Espaco de fases tedrico para ms .
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Figura 6.20: Esboco dos a) Espaco de fases tedrico referente a m; para o sistema sob a
acao do motor. b) Espaco de fases experimental referente a m; para o sistema sob a agao

do motor.
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Figura 6.21: Esbocos do a) Espaco de fases tedrico referente a my para o sistema sob a
acao do motor. b) Espaco de fases experimental referente a my para o sistema sob a agao

do motor.
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6.5 Secoes de Poincaré

6.5.1 Péndulo Duplo com massas e comprimentos diferentes

Secao de Poincaré Tedérica Péndulo Duplo Ideal com massas e comprimentos

diferentes

As secoes de Poincaré apresentadas a seguir foram geradas por simulacdo computacional
para o péndulo duplo ideal a partir de diversas condicoes iniciais sob a mesma energia para
massas e comprimentos iguais as do péndulo real. Ao plotar-se as figuras pode-se observar
que pontos sao gerados na parte superior e inferior do grafico simultaneamente devido a
simetria do problema. Pode-se observar que nesta situagdo o movimento é periédico e
as curvas formadas sao chamadas de quase-periddicas porque cada vez que itera-se mais
0 mapa 0s novos pontos serao formados entre dois pontos ja existentes de forma que
em alguns momentos estes pontos serao tao proximos um do outro que nao é possivel
identificar a diferenca de movimento entre eles.

Em E = 5J pode-se observar dois pontos na secao os quais correspondem aos modos
normais da secao e nestes pontos pode-se considerar o movimento peridédico. Conforme
aumenta-se a energia pode-se observar o surgimento de novos movimentos periodicos
proximos as regioes dos pontos de equilibrio fora de fase e em fase. Ao aumentar-se a
energia a figura tende a deformar-se de modo que as curvas quase-periddicas proximas ao
ponto de equilibrio em fase tendem a se aproximar das curvas quase-peridédicas proximas
ao ponto de equilibrio fora de fase. Pode-se observar novas regides de periodicidade
surgindo no sistema, porém ainda nao ha uma grande perturbagao no sistema (caos).

Ao aumentar-se mais a energia as orbitas quase-periodicas e periddicas vao destruir-se
até o momento em que o caos se instale no sistema (E = 21J). Se o péndulo iniciar seu
movimento em algum ponto desta regiao, o proximo ponto pode aparecer em qualquer
nesta regiao. Assim ao lancar o péndulo de duas condi¢coes muito proximas nesta regiao
suas trajetorias tendem a divergir muito rapidamente e esta sensibilidade as condicoes
iniciais é a caracteristica do caos deterministico. Aumentando-se mais a energia o mar
de Caos tende a avancar cada vez mais destruindo os movimentos peridédicos que ali

persistiam até o caos dominar completamente o sistema.
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Figura 6.22: Esboco de a) Secao de Poincaré para E = 1.0 J. b) Secao de Poincaré para
E =5.0J.
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Figura 6.23: Esbogo de ¢) Se¢ao de Poincaré para E = 11.0 J. d) Secdo de Poincaré para
E = 15.0 J.
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Figura 6.24: Esbogo de e) Secao de Poincaré para E = 17.0 J. f) Se¢do de Poincaré para
E=21.01J.

Secao de Poincaré Tedrica para o Péndulo Duplo Dissipativo com massas e

comprimentos diferentes

Nesta secao considera-se o péndulo duplo somente com as forcas dissipativas atuantes no
sistema. De forma anéloga ao caso ideal podemos fazer o estudo das secoes de Poincaré
aumentando-se gradativamente a energia do sistema, percebe-se na figura abaixo que a
estrutura da secao foi perturbada, nao apresenta-se mais de forma clara que nem o caso
ideal. Isto ocorre devido a acao das forcas dissipativas no sistema que acabam ocasionando
uma deformacao na secao de Poincaré. Esta perturbacao no sistema pode ser justificada

devido a energia nao conservar-se mais.

pé; (kg radis)

8y (kgradia)

wlly (kg radis)

I w0t b8, (kg radis)
i & _lJ

8, (rad) 8, (rad)
(a) (b)

Figura 6.25: Esboco de a) Se¢ao de Poincaré para E = 1.0 J. b) Se¢ao de Poincaré para
E=15.01J.
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Figura 6.26: Esbogo de a) Secdo de Poincaré para E = 10.0 J. b) Secao de Poincaré para
E = 15.0 J.
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Figura 6.27: Esboco de Se¢ao de Poincaré para E = 20.0 J.

A figura 6.32 mostra o que ocorre com a energia do sistema quando h& somente a ac¢ao

de forcas dissipativas:

Fnergia (Ty

[ 10 ] 30 40
Tampo {=)

Figura 6.28: Grafico de Energia (J) x Tempo (s) para o péndulo duplo dissipativo.

Pode-se observar na figura um decaimento exponencial de energia caracteristico de

sistemas dissipativos.
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secao de Poincaré Teoérica Péndulo Forcado com massas e comprimentos dife-

rentes

As figuras abaixo apresentam as secoes de Poincaré teoricas a diversas energias para o
péndulo forcado, pode-se observar novamente uma estrutura perturbada, devido a nao

conservagao da energia.

P8, (kg.radis)

P&, (kg.rad/s)

j’ :'.
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8, (rad) 7y (rad)

(a) (b)

Figura 6.29: Esbogo de a) Se¢ao de Poincaré para E = 5 J. b) Se¢ao de Poincaré para E
=20 J.

Grafico da energia para o péndulo duplo teorico forcado:
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Figura 6.30: Gréfico de Energia (J) x Tempo (s) para o péndulo duplo dissipativo e
forcado, com o motor regulado para fornecer mais energia do que a que é perdida pela
dissipacao, fazendo com que a energia total cres¢a com o tempo.

Pode-se observar um aumento na energia, justificivel por somente o motor estar atu-

ando no sistema, fornecendo energia ininterruptamente.

Secao de Poincaré Teoérica para o Péndulo Duplo Dissipativo e For¢cado com
massas e comprimentos diferentes

As figuras exibidas nesta secao mostram as se¢oes de Poincaré para o péndulo dissipativo
e forcado. Pode-se observar estruturas aparentemente quase-periodicas apesar da leve
perturbagao sofrida pelo sistema e que conforme o aumenta-se a energia pode-se observar

uma deformacao das estruturas de forma que o caos introduz-se no sistema.
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P8y ikg.radis) |

Figura 6.31: Esboco de a) Se¢ao de Poincaré para E = 1.0 J. b) Se¢ao de Poincaré para
E=201J.

i
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Figura 6.32: Esboco de ¢) Secao de Poincaré para E = 4.0 J. d) Se¢ao de Poincaré para
E = 8.0 J.

Secao de Poincaré Experimental para o Péndulo Duplo Dissipativo e Forcado

(massas e comprimentos diferentes)

As secoes de Poincaré apresentadas na figura 6.37 refere-se a um conjunto de condic¢oes

de iniciais experimentais & mesma energia (de aproximadamente 1.8 J):
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Figura 6.33: Esbogo de a) Segao de Poincaré Experimental do Péndulo Duplo com energia
1.8 J (01 epby)b) Secao de Poincaré Experimental do Péndulo Duplo com energia 1.8 J

(91 61092)-

Pode-se observar uma o6rbita quase periédica na figura e uma regiao abaixo na forma

de um setor semi-circular proveniente da regiao inferior da figura.

6.5.2 Secoes de Poincaré Péndulo Duplo com massas e compri-

mentos iguais

Secao de Poincaré Tedérica Péndulo Duplo Ideal com massas e comprimentos
iguais

As se¢oes da figura 6.34 (a,b) apresentam as sec¢oes de Poincaré teoricas para o péndulo
duplo ideal com massas e comprimentos de mesmo valor. Pode-se observar semelhanca
entre os resultados tedricos obtidos aqui e para o caso ideal com massas diferentes. Pode-
se perceber que as massas e os comprimentos influenciam diretamente na dindmica do
sistema, proporcionando resultados diferentes quando ambos sao submetidos a mesma
condicao de energia, de forma que um entre em regime cadtico mais cedo e o outro nao.

Aumenta-se a energia do sistema e com isto pode-se observar as figuras 6.35 (c,d) e 6.36

(e,f).
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Figura 6.34: Esbogo de a) Se¢ao de Poincaré para E = 4.0 J. b) Se¢ao de Poincaré para
E =38.0 J.
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Figura 6.35: Esbogo de ¢) Segao de Poincaré para E = 15.0 J. d) Secdo de Poincaré para
E=17.0J.
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Figura 6.36: Esbogo de e) Secao de Poincaré para E = 21.0 J. f) Secao de Poincaré para
E =24.01J.

Secao de Poincaré Péndulo Duplo Dissipativo com massas e comprimentos
iguais

As secoes apresentadas na figura 6.41 (a,b) ilustram as se¢oes de Poincaré para o caso
dissipativo, pode-se observar novamente uma deformacgao nas seg¢oes como ocorria no
caso para massas e comprimentos diferentes, porém possuimos uma certa limitacao e nao

conseguimos obter secoes para energias muito elevadas devido a configuracao do sistema

nao permitir isso.

P, (kg.rad/s)

P8, (kg.rad/s)

| pB7 (kg.radls)

B, (rad) t, (rad)
(a) (b)

Figura 6.37: Esboco de a) Se¢ao de Poincaré para E = 4.0 J. b) Se¢ao de Poincaré para
E =28.0J.
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Secao de Poincaré Péndulo Duplo Forcado com massas e comprimentos iguais

Pode-se observar que as estruturas geradas com massas e comprimentos iguais diferem
um pouco do caso com massas diferentes, apesar da deformacao da secao possuir a mesma
justificativa. Em E = 8J (figura 6.42) pode-se observar uma figura deformada e alongada

onde aparentemente ha caos no sistema.

6, (rad)

pB2 (kg.rad/s)

Figura 6.38: Esboco de Secao de Poincaré para EE — 8.0 J.

PO, (kg.radis)

6.5.3 Comparativo entre Péndulo Duplo Ideal com massas dife-
rentes e comprimentos iguais e Péndulo Duplo com massas
iguais e comprimentos diferentes

As figuras abaixo mostram um comparativo para mesma energia para duas situacoes

diferentes variando-se os comprimentos e as massas ambos a mesma energia . Pode-

se observar que a massa que o sistema possui bem como os comprimentos influenciam

diretamente na dinamica do sistema como mostrado na figura 6.39 (a,b), 6.40 (c,d) e 6.41

(e,f):
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Figura 6.39: Esbogo de a) Secao de Poincaré para E = 10.0 J. b) Secao de Poincaré para
E =10.0 J.
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Figura 6.40: Esbogo de ¢) Segao de Poincaré para E = 15.0 J. d) Secao de Poincaré para
E =15.0 J.
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E =23.0J.

54
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Figura 6.41: Esbogo de e) Secao de Poincaré para E = 20.0 J. f) Se¢do de Poincaré para

Pode-se observar nas figuras mostradas nesta se¢ao que para a mesma energia as figuras

apresentam estruturas diferentes. E interessante este comportamento e pdde-se observar

em diversos testes que ao variar os parametros de massa e comprimento a estrutura
modificava-se totalmente.

6.6 Expoentes de Lyapunov

6.6.1 Conjunto de dados experimentais sob a configuragao modos
normais fora de fase

A figura 6.42 apresenta a evolugao temporal para os angulos de m; e de my para duas

configuragoes proximas de modos normais fora de fase obtidas experimentalmente:
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Ao efetuar-se o calculo do maior expoente local percebeu-se que este era negativo,
indicando-se assim periodicidade do sistema, o que pode ser comprovado pela evolucao

do temporal dos angulos mostrada na figura acima.

6.6.2 Conjunto de dados experimentais sob configuracao bragos

do motor 902 graus

A figura 6.43 apresenta a evolucao temporal para os angulos de m; e de my em duas

configuragoes proximas de modos normais fora de fase obtidas experimentalmente:

6, (rad)

2.4 3.2 4.0

1.6 4.8

Tempo (s) Tempo (s)

0 0.8

Figura 6.43: a) Evolugao temporal referente a massa m; . b) Evolu¢ao temporal referente
a massa my.

Ao efetuar-se o célculo do maior expoente de Lyapunov percebeu-se que este era
positivo, indicando-se assim aperiodicidade do sistema, o que pode ser comprovado pela

evolucao do temporal dos angulos mostrada na figura acima.
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Capitulo 7
Conclusoes e Perspectivas

Este trabalho teve por objetivo estudar os principais aspectos referentes a dinamica nao-
linear do péndulo duplo sob o viés experimental e de simulacao computacional, estabe-
lecendo um comparativo entre ambas as dinamicas de modo que todas as configuragoes
possiveis do sistema real fossem estudadas. Estudou-se o caso ideal onde nao hé& acao de
forcas dissipativas ou externas do ponto de vista teérico utilizando-se da mecanica La-
grangeana e Hamiltoniana e também a aproximagao do caso experimental (sem a agio de
forgas externas) para o ideal em intervalos de tempo curtos. Percebeu-se que a aproxima-
cao do caso experimental para o péndulo duplo ideal tedrico era vélida, pois em intervalos
de tempo de no maximo dez segundos a perda de energia sofrida pelo sistema nao era tao
expressiva num grafico de evolugao temporal, comportando-se assim como um péndulo
ideal. Os espacos de fase experimentais apresentados em projecoes bidimensionais para a
massa superior e inferior do sistema mostram a semelhanca entre os resultados, indicando
que o modelo teérico comporta-se bem proximo ao real.

Ao introduzir-se o motor acoplado ao sistema a perda de energia sofrida foi compen-
sada por torques devidamente configurados de modo que a energia manteve-se constante
durante todo o tempo de anélise. Percebeu-se que este se comportou de forma satisfato-
ria, proporcionando inclusive a obtencao de érbitas periddicas e de ciclos-limite devido a
disposicao dos sensores na plataforma de estudo. Efetuou-se o estudo dos espacos de fase
e percebeu-se novamente semelhanca entre os resultados teéricos e experimentais.

Efetuou-se o estudo dos expoentes de Lyapunov e pode-se ter mais uma evidéncia da
dindmica que ocorria no sistema analisando-se os sinais dos expoentes obtidos. As secoes
de Poincaré apresentaram uma visualizacao mais completa da dinamica que ocorre no es-
paco quadrimensional do péndulo duplo, possibilitando ver como as érbitas se comportam
sem a presenca de forcas externas e a perturbacao que estas provocam no sistema dissi-
pativo, forcado e forcado dissipativo para massas iguais, diferentes, e alternando massas
e comprimentos variaveis. Como uma anélise experimental da secao de Poincaré foram
efetuados testes para o péndulo dissipativo forcado e conseguiu-se obter alguns pontos da

secao que sao bem similares a estruturas que aparecem nos resultados teéricos.
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O estudo do péndulo duplo é muito rico de anélises e permite que muitos aspectos
sejam abordados e muitas variacoes sejam feitas no sistema para novas analises serem pos-
siveis. Como continuacao deste trabalho, pretende-se explorar mais as secoes de Poincaré
experimentais de forma a obter-se mais informacoes reais acerca da dinamica que ocorre

no péndulo duplo para diversas energias.
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Apéndice I Calculos do péndulo duplo e
justificativa sobre a aproximacao do

sistema para um péndulo duplo 1deal
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Este apéndice tem por objetivo explicar ao leitor o uso de massa pontual nos calculos do
péndulo duplo ao invés do uso de momentos de inércia, por intermédio de um experimento
realizado o qual nos fornece embasamento para justificar que nossa aproximacao é valida.

O experimento consiste em um péndulo simples, o qual foi adaptado do experimento
original do péndulo duplo travando-se o brago superior e utilizando como péndulo simples
a haste inferior e seu disco (massa) correspondente. A figura 7.1 representa o desenho de

um péndulo simples:

Figura 7.1: Tlustragao do péndulo simples.

Segundo Moyses Nussenzveig [12], o péndulo simples consiste de uma massa m sus-
pensa por um fio ou haste de comprimento [ e massa desprezivel, e seu periodo para

pequenas oscilacoes pode ser calculado da seguinte forma:

T = QW\/% (7.1)

onde g é a aceleracao da gravidade e [ o comprimento da haste do péndulo.

Com intuito de verificar se a aproximagao realmente é valida foi realizado um teste em
relacao ao periodo de oscilagao teodrico e o experimental, para isto efetuou-se a filmagem de
sete lancamentos do péndulo simples a baixa amplitude e com o auxilio do software Tracker
foi possivel medir-se o instante em que o péndulo iniciava uma oscilagao e o instante exato
em que este completava sua décima oscilacao, devido a termos uma precisao de 240 fps

na filmagem. A tabela 7.1 mostra os resultados obtidos para os sete testes realizados:
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| Inicio 10 oscilagoes (s) | Término 10 oscilagdes (s) | At (s) |

0,34167 8,07083 8,62917
0,79853 9,68333 8,88480
0,79217 9,66667 8,93500
0,30833 8,87500 8,56667
0,70833 9,29583 8,58750
0,44167 9,02500 8,58333
0,39583 9,05417 8,65834

Tabela 7.1: Tabela com informacoes temporais referentes a dez oscilacoes para o
péndulo simples.

Calculando-se os valores médios encontramos os valores mostrados na tabela 7.2:

| Tempo médio inicial 10 oscilagoes (s) | Tempo médio final 10 oscilagdes (s) | At médio (s) |
| 0,05909 | 0,92244 | 0,86921 |
Tabela 7.2: Valores médios.

Para efetuar o calculo teérico adotou-se como valor aproximado para a gravidade 9.8
m/s? e como comprimento da haste 0.16 m, com isto obteve-se que o periodo de uma
oscilacao valia aproximadamente 0,85152 segundos.

E possivel observar-se que tanto o valor teérico como o valor experimental sdo muito
semelhantes (diferenca de 2% do valor real), justificando-se assim o uso da massa pontual
ao invés da utilizacao do momento de inércia nos calculos aplicados ao péndulo duplo
(o péndulo simples foi obtido impondo-se uma restricdo de movimento do brago superior
do péndulo duplo, mas as aproximacoes nele efetuadas também podem ser aplicadas ao

sistema total, no caso, ao péndulo duplo).
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Apéndice 11 Erros Experimentais
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Ao realizar uma anélise qualitativa dos erros experimentais presentes no péndulo duplo
deve-se levar em consideracao as grandezas a serem medidas bem como os erros dos intru-
mentos utilizados para esta anélise. No caso do péndulo duplo teremos erros associados
as posicoes de mapeamento do software Tracker.

Ao colocarmos estes valores na formula dos momentos angulares para encontrar os
espacos de fase experimentais pode-se perceber um ruido na dinamica do sistema, a qual
se apresenta algumas vezes um pouco distorcida quando comparada ao espaco de configu-
racoes. As formulas apresentadas a seguir para calculo dos momentos angulares referentes
as duas massas (os quais sao utilizados nos esbogos dos espagos de fase) apresentam ter-
mos que possuem erros de medida e de célculo, como por exemplo as massas, os angulos,

as velocidades e os valores dos angulos.

oL

= % = (m1 + mg)lfﬁl + m2l1l292 COS(@l — 02) (72)
1

Do,

Poy, = a—L = mglgég + mglllgél 005(01 - 02) (73)
005

Nas formulas dos calculos dos momentos temos as duas massas, bem como os compri-
mentos dos dois bracos e os angulos que também possuem erros de medida associados ao
software de mapeamento Tracker, que serd discutido adiante.

As velocidades angulares utilizadas nos gréaficos dos espacos de configuragoes foram
obtidas utilizando-se angulos que foram calculados diretamente das coordenadas carte-
sianas do sistema utilizando-se de relacoes trigonométricas pelo tempo de medida, nao
utilizando de formulas mais complexas como a dos momentos que envolvem outras gran-
dezas que fazem com que o erro do sistema se propague, por isso o ruido nestes casos
aparenta ser menor.

Para realizar as filmagens no software Tracker como estuda-se um sistema que se
desloca rapidamente no tempo optou-se pela filmagem a 240 fps pois assim teriamos mais
quadros para serem analisados num intervalo menor de tempo obtendo-se informacoes
mais precisas da posicdo da massa ao longo da trajetéria, porém ao fazer isto perde-se
um pouco das qualidades das filmagens, estas se apresentam com bastante ruido caso nao
haja uma grande presenca de luz. Devido a massa 2 ser muito rapida em relacao a massa
1 e o Tracker apresentar dificuldades em acompanhar esta trajetoria necessitou-se fazer
um contraste com uma circunferéncia amarela no centro desta massa para possibilitar
que o mapeamento fosse realizado mais facilmente. Esta circunferéncia possuia 1 cm de
diametro e isto proporcionava com que o Tracker conseguisse acompanhar a trajetoria sem
perder o padrao de mapeamento da massa muitas vezes como ocorria nos outros testes
sem este artificio. Porém, como esta circunferéncia necessitava de 1 ¢cm de didametro para
que o Tracker conseguisse mapear isto aumentava o erro de marcagao das coordenas x e y
para esta massa, visto que qualquer regiao dentro desta drea poderia ser mapeada e nao

necessariamente o centro da trajetoria.
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(a) (b)
Figura 7.2: a) Massa 1 com area de marcagdo possivel para o software Tracker. b)
Massa 2 com area de marcacao possivel para o software Tracker.

Porém apesar das limitacoes apresentadas pelo software Tracker bem como os erros
experimentais que ocorrem no sistema, percebeu-se que isto nao prejudicou a analise
do sistema visto os graficos de energia obtidos sao constantes ao longo do tempo, com

pequenas oscilacoes justificiveis por estes motivos.
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