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Resumo

Propoem-se novas condigdes, em termos de Inequagdes Matriciais Lineares (em inglés,
Linear Matriz Inequalities, LMIs), para a solugao do seguinte problema, classificado como
sintese Estritamente Real Positiva (ERP): dada uma planta linear invariante no tempo
{A, B,C}, de ordem n, com o niimero de saidas (p) maior ou igual a0 niimero de entradas
(m), encontre uma matriz constante de realimentagao da saida K, e uma matriz constante
em série com a saida F para que o sistema controlado seja ERP. Quando p = m ou
p = n, eram conhecidas condigoes necessarias e suficientes para este problema, mas para
m < p < n, apenas condigoes suficientes. Esta tese propde novas condigdes suficientes
param+ 1 < p < n e condigoes necessarias e suficientes para p = m+ 1 < n. Entao, com
base nestes resultados, um novo projeto baseado em LMIs para o Controle com Estrutura
Varidvel (CEV) com realimentagdo da saida de plantas dindmicas incertas é apresentado.
O método considera as seguintes especificagoes do projeto: distiirbios casados ou nao-
linearidades da planta, restri¢oes na entrada e na saida, taxa de decaimento e, finalmente,
incertezas da planta nao casadas. O método é aplicado em alguns exemplos. As principais
contribuigbes nesta tese sao as propostas de novos métodos de projeto para plantas com
o numero de saidas maior que o nimero de entradas e a generalizacdo dos métodos de
projeto para sistemas incertos. Outra contribui¢ao foi a utilizagdo de compensadores
dindmicos com a ordem igual ao nimero de entradas, para plantas que nao podem ser
tornadas ERP através de controladores estaticos e um método baseado em LMIs para
tornar ERP o sistema realimentado, com a planta estendida. Foi desenvolvido, também,
um método para a determinagao da faixa de estabilidade de sistemas com realimentagao
estatica da saida, baseado no Critério de Estabilidade de Routh. Este método é til para a
obtengao de condigGes necessarias e suficientes para os seguintes problemas, considerando
plantas lineares invariantes no tempo: (i) estabilidade de sistemas com realimentagao
estatica da saida através da lei de controle u(t) = —ky(t), com k € R e sendo y € R™
a saida da planta; (ii) sintese ERP utilizando controladores estdticos para plantas com
uma entrada e duas saidas; (iii) estabilidade de sistemas incertos z(t) = (A, + aAA)z(t),
sendo A e AA matrizes constantes conhecidas e @« € R um paradmetro constante incerto;
(iv) taxa de decaimento do problema apresentado em (i); (v) estabilidade de sistemas
discretos, para o problema apresentado em (i); (vi) a solugdo dos problemas (i) e (ii) com
incertezas politdpicas na planta.
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Abstract

It is proposed new Linear Matrix Inequalities (LMIs) conditions for the following
problem, called Strictly Positive Real (SPR) synthesis: given a linear time-invariant plant
{A, B,C}, of order equal to n, with the number of outputs (p) greater or equal to the
number of inputs (m), find a constant output feedback matrix K, and a constant output
tandem matrix F' for the controlled system to be SPR. When p = m or p = n, neces-
sary and sufficient conditions for this problem are known, but when m < p < n, only
sufficient conditions were available. This thesis proposes new sufficient conditions when
m+1 < p < n and necessary and sufficient conditions when p = m+1 < n. Then, taking
into account these results, a new LMI-based design for output Variable Structure Control
(VSC) of uncertain dynamic plants is presented. The method considers the following de-
sign specifications: matched disturbances or nonlinearities of the plant, input and output
constraints, decay rate and, finally, unmatched plant uncertainties. The method is applied
in some examples. This thesis presents new design methods for plants with more outputs
than inputs and the generalization of the design methods for uncertain systems. Another
contribution was the use of dynamic compensators with the order equal to the number of
inputs, for plants that can not be turned SPR with static controllers and an LMI-based
method to turn this extended plant into an SPR system. It was also developed a method
to determine the stability range for static output systems, based on Routh Stability Cri-
terion. This method is useful for the obtaintion of necessary and sufficient conditions
for linear time-invariant plants: (i) stability of static output feedback systems using the
control law u(t) = —ky(t), where k € R and y € R™, m > 1, is the plant output; (ii) SPR
synthesis using static controllers for plants with one input and two outputs; (iii) stability
of the uncertain system #(t) = (A,+aAA)z(t), where A and AA are known and constant
matrices and a € R is an uncertain constant parameter; (iv) decay rate of the problem
stated in (i); (v) stability of discrete-time systems, for the problem stated in (i); (vi) the
solution of the problems (i) and (ii), considering polytopic uncertainties in the plant.
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1 Introducao

As caracteristicas de um sistema sao descritas através da sua modelagem matematica.
Este modelo pode conter incertezas devido ao desconhecimento de parametros, que podem
ser constantes, variantes no tempo ou imprecisamente conhecidos, e, ainda, sinais externos

nao completamente conhecidos, chamados de distirbios, podem atuar no sistema.

Desde a introdugao da teoria de sistemas com Estrutura Varidvel e Modos Deslizan-
tes (EVMD) pelo Professor Vadim I. Utkin, para a comunidade ocidental que pesquisa
sistemas de controle [2], as atividades de pesquisa, fora da antiga Unido Soviética e Iu-
goslavia, em sistemas com EVMD, tém continuado crescentes. Além disso, a natureza
dessas investigacoes tem-se expandido, de assuntos normalmente tedricos durante as
décadas de setenta e oitenta, para muitos problemas de aplicagoes praticas industriais

interessantes, em muitos campos da engenharia, no final dos anos oitenta [3].

O interesse por Controle com Estrutura Varidvel (CEV) justifica-se pelas suas aplica-
¢oes efetivas em problemas de automagao que sao muito diversificados em sua natureza
fisica e propésitos funcionais. No curso de toda a histéria do desenvolvimento da teoria
de controle automatico, a intensidade das investigagoes de controle descontinuo tem-se
mantido em um nivel suficientemente alto. Particularmente, durante os estgios iniciais,
relés tomaram destaque no projeto de sistemas de controle a realimentagao, por facilidade

de implementagéo e eficiéncia do equipamento de controle [3].

Recentemente, tem sido dada uma atengao crescente para sistemas onde as agoes de
controle sao fungoes descontinuas de suas coordenadas e distirbios. As trajetdrias de
estado representam as propriedades de um sistema dinamico. Portanto, através de uma
escolha adequada das agdes de controle, as trajetdrias de estado podem ser mudadas para

que sejam dadas as propriedades desejadas de um processo a um sistema [4].

Um sistema com CEV consiste de um conjunto de subsistemas continuos, com uma
légica prépria de chaveamento. A agao de controle resultante é uma funcao descontinua

dos estados do sistema, disturbios e referéncias de entrada. Essencialmente, para sis-
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temas de segunda ordem, um sistema com estrutura variavel utiliza uma lei de controle

com alta velocidade de chaveamento para levar a trajetéria de estado da planta a uma

superficie especificada no plano de fase, mantendo-a sobre esta superficie por todo o

tempo subseqiiente. Entdo, a dindmica da planta fica restrita a esta superficie, que é

convenientemente escolhida, de maneira a obter um comportamento desejado [3].

O projeto de sistemas com agoes de controle descontinuas normalmente se reduz
a selecao de superficies no plano de fase para que a fungao de controle tenha descon-
tinuidades. Quando certas relagdes sao validas, um tipo especial de movimento, chamado
modo deslizante, pode aparecer. Este pode ser o caso, por exemplo, se, na vizinhanga
da superficie onde a funcao de controle tenha descontinuidades, as trajetérias de estado

estiverem direcionadas a esta superficie.

Uma vez nesta superficie, o sistema evidentemente nao pode se mover ao longo de
nenhuma trajetéria adjacente a esta em qualquer outro instante. Portanto, em res-
posta a qualquer mudanga, um movimento que comega sempre retorna a esta superficie.
Conseqiientemente, no sistema em discussao, a trajetéria pode se mover somente ao

longo da superficie descontinua. Este movimento é convencionalmente chamado de modo

deslizante [4].

O primeiro passo no projeto de um CEV, em geral, é a escolha de um subespago
deslizante (superficie de chaveamento). Um modo deslizante estdvel é conseguido através
da selegao adequada de hiperplanos, de maneira que a resposta dinamica de malha fechada
desejada seja alcangada. O segundo passo envolve a selecao de uma lei de controle que

assegure o alcance e a permanéncia do sistema em modo deslizante [5].

Estudos subseqiientes tém revelado que movimentos em modos deslizantes resultam
em controle 6timo. A teoria de sistemas com CEV tornou-se um campo independente na

teoria geral de sistemas nao-lineares [4].

Nos tltimos anos, surgiu um novo paradigma para o projeto de CEV: a descri¢ao do
problema através de Inequagées Matriciais Lineares (em inglés, Linear Matriz Inequalities,

LMIs). Dois fatores tornam as técnicas de LMIs especiais:
(a) Uma grande variedade de especificagoes e restricoes de projeto podem ser expressas
como LMIs;

(b) Uma vez formulado em termos de LMIs, quando factivel, o problema pode ser solu-

cionado por algoritmos de otimizacao bastante eficientes;
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Agora, serao descritos seis artigos que abordam o CEV com LMIs, obtidos apds um
Jevantamento bibliografico. Em [6], os autores apresentam dois métodos numéricos para
o projeto de CEV, com acesso somente as saidas da planta. O projeto considera fungoes
de chaveamento do tipo s = Gy, sendo y o vetor que contém as saidas da planta e G uma
matriz constante. A matriz G, que define o comportamento no deslizamento, é considerada
disponivel e o projeto procura satisfazer & condi¢ao s7$ < 0, para s # 0, utilizando uma

lei de controle adequada e métodos de otimizagao empregados nas solugdes das LMIs.

Os trabalhos [7-11], sobre o emprego de LMIs no projeto de CEV, descritos a seguir,

consideram a disponibilidade do vetor de estado.

Em [7], a especificagdo das superficies de deslizamento é feita em termos de LMIs,
permitindo, inclusive, a especificagdo da taxa de decaimento. Posteriormente, o artigo [§]

generalizou estes resultados, considerando incertezas nao casadas.

Em [9], é demonstrado que as condigdes de existéncia para as LMIs descritas em [8] sdo
necessarias e suficientes, além de serem apresentadas novas condi¢ées para o projeto da
superficie de chaveamento linear, em termos de LMIs, permitindo o projeto por alocacao

de pdlos do sistema de ordem reduzida no deslizamento, mais geral do que os métodos

descritos em (7,8]. Em [10],‘0 projeto das superficies de deslizamento é feito de modo

a minimizar, adicionalmente, a influéncia de distirbios nao casados. Foi empregado o
método de controle 6timo com a norma H,, e sdo consideradas incertezas nos parametros
da planta pertencentes a um politopo convexo. Estes autores apresentaram um método

similar, considerando agora a norma H, [11].

Em [12], foi abordado o projeto de CEV, com acesso somente as saidas da planta,
utilizando apenas controladores estaticos invariantes no tempo e um método de projeto
baseado em LMIs. Assume-se, inicialmente, como efetuado em [13], que a planta apresenta
o mesmo numero de entradas e saidas e o método proposto permite a consideragao de
nao-linearidades ou disturbios casados, de restrigoes nas saidas, da taxa de decaimento e
da robustez, com respeito a incertezas nos pardmetros da planta, casadas e nao casadas.
Em seguida, o método é aplicado para sistemas com ntimeros diferentes de entradas e
saldas. Neste trabalho, foram desenvolvidas novas condigdes suficientes para sistemas com
o niimero de saidas maior que o niimero de entradas e a generalizacao dessas condicoes

para sistemas com incertezas politdpicas.

O projeto de CEV com controladores invariantes no tempo e acesso somente s saidas
da planta ja foi estudado, por exemplo, em [14-16]. Entretanto, estes métodos nao sio

tao gerais, pois nao permitem, por exemplo, a especificagdo da robustez com respeito as
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incertezas nos parametros da planta nao casadas ou de restrigbes nas saidas da planta.

Em [17], é apresentada uma metodologia de controle com CEV para sistemas dindmicos

incertos com varias entradas, utilizando somente informagoes da saida da planta. O pro-

jeto da superficie de chaveamento através de aproximagao por LMIs utiliza realimentacao

estdtica da saida. Uma nova aproximagao da otimizagao baseada em LMIs é empregada
na construgao da lei de controle para garantir o modo deslizante. Em [18], é considerado
um controlador em modo deslizante que requer somente informagoes da saida e é estdtico
por natureza. A novidade € a razao e o método usado para sintetizar o componente de
controle linear que envolve uma otimizagdo em termos de LMIs. Em ambos os casos, os
sistemas apresentam um nimero de saidas maior ou igual ao nimero de entradas. En-
tretanto, estes métodos nao permitem a especificagao da taxa de decaimento, robustez e

restrigoes na entrada e nas saidas, como proposto nesta tese.

Os sistemas ERP também tém uma grande importancia no controle de sistemas com
incertezas e disturbios, devido aos importantes resultados disponiveis sobre a estabilidade
destes sistemas, como por exemplo a hiperestabilidade assintética de Popov [19]. Desta
forma, um procedimento para a andlise e projeto de sistemas de controle consiste na
manipulagao do sistema, com o objetivo de colocé-lo na forma de um sistema ERP, de .

modo que os resultados sobre a estabilidade destes sistemas possam ser utilizados.

Os sistemas Reais Positivos (RP), também conhecidos como passivos, nasceram na
teoria de circuitos e foram definidos, inicialmente, dentro dos Sistemas Lineares Invariantes
no Tempo (SLIT). As matrizes de transferéncia RP e ERP possuem duas interpretagdes
interessantes em termos de circuitos elétricos. Considere dois nés de um circuito elétrico
composto pela conexao de elementos passivos com pardmetros concentrados R, L e C
(resistores, indutores e capacitores), de modo arbitrdrio. Entao, a impedancia usando
a Transformada de Laplace entre os dois nds, Z(s) é RP, e, de modo inverso, qualquer
fungao de transferéncia Z(s) RP pode ser realizada como a impedéncia entre dois nés
de um circuito elétrico com elementos passivos R, L e C. Agora, se aplicarmos uma
tensao entre estes dois nés mencionados anteriormente e se Z(s) for RP, entao a soma da
energia inicial armazenada no circuito, no instante inicial ¢ = 0, com a energia fornecida

no intervalo ¢t € [0,T], T > 0, deve ser maior ou igual & energia armazenada em t = T..

Esta tese apresenta novos resultados, baseados em LMIs, sobre o projeto de sistemas
ERP, para plantas com o nimero de saidas maior ou igual ao nimero de entradas, e
generaliza os resultados disponiveis para plantas com o mesmo nimero de entradas e

saidas. Os teoremas 6, 8, 11-14, 18-21, 23, 24, 26 e 27, os lemas 4 e 5 e os algoritmos
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1 e 2 foram contribuigoes desta tese. Outras contribuigdes sdo descritas na Segao 2.7,
no Capitulo 3 e no Apéndice C. Estes resultados viabilizaram o desenvolvimento de um

novo método para o projeto de CEV baseado em LMIs, com acesso somente as saidas

da planta. Este novo método permite a consideragao de nao-linearidades ou distirbios

casados, de restrigdes na entrada e na saida, da taxa de decaimento e da robustez com

respeito as incertezas nos parametros da planta, casados e nao casados. Estes resultados

nao tém similar na literatura [13).

A base para o desenvolvimento dos novos resultados desta tese foi a formulagao, em
termos de LMIs, de novas condigoes para tornar uma planta ERP, utilizando controladores
estaticos e acesso somente as saidas da planta. As LMIs aqui descritas sao mais adequadas
para o projeto de CEV do que as propostas por [20], pois estas tltimas nao permitem
a especificacio direta da robustez paramétrica e de restrigdes na saida [21]. Em [22], é
apresentado o projeto de compensadores dindmicos para sistemas ERP, com acesso as
safidas da planta, através da solugao por LMIs, de uma fungao de custo, de maneira a
prover um controle robusto da planta. Existe uma diferenca fundamental entre o artigo

[22] e os resultados desta tese. Considerando a planta dada por:

T = Az + Bu,
y = Cz + Du,

entdao em [22], é considerado que D + DT > 0, enquanto que, nesta tese, assume-se
que D = 0. O ponto chave dos resultados foi a formulagao, em termos de LMIs, de
novas condigoes para tornar uma planta ERP, utilizando compensadores estaticos, como
descrito no problema chamado sintese de sistemas ERP, descrito a seguir: encontrar dois
controladores estdticos, K, que realimenta a saida da planta e F' em série com a saida
da planta, de modo que o sistema controlado seja ERP, sendo que a planta é um SLIT
dado por {4, B,C}, de ordem n, com m entradas e p saidas. Na nossa opiniao, o caso
D = 0 considerado é mais comumente encontrado na pratica, o que torna importante a
solugdo deste problema. Quando p = m ou p = n, eram conhecidas condigdes necessarias
e suficientes para este problema, mas para m < p < n, apenas condigoes suficientes. Esta
tese propoe novas condigoes suficientes para m + 1 < p < n e condigoes necessarias e

suficientes parap=m+ 1 < n.

O Critério de Estabilidade de Routh é uma ferramenta 1til para a determinagao da
faixa de valores de k € R, tal que o sistema realimentado seja estdvel. Outras aplicagdes
para o Critério de Estabilidade de Routh estao disponiveis na literatura. Em [23], o critério

é utilizado para determinar se um sistema é estabilizdvel, isto é, se existe um controlador
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que torna o sistema estivel. Em [24], sdo apresentados alguns testes para checar as
condigoes de Routh-Hurwitz e a positividade total de uma matriz, transformando-a em
uma matriz triangular superior. Em (25], o Critério de Estabilidade de Routh é utilizado
para testar a propriedade Hurwitz de um segmento de polindmios (1 — A)po(s) + Ap1(s),
sendo que 0 < XA < 1. Em [26,27], o método é estendido para combinagoes convexas de
polinémios complexos. Em [28-30], é apresentado um método para a anélise da estabi-
lidade de polinémio, cujos coeficientes sofrem perturbagdes. Em [25,31,32], o método é
estendido para determinar modelos de intervalos de ordem reduzida para sistemas lineares
em que cada coeficiente de n(s) e d(s) pertence a um intervalo. Em [33], os coeficientes do

polindémio caracteristico dependem de um conjunto de parametros, com cada pardmetro

pertencente a um intervalo.

Nesta tese, o Critério de Estabilidade de Routh é utilizado para determinar a faixa de
valores de k € R tais que todas as raizes de um polinémio caracteristico d(s, k) possuam
parte real negativa. Os coeficientes de d(s,k) dependem do pardmetro k. Entdo, o

polinémio caracteristico d(s, k) é dado por:
d(s,k) = di(k)s'.
i=0

Além disso, os coeficientes d;(k), i = 1,2,...,n, sdo polinémios em k, como descrito

abaixo:

bl' )
di(k) = di;k?,
=0

parai=0,...,n, sendo b; o grau de d;(k).

Nas referéncias citadas acima, os coeficientes d;(k) sdo, no méximo, de primeiro grau
(bi < 1, Vi). Nesta tese, o método pode ser utilizado para coeficientes d;(k) de qual-
quer grau. S&o propostas nesta tese condigbes necessdrias e suficientes para os seguintes
problemas: (i) estabilizar um sistema com uma planta de m entradas e m saidas através
de uma matriz de realimentagdo kI, sendo I uma matriz identidade de ordem m; (ii)
obter um sistema de fase minima com uma planta com uma entrada e duas saidas, que
é uma condigdo necessaria para que o sistema seja ERP; (iii) determinar o dominio de
estabilidade de sistemas incertos que dependem de um pardmetro; (iv) especificar uma
taxa de decaimento; e (v) estabilizar um sistema discreto, para o problema apresentado
em (i). A solugdo dos itens (i) e (ii) permite também a existéncia de matrizes politépicas

nos parametros da planta. O método citado acima foi vital para o estabelecimento de
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condigoes necessarias e suficientes para a sintese de sistemas ERP, quando p = m + 1.

No Capitulo 2, é apresentado o conceito de sistemas ERP e sdao descritas novas
condigoes para sistemas ERP, baseadas em LMIs. No Capitulo 3, é proposto um método
baseado no Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa de estabilidade de
certos sistemas realimentados e suas aplicagoes, entre elas, na sintese de sistemas ERP.
O Capitulo 4 trata da teoria e os métodos de projeto disponiveis para controladores com
EVMD. No Capitulo 5, sao descritos novos métodos de projeto de CEV para sistemas
nao-lineares, com acesso somente as saidas da planta, levando em consideragao indices de
desempenho como robustez paramétrica, taxa de decaimento e restrigdo nos vetores de

entrada e saida da planta. No Capitulo 6, os métodos de projeto discutidos nesta tese

sao aplicados e comparados em alguns exemplos, considerando acesso somente as saidas

da planta. O Capitulo 7 é uma conclusao geral desta tese.
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2 C(Condicoes Baseadas em LMIs
para Sistemas ERP

2.1 Sistemas ERP

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlavel e observavel:

T = Az + Bu
(2.1)

y=Cxz

sendo z € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R™ a saida do sistema,
A € R™" a matriz caracteristica do sistema, B € R"*™ a matriz de entrada do sistema

e C € R™*™ a matriz de saida do sistema.

Definigao 1 [19] A matriz de transferéncia G(s) € R™™ do sistema (2.1) é Real Posi-

tiva (RP) se as segquintes condigdes forem satisfeitas:

(a) Os elementos de G(s) nao possuem pélos com parte real positiva;
(b) G*(s) =G (s*) e
(c) A matriz hermitiana J(s) = G(s) + GT(s*) é semi-definida positiva em Re(s) > 0,

sendo que o asterisco (*) denota o complezo conjugado de um escalar ou o complezo

conjugado transposto de um vetor ou matriz.

Definigao 2 [19] A matriz de transferéncia G(s) é Estritamente Real Positiva (ERP)
se G(s —€) for RP para algum € > 0.
Considere, agora, a planta linear invariante no tempo, controldvel e observavel abaixo:

Tz = Az + Bu
y = Cz + Du,

(2.2)
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com z € R" e y € R™ e o vetor de entrada u € R™ tal que, para todo T positivo,

[ w0yt < Sz lsuplla(e)l, 0< ¢ < T (2.3

Neste caso, § é uma constante positiva, que depende do estado inicial do sistema z(0)

mas independe do tempo T. Os resultados a seguir foram formulados por V. M. Popov

na década de 1960 [19].
Definicao 3 [19] O sistema (2.2) é dito hiperestdvel se, para qualquer u(.) limitado
satisfazendo (2.3), a inequagdo

|lz(®)|] < K([|z(0)]] +9) (2.4)
€ satisfeita para alguma constante positiva K e para todo t > 0.
Definigdo 4 [19] O sistema (2.2) € dito assintoticamente hiperestdvel se, para qualquer
u(.) limitado satisfazendo (2.3), a inequagdo (2.4) € satisfeita e, também,

lim z(t) = 0. _ (2.5)

t—oo

Seja, por definigao, G(s) = C(sI — A)~'B + D a matriz de transferéncia do sistema

(2.2), entéo:

Teorema 1 [19] A condigao necessdria e suficiente para que o sistema (2.2) seja hipe-

restdvel é que G(s) seja RP.

Teorema 2 [19] A condigao necessdria e suficiente para que o sistema (2.2) seja assinto-

ticamente hiperestdvel é que G(s) seja ERP.
O Lema 1, a seguir, fornece condigbes para os sistemas ERP.

Lema 1 [19] A matriz de transferéncia do sistema (2.1), G(s) = C(sI — A)~'B, é ERP

se e somente se ezistir uma matriz P = PT tal que:

PA+ATP <0,
BTp=C,
P>0.
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= Az + Bu
y=Czx

K

Figura 1: Sistema realimentado dos Teoremas 3 e 4.

Em [20], foram obtidas outras condigoes, utilizando LMIs, para que o sistema reali-
mentado descrito na Fig. 1, com entrada V (s) e saida Y (s), seja ERP para alguma matriz

constante K.

Teorema 3 [20] Eziste uma matriz K, constante, de realimentagdo da saida, que torna

o sistema de malha fechada da Fig. 1 ERP, se e somente se, para C= 324
BTC =C"B >0, (2.7)
e se ezistir uma matriz X = XT > 0, tal que

CTherm(B, XBTA)C, < 0.

A matriz C, é definida como
C, € R™™ ™ posto(C,)=n-meCTC, =0

e a fungdo herm(X) € dada por:

herm(X) = %(X + X*),

sendo X a matriz compleza conjugada transposta de X .

Sendo (2.7) e (2.8) factiveis, todas as solugdes para K serdao descritas por:
K = Ctherm(PA){I — C,[CTherm(PA)C,])"'CTherm(PA)}C'T + S, (2.9)

sendo
P =PT =C(BTC)~'CT + B, XBT > 0,
S uma matriz definida positiva qualquer e Ct = (CTC)~1CT denota a pseudo-inversa de

Moore-Penrose de C.

O problema descrito no Teorema 3 ja foi estudado teoricamente em (34, 35], como

mostra o Teorema 4.
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11

Teorema 4 [35, 86]: Considere a Fig. 1. Entdo, existe uma matriz constante K, tal

que o sistema da Fig. 1, com entrada V(s) e saida Y (s), seja ERP, se e somente se as

seguintes condigdes forem satisfeitas:

(i) CB = (CB)T > 0;

(ii) todos os zeros de transmissao da planta {A, B,C} apresentam parte real negativa.
O Apéndice A define o conceito de zeros de transmissao de um sistema.

Observagao 1 E oportuno mencionar que o Teorema 4 apresenta as mesmas condigoes
descritas em [36], Lema 1, p. 55, excetuando-se que, nagquele lema, a condigdo (i) do

Teorema 4 € substituida pela condigao CB > 0.

Embora ndo tenha sido explicitado, no Lema 1 em [36], a condi¢do de simetria (i)
do Teorema 4 estd implicita. Esta simetria é necessdria, pois das condigées (2.6), CB =

BTPB = (BTPB)T, tendo em vista que P = PT.

2.2 Formulacao do Problema

Considere a planta linear, invariante no tempo, controldvel e observavel:

: = Az + Bu,
TR (2.10)

y = Cz,
sendo z € R™ o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R?, a saida do
sistema, A € R™™ a matriz caracteristica do sistema, B € R"*™ a matriz de entrada

do sistema e C € RP*" a matriz de saida do sistema, com p > m, posto(C) = p e

posto(B) = posto(CB) = m.

Com base no Lema 1, sd@o propostos os seguintes problemas:

Problema 1 Dada a planta {A, B,C} linear, invariante no tempo, controldvel e ob-
servével, com posto(C) = p, eposto(B) = posto(CB) = m, obtenha condigdes necessarias
e/ou suficientes, usando LMIs, para a existéncia de matrizes constantes F' € R™" e

K, € R™*P| para que o sistema descrito na Fig. 2 seja ERP.

Problema 2 Dada a planta {A, B,C} linear, invariante no tempo, controldvel e ob-

servavel, com posto(C) = p, eposto(B) = posto(CB) = m, obtenha condigdes necessarias
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Figura 2: Sistema realimentado do Problema 1.

U(s) + :U(“") i = Au + Bu|Yol®) Pl

_’ yg:CI

Ko

Figura 3: Sistema realimentado do Problema 2.

e/ou suficientes, usando LMIs, para a existéncia de matrizes constantes F' e K, € R™*?,

para que o sistema descrito na Fig. 3 seja ERP.

2.3 Sistemas com Realimentacao das Variaveis de Es-
. tado

A solugao do Problema 1, para sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas

(p = m), proposta em [21], é apresentada no Teorema 5.

Teorema 5 [21] O Problema 1, para sistemas com o mesmo nimero de entradas e saidas
(p = m), tem solugdo se e somente se existirem matrizes P = PT, R e F que satisfazem

as sequintes LMIs:
PA4+ATP—CTR- RTC <1, (2.11)

BTP = FC, (2.12)
P>0. (2.13)

Neste caso, a matriz K é dada por:
K,=(FT)™'R. (2.14)

O Teorema 6, proposto neste trabalho, estabelece uma relacao entre as solugées dos

Problemas 1 e 2 e é a primeira contribuicao desta tese.

Teorema 6 O Problema 2 tem solugao se e somente se o Problema 1 tiver solugdo.
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13

Prova (Suficiéncia) Suponha que existe uma solugao para o Problema 1. Entao,
existem matrizes K, e F tais que o sistema {A — BK,, B, FC} seja ERP. Portanto,
considerando na Fig. 1, A, = A — BK,, B, = B e C, = FC, o sistema realimentado

é ERP, para K. = 0. Assim, de acordo com o Teorema 4, as seguintes condigoes sao

satisfeitas:

(i) FCB = (FCB)T > 0;

(ii) todos os zeros de transmissdo da planta {A — BK,, B, FC'} apresentam parte real

negativa.

Os zeros de transmissao de uma planta {A, B, FC}, sendo que A € R™*", B € R™™,

C € RP*" e F € R™*P, sao os nimeros s € C, tais que:

sI-A B
posto <n+m.
—-FC 0

Através de operagoes elementares nas colunas da matriz acima, que define os zeros de
transmissdo da planta {A — BK,, B, FC'}, pode-se observar que os zeros de transmissao
de {A — BK,, B, FC} sao os mesmos zeros de transmissao de {A,B,FC}:

posto <n-+m.

sI — A+ BK, B} sI—A B
= posto

-FC —-FC

Novamente, do Teorema 4, agora para A, = A, B, = B e C, = FC na Fig. 1, con-
siderando que FCB = (FCB)T > 0 e todos os zeros de transmissao da planta {4, B, FC}
apresentam parte real negativa, entao existe uma matriz de realimentagao da saida K,
tal que a planta {A — BK,FC, B, FC} seja ERP. Entao, as matrizes F ¢ K, = K,F
constituem uma solugao do Problema 2.

(Necessidade) Considere a existéncia de matrizes K, e F, tais que a planta {4 —

BK,C, B, FC} seja ERP e defina K, = K,C. Entao, existem matrizes K, e F, tais que
a planta {A — BK,, B, FC} seja ERP. O
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2.4 Sistemas com Realimentacao da Saida
2.4.1 Sistemas com o Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Considere a planta definida pelas equagdes (2.10), com p = m. A solugao do Problema

2, para sistemas com o mesmo numero de entradas e saidas, é apresentada no Teorema 7.

Teorema 7 [18,21] O Problema 1 tem solugdo se e somente se ezistirem matrizes P =

PT, R e F, tais que:

PA+ ATP - CT(R+ RT)C <0, (2.15)
BTpP=FC, (2.16)
P >0. (2.17)

Além disso, quando (2.15)-(2.17) sdo satisfeitas, entdo uma matriz K,, que pode ser

obtida pela expressao:
K, = (FT)"'R, (2.18)

torna o sistema da Fig. 8, com entrada U(s) e saida Y (s), ERP.

Prova [13] A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U(s) e

saida Y (s) é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K e F, tais que:

P(A— BKC) + (A— BKC)TP <0, (2.19)
BTP = FC, (2.20)
P>0. (2.21)

Agora, substituindo (2.20) em (2.19) e definindo R = FTK, tem-se:

PA+ATP-CTFTKC - CTKTFC < 0,

2.22
PA+ ATP - CT(R+ RT)C <0, ()

que corresponde & equagao (2.15). Agora, de (2.16), como posto(B) = m entdo BT PB =
FCB tem posto m. Portanto, ' € R™™ também tem posto m e assim (FT)~! existe.
Entéo, se o sistema na Fig. 3 for ERP, (2.15)-(2.17) sao factiveis e se (2.15)—(2.17) forem
factiveis, o sistema na Fig. 3 é ERP, para K dado em (2.18). O

Observagao 2 Se as LMIs dadas em (2.15)-(2.17) forem factiveis, elas podem ser facil-

mente resolvidas utilizando-se programas computacionais disponiveis, como o Matlab [37]

e o LMISol [38].
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O lema a seguir permite remover a restrigao de igualdade do Teorema 7, como descrito

no Corolario 1 abaixo.

Lema 2 [14,8/] Considere o sistema {A, B,C}, descrito em (2.1), com posto(CB) = m.

Entao, ezxiste uma transformagdao linear T : R™ — R", tal que:

[ i } = Tz, (2.23)
Yo

: A A 0
€1 _ 1 2 €1 + ’ (2. 2 4)
3}0 AB A4 Yo CB

v%o=[0 fm][;‘]. (2.25)

Coroldrio 1 [21] Considere que as matrizes A, B e C, na Fig. 3, tenham as seguintes

formas:

A A 0
A=|"1 ?], B= eC=[0 I.], (2.26)
As A ¢iB;

sendo posto(C,B,) = m. Entdo, as condi¢ées necessdrias e suficientes para a solugio do

Problema 2 sdo a existéncia de matrizes P = PT e R, tais que

P, 0
P= >0e (2.27)
0 P,

0 0

0 (R+ RT) (2.28)

PA+ATP—{

sendo as matrizes K, e F obtidas pelas expressoes:

K, = (FF)"'R = (P.C,B,) 'R, (2.29)
F = (C,B,)TP.. (2.30)

Prova A prova deste corolario é similar a prova do Teorema 7 e é apresentada em [21].

O

Comparando-se os resultados do Corolério 1 com os do Teorema 7, observa-se que foi
removida a Equagao Linear Matricial (em inglés, Linear Matriz Equality, LME) (2.16).
Alguns programas computacionais, como o toolbox de LMI do Matlab nao aceitam dire-
tamente a existéncia de LMEs. Desta forma, o Coroléario 1 pode ser 1itil para a obtengao

de uma solugao numeérica do Problema 2.
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2.4.2 Sistemas com Numeros Diferentes de Entradas (m) e Saidas

(p)

Considere a planta definida em (2.31):

z = A,Z + Bou,
y = CoZ,

(2.31)

sendo £ € R"™ o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R?, a saida do
sistema, A, € R™™" a matriz caracteristica do sistema, B, € R™*™ a matriz de entrada
do sistema e C, € RP*" a matriz de saida do sistema, com p > m, posto(C,) = p e

posto(B,) = posto(C,B,) = m.

Considere, inicialmente, que p = n. Neste caso, o Problema 2 é equivalente ao Pro-

blema 1, com K, = K,C, e o Teorema 8 estabelece a solu¢ao do Problema 2.

Teorema 8 O Problema 2, com p = n, tem solugio se e somente se eristirem matrizes

X = XT e R que satisfazem as sequintes LMIs:

AX + XAT - BR- RTBT <, (2.32)

X >0. (2.33)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:
F=BTXx"1¢c, (2.34)

K,=RX"C™. (2.35)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U(s) e saida

Y(s), é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K, e F, tais que:

P(A- BK,C)+(A- BK,C)TP <0, (2.36)
BTP=FC, (2.37)
P>0. (2.38)

Definindo-se X = P~!, tem-se, de (2.36)-(2.38):

(A-BK,C)X + X(A-BK,C)T <0,
BT = FCX,
X 0.
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As LMIs (2.33) e (2.41) sao equivalentes. Definindo-se, em (2.39), R = K,CX, obtém-
se a LMI (2.32). Como as matrizes C e X sao inversiveis, as matrizes F' e K, podem ser

obtidas através das equagoes (2.34) e (2.35). O

Considere, agora, p < n. Embora nao tenham sido obtidas condigdes necessarias e
suficientes, em termos de LMIs, para a solugao do Problema 2 neste caso, sao propostas,

nesta tese, algumas condigoes suficientes que sao titeis na solugao do problema.

Considere, também, o seguinte lema:

Lema 3 [1, 3] Considere o sistema (2.31), comz € R", u € R™, y € R e p > m.

Entdo, existe uma transformagao linear T', de modo que:

z =T%, (2.42)

. A A 0
&= z + u = Az + Bu, (2.43)
AB A4 CoBa

j=[0 L]z =cn, (2.44)

sendo I, a matriz identidade de ordem p. Note que, no Lema 3, C,B, = CB e que
BT = (CB)TC.
A prova deste lema é reproduzida no Apéndice B.

Nos Teoremas 9 e 10, serd considerado que as matrizes da planta satisfazem & condigao
BT = (€B)'C.

Um procedimento, que serd 1til para obter uma transformacao linear 7', que garante

as condigGes acima, é apresentado a seguir [12]:
(a) Obtenha P,, tal que:

BIP,= (C,B,)"C,e P,= PF > 0;

(b) Calcule T, = /P, (o Matlab faz este cilculo diretamente). Entdo, P, = T,T, e é
bem conhecido [39,40] que, como P, = PI > 0, entdo, T, = TI > 0.

Note que:
BIpP, = (C,B,)"C, = BIT,T, = (C,B,)*C,

(ToBo)T o (CoTo—lToBo)T(CoTo_l)
BT = (CB)C.

A
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Uma condigao suficiente para a solugdo do Problema 2, com BT = (CB)TC, é apre-

sentada no Teorema 9.

Teorema 9 [12] Uma condi¢do suficiente para a solugio do Problema 2, com BT =

(CB)TC, ¢ a ezisténcia de matrizes P = PT, N e M, tais que:
PA+ ATP - BNC — CTNTBT <, (2.45)

BTP = MBT, (2.46)
P>0. (2.47)

Quando (2.45)-(2.47) sao satisfeitas, entao as matrizes F' e K, podem ser obtidas
por:

F=M(CB)T, (2.48)

K,= (MT)"N. (2.49)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U (s) e saida

Y (s) é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K, e F, tais que:

P(A - BK,C) + (A - BK,C)TP <0, (2.50)
BTP = FC, (2.51)
P>0. (2.52)

Considere que existem matrizes P, N e M que satisfazem as equagdes (2.45)-(2.47).

As equagdes (2.47) e (2.52) sao equivalentes.

Como BT = (CB)TC, entao, de (2.46), tem-se que:

BTP = MBT = M(CB)TC.

Desta forma, para F' = M(CB)T, a equagdo (2.46) implica na equacdo (2.51).

Finalmente, de (2.45) e (2.46), obtém-se:

PA+ ATP - BNC — CTNTBT
= PA+ ATP - BMT(MT)"'NC — CTNTM-'M BT
= PA+ ATP - PB(MT)~"'NC - CTNTM-1BTP
= P(A— B(MT)~'NC) + (A- B(MT)-'NC)TP < 0.
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Definindo-se K, = (MT)"!N, tem-se:
P(A- BK,C)+ (A- BK,C)TP < 0.
Portanto, a equagdo (2.45) implica na equagao (2.50). O

Coroldrio 2 [12] A condigdo necessdria e suficiente para a factibilidade das LMIs (2.45)-

(2.47) € que todos os zeros de transmissdo do sistema {A, B, BT} tenham parte real nega-

tiva.

Prova (Suficiéncia) Pelo Teorema 4, se todos os zeros de transmissao do sistema

{A, B, BT} tém parte real negativa, entdo, existe uma matriz K, tal que o sistema {A —

BK BT, B, BT} seja ERP, pois posto(B) = m, entdao BTB > 0. Assim, de acordo com o

Lema 1, existe P = PT, tal que:

P(A- BKBT)+(A- BKBT)TP <0, (2.53)
BTp =BT, (2.54)
B ) (2.55)

As equagdes (2.55) e (2.47) sao equivalentes. A partir de (2.54), definindo M = I,

tem-se:
BTP = MBT.

Portanto, a equagao (2.54) implica na equagao (2.46).
A partir de (2.53), tem-se:

PA+ ATP - PBKBT — BKTBTP < 0.

Substituindo (2.54) em (2.56), segue que:

PA+ ATP - BKBT - BKTBT <.

Da hipétese de que BT = (CB)TC, tem-se:

PA+ ATP - BK(CB)'C - CT(CB)KTBT < 0.
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Definindo N = K(CB)T, segue que:

Pa4 AT P — BNC - X NYBY <0,

Portanto, a equagao (2.53) implica na equagéo (2.45).

(Necessidade) De (2.45) a (2.47), o sistema {A— BK,C, B, MB™} é ERP e, portanto,
todos os zeros de transmissao deste sistema tém parte real negativa. Como a matriz M
é inversivel, pode-se verificar que os sistemas {A — BK,C, B, MBT} e {A, B, BT} tém

os mesmos zeros de transmissao, usando operagoes elementares, primeiro nas colunas e

depois nas linhas, da matriz que define os zeros de transmissdo de {A — BK,C, B, MBT}:

sI— A+ BK,C B sI—A B sI—-A B
—-MBT 0 -MBT 0 -BT

Assim, todos os zeros de transmissdo do sistema {A, B, BT} tém parte real negativa.

Outra condigdo suficiente para a solugdo do Problema 2, com BT = (CB)TC, é

apresentada no Teorema 10.

Teorema 10 [12] Uma condigao suficiente para a solugdo do Problema 2, com BT =

(CB)TC, € a ezisténcia de matrizes X = XT,Y e Z, tais que:
AX + XAT - BZC -CTZTBT <0, (2.59)

CX =YC, (2.60)
X >0. (2.61)

Quando (2.59)-(2.61) séo satisfeitas, entdo as matrizes F e K, podem ser obtidas
por:

F=(CB)TY, (2.62)
K,=2Y", (2.63)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U(s) e saida

Y(s), ¢ ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K, e F, tais que:

P(A- BK,C)+ (A- BK,C)TP <0, (2.64)
BTP = FC, (2.65)
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P> 0.

Definindo-se X = P~1, tem-se, de (2.64)—(2.66):

(A-BK,C)X + X(A- BK,C)T <0, (2.67)
BT = FCX, (2.68)
X >0. (2.69)

Considere a existéncia de matrizes X, Y e Z, que satisfazem as equagoes (2.59)-(2.61).
As equacdes (2.61) e (2.69) sdo equivalentes. Note que, de (2.60) e (2.61), CXCT = YCCT

tem posto m e, assim, Y € R™*™ também tem posto m.

Como BT = (CB)TC, entéo, de (2.60), segue que:

CX =YC,
(CB)TY-'CcX = (CB)TY-'YC,
(CB)TY-'cX = (CB)TC = BT.

Assim, para F = (CB)TY ™!, a equagio (2.60) implica na equacio (2.68).

A partir da equagao (2.59), obtém-se:

AX +XAT - BZC - CTZTBT <0,
AX + XAT — BZY-'YC - CTYT(Y-1)TZTBT < 0.

Substituindo (2.60) em (2.70), segue que:

AX + XAT - BZY-'CX - XTCT(Y-1)T2TBT < 0,
(A-BZY 'C)X+ X(A-BzZY'C)T <.

Definindo K, = ZY !, segue que:

(A-BK,C)X + X(A-BK,C)T <.
Portanto, a equagao (2.59) implica na equagao (2.67). O

Corolario 3 [12]/ Uma condigdo necessdria para a factibilidade das LMIs (2.59)-(2.61)

é que todos os zeros de transmissao do sistema {A,CT,C} tenham parte real negativa.
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Prova De (2.59)-(2.63), o sistema {A — BK,C,CT,Y~1C} é ERP e, portanto, todos
os zeros de transmissdao deste sistema tém parte real negativa. Como a matriz Y1 é
inversivel, pode-se verificar que os sistemas {4 — BK,C,CT,Y~'C} e {A,CT,C} tém
os mesmos zeros de transmissao, usando operagoes elementares nas linhas da matriz que

define os zeros de transmissao de {A — BK,C,CT,Y~!C}:

~

sI— A+ BK,C CT iF—A F sI—-A CT
~Y-1¢ 0 -Y-l¢ 0 -c 0 |

Assim, se o sistema {A—BK,C,CT,Y~1C} é ERP, ou de forma equivalente, se (2.59)-

(2.61) sao factiveis, todos os zeros de transmissao do sistema {A,CT,C} tém parte real

negativa. O

Observagao 3 Através de vdrias aplicagoes dos Teoremas 9 e 10, em exemplos numé-
ricos, foi possivel constatar que ezistem casos nos quais um funciona e o outro ndo e
vice-versa. Desta forma, as condigdes destes teoremas sao distintas e um teorema ndao

pode ser visto como um caso particular do outro.

Considere, agora, a planta linear, invariante no tempo, controlével e observavel:

b= AT + Bou,
z T + bou (2.72)

i= 0.

Considerando a planta (2.72), os Lemas 4 e 5 sao a base para os Teoremas 11 e 12,

propostos nesta tese:

Lema 4 Considere a matriz M € RP*?, definida por:

B (CBo)E

B [ [(COBO)T(COB,,)]“ C.B,) | (2.73)

sendo (C,B,)T € RP"™*P tal que (C,B,)(C,B,) = 0 e posto[(C,B,),] = p — m. Multi-
plicando a saida § por M, defina a nova saida yy = MC, = C1Z. Entao, o produto C; B,,
com C} = MC,, é dado por:

1 2 3 4 5 6 7 unespw 11 128 13 14 15

16

17



23

Lema 5 Considere o sistema (2.72), com a nova saidayy = My = MC, = C1z, definida

no Lema 4. Entao, utilizando uma transformagao linear dada por:

sendo BI, € R*P*" tal que BT, B, = 0, posto(B,.) =n —p e tal que posto(T') = n, o

sistema transformado adquire a sequinte forma definida pelas equagées (2.10), com:

(2.75)

(2.76)

0 0 I,

C=0T"'= [

0 Ipom 0]

Neste caso especifico, o Teorema 11, proposto neste trabalho, estabelece as condigoes
necessarias e suficientes para que o sistema (2.10), com as matrizes A, B e C definidas

em (2.74)-(2.76), seja ERP.

Teorema 11 O Problema 2, com as matrizes A, B e C definidas em (2.74)-(2.76), tem
solugdo se e somente se existirem matrizes Pj; = P{‘T, P, Py = sz‘, Py3, P33 = P3T3, K

e Ky que satisfazem as seguintes condigées:

0 0 0 0 0
PA+AT.P— 0 PnkKk; P23K2 -0 KITPZE
0 PuK, PuK, 0 KTP}

Py P2 0
0 PE Py
sendo que as matrizes possuem dimensoes apropriadas. Neste caso, as matrizes K, e F

podem ser obtidas por:
Ko=[Ki K], (2.79)
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F=[PL Pu], (2.80)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U, e saida Y,

é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, F e K,, tais que:
P(A- BK,C)+ (A-BK,C)TP <0, (2.81)

BTP =Fc, (2.82)

P>0. (2.83)

Decompondo-se as matrizes P, F' e K,, tem-se:

Py P
P=P'= PE; Py

Pl P}
Com base nesta decomposicao, obtém-se:

P].l P12
BTP=[00 I.|| P} Pn =[PE P Pu],
Pf Py

0 o

FC=[FR Fz]{o ; I{l}=[0 R Rl

Substituindo-se as expressoes (2.84) e (2.85) em (2.82), segue que:

PE=0, PL=F, Py=F,.

Portanto,
F= [ ng; Pay ];

o que corresponde & equagao (2.80).

Substituindo-se Py3 = 0 na expressao de P, a expressao (2.83) corresponde & expressao
(2.78).
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Jé o produto PBK,C é dado por:

Pll Pl2 0
PBKOC — PE; P22
0 PE Py

0
= | 0 PpK;, PnK,
0 PpK, PnK,

Substituindo-se a equagdo acima na expressdo (2.81), obtém-se a expressao (2.77). O

O inconveniente do Teorema 11 é que as condigoes nao sao expressas em termos de
LMIs. Entretanto, com P,z = 0, podem ser obtidas condigdes suficientes, em termos de
LMIs, para que o sistema descrito em (2.10), com as matrizes A, B e C definidas em
(2.74)-(2.76), seja ERP.

Teorema 12 O sistema (2.10), com as matrizes A, B e C definidas em (2.74)-(2.76), é
ERP se ezxistirem matrizes Pj; = Pg, Py, Pyy = Pg;, P33 = ng, R35 e Ra3 que satisfazem

as sequintes condigoes:

0 0 0
PA+A™P—|0 0 0 |-
0 R32 R33

Py P 0
P=|PL Py, 0 |>0, (2.87)
0 0 Py
sendo que as matrizes possuem dimensoes apropriadas. Neste caso, as matrizes K, e F

podem ser obtidas por:

K,=[K K|, (2.88)
F=[0 Py], (2.89)

Ky = Py Ry, (2.90)

Ky = Pg' Ry, (2.91)

Prova Substituindo-se P»3 = 0 e definindo-se R3; = Pi3K; e Rz = P33K, nas ex-
pressoes (2.77)-(2.80), obtém-se as expressoes (2.86)-(2.89). O
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Considere, novamente, a planta definida pelas equagdes (2.10), com p > m. O Teorema
13 apresenta outras condigoes suficientes para que o sistema da Fig. 3 seja ERP, propostas

neste trabalho:

Teorema 13 O sistema da Fig. 3 é ERP se pelo menos uma das condigées (i)-(zi) for

satisfeita:
(i) Ezistem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem as sequintes condigées:

—2P AT _CTKTBT y P+ 1,
[ ° <0, (2.92)

A-BK,C+P+1, =2I,

BTP =FCcC. (2.93)

(ii) Ezistem matrizes Py = Py, K, e Fy que satisfazem ds sequintes condigées, para

algum § € R:

(2.94)
A — BK,C + Py + 61, —261,

[ —2Py AT — CTKTBT + Py + 41,

BT Py = FxC. (2.95)

Neste caso, a matriz F' é dada por:

1
F = EFN' (2.96)

(ii) Ezistem matrizes P = PT, K; e F que satisfazem ds sequintes condigdes:

—BKsBT — BKTBT —2I, A+P+1,

2.97
AT+ P+1, —2P (250)

BTP =FC. (2.98)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K, = K,F. (2.99)

(iv) Ezistem matrizes Py = PY, K; e Fy que satisfazem ds sequintes condicdes, para

AT
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algum § € R, com § > 0:

—BK;BT — BKTBT — 261, A+ Py +6I,
d f = <0, (2.100)

AT s Py + 41, —2Py
BTPy = FxC. (2.101)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

=

F:6

Fy, K, = K;F. (2.102)

(v) Existem matrizes P = PT, K;, K, e F que satisfazem ds seguintes condiges:

—2P AT —CTKTBT + P+1,

<0, 2.103
A—BK\,C+P+1, —-BK,BT - BKTBT -2I, ( )

BTP =FC. (2.104)
Neste caso, a matriz K, € dada por:

K,= K, + K;F. (2.105)

(vi) Ezistem matrizes Py = PF, K1, Ky e Fyn que satisfazem as seguintes condigdes,

para algum § € R, com § > 0:

—2Py AT — CTKT BT + Py + 61,

<0,
A — BK,C + Py +6I, —BK,;BT — BKTBT — 261,

BT Py = FxC.

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

.
)

K, = K, + K,F.

r FN:

(vii) Eristem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem ds sequintes condigdes:

PA+ATP-2P -CTKTBT+P+1,
—BK,C +P+1, =)

BTP = FC,

P>0.
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28
(viii) Ezistem matrizes Py = P%, Ky e Fy que satisfazem ds sequintes condigées, para
algum 6 € R:

PyA+ ATPy — 2Py —CTK%BT + Py + 41,
—~BKnC + Py + 61, —201,

<0, (2.113)

c

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

B %FN, (2.116)

1
Ko = 5Kn. (2.117)

(iz) Ezistem matrizes P = PT, K,, K, e F que satisfazem ds sequintes condigies:

PA+ ATP-2P —CTKTBT+ P +1,

<0, 2.118
—-BK,C+P+1, —BK,BT — BKTBT —2I, )

BTP=FcC, (2.119)

P>o. (2.120)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K, = K, + KyF. (2.121)

(z) Ezistem matrizes Py = P%, Kn1, Kno e Fy que satisfazem s sequintes condigées,

para algum § € R, com é > 0:

PyA+ ATPN — 2Py —CTKEIBT + Py + 61,

(2.122)
—BKniC + Py + 61, —BKnyBT — BK}{;?BT — 261,

BTPy = FxC, (2.123)
Py > 0. (2.124)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

eyt
"3

K, = K, + K,F, (2.126)

F Fy, (2.125)
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(zi) Ezistem matrizes P = PT, M, N e F que satisfazem ds sequintes condigées:
PA+ ATP - CTNTBT - BNC <0, (2.127)
P>o, (2.128)
BM = PB, (2.129)
BTP = FC. (2.130)

Neste caso, a matriz K, € dada por:

K,= M"N. (2.131)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U, e saida Y,

é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, F e K,, tais que:

P(A- BK,C) + (A - BK,C)TP <0, (2.132)

BTP=FC, (2.133)
P>0. (2.134)

(i) As equagbes (2.93) e (2.133) sdo equivalentes. A LMI (2.134) é uma condigio
necessaria para (2.92). Multiplicando-se a LMI (2.92) & esquerda por [ I, P ] e a direita

por [ I, P ]T, tem-se:

—2P AT —CTKTBT+P+1, | [ I,

[ 1 P]
A-BK,C+P+1, = P

= P(A- BK,C)+ (A - BK,C)TP <.

Portanto, a LMI (2.92) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(ii) Considere Py = 6P e Fy = 0F. Assim, as equagdes (2.95) e (2.133) sdo equi-
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valentes. A LMI (2.134) é uma condigdo necessdria para (2.94). Note que (2.94) implica

que § > 0 e assim Py = 6P = P§ > 0. Multiplicando-se a LMI (2.94) & esquerda por
T

[ L P } e a direita por [ L, P ] , tem-se:

(1. 7]

—2Py AT —CTKTBT + Py + 461, | | I,
A - BK,C + Py + 61, —261, P

—26P AT —CTKIBT + 6P+ 61, | | I,
~[& P]

A — BK,C + 6P + 61, —261, P
= P(A- BK,C)+(A- BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (2.94) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(iii) As equagdes (2.98) e (2.133) sdo equivalentes. A LMI (2.134) é uma condigao
necesséria para (2.97). Multiplicando-se a LMI (2.97) a esquerda por [ P I, ] e a direita

por [ P I ]T, tem-se:

(P 1] —BK;BT — BKTBT —2I, A+P+1ﬂ} [PJ

AT +P+1, —2P I,
= PA+ ATP - PBK;BTP — PBK} BTP < 0.
Substituindo (2.98) e (2.99) em (2.135), tem-se:

PA+ AP - PBK;B"P - PBK{B"P = PA+ ATP - PBK;FC — CTFTKTBTP
= PA+ ATP - PBK,C - CTKTBTP = P(A- BK,C) + (A - BK,C)TP <.
Portanto, a LMI (2.97) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(iv) Considere Py = 6P e Fy = §F. Assim, as equagdes (2.101) e (2.133) sdo

equivalentes. A LMI (2.134) é uma condigdo necessdria para (2.100). Como § > 0, entdo
note que Py = 6P = Pj; > 0. Multiplicando-se a LMI (2.100) & esquerda por [ P I, |

T
e a direita por [ P I, ] , tem-se:

[P &]

—~BK;BT — BKFBT — 261, A+ Py +6I, [ P

AT 4+ Py + 61, —2Py I,
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—BK;BT - BK}FBT — 28I, A+0P+41, P
AT + 6P + 61, -20P I,

— PA+ ATP - PBK;BTP - PBK[B"P < 0.
Substituindo (2.101) e (2.102) em (2.136), tem-se:
PA+ ATP — PBK;BTP — PBKTBTP = PA+ ATP - PBK;FC — C"FTK[B"P
— PA+ ATP - PBK,C - CTKTBTP = P(A- BK,C) + (A — BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (2.100) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(v) As equagdes (2.104) e (2.133) sdo equivalentes. A LMI (2.134) é uma condigao
necessaria para (2.103). Multiplicando-se a LMI (2.103) & esquerda por [ L P ] ea

;o 4
direita por [ I, P ] , tem-se:

(5 P] —2P AT —CTKTBT+ P +1, A
" A—BK\C+P+1I, —BK,BT - BKJBT -2I, | | P

= PA+ ATP - PBK,C - CTKTBTP — PBK,BTP - PBK]; BTP <0.  (2.137)

Substituindo (2.104) e (2.105) em (2.137), tem-se:
PA+ ATP - PBK,C — CTKTBTP — PBK,B"P — PBK] BTP
= PA+ ATP — PBK,C — CTKTBTP — PBK,FC — PBKIFC
= PA+ ATP — PB(K, + KoF)C — CT (K, + K, F)TBTP
— P(A- BK,C)+ (A- BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (2.103) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(vi) Considere Py = 6P e Fy = dF. As equagbes (2.107) e (2.133) sdo equivalentes.
A LMI (2.134) é uma condigdo necesséria para (2.106). Como § > 0, entdo note que
Py = 6P = P¥ > 0. Multiplicando-se a LMI (2.106) & esquerda por [ I, P ] e & direita
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por [ In P ]T, tem-se:

[ —2Py AT — CTKTBT + Py + 41, | |

Iy P
[ J | A= BK|C + Py +6I, —BK,BT — BK]BT - 241, | |

—26P AT — CTKTBT + 6P + 61, |

Ly P
[ } | A— BK,C + 6P +61, —BK;BT — BK] BT — 261,

= PA+ ATP - PBK,C — CTKTBTP — PBK,BTP - PBKITBTP <0.  (2.138)

Substituindo (2.107) e (2.109) em (2.137), tem-se:
PA+ ATP - PBK,C —CT"KTBTP - PBK,BTP — PBKTBTP
= PA+ ATP — PBK,C — CTK] B"P — PBK,FC — PBK]FC
= PA+ ATP — PB(K, + K,F)C — CT(K, + K,F)TBTP

= P(A- BK,C) + (A- BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (2.106) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(vii) As equagdes (2.111) e (2.133) sdo equivalentes. As LMIs (2.112) e (2.134) sdo
equivalentes. Multiplicando-se a LMI (2.110) & esquerda por [ I, P ] e a direita por

[1. P ]T, tem-se:

[I P] PA+ATP-2P —-CTKTBT +P+1, L,
" —-BK,C+P+1, = P

— P(A—- BK,C) + (A — BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (2.110) implica na LMI (2.132).

(viii)) Considere Py = 0P, Fy = 0F e Ky = 0K,. As equagoes (2.114) e (2.133)
sdo equivalentes. As LMIs (2.115) e (2.134) sdo equivalentes. Note que (2.113) implica
que § > 0 e entdo, Py = 6P = P% > 0. Multiplicando-se a LMI (2.113) & esquerda por
[ I, P ] e & direita por [ I. P ]T, tem-se:

PyA+ ATPy — 2Py —CTK%LBT + Py + 41, J { I, J

[ P]
—~BKNC + Py + 41, 261, P
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(5 P] §PA+ 6ATP — 25P —aCTKEBT+5P+51ﬂHL,

—0BK,C + 6P + 41, —201, P

= §[P(A- BK,C) + (A— BK,C)TP] < 0.

Como, de (2.113), § > 0, segue que:
P(A- BK,C)+ (A- BK,C)TP <.

Portanto, a LMI (2.113) implica na LMI (2.132).

(ix) As equagoes (2.119) e (2.133) sdo equivalentes. As LMIs (2.120) e (2.134) sdo
equivalentes. Multiplicando-se a LMI (2.118) & esquerda por [ I, P } e a direita por
T
[ I, P ] , tem-se:

[1 P] PA+ ATP —2P ~CTKTBT + P+ 1, I,
" —-BK\C+P+1, —-BK,BT —BKITBT -2I, || P

= PA+ ATP - PBK,C - CTKTBTP — PBK,BTP - PBKTBTP <0.  (2.139)

Substituindo (2.119) e (2.121) em (2.139), tem-se:
PA+ ATP - PBK,C - CTKTBTP — PBK,BTP — PBK!BTP

= PA+ ATP - PBK,C - CTKIBTP — PBK,FC — PBKTFC
= PA+ ATP - PB(K, + K,F)C — CT(K, + K.F)TBTP
= P(A- BK,C) + (A- BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (2.118) implica na LMI (2.132).

(x) Considere Py = 6P, Fy = 0F, Ky; = 6K, e Ky2 = 6K,. As equagoes (2.123) e
(2.133) sdo equivalentes. As LMIs (2.124) e (2.134) sao equivalentes. Como § > 0, entao
note que Py = P = P% > 0. Multiplicando-se a LMI (2.122) & esquerda por [ Iy P ]

T
e a direita por { T ] , tem-se:

[ I P ] PyA + ATPN — 2Py

—BKn1C + Py + 61, —BKpny;BT — BK%,BT — 261, P

—CTK%, BT + Py + 61, k }
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[ P B } SPA+0ATP — 2P —6CTKTBT + 6P + 41, I,
" —6BK,C + 6P + 61, —6BK,BT —6BKTBT — 28I, | | P

= §[PA+ ATP - PBK,C — CTK]BTP — PBK,B"P — PBKTBTP] < 0.

Como, de (2.122), § > 0, segue que:

PA+ ATP - PBK,C — CTKTBTP - PBK,BTP - PBKTBTP < 0. (2.140)

Substituindo (2.123) e (2.126) em (2.140), tem-se:
PA+ ATP — PBK,C - CTKTBTP - PBK,BTP — PBKTBTP

=PA+ ATP - PBK,C - CTKTBTP — PBK,FC — PBK? FC
= PA+ ATP — PB(K, + K,F)C — CT(K, + K,F)TBTP
= P(A- BK,C)+ (A- BK,C)TP < 0.

Portanto, a LMI (2.122) implica na LMI (2.132).

(xi) As equagdes (2.130) e (2.133) sao equivalentes. As LMIs (2.132) e (2.134) sao a
condigdo necesséria e suficiente para a estabilidade do sistema {A — BK,C, B,C}. De
acordo com [41], uma condigdo suficiente para a existéncia de uma matriz K, que torna
o sistema {A — BK,C, B,C} estdvel é a existéncia de matrizes P = PT, M e N que
satisfazem as condigdes (2.127)-(2.129). Neste caso, a matriz K, é dada por (2.131). O

Observagao 4 A condigdo (v) engloba as condigées (i) e (iii) e a condigdo (vi) engloba

as condigdes (11) e ().

Observagao 5 As condigées do item (i) do Teorema 13 sdo mais gerais ou pelo menos
equivalentes ds condigdes do Teorema 9, pois ndo exigem a restrigio BT = (CB)TC. Note
que se as condigdes do Teorema 9 sao factiveis, entdo F = M(CB)T atende a condigdo
(2.130) do item (zi). Desta forma, quando o Teorema 9 apresenta solugdo, o item (zi)
do Teorema 13 também apresenta solugcdo. Este resultado € itil quando a planta possui

incertezas paramétricas e eziste a dificuldade de colocd-la na forma BT = (CB)TC.

Observacao 6 A partir das LMIs (2.129) e (2.130) e definindo-se C, = FC, tem-se
Cn=FC = MTBT. Como M ¢ inversivel, entdo os zeros de transmissio de {A,B,C,}
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correspondem aos zeros de transmissio de {A, B, BT}. Portanto, a condi¢do necessdria

e suficiente para a existéncia de uma solugdo para as LMIs (2.127)-(2.130) é que todos

0s zeros de transmissao de {A, B, BT} possuam parte real negativa.

Considere, agora, uma dada matriz F' tal que o sistema {A, B, FC} seja de fase
minima. O Teorema 14, proposto neste trabalho, fornece condigoes necessarias e sufi-

cientes para a existéncia de uma matriz K, que torna ERP o sistema da Fig. 3.

Teorema 14 Considere F tal que o sistema {A, B, FC} seja de fase minima. Entdo,

uma solugdo para o Problema 2 € obtida através das sequintes LMIs, em termos de K, e
P=PT;
PA+ ATP -CTFTK,C - CTKTFC <0,

BTP = FC,

P> 0.

Prova A prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1. O

Defina, agora, a matriz By € R™"™™, tal que BT B = 0, posto(B,) = n —m e entéo,
posto([ B B, D =n.
Assim, a matriz A pode ser decomposta da seguinte maneira:
A,

A=BAp+BiA,=| B BL]{ABJ,

sendo as matrizes Ag € R™*" e A, € R"™™*" obtidas através da equago:

[iﬂ =[B B.] A (2.142)

A partir do Lema 1, o sistema {A — BK, B, FC'} é ERP se e somente se as seguintes

LMIs forem satisfeitas:
P(A-BK)+(A-BK)TP <0, (2.143)

BTP = FC, (2.144)

P >0. (2.145)
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Susbstituindo (2.141) em (2.143) e definindo-se Ky = K — Ap, tem-se:

P(A- BK)+ (A-BK)TP=P(B, A, — B(K — A)) + (BLA, — B(K — Ag))TP

= P(ByA,— BKy) + (BLA, — BKN)TP <0,

PB;A,+ ATBTP - PBKy — K}BTP < 0. (2.146)

Sem perda de generalidade, considere Ky = MFC, sendo M € R™™. Note que se
existem K e F tais que {A — BK, B, FC} é ERP, entdo {4, B, FC} é de fase minima e
FCB = BTPB é simétrica e definida positiva. Assim, pelo Teorema 4 existe M tal que
{A—- BMF, B,FC} é ERP. Substituindo Ky e (2.144) em (2.146), segue que:

PB A, +ATBTP - CTFTMFC - CTFTMTFC < 0. (2.147)

Defina, também, as matrizes A,; € R™" e (FC), € R*™™*", tais que A,1 AT =0,
posto(A,1) = m, (FC) (FC)T = 0 e posto((FC),) = n —m. Assim, note que, de
(2.147):

Ao_i_

ey (PBLA, + ATBTP — CTFTMFC - CTFTM"FC) [ AT, (FC)T |

_ | —AcLCTFTMFCAL, — A, .CTFTMTFCAT,
- [ (FC) ATBTPAT,
Ao PBLA,(FC)T
(FC) PB,A,(FC)T + (FC), ATBTP(FC)T

< 0. (2.148)

Assim, existe uma matriz M que satisfaz & LMI (2.148) se e somente se:

posto(A, CTFT) = posto(FCAT, ) = posto(CAL,) =m (2.149)

(FC)LPBLA,(FC)T + (FC) ATBTP(FC)T < 0. (2.150)

Note que estas condigoes implicam que:

posto =n
(FC).
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Considere o caso particular no qual:
F=NA,C",
sendo N € R™ ™ inversivel. Assim, (F'C), deve ser tal que:
(FC)L(FC)T = (FC),CTCAI NT =0.

Como N é inversivel, entdo, (FC);CTCAY, = 0. Portanto, a matriz (FC), possui a

forma;:

(FC)y = L(CTCAL )], (2.152)

sendo L € R*™ "™ inversivel e (CTCAT,)T € R*™™*" tal que:

(cTeA)I(CTCA) =0

posto(CTCAT ) =n—m.
Entdo a LMI (2.150), com (FC). dada em (2.152), é dada por:

(FC)LPBLA(FC)] + (FC) AT BIP(FC)]

= L(CTCAL )T PBLA,(CTCAT )L LT + L(CTC AL )T ATBT P(CTC AL, )1 LT < 0.

Como L é inversivel, a LMI acima é equivalente a:
(CTCAT )T PB,A,(CTCAL), + (CFCAT YL ATBIP(CTCAL)L <0.  (2.153)
Note que, como (CTCATL, )T € R*™™" uma condigdo suficiente para (2.153) é que

posto(4,) =n —m.
A LME (2.144), com F dada em (2.151), é equivalente a:
BTP=FC = NA,.CTC. (2.154)
Assim, o Algoritmo 1, proposto nesta tese, apresenta uma condicao suficiente e novas
condigOes necessarias para a solugdo do Problema 2. De acordo com o o Teorema 4,

uma condigdo necessaria para a existéncia de matrizes F' e K, tais que o sistema {A —
BK,C, B, FC} seja ERP é que a planta {A, B,C} seja de fase minima [15].

Algoritmo 1 Considere uma planta {A, B,C} de fase minima (se a planta ndo for de
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fase minima, o Problema 2 ndo tem solugio). Uma condigdo suficiente para a solugao do

Problema 2 pode ser obtida através do procedimento abaizo:

. Determine B, € R™™ ™, tal que BB =0 e posto([B B,]) = n;

. Obtenha A, € R*™™" pela expressao (2.1/2). Se posto(A,) < n —m, o Problema

2 ndo tem solugdo. No caso de posto(A,) = n —m, passe para o item 3;

. Determine A,y € R™™ tal que A,y AT = 0 e posto(4,1) = m. Se posto(CAI))
< m, o Problema 2 ndo tem solugdo. No caso de posto(CAL,) = m, passe para o

item 4,
. Encontre, se possivel, P, = PT e N que satisfazem ds sequintes LMIs:
(CTCAT )T P,B, A, (CTCAL), + (CTCAL)TATBI P (CTCAL), <0,
BTP = NA,.C"C,
P > 0;
. Obtenha F = NA,, CT;
. Para F obtido no item 5, encontre P, = PzT e K que satisfazem ds segquintes LMIs:
PA+ ATP,— CTFTKC — CTKTFC <,

BTP, = FC,

P, > 0.

2.5 Taxa de Decaimento

Em muitos casos, somente a estabilidade nao é suficiente para a obtengao de um
desempenho satisfatério para um sistema de controle. Freqiientemente, é necessario es-
pecificar também a resposta transitéria. Dado um Sistema Linear Invariante no Tempo
(SLIT), ¢ = Az, z € R", A € R"™™", entdo, de acordo com [42], a taxa de decaimento é

definida como o méximo valor da constante real y > 0, tal que a condigao:

Jim e"|z(¢)|| =0, Yz(0) € R,

¢ satisfeita para todas as trajetérias z(t).
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A estabilidade corresponde a taxa de decaimento positiva. Pode-se utilizar a fungéao
de Lyapunov quadrética V (£) = ¢T P€ para estabelecer um limite inferior para a taxa de
decaimento, por exemplo, da planta (2.1). Se V(z) < —27V/(z) para todas as trajetérias,
entdo V(z(t)) < V(z(0))e™?", e assim:

/\max(P) —t

Izl < [lz()l P

sendo Amax(P) € Amin(P) 0 maximo e o minimo autovalor de P, respectivamente, para
todas as trajetdrias, e portanto a taxa de decaimento da planta (2.1) é pelo menos igual
a v [42].

A condigdo de que V(z) < —27V(z) em um sistema {A,, B,,C,}, para todas as

trajetorias é equivalente a:

ATP + PA,+2yP = (A, +vI)TP + P(A, +~I) < 0. (2.155)

2.5.1 Sistemas com o Mesmo Niumero de Entradas e Saidas

Considere a planta definida-pelas equagoes (2.10), com p = m. O Teorema 15, dado
em [13], estabelece condigGes necessarias e suficientes para que todos os pélos do sistema

da Fig. 3 tenham parte real menor que —y e que este sistema seja ERP.

Teorema 15 [13] Considere z; = o; +j0B;, 0; e ;i € R, i = 1,...,p, o0s zeros de
transmissao do sistema {A, B,C}, descrito no Problema 2. Entdo, dada uma constante

positiva vy, existem matrizes P = PT, R e F, tais que:

PA+ ATP - CT(R+ RT)C < —2vP, (2.156)
BTP = FC, (2.157)
P>0. (2.158)

se e somente se vy < —o, sendo 0 = maz{oy,...,0,}, e posto(CB) = m. Neste caso,

uma matriz K, pode ser obtida pela expressdo:

K,= (FT)'R. (2.159)

Prova [13] Definindo A = A + 1, entéo (2.156) pode ser descrita por:

P(A—~I)+ (A—~yI)TP - CT(R+ RT)C < —2¢P,
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PA—~P +ATP — 4P — CT(R+ RT)C < —2¢P,
PA+ ATP —CT(R+ RT)C — 2yP < —2vP,
PA+ ATP - CT(R+ RT)C < 0. (2.160)

Do Teorema 7, de (2.156) (que é equivalente a (2.160)), (2.157) e (2.158) sao factiveis se
e somente se o sistema {A — BK,C, B,FC} é ERP. Agora, sabe-se, também, que todos
os zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. Sabe-se
que os zeros de transmissao de um sistema {4, B,C}, A € R™*", B € R"™*™ e C € R™*",

sao os numeros s € C, tais que:

[SI—A B
posto 0 <n+m.

De (2.157), a matriz F tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas
{A — BK,C,B,FC} e {A, B,C} tém os mesmos zeros de transmissio, usando operagoes
elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissao de {4, B, C}:

~

=FC 0 -FC 0 -C 0

[sr—A+BK,,C B sI—A BJ [sf—fi BJ

Agora, os zeros de transmissao {A, B, C} sdo os niimeros s € C, tais que

(s—v)I-A B

<n-+m.
ot

posto [

Portanto, se s = s, for um zero de transmissao de {A, B,C}, entdo s = s, + 7
serd um zero de transmissio de {4, B,C}. Entdo, todos os zeros de transmissio de
{A, B,C} apresentam parte real negativa se o; +v < 0, Vi € {1y ones 0} Dl s —o,
o = maz{oy,...,0,}. Agora, de (2.157) e (2.158), posto(BTPB) = posto(FCB) = m
e, assim, posto(CB) = m. A necessidade est4 provada. Para demonstrar a suficiéncia,
considere que 0 < v < —o, ou seja, todos os zeros de transmissao de {/1, B, C} apresentam
parte real negativa e que posto(CB) = m. Agora, defina F = (CB)T e note que o
sistema {A, B, FC} satisfaz s condicges (i) e (ii) do Teorema 4. Assim, existe K 7 tal que
K, = K;F torne o sistema {A — BK,C, B, FC} ERP. Finalmente, do Teorema 7, (2.156)
(que é equivalente a (2.160)), (2.157) e (2.158) sdo factiveis e o Teorema 15 estd provado.
a
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Observagio 7 [18] Considere uma candidata a fungdo de Lyapunov V(z(t)) = z(t)T
xPz(t), P = PT > 0, para o sistema na Fig. 3. Se a planta tem zeros de transmissdo
z=0i+jf,i=1..,pe0 <7v < -0, sendo 0 = max{oy,...,0,}, entdo, do
Teorema 15, as LMIs (2.156), (2.157) e (2.158) sdo factiveis e, entdo, ndo é dificil ver
que V(t) < =29V (t). Portanto, V(t) < V(0)e=" e [7]

e < || 222053 O™,

sendo Amaz(P) € Amin(P) 0 mdzimo e o minimo autovalor de P, respectivamente. O
Teorema 15 mostra que existe um limite superior para vy, relacionado com o0s zeros de
transmissa@o da planta, para que o sistema na Fig. 8 seja ERP. Uma conclusdo geral
é que, para sistemas ERP, os zeros de transmissao definem o mdzrimo valor da taza de
decatmento ERP. A taza de decatmento do sistema ERP nao considera a restrigdo (2.157)
e entdo pode ser diferente da tara de decaimento ERP. Em controle adaptativo e CEV de
sistemas incertos utilizando a teoria ERP, a restri¢do (2.157) é necessdria. O resultado do
Teorema 15 € considerado razodvel, se for utilizada uma realimentagdo K com alto ganho,
como nos modos CEV e deslizante, pois sabe-se que, neste caso, 0s zeros de transmissao da
planta serdo os pdlos do sistema de malha fechada (no caso de CEV e modos deslizantes,
0s zeros de transmissio da planta serdo os pdlos do sistema no deslizamento [16]). O
inesperado € a influéncia da localizagao dos zeros de transmissao para todas as matrizes

K, que realimentam a planta e F' na Fig. 3.

Corolério 4 [21] Considere z; = o; +jf;, 0; e B; € R, i = 1,...,p, os zeros de
transmissao do sistema { Ao, B,, Co}, descrito no Problema 2. Considere, também, que as

matrizes A,, B, e C,, na Fig. 3, tenham as seguintes formas:

0
],Boz[CB]eCo:[o T | (2.161)

sendo posto(CB) = m. Entdo, dada uma constante positiva vy, ezistem matrizes P = PT

e R, tais que:

P, 0
P= >0e (2.162)
0 P

0 0 P, 0
PA+ ATP - < -2y , (2.163)
0 (R+ RT) 0 P,

se e somente se y < —0o, sendo 0 = ma:c{ol, R Jp}, e posto(CB) = m. Neste caso, as
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matrizes K, e F sdo obtidas pelas expressoes:

K, = (FT)"'R = (P.CB)"'R,
F = (CB)TP.

Prova A prova deste coroldrio ¢ similar a prova do Teorema 15. O

2.5.2 Sistemas com Nimeros Diferentes de Entradas (m) e Saidas

(p)

Considere a planta definida pelas equagdes (2.10), com p > m. Os Teoremas 16 e 17,
dados em [12], estabelecem as condigbes suficientes para que todos os pélos do sistema da

Fig. 3 tenham parte real menor que —y e que este sistema seja ERP. Nestes teoremas,

considera-se que BT = (CB)TC.

Teorema 16 [12] Considere z; = 0;+jf;,0; e ; € R,i = 1,...,p o0s zeros de transmissdo

do sistema {A, B, BT}, descrito no Problema 2. Entio, dada uma constante positiva v,

uma condi¢do suficiente para a ezisténcia de matrizes P = PT, N e M, tais que:

PA+ ATP — BNC — CTNTBT < —24P, (2.166)
BTP = MBT, (2.167)
P>0, (2.168)

€ que v < —o, sendo 0 = mazx{oy,...,0,}. Neste caso, as matrizes F e K, podem ser

obtidas por:
F = M(CB)T, (2.169)

K,=(MT)™N. (2.170)

Prova Definindo A = A + 71, entdo (2.166) pode ser descrita por

P(A—~I)+ (A—=~I)TP — BNC — (BNC)T < —2¢P,
PA— 4P+ ATP —yP — BNC — (BNC)T < —-2vP,
PA+ ATP — BNC — (BNC)T — 29P < —24P,
PA+ ATP - BNC - CTNTBT <. (2.171)

Pelo Coroldrio 2, de (2.166) (que é equivalente a (2.171)), (2.167) e (2.168), os zeros

de transmissao de {ﬁ, B, BT} possuem parte real negativa. Agora, sabe-se, também, que
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todos os zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. E
conhecido, também, que os zeros de transmissdo de um sistema {4, B, BT}, A € R™",

B € R™™ e C € RP*", p > m, sdo os niimeros s € C, tais que:

sI-A B
posto 0 <n+m.

_BT

De (2.166), a matriz F' tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas {A —
BKC,B,MBT} e {A,B,BT} tém os mesmos zeros de transmissio, usando operagdes
elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissdo de {4, B, BT}:

-BT o

sI—-A+BKC B sI-A B sI-A B
—MBT 0 -MBT 0

Agora, os zeros de transmissdo {A, B, BT} sio os niimeros s € C, tais que

(s—y)I—-A B

BT } <n-+m.

posto [

Portanto, se s = s, for um zero de transmissio de {4, B, BT}, entao s = s, + 7
serd um zero de transmissido de {A,B,BT}. Entao, todos os zeros de transmissao de
{fl, B, BT} apresentam parte real negativa se o; + v < 0, Vi € {1,...,r}. Dai, v < —0,

o = maz{oy, .vo;0:) O

Teorema 17 [12] Considere z; = 0;+jf;,0: e B; € R,i = 1,...,p os zeros de transmissdo
do sistema {A,CT,C}, descrito no Problema 2. Entdo, dada uma constante positiva v,

uma condig¢do necessdria para a existéncia de matrizes P = PT, N e M, tais que:

AX + XAT —BZC - CTZTBT < -2vX, (2.172)
YC =CX, (2.173)
X >0, (2.174)

€ que v < —a, sendo 0 = maz{o1,...,0,}. Neste caso, as matrizes F e K, podem ser
obtidas por:
F = (CB)%Y, (2.175)

K,=2Y™. (2.176)
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Prova Definindo A = A + v, entédo (2.172) pode ser descrita por:

(A=) X + X(A-~I)T — BZC - (BZC)T < —2¢X,
AX -9X+XA—9X - BZC - (BZC)T < —-29X,
AX + XAT — B2C - (BZC)T — 77X < -29X,
AX 4 XAT — BZ0G -~ CTZEBE <. (2.177)

Pelo Corolério 3, de (2.172) (que é equivalente a (2.177)), (2.173) e (2.174), os zeros
de transmissdo de {A,CT,C} possuem parte real negativa. Agora, sabe-se, também,
que todos os zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa
36]. E bem conhecido, também, que os zeros de transmissdo de um sistema {4, CT,C},

AeR™" BeR"™ eC € RP", p>m, sdo os niimeros s € C, tais que:

sI-A CT
posto <n+m.
c 0

E facil verificar que os sistemas {4 — BKC,CT,Y~'C} e {A,CT,C} tém os mesmos
zeros de transmissao, usando operagoes elementares nas linhas da matriz que define os

zeros de transmissao de {4, CT,C}:

[sf—A+BKC CTJ sI—A CTJNI:SI—A cT

-Y-iCc 0 -Y-lc 0 -C 0

Assim, os zeros de transmissao {4, CT,C} sdo os niimeros s € C, tais que

(s—yI-A CT

< n+m.
G

posto [

Portanto, se s = s, for um zero de transmissdo de {A,C7,C}, entdo s = s, + 7
serd um zero de transmissao de {fl,CT, C}. Entao, todos os zeros de transmissao de
{A,CT,C} apresentam parte real negativa se 0; + v < 0, Vi € {1,...,r}. Dai, y < —o,

o =mag{on . cop0: ) O

Observacao 8 Através de vdrias aplicagdes dos Teoremas 16 e 17, em ezemplos numéri-
cos, foi possivel constatar que ezistem casos mos quais um funciona e o outro ndo e
vice-versa. Desta forma, as condigdes destes teoremas sdo distintas e um teorema nao

pode ser visto como um caso particular do outro.
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Considere, agora, a planta (2.72) e os Lemas 4 e 5. Neste caso especifico, o Teorema
18, proposto neste trabalho, estabelece condigoes necessarias e suficientes para que todos
os pélos do sistema (2.10), com as matrizes A, B e C definidas em (2.74)-(2.76), tenham

parte real menor que —y e que este sistema seja ERP.

Teorema 18 Considere z; = o0; +j B, 0: e i €R, i = 1,...,p os zeros de transmissdo
do sistema {A, B, BT}, descrito no Problema 2, com as matrizes A, B e C definidas
em (2.74)-(2.76). Entdo, dada uma constante positiva vy, uma condigdo necessdria e
suficiente para a existéncia de matrizes Py, = Pf{, Pio, Py = ng, Po3, P33 = P;:‘;, K e

K, tais que:

0 0 0 0 0 0
PA+ATP—- | 0 PuK, PuK, |—-|0 KTPL KIPy | <-2¢P, (2.178)
0 PuK, PuK, 0 KTPE KIP;

Py P O
P=| P, Py Py |>0, (2.179)
0 PE Py
sendo que as matrizes possuem dimensoes apropriadas, € que ¥ < —o, sendo ¢ =

maz{oy,...,0,}. Neste caso, as matrizes K, e F podem ser obtidas por:

K,=|K K|, (2.180)

F=[P§ Pu]. (2.181)

Prova A prova deste teorema é similar & prova do Teorema 11. O

O inconveniente do Teorema 18 é que as condigoes nao sao expressas em termos de
LMIs. Entretanto, com P,3 = 0, podem ser obtidas condigoes suficientes, em termos de
LMIs, para que a factibilidade das expressdes (2.178)-(2.179).

Teorema 19 Considere z; = 0;+jf;, 0; e /; ER, i =1,...,p os zeros de transmissdo
do sistema {A, B, BT}, descrito no Problema 2, com as matrizes A, B e C definidas em
(2.74)-(2.76). Entdo, dada uma constante positiva vy, uma condicdo necessdria para a

eristéncia de matrizes Py = Pﬁ, Pi3, Py, = Pf;, P33 = ng, R3; e Ras, tais que:

0 0 0 00 0
PA+A™ -0 0 0 |-|0 0 RL | <-2¢P,
0 Rsy Ra 0 0 RL
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Phn Py 0
P=|PL Pp 0 |>0 (2.183)
0 0 Ps

sendo que as matrizes possuem dimensoes apropriadas, € que v < —o, sendo ¢ =

maz{oy,...,0,}. Neste caso, as matrizes K, e F' podem ser obtidas por:
K,=[ K, K], (2.184)

F=[0 Pg]|, (2.185)

K1 = Pg' Ry, (2.186)

K, = P! Rss. (2.187)

Prova A prova deste teorema é similar & prova do Teorema 12. O

Considere, novamente, a planta definida pelas equagoes (2.10), com p > m. O Teorema
20 apresenta outras condigoes suficientes para que todos os pélos do sistema da Fig. 3
possuam parte real menor que —y, com 7y > 0, e que este sistema seja ERP, propostas

neste trabalho:

Teorema 20 Todos os polos do sistema da Fig. 8 possuem parte real menor que —v,

com vy > 0, e este sistema € ERP se pelo menos uma das condigées (i)-(zi) for satisfeita:

(i) Ezistem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem ds sequintes condigdes:

—2P AT + 41 —-CTKTBT + P + 1,
[ i ; <0, (2.188)

A+~I - BK,C+P+1, -2I,
BTP = FC. (2.189)

(i) Ezistem matrizes Py = P, K, e Fy que satisfazem ds sequintes condigdes, para

algum § € R:

J <0, (2.190)

—2Py AT +4I — CTKTBT + Py + 61,
A++I — BK,C + Py + 61, 241,
BT Py = FxC. (2.191)

Neste caso, a matriz F é dada por:

F = <Fy. (2.192)
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(iii) Ezistem matrizes P = PT, K; e F que satisfazem ds seguintes condigées:

—-BK¢BT - BK{BT —-2I, A+~yI+P+1,
AT +4I+ P+ 1, =P

<0, (2.193)

BTP=FC. (2.194)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K, = K/F. (2.195)

(i) Eristem matrizes Py = Py, K; e Fy que satisfazem ds sequintes condigdes, para

algum § € R, com § > 0:

—BK;BT — BK{BT — 261, A+~I+ Py +4I,

<0, (2.196)
AT 4 41 + Py + 61, —2Py
BT Py = FxC. (2.197)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

L

F=5

Fv, K, = K/F. _ (2.198)

(v) Ezistem matrizes P = PT, Ky, K, e F que satisfazem ds sequintes condigdes:

—2P AT + 41 -CTKTBT + P +1,

<0, (2.199)
A+~I - BK,C+P+1, -BK,BT-BKIBT 2],
BTP=FC. (2.200)

Neste caso, a matriz K, ¢ dada por:
K, = K; + K,F. (2.201)

(vi) Ezistem matrizes Py = PY, K1, K, e Fy que satisfazem ds sequintes condigées,

para algum 6 € R, com § > 0:

—2Py AT + 41 — CTKT BT + Py + 41,

<0, (2.202)
A+~I — BK,C+ Py +6I, —BK,;BT — BKTBT — 261,

BTPy = FxC. (2.203)
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Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

1
F=-F
(SN‘

K, = K; + K)F.

(vii) Ezistem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem ds sequintes condigées:

(2.206)
-BK,C+ P +1, ~2I, 00

PA+ ATP —2P —C'TK:;"BT+P+I,1:| {P OJ
< =2y s
BTP=FC, (2.207)
P>0. (2.208)
(viii) Ezistem matrizes Py = P, Ky e Fy que satisfazem ds sequintes condicdes, para

algum § € R:

PyA+ ATPy — 2Py —CTKIBT + Py + 61, Py 0
o o= = o o <=2y "N T, (2.200)
—BKnC + Py + 41, —251,

BTPy = FxC, _ (2.210)
Py > 0. (2.211)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

Fie %FN, (2.212)

K,=ZKy. (2.213)

=
5

(iz) Ezistem matrizes P = PT, K, K, e F que satisfazem ds sequintes condicées:

PA+ ATP-2P —CTKTBT + P+1, P 0
- < -2y , (2.214)
-BK,C+ P+1, —-BK,BT — BKTBT —2I,

BTP = FC, (2.215)
P4 (2.216)

Neste caso, a matriz K, € dada por:

K, = K, + K,F. (2.217)

(z) Eristem matrizes Py = Pg:, Kni1, Kng e Fy que satisfazem ds sequintes condigoes,
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para algum 6 € R, com § > 0:

PvA+ATPy—2Py  —CTKE,BT + Py + 61, } £ty [ Py 0 ]

—BKwnC + Py + 61, —BKn,BT — BK%,BT — 21, 0 0
(2.218)

BTPy = FyC, (2.219)
Py > 0. (2.220)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

P %FN, (2.221)

K, = K, + K,F, (2.222)

1
Ki==K
1 5 N1,

1

o
2 6KN2:

(zi) Ezistem matrizes P = PT, M, N e F que satisfazem ds sequintes condigées:

PA+ ATP — CTNTBT — BNC < —24P, (2.223)

P>0, (2.224)
BM = PB, (2.225)
BTP=FC. (2.226)

Neste caso, a matriz K, € dada por:

K,=M"'N. (2.227)

Prova A prova deste teorema € similar a prova do Teorema 13, substituindo-se A por
A++I1. 0O

Observagao 9 A condigdo (v) engloba as condigées (i) e (ii) e a condi¢do (vi) engloba

as condigoes (i) e (w).

Observacao 10 As condigédes do item (i) do Teorema 20 sGo mais gerais ou pelo menos

equivalentes ds condigcées do Teorema 16, pois ndo exigem a restricio BT = (CB)TC.

\

Note que se as condigées do Teorema 9 sio factiveis, entdio F = M(CB)T atende a
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condigao (2.226) do item (zi). Desta forma, quando o Teorema 16 apresenta solugdo, o
item (i) do Teorema 20 também apresenta solugao. Este resultado € 1itil quando a planta

possui incertezas paramétricas e eziste a dificuldade de colocd-la na forma BT = (CB)TC.

Observacao 11 A partir das LMIs (2.225) e (2.226) e definindo-se C, = FC, tem-se
Cn = FC = MTBT. Como M ¢ inversivel, entdo os zeros de transmissdo de {A, B,Cp}
correspondem aos zeros de transmissio de {A, B, BT}. Portanto, a condi¢io necessdria
e suficiente para a ezisténcia de uma solugdo para as LMIs (2.223)-(2.226) é que todos

os zeros de transmissio de {A, B, BT} possuam parte real menor que —v.

Cbnsidere, agora, uma dada matriz F' tal que todos os zeros de transmisséao do sistema
{A, B, FC} possuem parte real menor que —y, v > 0. O Teorema 21, proposto neste
trabalho, fornece condigGes necessérias e suficientes para a existéncia de uma matriz K,
tal que todos os pdlos do sistema da Fig. 3 tenham parte real menor que —v, e que este

sistema seja ERP.

Teorema 21 Considere F' tal que todos os zeros de transmissao do sistema {A, B, FC}
possuem ‘parte real menor que —y, v > 0. Entao, uma condig¢do suficiente para que todos
o0s pélos do sistema da Fig. 3 tenham parte real menor que —v, e que este sistema seja

ERP ¢ obtida através das sequintes LMIs, em termos de K, e P = PT:
PA+ATP-CTFTK,C - CTKTFC < —2vP,

BTP =FcC,

P >0.

Prova A prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1. O

Defina, agora, a matriz By € R™"™™, tal que BIB = 0, posto(B,) = n—m e entdo,

posto([ B B, D =,

Assim, a matriz A pode ser decomposta da seguinte maneira:

A=BAg+BiA,=[ B BL]{/:B},
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sendo as matrizes Ag € R™" e A, € R""™*" obtidas através da equacao:

Ap

=B B, ]_1 A. (2.229)

o

A partir do Lema 1, o sistema {A — BK, B, FC} é ERP se e somente se as seguintes

LMIs forem satisfeitas:
P(A-BK)+(A-BK)'P <0, (2.230)

BTP = FC, (2.231)

P51, (2.232)

Defina A = A+~I, com~ > 0. Entao, a partir do Lema 1, o sistema {A—BK, B, FC}

é ERP se e somente se as seguintes LMIs forem satisfeitas:
P(A-BK)+(A- BK)TP <0, (2.233)

BTP = FC, (2.234)
P>0. (2.235)

De (2.233), segue que:

P(A- BK)+ (A- BK)TP <0,
P(A+~I - BK)+ (A+~I - BK)TP <0,
P(A—BK)++vP+(A—-BK)TP+~4P <0,
P(A- BK)+ (A-BK)TP+2yP < 0. (2.236)

Do Lema 1, de (2.233) (que é equivalente a (2.236)), (2.234) e (2.235) sédo factiveis se
e somente se o sistema {ﬁ — BK, B, FC} é ERP. Agora, sabe-se, também, que todos os
zeros de transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. Sabe-se que
os zeros de transmissdo de um sistema {A,, B,, C,}, A, € R™*", B, € R"*™ e C, € R™*",

sao os numeros s € C, tais que:

sl - A, B,
posto <n+m.
-Co O

De (2.234), a matriz F tem posto m e, assim, é facil verificar que os sistemas

{A— BK,B,FC} e {A, B, FC} tém os mesmos zeros de transmissio, usando operacdes
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elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de

transmissdo de {A — BK, B, FC}:

sI—A—-BK B sI-A B
—F 0 —-FC 0 |
Agora, os zeros de transmissao {fi — BK, B, FC} sao os nimeros s € C, tais que

(s—v)I—-A B <nim.
-FC 0

posto [

Portanto, se s = s, for um zero de transmissdo de {A, B, FC}, entdo s = s, + 7
serd um zero de transmissao de {A, B, FC}. Entdo, todos os zeros de transmissio de
{A, B, FC} apresentam parte real negativa se o; + v < 0, Vi € {1,...,p}. Dai, v < —o,

o =mar{oy; 50}
Assim, os pdlos do sistema {A — BK, B, FC'} apresentam parte real menor que —y
se e somente se as seguintes LMIs forem satisfeitas:

P(A- BK)+ (A—-BK)TP+2yP <0, (2.237)

BTP=FCcC, (2.238)

P>0. (2.239)

Susbstituindo (2.228) em (2.237) e definindo-se Ky = K — Ap, tem-se:

P(A-BK)+(A-BK)TP +2yP

= P(BLA, — B(K — Ap)) + (BLA, — B(K — Ap))"P +29P
= P(BLA, — BKN) + (BLA, — BKN)TP +2yP <0,

PB A, +ATBTP — PBKy — KL BTP + 2P < 0. (2.240)

Sem perda de generalidade, considere Ky = MFC, sendo M € R™*™. Note que
se existem K e F' tais que todos os zeros de transmissao de {4 — BK, B, FC'} possuem
parte real menor que —v, entdo {A + vI, B, FC} é de fase minima e FCB = BTPB é
simétrica e definida positiva. Assim, pelo Teorema 4 existe M tal que todos os zeros de

transmissao de {A — BMF, B, FC'} possuem parte real menor que —y e que o sistema é
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ERP. Substituindo Ky e (2.238) em (2.240), segue que:

PB A, + ATBTP — CTFTMFC — CTFTMTFC +2vP < 0. (2.241)

Defina, também, as matrizes 4,1 € R™" e (FC), € R*™™" tais que A, AT =0,
posto(A,1) = m, (FC),(FC)T =0 e posto((FC).) = n—m. Assim, note que de (2.241):

A
[(F;'l) ] (PB4, + ATBTP - CTFTMFC - CTFTMTFC +2vP) [ AT, (FO)T]
L

_ | —ALCTFTMFCAL, — A, . CTFTMTFCATL, + 2yA, PAT)
(FC)LATBTPAT, +2y(FC), PAL,
Aot PBLA(FC)T + 27A, P(FC)T
-+ (FC)1PBA(FC)T + (FC) ATBTP(FC)] + 2¢(FC) P(FC)T
(2.242)

Assim, existe uma matriz M que satisfaz & LMI (2.242) se e somente se:

posto(A,1 CTFT) = posto(FCAT,) = posto‘(CA?,:L = m,

(FC)LPBLA,(FC)Y + (FC) ATBTP(FC)T + 2¢(FC) P(FC)T < 0.

Note que estas condigbes implicam que:

osto [ Aol =
P Foy, |) "

Considere o caso particular no qual:
F=NA,C",
sendo N € R™™ inversivel. Assim, (FC), deve ser tal que:

(FC)(FC)T = (FC),CTCAT NT = 0.
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Como N é inversivel, entdo, (FC),CTCAT, = 0. Portanto, a matriz (FC), possui a

forma:

(FC). = L(ICTCAL)T, (2.246)

sendo L € R* ™™™ inversivel e (CTCAT,)T € R*™*" tal que:

(CTCA}:J.)I(CTGAE‘J.) =

posto(CTCAT|) = n —m.
Entao a LMI (2.244), com (FC), dada em (2.246), é dada por:

(FC)LPB1A(FC)T + (FC), ATBTP(FC)T + 2¢(FC), P(FC)T

= LC*CAL YT PBLA(CTCAL )1 LT + LICTCAT )T AT BT P(CFCAY ) BT+

W IL(CTCAL Y P(CTCAT )1 LT < 0.

Como L é inversivel, a LMI acima é equivalente a:

(CTCAT,)TPBLA,(CTCATL,), + (CTCAL,)T ATBTP(CTCAT,), +
2y(CTCAT,)TP(CTCAT,), < 0.
(CTCAT )T PB, A(CTCAL,), + (CTCAT )T ATBTP(CTCAL,),
< —2¢(CTC AT, )T P(CTCAL)),. (2.247)

Note que, como (CTCAZ )T € R*™*" uma condigdo suficiente para (2.247) é que
posto(A4,) = n —m.

A LME (2.238), com F dada em (2.245), é equivalente a:

BTP=FC =NA, CTC. (2.248)

Assim, as matrizes F' e K tais que todos os pdlos do sistema da Fig. 3 tenham parte
real menor que —v, v > 0, e que este sistema seja ERP podem ser obtidas através do
Algoritmo 2, proposto nesta tese. De acordo com o o Teorema 4, uma condigao necesséria
para a existéncia de matrizes F e K, tais que todos os p6los do sistema { A— BK,C, B, FC}
apresentam parte real menor que —v e que este sistema é ERP é que todos os zeros de

transmissdo da planta {A, B, C} possuam parte real menor que —v.

Algoritmo 2 Considere uma planta {A, B,C}, cujos zeros de transmissdo possuem parte
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real menor que —, v > 0. As matrizes F e K tais que todos os pdlos do sistema da Fig.

3 tenham parte real menor que —y e que este sistema seja ERP podem ser obtidas através

do procedimento abaizo:

. Determine B, € R™**™™ tal que BT B =0 e posto([B By]) = n;
1

. Obtenha A, € R"™™*" pela expressio (2.229). Se posto(A,) < n —m, o problema

nao tem solugdo. No caso de posto(A,) = n — m, passe para o item 3;

. Determine A,y € R™" tal que A,y AT = 0 e posto(A,1) = m. Se posto(CAZL))

< m, o problema nédo tem solu¢do. No caso de posto(CAL,) = m, passe para o item
4
. Encontre, se possivel, P, = PT e N que satisfazem ds sequintes LMIs:
(CTCAL)TPBLA(CTCA7 )L + (CTCAL ) TATBIP(CTCAT )L
< =2y(CTCAL ) P(CTCA7))., (2.249)
BTP, = NA, CTC, (2.250)
P, > 0; i (2.251)

5. Obtenha F = NA,,CT;

6. Para F obtido no item 5, encontre Py = PJ e K que satisfazem das sequintes LMIs:
P, A+ ATP, — CTFTKC — CTKTFC < -2vP,,

BTPR, = FC,

P, > 0.

2.6 Sistemas Incertos

Nas situagoes préticas em geral, existem incertezas nos parametros da planta. Desta
forma, é importante levar em conta estas incertezas no projeto de sistemas de controle.

Considere, entdo, a planta descrita em (2.252):

& = A(a)z + Bu,

e Glola (2.252)
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sendoz € R",u e R™, y € RP, p>me a € R" dado por:

Qg

(6]

sendoa; > 0,1 =1,2,...,7—1,r constantes desconhecidas, com a;+as+. . .+a,_1+a, =1
Sao admitidas as seguintes hipoteses:
Al O vetor z nao estd disponivel para medi¢ao, mas o vetor y estd disponivel para
medigao;

A2 As matrizes com incertezas A(a) e C(a) sao constantes, mas desconhecidas e des-

critas por:

Ala) =D aih; e Cla) =) oG,
i=1 i=1

sendoa; > 0,7 =1,2,...,7—1,r constantes desconhecidas, a;+as+...+a,_1+a, =

1 e as matrizes A; e C;, 1 = 1,...,7 sao conhecidas (incertezas politépicas).

Considerando a planta descrita em (2.252), satisfazendo as hipéteses Al e A2, foi

proposto o seguinte problema:

Problema 3 Dada a planta {A(a), B,C(a)}, satisfazendo as condigoes Al e A2,
encontre condigoes necessarias e suficientes, usando LMIs, para a existéncia de matrizes
constantes F e K, € R™™, para que o sistema descrito na Fig. 4, com entrada U(s) e

saida Y (s), seja ERP.

u (s) + :U(S) & = A(a)z + Bu YD(S} ¥le)

_ Yo = C(a)z

K,

Figura 4: Sistema realimentado do Problema 3.

2.6.1 Sistemas com o Mesmo Numero de Entradas e Saidas

Considere a planta definida em (2.252), com p = m, satisfazendo as hipéteses Al e

A2. A solugao do Problema 3 é apresentada no Teorema 22.
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Teorema 22 [12] O Problema 3 tem solugdo se e somente se existirem matrizes P(a) =

P(a)T, R e F, tais que:
P(a)A(a) + A()TP(a) — C(a)T(R + RT)C(a) < 0, (2.254)
BTP(a) = FC(a), (2.255)
P(a) > 0. (2.256)

para todo « definido em (2.258) e A2. Alids, se (2.254)-(2.256) forem satisfeitas, entdo

K, pode ser obtido pela expressao:

K,=(F')"'R. (2.257)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 4, com entrada U(s) e saida

Y (s), é ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F, tais que:
P(a)(A(a) — BK,C(a)) + (A(a) — BK,C(a))TP(a) < 0, (2.258)

BTP(a) = FC(a), (2.259)
P(a) > 0. (2.260)

Agora, considerando (2.258) e definindo R = FTK, segue que:

P(a)A(e) + A(e)TP(a) — C(a)TFTK,C(a) — C(a)TKTFC(a) < 0,

(2.261)
P(a)A(a) + A(@)TP(a) — C(a)T(R+ RT)C(a) < 0,

que corresponde & equagdo (2.254). Agora, de (2.255), com posto(B) = m, entao BT P(a)x
B = FC(a)B tem posto m. Portanto, F € R™™ também tem posto m e assim (F7T)™!
existe. Entéo, se o sistema na Fig. 4 for ERP, (2.254)-(2.256) sao factiveis e se (2.254)-
(2.256) forem factiveis, o sistema na Fig. 4 é ERP, para K, dado em (2.257). O

Observagao 12 As expressoes dadas nos teoremas desta secdo, com as matrizes P(a),
A(a) e C(a), podem ser definidas em termos de LMIs, como serd estudado no Capitulo

5.

Observagao 13 Se as incertezas consideradas no Teorema 22 forem removidas, tem-se

o Teorema 7. Note, também, que a condigao de igualdade (2.255) limita a localizagdo das

incertezas na matriz C(a).
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2.6.2 Sistemas com Numeros Diferentes de Entradas (m) e Saidas

(p)

Considere a planta definida em (2.252), com p > m, satisfazendo &s hipéteses Al e
A2. O Teorema 23, proposto neste trabalho, que é extensao do Teorema 13 para sistemas

incertos, apresentam algumas condigoes suficientes para a solugao do Problema 3:

Teorema 23 O sistema da Fig. 4 é ERP se pelo menos uma das condigées (i)-(zi) for

satisfeita:

(i) Eristem matrizes P(c) = P(a)T, K, e F que satisfazem ds sequintes condigies:

—2P(a) A(a)T = C(a)TKTBT + P(a) + I, J 0

A(a) — BK,C(a) + P(a) + I, oI,
(2.262)

BTP(a) = FC(a). (2.263)

(ii) Ezistem matrizes Py(a) = PF(a), K, e Fy que satisfazem ds seguintes condigdes,

para algum 6 € R:

<0

l: —2Pn () Aa)T - C(oz)T‘KgﬂBT + Py(a) + 61,

A(a) — BK,C() + Py(a) + 61, V8T
(2.264)

BT Py(a) = FyC(a). (2.265)

Neste caso, a matriz F' € dada por:

F = SFy. (2.266)

(iii) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, K; e F que satisfazem ds sequintes condigées:

~BK;BT — BKTBT —2I, A(a)+ P(a) + I,

Al@)T + P(a) + I, —2P(a) <0, (2.267)

BTP(a) = FC(a). (2.268)
Neste caso, a matriz K, € dada por:

K, = K;F. (2.269)

(iv) Ezistem matrizes Py(a) = Pn(@)T, K; e Fy que satisfazem as sequintes condigdes,
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para algum 6 € R, com § > 0:

—BK;BT — BK] BT — 261, A(a)+ Pn(e) + 61,

<0, (2.270)
A(a)T + Py(a) + 61, —2Py(a)

BT Py(a) = FyC(a). (2.271)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F= %FN, K, = K;F. (2.272)

(v) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, K, K, e F que satisfazem as seguintes condigdes:
—2P(a) A()T — C(a)TKTBT + P(a) + I,
A(a) - BK\C(a) + P(a) + I,, -BK,BT — BKTBT - 2I,
BTP(a) = FC(a).
Neste caso, a matriz K, é dada por:

K, = K, + K,F. (2.275)

(vi) Ezistem matrizes Py(a) = Pn(a)T, Ki, Ky e Fy que satisfazem ds seguintes

condigoes, para algum § € R, com 6 > 0:

—2Px(a) A(@)T — C()TKTBT + Py(a) + 61,
A(e) — BK,C() + Py(a) + 61, —BK,BT - BKTBT — %I,

BTPy(a) = FyC(a).
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

P %FN, (2.278)

K, = K1 + K,F. (2.279)

(vii) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem ds seguintes condigdes:

P(a)A(a) + A(@)TP(a) — 2P(a) —C()TKTBT + P(a) + I,

<0, (2.280)
-BK,C(a) + P(a) + I, 21

BTP(a) = FC(a), (2.281)
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P(a) > 0. (2.282)

(viii) Ezistem matrizes Py(a) = Py(a)T, Ky e Fy que satisfazem ds sequintes condigdes,
para algum § € R:

Py(a)A(a) + A(a)T Py(a) — 2Py(a) —C(a)TK%BT + Py(a) + 41,
—BKNC(a) + Py(a) + 61, —261,

<0,

(2.283)

BT Py(a) = FxC(a), (2.284)
Py(a) > 0. (2.285)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

o (2.286)

K,=-Ky (2.287)

1
=5
1
0

(iz) Eristem matrizes P(a) = P(a)T, K1, K, e Fy que satisfazem ds sequintes condigdes:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — 2P(a) —C'(':):)TK?BT + P(a) + I, <0, (2.289)
—BK,C(a) + P(a) + I, —~BK,BT — BKTBT - 2I, T

BTP(a) = FC(a), (2.289)

P(a) > 0. (2.290)

Neste caso, a matriz K, € dada por:
K, = K, + K,F. (2.291)
(z) Ezistem matrizes Py(a) = PN(a) Kn1, Kna e Fy que satisfazem ds segquintes
condigédes, para algum § € R, com § > 0:
Py(a)A(a) + A(e)T Py(a) — 2Py(a) —CT(a)K%,BT + Py(a) 441,
—BKn1C(a) + Py(a) + 461, —BKN,BT — BK},BT — 261,
BTPy(a) = FyC(a),
Py (C!) > 0.

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

1
F=2F
5 N
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K, = K; + K,F, (2.296)

1
K, ==K
1= s8N,

1
Kg . SKNQ.

(zi) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, M, N e F que satisfazem ds sequintes condigdes:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)TNTBT — BNC(a) < 0, (2.297)
P(a) >0, (2.298)
BM = P(a)B, (2.299)
BTP(a) = FC(a). (2.300)
Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,= M-IN. (2.301)

Prova A prova deste teorema € similar a prova do Teorema 13, substituindo-se A por
A(a), C por C(a) e P por P(a). O

Observagao 14 Como serd estudado no Capitulo 5, é possivel solucionar as condigoes
(i)-(zt) do Teorema 23 sem a dependéncia do pardmetro . Por ezemplo, as expressoes
(2.262) e (2.263), dadas no item (i), sio equivalentes a:

2P, AT —CTKTBT + P, + I,

<0,

BTP, = FC;,

t=1,2,...,r

Considere, agora, uma dada matriz F' tal que o sistema {A(a), B, FC(a)} seja de
fase minima. O Teorema 24, proposto neste trabalho, fornece condigdes necessirias e

suficientes para a existéncia de uma matriz K, que torna ERP o sistema da Fig. 4.

Teorema 24 Considere F tal que o sistema {A(a), B, FC(a)} seja de fase minima, para
todo a admissivel. Entao, uma solugao para o Problema 3 € obtida através das seguintes
LMIs, em termos de K, e P(a) = P(a)T:

P(a)A(a) + A(e)TP(a) — C(@)TFTK,C(a) — C(a)TKTFC(a) < 0,
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BTP(a) = FC(a),

P(a) > 0.

A prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1.

Observagao 15 Como serd estudado no Capitulo 5, é possivel solucionar o Teorema 24

sem a dependéncia do parametro «.

2.6.3 Sistemas Incertos com Taxa de Decaimento

2.6.3.1 Sistemas com o Mesmo Niumero de Entradas e Saidas

Normalmente, apenas a estabilidade de um sistema de controle é insuficiente para a
obtencdo de um desempenho adequado para um sistema de controle. Freqlientemente,
também é necessario especificar a resposta transitéria. O Teorema 25, concebido em [12],
estabelece condigbes necessérias e suficientes para que todos os pdlos do sistema incerto

da Fig. 4, com o mesmo nimero de entradas e saidas, tenham parte real menor que —vy

e que este sistema seja ERP.

Teorema 25 [12] Sejam z(a) = oi(a) +]jFi(a), oi(a) e Bi(a) € R, i =1,...,p os zeros
de transmissao do sistema {A(c), B,C(a)}, descrito no Problema 8. Entdo, dada uma

constante positiva vy, ezistem matrizes P(a) = P(a)T, R e F, tais que:

P(a)A(a) + A(2)TP(a) — C(a)T(R + RT)C(a) < —2vP(a), (2.302)
BTP(a) = FC(a), (2.303)
P(a) > 0. (2.304)

se e somente se ¥ < —o, sendo 0 = maz{o1(e),...,0p(a)} e eziste F € R™™, tal que
FC(a)B = (FC(a)B)T > 0, para todo a admissivel. Neste caso, uma matriz K, pode

ser obtida pela expressao:

K, = (FT)"'R. (2.305)
Prova Definindo A(a) = A(a) + I, entdo (2.302) pode ser descrito por:
P(a)(A(@) —71) + (A(@) —=vD)TP(a) - C(a)T(R + RT)C(a) < —2yP(a),
P(a)A() = 7P(a) + A(e)"P(a) - 1P(a) - C(e) (R + RT)C(a) < ~27P(a),

P(a)A(a) + A(e)TP(a) — C(a)T(R + RT)C(a) — 2vP(a) < —2vP(a),
P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(R + RT)C(a) < 0. (2.306)
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Do Teorema 22, de (2.302) (que é equivalente a (2.306)), (2.303) e (2.304), o sistema
{A(a) — BKC(a), B,FC(a)} é ERP. Agora, sabe-se, também, que todos os zeros de
transmissao de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. Sabe-se que os zeros
de transmissao de um sistema {A(«), B,C(a)}, A(a) € R™", B € R™*™ e C(a) € R™*",

sao os numeros s(a) € C, tais que:

s(a)f — A(a) B

<n+m.
—C(a) 0 }

posto [

De (2.303), a matriz F tem posto-m e, assim, é facil verificar que os sistemas {A(a) —
BKC(a),B,FC(a)} e {A(a),B,C(a)} tém os mesmos zeros de transmissio, usando
operagoes elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os

zeros de transmissio de {A(a), B,C()}:

s(a)] — A(a) + BKC(a) B N s(a)] — A(a) B N s(a)l — A(a) B
—FC(a) 0 —FC(a) 0 —C(a) 0

Agora, os zeros de transmissao {A(a), B,C(a)} sdo os niimeros s(a) € C, tais que:

(s(a) =9I - A(a) B
—C(a) 0

<n+m.

posto [

Portanto, se s(a) = so(a) for um zero de transmissao de {A(a), B,C(a)}, entdo
s(a) = so(a) + 7 serd um zero de transmissao de {A(a), B,C(a)}. Entéo, todos os zeros
de transmissao de {fi(a),B,C(a)} apresentam parte real negativa se o;(a) + v < 0,
Vi € {1,...,p}. Dai, v < —0, 0 = maz{oy(a),...,0,(a)}, para todo a admissivel.
Agora, de (2.303) e (2.304), FC(a)B = BTPB > 0. A necessidade estd provada. Para
demonstrar a suficiéncia, considere que 0 < v < —a, ou seja, todos os zeros de transmissao
de {A(a), B,C(a)} apresentam parte real negativa e, ainda, que existe F € R™ ™ tal que
FC(a)B = (FC(a)B)T > 0. Note que, nestas condigdes, o sistema {A(a), B, FC(a)}
satisfaz as condigdes (i) e (ii) do Teorema 4. Assim, existe K,(a) tal que K(a) = K,(a)F
torne o sistema {A(a) — BK(a)C(a), B, FC(a)} ERP. Mais especificamente, pode-se
demonstrar que, usando argumentos descritos em [34,35], K,(a) = kI, k > 0, constante e
suficientemente grande torna o sistema descrito acima ERP. Finalmente, do Teorema 22,
(2.302) (que é equivalente a (2.306)), (2.303) e (2.304) sao factiveis e o Teorema 25 estd
demonstrado. O
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Observagao 16 Se as incertezas consideradas no Teorema 25 forem removidas, tem-se

o Teorema 185.

2.6.3.2 Sistemas com Niimeros Diferentes de Entradas e Saidas

Considere a planta definida em (2.252), com p > m, satisfazendo as hip6teses Al e
A2. O teorema 26, proposto neste trabalho, que é extensdo do Teorema 20 para sistemas
incertos, estabelecem condigoes suficientes para que todos os pdlos do sistema incerto da

Fig. 4, com o nimero de saidas maior que o niimero de entradas, tenham parte real menor

que —v, 7 > 0, e que este sistema seja ERP:

Teorema 26 Todos os pdlos do sistema da Fig. 4 possuem parte real menor que —v,

comy > 0, e este sistema é ERP se pelo menos uma das condigées (i)-(zi) for satisfeita:

(i) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem ds sequintes condigées:
-2P(a)
A(a) ++I — BK,C(a) + P(a) + I,

A(@)T +~9I = C(a)TKTBT + P(a) + I,
-2I,

<0, (2.307)

BTP(a) = FC(a). (2.308)

(ii) Erzistem matrizes Py(a) = Py(@)T, K, e Fy que satisfazem ds sequintes condigées,

para algum 0 € R:
—QPN(O:)
A(a) +vI — BK,C(a) + Py(a) + 61,

A(Q’)T + 41 — C(a)TKIBT + Pn(a) + 61,

<0, (2.309)
—261,

BTPy(a) = FyC(a). (2.310)

Neste caso, a matriz F € dada por:

F = <Fy. (2.311)
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(iii) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, K; e F que satisfazem ds sequintes condigées:

—BK;BT — BKTBT —2I, A(e)+7I+ P(a)+1,

<0, (2.312)
A(@)T +~I + P(a) + I, —2P(a)
BTP(a) = FC(a). (2.313)

Neste caso, a matriz K, € dada por:
K= KE (2.314)
(iv) Eristem matrizes Py(a) = Py(a)T, K; e Fy que satisfazem as seguintes condigées,
para algum § € R, com § > 0:

—BK;BT — BKFTBT — 261, A(a) + I + Pn(a) + 61,

! <0,  (2.315)
A(a)? +~I + Py(a) + 41, —2Pn ()

BT Py(a) = FxC(a). (2.316)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

s %FN, K, = Ky, (2317)

(v) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, Ky, K e F que satisfazem as sequintes condigdes:

—2P(a)
A(a) ++vI — BK1C(a) + P(a) + I,
A(@)T +4I - C(a)TKTBT + P(a) + I,

<0, 2.318
-BK,BT — BKTBT - 2I, ( )
BTP(a) = FC(a). (2.319)

Neste caso, a matriz K, € dada por:
KO = K1 + KgF (2320)

(vi) Ezistem matrizes Py(a) = Py(a)T, Ki, Ky e Fy que satisfazem ds seguintes

condigdes, para algum § € R, com § > 0:

—2Py(w)
A(a) +vI — BK,C(a) + Py(a) + 61,
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A(@)T +4I — C(a)TKT BT + Py(a) + 61,

<0, (2.321
—BK,BT — BKTBT — 261, asal)

BT Py(a) = FyC(a). (2.322)
Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

F= % Fy, (2.323)

K, = K, + K,F. (2.324)
(vii) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, K, e F que satisfazem as seguintes condigdes:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — 2P(a) —C(a)TKIBT + P(a) + I,
—-BK,C(a) + P(a) + I, =2I,

P(a) 0
<-2r| " 0}, (2.325)

BTP(a) = FC(a), (2.326)
P(a) > 0. (2.327)

(viii) Ezistem matrizes Py(c) = Pn(@)T, Ky e Fx que satisfazem as sequintes condigdes,

para algum § € R:

Py(a)A(a) + A(a)TPy(a) — 2Py(e) —C(a)TK%BT + Py(a) + 61,
—BKNC(a) + Py(a) + 61, —261,

& | Bla) 01 (2.328)

0 0
BT Py(a) = FnC(a), (2.329)
Px(a) > 0. (2.330)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

Ko= (2.332)

F=1p, (2.331)
)
L
5

AYAYAY

1 2 3 4 5 6 7unesp - 13 14 15

16

17



67

(iz) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, K, K, e Fy que satisfazem as sequintes condigdes:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — 2P(a) —C(a)TKTBT + P(a) + I,
—BK,C(a) + P(a) + I, -BK,BT — BKTBT —2I,

<—27[P(a) OJ, (2.333)
0 0

BTP(a) = FC(a), (2.334)
P(a) > 0. (2.335)
Neste caso, a matriz K, € dada por:

K, =K+ K,F. (2.336)

(z) Ezistem matrizes Py(a) = Pn(a)T, Kni, Kno2 € Fy que satisfazem ds seguintes

condigdes, para algum § € R, com 6§ > 0:

Py(a)A(a) + A(@)T Py(a) — 2Py(e) —C()TKF,BT + Pn(a) + 61,
—BKn1C(a) + Py(a) + 61, ~BKp:BT — BK%,BT — 241,

0

2 ~27{ PNO(G] 0 ] ; (2.337)

BTPN(CI) = FNC( ), (2338)
Py(a) > 0. (2.339)

Neste caso, as matrizes F' e K, podem ser obtidas por:

1
F=5Fy, (2.340)

K, = K + K,F, (2.341)

(zi) Ezistem matrizes P(a) = P(a)T, M, N e F que satisfazem as sequintes condigdes:
P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)"NTBT — BNC(a) < —27P(a), (2.342)

P(a) > 0, (2.343)
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BM = P(a)B,
BTP(a) = FC(a).
Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=M"N. (2.346)

Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 13, substituindo-se A por

A(a) +vI, C por C(«) e P por P(a). O

Observagao 17 Como serd estudado no Capitulo 5, é possivel solucionar as condigées

(i)-(zt) do Teorema 26 sem a dependéncia do parametro a.

Considere, agora, uma dada matriz F' tal que todos os zeros de transmissao do sistema
{A(a), B, FC(a)} possuem parte real menor que —7, ¥ > 0. O Teorema 27, proposto
neste trabalho, fornece condigoes necessérias e suficientes para a existéncia de uma matriz
K, tal que todos os pédlos do sistema da Fig. 4 tenham parte real menor que —v, e que

este sistema seja ERP.

Teorema 27 Considere F' tal que todos os zeros de transmissao do sistema {A(a), B,
FC(a)} possuem parte real menor que —y, v > 0, para todo a admissivel. Entdo, uma
condigdo suficiente para que todos os pélos do sistema da Fig. 4 tenham parte real menor
que — e que este sistema seja ERP é obtida através das sequintes LMIs, em termos de

K, e P(a) = P(a)T:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) = C(@)TFTK,C(a) — C(@)TKTFC(a) < —27yP(a),

BTP(a) = FC(a),

P(a) > 0.
Prova A prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1. O

Observacao 18 Como serd estudado no Capitulo 5, é possivel solucionar o Teorema 27

sem a dependéncia do parametro «.

Observagao 19 Se as incertezas consideradas nos teoremas desta segao forem removidas,

tém-se os teoremas das Segoes 2.4 ¢ 2.5.
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2.7 Sintese de Sistemas ERP com Compensadores
Dinamicos de Ordem m

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G.(s), cuja

ordem corresponde ao numero de entradas da planta, e uma matriz constante /' em série

o 01y O g

Figura 5: Sistema de malha aberta.

com a saida.

Counsiderando a representagao da planta G,(s) em espago de estados, dada por {A,, By,

Cp}, uma parte do sistema da Fig. 5 pode ser representada na forma:

iy, = Apzp + Bpu,

Yo = FCyz, + L,u,

(2.347)

sendo T, € Rn‘ u € Rm‘ Yo € Rmm Ap = R”X", Bp = Rnxm, Cp & ben, p .>_ m,

posto(3,) = m ¢ posto(Cy) = p.

Na Fig. 5, o compensador G.(s) apresenta a seguinte representagao em espago de
estados:
i, = Acze + Bow,
coEe (2.348)
u = Cez,,
Seﬂ.do :CC E RHL, w e Rnt,u E Rin, A.: E Rmxm] Bc E RﬂlXﬂ'l, Cc e Rmxm, pOStO(BC) —me

posto(C.) = m.

Observacgao 20 Considere G.(s) = Cu(sly, — Ac) 1B. = N(s)(D.(s))™!, sendo D.(s)
—a)l,, e N.(s) = N.. A representagao do compensador em espago de estados é dada

em (2.848), cujas matrizes A., B. e C. podem ser definidas por:

Ac — a‘rmn Bc = lrma Cr; = Nc- (2349)

Entao, a representagao em espago de estados do sistema de malha aberta na Fig. 5,
com a planta G,(s) representada por (2.347) e o compensador G.(s) representado por
(2.348), é dada por:

Tt = Az + Bw,
Yo = Cx,
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A Bl 0
B e g , C=|Fc, ¢.]. (2.350)
A B,

Observagao 21 Note que o sistema da Fig. 5 tem o mesmo numero de entradas e saidas.

Observagao 22 O produto (CB) ¢ dado por:

CB=[ rc, ¢, | ; = C.B..

Observagao 23 Os zeros de transmissio de {A,B,C} sdo os autovalores de (A, —
B,FCy):
sl,—A, —-B,C. 0 ]
wo| 74 B | Sposto| 0 I,~A, B

posto = sl — Ac
-C 0 ‘
—-FC, -C, 0

([I. 0 -B,|[sl.-A4, -B,C. 0
0 Im 0 U S-{m T Ac Bc
\[0 0 I, ~F0 0 0

[ sI, — A, + B,FC, 0 0
= posto 0 sl,—A. B. | <n+2m.
-FC, -C. 0

Como as matrizes B. e C. tém posto completo, suas linhas sdo linearmente indepen-

dentes. Entdo, segue que:

I-A
s < n+2m <= posto(sl, — A, + B,FC,) <n

posto !

<= det (sI, — A, + B,FCy) = 0.

Teorema 28 Eziste um compensador G.(s) de ordem m e uma matriz de realimentagdo
da saida K, que torna o sistema da Fig. 5 ERP se e somente se existe uma matriz F tal

que a matriz (A, — B,FC,) seja Hurwitz, isto é, o sistema da Fig. 6 € estdvel.

Prova A prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observagoes 22 e 23. O

Os Lemas 6 e 7, propostos pelos autores, e os Lemas 8 e 9, dados em [41], apresentam

condigoes suficientes para a estabilidade do sistema na Fig. 6.
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R(s) + _U(s Y (s)

Figura G: Sistema com realimentagio da saida.

Lema 6 Uma condicio suficiente para a estabilidade do sistema na Fig. 0 € a exvisténcia
de matrizes Py = PY ¢ F que satisfazem as sequintes LMIs, para algum § € R:
b AT _ T T 3T 2 Y
—2PN Ay —Co F B & Py + 8y

i (2.351)
A, — B,FC, + Py + 41, =20k,

Prova Do critério de estabilidade de Lyapunov [42], o sistema {A, — B,FC,, B,, Cp}

¢ quadraticamente estavel s ¢ somente se existir uma matriz P = PT > 0 tal que:
P(A, — B,FC,) + (A, — B,FC,)TP < 0. (2.352)

Seja Py = 6P. Uma condigao necessaria para (2.351) é que Py > 0 e § > 0. Entao,

P = PT > 0. Multiplicando a LMI (2.351) a esquerda por [ I, P} ¢ a direita por
T
[1. P, obtém-se:

" A, — B,FC, + Py +4I, ~25T; P

~26P AT — CTFTBT + 6P + 4, ] [ Is }

A, — B,FC,+ 6P + 41, —261, P
= P(A, — B,FC,) + (A, — B,FC,)TP < 0.
Assim, (2.351) é uma condigao suficiente para (2.352). Entao, se existir Py = Py >0, F

e § que satisfazem a LMI (2.351), o sistema na Fig. 6 é assintoticamente estavel. O

Lema 7 Uma condigdo suficiente para a estabilidade do sistema da Fig. 6 € a existéncia

de matrizes Py = PY e Fy, que satisfazem ds sequintes LMIs, para algum é € R:

PyA,+ ATPy —2Py —CTFEBT + Py + 61,
—B,FNC, + Py + 4, 261,

(2.353)

Py > 0. (2.354)
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Neste caso, a matriz ' € dada por:

1
F = ':FN,
)

Prova A prova deste lema ¢ similar a prova do Lema 6. O
Lema 8 [{1] Uma condigio suficiente para a estabilidade do sistema da Fig. 6 ¢ a
cxisténcia de matrizes P = PT, M ¢ N que satisfazem as seguintes condigées:
PA+ ATP - CTNTBT - BNC <0, (2.3506)
P >0, (2.357)
Bl = PB, (2.358)
Neste caso, a matriz K, ¢ dada por:
K,=M"N. (2.359)
Prova A prova deste lema ¢ mostrada em [41]. O
Lema 9 [{1] Uma condigio suficiente para a estabilidade do sistema da Fig. 6 ¢ a
existéncia de matrizes W = W7, M ¢ N que satisfazem as seguintes condigdes:
AW + WAT — BNC - CTNTBT <0, (2.360)

W >0, (2.361)
MC =CW, (2.362)
Neste caso, a matriz I{, é dada por:

K,=NM™". (2.363)
Prova A prova deste lema é mostrada em [41]. O

2.7.1 Sistema ERP com Compensador de Ordem m e Reali-
mentagao da Saida

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com

a saida da planta, de modo que (A, — B,F'C,) seja Hurwitz.
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* Gy(s) Y—("l@ _Zﬁ

[Figura 7: Sistema de malha fechada.

Teorema 29 Fuiste wina matriz IV, tal que o sistema ne Fig. 7 sejo ERP s¢ ¢ somente

se cxistivem matrizes Py = Pl ¢ K, que satisfazem as sequintes LMIs:

lQ,‘f Quz <0, (2.364)
Q{;g Q22

P CTFTB;!
! Bo e } >0, (2.365)

P=
(BI)"\FC; (BI)'Ce

sendo:

Qu = Pudy+ATP = CTFTKFC, - CTFTKTFC,, (2.366)
Qi = PuB,C.+ CrF'BI'A,— CYFTKCo+ AJCTFT B! —
CITFTKIC., (2.367)
Qn = (BN)™'FC,B,C.+CIBICIFTB;' + (B])™'CA. + ALCI B! -
Br K, G~ BE KT Qs (2.368)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema mostrado na Fig. 7, com entrada R(s) e

saida Y,(s) ¢ ERP se e somente se existirem matrizes PP = PT e K,, tais que:
P(A - BK,C)+ (A — BK,,C')TP <0, (2.369)

BTP =_C, (2.370)

P>0. (2.371)

Considere:

)ll )1"
P = i - = PT > ().
Py Pax

Entao, substituindo a matriz P definida acima e as matrizes A, B e C dadas em

(2.350) e (2.370), tem-se:
P =180FC,, (2.372)
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P = (BH™ ..

Portanto. substituindo (2.372) ¢ (2.373) em (2.371), obtéme-se a LMI (2.365).

Como 272 ¢ simctriea e delinida positivie £ tambdém ¢ simétrica o delinida positiva, ¢
cntao:

Ry =00 00! g, (2.374)

A condicho (2.374) ¢ satisleita se e somente se o compensador [or escolhido de modo
que (.03, (( 1307 = 00 Para B O dados e (2.319), esta condicao corresponde a

_\ = _\! T “

Fntao, com as matrizes <1, 3 e ¢ dadas em (2.350), ¢ P dada em (2.365), de (2.369)
¢ (2.371). obtéme-se a LN (2.3641). O

Considere, agora, o sistema de malhia fechada na Fig. 8, com a matriz 17 e série com
a saida da planta, de modo que (A, — B,FC,) seja Hurwitz, ¢ outra matriz I, em série

com a sadda do sistema.,

Ris)y (s - § Yols
: o) |l cus -7 A oy A

2 i:_',\ll‘&! 8: Sistema de malha fechada com £, em série com a safda.

Teorema 30 Eeistem matrizes IV, ¢ F, tais que o sistema na Fig. 8 seja ERP sc c
somente se ceistirem matrizes ) = "“I}I-‘ Py = PL ¢ R, que satisfazem as sequintes

LMIs:

Qu
0 O

Py C;{IFT(CC_])TP'.Q
H_)gclc_l 1”'(;:, P-_;g

>0

1
sendo:

= PyA,+ APy - CIFT(C;YYTRFC, - CSFTRTCIFC,,
= PuB,Cc+ClFI(C;Y) T PnA. - CIFT(CI)TRC, +
ALCTFT(C) P — CIFTRY,

e

= FPuCo'FC.B.C. 4+ CTBICT ETCNT Py + Pin Ao+ AT Poy ~
] I ‘ g il ' ‘ Pl
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RC.— CTRY.

Quando as LMIs (2.375) ¢ (2.370) sio satisfeitas, as matrizes K, ¢ F, podem ser obtidas

por:

K, =B 'Pp'R. (2.380)

F, = B"'PyuC'. (2.381)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema da Fig. 7. com entrada R(s) e saida Y, (s
(1]

é ERD se e somente se existirem matrizes P = PT ¢ I, tais ques

P(A — BK.C) + (A - BK,C)' P <0, (2.382)

B'P=F,. (2.383)

P> 0. (2.384)

Considere:

Py P :
P= 1.,1, l‘] =P >0,
Ppy P

Entiao, substituindo a matriz 7 definida acima ¢ as matrizes A, B ¢ C dadas em
(2.350) em (2.383), tem-se:
Pl = P»C'FC,, (2.385)

BT Py, = F,C.. (2.386)

Portanto, de (2.386), segue a equacao (2.381). Além disso, substituindo (2.385) em
(2.384), obtém-se a LMI (2.376).

Defina R = Py, B.K,. Entiao, com as matrizes A, B ¢ C' dadas em (2.350), e P dada
em (2.376), obtém-se a LMI (2.375). A matriz de realimentagao da saida K, é obtida

através da equagao (2.380). O

2.7.2 Taxa de Decaimento com Compensador de Ordem m e
Realimentagao da Saida

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G.(s), de ordem
m, e uma matriz constante F em série com a saida. Considerando a representacao da
planta Gi,(s) em espago de estados, dada por {4,, B, C,,}. uma parte do sistema da Fig.

5 pode ser representada na forma (2.347) ¢ a representagao do cormpensador G.(s) ¢ dada
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por (2.348).

Teorema 31 Eziste um compensador G.(s) de ordem m e uma matriz de realimentagdo

da saida K, tais que todos os pdlos do sistema da Fig. 5 apresentam parte real menor que

—v, 7 > 0, e este sistema seja ERP se e somente se existe uma matriz F' tal que todos

os autovalores da matriz (A, — B,FC),) possuam parte real menor que —.

Prova A prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observagoes 22 e 23. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com
a saida da planta, de modo que todos os autovalores de (A, — B,F'C,) possuam partes

reais menores que —-y.

Teorema 32 Considere z; = 0; +j B, 0i e fi € R, 7 = 1,...,p, 0s autovalores de

(Ap — B,FC,). Entdo, dada uma constante positiva vy, existem matrizes K, e P;; = PL,

Qu Q2 P CcTFT -1
-2 P c 3
{Q% Q22J ) ’Y{(Bé’”)“FCP (BT)-'C, } (2.387)

taits que:

P CTFT B!
> g e (2.388)

P =
{ (B{)'FC, (BY)™'Ce

= PyA,+ATPy - CIFTK,FC, - CTFTKTFC,, (2.389)
= PuB,C.+CIF'B'A.— CTFTK,C.+ ATCTFTB;! -
CIFTK]C, (2.390)
Qn = (B])'FC,B,C.+CIBJC;FTB; + (B])™'C.A. + AICT B! -
ETK.a.~cKla, (2.391)

se e somente se vy < o, sendo 0 = maz{oy,...,0,}.

Prova A prova deste teorema é similar & prova do Teorema 29. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F' em série com
a salda da planta, de modo que todos os autovalores de (A, — B,FC,) possuam partes

reais menores que —-, e outra matriz F, em série com a saida do sistema.
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Teorema 33 Considere z; = o0; +j 0, 0 e B; € R, 1 = 1,...,p, os autovalores de

(A,—B,FC,). Entdo, dada uma constante positiva v, ezxistem matrizes K,, F,, P11 = Pl:’]‘,

Py = P} e R tais que:

Qu Q2 soelbp Py Co P (C" ) P ‘ (2.302)
Ql, Q PpCIlFC, Py

P CTFT(C-)TP,
P= ! pECT) P g (2.393)

P22CC_IFC, Py

PuA, + ATPy - CTFT(C;Y)TRFC, — CTFTRTC'FC,, (2.394)
PyB,C.+ CTFT(C;Y)T PpA. — CTFT(CZY)TRC. +
ATCTFT(C;Y) P — CSFTRT, (2.395)
Q2 PyC.'FCoB,C. + CTBYCIFT(C;1) Py + PraAc + Al Py —
RC.-CTRT, (2.396)

se e somente se y < o, sendo 0 = maz{oy,...,0,}. Quando as LMIs (2.392) e (2.393)

sao satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas por:
K,=B'F.'R, (2.397)

F, = BTp,C. (2.398)
Prova A prova deste teorema é similar a prova do Teorema 30. O

2.7.3 Compensadores Dindmicos de Ordem m para Sistemas In-
certos

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G.(s), de ordem

m e uma matriz constante F' em série com a saida.

Considerando a representagao da planta G,(s) em espago de estados, dada por {A4,(a),

B,, Cp(a)}, uma parte do sistema da Fig. 5 pode ser representada na forma:

&, = Ap(a)z, + Byu,
Yo = FCP(Q)IP + L,

(2.399)

sendo z, € R™, u € R™, y, € R™. A,(0) € R"", B, € R™™, C,(a) € RP*", posto(B,) =
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m e posto(Cy,(c)) = p, para todo a admissivel.

Na Fig. 5, o compensador G.(s) apresenta a seguinte representacao em espago de
estados:

T.= A.z. + B.w, (2.400)

=01,
sendo z. € R™™, w € R™u € R™, A, € R™™, B, € R™™, C. € R™™, posto(B.) =m
e posto(C,) = m.

Observagao 24 Considere Go(s) = Ce(sl — Ac) "' B. = Nc(5)(De(s))™!, sendo D (s) =
(s —a)I,, e Nc(s) = N.. A representagdo do compensador em espago de estados é dada

em (2.348), cujas matrizes A., B. e C. podem ser definidas por:

A.=alp, Bo=In, C.=N.. (2.401)

Entao, a representacao em espago de estados do sistema de malha aberta na Fig. 5,
com a planta G,(s) representada por (2.399) e o compensador G.(s) representado por
(2.400), é dada por:

z = A(a)r + Bw,
Yo = C(a)z,

Ap(a) ByC. 0
0 A fach= B. ,C@) =[ FGy(a) C.]. (2402)

Tp

}! A(a):

T

Observagao 25 Note que o sistema da Fig. 5 tem o mesmo nimero de entradas e saidas.

Observagao 26 O produto (C(a)B) € dado por:

C(a)B =[ FCy(a) C.] [ ; = C.B..

Observagao 27 Os zeros de transmissio de {A(a), B,C(a)} sdo os autovalores de (Ay(c)
—B,FCp()):

sl —Ap(e) —-B,C. 0
sl —A(a) B
posto = posto 0 sl, — A, B,
—C(a)
—FCy(a) —C. 0
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sl —Ay)(a) -B,C. 0
0 Slrm = Ac Bc
_FC)@) ~-C. 0

sI, — Ay(a) + B,FCy(a) 0 0
= posto 0 sl,—A. B. | <n+2m.
—FCy(e) -C, 0

Como as matrizes B, e C, tém posto completo, suas linhas sao linearmente indepen-

dentes. Entao, seque que:

I-A B
posto ° o (;1) 0 ] < n+ 2m <= posto (sI, — Ay(a) + B,FCy(a)) < n
== o

<= det (sI, — Ap(a) + B,FCy(a)) = 0.
Teorema 34 Eziste um compensador G.(s), de ordem m, e uma matriz de realimentagdo
da saida K, que torna o sistema da Fig. 5 ERP se e somente se existe uma matriz F

tal que a matriz (Ap(a) — B,FCy(a)) seja Hurwitz, isto €, o sistema da Fig. 6 € estdvel,

para todo o admissivel.

Prova A prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observagoes 26 e 27. O

2.7.3.1 Sistema ERP com Compensador de Ordem m e Realimentacao da
Saida para Sistemas Incertos

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com

a safda da planta, de modo que (A,(a) — B,FCy(a)) seja Hurwitz, para todo a admissivel.

Teorema 35 FEriste uma matriz K, tal que o sistema na Fig. 7 seja ERP se e somente

se eristirem matrizes Pyy(a) = P ()T e K, que satisfazem as sequintes LMIs:

Qll Ql2
0, 2.403
[ QL Qn ] < (2.403)

P(a) = (2.404)

P}](O’) CP(CE)TFTBC_I B
(BZ)_IFCP(O‘) (Bz)_lcc ,

Pi(a)Ay(a) + Ap(a)TPi(a) = Co(@)TFTKLFCy(a) -
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Co(a)TFTKTFCy(a), (2.405)
Pi1(@) B,Ce + Cp(@)TFTB; 1A, — Cp()TFTK,C. +

A, (2)TC,(a)TFTB! — Cp()TFTKTC,, (2.406)
(BT)"'FC,()ByC: + CTBT Cp(a)"FTB;! + (BI)'CcAc +

ATCT B - 6TKC.—CKIC.. (2.407)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema mostrado na Fig. 7, com entrada R(s) e

saida Y,(s) é ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)” e K., tais que:
P(a)(A(e) — BK,C()) + (A(a) — BK,C(a))"P(a) < 0, (2.408)
BTP(a) = C(a), (2.409)
P(a) > 0. (2.410)

Considere:
Pi(a) Ppo(a)

Pla) = Pp(a)T  Py(a)

] = P(a)T > 0.

Entéo, substituindo a matriz P(a) definida acima e as matrizes A(a), B e C(a) dadas

em (2.350) em (2.409), tem-se:
Pia(a)T = (BY)"'FC,(a), (2.411)
Py(a) = (BY)"'C.. (2.412)

Portanto, substituindo (2.411) e (2.412) em (2.410), obtém-se a LMI (2.404).

Como P(a) é simétrica e definida positiva, Ps(a) também é simétrica e definida

positiva, e entao:

(BH)-1¢, =078 0. (2.413)

A condi¢ao (2.413) é satisfeita se e somente se o compensador for escolhido de modo
que C.B, = (C.B.)T > 0. Para B, e C. dados em (2.349), esta condigéo corresponde a
N,=NT >0.

Entao, com as matrizes A(a), B e C(a) dadas em (2.402), e P(a) dada em (2.404),
de (2.408) e (2.413), obtém-se a LMI (2.403). O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F' em série com

a safda da planta, de modo que (A, () — B,FC,(a)) seja Hurwitz, para todo a admissivel,
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e outra matriz F, em série com a saida do sistema.

Teorema 36 Ezistem matrizes K, e F, tats que o sistema na Fig. 8 seja ERP se e

somente se ezistirem matrizes Py(a) = Pu(a)T, Pn = Pk e R, que satisfazem ds

sequintes LMIs:

Qll Q12
0, 2.414
[ %, Q ] = a4l

Pyi(c) Co(e)TFT(C7)T Poa

>0, (2.415)
P‘EQC‘:_IFCP(O‘.') PQQ

P(a) =

Pp(a)Ay(e) + Ay(a)TPy(a) — Co(a)TFT(CSY)TRFCy(a) -
Cp(a)TFTRTCIFCy(a), (2.416)
Py1(a)B,C. + Cp(a)TFT(C1)T PooA. — Cpa)"FT(C;Y)TRC. +
Ap(@)TCp(a) " FT(C1)T Py — Cp()TFTRT, (2.417)
PyCI FCy() B,Ce + CTBTCp(a)TFT(C)T Py + PrAc +
APy — RC. - CTRY. (2.418)

Quando as LMIs (2.414) e (2.415) sdo satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas

por:
K, = B 'P;'R, (2.419)

F, = BTP,C:!. (2.420)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema da Fig. 7, com entrada R(s) e saida Y,(s)

é ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)T e K,, tais que:

P(a)(A(a) — BK,C(a)) + (A(a) — BK,C(a))TP(a) < 0, (2.421)

BTP(a) = F,C(a), (2.422)

P(a) > 0. (2.423)

Considere:
Pl 1 (0’) Plg (Ot)

= P(a)T > 0.
Pm(a)T Py

P(a) =
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Entao, substituindo a matriz P(a) definida acima e as matrizes A(c), B e C(a) dadas

em (2.402) em (2.422), tem-se:
Pia(@)T = PpCI FC,(), (2.424)
BTPyy, = F,C.. (2.425)

Portanto, de (2.425), segue a equagado (2.420). Além disso, substituindo (2.385) em
(2.423), obtém-se a LMI (2.415).

Defina R = Py B.K,. Entao, com as matrizes A(a), B e C(a) dadas em (2.402), e
P(a) dada em (2.415), obtém-se a LMI (2.414). A matriz de realimentagio da saida K,
é obtida através da equagédo (2.419). O

2.7.3.2 Taxa de Decaimento com Compensador de Ordem m e Realimentagao
da Saida para Sistemas Incertos

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G,(s), de ordem
m, e uma matriz constante F' em série com a saida. Considerando a representagio da
planta G,(s) em espago de estados, dada por {A,(a), By, Cp()}, uma parte do sistema
da Fig. 5 pode ser representada na forma (2.399) e a representacdo do compensador G.(s)

é dada por (2.400).

Teorema 37 Eziste um compensador G.(s), de ordem m, e uma matriz de realimentagdo
da saida K, tais que todos os pdlos do sistema da Fig. § apresentam parte real menor que
—y, v > 0, e este sistema seja ERP se e somente se existe uma matriz F' tal que todos

os autovalores da matriz (A,(a) — B,FCy(a)) possuam parte real menor que —.

Prova A prova deste teorema ¢ baseada no Teorema 4 e nas Observagdes 26 e 27. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F em série com
a saida da planta, de modo que todos os autovalores de (A,(a) — B,FCp(a)) possuam

partes reais menores que —7.

Teorema 38 Considere z; = o0; +jf;, 0: e B; € R, @ = 1,...,p, 0s autovalores de

(Ap(a) — B,FCy(a)). Entdo, dada uma constante positiva vy, eristem matrizes K, e

Py (a) = Py ()T, tais que:

T T -1
[Qn Q]?] < -9 Ii Py () Cpla)” F' B; ] (2.426)

Ql, Qu | (BT)'FCpla) (B)'C. |
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P;](a) CP(O.’)TFTB‘J_l

(BT 'FCe)  (B)iC. |

Plo) =

Qu = Pu(a)Ay(a)+ A (a)TPy(a) — Cpla)T FTK,FCy(a) -
Co(a)TFTKTFCy(a), (2.428)
Q12 Pi1(a)B,C: + Cyo(@)TFTB' A, — Cp(a)TFTK,C. +
A ()T C(@)TFTB! - C(a)TFTKT C,, (2.429)
Q22 (BY) "' FCy(a) ByCe + CI B] Cp(a)TFTB;' + (B])'CeAc +
ATOTB~CI K .C.~CYKIC., (2.430)

se e somente se vy < o, sendo 0 = maz{oy,...,0p}.

Prova A prova deste teorema é similar & prova do Teorema 35. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F' em série com
a saida da planta, de modo que todos os autovalores de (A,(a) — B,FCy(a)) possuam

partes reais menores que —v, e outra matriz F, em série com a saida do sistema.

Teorema 39 Considere z; = o; +j0;, 0 e f; € R, i = 1,...,p, 0s autovalores de
(Ap(a) — B,FCy()). Entdo, dada uma constante positiva vy, existem matrizes K,, F,,
Pii(a) = Pu(a)T, Py = P, e R tais que:

[ Qu Q12 ] < _2’}) [ Pn(a) Cp(Q)TFT(CC_l)TPQQ (2431)
Q'{z Q22 PyCI1FCy(a) Pa

(2.432)

Py (a) Cpo(a)TFT(CI1)T Py -
P‘ZQCC_IFCP(Q) ng ’

Pla) = {

Pii(e)Ay(a) + Ap(a)T Pi(a) — Cpla)"FT(CYTRFC,(a) —
Cp(a)TFTRTCIFCy(a), (2.433)
Pyi(@)B,C. + Co(a)  FT(C- Y PrA. — Co(a) " FT(C-YTRC. +
Ap(@)TC,(a)TFT(C-Y)T Py — Cp(a)TFTRT, (2.434)
PpC FCy(a) B,Ce + CTBICo(a)TFT(CIY)T Py + PopA. +
ArPy; — RC,- CTR?, (2.435)
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se e somente se y < o, sendo 0 = maz{oy,...,0,}. Quando as LMIs (2.431) e (2.432)

sao satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas por:
K.=B'P5'R (2.436)

F, = BT PyC: . (2.437)

Prova A prova deste teorema ¢ similar a prova do Teorema 36. O

2.8 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, inicialmente, foram apresentadas as definigoes de sistemas ERP e os
resultados disponiveis na literatura. Para plantas sem incertezas e com o mesmo nimero
de entradas e saidas, foram discutidos os resultados sobre o problema de sistemas ERP
com controladores estaticos e acesso somente as saidas da planta, formulado no Problema

2 e solucionado em [13,21].

Em [12], foi estudado o Problema 3, que é uma extensao do Problema 2 para sistemas
com incertezas politépicas, para plantas com o mesmo nimero de entradas e saidas.
Adicionalmente, foram obtidas duas condigoes suficientes, duais, para o sistema da Fig.
3, cujas plantas possuem o nimero de saidas maior que o nimero de entradas, que atendem
a condi¢do BT = (CB)TC, e os resultados foram relacionados com os zeros de transmissao

da planta.

Nesta tese, foram obtidas novas condigoes suficientes para a solugao dos Problemas 2
e 3, para os sistemas das Figs. 3 e 4, cujas plantas possuem o niumero de saidas maior
que o nimero de entradas e podem apresentar incertezas paramétricas, sem a restricao
BT = (CB)TC. Embora nao tenha sido encontrada a condigdo necesséria e suficiente
em termos de LMIs, os resultados obtidos foram um passo importante para a obtencao
desta solugao. Foram obtidas também novas condigbes necessirias para a solu¢do dos
Problemas 2 e 3, descritas no Algoritmo 1. No Capitulo 6 (Exemplos de Aplicagdo) sdo
apresentadas varias comparagoes entre os resultados propostos e os ji existentes sobre o

assunto.

Ainda neste capitulo, foi proposta a extensiao da planta através de compensadores

dindmicos, cuja ordem corresponde ao niimero de entradas da planta, para plantas que nao
] P q

podem ser tornadas ERP através de compensadores estdticos. Para a planta estendida,

foi proposto um método baseado em LAs para tornar ERP os sistemas das Figs. 7 e 8.
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No préximo capitulo, é proposto um método para a determinagao da faixa de esta-
bilidade de sistemas com realimentacao negativa, utilizando o Critério de Estabilidade de

Routh, além de algumas aplicagoes deste método. Entre essas aplicagoes, estd a deter-

minagéo da faixa de valores de fi tal que um sistema {A, B, FC}, com F = fi[ 1 f ],

seja de fase minima, o que constitui uma condigéo necessaria e suficiente para a existéncia

de matrizes K, e F, tais que o sistema {A — BK,C, B, F,C'} seja ERP.
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3 Critério de Estabilidade de
Routh: Sintese de Sistemas
ERP e Outras Aplicacoes

3.1 Introducgao

No projeto de um sistema de controle linear invariante no tempo utilizando a teoria
de controle cldssico, o primeiro passo € a escolha do tipo de controlador. Embora os tipos
de controladores disponiveis para projetos de sistemas de controle sejam limitados apenas
pela imaginacao, a pratica de engenharia normalmente determina a escolha do controlador
mais simples que atende a todas as especificagoes [43]. Na maioria dos casos, o custo dos
sistemas de controle aumenta com sua complexidade. Entre os controladores conhecidos
Lead [43-50], Lag [43-51], Lead-Lag [43-49,52] e Proporcional-Integral-Derivativo (PID)
[43-49, 53-61], o mais simples é o controlador Proporcional (P). Agora, a especificagdo
mais importante para um sistema de controle é a estabilidade. Considerando os fatos
descritos acima, a estabilidade de sistemas realimentados com controladores P tem sido
considerada um tépico essencial em cursos de Engenharia de Controle para a graduagao.
Em vista deste fato, existem alguns métodos que podem ser usados para o estudo da
estabilidade de sistemas realimentados com controladores P na teoria de controle cléssico,
por exemplo o método do lugar das raizes, o critério de estabilidade de Nyquist e o Critério
de Estabilidade de Routh. Acreditamos que na maioria dos cursos de controle para a
graduagao, o Critério de Estabilidade de Routh é o primeiro a ser ensinado. Este fato
pode ser observado em quase todos os livros sobre teoria de controle classico [43-49], nos
quais o Critério de Estabilidade de Routh ¢ introduzido imediatamente apds a defini¢ao

de estabilidade.

O Critério de Estabilidade de Routh pode ser utilizado, por exemplo, para estabilizar
um sistema com uma entrada e uma saida (em inglés, Single Input Single Output, SISO)

com realimentacao da saida, através de um ganho escalar k. Utilizando o Critério de
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Estabilidade de Routh, pode-se encontrar a faixa de valores de k£ € R tal que o sistema

realimentado seja estavel, se existir.

Quando a ordem da planta aumenta, o procedimento para a obtengao da faixa de
estabilidade de sistemas realimentados com controladores P utilizando o Critério de Es-
tabilidade de Routh torna-se mais dificil. Note que, para plantas com ordem elevada,
que estdo mais préximas dos sistemas reais, nao é facil investigar os sinais dos elementos
da primeira coluna na tabela de Routh, pois estes elementos possuem a seguinte forma:
ai (k) = pa(k)/q(k), i = 0,1,2,...,n, sendo n a ordem da planta, k o ganho do con-
trolador P e p;; (k) e ¢;(k) polindmios em relagdo ao parametro k. Com base neste fato,
quase todos os livros de engenharia de controle [43-49] restringem este tipo de anilise a

plantas de ordem reduzida.

Foi implementado um programa em Matlab para a determinacao desta faixa de es-
tabilidade de sistemas realimentados com controladores P. Este programa é simples de
compreender, ficil de utilizar e permite uma solugdo exata necessaria e suficiente para
o problema. O método e o programa também permitem a especificacao de uma taxa de
decaimento no projeto de controladores proporcionais e, adicionalmente, foram estendi-
dos para outros tipos de controladores, como Proporcional-Integral (PI), Proporcional-
Derivativo (PD) e PID, que sao mais usados em processos industriais. Este programa
foi descrito em um artigo, intitulado “Proportional Controllers: Direct Method for Sta-
bility Analysis and MATLAB Implementation”, que foi submetido ao periédico IEEE

Transactions on Education [62] e também é descrito no Apéndice C.

Neste capitulo, o Critério de Estabilidade de Routh é utilizado para determinar a
faixa de valores de k € R tais que todas as raizes de um polindmio caracteristico d(s, k)
possuam parte real negativa. Os coeficientes de d(s, k) dependem do parametro k. Entao,

o polinémio caracteristico d(s, k) é dado por:
d(s, k) = Z d,'(k)si.
i=0

Além disso, d;(k), i = 1,2,...,n, sdo polinémios em k, como descrito abaixo:

bi
di(k) = di;k?,
i=0

parai = 0,...,n, sendo b; o grau de d;(k).

O método proposto neste capitulo, assim como o programa implementado em Matlab,
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cm 1 2 3 4 ) 6 7unespw 1L 12 43 214 1o de 1



88

é 1til para a obtencao de condigGes necessarias e suficientes para os seguintes problemas,

considerando plantas lineares invariantes no tempo:

(i) Estabilidade de sistemas com realimentagao estatica da saida através da lei de con-

trole u(t) = —ky(t), com k € R e sendo y € R™ a saida da planta;

(ii) Obtengio de sistemas de fase minima com uma matriz F € R'*?, para plantas com

uma entrada e duas saidas, o que constitui uma condicao necessdria para a obtengéao

de sistemas ERP;

(iii) Especificagdo de uma taxa de decaimento para os problemas apresentados em (i) e
(i);
(iv) Estabilidade de sistemas com plantas SISO, realimentados através de controladores

dos tipos PI, PD e PID;
(v) A solugao dos problemas (i) e (ii), com incertezas politépicas na planta;

(vi) Posicionamento dos pdlos de malha fechada em regides especificadas no plano com-

plexo;

(vii) Andlise da estabilidade de sistemas incertos &(t) = (A, + aAA)z(t), sendo A e AA

matrizes constantes conhecidas e & € R um parametro constante incerto;

(viii) Estabilidade de sistemas discretos para o problema apresentado em (i).

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K, tais que o sistema {A —
BK,C, B, FC} é ERP se e somente existir F' tal que FCB = (FCB)T >0 e {A, B, FC}
é um sistema de fase minima. A motivacao deste estudo foi a obtencao de uma matriz F
que torne o sistema {A, B, FC} de fase minima. Para plantas com uma entrada e duas
saidas, o Critério de Estabilidade de Routh fornece condigoes necesséarias e suficientes

para a solugao deste problema.

3.2 Estabilidade de Sistemas com Dependéncia Poli-
nomial

Considere um sistema linear invariante no tempo, cujo polinomio caracteristico d(s, k)

é dado por:

d(s. k) = d(k)s" + dp-ny(k)s" ™ + ... + di(k)s + do(k), (3.1)




sendo d,(k), din-1)(k), ..., di(k) e do(k) polinémios em k, como descrito abaixo:
di(k) = dip, k% + ... + dunk + dio, (32)

para? =0,...,n, sendo b; o grau do coeficiente d;(k).

O sistema é estavel se e somente se todas as raizes do polinémio caracteristico d(s, k),
apresentado em (3.1), tiverem parte real negativa. O Critério de Estabilidade de Routh

[48] é uma ferramenta 1til para determinar se o sistema ¢ estavel.

Através do Critério de Estabilidade de Routh, podem-se obter os valores de k tais
que todas as raizes do polinomio caracteristico d(s, k) tenham parte real negativa, caso

existam. Considere a Tabela 1.

Tabela 1: Tabela de Routh.

T
. o _ Pin—1y1(k) _ Pra—1jzlk) _ Pin—133lk)
linha (n — 1) s"7! | aguogyi(k) = _(—“L([Tq("_” - a(n—1)2(k) = J_—)—f_TQ(n_1) T an_1)a(k) = _(_L('ET.;("_,)

linha 2 az (k) = 22 aza (k) = 22200
g k
linha 1 ay(k) = =

linha 0 ap1(k) = ":’0' k)

Os termos da linha n sao dados por ani(k), ana(k),. .., sendo:
pni(k) = dn(K),

Pnz(k) = d(n—2}(k):
pnB(k) = d{n—d)(k)! e

Qn(k) =1
Os termos da linha (n — 1) sao dados por a(n-1y1(k), @(n-1)2(k), . . ., sendo:
Pin-1(k) = din-1)(k),

p(n—l)’z(k) = d(n—.?a)(k): Tt

gy (k) = 1. (34)

Para determinar estas duas primeiras linhas, seguindo o procedimento acima, considera-

se que d;(k) =0, para i = —1,-2,-3,....
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Os termos da linha j, j =n —2,...,1,0, sao dados por:

agi+1)1(K)ag+2)i+1) (k) — age1(k)agenyie) (k)
agi+)1(k)

?

aji(k) =

PG+ (K) PG+ (k) PG+ (R) PGy (R)
q (k) q+2)(k) q+2)(k) a4y (k)
(Iﬂ(;b) — G+ (i+2) (i+2) (1+1)

Pi+1)1(k)
q(5+1) (k)

Entao, aj;(k) = p;i(k)/q;(k), sendo:
pji(k) = pi+mn (K)pG+2)i+1) (K) — PG+21 (K)PG+ 16+ (K),

g; (k) = qg+2)(K)pg+1 (k)
Pt el e A0 Al B

Os elementos nao-nulos pj;;(k) e g;(k), j = n,n—1,...,1,0,7 = 1,2, ..., sdo polinémios

em k.

De acordo com o Critério de Estabilidade de Routh, o nimero de raizes de d(s, k)
com parte real positiva é igual ao nimero de mudangas de sinal na primeira coluna da
tabela de Routh. Entéo, o polinémio d(s, k) é Hurwitz para um dado valor de k = k,, isto
é, todas as raizes de d(s, k,) tém parte real negativa, se e somente se todos os elementos
aji(ko), j =n,n—1,...,1,0, da primeira coluna da tabela de Routh apresentam o mesmo

sinal.

Sejam zj1, zj2, 2;3,. .., 2;i; as raizes reais de pj(k) e g;(k), tais que zj; < zj3 < z;3 <

... < zj;, sendo as raizes repetidas consideradas somente uma vez, e sendo /; o nimero
de raizes reais distintas de p;;(k) e ¢j(k) e 5 = n,n —1,...,1,0. Note que o sinal de
a;1(k) pode mudar, em fungao de k € R, somente nas raizes reais de p;;(k) e g;(k), para
k = zj;, 1= 1,2,...,l;. Nos intervalos entre essas raizes, definidos por z;; < k < zj(i41),

parat=1,2,...,l;_1, k < zj; e k > zj;, o sinal de a;;(k) é constante.

Analisando todos os elementos na primeira coluna da tabela de Routh, a variagao de
sinal ocorre somente nas raizes dos termos p;;(k) e ¢;j(k), j =n,n—1,...,1,0. Note, em
(3.3), (3.4) e (3.5), que ¢, (k) e gn—1)(k) ndo possuem raizes e que as raizes de g;(k), j =
0,1,2,...,n — 2, sao também raizes de p(n-1)1(k), Pn-201(k),..., pn(k). Portanto, é

suficiente considerar somente as raizes de pn1(k), pn-1)1(k), - .., poi(k).

Sejam zy, zp, 23,..., 2 as raizes reais de todos os termos pj;(k), j =n,n—1,...,1,0,

tais que z; < zo < z3 < ... < z, sendo as raizes repetidas consideradas somente uma vez,
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e sendo [ o nimero de raizes reais distintas de todos os termos p;; (k) na primeira coluna
da tabela de Routh. Nos intervalos entre essas raizes, os sinais de todos os elementos
da primeira coluna sao constantes. Entao, para analisar a estabilidade do sistema, basta
considerar um ponto de cada intervalo, de acordo com a Fig. 9.

I I, I -1y I

o = o = ow W o o

Mo ;3 m-1) m

my 211§

<1

Z9

Figura 9: Intervalos entre as raizes reais dos termos da primeira coluna.

Seja k = m; um ponto qualquer do intervalo /;. Se todos os termos ajy(m;), j =
n,n—1,...,1,0, na primeira coluna da tabela de Routh apresentam o mesmo sinal, entao
todas as raizes de d(s,m;) apresentam parte real negativa ¢, entdo, o sistema é cstdvel
para qualquer valor de k no intervalo /;. Se o sistema ¢é instdvel para todos os pontos
m;, + = 1,2,...,1, entdo o sistema ¢ instavel para qualquer valor de k ¢ o problema de

estabilizagdo de malha fechada nao tem solugao.

Observagao 28 Uma possivel escolha dos pontos m; € a segquinte:

{ 2z, sez <0,
My =

-1, sez >0,

Zi + Zi41
m; = ————, 1 =

2 H

2z, sez >0,
my =
1, sez <O

3.3 Estabilidade de Sistemas com Realimentacao Esta-
tica da Saida

3.3.1 Plantas SISO

Considere uma planta SISO, controldvel e observavel, Gy(s), dada por:

Tl(S) = nusﬂ + n(n—l)su_l + ...+ 115+ ng,

d(é‘) — (f,lS"l = d{,,_. Uh'n_l PR d18 + dn
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ed, #0.
IS proposto o scguinte problema: determine a faixa de valores de k£ € R, se existirem,
tals que o sistema realimentado da Fig. 10 é estavel, utilizando o Critério de Estabilidade

de Routh.

Y(s)

EE———

Figura 10: Sistema SISO realimentado com controlador proporcional.
proj

A fungao de transferéncia do sistema de malha fechada G(s) é dada por:

_Y(s)  kGu(s)  kn(s)

T R(s) 14 kGy(s)  d(s)+ kn(s)’ (39)

Gci(s)

Os pdlos do sistema sao as raizes do polinémio caracteristico d(s, k) = d(s) + kn(s).

Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.9), o polinémio caracteristico ¢ dado por:

d(s, k) = (dn + kny,)s™ + (dn-1) + kn(n_lj)sn_l + ...+ (dy + kny)s + (do + kng). (3.10)

Através do Critério de Estabilidade de Routh, podem-se obter os valores de k tais
que todas as raizes do polinomio caracteristico d(s, k) tenham parte real negativa, caso

existam. Considere a tabela de Routh na Tabela 1.

Os termos da linha n sao dados por an;(k), ana(k),. .., sendo:
pnl(k) = d’n =+ knnr

Pn2(k) = din-2) + k(n-2),
Pn3(k) = d(n-g) + K(n-ay, -~

%(k) = 1.
Os termos da linha (n — 1) sao dados por a,—1)1(k), ap-1)2(k), ..., sendo:
?J(n—l)l(k) — d(n—l) + k(n—l)1

Pn-1)2(k) = dn-3) + k(n-3), ---

Q(n—l](k) = 1.
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Os termos da linha j, j = n —2,...,1,0, sao determinados a partir dos termos das

linhas anteriores, como discutido na Se¢ao 3.2.

3.3.2 Plantas MIMO

Considere, agora, o sistema na Fig. 11, cuja planta, controlavel e observével, possui
multiplas entradas e multiplas saidas (em inglés, Multiple Input Multiple Qutput, MIMO)
e é representada por Gy(s) = D(s)"'N(s), sendo N(s) € R™™(s) e D(s) € R™™(s)
matrizes polinomiais coprimas a esquerda [63].

s E ¥
R(s)4 E(s) o _El

)

Figura 11: Sistema MIMO realimentado com controlador proporcional.

A saida da planta ¢ dada por:
Y (s) = Gu(s)KE(s) = D(s)"'N(s)KE(s),

Y(s) = D(s)"'N(s)K [R(s) - Y (s)],
[1+ D(s)' N(s)K|Y (s) = D(s) "N (s)K R(s),
[D(s) + N(s)K|Y (s) = N(s)KR(s),

Y(s) = [D(s) + N(s)ff}“w(s)m(s) = Gu(s)R(s),

Gu(s) = [D(s) + N(s)K] " N(s)K.

Sejam:

ny(s) 0 npga(s)
N(s) =

nml(s) nmm(s)

dll(s) S dlm(s)

D(s)

d‘ml('s) dmm(s)

e K = kI, sendo [ € R™™ a matriz identidade. Entdo, os pélos do sistema de malha

J
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fechada sao os valores de s € C tais que:

d(s, k) = det[D(s) + kN(s)] = 0.

O polinémio caracteristico d(s, k) é calculado através do método apresentado no Lema

10, dado em [64]:

Lema 10 [64] Considere a matriz M(9,s), dada por M (0, s) = 0y M, (s)+08,M(s), sendo
(51 = 1} 62 = k;

011(8) azl(S)

ay2(s) az(s)

M;(s) = D(s) =

| aim(s) | | agm(s) |

O determinante de M (6, s) pode ser determinado por:

0311(5)
0322(3)

det(M(é,s)) = Zz: 22:531“'5%

5[:1 Sm=1

Qs (S)
sendo que |- | indica o determinante de uma matriz, isto é:

rn i1 - Tin

Tnp1 "' Tnpn

Entao, o polinémio caracteristico d(s, k) é dado por:

d(s,k) =ro(s) + m1(s)k +T2(8)k® + . .. + Tim—-1) ()™ ! + rm(s)k™, (3.12)

sendo:

cm 1 2 3 4 ) 6 7unespw 1L 12 43 214 1o de 1



dii(s) -+ dim(s)
dar(s) -+ dam(s)
d3(s) -+ dam(s)

nmj(S) n’mm(S)

di1(s) -+ dim(s)
na(s) -+ nam(s)

dsi(s) -+ dsm(s)

dml(s) dmm(s)

di1(s) L dim(s)
dn(s) -+ dom(s)

NYm-1)1 (5) “rt M(m-1)m (s)

Nmi(8) 0 Nmm(s)

n(s) -+ nam(s) nu(s) -
dan(s) -+ dam(s) ngi(s) -

nai(s) -+ nam(s) day(s) -

dm1(8) ++ dmm(s) i)y s

; dlm(s) n“(s)
© Tam(s) doy(s) -

© Nam(s) na(s) -

' nmm(s) nml(s)

© Num(8)
< Nom(s)
* d3m (S)

© N (8)




ni(s) - num(s)
na(s) -+ nom(s)

n3i(s) -+ nam(s)

nm1(8) ¢ Nmm(S)

Os determinantes das matrizes acima sao calculados através do método apresentado

no Lema 11, também dado em [64]:

Lema 11 [64] Considere a sequinte matriz M € R™*":

my2

ma2

h&i — [ hs,-,l e h's,-,t'—l h's,-‘i hsi,i‘{-l s hs.—,n ]
=[0--0 1 0---0], i=1,...,n.
Entao, o determinante de M pode ser descrito por:

n h‘”

IMI=ii--- Y., Mg cMae,| i | (3.13)

s1=1 s3=1 an=1
sa#s) SnF#S1,Sn—1 hs

n

A faixa de valores de k tais que os sistema é estdvel pode ser determinada pelo
Critério de Estabilidade de Routh, com o método proposto, como discutido na Segao 3.2.

Inicialmente, o polinémio caracteristico d(s, k) é redefinido em fungéo de s:

d(s,k) = 1o(s) +r1(s)k + r2(8)k? + ... + T(m-1)(S)E™ ! + 1 (s)E™
d,(k)s* + d-1y(k)s"™" + ...+ di(k)s + do(k),
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sendo v o grau de d(s, k), em fungdo de s, e os coeficientes d;(k), i = 0,1, ..., v polinomios

em k.

Através do Critério de Estabilidade de Routh, podem-se obter os valores de k tais
que todas as raizes do polindmio caracteristico d(s, k) tenham parte real negativa, caso

existam. Considere a tabela de Routh na Tabela 1.

Os termos da linha n sdo dados por a,;(k), an2(k),. .., sendo:
pnl(k) = du(k):
pn2(k) == d(v—?) (k)s
Pn3(k) = d-gy(k), -
g lk) =1,
Os termos da linha (n — 1) sao dados por a(n-1y1(k), amn-1)2(k), ..., sendo:
Pn-11(k) = dy—-1)(k),

P(n—l)z(k) = d(u—s)( )a

gn-1)(k) = 1.

Os termos da linha j, 7 =n —2,...,1,0, sao determinados a partir dos termos das

linhas anteriores, como discutido na Segao 3.2.

3.4 Aplicagao do Critério de Estabilidade de Routh
na Sintese de Sistemas de Fase Minima

Considere uma planta {A, B, C}, controlavel e observdvel, com uma entrada e duas

saidas, cuja matriz de transferéncia é dada por:
Ga(s) = C(sI — A)™'B = N(s)D(s)™?, (3.15)

sendo N(s) e D(s) matrizes polinomiais coprimas & direita, D(s) = d(s)I e:

N(s) = [ﬂl(s) J ,

RQ(S)

n;(s) = nl(n_l}s”_l +...+ nns + 10,
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ﬂg(S) = ng(n_l)s"_l + ...+ 1n218 + nop,

d(s) = dns™ + dn-1)s" ' + ...+ dis + do

ed, #0.

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K, tais que o sistema {A —
BK,C, B, FC} é ERP se e somente se existir F tal que FCB = (FCB)T >0e{A,B,FC}

for um sistema de fase minima, isto €, os zeros de transmissao de {A, B, FC'} apresentam

parte real negativa.

Seja F=[fi fal€ R?. Entao, o produto FG(s) é dado por:

fini(s) + fana(s)

FGy(s) = FN(s)D(s)™ = 40s) :

fina(s) + fana(s) = fi (ﬂl(nvl)S"—I + .. +npns+ nw) +

fa (nz(n—usn_l +...+nas+ 7120)

= (fitanot) + foam-1))s" " + ... + (fina1 + fana1)s + (finwo + fanao).

A condigio FCB = (FCB)T > 0 ocorre somente quando o grau relativo de FGy(s) =
FC(sI — A+ BK,C)™'B é igual a 1, isto é, grau(fini(s) + fana(s)) = grau(d(s)) — 1.

Isto ocorre se e somente se:

fini(n-1) + fonan-1) # 0.
Se Nyn-1) = Ngn-1) = 0, o grau relativo do sistema é maior que 1, para qualquer
F € R?. Entdo, ndo existem matrizes F e K que tornam o sistema ERP.
Os zeros da planta G, (s) sao os valores de s € C tais que N(s) = [0 0 ]7. Sejam
Zp1, Zp2; - - -5 Zpk OS zeros da planta. Entao,
np(s) = (5 — 2p1)(s — 2p2) -+~ (5 = 2k),
n1(8) = np(s)a1(s),
ﬂ.z(S) = RP(S)ﬁg(S),
sendo que 7i;(s) e 72(s) s@o polindmios coprimos, isto é, nao possuem raizes comuns.

Os zeros do sistema FGy(s) sao as raizes de:
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FN(s) = fina(s) + fana(s) = finy(s)1(s) + fanp(s)na(s)
FN(s) = ny(s)[fin1(s) + fafra(s)]-

Entéo, os zeros do sistema FG(s) sao as raizes de n,(s) e [fi7i1(s) + fafia(s)]. Logo,
se ny(s) possui pelo menos uma raiz com parte real nao-negativa, nao existe uma matriz
F € R? tal que o sistema FG,(s) seja de fase minima.

Se fi = 0, entao FN(s) = fana(s). Neste caso, os zeros do sistema FG,(s) sao as
raizes de ny(s).

Se fo = 0, entao FN(s) = fini(s). Neste caso, os zeros do sistema FG,(s) sao as

raizes de n,(s).

Se fi1 # 0 e fy # 0, entédo:

FN(s) = fini(s) + fana(s) = finy(s)@1(s) + fanp(s)niz(s)
= fing(s) [ﬁl(S) n j%jﬁz(s)] = Fing(8)la(s) + fufta(s)],

sendo fir = ﬁ

Se todas as raizes de n,(s) apresentam parte real negativa, entdo os valores de f; tais
que o sistema FGy(s) seja de fase minima, se existirem, sdo tais que todas as raizes do
polinomio:

(s, fi) = Ru(s) + fefia(s) (3.16)
apresentam parte real negativa. A faixa de valores de fi tais que o sistema FGy(s) é de

fase minima, se existirem, pode ser determinada através do Critério de Estabilidade de

Routh, com o método discutido na Segao 3.2.

3.5 Obtencao de um Sistema ERP a Partir de um
Sistema de Fase Minima

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K, tais que o sistema {A —
BK,C, B, FC} ¢ ERP se e somente se existir F tal que FCB = (FCB)T > 0e {A, B, FC}
for um sistema de fase minima, isto é, os zeros de transmissao de {A, B, FC} apresentam
parte real negativa. Na Secgdo 3.4, foi apresentado um método baseado no Critério de

Estabilidade de Routh para determinar a faixa de valores de fx € R tal que o sistema

AVA
AVAVEY
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FGu(s), com uma planta Gy(s), com uma entrada e duas saidas, dada por (3.15) e

F=fi[1 f.]€R? seja de fase minima.

Considere, assim, uma matriz F' tal que o sistema F'G(s) seja de fase minima. A ma-
triz K, que torna ERP o sistema {A — BK,C, B, FC} é determinada através do Teorema
14. A solugao do problema através de LMIs permite a adi¢ao de outras especificagoes,

como taxa de decaimento, restrigoes na entrada e na saida.

3.6 Aplicacao do Critério de Estabilidade de Routh
para Especificacao da Taxa de Decaimento

Considere um sistema linear invariante no tempo, cujo polinémio caracteristico d(s, k)
é dado por (3.1), sendo d,(k), d(n-1)(k), ..., di(k) e do(k) polindémios em k, como descrito
em (3.2).

Na Segao 3.2, foi apresentado um método para a obtengao da faixa de valores de k € R
tal que todas as raizes do polindmio d(s, k), possuam parte real negativa, utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh. Nesta secao, o método é utilizado para determinar
a faixa de valores de k € R que garante, além da estabilidade, uma taxa de decaimento

maior que vy, com 7y > 0.

De acordo com [48], um método 1til para examinar a taxa de decaimento é obtido
deslocando o eixo imaginario no plano complexo e aplicando o método proposto para o
Critério de Estabilidade de Routh. Substituindo s por § — 4 na equagao caracteristica

d(s, k) e reescrevendo o polinémio em termos de 3, segue que:

d(s, k) = d((3 —v), k) = d(3, k),

d(3,k) = dn(k)(5 = 7)" + duo1 (k) (3 = )" + ... + do (k) (3 = 7) + do(k).

Entao, para encontrar a faixa de valores de k € R tal que todas as raizes de d(s, k)
apresentam partes reais ¢ < —v, aplica-se o Critério de Estabilidade de Routh para o

novo polinémio d($, k), de acordo com o método descrito na Segao 3.2.

O ntumero de mudangas de sinal na primeira coluna da tabela de Routh corresponde

ao numero de raizes de d(s, k) localizadas & direita da reta vertical 0 = —v. Se todos os

AVA
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elementos da primeira coluna apresentarem o mesmo sinal, entao todas as raizes de d(s, k)
apresentam parte real o < —7. Portanto, o Critério de Estabilidade de Routh pode ser

utilizado para encontrar a faixa de valores de k € R tais que todas as raizes de d(s, k)

apresentam partes reais o < —7.

3.6.1 Aplicagao do Critério de Estabilidade de Routh para o
Posicionamento dos Zeros de Transmissao

Considere uma planta {A, B,C}, controldvel e observavel, com uma entrada e duas

saidas, cuja matriz de transferéncia é dada por:
Gua(s) =C(sI — A)"'B = N(s)D(s)!, (3.17)

sendo D(s) = d(s)I e:
N(s) = [ Big) ] )

na(s)

n1(8) = Nya-1)s"" + ... + n118 + N0,

l+---+n218+n20,

na(s) = Non-1)s"~
d(S) =d,s" + d(ﬂ_l)sn_l +...+dis+ dyg
ed, #0.

Seja F=[ f; f. ] € R% Entao, o produto FG,(s) é dado por:

fini(s) + fana(s)
d(s) ’

FG(s) = FN(s)D(s)™' =

Os zeros da planta G,(s) sdo os valores de s € C tais que N(s) = [0 0]7. Sejam
Zp1, Zp2, .- - Zpk OS zeros da planta. Entao,
np(s) = (s — 2p1)(s — 2p2) -+ - (5 — Zpk),
n1(s) = np(s)nu(s),
na(s) = np(s)ia(s),
sendo que 71 (s) e fiz(s) sao polindmios coprimos, isto é, ndo possuem raizes comuns.

Os zeros do sistema FGy(s) sdo as raizes de:

BCpiS FEIS - yNgsp
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FN(s) = fini(s) + fana(s) = finy(s)n1(s) + fany(s)na(s) = np(s)[finu(s) + fania(s)]

= fing(s)[1(s) + fimia(s)] = finp(s)r(s, fi),

sendo f; = % e
7(s, fr) = M (s) + fema(s).

Na Secao 3.4, foi apresentado um método para a obtencao da faixa de valores de f, € R
tal que todos os zeros do sistema FG,(s) apresentem parte real negativa, utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh. Nesta segao, o método é utilizado para determinar a

faixa de valores de fi € R tal que todos os zeros do sistema FGy(s) apresentem parte
real o < —7.
Substituindo s por §—y na expressao de r(s, fi) e reescrevendo o polinémio em termos

de §, segue que:

T(Srfk) = d((é = 7)1 fk) = ?:(éi fk)r

7(3, fr) = 11 (8 =) + furta(8 — 7).

Entao, para encontrar a faixa de valores de fi. € R tal que todas as raizes de r(s, fx)
apresentam partes reais ¢ < —v, aplica-se o Critério de Estabilidade de Routh para o

novo polinémio d(3, k), de acordo com o método descrito na Secao 3.4.

3.7 Estabilidade de Sistemas com Controladores PI,
PD e PID

A maioria dos sistemas de controle sao operados por controladores PID. Dada a
grande utilizacao industrial dos controladores PID, é claro que mesmo um pequeno aper-

feigoamento no projeto de controladores PID pode ter um tremendo impacto mundial [59).

Controladores PID oferecem um termo proporcional Kp, um termo de integracao
K;/s e um termo derivativo Kps [46]. A fungdo de transferéncia de um controlador PID

é dada por:

K
Gu(s) = Kp + ?’ + Kps.
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Na pratica, a fungao de transferéncia do termo derivativo Kps é:

I(DS

Gals) = Tgs+1°

mas, usualmente, 74 ¢ muito menor que as constantes de tempo do processo e, conseqiien-

temente, pode ser ignorado.

Um controlador PID possui um pélo em s = 0 e dois zeros, cujas posi¢oes dependem de
Kp, K; e Kp. Para a implementacao do controlador PID, é necessario determinar, para
um dado processo, os ganhos proporcional, integral e derivativo. Numerosos métodos tém

sido apresentados para o ajuste dos parametros de controladores PI, PD e PID [53-61].

Considere o sistema realimentado na Fig. 12, sendo G.(s) um controlador PID. De

(3.6)—(3.8), a fungao de transferéncia do sistema de malha fechada G(s) é dada por:

_ Gs)Cals)  (Kps+Ki+ Kps?n(s)
" 14 G(s)Gals)  sd(s)+ (Kps+ K; + Kps?)n(s)’

Y(s)

R(S T [G (s) ]—-a-l Gols ’——-——o—

Figura 12: Sistema realimentado com controlador G.(s).

Os pélos do sistema sao as raizes do polindmio caracteristico r(s, Kp, K7, Kp) =

sd(s) + (Kps+ K1 + Kps?)n(s).

Para Kp = 0, tem-se um controlador PI, descrito por:

Ge(s) = Kp + %

e a funcao de transferéncia do sistema de malha fechada G(s) é dada por:

(Kps + Kp)n(s)
sd(s) + (Kps + Ky)n(s)

Ga(s) =

Os polos do sistema sao as raizes do polinémio caracteristico (s, Kp, Kj) = sd(s) +

(Kps + Kp)n(s).

Para K; = 0, tem-se um controlador PD, descrito por:

G.(s) = Kp+ Kps

‘YAT‘Y
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e a funcao de transferéncia do sistema de malha fechada G(s) é dada por:

_ (Kp+ Kps)n(s)
Gal(s) = d(s) + (Kp + Kps)n(s)’

Os pdlos do sistema sdo as raizes do polinémio caracteristico r(s, Kp, Kp) = d(s) +
(Kp + Kps)n(s).
Os controladores Integral (I), Derivativo (D) e Integral-Derivativo (ID) podem ser

analisados seguindo as mesmas idéias e considerando Kp = Kp =0, Kp = K; =0e

Kp = 0, respectivamente.

Para o controlador PID, fixando-se os valores de dois pardmetros (por exemplo, K; e

Kp), é possivel determinar a faixa de estabilidade do terceiro pardmetro (no caso, Kp),

utilizando-se o Critério de Estabilidade de Routh. Atribuindo-se um conjunto de valores,
definido por um valor inicial, um valor final e um valor de incremento, para cada um dos
dois parametros fixos, pode-se obter um esbogo da regiao de estabilidade do sistema da

Fig. 12 realimentado com um controlador PID.

Para controladores PI, PD e ID, a andlise da estabilidade é obtida fixando-se um dos
dois parametros e determinando-se a faixa de estabilidade do segundo paradmetro, através
do Critério de Estabilidade de Routh. Para controladores I e D, a faixa de estabilidade é
determinada através do mesmo método utilizado para controladores P, com a inclusao de

um pdlo e um zero, respectivamente, em s = 0.

3.8 Analise de Polinémios com Coeficientes Incertos

3.8.1 Teorema de Kharitonov para Polinémios com Coeficientes
Reais

Considere, agora, um conjunto Z(s) de polinémios reais com grau n, da forma:
5(8) = 8o + 615 + 6252 + 0383 + 45 + ... + 55",
cujos coeficientes constantes d;, 1 =0, 1,...,n, permanecem dentro de intervalos dados:

5:' min S Ji S 6£ma.x-

Os coeficientes d;, 2 = 0,1,...,n pertencem a um politopo, definido pelos limites dos
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intervalos em que se encontram:

A={[d & - 6.]:0€ER, bimin <& < Gimaxs i=0,1,...,n}.

Assume-se que o grau de §(s) permanece invariante em toda a familia de polindmios
I(s), isto é, 8, = 0 ndo pertence ao intervalo d, min < 0 < 0y max- O Teorema 40 (Teorema
de Kharitonov), apresentado em [65], fornece uma condigao necessaria e suficiente, simples

e que pode ser facilmente verificada, para a estabilidade Hurwitz de toda a familia Z(s).

Teorema 40 [65] Todo polinémio na familia Z(s) é Hurwitz se e somente se os quatro

polinémios extremos a sequir sao Hurwitz:
Kl (3) = 60 min T 51 minS + ‘52 maxs2 + 63 max33 + 54 rnin-'54 + ‘55 minS5 + 66 ma.xs6 +..., (318)

K3(5) = S0 min + 01 maxS + 62maxS> + 03 minS° + G4 minS" + 05 maxs® + 6 maxs® + ..., (3.19)
K3(S) = (50 max + (51 minS + 52 mjn32 + 63 maxss + (54 max34 + 55 minss + 55 m;nss +... ' (320)

K,;(S) = 50 max T ‘51 maxS + ‘52 min'f"2 + ‘53 rnin63 + 64 mel.:n(":‘r4 + 55 maxs5 + 66 minsﬁ y e (321)

Uma demonstragao do Teorema de Kharitonov é apresentada em [66].

Com base no Teorema de Kharitonov, foi proposto um método para a determinagao
da faixa de estabilidade de sistemas com realimentacao estatica da saida com uma planta
incerta Gy (s) = n(s)/d(s), na qual cada coeficiente de n(s) e de d(s) pertence a um

intervalo definido. Este método é descrito na Subsegao 3.8.2.

3.8.2 Estabilidade de Sistemas com Realimentacao Estatica da
Saida com Plantas SISO Incertas

Considere uma planta SISO incerta, controldvel e observavel, G,(s), dada por:

Ga(s) = %, (3.22)

n(s) = nps™ + Npuo1)s™ 1 + ... + m15 + ng, (3.23)
d(S) =d,s" + d(ﬂ_l)Sn_l +...+ds+ dg, (324)

sendo que cada coeficiente de n(s) e d(s) pertence a um intervalo, dado por:

i min S g g T max, dt'min S di S dimax: 1= 0: 1,.-.,7?,
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e d, = 0 nao pertence ao intervalo dn min < dn < dpmax-

E proposto o seguinte problema: determine a faixa de valores de k € R, se existirem,
tais que o sistema realimentado da Fig. 10 seja estdvel em todo o politopo, utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh.

A funcao de transferéncia do sistema de malha fechada G(s) é dada por:

_Y(s)  kGa(s) _ kn(s)
T R(s)  1+kGu(s)  d(s)+kn(s)

Gal(s) (3.25)

Os pdlos do sistema sdo as raizes do polinémio caracteristico d(s, k) = d(s) + kn(s).
Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.25), o polinémio caracteristico é dado por:
d(s, k) = (dn + knp)s™ + (din—1) + knn-1))s" " + ... + (di + kn1)s + (do + kny),

d(s,k) = 8ns™ + O(n-1)s" " + ... + 815 + do, (3.26)

cujos coeficientes é;, i =0, 1,...,n, permanecem dentro de intervalos dados:
592 min S 5:‘ S 51‘ max» (327)

cujos limites sao dados por:

(3.28)

5 _ di min T+ kﬂ,; miny S€ k 2 O,
o di min + k?’lg max; S€ k< O,

(3.29)

da' max T kni max, S€ k 2 U;
5:' max —
dimax + kNimin, se k <0.

Para k = 0, os pdlos do sistema de malha fechada correspondem aos pélos do sistema
de malha aberta. Pelo Teorema de Kharitonov, o sistema de malha aberta é estdvel e,
conseqiientemente, o sistema de malha fechada é estdvel para k = 0 se e somente se todas
as raizes dos polinémios (3.18)-(3.21), com &; = d;, i = 0,1,...,n, tiverem parte real

negativa.

A estabilidade do sistema de malha fechada para £k > 0 e para k < 0 é analisada
através do Teorema de Kharitonov, aplicando-se o Critério de Estabilidade de Routh aos
polinémios (3.18)-(3.21), com &; = d; + kn;(s), t = 0,1,...,n, cujos limites sao dados em
(3.28) e (3.29). A faixa de estabilidade para k > 0 corresponde & intersecgio das faixas de
estabilidade dos polinémios (3.18)-(3.21), considerando-se apenas os valores positivos de

k. Para k < 0, a faixa de estabilidade corresponde a intersecgao das faixas de estabilidade
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dos polinémios (3.18)-(3.21), considerando-se apenas os valores negativos de k.

A solugao do problema, isto €, a faixa de valores de k € R para os quais o sistema da
Fig. 10 é estavel em todo o politopo, corresponde a uniao das solugoes para os dois casos:

k>20ek<0.

3.8.3 Aplicacao do Teorema de Kharitonov na Sintese de Sis-
temas de Fase Minima com Plantas SISO Incertas

Considere uma planta incerta {A, B, C}, controldvel e observavel, com uma entrada

e duas saidas, cuja matriz de transferéncia é dada por:
Go(s) = C(sI — A)"'B = N(s)D(s)!, (3.30)

sendo N(s) e D(s) matrizes polinomiais coprimas a direita, D(s) = d(s)! e:

N(s) { rel) ] : (3.31)

nay(s)

nl(s) = Rl(n_l)sn_l + ...+ 1118+ 1o, (332)
na(s) = 1"£2(n-1)8""1 + ...+ N918 + Nog, (3.33)
d(s) = dns™ + d(n_l)sn_l +...+dis+dp (3.34)

e d, # 0 e sendo ny(s) e ny(s) polinémios cujos coeficientes n;; pertencem a intervalos,

dados por:
T35 min _<_ Nij S M5 max; = 1)2! ] = 0: 1)‘”:” =i (335)

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K tais que o sistema {A— BKC, B,
FC} é ERP se e somente se existir F tal que FCB = (FCB)T > 0 e {A, B, FC} for um
sistema de fase minima, isto é, os zeros de transmissao de {4, B, FC} apresentarem parte

real negativa.

Seja F =[ f; f, ] € R% Entao, o produto FG,(s) é dado por:

FG(s) = FN(s)D(s)™! = flnl(S)d;jfzﬂg(s)’

flnl(S) + fana(s) = fi (nzgnq)sn“l +...+n118+ nm) +
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fa (nﬂ(n—l)sn_l +...+nys+ ?’120)
= (finiga=n) + fz?lz(n—n)sn_l + ...+ (finur + fana1)s + (finio + fanz).

A condi¢io FCB = (FCB)T > 0 ocorre somente quando o grau relativo de Gu(s) =
FC(sI — A+ BKC) !B éigual a 1, isto é, grau(fini(s) + fana(s)) = grau(d(s)) — 1. Isto
ocorre se e somente se:

finin-1) + foanem-1) # 0.

Se Ny(n-1) = Nom-1) = 0, o grau relativo do sistema € maior que 1, para qualquer
F € R?. Entdo, nao existem matrizes F' e K que tornam o sistema ERP.
Assim, os zeros do sistema FG(s) sao as raizes de [fini(s) + fana(s)].

Se fi = 0, entao FN(s) = fana(s). Neste caso, os zeros do sistema FGy(s) sao as
raizes de na(s).
Se f, = 0, entdo FN(s) = fini(s). Neste caso, os zeros do sistema FGy(s) sdo as

raizes de n,(s).

Se f1 # 0 e fy # 0, entao:

FN(s) = fin1(s) + fana(s) = filni(s) + fena(s)],

sendo fi = %

Os valores de fi tais que o sistema FG,(s) seja de fase minima, se existirem, sao tais

que todas as raizes do polinomio:
r(s, fi) = mu(s) + funa(s) (3.36)

apresentam parte real negativa. A faixa de valores de fi € R tais que o sistema FG(s)
é de fase minima em todo o politopo, se existirem, pode ser determinada através do

Teorema de Kharitonov e do Critério de Estabilidade de Routh, com o método discutido

na Subsegao 3.8.2.

3.8.4 Obtengao de um Sistema ERP a Partir de um Sistema de
Fase Minima Incerto

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F' e K, tais que o sistema {A(a) —
BK,C(a), B, FC(a)} é ERP para todo a definido em (2.253) se e somente se existir F
tal que FC(a)B = (FC(a)B)T > 0 e {A(a), B, FC()} for um sistema de fase minima,
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isto é, os zeros de transmissdo de {A(a), B, FC(a)} apresentam parte real negativa para
todo a definido em (2.253). Na Subsegao 3.8.3, foi apresentado um método baseado no
Teorema de Kharitonov e no Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa
de valores de fi € R tal que o sistema F'Gy(s), com uma planta incerta Gy(s), com uma
entrada e duas saidas, dada por (3.30) e F = fi[ 1 fi | € R? seja de fase minima, em

todo o politopo.

Considere, assim, uma matriz F' tal que o sistema incerto F'G,(s) seja de fase minima
em todo o politopo. A matriz K, que torna ERP o sistema {A(a)—BK,C(a), B, FC(a)},
para todo « definido em (2.253), é determinada através do Teorema 24. A solugao do
problema através de LMIs permite a adigao de outras especificagoes, como taxa de decai-

mento, restrigdes na entrada e na saida.

3.8.5 Aplicagcao do Teorema de Kharitonov para Especificagcao
da Taxa de Decaimento

Considere um sistema linear invariante no tempo, cujo polinémio caracteristico d(s, k)
possui a forma dada em (3.26), sendo dn(k), din-1)(k), ..., di(k) e do(k) polindmios em

k, cujos coeficientes permanecem dentro de intervalos, dados em (3.27).

Na Subsecgao 3.8.2, foi apresentado um método para a obtencao da faixa de valores de
k € R tal que todas as rafzes do polinémio d(s, k), possuam parte real negativa em todo
o politopo, utilizando o Teorema de Kharitonov e o Critério de Estabilidade de Routh.
Nesta subse¢ao, o método é utilizado para determinar a faixa de valores de k € R que

garante, além da estabilidade, uma taxa de decaimento maior que v em todo o politopo.

De acordo com [48], um método ttil para examinar a taxa de decaimento é obtido
deslocando o eixo imagindrio no plano complexo e aplicando o método proposto para o
Critério de Estabilidade de Routh. Substituindo s por § — 4 na equacao caracteristica

d(s, k) e reescrevendo o polinémio em termos de §, segue que:

d(S, k) = d((‘§ = 'T)! k) o= é(én k):

sendo:

d(3,K) = da(k)(3 = 1" + diuoyy(K) (3 = 7)™ + ...+ dy () (3 — ) + do(k).

Entao, para encontrar a faixa de valores de k£ € R tal que todas as raizes de d(s, k)
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apresentam partes reais ¢ < —y em todo o politopo, aplicam-se o Teorema de Kharitonov
e o Critério de Estabilidade de Routh para o novo polinémio d($, k), de acordo com o

método descrito na Subsegao 3.8.2.

3.8.6 Aplicagcao do Teorema de Kharitonov para o Posiciona-
mento dos Zeros de Transmissao

Considere uma planta {4, B,C}, controlavel e observavel, com uma entrada e duas
saidas, cuja funcdo de transferéncia é dada por (3.30), com D(s) = d(s)I e N(s) descrito

em (3.31)-(3.35), sendo N(s) e D(s) matrizes polinomiais coprimas a direita.

Seja F = [ fi f. ] € R% Entdo, o produto FG(s) é dado por:

FG(s) = FN(s)D(s)™! = f‘“l(s)dz;{?”ﬂs).

Os zeros do sistema F'Gy(s) sdo os valores de s € C tais que:

FN(S) = flnl(s) + fzﬂz(S) = fl[nl (S) + fkﬂz(s)] = f]’-‘"(S, fl) = 0,

sendo fr = % e

(s, fr) = na1(s) + fina(s).

Na Subsegao 3.8.3, foi apresentado um método para a obtengao da faixa de valores de
fx € R tal que todos os zeros do sistema FG(s) apresentem parte real negativa em todo
o politopo, utilizando o Teorema de Kharitonov e o Critério de Estabilidade de Routh.
Nesta subsegdo, o método é utilizado para determinar a faixa de valores de f; € R tal

que todos os zeros do sistema F'G,(s) apresentem parte real o < —y em todo o politopo.

Substituindo s por §—y na expressao de (s, fx) e reescrevendo o polinémio em termos

de 3, segue que:

T(S: fk) = d((§ - 7): fk) = Tﬂ(‘ga fk):

(3, i) =n1(8 = 7) + fina(5 — 7).

Entao, para encontrar a faixa de valores de fi. € R tal que todas as raizes de r(s, fi)

apresentam partes reais ¢ < —y em todo o politopo, aplicam-se o Teorema de Kharitonov
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e o Critério de Estabilidade de Routh para o novo polinémio d(3, %), de acordo com o

mdétodo deserito na Segao 3.8.3.

3.9 Outras Aplicagoes do Critério de Estabilidade de
Routh

3.9.1 Especificagao de Regioes no Plano Complexo Utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh

Na Secao 3.2, foi apresentado um método baseado no Critério de Estabilidade de

Routh para a determinagao da faixa de estabilidade de um polinomio d(s, k) cujos cocfi-

cientes em termos de s sao polinomios de k.

Nesta subscgao, com alguimas transformagoces, o Critério de Estabilidade de Routh
sera utilizado para determinar a faixa de valores de k& € R tal que todas raizes de d(s, k)
estejaun dentro de determinadas regioes especificadas no plano complexo.

Seja s = 0 + jw, para todas as regioes que serao analisadas. A regiao especificada na

Fig. 13, definida por o < —o,, sera a primceira a ser estudada.

L w

Figura 13: Regido especificada no plano complexo s.
Considere a transformagao:

§=8—0,0us=35+4+0,.

Assim, § = (0 + 0,) + jw. A regiao especificada na Fig. 13 é equivalente a:

0 < —0, < 0+ 0, = Re{5} <0,

sendo que [Re{z} representa a parte real de uin nmimero complexo z.

. de acordo com a transformncio (337
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Fig. 13, entao 5 possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polinomio
em 5, d(s, k) = d(5 — g4, k) tiverem parte real negativa, entao todas as raizes de d(s, k)

pertencem a regiao especificada na Fig. 13.

Observacao 29 O posicionamento dos polos de malha fechada na regido especificada na
Fig. 13 corresponde a especificagao de uma taza de decaimento, como descrito na Seg¢do

3.0.

A segunda regiao, especificada na Fig. 14, é definida por o > —a,.

Figura 14: Regido especificada no plano complexo s.
Cousidere, agora, a transformagao:

§s=—8§—0, 00 5=—5—0,.
Assim, 5§ = (=0 — 0,) — jw. A regiao especificada na Fig. 14 ¢ cquivalente a:
o> —0, 4+ —0 —o0,= Re{5} <0.

Logo, de acordo com a transformagao (3.38), se s pertence a regiao especificada na

Fig. 14, entao 5 possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polinomio

em 5, d(s, k) = d(—5 — 0,, k) tiverem parte real negativa, entdo todas as raizes de d(s, k)

pertencem a regiao especificada na Fig. 14.

A terceira regiao especificada, na Fig. 15, é definida por:
b

w > —g,
a

com a > 0.

Considere a transformagcao:
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IFigura 15: Regido especificada no plano complexo s,

Assim,

s=(0b+ja)o+jw)=(bo —aw) +j (bw + ac).

A regiao especificada na Fig. 15 é equivalente a:
] »
w > —0 = aw > bo < (bo — aw) = Re{5} < 0.
a
Logo, de acordo com a transformagao (3.39), se s pertence a regiao especificada na
IFig. 15, entao s possul parte real negativa. Portanto, se todas as rafzes do polindmio cm
5, d(s,k) = d(5/(b+ ja),k) tiverem parte real negativa, entdo todas as raizes de d(s, k)
pertencem a regiao especificada na Fig. 15.
Note que:
5 (b—ja)s
(b+ja) (a®+b?)

A quarta reeiao, especilicada na Fig. 16, é definida por:
1 S 1 8 .

w< ——0,
a

com a > 0.

Figura 16: Regido especificada no plano complexo s.
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Considere a transformagao:

S :
= — ou §= (b—ja)s.
b—ja

Assim,

s=(0b-ja)(o+jw)=(bo+ aw) + ] (lw — ac).
A regiao especificada na Fig. 16 é equivalente a:

i 2 _Eg —» aw < —bo <= (bo + aw) = Re{5} < 0.
a

Logo, de acordo com a transformagao (3.40), sc s pertence a regiao especificada na

Fig. 16, entao § possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polinémio em

5, d(s, k) =d(5/(b—ja),k) tiverem parte real negativa, entao todas as raizes de d(s, k)

pertencem a regiao especificada na Fig. 16.

A quinta regiao, especificada na Fig. 17, é definida por w < w,, com w, > 0.

bw

Figura 17: Regiao especificada no plano complexo s.
Counsidere a transformagao:
s=j(5+w,) ous=—js— w,.
Assim, § = (w — w,) — j 0. A regiao especificada na Fig. 17 é equivalente a:
w < W, <= w —w, = Re{5} <0.
Logo, de acordo com a transformagao (3.41), se s pertence a regiao especificada na
Fig. 17, entao 5 possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polinémio em

3, d(s,k) = d(j (5§ + w,), k) tiverem parte real negativa, entao todas as raizes de d(s, k)

pertencem o regiao especificada na Fig. 17.
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IFigura 18: Regido especificada no plano complexo s.

Considere a transformacao:

s=j(-5—w,) ou §=js— w,.

Assim, § = (—w — w,) + jo. A regiao especificada na Fig. 18 é equivalente a:

W > —W, &= —w —w, = Re{5} < 0.

Logo, de acordo com a transformacao (3.42), se s pertence a regiao especificada na
Fig. 18, entao 5 possui parte real negativa. Portanto, se todas as raizes do polinémio 3,
d(s,k) = d(j (-5 — w,), k) tiverem parte real negativa, entdo todas as raizes de d(s, k)
pertencem a regiao especificada na Fig. 18.

A sétima regiao, especificada na Fig. 19, corresponde a interseccao das regioes especi-

ficadas nas Figs. 15 e 16.

Figura 19: Regido especificada no plano complexo s.

Para que todas as raizes do polindmio d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig.

19, é necessario que o polinémio atenda as especificagoes das regioes especificadas nas

15 ¢ 16. Scjam dy(5,k) o polinémio obtido através da transformagio (3.39) e

Lo trans fonmagio (3.40). Entdo, a condigio n

Figs.
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e suficiente para que todas as raizes de d(s, k) estejam na regido especificada na Fig. 19
é que todas as raizes de dy(5, k) = dy(5, k)da(5, k) possuam parte real negativa. Note que

as raizes de d,(5, k) correspondem as raizes de d(3, k) e de dy(5, k).

Observagao 30 Note que, de (3.39) e (3.40), 5 em (3.39) é complezo conjugado de 5 em

(3.40). Desta forma, d\(s,k) e da5, k) serdao complezos conjugados, e entio dy(5,k) =

dy (5, k)do(5, k) serd wm polindmio com coeficientes reais, o que permite a aplicagdo do

critério de Routh.

A oitava regiao, especificada na Fig. 20, corresponde a intersecgao das regioes especi-

ficadas nas Figs. 17 e 18.

Figura 20: Regido especificada no plano complexo s.

Para que todas as raizes do polinomio d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig.
20, é necessario que o polinomio atenda as especificagoes das regioes especificadas nas
Figs. 17 e 18. Secjam d,(5,k) o polindmio obtido através da transformacgao (3.41) ¢
d(5, k) o polindmio obtido através da transformagao (3.42). Entao, a condigao necesséria
¢ suficiente para que todas as raizes de d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig. 20

é que todas as raizes de d,(5, k) = d,(5, k)da(3, k) possuam parte real negativa.

De forma andloga aos comentdrios da Observagao 30, note, na Fig. 20, que d,(5, k)
¢ um polinomio com todos os coeficientes reais, o que permite a aplicagao do critério de

Routh.

A nona regiao especificada na Fig. 21, corresponde a intersecgao das regioes especifi-
cadas nas Figs. 13, 15 ¢ 16.

Para que todas as raizes do polindmio d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig.

21, é necessario que o polindomio atenda as especificagoes das regioes especificadas nas
Figs. 13, 15 e 16. Sejam d,(5, k) o polindmio obtido através da transformacao (3.37),
ds(5. k) o polinémio obtido através da transformacio (3.39) e d3(35, k) o polindmio obtido
10). Entio, a condiciio 1% !

il R LY 1) DR ¢ | saladis ad FERPH ' i i




Figura 21: Regido especificada no plano complexo s.

as rafzes de d(s, k) estejam na regiao especificada na Fig. 21 ¢é que todas as rafzes de

dy(5, k) e de d,(5, k) = dy(5, k)ds(5, k) possuam parte real negativa.

Observagao 31 A regiao da Fig. 21 é muito utilizada em projetos com controle cldssico,
pois especifica, para sistemas de sequnda ordem subamortecidos sem zeros, as condigdes
PO < PO, e Ty < Ty, sendo PO, e Ty, valores desejados e PO, Ts a porcentagem
de overshoot e o tempo de estabelecimento, respectivamente, para uma entrada do tipo

degrau [{8].

3.9.2 Analise da Estabilidade de Sistemas Incertos © = (A, +
aAA)x

Em [67], os autores usam uma tabela de Routh sem fragao (em inglés, fraction-free

Routh’s array), para testar a cstabilidade de um segmento de polinémios (1 — A)pg(s) +
Api1(s), sendo que 0 < A < 1. Nesta subsegao, propoe-se o uso do Critério de Estabilidade
de Routh para determinar a faixa completa de valores de A para os quais o sistema é

estavel.

Considere o sistema incerto definido por (3.43):
I(t) = Az(t) = (Ao + aAA)z(t), (3.43)

sendo Ag € R™" e AA € R™ " matrizes conhecidas e @« € R um parametro desconhecido.

O sistema (3.43) é estavel se e somente se todos os autovalores da matriz caracteristica

A = Ay + aAA tiverem parte real negativa. Os autovalores de A sdo as raizes de:

r(s,a) = det(s] — A) = det(s] — Ag — aAA).

O polinomio caracteristico pode ser determinado através do Lema 10, com M (5) =
bl \ /

S ¢ N7 - . T . g
L] 1 UMy o Ugdid g, | 3 3 (x, VI ! R g oL
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A faixa de valores de a para a qual o sistema (3.43) é estavel pode ser determinada

pelo método proposto neste capitulo, baseado no Critério de Estabilidade de Routh.

3.9.3 Analise da Estabilidade de Sistemas com Realimentagao
Negativa com uma Planta {A, B, C} e uma Matriz de Re-
alimentagao K = kI

O método proposto na Secao 3.2 também pode ser utilizado para sistemas com reali-

mentacgao negativa com uma planta {A, B,C} e uma matriz de realimentacao K = kI.

Considere a planta definida por (3.44):

z(t) = Az(t) + Bu(t),
y(t) = Ca(t),

sendo A € R™™", B € R™™, C € R™*" ¢ a lei de controle u(t) dada por:
u(t) = —Ky(t), (3.45)

com K = kI. Entao, o sistema realimentado {A — BKC, B,C} é definido por (3.46):

#(t) = (A — BKC)a(t) = (A — kBC)(t). (3.46)

O sistema (3.46) é estavel se e somente se todos os autovalores da matriz caracteristica
(A — kBC) tiverem parte real negativa. Os autovalores de (A — kBC') sao os valores de

s € C tais que:

r(s, k) = det(sI — (A — kBC)) = det(s] — A + kBC).

O polinémio caracteristico pode ser determinado através do Lema 10, com M(4) =

51M1+(§2M2+(53M3, 51 =8, 52=—1, (53=k, M, “——I, My =Ae My = BC.

A faixa de valores de k para a qual o sistema (3.46) é estdvel pode ser determinada

pelo método proposto neste capitulo, baseado no Critério de Estabilidade de Routh.
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3.9.4 Estabilidade de Sistemas Discretos

Considere um sistema discreto [43], controldvel e observavel, cuja fungao de trans-

feréncia G(z) é dada por:
nd(z)

G = T

(3.47)

na(2) = Ngn2" + Ngm-1)2""" + . .. + Ra12 + nao, (3.48)
di(z) = dan2"™ + dapn-12""" + ... + darz + dao (3.49)

e dgn # 0.
O sistema discreto G(z) é assintoticamente estdvel se e somente se todas as raizes do
seu polinémio caracteristico d4(z) se encontram dentro da circunferéncia unitéria |z| = 1

no plano z.

O Critério de Estabilidade de Routh nao pode ser aplicado diretamente a sistemas
discretos, pois sua forma original é restrita ao eixo imaginario do plano s como limite de
estabilidade. Entretanto, com uma transformacdo que projeta a circunferéncia unitéria
no plano z sobre o eixo imagindrio de outro plano complexo, o Critério de Estabilidade

de Routh pode ser aplicado para sistemas discretos [43].

A relagao de transformagao z = eT* ou s = (In(2))/T, sendo T o periodo de amostragem
do sistema, nao pode ser utilizada, pois transforma uma equagao algébrica em z em uma
equagao nao-algébrica em s, e o critério de Routh nao pode ser aplicado.

Em [43], é dada outra transformagao que evita este problema:

z—1

z41’

Entao, substituindo (3.50) em (3.49), segue que:

14+ 1+v\" 1 49"t 1+
dd( )=ddn( ) +dd(n_1)( ) +---+ddl( U) + dao
1—w 1—v l1—-wv 1—w

i, (1 +'u) = (1= )" [dan(1 + V)" + dagn-ny(1 + V)" (1 = v) + ... +

1—-v

dar(1+0)(1 = 0)"" +dao(l—v)"] = (1 =v) "),  (3.51)

n
L TR / i sy Y ]
¥ 1'3”_.1] 1 E) (1 U\j' .

4
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Se d4(—1) # 0, isto é, 2 = —1 nao é uma raiz de dy(2), o Critério de Estabilidade de
Rouih pode ser aplicado em g(v) para deteminar se o sistema G(z) é estavel: se todas as
raizes de q(v) possuem parte real negativa, entdo todas as raizes de dq(2) localizam-se den-

tro da circunferéncia unitdria |z| = 1 no plano z e entéo o sistema G(z) é assintoticamente

estavel.

Observagao 32 Desenvolvendo-se a expressao (3.52), tem-se:

Z dai(1 +v)'(1 —v)** Z dgi (i (;) 1 ,Uj) ("Z_f (n k- i) 1 (—v)*’) ,
i=0

j=0 k=0

- (50)7) B ).

() - 7e

n! o fatorial de um nimero n, dado porn x (n—1) x(n—2) x...x2x1, e0! =1.

Assim, coeficiente de v em (3.52) é dado por:

Edda(‘) (n j (_1)n—£=;ddi( de, =1)

i=0

Z dai(— —1)*d4(—1).

Entao, se z = —1 ¢é uma raiz de dq(z), entdo o grau de q(v) é menor que o grau de

dd(z).

Observagao 33 O critério de Routh vai especificar as regioes nas quais o ganho k garante
que |z| < 1, impondo que Re(v) < 0. Entao, note que a condigdo z = —1, que comprome-
teria a transformagao (8.50), nao ocorrerd no procedimento proposto para o projeto de

k.

3.10 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, foi apresentado um método baseado no Critério de Estabilidade de
Routh para determinar a faixa de valores de k£ € R tal que um sistema com uma planta

SISO ¢ um ganho de realimentagao & ou uma planta MIMO, con n entradas ¢ m saidas,
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e uma matriz de realimentacao kI seja estavel. O método é facil de compreender, sua

aplicagao é simples e as condigdes sdo necessdrias e suficientes.

O método pode ser aplicado para a andlise de qualquer polinémio cujos coeficientes sao

polinémios em k. Esta versatilidade permite uma série de aplicagoes, tais como: (i) tornar

de fase minima um sistema cuja planta possui uma entrada e duas saidas; (ii) especificar
uma taxa de decaimento; (iii) determinar um limite maximo para a parte real dos zeros
de transmissao de um sistema; (iv) posicionar os pélos de um sistema em determinadas
regides do plano complexo; (v) determinar o dominio de estabilidade de sistemas incertos

que dependem de um parametro e (vi) analisar a estabilidade de sistemas discretos.

A utilizagao do Critério de Estabilidade de Routh para a obtengao de sistemas de fase
minima é muito 1til, visto que uma condigao necessaria para a existéncia de uma matriz
K, que torna ERP um sistema {A — BK,C, B, FC} é que o sistema {A, B, FC} seja
de fase minima, isto é, que todos os zeros de transmissao de {A, B, FC'} possuam parte
real negativa. Para plantas com uma entrada e duas saidas, o método fornece a condigao
necesséria e suficiente para que uma matriz F € R'*? torne o sistema {A, B, FC} de
fase minima. Apés a obtengao de F tal que {A, B, FC'} seja de fase minima e apresente
o mesmo numero de entradas e saidas, é ficil a obtencao de F, e K, tais que {A —

BK,C, B, F,C} seja ERP.

O método também é 1til para determinar a regiao de estabilidade de controladores I,
D, PI, PD, ID e PID. Para os controladores I e D, é determinada a faixa de valores dos
ganhos integral e derivativo, respectivamente, de modo que os controladores estabilizem
o sistema. Para os controladores PI, PD e ID, que possuem dois ganhos, um dos ganhos
é fixado e a faixa de estabilidade do outro ganho é determinada. Atribuindo-se um
conjunto de valores para um dos ganhos (definido por um valor inicial, valor final e valor
de incremento), obtém-se um esbogo da regiao de estabilidade para estes controladores.
Para controladores PID, os ganhos integral e derivativo sdo fixados e é determinada a
faixa de valores do ganho proporcional. Atribuindo-se conjuntos de valores para os ganhos

integral e derivativo, obtém-se um esbogo da regiao de estabilidade para os controladores

PID.

O Teorema de Kharitonov é uma ferramenta 1til para determinar se todas as raizes
de um polinémio incerto, cujos coeficientes, que sao constantes, pertencem a intervalos
dados, possuem parte real negativa para todos os valores possiveis dos coeficientes. Com
base no Teorema de Kharitonov e no Critério de Estabilidade de Routh, foi proposto um

método para determinar a faixa de estabilidade de um sistema com uma planta SISO
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incerta e um ganho de realimentagdo k. Este método também é 1til para determinar a

faixa de valores de fi tal que um sistema incerto FN(s), com F € R™? seja de fase

minima e, conseqlientemente, para a determinacao de matrizes F, e K, de modo que

{A - BK,C, B, F,C} seja ERP.

O préximo capitulo apresenta a teoria sobre controle com estrutura varidvel e modos

deslizantes.
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4 Controle com Estrutura
Variavel e Modos Deslizantes

4.1 Modos Deslizantes

A caracteristica principal de um sistema de CEV estd na realimentagao nao-linear
que possui descontinuidades sobre uma ou mais superficies no espago de estados. Assim,
a estrutura do sistema de realimentacao é alterada, ou chaveada, conforme os estados
atravessam cada superficie descontinua. Em conseqiiéncia deste fato, o sistema de malha
fechada é descrito como sendo um sistema de Controle com Estrutura Variavel, conside-
rado como a combinagao de subsistemas, cada qual com uma estrutura fixa e que opera

em uma regiao especifica do espago de estados.

O CEV é caracterizado pela existéncia do modo deslizante. Isto ocorre quando o
estado do sistema cruza imediatamente e repetidamente a superficie de chaveamento, pois
todos os movimentos nas vizinhangas da superficie estao direcionados a esta superficie.
Dependendo da forma da lei de controle selecionada, o movimento deslizante pode ocorrer
em superficies de chaveamento individuais no espago de estados, sobre um conjunto de

superficies, ou em todas as superficies de chaveamento juntas [5].

A existéncia de um modo deslizante requer a estabilidade da trajetdria de estado para
a superficie de deslizamento, no minimo em uma vizinhanga de {z(t) | s(z(t)) = 0}, ou
seja, deve aproximar-se da superficie no minimo assintoticamente. A vizinhanga méxima
é chamada regiao de atracao. Geometricamente, o vetor tangente ou a derivada no tempo
do vetor de estado deve apontar para a superficie de deslizamento na regiao de atragao.
Isto assemelha-se a um problema de estabilidade generalizado, e o segundo método de
Lyapunov fornece uma ferramenta natural para a analise. Especificamente, a estabilidade
para a superficie de chaveamento requer a selegao de uma fungao de Lyapunov generalizada
V(z,t), que é definida positiva e tem uma derivada no tempo negativa, na regiao de

atragao [68].
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Um procedimento de projeto para o seguinte sistema [3]:

(t) = f(x,t,u) z(t) € R", u(z,t) € R™, (4.1)

s(z(t)) >0 (42)
s(z(t) <0’ h

consiste em duas etapas. A primeira ¢ a determinacao das superficies s(x(f)) = 0 no
espago de estados, em que o controle é descontinuo e segunda é a selegao das fungoes de
controle continuas u*(z, ) e u(z,t). Devido a descontinuidade, a derivada dos vetores
de estado pode estar direcionada para umma das superficies e um modo deslizante pode
ocorrer sobre ela (arcos ab e cb, na Fig. 22 [21]). Isto pode acontecer também sobre a
interseccao (arcos bd). A Fig. 23 [21] ilustra o modo deslizante na intersecgao, mostrando

ui caso emn que ele nao ocorre separadamente em cada superficie.

Figura 23: Ocorréncia de modo deslizante apenas na intersecgio das superficies.

Modos deslizantes sao muito importantes por dois motivos.  Primeiro, no modo

L fungio descontinua, por cxemplo win relé, chaveln

izante, o elemento que implenient
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em alta freqiiéncia. A sua entrada estd em zero, enquanto que a sua saida, ou mais pre-
cisamente o seu valor médio, pode assumir um valor nao nulo. Conseqiientemente, o
elemento implementa um alto ganho (teoricamente infinito), que é o meio convencional
para se atenuar a influéncia dos distirbios e incertezas do sistema. Diferentemente dos
sistemas com derivadas continuas, o efeito de invariancia é atingido pelo uso de agoes de
controle finito. Segundo, a ordem da equagao do movimento é reduzida, pois as trajetdrias
do modo deslizante pertencem a alguma superficie de dimensao inferior a do sistema, ou
seja, o movimento dinamico do sistema ¢ restringido e permanece dentro de um certo
subespago do espago de estados. Assim, comporta-se como um sistema relaxado, de or-
dem inferior, chamado sistema equivalente. O movimento deste sistema equivalente é
diferente dos subsistemas constituintes. Isto permite a simplificagao e a decomposigao do
procedimento de projeto da lei de controle u(x,t). Assim, o conceito bdsico do projeto
da maioria dos sistemas com CEV se baseia em modos deslizantes, ja que sdo o principal

sodo operacional deste tipo de sistema.

Por exemplo, admita o sistema apresentado em [4], descrito por:

T = Ty,

.’tz = —Q9T9 — Q1T + U,
sendo a; e as constantes. Considere a lei de controle

u = —yYz,, (4.4)

e assuma que existem duas estruturas lineares para este sistema, associadas aos valores

—a e a («a constante) do coeficiente ¥, como descrito em (4.5). Assuma também, a;

negativo em (4.3) e que « seja selecionado de maneira que o sistema (4.3) e (4.4) tenha

polos complexos para 1 = « e pélos reais para ¥ = —a. Para ambos os casos, o sistema
¢ instdvel, e representado pelos planos de fase da Fig. 24 [21], com um foco instdvel e um

ponto de sela, respectivamente, pois para a matriz caracteristica A do sistema (4.3)

0 1
(—01 - 1‘9) —az

A=

a equagdo caracteristica dada por det(sI — A) = s% + ags + (a; + ¥) = 0 leva as raizes:

—as + \}a% —_ 4(&1 + LJ_

5= —_—

2

tatfo, os pdlos do sistema Jde malha fechada seuipie to1io parte real positiva, poi:
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a; < 0. Pela equagio acima, note que as raizes para ¢ = a > (a3 —4a;)/d ey = —a <

(a3 — 4ay)/4 serao, respectivamente, complexas conjugadas e reais.

Figura 24: Subsistemas lineares instdveis: (a)y = —a ¢ (b)) = a.

Verifica-se, agora, que a estabilidade assintdtica pode ser alcangada pela mudanga das
estruturas nas superficies z;, = 0 e s = cz) + z2 = 0, (c constante). O coeficiente ¢ é
selecionado de maneira que a superficie s = 0 esteja entre o eixo z; e a assintota das
trajetdrias hiperbdlicas associadas com a estrutura ¥ = —a. A Fig. 25 [21] representa o
plano de lase do sistema (4.3), para a lei de controle

a se ;8>0
Y = , (4.5)

—a se r15<0
que mostra que a trajetéria de estado alcanga a superficie de chaveamento s = 0 para
toda condicdo inicial. Nas vizinhancas da superficie de chaveamento, as trajetérias de

ambas as estruturas estao direcionadas a ela, ocorrendo assim, um modo deslizante.

l‘”igum 25: Estabilidade assintética através de EVMD, no plano (z,z2) = (z, ).

s ncertezas de umn sistema aparecem como resultado da imperfeigao do modelo
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grads [uf* + f~ —puf7] =0,
pgrad s f*+grads f~ — pgrad s f~ =0,
plgrad s f+ —grads f~] +grads f~ =0,

plgrad s f* —grads f7) = —grad s f~,

S o rad s [~
H= grads[f+=17]

i grad s f~
" grads(f* - [’
grad s ft —grads f~ +grad s f~
grad s(f+ — f~]
grad s f*
grad s[ft — f]

Logo, de (4.6)

(t) pfr+ Q1 —-pf,
—grads f~ ., grad s f*
grad s[f* — f-] grad s[f* — f~]
" grad s f*
f _grads[f"-—f’f]

o
grad s f~

grad s[f~ — f*] 4

Assim, a equagao (4.7) descreve o movimento em modo deslizante.

Portanto, em sistemas com uma tnica superficie descontinua, o método de Filippov

leva aos seguintes resultados:

(a) O minimo convexo de todos os vetores f(z,t,u), na vizinhanga de algum ponto
(z,t,u), na superficie descontinua (Fig. 26 [21]), é uma linha reta que liga o fim dos

vetores f* e f~;

(b) Desde que f°(z,t,u) é um modo deslizante em um plano tangencial a superficie

descontinua, o fim deste vetor pode ser considerado como um ponto de intersecgao

deste plano com a linha reta que liga o fim dos vetores f* e f~.

O método de Filippov é adequado no tratamento de funcoes de controle descritas
por (4.1) e (4.2), desde que as relagoes dadas por (4.2) nao levem a definigoes ambiguas
do vetor f(r.f.u). fora da superficie descontinna e permita que um mininmo convexo seja

constituido para qualquer ponto em tal superficie. Logo, conclui-se que o modo deslizante,
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Plano tangente

I

Figura 26: Método de Filippov.

et sistemas reals, nao ocorre sobre as superficies descontinuas, mas dentro de uma camada
limite, em que os componentes do controle possuem valores entre u(z,t) = u*(z,t) e
D =atEd)

Nos sistemas atuals, todos os dispositivos responsiveis por mudancgas descontinuas
da fungao de controle sempre possuemn imperfeigoes, tais como atrasos, histerese, cte.
Na situacao descrita, as imperfeigoes fazem com que o chaveamento da acao de controle
ocorra a uma frequcncia finita ¢ a trajetoria de estado oscile cm uma certa vizinhanga da

superficie de chaveamento.

Para eliminar a ambigiiidade do comportamento do sistema sobre o limite descontinuo,
algumas nao-idealidades que sempre estao presentes devem ser consideradas, resultando
cm modos deslizantes reais. As cquagoes para o deslizamento real sio obtidas quando
as nao-idealidades tendem a zero. Discute-se a seguir, dois casos de nao-idealidades,
mostrando-se que quando introduzidas no sistema descrito por (4.1) ¢ (4.2), clas levam

aos mesmos resultados descritos pela equagao (4.7) [4].

Histerese: Considere que o elemento que executa o chaveamento possua uma his-

terese. Entao, a fungao u(z,t), descrita em (4.2) serd da forma

Tz, t) se  s(z(t A
il b)) = Wil &= 260) > (A = constanle),

u”(z,t) se s(z(t)) <-A

e na regiao |s(z(t))| < A, a fungao u(z,t) mantém o valor que possuia, quando |s(z(t))]

era igual a A.

Em um sistema ideal (com A = 0), a condigao para o modo deslizante

lim s(z2(t)) <0 e li s(z(t)) > 0,
s(z(t))—0+ ( ( )} .~:',::r\'f.}l¥l(]_ S(I( ))
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ainda ¢ viélida, implicando que nas vizinhangas da superficie descontinua s(z(t)) = 0, as
trajetorias de estado estiao dirccionadas a ela. A histerese fara com que as trajetérias de
estado nao se movam exatamente sobre a superficie, mas que oscilem sobre uma vizinhanga
de largura 2A (Fig. 27 [21]). Para determinar a velocidade média associada com o
movimento, deve-se primeiro encontrar o deslocamento na trajetoria Az(¢) sobre dois

intervalos vizinhos (em um deles u(x,t) ¢ igual a «~ (2, 1) ¢ no outro ignal a u*(x,1)).

grad s
s(z) >0
s(z) <0

Figura 27: Modo deslizante em sistema com histerese.

Logo,
Az(t) = AL + fTAL,,

sendo que Aty e Aty sao os tempos de duragao dos intervalos definidos como

2A 2A

At Aty = —————.
L ¢ ? grad s f+

- grad s f~

Assim,
28 f~ 2AfF
grads f= grads f*
2Agrad s fTf~ —20grads f~f*
[grad s f~][grad s f*] '

Determina-se, entao, a velocidade média

Az(t)
Aly + Als

208grad s ft f~—2Agrads f~ f*
lgrad s f~|[grad s f*]
20grad s ft—2Agrad s f-
lorad s fTlorad s +]

grad s f*f~ —grads f~f*
grad s f* —grads [~

Oz, t,u)

grad s f* - grads [T 1=
grad s [f+ — f] grad s[f* — [~]
grads f~ grad s [*

grad s{f— — f*]’ grad s |f
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Comparando as equagoes (4.7) e (4.8), verifica-se que o vetor velocidade acima encon-

trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

Atraso: Considere que o controle possua descontinuidades nao no instante em que
o sinal de s(z(1)) muda, mas apés wn atraso 7, desta mudanga de sinal. Em tal sistema,
as trajetorias de estado, que se movem da regiao s(xz(f)) < 0, alcangam a superficie
descontinua s(x(t)) = 0 (ponto 1 na Fig. 28 [21]) ¢ continuam se movendo durante um
intervalo de tempo 7, através da trajetoria associada ao controle u(x, t), igual a u™(z,t)
(ou (., t,u) = [7). No tempo 7 (pouto 2 na Fig. 28), o controle chaveia de w™(x, ()
para ut(a,t) e, durante At,, as trajetérias de estado se movem a uma taxa de f*, para a
superficie descontinua s(x(1)) = 0 (ponto 3 na Fig. 28). O chaveamento de u* (2, 1) para
u~(x,t) ocorre apés um periodo 7 (ponto 4 na Fig. 28). Desta maneira, um movimento
com a velocidade de estado [~ se inicia e ap6s wm periodo Aly, resulta no encontro com a
superficie descontinua (ponto 5 na Fig. 28). Para determinar a velocidade média, leva-se

em consideracao o deslocamento Az(i) (vetor 1-5 na Fig. 28) ¢ os intervalos Al ¢ Aly:
Az(t) = fT7+ fTAL+ fT7+ [T AL,
sendo:

Aty [grad s f*])+ Tgrad s(z(t))f~] = 0,
Al = —2dslop o

grads f+
Atylgrad s f7] + T[grad s f*] =0,
Atg _ _grads £

grads f~ °°

grad s

2
7 IAA
s(5) =0 1/ Az ,5
3
f*"x/“mg
4

Figura 28: Modo deslizante em sistema com atraso.

Os valores resultantes determinam a velocidade média

Az(t)
o7 + DL+ AL
grad s f~ grad s f+

e e e ] — —
grad s [f~ — [*]" grad s [f~— [*]°

1O, t, )
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Comparando as equagdes (4.7) e (4.9), verifica-se que o vetor velocidade acima encon-

trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

Deve-se notar que, em ambos os casos, os resultados equivalentes ao descrito pelo
método de Filippov foram obtidos sem o processo de limite que assume que a largura do
ciclo de histerese de 2A, no primeiro caso e, o tempo de atraso 7, no segundo caso, tendam
a zero. Contudo, o limite estd implicitamente contido no fato de que os vetores f*, f~
e grad s sao constantes, porque estas condigoes somente sao vélidas no caso extremo em

que as deflexoes do ponto em consideragao tendem a zero.

4.2 Controle com Estrutura Varidavel e Observagao
de Sistemas Nao-Lineares

Recentemente, vérias publicagoes tém sido dedicadas ao tépico de controle de sistemas
nao-lineares e/ou incertos. Uma aproximacio para o problema de controle de sistemas
nao-lineares ¢ a linearizagao do sistema sobre uma trajetéria nominal e entdo, a aplicacao
da bem conhecida teoria de controle linear. Uma desvantagem deste método é que as leis
de controle linear sao vélidas somente quando as trajetérias estiverem em uma vizinhanca

das trajetdrias nominais.

Outra aproximagao seria encontrar uma transformagao nao-linear que converta o sis-
tema para a forma canodnica controldvel, ou outra forma linear equivalente, em que o
projeto do controlador seja facilitado. A desvantagem deste método é que a construgao

de uma transformagao apropriada nao é, geralmente, trivial.

Um dos métodos mais atrativos, que pode ser aplicado em muitos sistemas nao-
lineares, resultando em controladores que sdo robustos para erros de modelagem e distiir-

bios desconhecidos no sistema, é o Controle com Estrutura Varidvel.

CEV ¢ o controle de sistemas dinamicos com realimentaciao de estados descontinua.
O conceito desta teoria se baseia na mudanga da estrutura do controlador, em resposta
as mudangas dos estados do sistema, para que se obtenha a resposta desejada. Isto é
realizado através do uso de uma lei de controle de chaveamento de alta velocidade, que
forga a trajetéria do sistema a se manter em uma determinada superficie por todo o tempo

subseqiiente. O sistema ¢ insensivel & variagao de certos parametros e distirbios, enquanto

as trajetdrias estiverem sobre a superficie. Se o vetor de estado ndo estiver acessivel,

entao a implementagao de um observador adequado é uma solugao para a obtencio de

um controlador.
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A questao da observagao de sistemas nao-lineares também tem recebido grande atengao

na literatura. Aqui, também, uma aproximagao para o problema ¢ a linearizagio da
equagao do erro do observador sobre os pontos constantes de operagao do sistema. Assim,
além do fato de o projeto do observador ser valido apenas nas vizinhangas destes pontos
operacionais constantes, o projeto nao ¢é feito independentemente da estratégia de con-
trole. Isto sugere que tal observador nao funcionaria bem quando combinado com uma

lei de controle nao constante.

QOutro método para a observacio dos estados de sistemas nao-lineares, seria encontrar
uma transformagao que leve o sistema existente para a forma canonica observavel, de
modo que o projeto de um observador seja simplificado. Como antes mencionado, na
estratégia de controle similar, encontrar uma transformacao apropriada é, em geral, dificil
se nao impossivel. Um problema comum em tais aproximagcoes € que as nao-linearidades

da planta devem ser incorporadas, direta ou indiretamente, na dinamica do observador.

A sintese combinada do controlador/observador envolve trés passos. O primeiro ¢ o
projeto do controlador, assumindo a disponibilidade do vetor de estado. O segundo passo
é o projeto do observador de estado. O observador deverd utilizar apenas a entrada e
a saida da planta. O dltimo passo é a combinagao dos dois primeiros passos em uma

estratégia de controle que utilize os valores estimados do vetor de estado ao invés dos
reais.
A seguir é apresentada uma metodologia de projeto de controladores e observadores

de estado com estrutura variavel e modos deslizantes, para sistemas nao-lineares, descrita

em [70].

4.2.1 Descricao do sistema e definigoes basicas

Considere o sistema dinamico modelado pelas seguintes equagoes:

T =[A+ AA(t, z)|z + f(t,z) + Blu + w(t, z)],
y = Cu,

(4.10)

sendo x € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R” a saida do sistema
(p > m), A € R"™™" a matriz caracteristica do sistema, AA(t, x) representando a incerteza
na matriz caracteristica do sistema, B € R"*™ a matriz de entrada do sistema, C' € RP*"
a matriz de saida do sistema, f(¢,x) representando as nao-linearidades da planta e w(t, z)

representando as nao-linearidades ou distiirbios na entrada do sistema.
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Para propésitos de existéncia, assume-se que AA(t, z), f(t,z) e w(t,z) sdo continuos
e que as matrizes B e C tém posto completo. Além disso, considera-se que as seguintes

condigoes sao validas:

Al Existem fungoes h(.) : R x R" X R™ — R™ e d(.) : R x R" — R™, de maneira
que f(t,z) = Bh(t,z), AA(t,x)x = Bd(t,z). Estas hipéteses recebem o nome de

incertezas, nao-linearidades e distirbios casados.

Entao, define-se:

v (t, z)
#fd )= : = h(t,z) + d(t, )z + w(t, z); (4.11)

el 1)

A2 Existem funcoes continuas, positivas, limitadas por valores reais, 7:(.) e p(.), de

maneira que:
lui(t, z)| < m:i(t,z), i =1,...,mel|v(t,z)|| < p(2).

A3 O par (A, B) é completamente controldvel e o par (A,C) é completamente ob-
servavel.
Portanto, o sistema descrito em (4.10) pode ser simplificado para a seguinte forma:

¢ = Az + Blu + v(t, z)],

p (4.12)
y = Cq,

sendo que v = v(t, z) representa o conjunto de incertezas e/ou nao-linearidades.

4.2.2 Projeto do Controlador

O projeto de um CEV se baseia na escolha das superficies de chaveamento, na especi-
ficagao das fungdes de controle descontinuas e na determinagao da légica de chaveamento
associada as superficies descontinuas. As superficies de chaveamento sao, normalmente,
hiperplanos fixos no espago de estados, passando através da origem, cuja intersecgao
forma o subespago deslizante. O objetivo do projeto é levar o estado do sistema, de uma
condigao inicial arbitriria, para a intersec¢ao das superficies de chaveamento. Assim que
o estado comeca a deslizar, a agdao de controle é necessdria apenas para manter o estado

1ost e snporticies on e
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O sistema equivalente, que corresponde ao comportamento no deslizamento, deve ser
assintoticamente estiavel, para que haja garantia de que o estado alcance a origem dentro
do modo deslizante. O modo deslizante estdvel é assegurado através da escolha adequada
das superficies de chaveamento. Isto forma o primeiro estagio do projeto de win CEV.
A questao da determinacao do conjunto de hiperplanos que dara um comportamento

adequado ao modo deslizante ¢é descrito como sendo a questao da existéncia.

Uma vez resolvida a questao da existéncia, o segundo estdgio no procedimento de
projeto envolve a selegiao de um controle, de maneira a assegurar que o modo deslizante
seja atingido. Por esta razao, a questao da determinagao de uma estrutura de controle
e dos ganhos associados, que irao garantir a existéncia do modo deslizante, ¢ chamada
questao de alcancabilidade. A solucao da questao de alcangabilidade é dependente das

superficies de chaveamento, ja que as fungoes de controle sao descontinuas sobre elas e,

portanto, nao podem ser alcangadas sem que a questao da existéncia tenha sido resolvida.

O transiente de um sistema com estrutura varidvel consiste, portanto, em dois estagios
independentes: num movimento, preferencialmente rapido, que traga o estado do sistema
para a superficie em que o modo deslizante ocorra e num movimento deslizante mais lento,
durante a qual o estado deslize para a origem do espago de estados, enquanto permanece
no subespago deslizante. Este comportamento de dois estdgios pode ajudar a resolver o
conflito entre as exigéncias opostas de exatidao estdtica e dinamica que sao encontradas
no projeto de sistemas de controle lineares, porque o sistema de CEV pode ser projetado
para dar uma resposta rapida sem perda de estabilidade, regulagao de estado assintética,
insensibilidade a uma classe de variacoes de parametros e invariancia a certos distirbios

externos [5].

Em um modo deslizante, para o caso da superficie de chaveamento linear s(z(t)) =
Sz(t) = 0, S € R™" e posto (S) = m, o sistema equivalente de ordem n — m deve
satisfazer a dinamica estabelecida previamente no deslizamento, considerando-se as m
equagoes algébricas s(z(t)) = 0. O uso de ambas as limitagoes reduz a ordem do sistema
para um modelo de ordem (n — m). Especificamente, deve-se supor que o sistema nao-
linear é restrito a superficie de chaveamento. Entéao, é possivel resolver para m varidveis
de estado, em termos das (n —mn) variaveis de estado restantes, se o posto(S) = m. Para
obter a solugao, deve-se resolver o sistema para m variaveis de estado, em termos das
(n —m) restantes. Substitui-se, entdo, estas relagoes nas (n —m) equagdes restantes e as
equagoes correspondentes as m varidveis de estado. O sistema de ordem (n—m) resultante

descreve completamente o sistema cquivalente, dada nma condigio inicial, satisfazendo i
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condigao Sz(t) = 0 [68].

Como no modo deslizante, S@ = 0, obtem-se

St = S[Az + B(u +v)] = SAx 4+ SB(u +v) = 0 = u,, = —(SB)"'SAzr — v.

Assim, o sistema equivalente, de ordem reduzida, é descrito por

= [l — B(SB)™'S] Az,
Sz = 0.

E facil de se verificar que B(SB)~! possui posto m e (I — B(SB)~'S] posto (n —
m). Portanto, a matriz A,, = [[ — B(SB)~'S]A, no sistema equivalente, pode ter no
mdximo (n — m) autovalores nao nulos. Nosso objetivo é escolher S, de modo que os
autovalores nao nulos de Aeq sejam valores com parte real negativa e os autovetores
correspondentes {wy,...,Wn_m} sejam escolhidos de maneira que permanegam sobre a
superficie de chaveamento. Assim, W = [w;...w,_,,], W € R™("~™)  Sabe-se que a
completa controlabilidade do par (A, B) é equivalente & existéncia de um controlador
da forma u = — Kz, de maneira que os autovalores de (A — BK) possam ser alocados

arbitrariamente.

Se considerarmos K = (SB)~'SA, temos que (A — BK) deve possuir (n —m) au-
tovalores com parte real negativa {A,..., A\,—nm} e (n — m) autovetores correspondentes

{wy,...,wn-m}. Isto equivale a (A — BK)W = W J, sendo J = diag[\y,. .., Anm].

Considere R(T") o range do operador T. Desde que SB seja nao-singular e SW = 0,
tem-se que R(B) N R(W) = {0}. Entao, deve-se escolher inversas B?, W9, de Be W,
respectivamente, de maneira que BYW = 0 e W9B = 0. Escolhe-se {wy,..., wn_m}
de maneira que W9B seja satisfeita. Obseve que R(B) N R(W) = {0} é verificado em
W9B = 0. Agora, pode-se determinar S. Se for escolhido BY = S, entao SB = [
e SW = 0. Assim, a superficie de chaveamento ¢ determinada de modo que {z €
R™ | s(z) = Sz = 0}. Suponhamos que |v;(t,z)| < ri(t,z), ¢ = 1,...,m, sendo que
v(t,z) = [vi1(t,),...,vn(t,z)]T é definido por (4.11) e ri(t,z) > 0.

Considera-se
—7r1(t, z)sign(sT Sbh,)

—rn(t, z)sign(sT Sb,,)

Ssima coluna Jdo matriz BLoo o sf g0
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quando @ > 0 e igual a —1, quando w < 0. Pode-se verificar que se
u=—(SB) 'SAz +u (4.13)

entdo, sTé < 0.
Portanto, com a lei de controle anteriormente descrita, consegue-se nm modo deslizante.
Realmente,
sTS
sTS[Az — B(SB)'SAz + Bu + Bu(t,z))
T > <
s' SBla+ v(t, x)]

Z sTSb,-[ﬁ,- + vi(t, z)]

=1

S T Sb[—r(t, x)sign sTSb; + vi(t, x))
i=1

Z(—r,-(t,x) + |ui(t, z)|) |3TSb‘-] <),
i=1

se sTSb; # 0.

Uma desvantagem da lei de controle descrita pela equagao (4.13) é que ela é des-
continua e isto pode ser uma dificuldade em implementagoes préticas causando, por e-
xemplo, fadiga mecédnica. Adicionalmente, quando as trajetdrias do sistema estiverem
sobre a superficie de chaveamento, ocorrera um rapido chaveamento dos termos de controle
#;, tendendo a excitar os modos de alta freqiiéncia da planta. Este problema pode ser

atenuado através da inser¢ao de uma camada limite sobre as superficies de chaveamento.

Considere o vetor € = [e],...,€m|T, sendo ¢; > 0, para i = 1,...,m. Substituindo @

na equagao (4.13) por (e), sendo i(e) = [Gi(€1),. .., Um(em)]T, obtém-se:

fs(es) —ri(t, x)sign(sTSb;) |s(z())Thi| > &
u;(€;) =
—ri(t,z)sT Sb; IS(-'E(t))Tbil < €

€4

O desempenho deste controlador continuo pode ser feito arbitrariamente préximo
do desempenho do controlador descontinuo correspondente, selecionando-se ¢; suficiente-

mente pequeno.
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4.2.3 Observagao dos estados

Considere o sistema modelado pela equagao (4.12), com o objetivo de construir um
observador de estado. Considere ¥ os estados estimados de a, obtidos pelo observador.

Entao, a equagao do observador, para o sistema linear (v(t, ) = 0), serd descrita por:

= AT+ Bu+G(y—19)
Az + Bu+ Gy — GCx
(A-GC)z + Gy + Bu.

O erro é descrito por e =  — z e a sua derivada em relagao ao tempo por

T—x

(A-GC)z + Gy + Bu— Az — Bu

Az - GCz +GCz — Az

Az —z) - GC(Z — )

(A-GC)(Z —z)

(A= GC)e. (4.15)

A observabilidade de (A, C') implica na existéncia de uma matriz G, de maneira que

(A — GC) tenha autovalores com parte real negativa arbitrariamente posicionados.

Considere, entao, uma candidata a fungao de Lyapunov na forma quadrdtica
V(e) = eT Pe,

em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada desta fungio em
relagdo ao tempo, ao longo de qualquer trajetéria, é descrita por
V(e) = é"Pe+elPé
= [(A=GC)e]"Pe + " P[(A — GC)¢]
(Ae — GCe)T Pe + e P(Ae — GCe)
(eT AT — e7CTGT) Pe + " P(Ae — GCe)

.
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= e"(ATP+ PA-CTGTP - PGC)e. (4.16)

Isto significa que, para qualquer matriz real simétrica definida positiva Q = QT > 0,
pode-se resolver

(A= GC)TP+ P(A-GC) =-Q.

Escolhendo-se @, de modo que, para algum F € R™? FC = BTP. Se tais Q e F
existirem, entdo a fungio T'(s) = FC[s] — A+ GC|™'B é ERP.
Define-se, entdo, a fungao

y2ECe POl £ ()

PiFce
BlEkl= { H!o(h“ FCe=0

sendo que p(t) obedece & condi¢ao A2. Assim, a equagao completa do observador é descrita

por
t=(A-GC)z — E(e,p) + Gy + Bu. (4.17)

Teorema 41 [70] A fungdo T é uma estimativa assintdtica do estado x, isto é

lime=lim(Z—-2)=0
t—co tl—oo

e o erro tende a zero erponencialmente.

Introduz-se, agora, uma versao modificada do observador. Este novo observador é

mais facil de ser implementado do que a estrutura descrita anteriormente.

Considere C = [&T,...,&T)T = FC, em que & € R™™. Pela suposicio A2, pode-se

ftrTm

encontrar p(t) = [p1, ..., pm)’, de maneira que

lvi(t, z)| < pi(t,u) =

Define-se a seguinte fungao

21 (f:‘, ﬁl (r: '{‘L))

E(e,p) =B
zm(e:ﬁm(f'! ”))

sendo

o { pilt, wsign(ie) e £ 0
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Considere o observador de estado nao-linear, descrito por
T =(A-GC)i — E(e, p) + Gy + Bu.
Entao, segue o seguinte:

Teorema 42 [70] A fungao T ¢ uma estimativa assintotica do estado x, isto é
lime=lim(Z—x) =0

t—oo t—oo

e o erro tende a zero exponencialmente.

Devido a lei de controle de sistemas com estrutura variavel, uma desvantagem do

observador, descrito por (4.18), é que o termo E(e, p) ¢ descontinuo. O observador é

particularmente vulnerdvel a excitagoes de modos de alta freqiiéncia, se o observador for

projetado de maneira que o tempo de resposta seja rapido. Pode-se implementar uma

camada limite para superar este problema.
Substitui-se, entdo, o termo E(e, p) por E(e, p), sendo
z€l(e)
E (6, .-5) =B
Ze, (€)

(e, 5) pi(t,u)sign(c;e) |cie|l > €
2(1' € pPi) = 5:(t.u)é: =
MTHH |Ge| < €
Embora tenha sido dada uma interpretagao para a condicao FFC = BT P, esta inter-

pretacao nao ajuda no projeto do observador. A seguir, ¢ dada um procedimento para a

construcao das matrizes F e C [70).

Passo 1: Escolher G € R"*?, de maneira que (A — GC) tenha autovalores prescritos no
semi-plano esquerdo;
Passo 2: Resolver a equaciao matricial CTFT = PB, para os elementos de P, em termos

dos elementos de F. Obter relagoes entre os elementos de F, de maneira que a

simetria de P seja preservada. Chame o resultado deste passo de Pp;

Passo 3: Formar Q(Pp) = —[(A — GC) Pr + Pr(A — GO):
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Passo 4: Escolher os elementos de Q(Pr), de maneira que A;[Q(Pr)] > 0, para i =
1,...,n, sendo que A;[Q(Pr)] > 0 denota o i-ésimo menor principal lider de Q(Pr).
Isto pode ser conseguido trabalhando-se com sucessivas submatrizes de Q(Pr) e
escolhendo-se os clementos de Pr, de maneira que os determinantes destas subma-
trizes sejam positivos. Adicionalmente, nomeando-se os elementos livres da matriz

Pp para zero, simplifica esta tarefa;

Passo 5: Avaliar P = P e substituir os valores correspondentes de volta em . Utilizar
as relacoes entre os elementos de F', encontrados no passo 2 e complete F. Esta

escolha de P e F ird garantir que a condigao CTFT = PB seja satisfeita.

O Teorema 43, proposto nesta tese, apresenta a condigao necessdria e suficiente para

a obtencao de um observador de estados {A — GC, B, FC} que é ERP.

Teorema 43 Considere o sistema {A, B, FC}, com um observador de estados {A —
GC,B, FC}. O sistema {A — GC,B,FC} é ERP se e somente se existirem matrizes
P = PT, L e F que satisfazem as sequintes LMIs:

PA4+AT P =" 1T €0, (4.19)
BTP = FcC, (4.20)
P 0 (4.21)
Neste caso, a matriz G € dada por:
G=P'L (4.22)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema {A — LC, B, FC'} é ERP se e somente se

as seguintes LMIs forem satisfeitas:

P(A—-LC)+(A-LC)TP <0, (4.23)

BTP = FC, (4.24)
P (4.25)

As expressoes (4.24) e (4.25) correspondem as expressoes (4.20) e (4.21), respectivamente.

Definindo-se G = PL, a LMI (4.23) corresponde & LMI (4.19). O
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4.2.4 Sintese do controlador-observador

Anteriormente, foram discutidos o controlador e o observador, separadamente. Agora,
o observador sera utilizado para prover wma estimativa dos estados como a entrada para
um CEV (Fig. 29 [21]) e, neste caso, nao se deve esperar que os estados se mantenham
sobre a superficie de chaveamento.

Como Z(1) = x + e, entio a trajetoria dos estados, em modo deslizante, nao estara
precisamente sobre s(z) = 0, mas ao longo de s(z) = s(zx +¢) = 0. Assim, o estado ira
oscilar sobre a superficie. A meta é mostrar que o estado estimado Z, do observador, ira
permanecer sobre a superficie {Z | s(Z) = 0}. Desde que Z tende a z, tem-se que z estard

sobre a superficie de chaveamento, quando Z estiver em modo deslizante.

u(t) Planta y(t)

Nao-Linear

Controlador com
Estrutura Variavel

Observador

Figura 29: Configuragio do Controlador-Observador.

A planta e o observador possuem a seguinte forma:
planta:
&= Az + Bu + Bu(t, z),
iy =0Cz,

observador:

z=(A-GC)T - E(e,p) + Gy + Bu.

A condigao para que ocorra o deslizamento do sistema composto pelo controlador e

pelo observador é ST =0 e ST = 0. Mais explicitamente:

S(A - GC)z + SGy — SE(e,p) + SBug, =
SAz — SGCz 4+ SGCzx — SE(e, p) + SBue, =0,

o ‘I_T‘ Q(yr/-. T alal - 3 fall Al IS b
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SAL — SGCz + SGCz — SGCe — SE(e,p) + SBueg = 0,
SAT — SGCe — SE(e,p) + SBu., = 0.

Resolvendo para u,,, chega-se ao controle equivalente:

teg = —(SB)"'SAZ + (SB)"'SE(e, p) + (SB)~'SGCe.

1
A substituigao de u., na equagao do observador leva a:
(A—-GC)x + Gy — E(e, p) + Bue,
AZ — GCz 4+ GCx — E(e, p) — B(SB)™'SAz + B(SB)~'SGCe +
B(SB)~'SE(e,p)
AZ — GCz + GC(z —€) — E(e, p) — B(SB)"'SAz + B(SB)™'SGCe +

B(SB)™'E(e, p)
Az — GCZ + GCz — GCe — E(e,p) — B(SB)"'SAz + B(SB)"!SGCe +

B(SB)~'SE(e, p)
[I — B(SB)™'S)Az + [I — B(SB)™'S|(-GCe) + [I — B(SB)~'S|(—E(e, p)).

I — B(SB)™'S)(AZ — GCe — E(e, p)). (4.26)

Como e = T — z e, portanto, é = T — &, tem-se que:

(A-GC)z — E(e,p) + Gy + Bu— Az — Bu— By

Az — GCZ — E(e,p) + GCz — Az — Bv

AT — GCz — E(e,p) + GC(x —e) — Az — Bv

AT — GCz — E(e,p) + GCT — GCe — Ax — By

A(Z —z) — E(e,p) — GCe — By

Ae — E(e,p) — GCe — By

(A—-GC)e — E(e,p) — Bu. (4.27)

Deste modo, (4.26) e (4.27) descrevem o sistema composto pelo controlador e pelo

observador, em modo deslizante.

Observagao 34 No sistema composio pelo controlador e pelo vbservador, nao ¢ possice
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garantir a estabilidade, isto €, nao se conhecem resultados que garantem a estabilidade

deste sistema de controle completo.
Resumindo, existem dois passos bisicos no projeto de um CEV:

(a) O projeto da superficie de chaveamento, para que o comportamento do sistema tenha
certas propriedades pré-estabelecidas sobre a superficie. Por exemplo, a superficie
de chaveamento ¢ projetada de maneira que o sistema seja assintoticamente estavel

sobre ela;

(b) O projeto da estratégia de controle de maneira a levar o sistema para a superficie de

chaveamento e manté-lo sobre ela por todo o tempo subseqiiente.

4.3 Controle com Estrutura Variavel Utilizando Sis-
temas ERP

Considere a planta incerta e com disttrbios descrita em (4.10)-(4.12), cuja forma final
é dada em (4.12), sendo z(t) nao disponivel e y(t) disponivel. Suponha a existéncia de
matrizes K, € R™*” e F' € R™*? de modo a tornar o sistema controlado descrito na Fig.

3 e dado por {A — BK,C, B, FC} ERP. Assim, pelo Lema 1, existe P = PT tal que:

P(A - BK,C) + (A - BK,C)TP <0,
BTP = FC,
P> 0.

Adote a lei de controle:

u(t) = =Koy — B(y, t)sign(Fy),

sendo ((y,t) € R e B(y,t) > 0. Entao, de (4.12), considerando a candidata a funcao de
Lyapunov V(z) = 7 Pz e observando que BT Pz = FCx e |v(t,z)| < p(t) > 0, entéo:

V(zg) = a7 {P(A — BK,C) + (A — BKOC)TP} z —z' PB (B(y, t)sign(Fy)—
v(t,z)) — (;3(3;, t)sign(Fy)T — o(t, :z:)T) BT px
< «"{P(A- BK,C)+ (A~ BKOO)TP}Q; —2|Fy| (B(y,t) — p(t)),

B a \ i Z %
wendo que [Fyl éigual & soma dos mddulos dos elomentor do vetor Py, Logo, adotando-se

oy, t) = p(t), entao V(z) é definida negativa ¢ o ponto de cquilibrio @ = 0 do sistema
/ & ! |
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controlado é globalmente assintoticamente estavel.

Agora, serd demonstrado que, sob certas condigoes, este sistema pode apresentar
modos deslizantes. Este estudo serd apenas ilustrativo, pois a anidlise acima é suficiente
para excmplificar a eficiéncia do sistema de cont role proposto para esta planta incerta,
nao-linear e com distirbios, parcialmente desconhecidos.

Defina a nova saida do sistema (4.12), y, = F'y. Note que, como {A - BK,C, B, FC'}
é ERP, entao FCB = BTPB é simétrica e definida positiva. Assim, para provar que

yo(t) — 0, t — oo e pode gerar modos deslizantes, observe que:

_yI(FCB) 'y,

Vo (yo) 2

= yI(FCB) ™y, =y (FCB)™'Fy =y, (FCB)™'FCg
= 45 [(FCB)_IFCAI — (B(y, t)sign(y,) — L‘(t,:z:)}]
< gl I(FCB)'FCA|| ||| + lyol (=B(y.t) + p(t)) -

Assim, se f(y,1) > [|(FCB)""FCA|||[al| + p(t), V(y) < 0 para y, # 0 ¢ V/(0) = 0.
Desta forma, y,(t) — 0, t — oo. Se f(y,t) for suficientemente grande, teremos modos

deslizantes em y, = 0.

4.4 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, foi apresentada a teoria e os métodos de projeto de controladores e
observadores com EVMD. Inicialmente, foi apresentado o conceito de modos deslizantes.
Em seguida, foi apresentado o projeto dos controladores e dos observadores, utilizando os

modos deslizantes.

A teoria apresentada neste capitulo aplica-se a sistemas de controle com realimentagao
das varidveis de estado, diretamente ou através de observadores. Na Secao 4.3, o conceito
de modos deslizantes foi aplicado a sistemas de controle com acesso somente as saidas
da planta. No préximo capitulo, sao descritas as condigoes, em termos de LMIs, para
o controle com estrutura varidvel de sistemas com incertezas politépicas, com acesso

somente as saidas da planta.
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5 Controle com Estrutura
Variavel Utilizando Sistemas
FRP e LMlIs

Na Segao 2.6, foram apresentadas condi¢oes em termos de LMIs para a sintese de
sistemas ERP com plantas incertas. Neste capitulo, sao descritos os métodos de projeto
de CEV para sistemas com incertezas paramétricas e sujeitos a distiirbios, considerando

robustez paramétrica, taxa de decaimento e restrigoes na entrada e na saida.

Considere o sistema incerto descrito por (5.1):

i = A(a)z + B(a)(u + £(t, x)),
y = C(a)z,

sendoz € R",u e R, y € R”, p > m e a € R" dado por:

sendo a; > 0, i = 1,...,r constantes desconhecidas, com o, + ...+ &,

A lei de controle é dada por:

u = —IK,y — Bsign(Fy).
Sao admitidas as seguintes hipdteses:

B1 O vetor z nao estd disponivel, mas o vetor y estd disponivel para medicao:

B2 As matrizes com incertezas A(a) e C'(«v) sio constantes, mas desconhecidas e des-
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critas por:

Ala) =) aiA;eCla) = Y a:Ci,
i=1 i=1

t

sendo «; > 0, ¢ = 1,...,r constantes desconhecidas, a; + ...+ «, = 1 e as matrizes

A, e Cy, 1 =1,...,r conhecidas (incertezas politopicas);

B3 Definindo-se |£(t, x)| = ||€(t, x)||1 = |&1(t, @)| + ... + [€a(1, 2)], sendo que &(t, x)T =
it x), ..., Em(t,@)], entdo, existem e sdo conhecidas constantes positivas a e b,

tais que [£(t, x)| < alz| + b;

B4 A matriz B(a) = B + AB, sendo AB = BAB. Existem e s
:ao conhecidas [;,7 = 1, ..., m, tais que 1+&£_5’,-‘,--]AI3’,-_1|—. ; ,—|AB{‘,-_1|—|AB,-,,-+] |—
.= |ABim| > 1; >0, Vi€ {1,...,m}, e define-se | = min{ly,la,...,1Ln}.

A condigao B3 é usual em CEV [69]. A condigao Bl considera o CEV com acesso
somente as saidas da planta, estudada por exemplo em [6,15-18]. O método de projeto
proposto nesta se¢gdo é mais geral que os resultados anteriores, pois apenas o método
proposto considera estabilidade, taxa de decaimento, robustez e restrigdes no sinal. A
condigao B2 é geral, pois permite incertezas arbitrérias politépicas em A(a) e C(a). Por
exemplo, considere C(a) = [ ¢; ¢, |, sendo que as constantes ¢; € [2,3] e ¢, € [4,5] sdo
desconhecidas. Entdo, para todo ¢; e ¢, factivel, existem constantes 5; € 0,1}, =1,...,4,
satisfazendo as condigoes ) + 3> = 1 e B3+ B4 = 1, de modo que ¢; = 20; + 305, e
¢y = 433+ 50,. Agora, note que ¢; = (B3+ £4)(20, +3062) = 206183 + 206184+ 36283+ 362054
e co = (B1 + B2)(40s + 5064) = 406135 + 50184 + 46203 + 5020;. Entao, definindo-se
ay = Bifs, ag = BBy, az = Boffs e ag = [afy, note que a; +as+ a3+ =1e
Cla) = a1C1 + a2Cy + a3C3 + a4Cy,sendo Cy = [ 2 4], Co=(2 5],C3=(3 4]e
Cys=[3 5]. A incerteza em AB, dada em B4, é também usual, mas é possivel relaxar

esta condigao, como mostrado em [71].

5.1 Estabilidade e Robustez

Para a andlise da estabilidade do sistema incerto (5.1), com as condigoes B1-B4, uma

candidata a func¢ao de Lyapunov é:

Viz,o) = .’L‘TP(G):I.‘, Pla) = Zu,f’,.

sendo % = .
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Considere a existéncia de P(a) = P(a)?, K, e F, de modo que, dadas A(a) e C(a)

satisfazendo B2 e B(a) obedecendo a Hipdtese B4, as equagoes abaixo sejam satisfeitas:
P(a)A(a) + A(a)T P(a) — P(a)B(a)K,C(a) - C(a)" KT B(a)" P(a) < 0,
B(a)TP(a) = FC(a).
P(a) > 0,

para todo ay, i = 1,...,r, admissivel. Entao, para a lei de controle (5.3), de (5.1), B1-B4

e (5.5)—(5.3) chega-se a (5.8), pois:

V(z,a) = [A(a)z — B(a) K.y — B(a)Bsign(Fy) + B(a)é]" P(a)z
T P(a)[A(e)x — B(a) Iy — B(a)sign(Fy) + B(a)g]
[A(a)z — B(a)K,C(a)z — B(a)Bsign(Fy) +
a)¢]TP(a)z + 2T P(a)[A(a)z — B(a)K,C(a)z —
B(a)psign(Fy) + B(a)¢]
2" A()" P()x — 27C(a)" K B(a)" P(a)x —
[B(cr)ﬁsign(f’y) - B(a)z]TP(a):r + 2" P(a)A(a)z -
T P(a) B(a)K.C(a)r — =" P(a)[B(a)Bsign(Fy) — B(a)¢]
:ET[P(O:)A(G) + A(@)TP(a) — P(a)B(a)K,C(a) —
C(a)TK] B(a)" P()]z + 227 P(a) B(a)(—PBsign(Fy) + £).

Mas, B(a) = B(I + AB), entao:

V(z,a) = 2T [P(a)A(a) + A(a)T P(a) — P(a)B(I + AB)K,C(a) —

C(a)TK,(I + AB)" BT P(a))z + 22T P(a) B(I + AB)(—psign(Fy) + £).

Também, BT P(a) = FC(a), assim:

V(z,a) = 2T [P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)TFT(I + AB)K,C(a) —

C(a)TK,(I + AB)TFC(a))x + 227 P(a) B(I + AB)(—Bsign(Fy) + €)
- 2T[P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)TFTK,C(a) —

V' FTABK,C(a) — Cla)" K,FC(a) —
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C(a)TK,ABTFC(a))z + 22T P(a)B(I + AB)(—fsign(Fy) + €)

= 2T [P(a)A(a) + A(@)"P(a) = C(@)"(FTK, + K,F)C(a) -
C(a)"(FTABK, + K,ABTF)C(a)]x +
22T P(a)B(I + AB)(—p3sign(Fy) + €)

= 2T[P(a)A(a) + A(a)" P(a) = C(@)"(FTK, + K,F)C(a))x -
2TC()TFTABK,C(a)x — 27C(a)T K, ABT FC(a)x +
22T P(a) B(I + AB)(—Psign(Fy) + €)

= 2T[P(a)A(a) + A(a)T P(a) = C(a)T(FTK, + K,F)C(a))z —
yTFTABK,y — yTK,ABTFy + 22TC(a)TFT(I + AB)(—Bsign(Fy) + €)

2T [P(a)A(e) + A(a)"P(a) - C(e)T(FTK, + K,F)C(a))z -

T FTABK .y + 2yT FT(I + AB)(—psign(Fy) + £)

= 2T [P(a)A(a) + A(@)"P(e) - C()T(FTK, + K,F)C(a))x + J,

sendo:
J = -2yTFTABK,y + 2yTFT(I + AB)(-Bsign(Fy) + €).

Entdo, a partir de B4 e definindo-se y7 FT = [ fi oo fm ], note que:

20T FTABK y| + |2yT FT(I + AB)¢| — 2y FT(I + AB)Bsign(Fy)
2 lyTFT| |ABKy| + 2 |y" FT| |I + AB| €| — 2yT FT(I + AB)Bsign(Fy)

2 lyTFT| |ABKy| + 2 |yTFT| |I + AB|(alz| + b) — 28, [(1 + ABy )sign(fi)+

A[}l‘gsign(fg) +...+ Aél,,,lsign(fm)] — .= 20fm [A;ﬁ’ml]sign(fl)-i-

ABsign(f2) + .. + (1 + ABmn)sign(fn)]

2 |yTFT| [ABK,y| + 2 |[y"FT| | + AB| x (alz| + b) — 281 /1| [(1 + ABy,y)-
|ABio| = ... = |AByml] = ... = 28| fnl [~|2 B | = |ABa| = ...+

(1+ ABpm)]

2|lyTFT| |ABKy| + 2 |yT FT| I + AB|(alz| +0) — 28 {|filli + - .. + | fom|lm} -
(5.9)
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De B4, l; > 1, i =1,...,m. Portanto,

J <2y FT|ABK,y| + 2 [y"FT| |I + AB|(alx] +b) = 28 {|fi] + ...+ |ful} L

Mas a norma .’_r;"r'!'-"f'_' ¢ dada por:

5" ET) = yTFTI = LAl + -+ ol

Logo,
J < 2|yTFT| |ABKy| + 2 [yTFT| |I + AB|(alz| +b) — 23 |y" FT| 1,
J <2|y"FT| {|ABK.y| + |1 + AB| (alz| +b) - pl}.

J <2|y"FT| {|AB|| Koyl + |1 + AB| (alz| + b) — B} .

Entao, se:

__|AB||Ky| + |I + AB| (alz| +b)

B> i 5
segue, de (5.5), (5.8) ¢ (5.10), que V(z,a) < 0, para & # 0 e, portanto, (5.5
(

(5.11)
)-(5.7) sdo
condigoes suficientes para a estabilidade assintética global do sistema incerto (5.1) com a

lei de controle (5.3).

Para sistemas com o mesmo niimero de entradas e saidas, segundo o Teorema 22, a
condi¢do necessdria e suficiente para a factibilidade das condigoes (5.5)—(5.7) é a existéncia

de matrizes P(a) = P(a)”, R e F que satisfazem as seguintes condigoes:

P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(R + RT)C(a) < 0,
B(a)TP(a) = FC(a).
P(a) > 0,

Da hipdtese B2, entao (5.13) e (5.14) sao verificadas, para todo «a;, i = 1,...
admissivel, se e somente se,
BTP,=FC;,i=1,...
T i —
JP,' :1":: >U, 1= ].,
A condigao (5.12) é equivalente a:

[l . ad|Q[aul
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sendo:

[:)1
Q=1 : |[ 44 |

A ! <
P,

Portanto, uma condigao suficiente para (5.12) é

() < 0.

Se as LMIs (5.15), (5.16) e (5.18), com @ definido em (5.17) (que sao equivalentes
a (5.12)-(5.14)) forem factiveis, entao a matriz K, pode ser obtida pela expressao I, =
(FT)-'R.

Seguindo as idéias descritas em [72], a LMI (5.17) pode ser flexibilizada através do

Teorema 44, proposto em [12].

Teorema 44 Considere a matriz Q dada em (5.17). Entdo, o ponto de equilibrio x = 0
do sistema controlado (5.1) é globalmente assintoticamente estdvel se existirem matrizes

simétricas P; > 0 e P;; > 0 de modo que:

0 P2 -+ By
Po 0 -+ Py

Plr ‘D‘2i' 0

Prova A matriz Q dada em (5.17) pode ser decomposta em:

Qll 6212 er

Z[Q'-lz QTE ng Q'z;-

Q. Q% - Qun

Entdo, dada uma candidata a fungio de Lyapunov V(z(t)) = 2T (t)P(a)xz(t), de (5.1) e
(5.17), tem-se:

V(z(t)) = Z(rth(t )Qiix(t) + ZZ(\ a2’ (t)Qijz(t),

1<j

sondo ques

> a2 (8)Qia(t) = Z S ot (8)Qia(t)

i(j i=] j=i+]
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Dadas as matrizes P;; = P;Jr > 0, segue que:

Fntao:

1"{.:'(!)) < Z(,,;_{,ff‘(;_}(b ?Zn «; xT (t)Qizx(t) + }:n,-n-J-.I'T(!)P,-_;-.-rr(!),

i<

) < Zn 2T (1) Qux(t) + )Za ;T (1)(Qi; + Pij)a(t),

i,<._j|

Qn Qu+ P - Qu+ Py ayl
. QL + Pr Q22 v Qop o+ Pay agl
V@) Sa® [ el aol ol || 77 | | , ‘

QT +P, QL. +Py --- o ad

Portanto, se (5.19) for satisfeita, V(z(t)) < 0 e o sistema serd globalmente assintoti-

camente estavel. O

Observacao 35 Para sistemas com nimeros diferentes de entradas e saidas, as condi¢oes
estabelecidas nos Teoremas 22-2/ sao analisadas de maneira equivalente. Na maioria dos

casos, nao ocorre o produto oy, o que torna a andlise mais simples.

5.2 Estabilidade, Robustez e Taxa de Decaimento

A taxa de decaimento -y é especificada pela equagao
P(a)A(a) + A(a)TP(a) — C(a)T(R + RT)C(a) < —2vP(a),
ou, de forma equivalente,
P(a)(A(a) +~I) + (A(a) + vI)TP(a) — C(a)T(R + RT)C(a) < 0. (5.21)
De modo similar a andlise de (5.12), descrita nas equagoes (5.17)—(5.18), uma condigao

suficiente para a equacao (5.21) é
I ]

L
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As LMIs (5.15), (5.16) e (5.22), com @ definido em (5.17), especificam o projeto que
garante estabilidade, robustez e taxa de decaimento, para o sistema controlado.
Assim como a LMI (5.17), a LMI (5.22) pode ser flexibilizada através do Teorema 44,

substituindo-se @ por (). definido em (5.19).

Observagao 36 [’ura sistemas com mimeros diferentes de entradas e saildas. as condigoes
estabelecidas nos Teoremas 25-27 sao analisadas de maneira equivalente. Na maioria dos

casos, nao ocorre o produto o, o que torna a andlise mais simples.
; / tW g

5.3 Estabilidade, Robustez, Taxa de Decaimento e
Restri¢coes na Entrada e na Saida

Considere o sinal:
s=Hi, (5.23)
sendo H € R7", 1 < ¢ < n uma matriz constante conhecida. Devido as limitacoes
impostas pelas aplicacoes praticas de sistemas de controle, muitas vezes devem ser con-
sideradas restrigoes no projeto, como as descritas abaixo:

nflzahx lIs(®)]] < &,

sendo &, uma constante conhecida, para uma dada condigao inicial z(0).

Em [42], foram apresentadas duas LMIs para a especificacio destas restricoes, para
um sinal de controle u = Gz. Analisando-se a dedugao deste resultado, dada no Apéndice
D, observa-se que a lei de controle pode ser arbitrdria, desde que exista uma funcao de

Lyapunov V(z) = 27 P(a)x, com P(a) = P(a)T > 0e V(z) < 0, para 2 # 0.

As condigoes apresentadas por [42], que asseguram que a condicao (5.24) é satisfeita

para s dado em (5.23), siao dadas por:

P(a) HT
H

Considerando o




equivalentes as seguintes LMIs:

Se for necessario especificar restrigoes em mais de um sinal, podemos adicionar LMIs,
como as descritas em (5.27) e (5.28), para cada sinal. As LMIs que especificam estas
restricoes devem ser consideradas juntamente com as LMIs que garantem estabilidade,

robustez e taxa de decaimento.

Para o caso especial, no qual s = y, com y dada em (5.1) e considerando-se a condigao

B5, a LMI (5.25) é equivalente a:

e

Considere, agora, o sinal de entrada:
u=—K,z,

com a restricao descrita abaixo:

max [[u(t)]] < po, (5.30)

sendo 1, uma constante conhecida, para uma dada condigao inicial z(0).

As condigoes apresentadas por [42], que asseguram que a condigao (5.30) é satisfeita

para u dado em (5.29), sdo dadas por (5.26) e:

P(a) C(a)TKT

> 0, (5.31)
K,C(a) pil

Considerando a definigao de P(«) em (5.4), entao (5.26) e (5.31) sdo, respectivamente,

equivalentes as LMIs (5.28) e:

e Al
> (),
| k.G w2l |
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i=1,...,r

Observagao 37 Considere o sinal s(t) = [ s(t) -+ s,(t) |. A andlise do Controle com
Estrutura Varidvel ¢ baseada na norma ||s(t)||y = |si(t)| + ... + |s,(t)]. Entretanto, as
LMIs que garantem as restrigoes na entrada ¢ na saida sao baseadas na norma ||s(t)|]s =
(Isi(O)? + ... + |s,(1)[*)/2. Para contornar este problema, a solugio é impor restrigées

em cada elemento do sinal s(t):
||-"';{!)| 2 S ‘fm'-. i = 1.' <y g

Assim, a norma ||s(t)||; € dada por:

sl = ls1®)]+. ..+ Isa)] = (1) +- .+ (5D = |51 (012 ...+ ]s,(0) 2

s@)lr = lls1(@)l2 + - + [Isq()ll2 < o1 + - - - + &og = &0y

sendo §o =Eot + ... + Eog-

5.4 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, foram descritas condigoes, em termos de LMIs, para o controle com
estrutura varidvel de sistemas com incertezas politopicas, com acesso somente as saidas
da planta. Além da estabilidade e da robustez, foram consideradas outras especificagoes,

como taxa de decaimento, restricoes na entrada e nas saidas.

O método ¢é aplicado tanto para sistemas com o mesmo nimero de entradas e saidas

como para sistemas com o mimero de saidas maior que o nimero de entradas.
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6 Fxemplos de Aplicacao

Neste capitulo, sao apresentados os resultados das simulagoes de alguns sistemas,
abrangendo os casos discutidos nos capitulos anteriores, considerando o acesso somente

as saidas da planta.

6.1 Exemplo 1

Considere a planta apresentada em [73] e dada por:

z = Az + Bu,
y = Crz,

l1+a
A= 1 2 0
0 l+a -2

sendo que os parametros a e b pertencem aos seguintes intervalos:

—-2<a<6, —-1<b< 1.

Para a = —1, a planta possui um zero de transmissao em s, = —2. Para a # —1, a

planta nao possui zeros de transmissao.

O objetivo deste exemplo foi obter matrizes K, e F' de modo a tornar o sistema

{A - BK,C, B, FC} ERP.

Através de um programa implementado no Matlab, foram obtidas as regioes de factibi-
lidade de a e b para as LMIs apresentadas na Subsecdo 2.4.2. Os Teoremas 9, 10 e 12 ndo
foram utilizados, pois o sistema nio atende as suas condicoes, isto ¢. BT # (C'B)YTC e

B#[0 0 1. PPara executar as LMEs, foi feita uma aproximagao, dada no Lema 12.
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cm

LMI, dada por P > [ (ou Py > d[), para evitar que P tenha a mesma ordem de grandeza
de ¢, o que comprometeria a LME BTP = FC (ou BT Py = FyC). As figuras seguintes
apresentain as regioes de factibilidade obtidas. Os pontos factiveis sao representados por
um circulo (“o”) e os pontos em que o programa nao encontron solugao sao representados

por um “x"

o o
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Figura 30: Regido de factibilidade do item (i) do Teorema

[+ + I o I o

00 00 00O0O0O0O0OO0O0
0 0000000000000 O0O0O0O0O0

0000000 O0CO00O0O00CO0O0OO0O0OO0O0O OO
0000000000000 0O0O0O0OO
0000000000000 O00O0O0OO0OO0O
0000 00000000000 O0O0O0COOC
000000000000 CO0OO0CO0O0O0O0O0O0
0 0QCQO000CO0OO0O0CO0O0O0O00C00CO0O0OO0
0000 0CO0CO0D0C0ODO0CO0CO0O0COO0OO0O0CO0O0 0
0 00O0CO0CO00CO0OO0CO0DO0O0O0CO0CO0CC0CO0OO0O0
0000 0CO00CO0O0CO0OO0O00O 000000
0000 O0D0D0CO0CO0OO0OO0 000000 O0O0
p O 0O O 00O CO0DOCOO0CO0OO0O0O0O0O0O0D0O0 O

© 00000 0QC0CO0ODO0O0DO0COO0OO0OOO

-¢-00-000C000000C0C00D0O0O0O0O0QCO0OO0O

:
cévOOOODOOO

FFigura 31: Regido de factibilidade do item (ii) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 33: Regiio de factibilidade do item

(iv) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 34: Regido de factibilidade do item (v) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 35: Regiao de factibilidade do item (vi) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 36: Regido de factibilidade do

item (vii) do Teorema 13 para

Figura 37: Regido de factibilidade

item (v

i

i

)

do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 38: Regido

de factibilidade do

item

(ix) do Teorema 13 para o Exemplo 1.

Figura 39: Regiio

de factibilidade do

item

(x) do Teorema 13 para o Exemplo 1.

AYA
AVAYAY

6 unespwﬁ L 12 13 34 L5 Ib



cm

Q O

00 00O0O0CO0CO0CCO0OC O
0O 000000000

000000000
Q0 0 0C 00000

b

o

©C 0 00CO0CO0OO0CODOCOOO0

p © 0 00 0 0O 0

00000000000 O0CO0O0O0C

O 00O0CO0OOCOODOOC
0 000C0CO0O0O0CO0OCO0OO0

]

b O 0O 0O 00 OO0 0000000000000

o
o 00

0 0 0C0CO0QCO0OCO0QCO0OCO0OO0OCO0CO0oOOQO o
O 000000000 O0O0O0O0O0OO0

P O 00 0O00O0CO0OO0OOCOOO0OO0OO0COCOOCCO
©C 0000 O0OO0OCCO0

P 0O 0 000 O0CO0O0OO0OCOQCOOOC

D
D

Figura 40: Regiio de factibilidade do

00000
Q0o 0O0
pO0000O0
00000
00000
0000
P 00000
0000
>0 0000
00o0o0oQ0C
pOOO0OOO
0000
200000
00000
00000
00000
200000
00000
0000
0000

x

Figura 41:

Regiio

5

|
-

+

O 0O0O0O0O0OOOO

0 00O0CO0O0

o
o
o
o
o
o
=]
o
o
o x
o
o
s}
o
o
o
o
[}
o]
o

o 00
O?OOOOOOOOODOOOOOOOUOO

6

0 0000C0C0O0C0CO0OO0O0CO0DO0QCQOOO0COOO

0 0O00CO0O0CO0OO0OO0OO0DO0O0CO0

q
Q@

de factibilidade

q

-¢ 0 00 00O0CO0CO0DO0OO0O0O0O0CO0OO0OO0CO0OO0O0CO0

PMoe 00 0O00O0O0COQCO0O0O0O0O0OO0COOOOOO0
wk O O 0 0 0 O 000 OC oo

000 O0O0
*x O 00

x
Q0000000000000
* = 0 0000 O0O0O0CO0CO0CO0OO0

000000 O0COQCOCO0OO0OO0CO0O0OO0

0 0O00CO0CO0OO0CO0QCOQQOCO0OO0QO0CO0CC0CO0OO0O0O0
0000000000000 O0O0C0CO0OO0O0OO0
00 0000000000000 O0CO0O0O0O0

0 0 0000

00 0O0O0
p O 0O 0O0CO0O0O0O0CO0OCO0OO0O0OO0COO0OOCOOOO

item (xi) do Teorema 13 para o Exemplo 1.

OO0 O0OO0CO0O0OCOCOOOCOC
00000000 == = 000
000000000 x x

000000000000 O0OO0O0O0CO0O0O0O0
x
x

p 0 00 0 000 0O

do Algoritmo 1 para o Exemplo 1.

AYA
AVAYEY

unesp

i

O Tr 12 18 34 Ly Ib



164

A malor area factivel foi obtida com o Algoritmo 1. Para o item (xi) do Teorema 13,
o programa apresentou uma area factivel ligeiramente menor. Para os itens (ii), (iv) e
(vi) do Teorema 13, foi apresentada uma area factivel menor, embora mais extensa que
a arca factivel apresentada para os itens (i), (iii) ¢ (v) do Teorema 13. Para itens (vii),

(vil), (ix) ¢ (x) do Teorema 13, nao foram encontradas solugoes.

As LMIs do item (x1) do Teorema 13 sio factivels para a < 3. De fato, os zeros de
transmissao do sistema {A, B, B‘I} SA0 8o = a — 3 e S = —2. Entao, de acordo com a

Obscrvagao 6, a regiao de factibilidade do item (xi) do Teorema 13 ¢ dada por a < 3.

A fim de obter wma melhor resposta transitéria, procurou-se obter a maxima taxa
de decahmento para as LMIs apresentadas na Subsegao 2.5.2, através de um programa
mplementado no LMISol, para a planta com a = b = 0. Os Teoremas 16, 17 e 19 nio
foram utilizados, pois o sistema nao atende as suas condigoes, isto ¢, BT # (CB)TC
e B#[0 0 1]". A Tabela 2 apresenta a méxima taxa de decaimento obtida pelos
teoremas para os quals o programa encontrou solugoes factiveis. Para a apresentagao dos
resultados, defina os zeros de transmissao do sistema {A, B, FC} dados por o, + jw, e o0s

pélos do sistema {A — BK,C, B, FC} dados por o), + j wp.

Tabela 2: Taxas de decaimento obtidas para o Exemplo 1, com o Teorema 20.

Itcl“‘ H{Illﬂ.:’c O.Z max O.p max

1.7928 | —2.5000 | —2.4731
1.8029 | —2.0000 | —2.0000
1.9999 | —2.0000 | —2.0000
1.9999 [ —2.0000 | —2.0000
1.9999 | —2.0000 | —2.2121

A maxima taxa de decaimento obtida, com o Teorema 20, foi Y.« = 1.9999, através
dos itens (v), (vi) ¢ (xi). Foram encontradas outras solugdes para os itens (i) e (ii). Para

os outros itens, o programa nao encontrou uma taxa de decaimento v > 0.

Com o Algoritmo 2, a mdxima taxa de decaimento obtida no primeiro passo foi Ymax =
2.4999, com I = [ 0.3047 0.3555 ]. Os zeros de transmissao de {A, B, FC}, para o valor
obtido de F foram z; = —2.5000 + j 0.5371 ¢ zo = —2.5000 — j 0.5371. Utilizando os
valores obtidos de v e F, a solugdo obtida foi K, = [ 2695.8376 3142.2078 |. Os pdlos

do sistema de malha fechada foram p; = —2.5000 + j 0.5371, po = —2.5000 — j 0.5371 ¢

ps = —5.8360 x 10°.
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6.2 Exemplo 2

Considere a planta apresentada no Exemplo 1, em (6.1), com a matriz de trans-

formagao T', dada no Lema 5:

0 01

BT
T:{ “l]-: 010
(}‘

1 10
Assim, a planta possui uma nova representagao:

T = Arzp + Bru,
:F}-' = (z‘]“,‘f.‘?‘,
sendo:

<8 {&km O 0
Ap =TAT ! = 0 1 1 , Bp=TB=|1+0.5b |,
l+a 4—a —-2+4+a 1+ 0.56

0 01

Cr=CT™'= [U : 0}

sendo que os parametros a e b pertencem aos seguintes intervalos:

—-2<a<06, —-1<b<1.

Para @ = —1, a planta possui um zero de transmissao em s, = —2. Para a # —1, a

planta nao possui zeros de transmissao.

O objetivo deste exemplo foi obter matrizes K, e F de modo a tornar o sistema

{A - BK,C, B, FC} ERP.

Através de um programa implementado no Matlab, foram obtidas as regioes de factibi-
lidade de a e b para as LMIs apresentadas na Subsegao 2.4.2. O Teorema 12 nao foi
utilizado, pois o sistema nao atende as suas condigoes, isto é, B # [0 0 1]7. Para
executar as LMEs, foi feita a aproximagao definida no Lema 12, com ¢ = 107° e foi
incluida a LMI P > I, equivalente a X = P™! < [ e a Py > 8. As figuras seguintes
apresentam essas regioes de factibilidade. Os pontos factiveis sao representados por um

circulo (“0”) e os pontos em que o programa nao encontrou solugao sao representados por
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Figura 44: Regido de factibilidade do item (i) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 45: Regiao de factibilidade do item (ii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

AVA
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 unespwﬁ L 12 13 34 L5 Ib



{=] o
f—o-F-
o
Qoo

00 0C0CO0C0CO0OO0OO0QO0
o 0

s
o

&

&

G0 £)
o

S
o3 &
9 @
0 00000000 O0COOQOO0O0

0O 00O0O0O0OO0OOCOC

&
&
o
00000000000 O00O00O0COOOO0

Q0 000C0C0OD0CO0OCO0CO0COD0CO0OO0O0CO0OO0O0OO0
0O 0000CO0CO0OCO0ODO0O0ODO0CO0OO0O0CO0OO0OO0CO0OO0O O
|Bnwg O 0O 000000000 O0CO00O0O0O0O0O0 0
0 000C0CO0C0QDO0CO0O0D0CO0OO0CO0CO0OO0OO0CO0OO0O 0
Q00 0C0CO0O0ODO0OO0OO0CC0CO0O0CO0O0CO0O0OC OO0

0000 O0O0O0CO0

0 0CO0OO0O0O0OCOD
¢ 000000000000 O00O0O0O0O0O0 0

“» 0 0000 0O0O0O0O0OO0O0CO0CO0OO0O0

q
q
g

Figura 46: Regido de factibilidade do item (iii) do Teorema 13 o Exemplo 2.

0000000000000 O0C0O0O0CO0OO0O0
0000000000 O0C0O0CO0CO0O0O0CO0OO0O0
000 000000000O0C0O0OCOOOO
00 000CO0C0CO0CO0CO0CO0CO0CO0ODO0OO0O0O0CO0O0O
0 00 Q0 Q00000000000 O0OO00
00000O0CO0OO0O0O0O0CO0O0CO0O0CO0OO0CO0OO0O0
o 0 0 00 00 0 0CO0OO0O0CO0O0DO0CO0CO0DOQCQO0OO0OO
000000 O0CO0O00DO0CO0ODO0OO0OO0O0QCO0OO0O0
00 000CO0O0CO0OD0C0O0CO0OO0OO0CO0OO0QCO0OO0OO0
p © O 0O Q0 CO0OO0CO0OO0O0O0O00O0O0O0O0OO0O0
- C 000000 0C0000C0000OCOOO0
P © 00O 0C0COCOOODOODOO0OO0CO0OO0CO0OO0OO0OOC
000000 0QCQOO0OO0OO0COCO0OO0OO0O0OO0OO0OO0OO0
P O 0O DO O0OO0OO0OOO0O0O0O0O0O00O0O0O0O0O0
RN 0 00 000000000000 O0CO0O0O0CO0C
P 0000 O00CO0O0O0CO0CO0O0O0O0DO0CQOCO0OO0OCO0OOo
0 00CO0CO0CO0CO0OO0OO0OO0CO0OO0CO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0

q

- 0 0 0 0000 O0CO0CO0O0CO0CO0OCO0OO0CO0OO0OO0OO0OO0O

Figura 47: Regido de factibilidade do item (iv) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 48: Regiio de factibilidade do item (v) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 49: Regidao de factibilidade do item (vi) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 50: Regido de

factibilidade do item (vii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

Figura 51: Regido de

factibilidade do item (viii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 52: Regido de factibilidade do item (ix) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

Figura 53: Regido de factibilidade do item (x) do

5 12 5 ¢ UNEeSP

Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 54: Regido de factibilidade do item (xi) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

Figura 55: Regiao de factibilidade do Algoritimo 1 para o Exemplo 2.
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Para o Teorema 10, o programa encontrou solugoes para toda a area analisada. Para
o Teorema 9 e para o item (xi) do Teorema 13, o programa apresentou uma grande area
factivel. Para os itens (ii), (iv) e (vi) do Teorema 13, foi apresentada uma drea factivel
menor, embora mais extensa que a area factivel apresentada para os itens (iii) e (v) do
Teorema 13. Para o item (i) do Teorema 13, a area factivel foi mais reduzida. Para

os itens (vii), (viil), (ix) e (x) do Teorema 13 e para o Algoritmo 1, nao foi encontrada

nenhuma solugao.

Observagao 38 Com o uso da transformagao T, todos os teoremas apresentaram uma
drea de factibilidade maior ou igual a obtida sem a transformagao, exceto o Algoritmo 1,
que apresentou uma grande drea factivel sem a transformagao e nao apresentou nenhuma

solugdo com a transformagao.

As LMIs do Teorema 9 sao factiveis para a < 5. De fato, os zeros de transmissao
do sistema {A, B, BT} sao as raizes de 2s® + (—2a + 10)s + (a* — 6a + 13), que possuem
parte real negativa se e somente se a < 5. Entao, de acordo com o Coroldrio 2, a regiao

de factibilidade do Teorema 13 é dada por a < 5.

As LMIs do item (xi) do Teorema 9 sao factiveis para a < 5. De fato, os zeros de
transmissao do sistema {A, B, BT} possuem parte real negativa se e somente se a < 5.
Entao, de acordo com a Observacao 6, a regiao de factibilidade do item (xi) do Teorema

13 é dada por a < 5.

As LMIs do Teorema 10 sao factiveis para toda a regiao analisada. De fato, o sistema
{A,C’T, C'} possui um tnico zero de transmissdo em s = —2, para quaisquer valores de a
e b. Entao, de acordo com o Coroldrio 3, as LMIs do Teorema 10 sao factiveis para toda

a regiao analisada.

A fim de obter uma melhor resposta transitéria, procurou-se obter a maxima taxa
de decaimento para as LMIs apresentadas na Subsegao 2.5.2, através de um programa

implementado no LMISol, para a planta com a = b = 0. O Teorema 19 nao foi utilizado,

pois o sistema ndo atende as suas condigdes, isto é, BT # (CB)TCeB#[0 0 1]T.

A Tabela 3 apresenta a méxima taxa de decaimento obtida pelos teoremas para os quais
o programa encontrou solugoes factiveis. Os zeros de transmissao do sistema {A, B, FC'}

sao dados por 0, + jw. e os pélos do sistema {A — BK,C, B, FC'} sao dados por 0, + jw,,.

A maxima taxa de decaimento obtida foi ~, . = 21999 obtida através do Teorema

16 e do item (xi) do Teorema 20. Foram encontradas outras solugoes para o Teorema 16 ¢
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Tabela 3: Taxas de decaimento obtidas para o Exemplo 2.

Teorema (item) | Vmax Tiiisi Tpitinie
Teorema 16 2.4999 | —2.5000 | —2.5000
Teorema 17 1.9999 [ —2.5000 | —2.5000

Teorema 20 (i) | 1.8750 | —2.5000 | —2.4588

Teorema 20 (i1) | 1.9999 | —2.5000 | —2.5000 |

Teorema 20 (xi) | 2.4999 | —2.5000 | —2.5000

para os itens (1) e (ii) do Teorema 20. Para os outros teoremas, o programa nao encontrou
wma taxa de decaimento v > 0.

Com o Algoritmo 2, a maxima taxa de decaimento obtida fol ypa = 2.4999, com
F'=10.7133 0.8322 ]. Os zeros de transmissao de {A, B, FF'C}, para o valor obtido de F
foramn z; = —2.50004-j0.5371 ¢ z9 = —2.5000 — j 0.5371. Utilizando os valores obtidos de
v e I, a solugao obtida foi K, = [ 2519.4965 2936.3882 ]. Os pdlos do sistema de malha
fechada foram p; = —2.5000 + j 0.5371, pp = —2.5000 — j 0.5371 ¢ p3 = —5.4539 x 103.

6.3 Exemplo 3

Considere, agora, a planta G, (s), dada por:

Go(s) =C(sI — A)™'B = N(s)D(s)™!, (6.3)

5§24 5s—T

Dis) = {33+332—43— 13], N(s) = [

ny(s) J

s24+55—6
nz(s)

J . (64)

Uma representacao da planta em espago de estados é dada por:
& = Ax + Bu,
y = Cz,

sendo:
0 1 0

A= 0 0 1
13 4 -3

v deste exelplo € a determinagao de matrizes IV, ¢ [ para que o sistema
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{A - BK,C, B, FC} torne-se ERP.

Além da estabilidade, procurou-se obter a mdxima taxa de decaimento para as LMIs
apresentadas na Subsecao 2.5.2, através de um programa implementado no LMISol. Os
Teoremas 16, 17 ¢ 19 nao foram utilizados, pois o sistema nao atende as suas condigoces,
isto ¢, BT # (CB)'C e B #[0 0 1] Nenhum dos teoremas utilizados apresentou

solugao. O Algoritimo 2 também nao apresentou solugao.

Por exemplo, o sistema {A, B, BT} possui dois zeros de transmissio em s, = s, =
0. Intao, de acordo com a Observagao 6, as LMIs do item (xi) do Teorcma 13 nao
possuem solugao. Entretanto, existem matrizes I’ e K, que tornam ERP o sistema {A —

BK,C, B, FC}, como mostra o método discutido no Capitulo 3.

Considere a matriz de transformagao T', dada por:

0
-6
-7

Bj,
@

Assim, a planta possul uma nova representagao:

j:T = ATIT + BTH,

y = Crzr,

-5 7 =6
Ap=TAT'=| -12 271 -25 |, Br=TB=
=13 27 =25

010
0 01

Cp =0T =

Além da estabilidade, procurou-se obter a maxima taxa de decaimento para as LMIs

apresentadas na Subse¢ao 2.5.2, através de um programa implementado no LMISel. O

Teorema 19 nao foi utilizado, pois o sistema nao atende as suas condigoes, isto é, BT #

[0 0 1]7. Nenhum dos teoremas utilizados apresentou solugio. O Algoritmo 2 também
nao apresentou solugao.

Por exemplo, o sistema {A, B, BT} possui dois zeros de transmissao em s, = —6.0707
e 5,0 = 1.0707. Entao, de acordo com a Observagao 6, as LMIs do item (xi) do Teorema
13 nao possuem solugao. Entretanto. existem matrizes F e K, que tornam ERP o sistema

{A— BK,C, B, FC}, como mostra o mdétodo discutido no Capitulo 3.
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As raizes de n;(s) sao —6 e 1, e as raizes de n(s) sao —6.1401 e 1.1401. Portanto,
como ny(s) ¢ na(s) nao sao de fase minima, e ¢ necessario encontrar uma matriz 7 =
[ fi fol=hA11 fi] sendo fi = fof fi, tal que o sistema FGy(s) seja de fase minima.

Os zeros do sistema G, (s) sao as raizes do polindomio:

(s, fi) = (* + 55— 6) + fu(s* + 55— T7) = (fs + 1)s* + (5 + 5)s + (=T fi — 6).

De acordo com o método discutido no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade

de Routh, o sistema Gy (s) ¢ de fase minima se ¢ somente se:

-1 < fr < —0.85714.

Escolhendo-se fy = —0.9e f; = 1,tem-se F =[1 —0.9 e FN(s) = 0.1s+0.55+0.3.
Os zeros do sistema sao: z; = —4.3028 ¢ 2o = —0.6972. Logo, o sistema F'Gy(s) é de fase

minima.

Vainos impor, agora, uma taxa de decaimento v = 2. Como foi discutido na Subsegao
3.6.1, a faixa de valores de f tal que todos os zeros de F'IN(s) possuem parte real menor

que —v pode ser determinada através da substituicao de s por (5 — 2) na expressao de

T(S,fk)j
d((3-2), fi) = (i + 1)(5—2)* + (5fx +5)(3 = 2) + (=7 fx — 6),
d((5 - 2), fi) = (fu + D& + (fi + 1)5 + (-13fi — 12).

Assim, de acordo com o método discutido no Capitulo 3, os zeros do sistema FGy(s)

possuem parte real menor que —y = —2 se e somente se:

-1 < fr < —0.92308.

Escolhendo-se f;, = —0.95 e f; = 1, a matriz F é dada por:
F=[1 -0095]

e FN(s) = 0.05s% + 0.25s + 0.65. Os zeros do sistema F'G(s) sao: z; = —2.5 4 j 2.5981
¢ zg=—25—j2.5981.

Como foi discutido na Segao 3.5, dada a matriz F acima, que posiciona os zeros de
transmissio de FGyu(s) a esquerda da reta vertical o < —v. a matriz K, que garante a

taxa de decalmento especificada e que torna o sistema {A — BN,C, 3, ['C'} ERP € obtida
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através das LMIs dadas no Teorema 21.
Além da taxa de decaimento v = 2, pretende-se obter a matriz I, que garanta, para
a lei de controle u = —/{,y, a minima amplitude dos sinais de entrada ¢ saida da planta,

et modulo:
Ny < &, [[u(t)]] < po.

Jssas restricoes sao garantidas através das LMIs (D.16), (D.19) e (D.26).

Assim, definindo-se novas variaveis &, = 53 € foy = pg e utilizando-se o LMISol, foi

determinado o minimo valor de + 11,2) que atende as LMIs dadas no Teorema 21 e as
02 |

LMIs (D.16), (D.19) e (D.26). Para o estado inicial z(0) = [ 0 0 1 |7, a solugdo obtida

foi:
£omin — 1617[)0: Homin = 515023\

13.7004 4.1519 0.6500
P=1] 41519 16975 02500 |, K,= | 202.8287 —191.6099 } ;
0.6500 0.2500 0.0500

Os autovalores de (4 — BK,C) obtidos foram os seguintes: p; = —2.0226 + j 2.6170,
pa = —2.0226 — j 2.66170 ¢ p3 = —10.1736. Portanto, o sistema de malha fechada ¢ ERP

e possul uma taxa de decaimento menor que vy = 2.

As Figs. 56 e 57 apresentam a evolugao da saida da planta e da lei de controle
u = —K,y, respectivamente, em um periodo de 0 a 3 segundos. Os sinais convergiram
para o estado de equilibrio em menos de 2 segundos, atendendo, portanto, a especificagao

da taxa de decaimento. Estes sinais atenderam, também, as restrigoes especificadas.
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Figura 56: Evolugio das varidveis de saida da planta, y,(t) e y2(t), do Exemplo 3.

Figura 57: Lei de controle do Exemplo 3.
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6.4 Exemplo 4

Considere a planta apresentada em [15], cuja fungao de transferéncia G,(s) é dada
por:

Gua(s) = C(sI — A)~'B = N(s)D(s)™, (6.6)

sendo:

[(s+1)(s +2)(s + 3)] = [s* +65% + 115 + 6], (6.7)

{ n1(s) j! _ [ $ ' | 52) —45+3 :l . (6.8)
na(s) s s°—06s+38

O primeiro objetivo deste exemplo é a determinagao de uma matriz /' de modo que

FGy(s) torne-se um sistema de fase minima.

As raizes de n;(s) sao 1 e 3, e as raizes de ny(s) sao 2 e 4. Portanto, como n;(s) e na(s)
nao sio de fase minima, é necessério encontrar uma matriz F = [ f; fo | = fi[ 1 fi |,
sendo fir = fa/f1, tal que o sistema FG,(s) seja de fase minima. Os zeros do sistema

FG,(s) sao as raizes do polinémio:

(s, fr) = (s* — 45+ 3) + fi(s® — 65+ 8) = (fi + 1)s* + (=6fx — 4)s + (8fx + 3).

De acordo com o método discutido na Segao 3.4, baseado no Critério de Estabilidade
de Routh, observa-se que nao existe uma matriz ' = fi[ 1 f, ] tal que o sistema F'Gy(s)
seja de fase minima. Logo, nao existem matrizes K, e F' que tornem o sistema da Fig. 3

ERP.

Para tornar o sistema ERP, é necessdrio utilizar um compensador dinadmico de ordem
m = 1. Inicialmente, a planta G,(s) é representada, em espago de estados, da seguinte

forma:

Ty = ApTp + Byl (6.9)

y = Cpzyp,

3 -4 1 (6.10)
8 —6 1| '

—6
O passo seguinte é determinar uma matriz F' de maneira que o sistema realimentado
{A - BFC,B,C'} seja estivel. A Tabela 4 apresenta as matrizes I obtidas através dos

Lemas 6-9, utilizando o Matlab, e os autovalores de (A— BFC) para cada matriz I obtida.
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Para executar as LMEs, foi feita a aproximacao definida no Lema 12, com € = 107,

Tabela 4: Matrizes I obtidas para o Exemplo 4.

Lema I Autovalores de (A — BFC)
| Lema 6 | [ 83163 —3.8418 || p, = —0.0368 +j 0.1387 = p3; p3 = —10.4000. |
Lema 7 | [ 0.5454 —0.2662 | | p; = —1.1209 4 j 0.3280 = p3; ps = —4.0375. |
Lema 8 | [ 4.4668 —2.4251 | | p, = 3.4562x1077; p, = —1.1082; p3 = —6.9336.
| Lema 9 | [ 6.6343 =3.0845 | | p; = =0.1535 + j 0.3305 = p3; p3 = —9.2429. J

Na Tabela 4, verifica-se que o melhor resultado foi obtido com o Lema 7. Assim, sera

utilizada a matriz F' obtida neste lema:

F=[05454 —0.2662 . (6.11)

A fim de garantir um crro de regime nulo para entrada degrau, sera escolhido um
compensador G.(s) com um pélo em s = 0, isto é, um integrador, dado por G.(s) = 1/s.

Assiin, a representagao do compensador em espago de estados ¢ dada por:

Fe = Acte + Bow,

u=Cr,,

sendo:
Ac=[0], B.=[1], C.=[1]. (6.13)

Assim, o sistema da Fig. 5, com a planta G,(s) dada em (6.9), a matriz F' dada em

(6.11) e o compensador G.(s) dado em (6.12) é dado por:

z = Az + Bu,
y=Cz,
sendo:
0 1 0
0 0 1
-6 —11 -6
0 0 0

C=[-04934 —0.5844 0.2792 1.0000 ].

Utilizando o Matlab, através do Teorema 29, a matriz /K, obtida, que torna o sistema
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da Fig. 7 ERP, foi:
K, = [2.8044].

De fato, os autovalores de (A — BK,C), com a matriz I, acima sao: p; = —3.4149 +
j1.5364 = p; e p3 = —0.9873 + j 0.3558 = pj.
Utilizando o Matlab, através do Teorema 30, as matrizes I, ¢ F, obtidas, que tornam

o sistema da Fig. 8 ERP, foram:

K, = [3.1777), F, = [0.1240].

De fato, os autovalores de (A — BK,C), com a matriz K, acima sdo: p; = —3.5852 +

) 1.6039 = pj e p3 = —1.0036 + j 0.3565 = pj.

6.5 Exemplo 5

Considere um aviao de alto desempenho com piloto automético, apresentado em [46]

e descrito na Fig. 12. A fungao de transferéncia da planta é dada por Gy (s) = n(s)/d(s),

sendo:

n(s) =1+s, d(s) =s(s—1)(s* + 10s + 41) = —41s + 315> + 95° + s*.

Descja-se, inicialmente, determinar a faixa de valores de K p, se possivel, de modo a
tornar o sistema da Fig. 12, com um controlador P dado por G.(s) = Kp, seja globalmente

assintoticamente estavel.

O sistema da Fig. 12, com G (s) = Ip, possui a seguinte equagao caracteristica:

d(s, Kp) = d(s) + Kpn(s) = (Kp) + (Kp — 41)s + (31)s* + (9)s® + (1)s*.

A faixa de estabilidade do polinémio acima foi obtida através do método apresentado
no Capitulo 3 e é dada por:
59.502 < Kp < 220.5.

Portanto, se 59.502 < Kp < 220.5, o sistema de malha fechada da Fig. 12, com

G(s) = Kp ¢é estavel e o erro em regime estaciondrio para uma entrada r(t) = At, t > 0,
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é igual a e(co) = A/K,, sendo:

- ; o . s TI(S) Kp
Ey= 111_.1[]; 5G(8)Guls) = 11_1’1{1] Sh'”ri(.s) e

Entao, |e(oo)| = 41A/Kp > 41A/220.5 = 0.1859A.

Para o mesmo exemplo, é possivel obter a regiao de estabilidade para controladores
PD, PI e PID. Para um controlador PD, considere que o valor inicial de K'p é —15, o valor

final é 70 e o valor de incremento ¢ 0.05. A regiao de estabilidade para este controlador

¢ mostrada na Fig. 58.

L "

200 300 féilp 51.30 6(‘)0

Figura 58: Regido de estabilidade para o Exemplo 5 com um controlador PD.

Considere este controlador e qualquer par (K p, Kp) na regiao de estabilidade da Fig.
58. Entao, para uma entrada r(t) = At, t > 0, segue que e(c0) = A/K,, sendo:

K
K= Lil‘% $G(5)Go(s) = Iin% s(Kp + }*'(Ds)M = —4—ip.

d(s)
Portanto, |e(co)| = 41A/Kp. Na Fig. 58, note que, por exemplo, pode-se escolher
(Kp, Kp) = (600, 60), tal que |e(oo)| = 414/600 = 0.0683A. Como descrito acima, este

valor ¢ menor que 0.1859A, o limite minimo para |e(co)| somente com o controlador P.

Note que, com o controlador PD, é possivel reduzir o erro em regime estacionario |e(oo)]

obtido com o controlador P.

Para um controlador PI, considere que o valor inicial de K; é —5, o valor final é 80 e

o valor de incremento ¢ 0.05. A regiao de estabilidade para este controlador ¢ mostrada
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na Fig. 59. Neste caso, para qualquer par (Kp, I{;) com I; # 0 na regiao de estabilidade
da Fig. 59, para uwma entrada r(t) = Af, { > 0, entdao e(co) = 0, pois a funcao de
transferéncia de malha fechada na Fig. 12 possui dois pélos em s = 0.

8or

70}

1 1 L L 1
100 140 160 200 220

Kp

Figura 59: Regido de estabilidade para o Exemplo 5 com um controlador PI.

Para um controlador PID, considere que o valor inicial de Kp ¢ —4, o valor final ¢ 8
e o valor de incremento é 0.25. Considere também que o valor inicial de I; é —1, o valor
final ¢ 11 ¢ o valor de incremento ¢ 0.25. A regiao de estabilidade para este controlador

¢é mostrado na Fig. 60.

Figura 60: Regiio de estabilidade para o Exemplo 5 com um controlador PID.

exemplo fol apresentado no artigo [02), subiietico ao periodico [EEE Trans.
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tions on Education.

6.6 Exemplo 6

Considere uma planta G (s), dada por:

Gols) = N(-S)D(‘s)“l’

sendo:
D(s) = d(s) =dy + dys + dys® + dss®,

) ni(s) nio + n11s + nyps’
na(s) Nag + 1918 + 7228° '
cujos coeficientes n;j, ¢ = 1,2, j =0,1,2, e d;, | = 0,1,2, 3, pertencem a intervalos, dados

por:
24.5 < nyo < 25.5, —10.5 < ny; < -9.5, 0.5 <nyp < 1.5,

-5.5 < Ti2p < —4.5, 3.5 S N9 < 45, 0.5 <ngp < 15,
—05<d; <05, 1.5<d, <25, =35<d, <-25, 0.5<d; <1.5.
O primeiro objetivo deste exemplo é obter uma matriz /' de modo a tornar o sistema

FG, de fase minima.

Seja F=[f; fol=nA[1 fi] sendo fr = fo/ fi. Os zeros do sistema FGy(s) sdo

as raizes do polinémio:

(s, fi) = ni(s) + fina(s) = (nio + fanao) + (11 + finar)s + (naz2 + fanas)s?,

r(s, fr) = So(fx) + 81(fi)s + 8a(fi) s,

cujos coeficientes &;(fi), ¢ = 0,1, 2, pertencem a intervalos, dados por:
5:’ min(fk) S 5t(fk) < 61' max(fk)s

cujos limites sao definidos em (3.28) e (3.29).

Tanto n;(s) como ny(s) possuem coeficientes positivos e negativos e, portanto, nao

sao Hurwitz. Logo, fi = 0 e fi = oo nao resolvem o problema.

Para determinar a faixa de valores de fi tal que o sistema F'G,(s) é de fase minima

em todo o politopo. sao analisados dois casos: fir = 0 e fr < (.
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Para f; > 0, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a andlise efetuada na Subsegao
3.8.3, o sistema ['Gy(s) ¢ de fase minima em todo o politopo se e somente se os seguintes

polindmios forem Hurwitz:
Ki(s, fi) = (24.5 = 5.5fi) + (—10.5 4+ 3.5fi)s + (1.5 + 1.5k)s?,
Ka(s, fi) = (24.5 = 5.5f3) + (=9.5 +4.5f)s + (1.5 + 1.5k)s?,
Ks(s, fi) = (25.5 — 4.5f;) + (=10.5 + 3.5f)s + (0.5 + 0.5k) s,
Ki(s, fr) = (25.5 — 4.5f)) + (=9.5 + 4.5f)s + (0.5 + 0.5k)s>.
As faixas de estabilidade dos polinomios acima foramm obtidas através do método a-

presentado no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e sao apresentados

na Tabela 5.

Tabela 5: Faixas de estabilidade para os polinémios K;(s, fi), i = 1,2, 3, 4.

Polinomio | Faixa de estabilidade
3 < fr <4.4545
2.1111 < fi < 4.4545
3 < Jr < 5.6667
2.1111 < fi. < 5.6667

A solucao do problema para [ > 0 corresponde a interseccao das regioes de estabili-
c I I k2 P G g

dade dos polinomios K;(s, f¢), t = 1,2,3,4:

3 < fi < 4.4545.

Para f; < 0, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a analise efetuada na Subsegao
3.8.3, o sistema ['(ly(s) é de fase minima em todo o politopo se e somente se os seguintes

polinémios forem Hurwitz:

Ki(s, fr) = (24.5 — 4.5f) + (—=10.5 + 4.5f;)s + (1.5 + 0.5k)s?,

Ka(s, fr) = (24.5 — 4.5f;) + (=9.5 + 3.5fi)s + (1.5 + 0.5k)s?,

Ks(s, fi) = (25.5 — 5.5fi) + (—10.5 + 4.5f)s + (0.5 + 1.5k)s?,

5.5fi) + (=9.5 + 3.5f)s + (0.5 + 1.5k)s*.

£y irlae afyraves
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presentado no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e sao apresentados

na Tabela 6.

Tabela 6: Faixas de estabilidade para os polinomios I¥,(s, fi), i = 1,2,3,4.

Polinomio | Faixa de estabilidade |

Ra(s, fx) | 2.3333 < Ju < 5.0044 |
Ky(s, Jx) | 2.7143 < Ji < 5.4444 |

2.3333 < fi < 4.6364 |

Ks(s, f

Ji) | 2 Sk <
Ku(s, fi) | 27143 < fi < 4.6364 |

As regioes de estabilidade dos polindomios K;(s, fi.), 1 = 1,2, nao atendem a
\ g d tabilidade dos polindmios K; L 1,2,3,4, tend

hipétese [ < 0. Logo, para qualquer fi < 0, todos os polinomios K;(s, fi), 1 = 1,2,3,4,
possuem pelo menos uma raiz com parte real nao-negativa para qualquer f; < 0. Portanto,

o problema nao possui solugao para fi, < 0.

Considerando os dois casos, a solugao geral do problema é dada por:

3 < fir < 4.4545.

Escolhem-se fi = 4 ¢ f; = 1. Entao, tém-se ' = [1 4] ¢ ng(s) = FN(s) =
ny(s) + 4na(s) = nso + nyys + npes?, sendo que os coeficientes nyy, @ = 0, 1,2 pertencem

aos seguintes intervalos:
2.5 S o g 75, 3.5 S nf S 85, 25 S Tfa S 75,
Dada a matriz F escolhida acima, o segundo objetivo deste exemplo é determinar k,

de modo a tornar o sistema incerto da Fig. 10 globalmente assintoticamente estavel e,

portanto, ERP. O Teorema 4 garante a existéncia de solugao para este problema.
O sistema da Fig. 10 possul a seguinte equagao caracteristica:
d(s, k) = d(s) + kng(s) = (do + knso) + (d1 + kns)s + (da + knyo)s® + (ds)s®,
d(s, k) = do(k) + 8y (k)s + 83(k)s® + 83(k)s,
cujos coeficientes d;(k), i = 0,1, 2,3, pertencem a intervalos, dados por:
0i min(K) < 6i(K) < dimax(K),

enins eno definidos em (3.2R) e (3.29)
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Para determinar a faixa de estabilidade do sistema, sao analisados dois casos: k > 0
e k<.

Para & > 0, de acordo com o Teorema de Kharitonov ¢ a andlise desenvolvida na
Subscgao 3.8.2, o sistema da Fig. 10 ¢ estavel em todo o politopo se ¢ somente se os

seguintes polinomios forem Hurwitz:
K\(s,k) = (0.5 + 2.5k) + (1.5 + 3.5k)s + (—2.5 + 7.5k)s* + (1.
Ka(s, k) = (=0.5 + 2.5k) + (2.5 + 8.5k)s + (—2.5 + 7.5k)s* + (0.5)s,
K3(s, k) = (0.5 + 7.5k) + (1.5 + 3.5k)s + (—3.5 + 2.5k)s* + (1.5)s°,
K4(s,k) = (0.5 + 7.5k) + (2.5 + 8.5k)s + (—3.5 + 2.5k)s* + (0.5)s>.

As faixas de estabilidade dos polinomios acima foram obtidas através do método a-
presentado no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e sao apresentados

na Tabela 7.

Tabela 7: Faixas de estabilidade para os polindémios I(;(s, k), 1 =1,2,3,4.

Polinomio | Faixa de estabilidade
Ki(s, k) k> 0.36271
K, ) k > 0.3376

(s, k
Ka(s, k) k> 25284
(s, k)

K k> 1.5548

A solucao do problema para k > 0 corresponde a intersecgao das regioes de estabili-

dade dos polinémios K;(s, k), i = 1,2,3,4:
k > 2.5284.
Para k < 0, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a analise desenvolvida na

Subse¢ao 3.8.2, o sistema da Fig. 10 é estavel em todo o politopo se ¢ somente se os

seguintes polinomios forem Hurwitz:
(—0.5 + 7.5k) + (1.5 + 8.5k)s + (—2.5 + 2.5k)s® + (1.5)s3,

2.5 + 3.5k)s + (=2.5 + 2.5k)s’

5o 85K)s 4+ (=35 -




Ky(s, k) = (0.5 + 2.5k) + (2.5 + 3.5k)s + (—3.5 + 7.5k)s> + (0.5)s°.

As faixas de estabilidade dos polindmios acima foram obtidas através do método a-

presentado no Capitulo 3, bascado no Critério de Estabilidade de Routh ¢ sao apresentados

na Tabela 8.

[abela 8: Faixas de estabilidade para os polinémios K;(s, k), ¢ = 1,2,3,4.

Faixa de estabilidade
k > 1.4503
k> 1.2590
k> 0.52746
k > 0.49402

Polinomio

As regioes de estabildade dos polinémios K;(s, k), = 1,2, 3,4, nao atendem a hipdtese
k < 0. Logo, todos os polinémios K;(s, k),7 = 1,2. 3,4, possuem pelo menos uma raiz com

parte real nao-negativa para qualquer & < 0. Portanto, o problema nao possui solugao

para k < 0.
Considerando os dois casos, a solugao geral do problema ¢ dada por:

k > 2.5284.

6.7 Exemplo 7
Considere o sistema mostrado na Fig. 10, com G(s) = n(s)/d(s), sendo:

n(s) =1, d(s) = s+ 5s.

A fungao de transferéncia de malha fechada G,(s) é dada por:
’ k
Gals) =g,
s+ 5s+k
-2, a=3eb=4.

Deseja-se determinar a faixa de valores de & € R tal que os pdlos do sistema de malha

fechada estejam dentro da regiao especificada na Fig. 21, com g,
A regiao desejada corresponde a interseccao das regioes especificadas nas Figs. 13, 15
e 16. Assim, para a solugao do problema, é necessdrio aplicar as transformagoes (3.37),

3.410) ao i:u“lllﬂ)lllio caracis :'!’Ht.l(_'u r.r'(.*.-. f.] = §
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Aplicando-se a transformagao (3.37) em d(s, k), obtém-se:

di(5,k) = 52+ 5+ (k- 6).

Aplicando-se a transformagio (3.39) em d(s, k), obtém-se:

dy(5, k) = (0.0112 + j0.0384)5% + (0.8 + j 0.6)5 + k.

Aplicando-se a transformagao (3.40) em d(s, k), obtém-se:
ds(5,k) = (0.0112 — j0.0384)5* 4 (0.8 — j 0.6)5 + k.
Assim, de acordo com a Segao 3.9.1, os pdlos do sistema de malha fechada encontram-

se na regiao especificada se e somente se todas as raizes dos polinomios d, (5, k) e d(3, k),

sendo:

d(5,k) = da(5, k)ds(5, k) = (0.0016)5* + (0.0640)5° + (0.0224k+1)5° + (1.6k)5 + (k?)

possuirem parte real negativa. De acordo com o método apresentado na Segao 3.2, baseado
no Critério de Estabilidade de Routh, o polinomio d,(5, k) é Hurwitz se e somente se:
k>6

e o polinoémio d(§, k) é Hurwitz se e somente se:

0<k<17.3611.

Portanto, a faixa de valores de k£ € R que soluciona o problema é dada por:

6 <k <17.3611.

6.8 Exemplo 8

Considere um sistema discreto com um controlador P, cuja fungao de transferéncia
G(z) é dada por (3.47)-(3.49), sendo dq(2) = duo(2) + kngo(2) = 2° + 22 + 1.5kz + (—k —
0.5) [43]. Para determinar a faixa de valores de k € R tal que todas as raizes de d(z)

permanecem dentro da circunferéncia unitdria |z| = 1 no plano z, inicialmente deve-se
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aplicar a transformagdo (3.50). Entdo, de (3.50)-(3.52), segue que:
q(v) = (2.5k+0.5)v> 4+ (—4.5k+0.5)v%+(1.5k+5.5)v+ (0.5k + 1.5) = d(v) +kn(v),
sendo:

n(v) = 2.50° — 4.50° + 1.5v + 0.5, d(v) = 0.50* + 0.50* + 5.5v + 1.5.

Este problema ¢ equivalente a encontrar a faixa de estabilidade do sistema na Fig.

10, cuja fungao de transferéncia é dada por Gy(s) = n(s)/d(s).

Assim, a solugao do problema é dada por:

—0.2 < k < 0.070027.

6.9 Exemplo 9

Considere a planta dada em [73], com incertezas, dada por:

&= A(O{)'E + B(a){u + g(t,:?ﬁ)),
y = C(a)z,

0 1+ T‘g(t)
2 0 , Bla)
1+ 7'4(t) -2

010
1 10|

Cla)= [

E(t,x) = (1+05ms(t)) " (rs(®)[ 1 1 0 } a(t) +7o(t)) ,
sendo os parametros incertos r;(t), ¢ = 1,...,6, desconhecidos, mas com amplitude limi-

tada:
Iri(t)| < 1.

O objetivo deste exemplo é determinar os parametros K, e #, de modo que a lei de
controle u = —K,y — Bsign(Fy) torne o sistema incerto acima globalmente assintotica-

mente estavel.

Note que as matrizes A(a) o C'la) podem ser deseritas na lorma apresentada na
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Hipdtese B2, no Capitulo 5

sendo:

o o |
by O
J

|
o

L

Ag =
0 i —2 |

AT'

RN O NNO NN O NN O

©C N O O N O O N o O No

010
GI=02=03=04=05:06:07=03=[1 . Ul

De acordo com a hipétese B5, a norma do distirbio £(¢, z) é dada por:

—_— (rs)[ 1 1 0]a(t) +7o(t)) _Irg(t)[l 1 0 ]a(t) +re(t)
Staell = (1+ 0.575(1)) - 1+ 0.5r5(0)]

sendo:
ra@) [ 11 0 ]a@® +re@)| < Irs(@] |[ 1 1 0] ()] + re()] < 2l2()] + 1,

|1+ 0.57s(t)| > 5lrs(t)] = 0.5.

Portanto,
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sendoa=4eb=2.

A matriz B(a) pode ser descrita na forma apresentada na hipétese B4, no Capitulo

B(a) = B + AB,

sendo:

0 0
B = [ 1 c AB = 0.575(f) | = Hﬂf‘f‘

K 0

com AB = [ABH] = [0.575(t)]. Entdo, 1 + AB);, = 14+0.57r5(t) > 05 >, =1le
|1+ AB| < 1.5.

Através de um programa implementado no LMISol, foram solucionadas as LMIs a-
presentadas na Subsegao 2.6.2, utilizando as idéias discutidas no Capitulo 5. O programa
apresentou solugoes somente para os itens (i), (ii), (v) e (xi) do Teorema 23, com o item

(xi) flexibilizado através do Teorema 44. A Tabela 9 apresenta estas solugées.

Tabela 9: Solugées obtidas para o Exemplo 9.

Teorema (item) K, F
Teorema 23 (i) 3.6897 1.0000 1.6897 0 |
Teorema 23 (ii) 4.8411 1.0000 1.1682 0
Teorema 23 (v) 5.6671 1.0000 1.9150 0
Teorema 23 (xi) (flexibilizado) 1.5126 1.1027 1.0000 0 |

A fim de obter uma melhor resposta transitéria, procurou-se obter a maxima taxa
de decaimento para as LMIs apresentadas na Subse¢ao 2.6.2, através de um programa
implementado no LMISol. O programa apresentou solugoes somente para os itens (i), (ii),
(v) ¢ (xi) do Teorema 26, com o item (xi) flexibilizado através do Teorema 44. A Tabela

10 apresenta estas solugoes.

Tabela 10: Taxas de decaimento obtidas para o Exemplo 9.

Teorema (item) Ymax T max
Teorema 26 (i) 0.9999 | —2.0000
Teorema 26 (ii) 0.9991 | —2.0000
Teorema 26 (v) 0.7820 | —2.0000
Teorema 26 (xi) (flexibilizado) | 1.9999 | —2.0000 |
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A méaxima taxa de decaimento obtida foi ypn.x = 1.9999, obtida através do item (xi)
do Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44. Foram encontradas outras sohugoes
para os itens (i), (ii) e (v) do Teorema 26. Para os outros teoremas, o programa nao
encontrou solucoes factiveis.

Dadas as condigoes do sistema, para o projeto do CEV com a lei de controle (5.3), foi
especificada uma taxa de decaimento v = 1 e restrigoes na entrada w,(1) = —Kyy(f) ¢ na
saida s(t) = z(t):

[u(0)] < 1o, |s()] = |2(t)] < &o.

Nos itens (v) e (xi) do Teorema. 26, nos quais as restrigoes na entrada u,(t) = — Kyy(#)
nao podem ser expressas diretamente em termos de LMIs, foi especificada uma restrigao

apenas na saida y(t):
ly(t)] < Hy-

De acordo com a Observagao 37, as restrigoes nos vetores de saida foram especificadas

para cada elemento desses vetores:
|I1(?)| S <(-::uls IT'J({” S 502: [173('.:)' S ‘503) |y1(£)’ S ,uyl: |y2(£)| S “yZ-
As restrigdes nos vetores acima sao dadas através das LMIs (5.27), (5.28) e (5.32),

aplicadas a estes vetores.

Através de um programa implementado no LMISol, procurou-se obter a minima am-
plitude dos vetores de entrada e saida, para as LMIs apresentadas na Subsegao 2.6.2, com

as seguintes condigoes iniciais:

2(0) = [ 21(0) x2(0) =3(0) T=[10 -1]"

Para v = 1, somente o item (xi) do Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44,

apresentou solugao. Esta solugao é dada por:
ly1()] < pyr = 8.1478 x 1072, |ya(t)| < pyo = 1.2613,

|1 (8)] < €01 = 1.2587, |zo(t)]| < &op = 8.1478 x 1072, |z3(t)| < €,3 = 1.0753,

F=[1517421 0], Ko=[30629 1.0206 ].

Assim,

W] £ 1y = py1 + py2 = 1.3428, |z(t)] < & = Eor + o2 + &
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lu(t)] < po = | K| py = 5.4834.
Entao, de acordo com (5.11), com ! = 0.495, o valor de 3 em (5.3) deve ser tal que:

4> 40.8779.

Escolhendo-se 3 = 41 ¢ assumindo que 7;(t) = sint, ¢ = 1, .6, fol feita uma
simula¢ao do sistema incerto com a lei de controle (5.3), através do Matlab. O problema
da lei de controle ¢ que a fungao sinal ¢ descontinua, o que torna a simulagao muito lenta
e requer muita memoria do computador. Para resolver este problema, a fungao sinal foi

substituida pela equagao:
a

o T 18
la] + ¢’

sendo ¢ uma constante real positiva, cujo valor é, geralmente, pequeno. Esta aproximagao

sign(a)

torna a implementagao do sistema mais adequada. Neste exemplo, foi utilizado ¢ = 1072,

A Fig. 61 apresenta a evolugao dos estados em um periodo de 0 a 4 segundos e a Fig.
62 apresenta o sinal de controle utilizado. Todos os estados convergiram para o estado
de equilibrio em menos de 4 segundos, atendendo, portanto, a especificagao da taxa de

decainmento.

Figura 61: Evolugio das varidveis de estado da planta do Exemplo 9.
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Figura 62: Sinal de controle do Exemplo 9.

6.10 Conclusoes Parciais do Capitulo

Neste capitulo, as contribuigoes apresentadas nesta tese foram aplicadas em alguns

exemplos.

Nos Exemplos 1 e 2, que dependem de dois parametros, foram determinados os valores
destes parametros para os quais os teoremas propostos no Capitulo 2, para tornar plantas
ERP, apresentam solucao, utilizando o Matlab. Para executar as LMEs, foi feita uma

aproximagao.

No Exemplo 1, a regidao de factibilidade mais extensa foi obtida através do Algoritmo
1. O item (xi) do Teorema 13 apresentou uma éarea de factibilidade um pouco menor. Esta
regiao de factibilidade estd coerente com os zeros de transmissao do sistemna {A, B, BT},
Os itens (1)-(vi) do Teorema 13 apresentaram solugdes para uma drea razodvel da regiao

pesquisada. Os itens (vii)—-(x) do Teorema 13 nao apresentaram solugéo.

No Exemplo 2, o Teorema 10 apresentou solugoes em toda a area analisada, o que
estd coerente com o zero de transmissao do sistema {A4,C7T,C}, que se encontra em
So = —2, independentemente dos valores dos parametros. O Teorema 9 e o item (xi)
do Teorema 13 apresentaram uma grande area de factibilidade, que esta coerente com os
zeros de transmissio do sistema {A, B, BT}. Ositens (i)-(vi) do Teorema 13 apresentaram

{

solugoes para tnee dves razoavel da regiao pesquisada. Os itens (vit)-(x) do Teorema 13

e o Algoritmo | nao apresentaram solugao.
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Para os dois exemplos, procurou-se obter, utilizando o LMISol, a maxima taxa de

decaimento possivel. Para o Exemplo 1, a maxima taxa de decaimento foi obtidas através

do Algoritmo 2. Outras solugoes foram encontradas através dos itens (i), (i), (v), (vi)

e (xi) do Teorema 20. Os outros itens nao apresentaram uma solugao factivel. Para o
Exemplo 2, a maxima taxa de decaimento foi obtidas através do Teorema 16, do item (xi)
do Teorema 20 e do Algoritmo 2. Outras solugoes foram encontradas através do Teorema
17 e dos itens (i) e (ii) do Teorema 20. Os outros itens do Teorema 20 nao apresentaram

uma solugao factivel.

Analisando as regioes de factibilidade e as taxas de decaimento obtidas para os Exem-
plos 1 e 2, observa-se que a maioria dos teoremas analisados apresentou solugoes melhores
para o Exemplo 2, indicando que, para este caso, a transformacao utilizada no Exemplo

2 melhora os resultados.

Para o Exemplo 3, nenhum dos teoremas propostos no Capitulo 2 encontrou matrizes
F e K, que tornassem ERP o sistema { A—BK,C, B, FC'}. Entretanto, através do método
proposto no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh, foi obtida a faixa
de valores de f tal que o sistema {A, B, FC}, com F = fi[ 1 f; ], seja de fase minima,
que é uma condigao necessaria para que um sistema seja ERP. Foi obtida, também, a faixa
de valores de fi que posiciona os zeros de transmissao de {A, B, FC'} na regiao do plano
complexo que garante uma taxa de decaimento especificada. Dada uma matriz F' que
atende as especificagoes, foi obtida, através do Teorema 21, uma matriz K, que tornasse
ERP o sistema {A — BK,C, B, FC} e garantisse a taxa de decaimento especificada. As
figuras que mostram as saidas da planta e a lei de controle ©v = —K,y mostram que as

especificagoes foram atendidas.

Para o Exemplo 4, através do método proposto no Capitulo 3, observa-se que nao
existem matrizes F' e K, que tornem ERP o sistema {A — BK,C, B, FC}. Para se obter
um sistema ERP, foi necessario utilizar um compensador dinamico de ordem m = 1, no
caso um integrador. Iniciallmente, foi obtida uma matriz F que estabilizasse o sistema
{A - BFC, B,C}, de modo que a planta estendida fosse de fase minima. Com a planta
estendida, foram obtidas matrizes K, e F,, que tornassem ERP os sistemas das FFigs. 7 e

8.

No Exemplo 5, o Critério de Estabilidade de Routh foi aplicado para obter a faixa
de estabilidade de um sistema realimentado comn uma planta G (s) e um controlador
proporcional G.(s) = Kp. Posteriormente. para diminuir ou eliminar o erro em regime

do sistema para uma entrada degrau, toram utilizados controladores PD, PI e PID. Para
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estes controladores, foram determinadas as regices de estabilidade através do Critério
de Estabilidade de Routh. Este exemplo foi apresentado no artigo [62], submetido ao

periddico IEEE Transactions on Education.

No Exemplo 6, foi obtido um vetor F' para tornar o sistema I'G,/(s) de fase minima

para uma planta Gy(s) com uma entrada e duas saidas, cujos coeficientes de ny(s) e ny(s)

pertencem a determinados intervalos. Posteriormente, foi obtida faixa de estabilidade do
sistema realimentado com um ganho /', de modo que a planta G, (s) = C(sI — A)"'B

realimentada e com o vetor F', dada por {A — BK,C, B, FC'} seja ERP.

No Exemplo 7, através de transformacoes apropriadas, o Critério de Estabilidade de
Routh foi utilizado para posicionar os pdlos de um sistema de malha fechada em uma
determinada regiao do plano complexo. No Exemplo 8, foi utilizada uma transformagao
que permitiu o uso do Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa de

estabilidade de um sistema discreto.

No Exemplo 9, para um sistema com incertezas politépicas, foi utilizado o Controle
com Estrutura Variavel proposto no Capitulo 5, utilizando compensadores estaticos obti-
dos através dos teoremas propostos no Capitulo 2. No projeto, foram consideradas, além
da estabilidade e da robustez, outras especificagoes, como taxa de decaimento, restricoes
na entrada e na saida. Através das Figs. 61 e 62, observa-se que o sistema atende as

especificagoes do projeto.

Em quase todos os exemplos, os controladores apresentados sio estaticos e constituidos
apenas por matrizes constantes, facilmente obtidas através de programas computacionais
disponiveis. No Exemplo 4, foi necessirio o uso de um integrador, além de outros contro-

ladores estaticos.

Os exemplos apresentados demonstram a validade e a importancia dos métodos pro-

postos nesta tese, no projeto de sistemas de controle.
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7 Conclusao

Foi apresentado um novo método para o projeto de CEV, baseado em LMIs. O
método permite a especificagao da taxa de decaimento, restri¢oes nas saidas, rejei¢ao de
distirbios, incertezas e termos nao-lineares da planta casados e incertezas paramétricas

nos parametros da planta nao casadas.

A chave destes resultados foi uma nova formulagao, em termos de LMIs, de condigoes
suficientes, e um estudo comparativo com os métodos disponiveis, para tornar um sistema
ERP, com controladores estdticos. Foram obtidas também novas condigoes suficientes
(Algoritmos 1 e 2) para este problema. As principais contribuigoes neste trabalho foram
a proposta de novos métodos de projeto para plantas com o nimero de saidas maior que

o numero de entradas e a generalizacao dos métodos de projeto para sistemas incertos.

Estes novos métodos foram aplicados em dois exemplos (Exemplos 1 e 2), objetivando
tornar ERP uma planta com o uso de controladores estdticos. Inicialmente, foi analisada
a regiao de estabilidade dos sistemas em fungao de dois parametros a e b, com a e b dentro
de intervalos, definidos por um valor minimo e um valor maximo, utilizando o software
Matlab. Em seguida, com a = b = 0, procurou-se obter a maxima taxa de decaimento
para os sistemas. Para os dois exemplos, o item (xi) do Teorema 13 apresentou solugoes
para toda a drea analisada. O Algoritmo 1 apresentou uma grande drea factivel. Entre
os outros teoremas, os melhores resultados foram obtidos com os itens (ii), (iv) e (vi)
do Teorema 13. Os itens (i), (iii) e (v) do Teorema 13 apresentaram uma drea factivel
menor. Ja os itens (vii), (viii), (ix) e (x) do Teorema 13 nao apresentaram nenhuma
solugao. Para o Exemplo 2, que corresponde ao Exemplo 1 com uma transformacao 7,
descrita no Lema 5, os Teoremas 9 e 10 apresentaram solugoes para toda a area anali-
sada. Comparando as regioes factiveis obtidas para os dois exemplos, observa-se que
os melhores resultados foram obtidos com a transformagao T  utilizada no Exemplo 2.
Quanto a taxa de decaimento, os melhores resultados foram obtidos com os itens (ii), (iv)
e (vi) do Teorema 200 Os itens (i), (iii) ¢ (v) do Teorema 20 apresentaran outra solugao.

Os demais teoremas nao apresentaram solugoes factiveis.
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Os métodos foram aplicados, também, para plantas com incertezas politopicas nos
parametros, ilustrados no Exemplo 9, considerando a estabilidade, a robustez e a taxa de
decaimento e com a solu¢ao das LMIs através do software LMISol. O melhor resultado foi
obtido com o item (xi) do Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44. Os itens (i),
(ii) e (v) do Teorema 26 também apresentaram uma taxa de decaimento v > 0, embora

menor que a obtida com o item (xi). Através da Fig. 61, observa-se que o sistema com

CEV projetado no Exemplo 9, com as matrizes i, e F obtidas através do item (xi) do

Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44, atende as especificagoes do projeto.

Foi desenvolvido, também, um método para a determinagao da faixa de estabilidade
de plantas com duas entradas e uma saida, com realimentagao estatica da saida, baseado
no Critério de Estabilidade de Routh (Exemplos 3 e 4). O método foi utilizado para
definir a faixa de valores de f; € R tal que um sistema {4, B, FC'}, com F = fi[ 1 f; ],
seja de fase minima e, com uma matriz F escolhida convenientemente, foi obtida a faixa
de valores de k € R tal que o sistema realimentado {A — BK,C, B, FC}, com K, = k,
seja ERP. O método também permite especificar a taxa de decaimento. Para o Exemplo
4, néao foi possivel tornar o sistema ERP através de controladores estdticos, pois, através
do Critério de Estabilidade de Routh, observou-se que nao existe uma matriz F' que torna

o sistema {A, B, FC} de fase minima.

No Exemplo 5, o Critério de Estabilidade de Routh foi aplicado para obter a faixa
de estabilidade de um sistema realimentado com uma planta G,(s) e um controlador
proporcional G.(s) = Kp. Posteriormente, para diminuir ou eliminar o erro em regime
do sistema para uma entrada degrau, foram utilizados controladores PD, PI e PID. Para

estes controladores, foram determinadas as regioes de estabilidade através do Critério de

Estabilidade de Routh.

No Exemplo 6, foi obtido um vetor F' para tornar o sistema F'G,(s) de fase minima
para uma planta G,(s) com uma entrada e duas saidas, cujos coeficientes de n,(s) e ny(s)
pertencem a determinados intervalos. Posteriormente, foi obtida faixa de estabilidade do
sistema realimentado com um ganho K, de modo que a planta G,(s) = C(sI — A)"'B

realimentada e com o vetor F, dada por {A — BK,C, B, FC} seja ERP.

No Exemplo 7, através de transformacoes apropriadas, o Critério de Estabilidade de
Routh foi utilizado para posicionar os polos de um sistema de malha fechada em uma
determinada regiao do plano complexo. No Exemplo 8, foi utilizada uma transformacao

1

que permitin o uso do Critdrio de Estabilidade de Routh para determinar a faixs

estabilidade de um sistema discreto.
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Outra contribuigao foi a utilizacao de compensadores dinamicos de ordem igual ao
numero de entradas da planta, para plantas que nao podem ser tornadas ERP através
de controladores estiticos. E apresentada uma solugio suficiente para esse problema,
baseada em LNMIs.

No Exemplo 4, pelo Critério de Estabilidade de Routh, observou-se que nao é possivel
tornar a planta ERP através de controladores estdticos. Entao, a planta foi estendida
através de um compensador dinamico de ordem igual ao niimero de entradas da planta, de
acordo com a Fig. 5 e foram obtidas matrizes F', I, e F, tais que os sistemas realimentados
das Figs. 7 e 8 sejam ERP.

Em todos os exemplos, com excegao do Exemplo 4, os controladores apresentados sio
estaticos e compostos apenas por duas matrizes constantes, que foram facilmente obtidas,

utilizando-se programas computacionais disponiveis.

7.1 Sugestoes para Pesquisas Futuras
Trabalhos futuros relacionados aos resultados obtidos nesta tese sio:
Continuagao dos estudos para tornar plantas ERP, baseadas em LMIs, com contro-

ladores estaticos e dinamicos, para plantas com ou sem incertezas nos parametros;

Uso conjunto dos resultados obtidos nesta tese com métodos iterativos para a solugao

de Inequagoes Matriciais Bilineares (em inglés, Bilinear Matriz Inequalities, BMIs);
Novas aplicagées em CEV, em termos tedricos e praticos;

Generalizagao dos estudos descritos nos itens anteriores para plantas nao-lineares.

Artigos Publicados e Artigos Submetidos

“Design of SPR Systems and Output Variable Structure Controllers Based on LMI”,
publicado no 7th International Workshop on Variable Structure Systems, em Sara-
jevo, Bosnia-Herzegovina, em 2002, como capitulo do livro “Advances in Variable
Structure Systems: Analysis, Integration and Applications — Proceedings of the 7th

International Workshop on Variable Structure Systems™ [74];
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e “Sintese de Sistemas Incertos ERP Baseada em LMI e Controle com Estrutura

Varidvel”, apresentado e publicado no XIV Congresso Brasileiro de Automdtica, em

Natal-RN, em 2002 [75];

e “Proportional Controllers: Direct Method for Stability Analysis and MATLAB Im-

plementation”, submetido ao periddico IEEE Transactions on Education [62];

e “Design of SPR Systems with Dynamic Compensators and Output Variable Struc-
ture Control”, submetido ao 9th International Workshop on Variable Structure Sys-

tems, que serd realizado em Alghero, Itédlia, em 2006 [76].

Outros artigos relacionados aos tépicos abordados nesta tese estao sendo redigidos e

serao publicados futuramente.
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APENDICE A - Zeros de Transmissdo de
um Sistema

Considere A(s) = B(s)C(s), sendo A(s), B(s) e C(s) polindmios de ordens com-
pativeis. Assim, C(s) é um divisor a direita de A(s) e A(s) é um mailtiplo @ esquerda de
C(s). De maneira similar, B(s) é um diwvisor a esquerda de A(s) e A(s) é um mailtiplo
a direita de B(s). Considere, também, duas matrizes polinomiais D(s) e N(s), com o
mesmo numero de colunas, p. Entao, uma matriz polinomial quadrada R(s) € RP*? ¢ um
divisor comum a direita de D(s) e N(s), desde que existam matrizes polinomiais D(s) e
N(s) tais que:

D(s) = D(s)R(s) e N(s) = N(s)R(s).
Uma matriz polinomial quadrada M (s) é unimodular se o seu determinante for dife-

rente de zero e independente de s.

Uma matriz polinomial R(s) é o maior divisor comum a direita de D(s) e N(s) se as

seguintes condigoes forem satisfeitas:

(i) R(s) ¢ um divisor a direita de D(s) e N(s);

(ii) R(s) é um multiplo & esquerda de todos os divisores comuns a direita de D(s) e N(s).

Se um maior divisor comum a direita é uma matriz unimodular, entdao D(s) e N(s)

sao ditas coprimas a direita.

Considere uma matriz G(s) = N(s)D(s)™!, G(s) € R?™” racional prépria (G(s) é
prépria < grau D(s) > grau N(s) < G(00) = 0 ou G(oc0) é igual a uma constante

diferente de zero), sendo que N(s) e D(s) sao coprimas a direita. Entdo, um nimero
A € C é um zero de transmissio de G(s), se o posto de N(A) < min(p, q) [63].
Os zeros de transmissao também podem ser definidos através da realizacao minima de

G(s). Considere {A, B,C, D} qualquer realizagio minima de dimensao n de uma matriz
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prépria racional G(s) = C(sI — A)"'B + D € R”?, com A € R"*", B € R**?, C € R**"
e D € R7™P. Entao, os zeros de transmissao sao os valores de s = A € C, tais que:
)\Jr ) le B .
posto 5 < n + min(p, q).

Maiores detalhes sobre a teoria exposta neste apéndice podem ser obtidos em [63].
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APENDICE B - Demonstracdo do Lema
3 [1]

Defina By = [byiy,...,b1n-m] € R™" ™ e considere que posto(B,) = n—m, BTB =0

eblby; =0parai#j,iej € {1,...,n—m}. Entdo, C pode ser considerado igual a:

C = MyBT + M,BY, (B.1)
pois, de posto(CB) = m, segue que posto(B) = m e, assim, posto([B : B]) = n. Note
que, em (B.1), M; € RP*™ e CB = M; BT B. Entéo, da condigio de que posto(CB) = m
segue que:

posto(M;) = m. (B.2)

Agora, considere, por hipétese, posto(C) = p e, de (B.1),

BT
c=m i m] o (B.3)
e, entdo, posto([M; : M,]) = p. Portanto, de (B.2) e [M,; : M,] € RP*", existem p — m

colunas de M3, iguais por definicao a my, ..., Mp_m, tal que

posLO{Ml Py e m.;,_m]=POSt0[M'1 : M4]=P» (B.4)

Note que:
[ i © i ] — MyNiN;... N, = MgN, (B.5)

sendo N; € R"™™*"™™ 4§ = 1,...,q nao singulares e que permutam duas colunas de

MyNy...N;_q,sendo Ny = I,,_,..

E facil mostrar que N.™! = N; e assim, de (B.5), N-! = N, ...Nj. Entdo, de (B.3) e
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(B.5), segue que:

4 { M, M } i & { M, My M, ] ol
) = M . M, ; = Fi" . - : M = .
! 2l o ~NN-t || BT 1 a "1 N-1BT

(B.G)

Note que N~ BT tem as mesmas linhas de BT, mas com algumas mudangas de posicio.
Portanto, de BTB =0 e b%,b,; =0, i # j, defina:
1pT 5. "
N™By =| By, : By
sendo B, € R*?*" e BI, € RP"™", Entdo, B,B =0, B{,B = 0 e B, By, = 0.
Portanto, de (B.6) e (B.7), segue que:

C = M,BT + M3BY, + M,BY,.

pxn

Sabendo-se que C' € RP*", temos, a partir de (B.4):

DOStO( M, My ]) = posto ([ J"lfl My My j]) =p.

Agora, considere a matriz:

=

B{,
g "

Entao:

T ' = [ B [B,‘{l,{a’m]"1 + BKy+ BoLK, i CT[CCT] Yol ] ;
sendo:
CT = B[B"B]" Kq+ Bov [BI,Bo] ™ + Bou [BL, Bor| ™ K, (B.11)
My + M K4+ MyKs = My + MyBY, By, K, + My BT BK, =0, (B.12)
Ky =-BJ,c(ccm)™. (B.13)

Note que CCT = 0 e, de (B.8), existem K, Ky, K4 e K tais que (B.12) seja satisfeita,
pois BT, By, e BT B siio nio-singulares. Portanto, de (2.10), (B.9) e (B.10), é ficil mostrar

que:

(B.14)
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.rﬂl 2
part = | A M| —ay, T2 | B, (B.15)
,"13 :'1.1 y

sendo Ay € R"P" 7P A, e RPP, A3 e R P e Ay € R PXP  Entdo, o Lema 3 estd

provado.
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APENDICE C - Obtencdo da Faira de
FEstabilidade Utilizando o
Critério de Routh com o
Matlab

Foi implementado um programa, chamado stabrange.m, utilizando o Matlab, versao
6.5, para determinar a faixa de ganhos do controlador, de modo que o sistema na Fig. 12
seja estavel, com o método proposto no Capitulo 3, para controladores P, I, D, PI, PD,
ID e PID. O programa também permite a especificagao da taxa de decaimento do sistema
controlado. O programa esta disponivel na Internet: http://www.dee.feis.unesp.br/
docentes/marcelo/fxestab/index.html. O programa utiliza apenas o Matlabe o Con-
trol System Toolboz e pode ser empregado como uma nova fungao para o Critério de

Estabilidade de Routh.

Inicialmente, o programa solicita ao usudrio os coeficientes dos polinémios n(s) e
d(s), na forma de vetor. Por exemplo, se n(s) = s* — 2s + 1, deve-se digitar [1 -2
1]. Entao, ele permite que o usudrio especifique uma taxa de decaimento, se desejar.
Em seguida, o usudrio escolhe o tipo de controlador. Suponha que o usuério escolha o
controlador P. Como o programa possui um pequeno erro de aproximacao na busca das
raizes dos termos da primeira coluna da tabela de Routh e, conseqiientemente, algumas
raizes repetidas podem ser consideradas como raizes distintas, existe uma margem de
tolerdncia ¢ = 107% que pode ser alterada pelo usudrio. Entdo, apés possibilitar ao
usuario checar a tolerancia, o programa executa a fun¢ao srrc, que soluciona o problema
principal: determinar a faixa de valores de k € R, tal que todas as raizes do polinémio
caracteristico d(s, k) = kn(s) + d(s) possuem parte real negativa, utilizando o Critério de

Estabilidade de Routh, seguindo o método descrito no Capitulo 3.

O primeiro passo executado pela fungao srrc é obter os termos p;;(k) dos nume-

radores da tabela de Routh (veja a Tabela 1). Depois de calcular as raizes reais dos
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termos p; (k) da primeira coluna, essas raizes reais sao dispostas em ordem crescente,

sem repeticdo, como mostra a Fig. 9. Essas raizes determinam os intervalos a serem
analisados. Assim, para cada intervalo I;, um ponto m; é escolhido de acordo com a
Observacao 28. Finalmente, seguindo o procedimento descrito no Capitulo 3, a fungiao
calcula o polindmio caracteristico d(s, m;) e determina as raizes deste polindmio. Se todas
as raizes de d(s,m;) possuem parte real negativa, o sistema na Fig. 10 é estdvel para &k
em todo o intervalo I;. Caso contrario, o sistema € instavel neste intervalo de k. A fungao
retorna os intervalos de k& nos quais o sistema é estavel em uma varidvel tipo string,
chamada spe, e os limites destes intervalos em uma matriz, chamada sol. Finalmente, o

programa mostra a faixa de estabilidade.

Note que nao é necessério obter os termos g;(k) na tabela de Routh, pois suas raizes
estdo incluidas nas raizes dos termos pji(k), j = 0,1,2,...,n, como mencionado no

Capitulo 3.

Quando o usuério escolhe um controlador I ou D, o procedimento é o mesmo, exceto
pela adicao de um pélo ou um zero em s = 0, respectivamente, na fungao de transferéncia

de malha aberta.

Para controladores PI, PD e ID, o programa solicita um conjunto de valores para
K, Kp e Kp, respectivamente, dado por um valor inicial, um valor final e um valor de
incremento. Por exemplo, para controladores PI, o conjunto de valores de K € o seguinte:
Kpinicial, KT inicial + A, K inicial + 24,. . ., KJinicial + M4, sendo A o valor de incremento,
K inicial +MA < K7 final € KJinicial +(m+1)A > K fina. Entao, para cada valor de K;, Kp
e Kp nos conjuntos definidos acima, respectivamente, o programa determina o polinomio
caracteristico d(s, k), para k = Kp, k = Kp e k = K, respectivamente, e executa a
funcao srrc, que obtém a faixa de estabilidade de Kp, Kp e K, respectivamente, para
os controladores PI, PD e ID. Finalmente, o programa mostra a regiao de estabilidade em
um gréfico. Os limites dos intervalos de Kp, Kp e K, para cada valor de K;, Kp e Kp,

respectivamente, sao armazenados em uma matriz, chamada sol2v.

Para um controlador PID, o programa solicita um conjunto de valores para Kp e para
K (valor inicial, valor final e o valor de incremento). Entao, para cada par de valores
de Kp e K;, o programa determina o polinédmio caracterisitco d(s, k), para k = Kp,
e executa a fun¢ao srrc, que determina a faixa de estabilidade de Kp. Finalmente, o
programa mostra a regiao de estabilidade em um gréfico. Os limites dos intervalos de Kp,
para cada par de valores de Ky e Kp, respectivamente, sao armazenados em uma matriz,

chamada sol3v.
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Depois de especificar os coeficientes de n(s) e d(s) e checar a tolerancia, se o usuario

escolher um controlador P, I ou D, o programa pergunta se o usudrio deseja ver todos o0s

passos do processamento ou apenas a faixa de estabilidade. Quando a opgao é ver todos os

passos, algumas pausas sao incluidas na apresentagao, para uma melhor visualizagao. Para
controladores PI, PD, ID e PID, somente as faixas de estabilidade e o grafico contendo a

regiao de estabilidade sao mostrados.

Este programa foi apresentado em um artigo, intitulado “Proportional Controllers:
Direct Method for Stability Analysis and MATLAB Implementation”, que foi submetido

ao periédico IEEE Transactions on Education [62).
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APENDICE D - Restricées na Entrada e
na Satda

D.1 Restricao no Vetor de Entrada

Admita que um SLIT possua a seguinte representacao em varidaveis de estado:

& = Az + Bu,
(D.1)

y=Cz,

sendo « € R" o vetor de estado, u € R™ a entrada de controle, y € R” a saida do sistema
(p > m), A € R"" a matriz caracteristica do sistema, B € R™™ a matriz de entrada do

sistema e C € RP*™ a matriz de saida do sistema.

O problema da restrigao no vetor de entrada u consiste em especificar LMIs, de modo

a assegurar que:

max [[u]] < o,

sendo p, uma especificagao considerada no projeto do controlador. Para a lei de controle

u = —K,yy, tem-se:

T = Az — BK,y = Az — BK,Cz = (A—- BK,C)z.

Considera-se, entao, uma candidata a fung¢ao de Lyapunov na forma quadrética V (z) =
zT Pz, na qual P é uma matriz real simétrica definida positiva. A derivada desta funcao
em relagao ao tempo, ao longo de qualquer trajetdria, é descrita por:

V(z) = &"Pz+a"Pi
= z7(A - BK,C)" Pz + 2T P(A - BK,C)z
a"(ATP - CTKT BT P)x + 2T (PA — PBK,C)z

a’(PA+ ATP - PBK,C — CTKTBTP)z
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= z'PP"Y(PA+ ATP - PBK,C - CTKIBTP)P™'Pz
T P(AP~! + P-'AT — BK,CP™' - P"'CTK! BT)Px. (D.2)
Definindo-se X = P!, tem-se:

V(z) = 2T P(AX + XAT - BK,CX - XCTKIBT)Pxz.

Como V/(z) foi escolhida sendo definida positiva, para que se tenha estabilidade

assintética, é suficiente que V' (z) seja definida negativa. Logo, considere que:

AX + XAT - BK,CX - XCTKTBT < 0.

Entdo, as condigbes para a estabilidade sao a existéncia de X e F', tais que:

AX 4 X AT ~BEOX - XC KIBT < e X=X 5 0. (D.3)

Considerando que (D.3) é satisfeita, entdao quando uma determinada condigao inicial
z(0) é conhecida, é possivel encontrar um limite superior para a norma euclidiana da
entrada de controle u(t) = —K,y [42]. Considera-se, inicialmente, que X = X7 > 0

satisfaz:
z(0)" X 'z(0) < 1. (D.4)

Esta condicio néo restringe a solucdo de (D.3), pois limita apenas a norma de X! e
(D.3) nao impoe outras restri¢oes a matriz X.
Segundo [77], a idéia bésica do complemento de Schur diz que a LMI:
7] Slz
o @],
S(z)* R(z)

sendo que Q(z) : : R(z)T e S(z) tém uma dependéncia afim de z, é
equivalente a:

R(z) >0 e Q(z) — S(z)R(z)~1S(z)T > 0,
isto é, este conjunto de inequagoes nao-lineares pode ser representado através da LMI

(D.5).
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Logo, pelo complemento de Schur, (D.4) possui a seguinte equivaléncia:

R 1 z(0)T
1 —2(0)TX"'2(0) > 0 < [ﬂf(“) X } > 0. (D.6)

- f = # * 4 -1 - r
Como X = XT > 0, entio ¢ conhecido que existe Xz = (X2)T > 0 tal que X =

rLyrd . ,_ ol gl puch podn7p
X2X2 e conseqiientemente, X! = X~2X~2, sendo que X~2 = (X~2)T > 0.

Definindo-se z = X*%m, tem-se:
max [ullz = max | — Koyll2
max | /<,Cz||2

max | K,CX2z|,.
t>0

De (D.4), tem-se:

112 = X~ 22(0)3
2(0)T X2 X"22(0)
z(0)T X 'z(0) < 1. (D.8)

Como para V(z) = 27 X!z, V() < 0, para z # 0, entdo (D.8) é satisfeita para todo

x,t >0,

|| z||2

De (D.7)~(D.9),

max |K,CX32|]y = max \/zTX%CTKg'KOCX%z

\/Amux(/Y % CT I\"OT I{OCX % ) ,

Assim,
max [|!\',,C‘X"1':§_f.' ¢ 12 == Apae( X '-1'('-"‘r'!\"'f‘f\'“(:'.\"-l?) & ;13,
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Esta condigao é equivalente a:
1 . " 1
X2CPKTK,CX7—p3l <0,

pois:

T(HECTKIK,CX? — piD)z <27 2 Xnas(XECTKTK,OX7) = pid).
Multiplicando-se (D.11), em ambos os lados, por Xz, obtém-se:
X2(X:CTKTK,CX%)X: — X$2IX3 < 0,
XCTKTK,CX — X <0,

p2X — XCTKTK,CX > 0,
X — XCTKT(121)"'K,CX > 0.

Logo, pelo complemento de Schur, (D.12) possui a seguinte equivaléncia:
(=] 1]

~X3CTKTK,CX*% + p2l > 0 =

X XCTKT
> 0. (D.13)

K,CX udl

Portanto, as expressoes (D.6) e (D.13) solucionam o problema.

Uma solugao dual para o problema pode ser obtida a partir de (D.4) e (D.11). A

condigao (D.4) é equivalente a:

z(0)T X '2(0) = z(0)T X' X X'z(0) < 1. (D.14)

Logo, pelo complemento de Schur, (D.14) possui a seguinte equivaléncia:

1
X~1z(0)

1-z(0)" X' XX 12(0) > 0 = [

Como X~! = P, a condigio (D.15) é equivalente a:

1 z(0)TP }
> 0.
Pz(0) P

Multiplicando-se (D.11), em ambos os lados, por X ™2, obtém-se:

X 3(X3:CTKTK,CX3) X7 — X3, IX~3% <0,
CTKTK,C — u? X! <0,
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X~ —TKIK, 050,
Xt =CTKI(p2)IK,C >0

Logo, pelo complemento de Schur, (D.17) possui a seguinte equivaléncia:

, x-1 oTKT
~X:CTKTK,CX? + 13l > 0 < K ] > 0.

K,C il

Como X! = P, a condigao (D.18) é equivalente a:

P2 OFKT
> 0.
K,C il

Portanto, as LMIs (D.16) e (D.19) solucionam o problema.

D.2 Restricao no Vetor de Saida

O problema da restrigao no vetor de saida y consiste em especificar LMIs, de modo a

assegurar que:

max <
nax o] < &,
sendo &, uma especificacao considerada no projeto do controlador.

A anilise a seguir é semelhante aquela efetuada no estudo da restrigao no vetor de
entrada. Para isso, considera-se, novamente, o SLIT descrito em (D.1), (D.8) e (D.9).

1
Como z = X2z, tem-se:

2
max || Czll;

1
12
max ICX2z||5

= max \/zTX%CTC'X%z

Vmas(X3CTCXD). (D.20)

Portanto, analogamente ao desenvolvimento realizado anteriormente em (D.11), (D.12)
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e (D.13), tem-se que:

max “CX-%Z' Ij < f{:}? — )\max(X%CTC‘X%) < 6[:12

Esta condicao ¢é equivalente a:
Loamol
X:cTexz - €1 <0,

pois,
T(X2CTCX? — €21)z < 27 2(Amae(X2CTC — £2X2) — £2).

Multiplicando-se (D.21), em ambos os lados, por X%, obtém-se:
XCTCX —€X <0,

BX —XCTEX 20,
X - XCT(&I)CcX >0.

Logo, pelo complemento de Schur, (D.22) possui a seguinte equivaléncia:

Lo o g X XxcT
~X2:CTCX2 + €2 > 0= } > 0.

CX &I
Portanto, as LMIs (D.6) e (D.23) solucionam o problema.

Uma solugao dual para o problema pode ser obtida a partir de (D.4) e (D.21). Como

X~! = P, a condigao (D.4) é equivalente a (D.16).

Multiplicando-se (D.21), em ambos os lados, por X_%, obtém-se:

CTC -€X1 <0,
X1 -CTC >0,
X1-CTn-c>o.

Logo, pelo complemento de Schur, (D.24) possui a seguinte equivaléncia:

~X:CTCX? + €21 >0 =

X—] CT
; >
C € }
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Como X~ ! = P, a condicao (D.25) é equivalente a:

b o
& Bl

> 0.

Portanto, as LMIs (D.16) e (D.26) solucionam o problema.
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