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Resumo

Propõem­se novas condições, em termos de Inequações Matriciais Lineares (em inglês,
Linear Matrix Inequalities, LMIS), para a solução do seguinte problema, classificado como
síntese Estritamente Real Positiva (ERP): dada uma planta linear invariante no tempo
(A, B, OC), de ordem n, com o número de saídas (p) maior ou igual ao número de entradas
(m), encontre uma matriz constante de realimentação da saída K, e uma matriz constante
em série com a saída F para que o sistema controlado seja ERP. Quando p = m ou
p= n, eram conhecidas condições necessárias e suficientes para este problema, mas para
m <p< mn, apenas condições suficientes. Esta tese propõe novas condições suficientes
param +1<np<mne condições necessárias e suficientes para p = m+1<n. Então, com
base nestes resultados, um novo projeto baseado em LMIs para o Controle com Estrutura
Variável (CEV) com realimentação da saída de plantas dinâmicas incertas é apresentado.
O método considera as seguintes especificações do projeto: distúrbios casados ou não­
linearidades da planta, restrições na entrada e na saída, taxa de decaimento e, finalmente,
incertezas da planta não casadas. O método é aplicado em alguns exemplos. As principais
contribuições nesta tese são as propostas de novos métodos de projeto para plantas com
o número de saídas maior que o número de entradas e a generalização dos métodos de
projeto para sistemas incertos. Outra contribuição foi a utilização de compensadores
dinâmicos com a ordem igual ao número de entradas, para plantas que não podem ser
tornadas ERP através de controladores estáticos e um método baseado em LMIs para
tornar ERP o sistema realimentado, com a planta estendida. Foi desenvolvido, também,
um método para a determinação da faixa de estabilidade de sistemas com realimentação
estática da saída, baseado no Critério de Estabilidade de Routh. Este método é útil para a
obtenção de condições necessárias e suficientes para os seguintes problemas, considerando
plantas lineares invariantes no tempo: (i) estabilidade de sistemas com realimentação
estática da saída através da lei de controle u(t) = —ky(t), com k E R e sendo y e R"
a saída da planta; (ii) síntese ERP utilizando controladores estáticos para plantas com
uma entrada e duas saídas; (iii) estabilidade de sistemas incertos 2(t) = (A, + aAA)x(t),
sendo A e AA matrizes constantes conhecidas e a € R um parâmetro constante incerto;
(iv) taxa de decaimento do problema apresentado em (i); (v) estabilidade de sistemas
discretos, para o problema apresentado em (i); (vi) a solução dos problemas (i) e (1i) com
incertezas politópicas na planta.

ESES
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”*. 12 13 14 15 16 17 18



Abstract

It is proposed new Linear Matrix Inequalities (LMIs) conditions for the following
problem, called Strictly Positive Real (SPR) synthesis: given a linear time­invariant plant
1A, B, C), of order equal to n, with the number of outputs (p) greater or equal to the
number of inputs (m), find a constant output feedback matrix K, and a constant output
tandem matrix F for the controlled system to be SPR. When p = m or p = n, neces­
sary and sufficient conditions for this problem are known, but when m <p < n, only
sufficient conditions were available. This thesis proposes new sufficient conditions when
m+1l<p<mn and necessary and sufficient conditions when p = m+1<n. Then, taking
into account these results, a new LMI­based design for output Variable Structure Control
(VSC) of uncertain dynamic plants is presented. The method considers the following de­
sign specifications: matched disturbances or nonlinearities of the plant, input and output
constraints, decay rate and, finally, unmatched plant uncertainties. The method is applied
in some examples. This thesis presents new design methods for plants with more outputs
than inputs and the generalization of the design methods for uncertain systems. Another
contribution was the use of dynamic compensators with the order equal to the number of
inputs, for plants that can not be turned SPR with static controllers and an LMI­based
method to turn this extended plant into an SPR system. It was also developed a method
to determine the stability range for static output systems, based on Routh Stability Cri­
terion. This method is useful for the obtaintion of necessary and sufficient conditions
for linear time­invariant plants: (i) stability of static output feedback systems using the
control law u(t) = —ky(t), where k E R and y E RM", m > 1, is the plant output; (11) SPR
synthesis using static controllers for plants with one input and two outputs; (iii) stability
of the uncertain system £(t) = (A, HaAA)xT(t), where A and AA are known and constant
matrices and a E R is an uncertain constant parameter; (iv) decay rate of the problem
stated in (i); (v) stability of discrete­time systems, for the problem stated in (i); (vi) the
solution of the problems (i) and (ii), considering polytopic uncertainties in the plant.
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1 Introdução

As características de um sistema são descritas através da sua modelagem matemática.

Este modelo pode conter incertezas devido ao desconhecimento de parâmetros, que podem
ser constantes, variantes no tempo ou imprecisamente conhecidos, e, ainda, sinais externos
não completamente conhecidos, chamados de distúrbios, podem atuar no sistema.

Desde a introdução da teoria de sistemas com Estrutura Variável e Modos Deslizan­

tes (EVMD) pelo Professor Vadim 1. Utkin, para a comunidade ocidental que pesquisa
sistemas de controle [2], as atividades de pesquisa, fora da antiga União Soviética e Iu­
goslávia, em sistemas com EVMD, têm continuado crescentes. Além disso, a natureza

dessas investigações tem­se expandido, de assuntos normalmente teóricos duranteas
décadas de setenta e oitenta, para muitos problemas de aplicações práticas industriais

interessantes, em muitos campos da engenharia, no final dos anos oitenta [3].

O interesse por Controle com Estrutura Variável (CEV) justifica­se pelas suas aplica­
ções efetivas em problemas de automação que são muito diversificados em sua natureza
física e propósitos funcionais. No curso de toda a história do desenvolvimento da teoria

de controle automático, a intensidade das investigações de controle descontínuo tem­se

mantido em um nível suficientemente alto. Particularmente, durante os estágios iniciais,
relés tomaram destaque no projeto de sistemas de controle a realimentação, por facilidade

de implementação e eficiência do equipamento de controle [3].

Recentemente, tem sido dada uma atenção crescente para sistemas onde as ações de
controle são funções descontínuas de suas coordenadas e distúrbios. As trajetórias de
estado representam as propriedades de um sistema dinâmico. Portanto, através de uma

escolha adequada das ações de controle, as trajetórias de estado podem ser mudadas para

que sejam dadas as propriedades desejadas de um processo a um sistema [4].

Um sistema com CEV consiste de um conjunto de subsistemas contínuos, com uma

lógica própria de chaveamento. À ação de controle resultante é uma função descontínua
dos estados do sistema, distúrbios e referências de entrada. Essencialmente, para sis­
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temas de segunda ordem, um sistema com estrutura variável utiliza uma lei de controle
com alta velocidade de chaveamento para levar a trajetória de estado da planta a uma
superfície especificada no plano de fase, mantendo­a sobre esta superfície por todo o
tempo subseqiiente. Então, a dinâmica da planta fica restrita a esta superfície, que é
convenientemente escolhida, de maneira a obter um comportamento desejado [3].

O projeto de sistemas com ações de controle descontínuas normalmente se reduz
à seleção de superfícies no plano de fase para que a função de controle tenha descon­
tinuidades. Quando certas relações são válidas, um tipo especial de movimento, chamado

modo deslizante, pode aparecer. Este pode ser o caso, por exemplo, se, na vizinhança
da superfície onde a função de controle tenha descontinuidades, as trajetórias de estado
estiverem direcionadas a esta superfície.

Uma vez nesta superfície, o sistema evidentemente não pode se mover ao longo de

nenhuma trajetória adjacente a esta em qualquer outro instante. Portanto, em res­
posta a qualquer mudança, um movimento que começa sempre retorna a esta superfície.
Conseqiientemente, no sistema em discussão, a trajetória pode se mover somente ao

longo da superfície descontínua. Este movimento é convencionalmente chamado de modo
deslizante [4].

O primeiro passo no projeto de um CEV, em geral, é a escolha de um subespaço

deslizante (superfície de chaveamento). Um modo deslizante estável é conseguido através
da seleção adequada de hiperplanos, de maneira que a resposta dinâmica de malha fechada
desejada seja alcançada. O segundo passo envolve a seleção de uma lei de controle que
assegure o alcance e a permanência do sistema em modo deslizante [5].

Estudos subsequentes têm revelado que movimentos em modos deslizantes resultam
em controle ótimo. A teoria de sistemas com CEV tornou­se um campo independente na

teoria geral de sistemas não­lineares [4].

Nos últimos anos, surgiu um novo paradigma para o projeto de CEV: a descrição do
problema através de Inequações Matriciais Lineares (em inglês, Linear Matriz Inequalities,
LMIs). Dois fatores tornam as técnicas de LMIs especiais:

(a) Uma grande variedade de especificações e restrições de projeto podem ser expressas
como LM!Is;

(b) Uma vez formulado em termos de LMIs, quando factível, o problema pode ser solu­
cionado por algoritmos de otimização bastante eficientes;
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Agora, serão descritos seis artigos que abordam o CEV com LMIs, obtidos após um

levantamento bibliográfico. Em [6], os autores apresentam dois métodos numéricos para
o projeto de CEV, com acesso somente às saídas da planta. O projeto considera funções

de chaveamento do tipo s = Gy, sendo y o vetor que contém as saídas da planta e G uma
matriz constante. À matriz G, que define o comportamento no deslizamento, é considerada

disponível e o projeto procura satisfazer à condição s”é < O, para s £ O, utilizando uma
lei de controle adequada e métodos de otimização empregados nas soluções das LMlIs.

Os trabalhos [7­11], sobre o emprego de LMIs no projeto de CEV, descritos a seguir,
consideram a disponibilidade do vetor de estado.

Em [7], a especificação das superfícies de deslizamento é feita em termos de LMIs,
permitindo, inclusive, a especificação da taxa de decaimento. Posteriormente, o artigo [8]
generalizou estes resultados, considerando incertezas não casadas.

Em [9], é demonstrado que as condições de existência para as LMIs descritas em [8] são
necessárias e suficientes, além de serem apresentadas novas condições para o projeto da

superfície de chaveamento linear, em termos de LMIs, permitindo o projeto por alocação
de pólos do sistema de ordem reduzida no deslizamento, mais geral do que os métodos
descritos em [7,8]. Em [10], o projeto das superfícies de deslizamento é feito de modo
a minimizar, adicionalmente, a influência de distúrbios não casados. Foi empregado o
método de controle ótimo com a norma H,., e são consideradas incertezas nos parâmetros
da planta pertencentes a um politopo convexo. Estes autores apresentaram um método

similar, considerando agora a norma H, [11].

Em [12], foi abordado o projeto de CEV, com acesso somente às saídas da planta,
utilizando apenas controladores estáticos invariantes no tempo e um método de projeto
baseado em LMIs. Assume­se, inicialmente, como efetuado em [13], que a planta apresenta
o mesmo número de entradas e saídas e o método proposto permite a consideração de
não­linearidades ou distúrbios casados, de restrições nas saídas, da taxa de decaimento e
da robustez, com respeito a incertezas nos parâmetros da planta, casadas e não casadas.
Em seguida, o método é aplicado para sistemas com números diferentes de entradas e

saídas. Neste trabalho, foram desenvolvidas novas condições suficientes para sistemas com
o número de saídas maior que o número de entradas e a generalização dessas condições
para sistemas com incertezas politópicas.

O projeto de CEV com controladores invariantes no tempo e acesso somente às saídas
da planta já foi estudado, por exemplo, em [14­16]. Entretanto, estes métodos não são
tão gerais, pois não permitem, por exemplo, a especificação da robustez com respeito às
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incertezas nos parâmetros da planta não casadas ou de restrições nas saídas da planta.

Em [17], é apresentada uma metodologia de controle com CEV para sistemas dinâmicos
incertos com várias entradas, utilizando somente informações da saída da planta. O pro­
jeto da superfície de chaveamento através de aproximação por LMIs utiliza realimentação
estática da saída. Uma nova aproximação da otimização baseada em LMIs é empregada

na construção da lei de controle para garantir o modo deslizante. Em [18], é considerado
um controlador em modo deslizante que requer somente informações da saída e é estático
por natureza. A novidade é a razão e o método usado para sintetizar o componente de
controle linear que envolve uma otimização em termos de LMIs. Em ambos os casos, os
sistemas apresentam um número de saídas maior ou igual ao número de entradas. En­

tretanto, estes métodos não permitem a especificação da taxa de decaimento, robustez e
restrições na entrada e nas saídas, como proposto nesta tese.

Os sistemas ERP também têm uma grande importância no controle de sistemas com
incertezas e distúrbios, devido aos importantes resultados disponíveis sobre a estabilidade

destes sistemas, como por exemplo a hiperestabilidade assintótica de Popov [19]. Desta
forma, um procedimento para a análise e projeto de sistemas de controle consiste na

manipulação do sistema, com o objetivo de colocá­lo na forma de um sistema ERP, de
modo que os resultados sobre a estabilidade destes sistemas possam ser utilizados.

Os sistemas Reais Positivos (RP), também conhecidos como passivos, nasceram na
teoria de circuitos e foram definidos, inicialmente, dentro dos Sistemas Lineares Invariantes

no Tempo (SLIT). As matrizes de transferência RP e ERP possuem duas interpretações
interessantes em termos de circuitos elétricos. Considere dois nós de um circuito elétrico

composto pela conexão de elementos passivos com parâmetros concentrados R, L e C
(resistores, indutores e capacitores), de modo arbitrário. Então, a impedância usando
a Transformada de Laplace entre os dois nós, Z(s) é RP, e, de modo inverso, qualquer
função de transferência Z(s) RP pode ser realizada como a impedância entre dois nós
de um circuito elétrico com elementos passivos R, L e C. Agora, se aplicarmos uma
tensão entre estes dois nós mencionados anteriormente e se Z(s) for RP, então a soma da
energia inicial armazenada no circuito, no instante inicial t = O, com a energia fornecida
no intervalo t E [0,T], T > O, deve ser maior ou igual à energia armazenada em t = 7.

Esta tese apresenta novos resultados, baseados em LMIs, sobre o projeto de sistemas
ERFP, para plantas com o número de saídas maior ou igual ao número de entradas, e
generaliza os resultados disponíveis para plantas com o mesmo número de entradas e
saídas. Os teoremas 6, 8, 11­14, 18­21, 23, 24, 26 e 27, os lemas 4 e 5 e os algoritmos
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1 e 2 foram contribuições desta tese. Outras contribuições são descritas na Seção 2.7,
no Capítulo 3 e no Apêndice C. Estes resultados viabilizaram o desenvolvimento de um
novo método para o projeto de CEV baseado em LMIs, com acesso somente às saídas
da planta. Este novo método permite a consideração de não­linearidades ou distúrbios
casados, de restrições na entrada e na saída, da taxa de decaimento e da robustez com
respeito às incertezas nos parâmetros da planta, casados e não casados. Estes resultados
não têm similar na literatura [13].

A base para o desenvolvimento dos novos resultados desta tese foi a formulação, em
termos de LMIs, de novas condições para tornar uma planta ERP, utilizando controladores
estáticos e acesso somente às saídas da planta. As LMIs aqui descritas são mais adequadas

para o projeto de CEV do que as propostas por [20], pois estas últimas não permitem
a especificação direta da robustez paramétrica e de restrições na saída [21]. Em [22], é
apresentado o projeto de compensadores dinâmicos para sistemas ERP, com acesso às
saídas da planta, através da solução por LMIs, de uma função de custo, de maneira a
prover um controle robusto da planta. Existe uma diferença fundamental entre o artigo
[22] e os resultados desta tese. Considerando a planta dada por:

T=Ar+ Bu,

y = Cr + Du,

então em [22], é considerado que D + DT > O, enquanto que, nesta tese, assume­se
que D = 0. O ponto chave dos resultados foi a formulação, em termos de LMIs, de
novas condições para tornar uma planta ERP, utilizando compensadores estáticos, como.
descrito no problema chamado síntese de sistemas ERP, descrito a seguir: encontrar dois

controladores estáticos, K, que realimenta a saída da planta e F em série com a saída

da planta, de modo que o sistema controlado seja ERP, sendo que a planta é um SLIT

dado por (A, B, C), de ordem n, com m entradas e p saídas. Na nossa opinião, o caso
D = O considerado é mais comumente encontrado na prática, o que torna importante a

solução deste problema. Quando p = m ou p = n, eram conhecidas condições necessárias

e suficientes para este problema, mas para m <p < n, apenas condições suficientes. Esta
tese propõe novas condições suficientes para m+1 <p<mne condições necessárias e
suficientes para p = m+1<n.

O Critério de Estabilidade de Routh é uma ferramenta útil para a determinação da

faixa de valores de k E R, tal que o sistema realimentado seja estável. Outras aplicações
para o Critério de Estabilidade de Routh estão disponíveis na literatura. Em [23], o critério
é utilizado para determinar se um sistema é estabilizável, isto é, se existe um controlador
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que torna o sistema estável. Em [24], são apresentados alguns testes para checar as
condições de Routh­Hurwitz e a positividade total de uma matriz, transformando­a em
uma matriz triangular superior. Em [25], o Critério de Estabilidade de Routh é utilizado
para testar a propriedade Hurwitz de um segmento de polinômios (1 — A)po(s) + An1(s),
sendo que O < A < 1. Em [26,27], o método é estendido para combinações convexas de
polinômios complexos. Em [28­30], é apresentado um método para a análise da estabi­
lidade de polinômio, cujos coeficientes sofrem perturbações. Em [25,31,32], o método é
estendido para determinar modelos de intervalos de ordem reduzida para sistemas lineares

em que cada coeficiente de n(s) e d(s) pertence a um intervalo. Em [33], os coeficientes do
polinômio característico dependem de um conjunto de parâmetros, com cada parâmetro
pertencente a um intervalo.

Nesta tese, o Critério de Estabilidade de Routh é utilizado para determinar a faixa de

valores de k E R tais que todas as raízes de um polinômio característico d(s, k) possuam
parte real negativa. Os coeficientes de d(s, k) dependem do parâmetro k. Então, o
polinômio característico d(s, k) é dado por:

d(s, k) = Dd;(k)s*.
i=0

Além disso, os coeficientes d;(k), 1 = 1,2,...,n, são polinômios em k, como descrito
abaixo:

bi
|

j=0

para 1 = O,...,n, sendo b; o grau de d;(k).

Nas referências citadas acima, os coeficientes d;(k) são, no máximo, de primeiro grau
(bi < 1, Vi). Nesta tese, o método pode ser utilizado para coeficientes d;(k) de qual­
quer grau. São propostas nesta tese condições necessárias e suficientes para os seguintes
problemas: (i) estabilizar um sistema com uma planta de m entradas e m saídas através
de uma matriz de realimentação kl, sendo I uma matriz identidade de ordem mn; (ii)
obter um sistema de fase mínima com uma planta com uma entrada e duas saídas, que
é uma condição necessária para que o sistema seja ERP; (iii) determinar o domínio de
estabilidade de sistemas incertos que dependem de um parâmetro; (iv) especificar uma
taxa de decaimento; e (v) estabilizar um sistema discreto, para o problema apresentado
em (i). A solução dos itens (i) e (ii) permite também a existência de matrizes politópicas
nos parâmetros da planta. O método citado acima foi vital para o estabelecimento de
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condições necessárias e suficientes para a síntese de sistemas ERP, quando p=m+1.

No Capítulo 2, é apresentado o conceito de sistemas ERP e são descritas novas

condições para sistemas ERP, baseadas em LMIs. No Capítulo 3, é proposto um método

baseado no Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa de estabilidade de

certos sistemas realimentados e suas aplicações, entre elas, na síntese de sistemas ERP.

O Capítulo 4 trata da teoria e os métodos de projeto disponíveis para controladores com

EVMD. No Capítulo 5, são descritos novos métodos de projeto de CEV para sistemas
não­lineares, com acesso somente às saídas da planta, levando em consideração índices de
desempenho como robustez paramétrica, taxa de decaimento e restrição nos vetores de
entrada e saída da planta. No Capítulo 6, os métodos de projeto discutidos nesta tese

são aplicados e comparados em alguns exemplos, considerando acesso somente às saídas
da planta. O Capítulo 7 é uma conclusão geral desta tese.
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2 Condições Baseadas em LMIs
para Sistemas ERP

2.1. Sistemas ERP

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlável e observável:

r=Ar+BFé x + Du
(2.1)

y=Crx

sendo x E R" o vetor de estado, u E R" a entrada de controle, y € R” a saída do sistema,
A E Rº*” a matriz característica do sistema, B é R"*"" a matriz de entrada do sistema
e C E R7M*"” a matriz de saída do sistema.

Definição 1 /19/ A matriz de transferência G(s) E RM” do sistema (2.1) é Real Posi­
tiva (RP) se as seguintes condições forem satisfeitas:

(a) Os elementos de G(s) não possuem pólos com parte real positiva;

(b) G"(s) =GT(s*) e

(c) A matriz hermitiana J(s) = G(s) + GT(s*) é semi­definida positiva em Re(s) > O,

sendo que o asterisco (*) denota o complexo conjugado de um escalar ou o complexo
conjugado transposto de um vetor ou matriz.

Definição 2 /19/ A matriz de transferência G(s) é Estritamente Real Positiva (ERP)
se G(s — €) for RP para algum e > O.

Considere, agora, a planta linear invariante no tempo, controlável e observável abaixo:

xT=Ar+Bu
y=Cx+ Du,

(2.2)
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com x ER" ey ER" e o vetor de entrada u E R” tal que, para todo T positivo,

fude < Ez(O)Nsupliz(O|, 0 <t <T. 23)

Neste caso, ó é uma constante positiva, que depende do estado inicial do sistema x(0)
mas independe do tempo T. Os resultados a seguir foram formulados por V. M. Popov

na década de 1960 [19].

Definição 3 /19/ O sistema (2.2) é dito hiperestável se, para qualquer uf.) limitado
satisfazendo (2.3), a inequação

Ile(t)1| < K(1lx(0)|| +) (2.4)

é satisfeita para alguma constante positiva K e para todo t > O.

Definição 4 /19/ O sistema (2.2) é dito assintoticamente hiperestável se, para qualquer
uf.) limitado satisfazendo (2.8), a inequação (2.4) é satisfeita e, também,

lim x(t) = O.
|

(2.5)
too

Seja, por definição, G(s) = C(sI — A)! B+ D a matriz de transferência do sistema
(2.2), então:

Teorema 1 /19/ A condição necessária e suficiente para que o sistema (2.2) seja hipe­
restável é que G(s) seja RP.

Teorema 2 /19/A condição necessária e suficiente para que o sistema (2.2) seja assinto­
ticamente hiperestável é que G(s) seja ERP.

O Lema 1, a seguir, fornece condições para os sistemas ERP.

Lema 1 /19/ A matriz de transferência do sistema (2.1), G(s) = C(sI­A)B, é ERP
se e somente se existir uma matriz P = PT, tal que:

PAY+ATP<O,
BTP=C,

P>O.
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XT= Ar+ Bu
y=Crx

K

Figura 1: Sistema realimentado dos Teoremas 3 e 4.

Em [20], foram obtidas outras condições, utilizando LMIs, para que o sistema reali­
mentado descrito na Fig. 1, com entrada V(s) e saída Y (s), seja ERP para alguma matriz
constante K.

Teorema 3 /20/ Existe uma matriz K, constante, de realimentação da saída, que torna
o sistema de malha fechada da Fig. 1 ERP, se e somente se, para C = CT,

BIC=CTB>O,

e se existir uma matriz X = XT” > O, tal que

CTherm(B, XBTA)Ô, <O.

A matriz C, é definida como

CL E RM", posto(C)=n­meCTC,=0

e a função herm(X) é dada por:

1

herm(X) = 2X + XX),
sendo X* a matriz complexa conjugada transposta de X.

Sendo (2.7) e (2.8) factíveis, todas as soluções para K serão descritas por:

K = Ciherm(PA)(I — O, [CTherm(PA)C,| OTherm(PA))O! + 5, — (2.9)

sendo

P=PT=C(BTO)!'CT+BXBT>O,

S uma matriz definida positiva qualquer e C! = (CTC)ICT denota a pseudo­inversa de
Moore­Penrose de C.

O problema descrito no Teorema 3 já foi estudado teoricamente em [34,35], como
“mostra o Teorema 4.
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Teorema 4 /35,536/: Considere a Fig. 1. Então, existe uma matriz constante K, tal
que o sistema da Fig. 1, com entrada V(s) e saída Y(s), seja ERP, se e somente se as
seguintes condições forem satisfeitas:

(i) CB=(CBY" >0;

(ii) todos os zeros de transmissão da planta (A, B,C) apresentam parte real negativa.

O Apêndice A define o conceito de zeros de transmissão de um sistema.

Observação 1 É oportuno mencionar que o Teorema 4 apresenta as mesmas condições
descritas em [36], Lema 1, p. 55, excetuando­se que, naquele lema, a condição (1) do
Teorema 4 é substituída pela condição CB > OQ.

Embora não tenha sido explicitado, no Lema 1 em [36], a condição de simetria (1)
do Teorema 4 está implícita. Esta simetria é necessária, pois das condições (2.6), CB =
BTPB=(BTPB)Y", tendo em vista que P= PT.

2.2 Formulação do Problema

Considere a planta linear, invariante no tempo, controlável e observável:

=Ar+ Bu,FOTO
(2.10)

y=Crx,

sendo x E R" o vetor de estado, u E R" a entrada de controle, y E R?, a saída do

sistema, A E R"*” a matriz característica do sistema, B E R"*" a matriz de entrada
do sistema e C € RP*"” a matriz de saída do sistema, com p > m, posto(C) = p e; P Pp

posto(B) = posto(CB) = m.

Com base no Lema 1, são propostos os seguintes problemas:

Problema 1 Dada a planta (A, B, C) linear, invariante no tempo, controlável e ob­
servável,com posto(C) = p, eposto(B) = posto(CB) = m, obtenha condições necessárias
e/ou suficientes, usando LMIs, para a existência de matrizes constantes F E R"*" e
K, E R7*P, para que o sistema descrito na Fig. 2 seja ERP.

Problema 2 Dada a planta (A, B, C) linear, invariante no tempo, controlável e ob­
servável, com posto(C') = p, eposto(B) = posto(C'B) = m, obtenha condições necessárias
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Figura 2: Sistema realimentado do Problema 1.

Us) + U(S)|; = Ar + Bu Yo) FÃ)
Yo= Cr

K,

Figura 3: Sistema realimentado do Problema 2.

e/ou suficientes, usando LMIs, para a existência de matrizes constantes F e K, € RM”,
para que o sistema descrito na Fig. 3 seja ERP.

2.3 Sistemas com Realimentação das Variáveis de Es­
. tado

A solução do Problema 1, para sistemas com o mesmo número de entradas e saídas

(p= m), proposta em [21], é apresentada no Teorema 5.

Teorema 5 /21/ O Problema 1, para sistemas com o mesmo número de entradas e saídas
(p=m), tem solução se e somente se existirem matrizes P= PT", Re F que satisfazem

às seguintes LMIs:
PA+ ATP CTR­KRWC<O, (2.11)

BTP= FC, (2.12)

P>O. (2.13)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=(FT) 'R. (2.14)

O Teorema 6, proposto neste trabalho, estabelece uma relação entre as soluções dos

Problemas 1 e 2 e é a primeira contribuição desta tese.

Teorema 6 O Problema 2 tem solução se e somente se o Problema 1 tiver solução.
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Prova (Suficiência) Suponha que existe uma solução para o Problema 1. Então,
existem matrizes K, e F tais que o sistema (A — BK,,B, FC) seja ERP. Portanto,
considerando na Fig. 1, A, = A— BK,, B, = Be C, = FC, o sistema realimentado

é ERP, para K, = 0. Assim, de acordo com o Teorema 4, as seguintes condições são
satisfeitas:

(i) FOB=(FCB)T >,

(ii) todos os zeros de transmissão da planta (A — BK,, B, FC) apresentam parte real
negativa.

Os zeros de transmissão de uma planta (A, B, FC), sendo que A E R"*", B é R”*”,
CER" eFeER"“?, são os números s E T, tais que:

sI­A BB

posto FC o <n+m.

Através de operações elementares nas colunas da matriz acima, que define os zeros de

transmissão da planta (A — BK,, B, FC), pode­se observar que os zeros de transmissão
de (A— BK,, B, FC) são os mesmos zeros de transmissão de (A, B, FC):

sI— A+ BK, B sI­ A B
posto = posto <n++m.

—FC 0 — FC 0

Novamente, do Teorema 4, agora para A, = A, B, = Be OC, = FC na Fig. 1, con­

siderando que FCB = (FCB)” > 0 e todos os zeros de transmissão da planta (A, B, FC)
apresentam parte real negativa, então existe uma matriz de realimentação da saída K,,

tal que a planta (A— BK,FC,B, FC) seja ERP. Então, as matrizes F e K, = K,F
constituem uma solução do Problema 2.

(Necessidade) Considere a existência de matrizes K, e F, tais que a planta (A —
BK,C, B, FC) seja ERP e defina K, = K,C. Então, existem matrizes K, e F, tais que
a planta (A— BK,, B, FC) seja ERP. O
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2.4 Sistemas com Realimentação da Saída

2.4.1. Sistemas com o Mesmo Número de Entradas e Saídas

Considere a planta definida pelas equações (2.10), com p = m. A solução do Problema
2, para sistemas com o mesmo número de entradas e saídas, é apresentada no Teorema 7.

Teorema 7 /13,21] O Problema 1 tem solução se e somente se existirem matrizes P =
PT, ReF, tais que:

PAY+ ATP—­CT(R+RI)C<O, ! (2.15)

B'P=FC, (2.16)
P>O. (2.17)

Além disso, quando (2.15)­(2.17) são satisfeitas, então uma matriz K,., que pode ser
obtida pela expressão:

K,=(FT) IR, (2.18)

torna o sistema da Fig. 3, com entrada Ú(s) e saída Y(s), ERP.

Prova [13] A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U(s) e
saída Y (s) é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K e F, tais que:

P(A— BKC) +(A— BKC)Y"P <Q, (2.19)

BTP= FC, (2.20)
P>O. (2.21)

Agora, substituindo (2.20) em (2.19) e definindo R= FTK, tem­se:

PA+Y+ATP—­CTFIKC­CTKTFC<O,
2.22

PAY ATP­CT(R+RI)C<O,
(2:22)

que corresponde à equação (2.15). Agora, de (2.16), como posto(B) = m então BTPB =
FCB tem posto m. Portanto, F Ee RM" também tem posto m e assim (FT)! existe.
Então, se o sistema na Fig. 3 for ERP, (2.15)­(2.17) são factíveis e se (2.15)­(2.17) forem
factíveis, o sistema na Fig. 3 é ERP, para K dado em (2.18). O

Observação 2 Se as LMIs dadas em (2.15)­(2.17) forem factíveis, elas podem ser facil­
mente resolvidas utilizando­se programas computacionais disponíveis, como o Matlab /37]
e o LMISo]! /38/.
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O lema a seguir permite remover a restrição de igualdade do Teorema 7, como descrito
no Corolário 1 abaixo.

Lema 2 /14,34] Considere o sistema TA, B, C), descrito em (2.1), com posto(CB) = m.
Então, existe uma transformação linear T : Rº — R", tal que:

| é | =Tr, (2.23)
Yo

: A A jo)= [9 2 [9], u, (2.24)
Yo Az A, Yo

eY=|[o rn) | |] (2.25)
Yo

Corolário 1. /21) Considere que as matrizes A, B e CO, na Fig. 3, tenham as seguintes
formas:

A A 04A4=|79 2] p= eC=[0o TT], (2.26)
As As CB,

sendo posto(C,B,) = m. Então, as condições necessárias e suficientes para a solução do
Problema 2 são a existência de matrizes P = PT e R, tais que

P,OP= >0Oe (2.27)
0 P.

0 )
PAY+ATP— <O (2.28)

O (R+ KR”)

sendo as matrizes K, e F obtidas pelas expressões:

K,=(FI)IR=(PCBJR, (2.29)

F =(C,B'P.. (2.30)

Prova A prova deste corolário é similar à prova do Teorema 7 e é apresentada em [21].
[”

Comparando­se os resultados do Corolário 1 com os do Teorema 7, observa­se que foi
removida a Equação Linear Matricial (em inglês, Linear Matriz Equality, LME) (2.16).
Alguns programas computacionais, como o toolbor de LMI do Matlab não aceitam dire­

tamente a existência de LMEs. Desta forma, o Corolário 1 pode ser útil para a obtenção
de uma solução numérica do Problema 2.
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2.4.2 Sistemas com Números Diferentes de Entradas (m) e Saídas
(p)

Considere a planta definida em (2.31):

E=AZ+ Bou,
y= CE,

(2.31)

sendo X E R" o vetor de estado, u E R”" a entrada de controle, y € R?, a saída do
sistema, A, E R"*"” a matriz característica do sistema, B, E R"*” a matriz de entrada

do sistema e C, E RP*” a matriz de saída do sistema, com p > m, posto(C,) = p e
posto(B,) = posto(C,B,) = m.

Considere, inicialmente, que p = n. Neste caso, o Problema 2 é equivalente ao Pro­
blema 1, com K, = K,C, e o Teorema 8 estabelece a solução do Problema 2.

Teorema 8 O Problema 2, com p = n, tem solução se e somente se existirem matrizes
X=X' eR que satisfazem às seguintes LMIs:

AX + XA'­BR— RB" <O, (2.32)

Xx>O. (2.33)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F=BTX CA, (2.34)

K,= RX CA, (2.35)

Prova À partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U(s) e saída
Y(s), é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT”, K, e F, tais que:

P(A— BK,CO) +(A— BK,CYTP <O, (2.36)

BTP= FC, (2.37)
P>O. (2.38)

Definindo­se X = P"!, tem­se, de (2.36)­(2.38):

(A— BK ,O)X + X(A— BK.CYT <O,
BT = FCX,

X>O.
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As LMIs (2.33) e (2.41) são equivalentes. Definindo­se, em (2.39), R= K,CX, obtém­
se a LMI (2.32). Como as matrizes C e X são inversíveis, as matrizes F e K, podem ser
obtidas através das equações (2.34) e (2.35). O

Considere, agora, p < n. Embora não tenham sido obtidas condições necessárias e
suficientes, em termos de LMIs, para a solução do Problema 2 neste caso, são propostas,

nesta tese, algumas condições suficientes que são úteis na solução do problema.

Considere, também, o seguinte lema:

Lema 3 /1,34] Considere o sistema (2.81), comx ER, ue RM, y eER ep>m.

Então, existe uma transformação linear T', de modo que:

x = TZ, (2.42)
A A 0ds O PilZ+ u= Art Bu, (2.43)
Az As CB

f=[0 LL) x =Cr, (2.44)

sendo Ip, a matriz identidade de ordem p. Note que, no Lema 3, CB, = CB e que
B' = (CBY'C.

A prova deste lema é reproduzida no Apêndice B.

Nos Teoremas 9 e 10, será considerado que as matrizes da planta satisfazem à condição
BT =(CBY"C.

Um procedimento, que será útil para obter uma transformação linear T, que garante

as condições acima, é apresentado a seguir [12]:

(a) Obtenha P,, tal que:

BTP,=(C,B,)"C,eP,=PT>O;

(b) Calcule T, = VP, (o Matlab faz este cálculo diretamente). Então, P, = TJT, e é
bem conhecido [39,40] que, como P, = PJ > O, então, To =TT7>O.

Note que:

BTP, = (C.B)TC, = BITyT, = (CBJTC,
(T.BY" = (CT ToBo) (CoTJ')

BT = (CBYTC.
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Uma condição suficiente para a solução do Problema 2, com BT = (CB)TC, é apre
sentada no Teorema 9.

Teorema 9 /12] Uma condição suficiente para a solução do Problema 2, com B'" =
(CBY'C, é a existência de matrizes P= PT, N e M, tais que:

PAY ATP— BNC — CTNTBT <O, (2.45)

BTP=MB", (2.46)

P>O. (2.47)

Quando (2.45)­(2.47) são satisfeitas, então as matrizes F e K, podem ser obtidas
por:

F=M(CB)X",
K, = (M”)?N.

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada Ú(s) e saída
Y (s) é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K, e F, tais que:

P(A— BK,C) +(A— BK,CYTP<O, (2.50)

BTP = FC, (2.51)
P>O. (2.52)

Considere que existem matrizes P, N e M que satisfazem às equações (2.45)—(2.47).
As equações (2.47) e (2.52) são equivalentes.

Como BT = (CB)TC, então, de (2.46), tem­se que:

B"P=MB' = M(CBY'C.

Desta forma, para F = M(CB)Y”, a equação (2.46) implica na equação (2.51).

Finalmente, de (2.45) e (2.46), obtém­se:

PA+Y+ATP—BNC­—­CTNTBT

= PAY+ ATP — BMT"(M")NC — CTNTM! MBT
= PAY+ ATP — PB(MT)NC — CTNTM!BTP

= P(A — B(MT) NC) + (A— B(MT)­!NOJYTP <O.
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Definindo­se K, = (MT)!N, tem­se:

P(A— BK,C) +(A— BK,.CYP <O.

Portanto, a equação (2.45) implica na equação (2.50). OD

Corolário 2 /12/ A condição necessária e suficiente para a factibilidade das LMIs (2.45)
(2.47) é que todos os zeros de transmissão do sistema (A, B, BT) tenham parte real nega­
tiva.

Prova (Suficiência) Pelo Teorema 4, se todos os zeros de transmissão do sistema
(A, B, BT) têm parte real negativa, então, existe uma matriz K, tal que o sistema (A —
BKBT",B, BT) seja ERP, pois posto(B) = m, então BB > O. Assim, de acordo com o
Lema 1, existe P = PT, tal que:

P(A— BKB") +(A— BKB"Y"P <Q, (2.53)

BTP=DBT, (2.54)
P>O.

|

(2.55)

As equações (2.55) e (2.47) são equivalentes. À partir de (2.54), definindo M = In,
tem­se:

B"P=MB".

Portanto, a equação (2.54) implica na equação (2.46).

A partir de (2.53), tem­se:

PAY+ATP—­PBKB"­BKT"B"P<XQ.

Substituindo (2.54) em (2.56), segue que:

PAY+ATP—­BKB"!­BK"B" <O.

Da hipótese de que BT” = (CB)TC, tem­se:

PA+AT"P—BK(CBY'C­CT(CB)KTB! <o.
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Definindo N = K(CB)”, segue que:

PAY ATP— BNC­CTNTBT <O.

Portanto, a equação (2.53) implica na equação (2.45).

(Necessidade) De (2.45) a (2.47), o sistema (A— BK,C, B, MBT) é ERP e, portanto,
todos os zeros de transmissão deste sistema têm parte real negativa. Como a matriz M

é inversível, pode­se verificar que os sistemas (A — BK,C,B, MB") e (A, B, BT) têm
os mesmos zeros de transmissão, usando operações elementares, primeiro nas colunas e

* depois nas linhas, da matriz que define os zeros de transmissão de ([A— BK,C, B, MB"):

sI­A+BKC B sI­A B sI­A B

—MB”" 0 —MBT O —BT o

Assim, todos os zeros de transmissão do sistema (A, B, BT) têm parte real negativa.
O

Outra condição suficiente para a solução do Problema 2, com B! = (CBY'C, é
apresentada no Teorema 10.

Teorema 10 /12/ Uma condição suficiente para a solução do Problema 2, com B” =
(CBY)TC, é a existência de matrizes X = X”, Y e Z, tais que:

AX + XA” — BZC — CTZTBT <Oo, (2.59)

CX =YC, (2.60)
X>O. (2.61)

Quando (2.59)­(2.61) são satisfeitas, então as matrizes F e K, podem ser obtidas
por:

F=(CBYTY, (2.62)
K,=ZY, (2.63)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U(s) e saída
Y(s), é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, K, e F, tais que:

P(A — BK,C) +(A— BK,C)TP <O,
BTP = FC,
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P>O.

Definindo­se X = P!, tem­se, de (2.64)—(2.66):

(A— BKC)X + X(A— BK,CYT <O, (2.67)

BT = FCX, (2.68)

X>O. (2.69)

Considere a existência de matrizes X, Y e Z, que satisfazem às equações (2.59)­(2.61).
As equações (2.61) e (2.69) são equivalentes. Note que, de (2.60) e (2.61), CXCT = YCCT
tem posto m e, assim, Y € R"*"” também tem posto m.

Como BT = (CB)TC, então, de (2.60), segue que:

CX =YC,

(CBITYICX = (CB)YTY­!YC,
(CBYTY!1CX =(CB)TC = BT,

Assim, para F = (CB)TY>, a equação (2.60) implica na equação (2.68).
A partir da equação (2.59), obtém­se:

AX + XAT — BZC — CTZTBT <q,

AX + XAT — BZY !YC — CTYT(Y')TZTBT <O.

Substituindo (2.60) em (2.70), segue que:

AX + XAT — BZY CX — XTCT(Y­1)TZTBT <,

(A— BZY!0)X + X(A—­ BZY­ 0) <o.

Definindo K, = ZY 1, segue que:

(A— BK,C)X + X(A— BK,CO)YT <O.

Portanto, a equação (2.59) implica na equação (2.67).

Corolário 3 /12/ Uma condição necessária para a factibilidade das LMIs (2.59)­(2.61)
é que todos os zeros de transmissão do sistema (A, CT”, C) tenham parte real negativa.
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Prova De (2.59)­(2.63), o sistema ([A— BK,C,CT,Y !'C) é ERP e, portanto, todos
os zeros de transmissão deste sistema têm parte real negativa. Como a matriz Y"! é

inversível, pode­se verificar que os sistemas (A — BK,C,CT,Y !C) e (A, CT,C) têm
os mesmos zeros de transmissão, usando operações elementares nas linhas da matriz que

define os zeros de transmissão de (A — BK,C,CT,Y !C):

sI­A+ BK ,C CT sI­A CO! sI­A CO!
—Y AC 0 —YCO o ­—c o)

Assim, se o sistema (A— BK,C, CT, Y!C) é ERP, ou de forma equivalente, se (2.59)
(2.61) são factíveis, todos os zeros de transmissão do sistema (A, CT, C) têm parte real
negativa. O

Observação 3 Através de várias aplicações dos Teoremas 9 e 10, em exemplos numé­
ricos, foi possível constatar que existem casos nos quais um funciona e o outro não e

vice­versa. Desta forma, as condições destes teoremas são distintas e um teorema não

pode ser visto como um caso particular do outro.

Considere, agora, a planta linear, invariante no tempo, controlável e observável:

(2.72)

Considerando a planta (2.72), os Lemas 4 e 5 são a base para os Teoremas 11 e 12,
propostos nesta tese:

Lema 4 Considere a matriz M E RP*P, definida por:

(CoBo)T
[(CoBo)T(CABa)]* (CoBo) ; (2.73)

sendo (C,B,)T e RP"""*P tal que (CJBJ)T(C1B,) = O e posto[(C,B,)|] = p—m. Multi­
plicando a saída 4 por M, defina a nova saída yy = MC, = C1X. Então, o produto C' Bs,
com Cq4 = MC,, é dado por:
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Lema 5 Considere o sistema (2.72), com a nova saída ip = MG = MC, = C,%, definida
no Lema 4. Então, utilizando uma transformação linear dada por:

T= BL
Cc 1

sendo BI, E RºP*" tal que BL,B, = O, posto(B,1) =n — np e tal que posto(T) = n, o
sistema transformado adquire a seguinte forma definida pelas equações (2.10), com:

An An Às

A=TAT' =| An As As),
Ag: Az As

(2.75)

(2.76)C=OT'= | O LmO
0 0

Neste caso específico, o Teorema 11, proposto neste trabalho, estabelece as condições
necessárias e suficientes para que o sistema (2.10), com as matrizes A, B e C definidas
em (2.74)­(2.76), seja ERP.

Teorema 11 O Problema 2, com as matrizes A, B e C definidas em (2.74)­(2.76), tem
solução se e somente se existirem matrizes P1 = PA, Pia, Pag = PE, Paz, Pa = PE Ki
e Ka que satisfazem às seguintes condições:

o O o) 0 O 0

PA+ATP—­| 0 PaKi PaKa |­|/0 KTPE KIPB|<o, (2.77)
0 PeK, PeK, o KIPE KIPs

Pi ha O

o PE Ps
sendo que as matrizes possuem dimensões apropriadas. Neste caso, as matrizes K, e F
podem ser obtidas por:

K=[K ]), (2.79)
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F=[ PE Pu], (2.80)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U, e saída Y,

é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, F e K,, tais que:

P(A— BK,C) +(A— BK,C)YTP <O, (2.81)

BT'P= FC, (2.82)

P>O. (2.83)

Decompondo­se as matrizes P, F' e K,, tem­se:

Pi Po Pa

P=P"= PL Ps P23 F=[F RB), Ko [ Ka |.
PE PLZ Pa

Com base nesta decomposição, obtém­se:

Pi Po Pi

B"P=[007In]| PE Po Pa|=[P& PE Pu],
PE PE Ps

O TmFC=|[ F 1; o 2 feto RB).
Substituindo­se as expressões (2.84) e (2.85) em (2.82), segue que:

Ph =O, PE=A, Pg = EP.

Portanto,

F= | P3 Ps ] )
o que corresponde à equação (2.80).

Substituindo­se P,3 = O na expressão de P, a expressão (2.83) corresponde à expressão
(2.78).
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Já o produto PBK,C é dado por:

Pu Pz

PBK.C = PL Ps9
o PL

= /0 P;K, Pak

0 P33K P33K>

Substituindo­se a equação acima na expressão (2.81), obtém­se a expressão (2.77). O

O inconveniente do Teorema 11 é que as condições não são expressas em termos de

LMIs. Entretanto, com P23 = O, podem ser obtidas condições suficientes, em termos de

LMIs, para que o sistema descrito em (2.10), com as matrizes A, B e C definidas em
(2.74)­(2.76), seja ERP.

Teorema 12 O sistema (2.10), com as matrizes A, B e C definidas em (2.74)­(2.76), é
ERP se existirem matrizes Ph = PL, Pio, Pag = PL, P33 = FE, R32 e R33 que satisfazem
às seguintes condições:

0 O 00 0

PA+A'P­ /0 O O 00 REI<O,
O Ra Ra 00 RE

Pr P2 O

P=| PL P2 0 j>O, (2.87)
O O PP

sendo que as matrizes possuem dimensões apropriadas. Neste caso, as matrizes K, e F

podem ser obtidas por:

K, = | K Ko ] , (2.88)

F=[0 Ps], (2.89)

(2.90)

(2.91)

Prova Substituindo­se P:3 = O e definindo­se R329 = P33K7 e R33 = P33K2 nas ex­

pressões (2.77)—(2.80), obtêm­se as expressões (2.86)­(2.89). D

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp 11 12 13 14 15 16 17



Considere, novamente, a planta definida pelas equações (2.10), com p > m. O Teorema
13 apresenta outras condições suficientes para que o sistema da Fig. 3 seja ERP, propostas
neste trabalho:

Teorema 13 O sistema da Fig. 3 é ERP se pelo menos uma das condições (i)­(xi) for
satisfeita:

(1) Existem matrizes P= PT, K, e F que satisfazem às seguintes condições:

(2.92)
—2P AT  CTKTBT+P+I, <o

A­ BKC+P+Y+I, —21,
!

BTP= FC. (2.93)

(ii) Existem matrizes Py = Pi, K, e Fy que satisfazem às seguintes condições, para
algum ó E R:

—2Py AT — CTKTBT! + Py +66,
(2.94)

A— BK,C+PN+ól, —261T,

BTPy = FyC. (2.95)

Neste caso, a matriz F. é dada por:

1
F=53Fx. (2.96)

(iii) Existem matrizes P= PT, K; e F que satisfazem às seguintes condições:

—BK;B" — BKTBT —21, A+P+I,
<oO, 2.97

AT+Y PH, —2P
(297)

BT'P=FC. (2.98)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=KyF. (2.99)

(iv) Existem matrizes Py = PZ, K; e Fy que satisfazem às seguintes condições, para
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algum 6 E R, com ó > O:

—BK,B" — BKTB" — 261, A+ Prw+6l,
<oO, (2.100)

AT + PN+ól, —2Pn

BT"Py = FNC. (2.101)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F= =Fx, K.=KyF, (2.102)

(v) Existem matrizes P = PT, Ki”, Ka e F que satisfazem às seguintes condições:

—2P AT ­CTKTBT+P+I,
<o, 2.103

A­ BKC+P+1I, ­BK.B! — BKITB" — 21,
(2.103)

BTP= FC. (2.104)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=K,+KaF. (2.105)

(vi) Existem matrizes Py = Pfí, KR, Ka e Fy que satisfazem às seguintes condições,
para algum ó E R, com ó > O:

—2Py AT CTKTBT + Py +60,
< oO, (2.106)

A—­ BKC+Py+ól, —BK2B" — BKITBT — 261,

BTPy = EyC. (2.107)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

"e.
Ts

K, = K + KoF. (2.109)

F==Fy, (2.108)

(vii) Existem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem às seguintes condições:

PA+ATP—­2P —­CTKIB+P+Y+I,
BK ,C+P+I, —2T,

< O,

BT'P=FC,

P>O.
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(vit) Existem matrizes Py = PFÍ, Kn e Fy que satisfazem às seguintes condições, para
algum dó E R:

PNAY+ATPy—­2Py ­CTKEBT+Py +,
—BKNC + PN +ól, — 2071,

<o, (2.113)

BTPN = FyC, (2.114)

Pv >O. (2.115)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F= Ex, (2.116)

K,==Ky. (2.117)1
ó

(iz) Eristem matrizes P = PT, K1, Ka e F que satisfazem às seguintes condições:

PAY ATP—2P —CTKIB!+P+I,
<o, 2.118

“BK )C+P+I, —BK.BT!— BKITBT —21,
2.118)

B'P=FC, (2.119)

P>O. (2.120)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=K + KyF. (2.121)

(1) Existem matrizes Py = PZ, Kn1i, Kn2o e Fy que satisfazem às seguintes condições,
para algum ó E R, comó > O:

PyA+ ATPy —2Py —CTKT,BT + Py +ól,
(2.122)

­BKmC+Pn+6l, ­BKn2B! — BKT,BT — 261,

BT"Py = FC, (2.123)

Pv >O. (2.124)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1

F=zFx, (2.125)

K = K+KF, (2.126)
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(xi) Existem matrizes P= PT, M, N e F que satisfazem às seguintes condições:

PA+Y+ATP—CT"NTB"—BNC<O, (2.127)

P>O, (2.128)

BM = PB, (2.129)

B"P= FC. (2.130)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,= MN. (2.131)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 3, com entrada U, e saída Y,
é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT, F e K,, tais que:

P(A— BK,C) +(A— BK,CYP <O, (2.132)

B'P= FC, (2.133)

P>O. (2.134)

(1) As equações (2.93) e (2.133) são equivalentes. A LMI (2.134) é uma condição
necessária para (2.92). Multiplicando­se a LMI (2.92) à esquerda por | Il, P | e à direita
por | Il. P Y tem­se:

|
—2P AT ­CTKTB!+P+I1, ||,

A—­ BK C+P+I, —21, P
[&

= P(A— BK,C) +(A— BK OC) P <O.

Portanto, a LMI (2.92) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(il) Considere Py = óP e Fy = óF. Assim, as equações (2.95) e (2.133) são equi­
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valentes. A LMI (2.134) é uma condição necessária para (2.94). Note que (2.94) implica
que 6 > O e assim Py = 6P = PT > O. Multiplicando­se a LMI (2.94) à esquerda por
[ Lh P | e à direita por | LI P V, tem­se:

—2P, AP CTKIBU+ Pv +66, ||,| L, P ] N N

A — BK,C + PN +0I, — 261, P

—26P AT CTKIB!+ó6P+6óL, || Th,
A— BK C+6P+6ól, —267T, P

= P(A— BK,C) +(A— BK,C)P <O.

Portanto, a LMI (2.94) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(ii) As equações (2.98) e (2.133) são equivalentes. A LMI (2.134) é uma condição

necessária para (2.97). Multiplicando­se a LMI (2.97) à esquerda por | PI, ] e à direita
por | PTI, r tem­se:

[ 7 | —BK;B"— BKFB" —21, A+P+I, P? AT PI, —2P h

= PA+ ATP— PBK,;B"P— PBKTB"P <Q. (2.135)

Substituindo (2.98) e (2.99) em (2.135), tem­se:

PAY ATP PBK,B"P—PBKiB'"P=PA+YATP­PBK,FC­CTFTKTB"P

= PAY+ ATP — PBK,C — CTKTB!"P = P(A— BK,O) +(A— BK,CYTP <Q.

Portanto, a LMI (2.97) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(iv) Considere Py = óP e Fy = óF. Assim, as equações (2.101) e (2.133) são
equivalentes. A LMI (2.134) é uma condição necessária para (2.100). Como 6 > O, então

note que Py =6P = PZ > O. Multiplicando­se a LMI (2.100) à esquerda por | P IT, |
T

e à direita por [ PT, ] , tem­se:

[P 5] —BK,BT — BKTB" — 261, A+ Py+6ól, || P? AT + Py +6ól, —2Py Tr
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­[P 6] —BK;B" — BKTB" — 261, A+6P+óI, || P? AT +6P+ól, —26P T,

= PA+ ATP— PBK,B'"P—­ PBK]B"P<O. (2.136)

Substituindo (2.101) e (2.102) em (2.136), tem­se:

PA+Y+ ATP — PBK;B"P — PBKTB"P = PA+ A"P— PBK;FC — CTFTKTB' P
= PAY+ ATP — PBK,C — CTKTBT"P = P(A­BK,C)+(A­ BK,CY P<O.

Portanto, a LMI (2.100) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(v) As equações (2.104) e (2.133) são equivalentes. À LMI (2.134) é uma condição
necessária para (2.103). Multiplicando­se a LMI (2.103) à esquerda por | rá P| eà

.: T

direita por [ LI, P ] , tem­se:
—2P AT­CTKIB!+P+I,

A­BKIC+P+I, ­BK,B! — BKIB" — 21,
T,[6] :

= PA+ ATP — PBK,)C — CTKTB"P— PBK3B P­PBKIB'P<O0. (21371 2

Substituindo (2.104) e (2.105) em (2.137), tem­se:

PAY+ ATP— PBK,C ­CTKITB"P­PBKB"P­PBKIÍIB'P

= PAY ATP — PBK,C — CTKTB"P— PBK.FC — PBKÍFC

= PA+ ATP — PB(K, + KoF)C — CT(K, + KaF)Y"BTP

= P(A— BK,O) +(A— BK.C)Y"P<O.

Portanto, a LMI (2.103) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(vi) Considere Py = 6P e Fy = óF. As equações (2.107) e (2.133) são equivalentes.
A LMI (2.134) é uma condição necessária para (2.106). Como ó > 0, então note que
Py=6óP=PÇ>O0. Multiplicando­se a LMI (2.106) à esquerda por [ Ih P ] e à direita
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por | IT, P V, tem­se:
—2Py AT ­ CTKTBT + Py +61, ||

L, P|
|

A­ BKC+PNy+ól, —BK2BT — BKITB" — 261, |

—26P AT ­ CTKTBT +6P+6I, |
|

A­ BRSC+6P+6óI, —BK3B! — BKTB" — 261, | |
= PA+ ATP — PBK,C — CTKTB"P — PBKoBTP­ PBKIB"P<0. (2.138)

[5 P]

Substituindo (2.107) e (2.109) em (2.137), tem­se:

PAY ATP— PBK,C — CTKTB!P— PBK.B"P— PBKITB"P

= PAY+ ATP — PBK,C — CTKTBT"P — PBK.FC — PBKITFC

= PA+ ATP — PB(K, + KaF)C — CT(K1 + KaF)Y"BT P
= P(A— BK,C) +(A— BK,C)YP< O.

Portanto, a LMI (2.106) implica nas LMIs (2.132) e (2.134).

(vii) As equações (2.111) e (2.133) são equivalentes. As LMIs (2.112) e (2.134) são
equivalentes. Multiplicando­se a LMI (2.110) à esquerda por [ LI, P ] e à direita por
| LI, P Y tem­se:

] PA+ATP—2P ­CTKTIB"+P+I, L,[&

= P(A— BK,C) +(A— BK,C)Y"P <O.

Portanto, a LMI (2.110) implica na LMI (2.132).

(viii) Considere Py = 6P, Ffy =óFeKnN=óK, As equações (2.114) e (2.133)
são equivalentes. As LMIs (2.115) e (2.134) são equivalentes. Note que (2.113) implica
que ó > O e então, Py = óP = PZ > 0. Multiplicando­se a LMI (2.113) à esquerda por

T

| LI, P ] e à direita por | LI, P ] , tem­se:

[ LP ] PNA+ ATPy — 2Pn —CTKEB"+PN+ól, Tr?

—BKNC+ PnN+6l, —261, P
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[6 e] SPA+SATP—26P —SCTKIBT+6P+6óI, | [T,
—6BK,C +6P +6ól, —267, P

= 6[P(A— BK,C) +(A— BK CYP] < O.

Como, de (2.113), ó > O, segue que:

P(A— BK,C) +(A— BK,CY"P <O.

Portanto, a LMI (2.113) implica na LMI (2.132).

(ix) As equações (2.119) e (2.133) são equivalentes. As LMIs (2.120) e (2.134) são
equivalentes. Multiplicando­se a LMI (2.118) à esquerda por | LI, P ] e à direita por

T

| LI, P ] , tem­se:

[1 P] PAY+ATP—2P —CTKIBT+P+I, Tr

­BK)C+P+I1I, —BK1B" — BKIB" — 21, P

= PA+ ATP — PBK,C — CTKTB"P—­ PBK,B"P­ PBKTB"P<O0. (2139)

Substituindo (2.119) e (2.121) em (2.139), tem­se:

PAY A'TP— PBKC­CTKITB'P­PBKXB'P­ PBKIÍB'P

= PA+ ATP — PBINC — CTKTBP — PBKaFC — PBKITFC

= PAY+ ATP — PB(K, + KGF)C — CT(K, + KoFY"BTP

= P(A— BK,C) +(A— BK,CYP <O.

Portanto, a LMI (2.118) implica na LMI (2.132).

(x) Considere Py = 6P, Fy = 6F, Kn1 = ó6K7 e Kn2 =0K2. As equações (2.123) e
(2.133) são equivalentes. As LMIs (2.124) e (2.134) são equivalentes. Como 6 > O, então

note que Py = 6P = Pí > O. Multiplicando­se a LMI (2.122) à esquerda por | LI P |
e à direita por | LI, P V, tem­se:

CTKL,B! + PN +66, Ir[ L P ] PNA+ ATPy — 2Pn? —BKmC+Pw+6ól, —BKn2B! — BKT,BT — 261, P
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SPA+Y+SATP—26P —oCTKTBT +6P+6óI, h
Il, P| | BK,C+6P+6óI, —SBK,BT! — SBKTBT — 261, | | P

= 5[PAY+ ATP — PBK,C — CTKTBIP — PBK.B" P— PBKÍTBP] < O.

Como, de (2.122), ó > O, segue que:

PAY ATP— PBK,C — CTKIB"P­ PBK.B'P­PBKÍB'P<O. (2.140)

Substituindo (2.123) e (2.126) em (2.140), tem­se:

PAY ATP— PBK,C—CTKIB"'P­PBKB'P­ PBKÍIB'P

= PA+ ATP— PBK,C — CTKTB!P— PBK.FC — PBKITFC

= PAY+ ATP — PB(K, + IQF)C — CT(K, + KoF)" BT"P
= P(A— BK,CO) +(A— BK CYP <O.

Portanto, a LMI (2.122) implica na LMI (2.132).

(xi) As equações (2.130) e (2.133) são equivalentes. As LMIs (2.132) e (2.134) são a
condição necessária e suficiente para a estabilidade do sistema (A — BK,C, B,C). De
acordo com [41], uma condição suficiente para a existência de uma matriz K, que torna
o sistema (A — BK,C,B, C) estável é a existência de matrizes P = PT, Me N que

satisfazem às condições (2.127)—(2.129). Neste caso, a matriz K, é dada por (2.131). D

Observação 4 À condição (v) engloba as condições (i) e (iii) e a condição (vi) engloba
as condições (ii) e (iv).

Observação 5 As condições do item (xi) do Teorema 13 são mais gerais ou pelo menos
equivalentes às condições do Teorema 9, pois não exigem a restrição B” = (CB)"C. Note
que se as condições do Teorema 9 são factíveis, então F = M(CBYT atende à condição
(2.130) do item (xi). Desta forma, quando o Teorema 9 apresenta solução, o item (xi)
do Teorema 13 também apresenta solução. Este resultado é útil quando a planta possui
incertezas paramétricas e existe a dificuldade de colocá­la na forma B! = (CBYTC.

Observação 6 A partir das LMIs (2.129) e (2.130) e definindo­se C, = FC, tem­se
C, = FC = MTBT. Como M é inversível, então os zeros de transmissão de(A,B, Cx)
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correspondem aos zeros de transmissão de (A, DB, BT). Portanto, a condição necessária
e suficiente para a existência de uma solução para as LMIs (2.127)­(2.130) é que todos
os zeros de transmissão de (A, B, BT) possuam parte real negativa.

Considere, agora, uma dada matriz F tal que o sistema (A, B, FC) seja de fase
mínima. O Teorema 14, proposto neste trabalho, fornece condições necessárias e sufi­

cientes para a existência de uma matriz K, que torna ERP o sistema da Fig. 3.

Teorema 14 Considere F tal que o sistema (A, B, FCY seja de fase mínima. Então,
uma solução para o Problema 2 é obtida através das seguintes LMIs, em termos de K, e
P=P":

PAY ATP—CTFTKC­CTKTFC<O,

B"P=FC,

P>O.

Prova À prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1. D

Defina, agora, a matriz By € Rº*""", tal que BIB = O, posto(B1y) =n —m e então,

posto (| B EB, 1) =n.

Assim, a matriz À pode ser decomposta da seguinte maneira:

o
A=BAg+BiA,=|[B a. 1/%),

sendo as matrizes Ag E R"*" e A, E RUM" obtidas através da equação:

[| =[B B1]A (2.142)

A partir do Lema 1, o sistema ([A— BK, B, FC) é ERP se e somente se as seguintes
LMIs forem satisfeitas:

P(A— BK) +(A—­ BK)” P<O, (2.143)

B"P=FC, (2.144)

P>O. (2.145)
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Susbstituindo (2.141) em (2.143) e definindo­se Khr = K — Ag, tem­se:

P(A— BK) +(A— BK)"P = P(B1A, — B(K — Ag)) + (B1A, — B(K — Ag))TP
= P(B1A, — BKn) +(B1 A, — BKn)'P <O,

PB,A, + ATBTP— PBKN — KB"P <O. (2.146)

Sem perda de generalidade, considere Ky = MFC, sendo M E RM". Note que se

existem K e F' tais que (A— BK,B, FCO) é ERP, então (A, B, FC) é de fase mínima e
FCB=B'PB é simétrica e definida positiva. Assim, pelo Teorema 4 existe M tal que .
(A— BMF, B, FC) é ERP. Substituindo Ky e (2.144) em (2.146), segue que:

— PBIA,+ ATBIP — CTFTMFC — CTFTMTFC <Q. (2.147)

Defina, também, as matrizes A, € RM" e (FCO), E RUMO, tais que AQLAT =O,
posto(A,1) = m, (FO) (FC)! = 0 e posto((FC)|) = n—m. Assim, note que, de
(2.147):

Avt(FO) (PB1A,+ ATBLP — CTFTMFC — CTFTMTFO) | AT, (FOYI |L

(FC),AZ BT PAS
AoPB1A(FOYT

(FC), PBLALÁFO)T + (FC).AZ BT P(FO)T

s | — AsCTFTMFCAT, — ALCTFIMTFCATL,
<0. — (2148)

Assim, existe uma matriz M que satisfaz à LMI (2.148) se e somente se:

posto(A.1CT ET) = posto(FCAL) = posto(CAT ) =m (2.149)

(FO),PB, A(FOYT + (FO)ATBTP(FOYT <O. (2.150)

Note que estas condições implicam que:

AoL |
posto = n| (FC). )
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Considere o caso particular no qual:

F=NA,LC”,

sendo N E R"*"" inversível. Assim, (FC), deve ser tal que:

(FO)L(FOY! = (FO)CTCAT NT =0.

Como N é inversível, então, (FC) | CTCAT, = 0. Portanto, a matriz (FC), possui a
forma:

(FC), = L(CTCAZIL, (2.152)

sendo L E Re mxn­m inversível e (CTCAT)YT e Rº TM” tal que:

(CTCALII(CTCAÇ) =0

posto(CTCAT) =n — m.

Então a LMI (2.150), com (FC), dada em (2.152), é dada por:

(FC), PBLALSFOYT + (FC) ATBLP(FOYT
= L(CTCAT IT PB,ALCTCOAT) LL! + LCTCATIVTATBI P(CTCAT IL! <O.

Como L é inversível, a LMI acima é equivalente a:

(CTCATYT PBA(CTCAT), + (CTCATTATBIP(CTCATII <O0. — (2153)

Note que, como (CTCAT)T e Rº“", uma condição suficiente para (2.153) é que
posto(A,) = n — m.

A LME (2.144), com F dada em (2.151), é equivalente a:

B"P=FC=NA,QCTC. (2.154)

Assim, o Algoritmo 1, proposto nesta tese, apresenta uma condição suficiente e novas
condições necessárias para a solução do Problema 2. De acordo com o o Teorema 4,
uma condição necessária para a existência de matrizes F e K, tais que o sistema (A —
BK,C, B, FC) seja ERP é que a planta (A, B, C) seja de fase mínima [15].

Algoritmo 1 Considere uma planta (A,B, CY de fase mínima (se a planta não for de
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fase mínima, o Problema 2 não tem solução). Uma condição suficiente para a solução do
Problema 2 pode ser obtida através do procedimento abaixo:

. Determine By E RP", tal que BIB = 0 e posto([B B1])) =n;

. Obtenha AJ E Rº"*" pela erpressão (2.142). Se posto(AJ) <n — m, o Problema
2 não tem solução. No caso de posto(A,) = n — m, passe para o item 3;

. Determine Asi E RT” tal que A, AT = O e posto(A,1) = m. Se posto(C AT)
<m, o Problema 2 não tem solução. No caso de posto(CAT,) = m, passe para o
item 4;

. Encontre, se possível, P, = PÉ e N que satisfazem às seguintes LMIs:

(CTCALTPBLAÁCTCAS). +(CTCALTAS BLP(CTCAL )a <O,
BTP,= NAQCTC,

P>O;

. Obtenha F = NA,LCT;

. Para F obtido no item 5, encontre Pa = PJ e K que satisfazem às seguintes LMIs:

PAY ATP — CTFITKCO ­ CTKTFC<O,

BP, = FC,

Pa >O0.

2.5 Taxa de Decaimento

Em muitos casos, somente a estabilidade não é suficiente para a obtenção de um
desempenho satisfatório para um sistema de controle. Frequentemente, é necessário es­

pecificar também a resposta transitória. Dado um Sistema Linear Invariante no Tempo

(SLIT), d = Ar, z E Rº, A E R"*”, então, de acordo com [42], a taxa de decaimento é
definida como o máximo valor da constante real y > O, tal que a condição:

dim ele(8)|| =0, Vz(0) e Rº,
é satisfeita para todas as trajetórias xr(t).
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A estabilidade corresponde a taxa de decaimento positiva. Pode­se utilizar a função
de Lyapunov quadrática V(£) = €T PE para estabelecer um limite inferior para a taxa de
decaimento, por exemplo, da planta (2.1). Se V(r) < —27V (x) para todas as trajetórias,
então V(x(t)) < V(x(0))e*"!, e assim:

Hle(t)|| < Ile(0)| |55e"Amax(P) ue

sendo Amax(P) e Amin(P) o máximo e o mínimo autovalor de P, respectivamente, para
todas as trajetórias, e portanto a taxa de decaimento da planta (2.1) é pelo menos igual
a 7 [42].

A condição de que V(x) < —27V(x) em um sistema (A,, Bo, Co), para todas as
trajetórias é equivalente a:

ATP+ PA, +27P=(AQ +yN'P+P(A+47D<O. (2.155)

2.5.1. Sistemas com o Mesmo Número de Entradas e Saídas

Considere a planta definida­pelas equações (2.10), com p = m. O Teorema 15, dado
em [13], estabelece condições necessárias e suficientes para que todos os pólos do sistema
da Fig. 3 tenham parte real menor que —7 e que este sistema seja ERP.

Teorema 15 /15] Considere 2; = o; +j 8, 0: e Pi E Ri =1,...,p, os zeros de
transmissão do sistema (A, B, CY), descrito no Problema 2. Então, dada uma constante
positiva 1, existem matrizes P= PT, Re F, tais que:

PAY ATP—CT(R+R)C<—274P, (2.156)

BTP=FC, (2.157)
P>O. (2.158)

se e somente se y < —o, sendo o = maxí(o,,...,057), e posto(CB) = m. Neste caso,
uma matriz K, pode ser obtida pela erpressão:

K,=(F")R. (2.159)

Prova [13] Definindo À = A + 7/1, então (2.156) pode ser descrita por:

P(A­ ND) +(A­4DTP—CT(R+RDC<—­274P,
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PÁ­P+ATP­4P­CT(R+ RC <—24P,
PA+ ATP CT(R+RI)C—24P<­27P,

PA+ ATP —CT(R+RI)C<O. (2.160)

Do Teorema 7, de (2.156) (que é equivalente a (2.160)), (2.157) e (2.158) são factíveis se
e somente se o sistema (À — BK,C, B, FC) é ERP. Agora, sabe­se, também, que todos
os zeros de transmissão de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. Sabe­se
que os zeros de transmissão de um sistema (A, B, C), A€ R", BE RUM eCeR"",
são os números s E T, tais que:

sI­A B
posto <n+m.

—­C O

De (2.157), a matriz F tem posto m e, assim, é fácil verificar que os sistemas
(A — BK,C, B, FC) e (A, B, C) têm os mesmos zeros de transmissão, usando operações
elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de
transmissão de (A, B, C):

[ac

—­FC 0 —FC O —­C o[EAR B sSI­Ã B [E B
Agora, os zeros de transmissão (A, B, C) são os números s E CT, tais que

—y1/­A BBposto E) <ntm.
—C 0

Portanto, se s = s, for um zero de transmissão de (A,B, C), então 8 = s, +71
será um zero de transmissão de (A, B, CJ). Então, todos os zeros de transmissão de
(A, B, C) apresentam parte real negativa se o; +y <O0, Vi E (1,...,p). Daí, y <—o,
o = max(o,...,067). Agora, de (2.157) e (2.158), posto(BT! PB) = posto(FCB) = m
e, assim, posto(CB) = m. À necessidade está provada. Para demonstrar a suficiência,
considere que O < y < —o, ou seja, todos os zeros de transmissão de (A, B,C) apresentam
parte real negativa e que posto(CB) = m. Agora, defina F = (CB)” e note que o
sistema (A, B, FC) satisfaz às condições (i) e (ii) do Teorema 4. Assim, existe K5; tal que
K,=K;yF torne o sistema (A— BK,C, B, FC) ERP. Finalmente, do Teorema 7, (2.156)
(que é equivalente a (2.160)), (2.157) e (2.158) são factíveis e o Teorema 15 está provado.
oO
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Observação 7 ./18/ Considere uma candidata a função de Lyapunou V(x(t)) = z(t)"
xPrx(t), P =P" >O0, para o sistema na Fig. 3. Se a planta tem zeros de transmissão

i = 0+jB,i=1...,pe0<7tT<­—o,sendoo = max(o,,...,06), então, do
Teorema 15, as LMIs (2.156), (2.157) e (2.158) são factíveis e, então, não é difícil ver
que V(t) < —24V(t). Portanto, V(t) < V(0)e?! e [7]

le(O11< (225 IO e,
sendo Amaz(P) e Amin(P) o máximo e o mínimo autovalor de P, respectivamente. O
Teorema 15 mostra que existe um limite superior para 4, relacionado com os zeros de
transmissão da planta, para que o sistema na Fig. 3 seja ERP. Uma conclusão geral
é que, para sistemas ERP, os zeros de transmissão definem o márimo valor da taxa de

decaimento ERP. A taxa de decaimento do sistema ERP não considera a restrição (2.157)
e então pode ser diferente da taxa de decaimento ERP. Em controle adaptativo e CEV de
sistemas incertos utilizando a teoria ERP, a restrição (2.157) é necessária. O resultado do
Teorema 15 é considerado razoável, se for utilizada uma realimentação K com alto ganho,
como nos modos CEV e deslizante, pois sabe­se que, neste caso, os zeros de transmissão da

planta serão os pólos do sistema de malha fechada (no caso de CEV e modos deslizantes,
os zeros de transmissão da planta serão os pólos do sistema no deslizamento [16]). O
inesperado é a influência da localização dos zeros de transmissão para todas as matrizes
K, que realimentam a planta e F na Fig. 3.

Corolário 4 /21] Considere z; = o; +j B, 0: e 0 ER i=1l...,p, os zeros de
transmissão do sistema (Ao, Bo, Co), descrito no Problema 2. Considere, também, que as
matrizes Av, BJ e Co, na Fig. 3, tenham as seguintes formas:

A A 0AQ=1|"* “2|, B,= eCo=[0 In], (2.161)
Ag As CB

sendo posto(CB) = m. Então, dada uma constante positiva 7, eristem matrizes P = PT
e R, tais que:

(2.162)

0 0 P, OPAY ATP <—27 ; (2.163)
0 (R+ KR) 0 P

se e somente se 7 < —o, sendo o = maxfo,,...,0p7), e posto(CB) =m. Neste caso, as
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matrizes K, e Fº são obtidas pelas expressões:

K, =(FT)!R=(P.CB)'R,
F=(CB)J"TP..

Prova À prova deste corolário é similar à prova do Teorema 15. O

2.5.2 Sistemas com Números Diferentes de Entradas (m) e Saídas
(D)

Considere a planta definida pelas equações (2.10), com p > m. Os Teoremas 16 e 17,
dados em [12], estabelecem as condições suficientes para que todos os pólos do sistema da
Fig. 3 tenham parte real menor que —7y e que este sistema seja ERP. Nestes teoremas,

considera­se que B” = (CBYTC.

Teorema 16 /12/ Considere z; = 0;:+j0;,0; e ; ER, i=1,...,p os zeros de transmissão

do sistema (A, B, BT), descrito no Problema 2. Então, dada uma constante positiva 7,
uma condição suficiente para a existência de matrizes P= PT, N e M, tais que:

PA+ATP—BNC—­CTNTB! <­—24P, (2.166)

BTP= MB", (2.167)

P>O, (2.168)

é que y <—o, sendo 0 = max(o,,...,067). Neste caso, as matrizes F e K, podem ser
obtidas por:

F = M(CBY", (2.169)

K, = (MT) º'N. (2.170)

Prova Definindo À = A + 71, então (2.166) pode ser descrita por

P(A ­4ND+(A—­DTP­BNC­(BNCOYT <—274P,
PA —P+ATP—­7P­BNC­(BNCY <­—274P,

PA + ATP — BNC — (BNCY! — 24P < —27P,
PA+ ATP BNC­CTNTBT <O. (2171)

Pelo Corolário 2, de (2.166) (que é equivalente a (2.171)), (2.167) e (2.168), os zeros
de transmissão de (A, B, BT) possuem parte real negativa. Agora, sabe­se, também, que
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todos os zeros de transmissão de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. É
conhecido, também, que os zeros de transmissão de um sistema (A, B, BT), A € R"",
BeEeRUMeCeR"”,p>m, são os números s E £, tais que:

sI­A B
posto o <nt+m.—BT

De (2.166), a matriz Fº tem posto m e, assim, é fácil verificar que os sistemas (A —
BKC, B, MB!) e (A,B, B") têm os mesmos zeros de transmissão, usando operações
elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de
transmissão de (A, B, BT):

OI

sSI­A+BKC B sI­Ã B sI­Ã B
—MBT 0 —MBT O —BT q

Agora, os zeros de transmissão (A, B, BT) são os números s E C, tais que

(s—­y)I­A B
<ntm.

— BTposto |
Portanto, se s = s, for um zero de transmissão de (A, B, BT), então s = s, +77

será um zero de transmissão de (A, B, BT). Então, todos os zeros de transmissão de
(A, B, B7) apresentam parte real negativa se o; + < 0, Vi E (1,...,rl). Dal, 4 <­—o,
o = maxfo,,...,0r). O

Teorema 17 /12) Considere z; = o;+)Bi,0;: e E R,i =1,...,p 08 zeros de transmissão
do sistema (A, CT,C), descrito no Problema 2. Então, dada uma constante positiva 7,
uma condição necessária para a existência de matrizes P= PT, N e M, tais que:

AX + XAT — BZC — CTZT BT <—Nn7X, (2.172)

YC=CX, (2.173)

X>O, (2174)

é que q <—o, sendo o = max(o,,...,0p). Neste caso, as matrizes F e K, podem ser
obtidas por:

|

F=(CBY"Y, (2.175)

K,=ZY. (2.176)
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Prova Definindo À = A + 71, então (2.172) pode ser descrita por:

(A 9N)X+X(A­41)T = BZC—(BZCYT <—24X,
AX —yX+ XA­X­BZC­(BZCY <­—274X,

AX + XA! — BZO — (BZCYT = 24X < —24X,
AX + XÃ!” — BZC — CTZTBT" <o. (2177)

Pelo Corolário 3, de (2.172) (que é equivalente a (2.177)), (2.173) e (2.174), os zeros
de transmissão de (4,07, C) possuem parte real negativa. Agora, sabe­se, também,
que todos os zeros de transmissão de um sistema ERP apresentam parte real negativa
[36]. É bem conhecido, também, que os zeros de transmissão de um sistema (A, CT, C),
AER"”, BEER" eCeR“",p>m, são os números s E C, tais que:

sI­A CT
pasto | <n+m.

É fácil verificar que os sistemas (A — BKC,CT,Y !C) e (A, CT, C) têm os mesmos
zeros de transmissão, usando operações elementares nas linhas da matriz que define os
zeros de transmissão de (A, C”,C):

| oO SP | | 4. CT [Z SP |—Y CC 0 —­YCC 0 ­C Oo

Assim, os zeros de transmissão (A, CT, C) são os números s E CT, tais que

(s—I­A CT
<ntm,.DADAposto |

Portanto, se s = s, for um zero de transmissão de (A, CT, C), então s = s, +17
será um zero de transmissão de (4,CT,O). Então, todos os zeros de transmissão de
(4,CT, C') apresentam parte real negativa se o; +7 < 0, Vi E (1,...,r). Daí, y <—o,
o = marfo,,...,07r). À

Observação 8 Através de várias aplicações dos Teoremas 16 e 17, em exemplos numéri­
cos, foi possível constatar que existem casos nos quais um funciona e o outro não e
vice­versa. Desta forma, as condições destes teoremas são distintas e um teorema não

pode ser visto como um caso particular do outro.
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Considere, agora, a planta (2.72) e os Lemas 4 e 5. Neste caso específico, o Teorema
18, proposto neste trabalho, estabelece condições necessárias e suficientes para que todos

os pólos do sistema (2.10), com as matrizes A, B e C definidas em (2.74)­(2.76), tenham
parte real menor que —7 e que este sistema seja ERP.

Teorema 18 Considere z; = 0; +] Di, 0; e Gl ER, i=1,...,p os zeros de transmissão
do sistema (A, B, B”), descrito no Problema 2, com as matrizes A, B e C definidas
em (2.74)­(2.76). Então, dada uma constante positiva 1, uma condição necessária e
suficiente para a existência de matrizes Pu = PE, Pia, Pao = Pb, Pos, Pa = PE, Ki e
Ka, tais que:

0 O 0 0 O 0

PA+ATP— | 0 PxK, PaKa |­ | 0 KTPE KITPw|<­2nP, (2.178)

Pi Pr O

P=| PE Px >O, (2.179)
0 P& P

sendo que as matrizes possuem dimensões apropriadas, é que y < —o, sendo o =
marxfo,,...,0p). Neste caso, as matrizes K, e F. podem ser obtidas por:

K=[K Ka), (2.180)

F=[PE Ps]. (2.181)

Prova A prova deste teorema é similar à prova do Teorema 11. O

O inconveniente do Teorema 18 é que as condições não são expressas em termos de
LMIs. Entretanto, com P>3 = O, podem ser obtidas condições suficientes, em termos de
LMIs, para que a factibilidade das expressões (2.178)­(2.179).

Teorema 19 Considere z; = 0; +j Di, 0; e RL ER, i=1,...,p os zeros de transmissão
do sistema (A, B, BT), descrito no Problema 2, com as matrizes A, Be C definidas em
(2.74)­(2.76). Então, dada uma constante positiva 1, uma condição necessária para a
existência de matrizes P;, = Pf, Pro, Po = PD, P33 = PE, R32 e Ra3, tais que:

o o o|l [00 0

PA+YA'P­ 0 0 0 | |­l0o0 RE | <­nP,
O Ra Ras 0 0 RE
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Pi ho O

P=| PE Pa 0 |>O, (2.183)
0 O P3

sendo que as matrizes possuem dimensões apropriadas, é que y < —o, sendo o =

marxfo,,...,op). Neste caso, as matrizes K, e F. podem ser obtidas por:

K=[ K]), (2.184)

F=[0 Ps], (2.185)

K, = Ps33' Ra, (2.186)

Ka = P3' Ra3. (2.187)

Prova À prova deste teorema é similar à prova do Teorema 12. OD

Considere, novamente, a planta definida pelas equações (2.10), com p > m. O Teorema
20 apresenta outras condições suficientes para que todos os pólos do sistema da Fig. 3
possuam parte real menor que —y, com y > 0, e que este sistema seja ERP, propostas
neste trabalho:

Teorema 20 Todos os pólos do sistema da Fig. 3 possuem parte real menor que —17,
com 7 > O, e este sistema é ERP se pelo menos uma das condições (i)­(xi) for satisfeita:

(1) Existem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem às seguintes condições:

—2P AT+4I­CTKTBI+ PY,Ú o <O0, (2188)
A+yl— BK C+P+I, — 21,

BTP= FC. (2.189)

(1) Existem matrizes Py = PÇ, K, e Fy que satisfazem às seguintes condições, para
algum ó E R:

—2Py AT +41 — CTKTBT + Py +6óI,
A+ BKQC+Py+6ól, —261, | <O, (2.190)

BTPy = FyC. (2.191)

Neste caso, a matriz F. é dada por:

F=7Fv. (2.192)
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(iii) Existem matrizes P= PT, K; e F que satisfazem às seguintes condições:

—BK,B"— BKTBT —21, A+I+P+I, (2.193)
AT+AI+P+I, —2P

B"P=FC. (2.194)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=KyF. (2.195)

(iv) Existem matrizes Py = Pq, K; e Fy que satisfazem às seguintes condições, para
algum ó E R, com ó > O:

—BK,B' — BKT BT — 22h, A+YI+ PN +,
<oO, (2.196)

AT +QI+ Py+ól, —2Py

BTPy = F«C. (2.197)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1

F=5Fy, K,=K;F. : (2.198)

(v) Existem matrizes P = PT, Ki, Ka e F que satisfazem às seguintes condições:

—2P AT +QI­CTKTB! + P+I,Ú i Tniçzo (2199)
A+YI­BKC+YP+I, —BK,B"!—­BKIB"­2l,

BT'P=FC. (2.200)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=K + KaF. (2.201)

(vi) Existem matrizes Py = Pg, Ka, Ka e Fy que satisfazem às seguintes condições,
para algum ó E R, comó > O:

—2Py AT +41 >= CTKITB! + Py+6ól,
<O, (2.202)

A+YI­ BK C+Py+ól, —BK3BT!—BKIB! — 20],

BTPy = FyC. (2.203)
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Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1
F=­FF No

Ko = KR + KaF.

(vii) Existem matrizes P = PT, K, e F que satisfazem às seguintes condições:

PA+ATP—­2P —CTKTBT+P+I, PO+ op TET <m| | (2.206)
—BK,C+P+I, —21, 00

B'P=FC, (2.207)

P>O. (2.208)

vi) Existem matrizes Py = Pi , Kih e Fy que satisfazem às seguintes condições, paraN

algum ó E R:

PNA+ ATPy—2Py —CTKTBT+Py+6ól, | <o | P,27
0

; (2.209)
—BKnNC +Py+ól, —261, 0 O

BT"PN = FC,
:

(2.210)

Py>O. (2.211)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F= =P, (2.212)

K, = =Kr. (2.213)

(iz) Existem matrizes P = PT, K1, Ka e F que satisfazem às seguintes condições:

PAY ATP—2P —CTKTBI +P+I, PO
<—27 » (2214)

­BK|C+P+I, —BK,B"! — BKTBT — 2],

B"P= FC, (2.215)

P>O. (2.216)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=K + KyF. (2.217)

(x) Existem matrizes Py = Pr, Km, Kn2 e Fy que satisfazem às seguintes condições,
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para algum ó E R, com ó > O:

PNA+ ATPy—2Py —CTKT,BT + PN +,
BKmC+PNy+ól, ­BKn2B"! — BKT,BT — 261,

BT"PN = FvC,
Py>O0.

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1
F= EN

K,=K1 + KF,

1

Ki = 3 ÉND
1

Ka ==2K

(11) Existem matrizes P= PT, M, N e F que satisfazem às seguintes condições:

PA+ATP­CTNTB!­ BNC<­27P, (2.223)

P>O, (2.224)

BM = PB, (2.225)

BTP= FC. (2.226)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=M'N. (2.227)

Prova À prova deste teorema é similar à prova do Teorema 13, substituindo­se À por
A+. O

Observação 9 A condição (v) engloba as condições (i) e (iii) e a condição (vi) engloba
as condições (ii) e (iv).

Observação 10 As condições do item (xi) do Teorema 20 são mais gerais ou pelo menos
equivalentes às condições do Teorema 16, pois não exigem a restrição B! = (CBYTC.

pNote que se as condições do Teorema 9 são factíveis, então F = M(CB)" atende à
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condição (2.226) do item (xi). Desta forma, quando o Teorema 16 apresenta solução, o
item (xi) do Teorema 20 também apresenta solução. Este resultado é útil quando a planta
possui incertezas paramétricas e existe a dificuldade de colocá­la na forma B” = (CBY"C.

Observação 11 A partir das LMIs (2.225) e (2.226) e definindo­se C, = FC, tem­se
Cn = FC = MTBT. Como M é inversível, então os zeros de transmissão de (A, B, Cn)
correspondem aos zeros de transmissão de (A, B, BT). Portanto, a condição necessária
e suficiente para a existência de uma solução para as LMIs (2.223)­(2.226) é que todos
os zeros de transmissão de (A, B, BT”) possuam parte real menor que —1.

Considere, agora, uma dada matriz F' tal que todos os zeros de transmissão do sistema
(A, B, FC) possuem parte real menor que —y, 7 > 0. O Teorema 21, proposto neste
trabalho, fornece condições necessárias e suficientes para a existência de uma matriz K,

tal que todos os pólos do sistema da Fig. 3 tenham parte real menor que —7, e que este
sistema seja ERP.

Teorema 21 Considere F tal que todos os zeros de transmissão do sistema (A, B, FCY
possuem parte real menor que —y, 7 > O. Então, uma condição suficiente para que todos
os pólos do sistema da Fig. 3 tenham parte real menor que —y, e que este sistema seja
ERP é obtida através das seguintes LMIs, em termos de K, e P= PT:

PAY+ATP—CTFTK C—CTKIFC<­2nP,

B!P= FC,

P>O.

Prova À prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1. À

Defina, agora, a matriz By E R"*"“", tal que BI B = O, posto(B,) = n—m e então,

posto (T B DB, D =n.

Assim, a matriz À pode ser decomposta da seguinte maneira:

A=BAg+BA,=|B B, | E by
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sendo as matrizes Ag E R7*"” e A, E RU M*" obtidas através da equação:Ç

(2.229)

A partir do Lema 1, o sistema (A— BK, B, FC) é ERP se e somente se as seguintes
LMIs forem satisfeitas:

P(A— BK) +(A—­ BK)Y"P <Q, (2.230)

BTP=FC, (2.231)

P>O. (2.232)

Defina À = A+71, com > O. Então, a partir do Lema 1, o sistema (A— BK, B, FC)
é ERP se e somente se as seguintes LMIs forem satisfeitas:

P(A—­ BK) +(A— BK)Y"P<O, (2.233)

B'P=FC, (2.234)

P>O. (2.235)

De (2.233), segue que:

P(A— BK) +(A— BK)"P<O,
P(A+4I— BK) +(A+4I­ BK)" P<O,

P(A— BK) +yP+(A— BK)YTP+47P<O,
P(A— BK) +(A— BKYTP+24P<O. (2.236)

Do Lema 1, de (2.233) (que é equivalente a (2.236)), (2.234) e (2.235) são factíveis se
e somente se o sistema 1Ã — BK, B, FC) é ERP. Agora, sabe­se, também, que todos os
zeros de transmissão de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. Sabe­se que
os zeros de transmissão de um sistema (A,, Bo, Co), Ao E RU", By E RUM eC, ER”,
são os números s E £, tais que:

sSI­ A, B,
posto ” o <n+tm.

De (2.234), a matriz F tem posto m e, assim, é fácil verificar que os sistemas
(A — BK, B, FC) e (A, B, FC) têm os mesmos zeros de transmissão, usando operações
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elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os zeros de
transmissão de (A — BK, B, FC):

sI­A­BK B sI­A B

—F fo) —­FC O

Agora, os zeros de transmissão (A — BK, B, FC) são os números s E UC, tais que

(s­yI­A B
—FC 0

<n+t+m.posto |
Portanto, se s = s, for um zero de transmissão de (A,B, FC), então s = s, +7Y

será um zero de transmissão de (A, B, FC). Então, todos os zeros de transmissão de
(A, B, FC) apresentam parte real negativa se o; + 7 <0, Vi E (L,... Pp). Dal, 7 <—o,
o =marxfo1,...,076).

Assim, os pólos do sistema (A — BK, B, FC) apresentam parte real menor que —y
se e somente se as seguintes LMIs forem satisfeitas:

P(A— BK) +(A— BK)TP+247P<O, (2.237)

B"P=FC, (2.238)

P>O. (2.239)

Susbstituindo (2.228) em (2.237) e definindo­se Ki = K — Ag, tem­se:

P(A— BK) +(A— BK)”P +24P

= P(B,Ao — B(K — Ag)) + (ByA, — B(K — Ap))”P + 24P
= P(B1Ao— BKn) +(B1AQ= BKn)'P+274P<O,
PB,A,+ ATBIP— PBKy — KEB!P+247P<O. (2.240)

Sem perda de generalidade, considere Kn = MFC, sendo M E RM". Note que
se existem K e F' tais que todos os zeros de transmissão de (A — BK, B, FC) possuem
parte real menor que —7, então (A + 71, B, FC) é de fase mínima e FCB = BT"PB é
simétrica e definida positiva. Assim, pelo Teorema 4 existe M tal que todos os zeros de
transmissão de (A — BMF, B, FC) possuem parte real menor que —7y e que o sistema é
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­ ERP. Substituindo K,y e (2.238) em (2.240), segue que:

PB,A,+ ATBTP — CTFTMFC — CTFEIMTFC+24P<O. (2.241)

Defina, também, as matrizes A, E RM" e (FO), E RUM”, tais que AL AT =O0,
posto(A.1) = m, (FO) (FCO)! = 0 e posto((FC)1) =n—m. Assim, note que de (2.241):

AoL

(FC). | (PB1Ao + ATBTP— CTFTMFC ­ CTFTMTFC + 27P) [AT (FOJYT ]
— |=ALCTFTMFCAT, — ALCTFTMTFCATL, + 274,1 PAT,

(FO) ATBT PAL, + 27(FC),PAI,

Ao1 PB A(FOYT +27 A. P(FO)T
— (FO)|PB,A(ÇFOYT + (FO)AT BT P(FO)T + 24(FO), P(FCOYT

(2.242)

Assim, existe uma matriz M que satisfaz à LMI (2.242) se e somente se:

posto(A,1 CTFT) = posto(FCAT,) = posto(CAT, =m ,

(FO),PB, AQ(FOYT + (FO),ATBT P(FO)T + 27(FO), P(FOYT < O.

Note que estas condições implicam que:

osto Aor =
? (FO)

Considere o caso particular no qual:

F=NA,Q CT,

sendo NV E R"*"”* inversível. Assim, (FC), deve ser tal que:

(FO) (FCO) =(FCO) CTCAT NT =.
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Como N é inversível, então, (FC),CTCAT, = 0. Portanto, a matriz (FC), possui a
forma:

(FC), = L(CTCAS)L, (2.246)

sendo L E RºMXn­m inversível e (CTCAT )T e RºM” tal que:ol/l

(CTCALII(CTCOAL) = 0.

posto(CTCAT) =n—m.

Então a LMI (2.244), com (FC), dada em (2.246), é dada por:

(FC),PBL AL(FOYT + (FC)AS BT P(FOYT + 27(FO). P(FCOYT
= L(CTCATYTPB,A(LCTCAT)LT! + L(CTCATYT AT BTP(CTOAT) | LT +

27L(CTCATYT P(CTCOAT)ILT <O.
Como L é inversível, a LMI acima é equivalente a:

(CTCAT))YT PB,ALÁCTCOAT,),1 +(CTCATYTAT BT P(CTCAL ) +
2y(CTCATYTP(CTCAT), <O.

(CTCATI)TPBLALSCTCAT), + (CTCAT )TATBTP(CTCAT),
< —24y(CTCATTE P(CTCOAT),. (2.247)

Note que, como (CTCAT,))T e Rº"*", uma condição suficiente para (2.247) é queol/L

posto(A,) = n — m.

A LME (2.238), com F dada em (2.245), é equivalente a:

B"P=FC=NA,CTC. (2.248)

Assim, as matrizes F e K tais que todos os pólos do sistema da Fig. 3 tenham parte
real menor que —7, 7 > O, e que este sistema seja ERP podem ser obtidas através do

Algoritmo 2, proposto nesta tese. De acordo com o o Teorema 4, uma condição necessária
para a existência de matrizes F' e K, tais que todos os pólos do sistema (A— BK,C, B, FC)
apresentam parte real menor que —7 e que este sistema é ERP é que todos os zeros de
transmissão da planta (A, B, C) possuam parte real menor que —.

Algoritmo 2 Considere uma planta (A, B, C), cujos zeros de transmissão possuem parte
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real menor que —y, 7 > O. As matrizes F e K tais que todos os pólos do sistema da Fig.
3 tenham parte real menor que —y e que este sistema seja ERP podem ser obtidas através
do procedimento abaixo:

. Determine By, E RU", tal que BT B =0 e posto([B B; |) =n,L

. Obtenha AQ E Rº "*" pela erpressão (2.229). Se posto(A,) <n —m, o problema
não tem solução. No caso de posto(A,) = n — m, passe para o item 3;

. Determine A.i E RM" tal que A,Aí = O e posto(A.1) = m. Se posto(CATo ol

<m, o problema não tem solução. No caso de posto(CAT,) = m, passe para o item
4;

. Encontre, se possível, Py = PI e N que satisfazem às seguintes LMIs:

(CTCAL TP BLAÁOTCAL)a + (CTCAL TASBL P(CTCAL).
< —2yN(CTCAL VTP(CTCALa, (2.249)

BTP, = NA,QLCTC, (2.250)

P>O;
:

(2.251)

5. Obtenha F = NACT;

6. Para F obtido no item 5, encontre Pa = PI e K que satisfazem às seguintes LMIs:

PAY+ ATP, = CTFIKC­CTKTFC <—­27P,,

BTPa = FC,

Pa >O0.

2.6 Sistemas Incertos

Nas situações práticas em geral, existem incertezas nos parâmetros da planta. Desta

forma, é importante levar em conta estas incertezas no projeto de sistemas de controle.
Considere, então, a planta descrita em (2.252):

x =A(a)r +Bu,
y=C(oa)z,

(2.252)
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sendox E R,uE RM", y ER, p>meaeER' dado por:

a

az

Ar]

ar

sendo a; > 0,í = 1,2,...,r—1l,r constantes desconhecidas, com a +ast+...+arita,=l

São admitidas as seguintes hipóteses:

Al O vetor r não está disponível para medição, mas o vetor y está disponível para

medição;

A2 As matrizes com incertezas A(a) e C(a) são constantes, mas desconhecidas e des­
critas por:

A(a) = >» a;A; e C(a) = > aiC;,
i=1i=1

sendo a; > 0,i = 1,2,...,r—1,r constantes desconhecidas, 1 +aa+...+arit+ar,=

l e as matrizes A; e Ci, i =1,...,r são conhecidas (incertezas politópicas).

Considerando a planta descrita em (2.252), satisfazendo às hipóteses Al e À2, foi
proposto o seguinte problema:

Problema 3 Dada a planta (A(a),B, C(a)), satisfazendo às condições Al e À2,
encontre condições necessárias e suficientes, usando LMIs, para a existência de matrizes
constantes F e K, E R"*”", para que o sistema descrito na Fig. 4, com entrada Ú(s) e
saída Y (s), seja ERP.

U(s) + da à = Alo)x+ Bu |7o() — Y (s)—, >» —
Yo = C(a)r

K,

Figura 4: Sistema realimentado do Problema 3.

2.6.1. Sistemas com o Mesmo Número de Entradas e Saídas

Considere a planta definida em (2.252), com p = m, satisfazendo às hipóteses Al e
A2. A solução do Problema 3 é apresentada no Teorema 22.
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Teorema 22 /12) O Problema 3 tem solução se e somente se existirem matrizes P(a) =
P(a)”, Re F, tais que:

P(a)A(a) + A(a)! P(a) — C(a)I(R+ RE)C(a) <O, (2.254)

BT! P(a) = FC(a), (2.255)

P(a) >O. (2.256)

para todo a definido em (2.258) e A2. Aliás, se (2.254)­(2.256) forem satisfeitas, então
K, pode ser obtido pela expressão:

K,=(F/)'R. (2.257)

Prova A partir do Lema 1, o sistema descrito na Fig. 4, com entrada Ú(s) e saída
Y(s), é ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)”, K, e F, tais que:

P(a)(A(a) — BK,C(a)) + (A(a) — BK.C(a))T P(a) < O, (2.258)

BT P(a) = FC(a), (2.259)

P(a) > O. (2.260)

Agora, considerando (2.258) e definindo R = FT K, segue que:

P(a)A(a) + Ala)” P(a) — C(a)!FT K,C(a) — C(a)IKIT FC(a) <O,
P(a)A(a) + A(o)T P(a) — C(a)T(R+ RE)C(a) < O, (2.261)

que corresponde à equação (2.254). Agora, de (2.255), com posto(B) = m, então B"P(a)x
B = FC(a)B tem posto m. Portanto, F E R"*" também tem posto m e assim (FT)
existe. Então, se o sistema na Fig. 4 for ERP, (2.254)­(2.256) são factíveis e se (2.254)
(2.256) forem factíveis, o sistema na Fig. 4 é ERP, para K, dado em (2.257). D

Observação 12 As expressões dadas nos teoremas desta seção, com as matrizes P(a),
Alía) e C(a), podem ser definidas em termos de LMIs, como será estudado no Capítulo
5.

Observação 13 Se as incertezas consideradas no Teorema 22 forem removidas, tem­se

o Teorema 7. Note, também, que a condição de igualdade (2.255) limita a localização das
incertezas na matriz C(a).
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2.6.2 Sistemas com Números Diferentes de Entradas (m) e Saídas
(p)

Considere a planta definida em (2.252), com p > m, satisfazendo às hipóteses Al e
A2. O Teorema 23, proposto neste trabalho, que é extensão do Teorema 13 para sistemas
incertos, apresentam algumas condições suficientes para a solução do Problema 3:

Teorema 23 O sistema da Fig. 4 é ERP se pelo menos uma das condições (i)­(xi) for
satisfeita:

(1) Existem matrizes P(a) = P(a)", K, e F que satisfazem às seguintes condições:

| —2P(a) Ala)! — C(o0)TKTBT + P(a) +, | eoAía) — BK,C(a) + P(a) +, —21,
(2.262)

BT P(a) = FC(a). (2.263)

(ii) Existem matrizes Py(a) = Pi(a), K. e Fy que satisfazem às seguintes condições,
para algum dó E R:

<oO,| —2Pn(o) Ala)! — C(o)TKT BT + Py(o) + ól,
Ala) — BK.C(a) + Py(a) + óIln —2ó,

(2.264)

B'Py(a) = FvyC(a). (2.265)

Neste caso, a matriz Fº é dada por:

1

F=7zFx. (2.266)

(it) Existem matrizes P(a) = P(a)”, K; e F que satisfazem às seguintes condições:

—BK;,B" — BKTB" — 21, Aí) + P(a)+T,
Ala)” + P(a) +, —2P(a)

<oO, (2.267)

BT" P(a) = FC(a). (2.268)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=KyF. (2.269)

(iv) Eristem matrizes Py(a) = Ph(a)”, K; e Fy que satisfazem às seguintes condições,
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para algum ó E R, com ó > O:

—BK,B! — BKTB! — 261, A P InÍ Í (a) + Pv(a) +
<o, (2.270)

Ala)! + Py(a) +óI, —2Pn(a)

BT Pn(a) = FvyC(a). (2.271)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F= So K,=KyF. (2.272)

(uv) Existem matrizes P(a) = P(a)”, Ki, Ka e F que satisfazem às seguintes condições:

—2P(a) A(a)! — C(a)TKTB! + P(o) +,
A(a) — BK C(a) + P(a) +, —BK2BT! — BKITBT" — 21,

<o,

(2.273)
B" P(a) = FC(o). (2.274)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=K,+ KaF. (2.275)

(vi) Existem matrizes Py(a) = Pn(a)T, Ka, K2 e Fy que satisfazem às seguintes
condições, para algum 6 E R, com ó > O:

—2Pn(0a) Ala)! — C(a)TKT BT + Pn(a) +ól,
<o,

A(a) — BK1C(a) + Pn(o) + óI, —BK,B" — BKITBT — 261,
(2.276)

BT! Pn(a) = FyC(a). (2.277)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1

F=7zEv, (2.278)

K= K+ KoF. (2.279)

(vii) Existem matrizes P(a) = P(a)”, K, e F que satisfazem às seguintes condições:

P(a)A(a) + A(o)T P(0) — 2P(a) —C(a)TKTB! + P(a) +,
<O, (2.280)

—­BK,C(a) + P(a) +, —21,

B' P(a) = FC(o), (2.281)
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P(a) > O. (2.282)

(vii) Existem matrizes Pn(a) = Py(a)"”, KnN e Fy que satisfazem às seguintes condições,
para algum ó E R:

Pn(0) A(a) + A(a)" Py(a) — 2Py(a) —C(a)TKEB' + Pn(a)+6ólh,
—BKnNC(0a) + Pní(o) + ol, — 2071,

<oO,

(2.283)
B"Pn(a) = FyC(a), (2.284)

Pn(a) > O. (2.285)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F= Ex, (2.286)

IH,EsK, = (2.287)

(iz) Existem matrizes P(a) = P(a)”, Ki, Ka e Fy que satisfazem às seguintes condições:

P(a) A(a) + Ala)" P(a) ­ 2P(a) —C(a)TKTBT + P(a)+Y+I, <0, (2288)
—BK,C(a) + P(a) +, —BK,BT — BKITB" — 21,

BT P(a) = FC(o), (2.289)

P(a) > O. (2.290)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K.,=K + KaF. (2.291)

(x) Existem matrizes Pn(a) = Pn(a)!, Km, Kn2 e Fy que satisfazem às seguintes
condições, para algum ó E R, comó >0:

Pn(a)A(a) + A(a)” Py(a) — 2Py(a) —CT(o0)KL,BT + Pn(a) +6ól,
—BKn1C(o) + Pn(o) + ólr —BKn2BT — BKT,B' —= 201,

,

(2.292)
BT" Pn(a) = FyC(a), (2.293)

Pn(0) > O. (2.294)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1

F=z7Ex, (2.295)
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(xi) Existem matrizes P(a) = P(o0)”, M, N e F que satisfazem às seguintes condições:

P(a) A(a) + A(a)” P(a) — C(a)” NTB! — BNC(a) <O, (2.297)

P(a)>O, (2.298)

BM = P(o)B, (2.299)

BT P(a) = FC(a). (2.300)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,= MN. (2.301)

Prova À prova deste teorema é similar à prova do Teorema 13, substituindo­se A por

A(a), C por C(a) e P por P(a). D

Observação 14 Como será estudado no Capítulo 5, é possível solucionar as condições

(i)­(xi) do Teorema 23 sem a dependência do parâmetro a. Por eremplo, as expressões
(2.262) e (2.263), dadas no item (i), são equivalentes a:

—2P; AT ­CITKTBT+ P+I,
A; — BKCO; + P; +, —271,

BTP,=FC,,

i=1,2...,7.

Considere, agora, uma dada matriz F tal que o sistema (A(a), B, FC(a)) seja de
fase mínima. O Teorema 24, proposto neste trabalho, fornece condições necessárias e
suficientes para a existência de uma matriz K, que torna ERP o sistema da Fig. 4.

Teorema 24 Considere F' tal que o sistema (A(a), B, FC(a)) seja de fase mínima, para
todo a admissível. Então, uma solução para o Problema 3 é obtida através das seguintes
LMIs, em termos de K, e P(a) = P(a)T:

P(a) A(a) + A(a)T P(a) — C(a)FT K.C(a) — C(a)"KTFC(a) <O,
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BT! P(a) = FC(a),
P(a) > O.

A prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1.

Observação 15 Como será estudado no Capítulo 5, é possível solucionar o Teorema 24

sem a dependência do parâmetro a.

2.6.3 Sistemas Incertos com Taxa de Decaimento

2.6.3.1. Sistemas com o Mesmo Número de Entradas e Saídas

Normalmente, apenas a estabilidade de um sistema de controle é insuficiente para a

obtenção de um desempenho adequado para um sistema de controle. Fregqlientemente,
também é necessário especificar a resposta transitória. O Teorema 25, concebido em [12],
estabelece condições necessárias e suficientes para que todos os pólos do sistema incerto
da Fig. 4, com o mesmo número de entradas e saídas, tenham parte real menor que —y
e que este sistema seja ERP.

Teorema 25 /12) Sejam z;(a) = 0;(a) +j 0:(a), 0:(a) e fi(a) ER, i =1,...,p os zeros
de transmissão do sistema (A(a),B,C(a)), descrito no Problema 3. Então, dada uma
constante positiva 7, existem matrizes P(a) = P(a)”, Re F, tais que:

P(a) A(a) + A(a)” P(a) — C(a)T(R+ RE)C(a) < —27P(a), (2.302)

BT P(a) = FC(o), (2.303)

P(a) >O. (2.304)

se e somente se 7 < —o, sendo o = marfo1(a),...,065(a)) e existe F E RM", tal que
FC(a)B = (FC(a)B)" > O, para todo a admissível. Neste caso, uma matriz K, pode
ser obtida pela expressão:

K,=(F") 'R. (2.305)

Prova Definindo A(a) = A(a) + 71, então (2.302) pode ser descrito por:

P(a)(A(a) — 71) + (Á(a) — 71)T P(a) — C(a)T(R + RT)C(a) < —27P(a),
P(a) Ã(o) — 7P(a) + Á(a)TP(a) — 7P(a) — C(a)"(R + Rº)C(a) < —27P(0),

P(a)A(a) + A(a)T P(a) — C(a)"(R+ RE)C(a) — 27P(a) < —274 P(o),
P(0) A(a) + A(a)T P(a) — C(a)T(R+ RD)C(a) <O. (2.306)
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Do Teorema 22, de (2.302) (que é equivalente a (2.306)), (2.303) e (2.304), o sistema
(A(a) — BKC(a),B, FC(0)) é ERP. Agora, sabe­se, também, que todos os zeros de
transmissão de um sistema ERP apresentam parte real negativa [36]. Sabe­se que os zeros
de transmissão de um sistema (A(a), B, C(a)), A(a) E RM", BE RM" e C(a) E RM”,
são os números s(a) E C, tais que:

s(a)I — A(a) B
—C(a) o

<n+m.posto |
De (2.303), a matriz F tem posto­m e, assim, é fácil verificar que os sistemas (A(a) —

BKC(a),B, FC(a)) e (A(a),B, C(a)) têm os mesmos zeros de transmissão, usando
operações elementares, primeiro nas colunas e depois nas linhas, da matriz que define os
zeros de transmissão de (A(a), B, C(a)):

s(a)I — A(a) + BKC(a) B v s(a)I! — A(a) B ­ s(a)I — A(o) B
—FC(a) o —FC(a) o —C(a) O

Agora, os zeros de transmissão (A(o), B, C(a)) são os números s(a) E C, tais que:

(s(a) —7)I — A(a) B
—C(a) o)

Portanto, se s(a) = s.(a) for um zero de transmissão de (A(a),B,C(a)), então
s(a) = s.(a) + y será um zero de transmissão de (A(a), B, C(a)). Então, todos os zeros
de transmissão de (A(a),B, C(a)) apresentam parte real negativa se o;(a) +74 < O,
vi E (1,...,p). Dai, y < —0, o = marxrfo1(a),...,065(a)), para todo a admissível.
Agora, de (2.303) e (2.304), FC(a)B = B!PB > 0. À necessidade está provada. Para
demonstrar a suficiência, considere que O < y < —o, ou seja, todos os zeros de transmissão

de (A(o), B, C(a)) apresentam parte real negativa e, ainda, que existe F E RM*” tal que
FC(a)B = (FC(a)B)" > O. Note que, nestas condições, o sistema fA(a),B, FC(a))
satisfaz as condições (i) e (ii) do Teorema 4. Assim, existe K,(a) tal que K(a) = K.(a)F
torne o sistema (A(o) — BK(a)C(a),B, FC(a)) ERP. Mais especificamente, pode­se
demonstrar que, usando argumentos descritos em [34,35], K.(a) = kI, k > O, constante e
suficientemente grande torna o sistema descrito acima ERP. Finalmente, do Teorema 22,
(2.302) (que é equivalente a (2.306)), (2.303) e (2.304) são factíveis e o Teorema 25 está
demonstrado. O
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Observação 16 Se as incertezas consideradas no Teorema 25 forem removidas, tem­se
o Teorema 15.

2.6.3.2 Sistemas com Números Diferentes de Entradas e Saídas

Considere a planta definida em (2.252), com p > m, satisfazendo às hipóteses A1 e
A2. O teorema 26, proposto neste trabalho, que é extensão do Teorema 20 para sistemas
incertos, estabelecem condições suficientes para que todos os pólos do sistema incerto da
Fig. 4, com o número de saídas maior que o número de entradas, tenham parte real menor

que —y, 7 > O, e que este sistema seja ERP:

Teorema 26 Todos os pólos do sistema da Fig. 4 possuem parte real menor que —Y,
com 7 > O, e este sistema é ERP se pelo menos uma das condições (1)­(xi) for satisfeita:

(1) Existem matrizes P(a) = P(a)”, K, e F que satisfazem às seguintes condições:

—2P(a)
A(ía) +41 — BK,C(a) + P(a) +,

Ala)! +41 — C(oa)TKT BT + P(a) +,
— 21,

<O0, — (2.307)

BT" P(a) = FC(a). (2.308)

(11) Existem matrizes Py(a) = Pn(o)”, K, e Fn que satisfazem às seguintes condições,
para algum ó E R:

—2Pn(a)
A(a) +41 — BK,C(a) + Pn(a) + óI,

Ala)! +41 — C(a)TKT B! + Puy(a) +6ól,
<O0, (2.309)

—2ó71,

BT" Pn(a) = FyC(a). (2.310)

Neste caso, a matriz F' é dada por:

F=7Frn. (2.311)
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(iii) Existem matrizes P(a) = P(a)”, K; e F que satisfazem às seguintes condições:

—BK;,B" — BKTB" — 21, A(ía)+141I+P(a)+l,
Alíoa)! +41 + P(a)+T, —2P(a)

<o, (2.312)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=K;yF. (2.314)

(iv) Existem matrizes Py(a) = Pn(o)”, K; e Fy que satisfazem às seguintes condições,
para algum ó E R, com ó > O:

—BK,B! — BKTBT ­ 261, Ala) +71 + Pn(a)+ól,
Ala)! +41 + Pn(a) +, —2Pn(a)

<oO, (2.315)

BT" Pn(a) = FvyC(a). (2.316)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F = ZE, K,=KyF. ­ (2.317)

(v) Eristem matrizes P(a) = P(a)”, Ka, Ka e F que satisfazem às seguintes condições:

—2P(a)
Ala) +71 — BK C(a) + P(a) +,

Ala)!” +41 — C(a)TKT BT + P(a) +,
—BK2BT — BKTB! — 21,

<oO, (2.318)

BT P(a) = FC(o). (2.319)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,= K, + KoF. (2.320)

(vi) Existem matrizes Pn(a) = Pn(a)!, Ki, Ka e Fy que satisfazem às seguintes
condições, para algum ó E R, com ó > O:

A(a) +41 — BKÃC(a) + Pn(a) +,
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Ala)! +41 — C(a)TKT BT + Pn(a) +61,
<oO, 2.321

—BK2BT — BKIBT! — 2061,
| )

B'!Pn(a) = FyC(a). (2.322)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1

F=7Fx, (2.323)

K.=K1+ KaF. (2.324)

(vii) Existem matrizes P(a) = P(a)”, K, e F que satisfazem às seguintes condições:

P(a) A(a) + A(a)" P(a) — 2P(a) —C()TKIT BT! + P(a)+I,
—BK,C(a) + P(a) +, —21,

P(a) O
<—2

)
2.325lo o ( )

BT" P(a) = FC(o), (2.326)

P(a) > O. (2.327)

(viii) Existem matrizes Py(a) = Py(a)"”, Kn e Fy que satisfazem às seguintes condições,
para algum ó E R:

Pní(a)A(a) + A(a)” Py(a) — 2PN(a) —C(a)TKEBT + Pn(o)+ól,
—BKnC(a) + Pn(a) +, —20T,

Pn(oa) O< 2, | Prío) O]

: (2.328)
0 O

BT Pn(a) = FyC(o), (2.329)

Pn(a)>O. (2.330)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

1

F=7zEv, (2.331)

K,==Kn. (2.332)1
ó
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(iz) Existem matrizes P(a) = P(a)”, Ki, Ka e Fy que satisfazem às seguintes condições:

P(a) A(a) + A(a)” P(a) ­ 2P(a) —­C(a)'KIT BT + P(a)+lI,
—­ BK C(a) + P(a) +, —BK2BT" — BKIBT — 21,

P(o) O<a | Po] (2.333)
O O

BT P(a) = FC(o), (2.334)

P(a) >O. (2.335)

Neste caso, a matriz K, é dada por:

K,=K + KaF. (2.336)

(x) Existem matrizes Py(a) = Pn(o)”, Km, Kn2o e Fy que satisfazem às seguintes
condições, para algum ó E R, com ó > O:

Pn(a)A(a) + A(a)” Py(a) ­ 2Py(a) —C(a&)TKT,B! + Pn(a)+6ólh,
­BKn1C(a) + Pn(a) + o, —­BKn2B"! — BKT,BT — 261,

0 o<—2, | Pro) O | (2.337)

BT Pv(a) = FNC(o), (2.338)

Pn(o) > O. (2.339)

Neste caso, as matrizes F e K, podem ser obtidas por:

F= FFx, (2.340)

K,=K + KoF, (2.341)

1
Ky==K1 F Nlb

1
Ka = =Kn2.2= 7ÃAN:

(ri) Existem matrizes P(a) = P(a)”, M, N e F que satisfazem às seguintes condições:

P(a) A(a) + A(a)! P(a) — C(a)” NTB" — BNC(a) < —27P(0), (2.342)

P(a) >O, (2.343)
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BM = P(o)B, (2.344)

BT" P(a) = FC(ao). (2.345)

Neste caso, a matriz IK, é dada por:

K,=M'N. (2.346)

Prova À prova deste teorema é similar à prova do Teorema 13, substituindo­se A por
A(a) + 41, C por C(a) e P por P(a). O

Observação 17 Como será estudado no Capítulo 5, é possível solucionar as condições
(1)­(xi) do Teorema 26 sem a dependência do parâmetro a.

Considere, agora, uma dada matriz F' tal que todos os zeros de transmissão do sistema

(A(a), B, FC(a)) possuem parte real menor que —y, y > 0. O Teorema 27, proposto
neste trabalho, fornece condições necessárias e suficientes para a existência de uma matriz

K, tal que todos os pólos do sistema da Fig. 4 tenham parte real menor que —7y, e que

este sistema seja ERP.

Teorema 27 Considere F tal que todos os zeros de transmissão do sistema (A(a),É,
FC(a)) possuem parte real menor que —y, 7 > O, para todo a admissível. Então, uma
condição suficiente para que todos os pólos do sistema da Fig. 4 tenham parte real menor

que —y e que este sistema seja ERP é obtida através das seguintes LMIs, em termos de

K, e P(a) = P(a)T:

P(a) A(a) + A(a)” P(a) — C(a)FT K.C(a) — C(a)KT FC(a) < —274P(0),

BT P(a) = FC(o),

P(a) > O.

Prova À prova deste teorema é obtida diretamente do Lema 1. D

Observação 18 Como será estudado no Capítulo 5, é possível solucionar o Teorema 27
sem a dependência do parâmetro a.

Observação 19 5Se as incertezas consideradas nos teoremas desta seção forem removidas,
têm­se os teoremas das Seções 2.4 e 2.5.
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2.7 Síntese de Sistemas ERP com Compensadores
Dinâmicos de Ordem m

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G,(s), cuja
ordem corresponde ao número de entradas da planta, e uma matriz constante F' em série

Wis) | Gus) Us), G(s) EAF] Yo(s)

Figura 5: Sistema de malha aberta.

com a saida.

Considerando a representação da planta Gp(s) em espaço de estados, dada por (Ap, Br,
Cy), uma parte do sistema da Fig. 5 pode ser representada na forma:

&p, = Apt, + Bru,
2.347

Yo = FCyr, + Imu,
| )

sendo x, E R", u € RR", 1, E RU, A, E RM, B, E RU, CC, E RM, p>m,
posto(B,) = m ce posto(C,) = p.

Na Fig. 5, o compensador G.(s) apresenta a seguinte representação em espaço de
estados:

te = Acre + Bew,
(2.348)

u=Cre,

sendo x. E R"”, wu E Ryu E R”, A. € RM", B. E RUM, O, E RM", posto(B.)=me
posto(C,) = m.

Observação 20 Considere G.(s) = Ce(sIm — Ac)B. = Ne(s)(De(s))!, sendo D.(s)
= (s—­a)l, e N.(s) = N.. A representação do compensador em espaço de estados é dada
em (2.348), cujas matrizes Ac, B. e Cf, podem ser definidas por:

Ac=0aln, Be=In, Co=N, (2.349)

Então, a representação em espaço de estados do sistema de malha aberta na Fig. 5,
com a planta G,(s) representada por (2.347) e o compensador G.(s) representado por
(2.348), é dada por:

T=Ar+Buw,

Yo= CL,
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A, B,C. 0
Pp "Pe, B= |: els, C. |. (2.350)1 Â=

0 A. B.

Observação 21 Note que o sistema da Fig. 5 tem o mesmo número de entradas e saídas.

Observação 22 O produto (CB) é dado por:

0CcB=|[ rc, C.| = CxB,.
B.

Observação 23 Os zeros de transmissão de (A, B,C) são os autovalores de (A, —
B,FC,y):

sh ­A BC. O|
sI—­A B

posto = posto 0 sIhn = Ac B:
—­C oO

—FC, —C. O |

L O ­B,l[sl­=A, BC O
h o 0 sIm— Ac Br.

0 Tn —­FC, CO O

0

0

| sl = Ap + BQFC, a) )

= posto .) sIn = Ac Be | <n+2m.
—FC, CO O

Como as matrizes B. e C, têm posto completo, suas linhas são linearmente indepen­

dentes. Então, segue que:

I­Aposto | ? PE <n+2m <=> posto(sl, — Ay + B,FC,) <n
<> det (sl, — Ay + B,FC,) = 0.

Teorema 28 Eriste um compensador G.(s) de ordem m e uma matriz de realimentação
da saída K, que torna o sistema da Fig. 5 ERP se e somente se existe uma matriz F tal

que a matriz (A, — B,FC,) seja Hurwitz, isto é, o sistema da Fig. 6 é estável.

Prova AÀ prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observações 22 e 23. O

Os Lemas 6 e 7, propostos pelos autores, e os Lemas 8 e 9, dados em [41], apresentam
condições suficientes para a estabilidade do sistema na Fig. 6.
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Figura 6: Sistema com realimentação da saída.

Lema 6 Uma condição suficiente para a estabilidade do sistema na Fig. 6 é a existência

de matrizes Py = Px e F que satisfazem às seguintes LMIs, para algum 0 E R:

—2Py AL = CIFTBI + Pw+óln (2.351)
A, — B,FC,+ Pu +61, —261,

Prova Do critério de estabilidade de Lyapunov [42], o sistema (A, — B,FCp, Bp, Cp)
é quadraticamente estável se e somente se existir uma matriz P = PT > 0 tal que:

P(A, — B?FCy) + (A, — B,FC,P<O. (2.352)

Seja Py = óP. Uma condição necessária para (2.351) é que Py >0e6ó>0. Então,

PT >O0 Multiplicando a LMI (2.351) à esquerda por | lh P ] c à direita porP =

[ Il, P Y obtém­se:

?

Ap — B,FC, + Pv +, —261, P

—26P AT — CTFTBI +OP +61, | | dx
Ap — B,FC, +6P +6óI, —261, P

= P(A, — B,FC,) + (A, — B,FC,)YP <O.

=[&n P]|

Assim, (2.351) é uma condição suficiente para (2.352). Então, se existir Py = Py > 0, F
e ó que satisfazem à LMI (2.351), o sistema na Fig. 6 é assintoticamente estável. O

Lema 7 Uma condição suficiente para a estabilidade do sistema da Fig. 6 é a existência

de matrizes Py = PF e Fn, que satisfazem às seguintes LMIs, para algum 6 E R:

PNA, + ATPN —2Py —CIFXBI+Pw+0ó,
—B,FNC, + Pp +, —261,

Pv >O0. (2.354)

(2.353)
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Neste caso, a matriz F' é dada por:

1
F = —Fn.

Ô

Prova À prova deste lema é similar à prova do Lema 6. O

Lema 8 /41/ Uma condição suficiente para a estabilidade do sistema da Fig. 6 é a
existência de matrizes P= PT, M e N que satisfazem às seguintes condições:

PAY ATP CTNTB! = BNC<O, (2.356)

P>O, (2.357)

BM = Pb,

Neste caso, a matriz IK, é dada por:

Ka = MON.

Prova À prova deste lema é mostrada em [41].

Lema 9 (41) Uma condição suficiente para a estabilidade do sistema da Fig. 6 é a
existência de matrizes VW = WT, M e N que satisfazem às seguintes condições:

AW + WAT — BNC — CTNTBT <O, (2.360)

W>O, (2.361)

MC = CW, (2.362)

Neste caso, a matriz lI, é dada por:

K,= NM". (2.363)

Prova A prova deste lema é mostrada em [41]. O

2.7.1. Sistema ERP com Compensador de Ordem m e Reali­
mentação da Saída

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com

a saída da planta, de modo que (Ap, — B,FC,) seja Hurwitz.
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R(sH­ WS)
Gr(s)

[16laE.

Figura 7: Sistema de malha fechada.

Teorema 29 Existe uma matriz 1X. tal que o sistema na Fig. 7 seja ERP se e somente

Se existirem matrizes PÇ, = Pi, e Ko que satisfazem às seguintes LMIs:

| & Qua <o, (2.364)
QL Qx

Ph  CIFTBZ "P=
] :

>O, (2.365)
(BI) FC, (BI) OC.

sendo:

Qu = PhAp+ALP" = CIFTKEO, = Cr FTKIFO,, (2.366)

= PnBC+CIF! BIN AA CIPT KO A+ ALTOS FTBS! —
CIFTKIC., (2.367)

(BE)FC B,C+CTBICIF" BT! + (BL) CA AÇCIBI! —
CTK,C— CIKIC.. !

(2.368)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema mostrado ua Fig. 7, com entrada R(s) e
saída Y.(s) é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT! e K,, tais que:

P(A — BK,O) +(A— BK,CYTP <O, (2.369)

BTP=C, (2.370)

P>O. (2.371)

Considere:
> p)
1 12

PL P»
= PT >O.

Então, substituindo a matriz P definida acima e as matrizes A, B e C dadas em

(2.350) em (2.370), tem­se:
PL =(BI) FC, (2.372)
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Portanto, substiluíudo (2.372) e (2.373) em (2.371), obtém­se a LAII (2.365).

Como Pé simétrica e definida positiva, o taaubém é simétrica e definida positiva, e
entao:

(BIO =CBIN >, (2.374)

A condição (2.374) é satisleita se e somente se o compensador for escolhido de modo

que CB. = (CDI)! > 0. Para Bo e O, dados em (2.349), esta condição corresponde a
Nº= NT >O.

Fntão, com as matrizes A, DB e C dadas em (2.350), e P dada em (2.365), de (2.369)

e (2.374), obténrse a LMI (2.304). O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz 1º em série com

à saída da planta, de modo que (A, — B,FC,) seja Hurwitz, e outra matriz F, em série
com a safda do sistema.

UsCu(s) | ,

Figura 8: Sistema de malha fechada com EF, em série com a saída.

Teorema 30 Eristem matrizes Ko e 17 tais que o sistema na Fig. 8 seja ERP se e

somente se existirem matrizes Py = PL, Po = Ph e R, que satisfazem às seguintes
LMIs:

Qu Qu

12 Qu
<oO,

Pa CTFT(CYYTP»
PRC! FC, Pa

>O,

sendo:

= PA + AP = CFC RFC, — CIFTRICIEO,,
= PaBC+ CT FI(CIY PHA. = CIFT(CIYTRO: +

ATPOT FTFT TrT prACI ET(CI)T Pa — CITFT RI,
PRC FO, B,O, + CE BIOTETICOaa + Pane + AT Pao —
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RC. = CIR. (2.379)

Quando as LMIS (2.375) e (2.376) são satisfeitas, as matrizes o e F, podem ser obtidas
por:

No = BI PR, (2.380)

F,= BIPAC. (2.381)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema da Fig. 7, com entrada P(s) e saída Y,(s)
é ERP se e somente se existirem matrizes P = PT e KR, tais que:

P(A = BK,C) +(A— BRO) P<O,

BP=FC.,

P>O.

Considere:
Pa Pr 2

p=] "4" PP ilZ2pPiSo,
PG Po

Então, substituindo à matriz P definida acima e as matrizes A, B e CC dadas em

(2.350) em (2.383), tem­se:
PL = PRCI'FC,, (2.385)

BIPoa = F4Cx. (2.386)

Portanto, de (2.386), segue a equação (2.381). Além disso, substituindo (2.385) em
(2.384), obtém­se a LMI (2.376).

Defina R = P»»B.K,. Então, com as matrizes A, B e C dadas em (2.350), e P dada

em (2.376), obtém­se a LMI (2.375). À matriz de realimentação da saída K, é obtida
através da equação (2.380). O

2.7.2 Taxa de Decaimento com Compensador de Ordem mn e
Realimentação da Saída

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G,(s), de ordem
m, e uma matriz constante F' em série com a saída. Considerando a representação da

planta G,(s) em espaço de estados, dada por (Ap, Bn, Cy), uma parte do sistema da Fig.
5 pode ser representada na forma (2.347) e a representação do compensador G.(s) é dada
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por (2.348).

Teorema 31 Eriste um compensador G.(s) de ordem m e uma matriz de realimentação
da saída K, tais que todos os pólos do sistema da Fig. 5 apresentam parte real menor que
—, 7 > O, e este sistema seja ERP se e somente se existe uma matriz F' tal que todos

os autovalores da matriz (A, — B,FC,) possuam parte real menor que —1.

Prova À prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observações 22 e 23. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com

a saída da planta, de modo que todos os autovalores de (Ay — B,FCy) possuam partes
reais menores que —Yq.

Teorema 32 Considere 2; = o; +) Di, 0; e DB; E R,i = 1,...,p, os autovalores de
(A, — B,FC,). Então, dada uma constante positiva 7, eristem matrizes K, e Ph = PL,
tais que:

P, TETRAQu Qu < 27 1 C, e

|, (2.387)
Qn Qu (BI)'FC, (BI)'C.

(2.388)
(BI) FC, (BI) 'C.

= PhAy+ ATP > CIFTKQFC,­CIFTKIFO,, (2.389)

= PnB,CK+CITFTB'A= CIFTKO, + ATOTFTBI! —
CITFTKIC., (2.390)

(BE)FC,B,C. + CITBICITFT BI! +(BI) CLA, + ATOTBI! —
CTK.C, — CITKTC,, (2.391)

se e somente se y <o, sendo o = max(os,...,0p).

Prova A prova deste teorema é similar à prova do Teorema 29. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F em série com
a saída da planta, de modo que todos os autovalores de (A, — B,FC,) possuam partes
reais menores que —7y, e outra matriz F, em série com a saída do sistema.
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Teorema 33 Considere z; = o; +j 0, 0; eb ER i=1...,p, os autovalores de

(Ap B,FCy). Então, dada uma constante positiva 7, existem matrizes Ko, Fo, Pu = Pl,
Pr = PL e R tais que:

Qu Qu <­27 Pro CI FT(CYT Par ; (2.392)
QL Qx» PRC! FC, P22

P, CTFT(CAYTP,P= . PE (Co) Pr o, (2.393)
PCI! FC, P2

Qu = PuAp+ ATP = CTFI(CYT RFO, ­ CIFTRICIFO,, (2.394)
Qu = PunB,C.,+CITFI(CY PRA. = CITFT(C')TRC, +

ATCITFI(C)YTPa — CTFT RI, (2.395)

Qu = PRCr'FCO,B,C,+CITB]CSFT(C!)Pa + PiaAc + ATP —
RC, — CER, (2.396)

se e somente se 7 <o, sendo a = max(o,,...,0p). Quando as LMIs (2.392) e (2.393)
são satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas por:

K.=B'PyR, (2.397)

F, = BIPCI). (2.398)

Prova À prova deste teorema é similar à prova do Teorema 30. O

2.7.3 Compensadores Dinâmicos de Ordem m para Sistemas In­
certos

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G.(s), de ordem
m e uma matriz constante F' em série com a saída.

Considerando a representação da planta G,(s) em espaço de estados, dada por (Ap(a),
Br, Ch(a)), uma parte do sistema da Fig. 5 pode ser representada na forma:

£p = Ap(a)x, + Bpu,
Yo = FCh(a)r, + Imu,

(2.399)

sendo 1, E Rº, u e R”, y, E RU, A,(0) E RM”, B, E RU”, Ch(a) E RP", posto(B,) =
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m e posto(C,(a)) = p, para todo a admissível.

Na Fig. 5, o compensador G.(s) apresenta a seguinte representação em espaço de
estados:

te = Ac e + Br. 1Fe = Pere T DM (2.400)
u= Ce,

sendo x, E Rº*", w E RM,yu E R”, A. E RM”, B. e RM", C, Ee RM”, posto(B.) = m
e posto(C,.) = m.

Observação 24 Considere G.(s) = Ce(sIm — Ac)"B. = Ne(s)(De(s))!, sendo D.(s) =
(s—­a)lm e Ne(s) = N.. A representação do compensador em espaço de estados é dada
em (2.848), cujas matrizes Ac, Be e Cc podem ser definidas por:

Ac =aln, Be=In, Co=N. (2.401)

Então, a representação em espaço de estados do sistema de malha aberta na Fig. 5,

com a planta G,(s) representada por (2.399) e o compensador G.(s) representado por
(2.400), é dada por:

&I=A(a)r + Bu,
Yo = C(a)x,

Ap(a) BC: fo)a |O 2, |: 0 =[ Foo C. |. (2402)
Observação 25 Note que o sistema da Fig. 5 tem o mesmo número de entradas e saídas.

Observação 26 O produto (C(a)B) é dado por:

C(a)B=|[ FC(a) C| = C.B,.0

B.

Observação 27 Os zeros de transmissão de ([A(a), B, C(a)) são os autovalores de (Ap(a)
—B,FCy(a)):

sh ­Ap)(0) BC O
O) sIlm—­ Ac Be

—FCh(a) —C. o
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O —B, sl, ­Ap)(a) BC O
Mh oO o sIlm ­ Ac Br

o Tm —FCh(0) —C,. 0

sl, — Ap(a) + B,FC,(a) o o

= posto 0 sn = A, Be 1 <n+2m.
—FCh(a) —C. 0

Como as matrizes B, e C, têm posto completo, suas linhas são linearmente indepen­
dentes. Então, segue que:

<n+2m <= posto (sl, — Ap(a) + B,FC/(a)) <n

<= det (sl, — Ap7(a) + B,FC,(a)) = 0.

Teorema 34 Eriste um compensador G.(s), de ordem m, e uma matriz de realimentação
da saída K, que torna o sistema da Fig. 5 ERP se e somente se existe uma matriz F
tal que a matriz (Ap)(a) — B,FC,(a)) seja Hurwitz, isto é, o sistema da Fig. 6 é estável,
para todo a admissível.

Prova A prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observações 26 e 27. O

2.7.3.1 Sistema ERP com Compensador de Ordem m e Realimentação da
Saída para Sistemas Incertos

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F' em série com
a saída da planta, de modo que (Av(a)— Br,FCy(a)) seja Hurwitz, para todo a admissível.

Teorema 35 Eriste uma matriz K, tal que o sistema na Fig. 7 seja ERP se e somente

se existirem matrizes Pn(a) = Pn(o)" e K. que satisfazem às seguintes LMIs:

Qu Qua
<oO, 2.403

q Qu
(2.403)

Pnía) Cr(a)T FT BZ!
(BI) FC (0) (BI)JC,

(2.404)P(a) =

Qu = Pnía)An(oa)+ Ap(a)T Pn( )­ C(a)T FT K.FC, )­
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Ch(a)! FTKIFC,(0), (2.405)

Pnía)B,C, + C)(a0)” FTB' A. — Cp(a)FT KO, +
Ap(a)TCJ(a)TFT BZ! — O5(a)"FTKIC&, (2.406)

(BI)FC1(a)B,C, + CI BIC(0)"FTB! + (BI)CLA, +
ATCTBI! — CTK,C, — CTKTC.. (2.407)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema mostrado na Fig. 7, com entrada R(s) e
saída Y.(s) é ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)T e K,, tais que:

P(a)(A(a) — BK,C(a)) + (A(a) — BK.C(a))" P(a) < O, (2.408)

BT P(a) = C(a), (2.409)

P(a) > O. (2.410)

Considere:

Pa (o) Pi (a)
Pla) = Pr(a)" Pa2(0) |=ro>o

Então, substituindo a matriz P(a) definida acima e as matrizes A(a), B e C(a) dadas
em (2.350) em (2.409), tem­se:

Pula)! = (BI)! FC,(o), (2.411)

Pro(a) = (BE) C.. (2.412)

Portanto, substituindo (2.411) e (2.412) em (2.410), obtém­se a LMI (2.404).

Como P(a) é simétrica e definida positiva, Poo(a) também é simétrica e definida
positiva, e então:

(BI) IC=CTB!>O. (2.413)

A condição (2.413) é satisfeita se e somente se o compensador for escolhido de modo
que C.B, = (CB) > 0. Para B. e CC, dados em (2.349), esta condição corresponde a
N.=NT>O.

Então, com as matrizes A(a), B e C(a) dadas em (2.402), e P(a) dada em (2.404),
de (2.408) e (2.413), obtém­se a LMI (2.403). D

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F em série com

a saída da planta, de modo que (Ap(u)— B,FC,(a)) seja Hurwitz, para todo a admissível,
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e outra matriz F, em série com a saída do sistema.

Teorema 36 Eristem matrizes K, e F, tais que o sistema na Fig. 8 seja ERP se e

somente se existirem matrizes Pn(í(a) = Pnía)!, Pa = PL e R, que satisfazem às

| os <o, (2.414)
QD Qu

Pano) Cr(a)TFT(C!YTPao
PaCT! FC,(0) P22

seguintes LMIs:

P(a) = >O,

Qu Pu(a) Ap(a) + Ap(a)” Pu(a) — C)(a)TFT(CZ!)TRFC,(0) —
C17(a)” FTRTCI! FC, (0), (2.416)

Qua Pnía)B,C, + Co(a)T FT(CYYT Pr A. — Cp(a) FTC) RO, +
Ap(a)TCy(a)! FI(C!)T Pag — Cola)" FTR", (2.417)

Q22 Pa2C7! FC,(0)B,C, + OTBI C4(0)" FT(C!)" Pag + Pa2Ão +
ATPao — RC, — CTRE. (2.418)

Quando as LMIs (2.414) e (2.415) são satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas
por:

K,=B'PZ'R, (2.419)

F, = BEPRC. (2.420)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema da Fig. 7, com entrada R(s) e saída Y.(s)
é ERP se e somente se existirem matrizes P(a) = P(a)"” e K,, tais que:

P(a)(A(a) — BK,C(a)) + (A(a) — BK.C(a))”P(a) < O, (2.421)

BT" P(a) = F,C(o), (2.422)

P(a) > O. (2.423)

Considere:
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Então, substituindo a matriz P(a) definida acima e as matrizes A(a), B e C(a) dadas
em (2.402) em (2.422), tem­se:

Pla)! = Pac!FC, (o), (2.424)

BI Pag = FyC.. (2.425)

Portanto, de (2.425), segue a equação (2.420). Além disso, substituindo (2.385) em
(2.423), obtém­se a LMI (2.415).

Defina R = Poa9BeK,.. Então, com as matrizes A(a), B e C(a) dadas em (2.402), e
P(a) dada em (2.415), obtém­se a LMI (2414). À matriz de realimentação da saída K,
é obtida através da equação (2.419). O

2.7.3.2 Taxa de Decaimento com Compensador de Ordem m e Realimentação
da Saída para Sistemas Incertos

Considere o sistema de malha aberta na Fig. 5, com um compensador G.(s), de ordem
m, e uma matriz constante F' em série com a saída. Considerando a representação da
planta G,(s) em espaço de estados, dada por (Ap(a), Br, C)(a)), uma parte do sistema
da Fig. 5 pode ser representada na forma (2.399) e a representação do compensador G.(s)
é dada por (2.400).

Teorema 37 Existe um compensador G.(s), de ordem m, e uma matriz de realimentação
da saída K, tais que todos os pólos do sistema da Fig. 5 apresentam parte real menor que
—/, T > O, e este sistema seja ERP se e somente se existe uma matriz F' tal que todos

os autovalores da matriz (A7(a) — B,FCyp(a)) possuam parte real menor que —7.

Prova À prova deste teorema é baseada no Teorema 4 e nas Observações 26 e 27. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 7, com a matriz F em série com

a saída da planta, de modo que todos os autovalores de (Av(a) — B,FC,(a)) possuam
partes reais menores que —7.

Teorema 38 Considere 2; = o; +] Di, 0; e ERi = 1,...,p, os autovalores de
Ap(a) — B,FCrh(a)). Então, dada uma constante positiva 7, existem matrizes K, eP Pp Pp

Pauníoa) = Pnía)”, tais que:

| Qu Qu | 292 Pu(a) Cr(a)” FT BI?
(2.426)

Q2 Qu (BI)I!FC(a) (BI)'C.,
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P(a) =
Pn(a) Ch(a)T FT BI!

(BI)UFC(a) (BI)C. ­”

Qu = Pulía)A(a)+ A)(0)”Pn(o)­C)(a)" FTKFC,(0) —
Cola)! FTKITFC,(a), (2.428)

Qu = Punía)B,C.+Cr(a)TFTBZ!A, — Co(a)TFTKO:+
Ap7(o0) C)(a)! FT BZ! — Co(a)T FTKIC,, (2.429)

Qx = (BI)FC1(a)B,C,+CTB;C)(a)"FTB' +(BI)CeAe +
ATCTBZ! — CTKO, — CIKTC&, (2.430)

se e somente se 7 <a, sendo 0 = maxto,,...,0p).

Prova A prova deste teorema é similar à prova do Teorema 35. O

Considere, agora, o sistema de malha fechada na Fig. 8, com a matriz F em série com

a saída da planta, de modo que todos os autovalores de (An(a) — B,FCp(a)) possuam
partes reais menores que —7, e outra matriz F, em série com a saída do sistema.

Teorema 39 Considere z; = o; +)Di, 0; eb ER i=1l,...,p, os autovalores de
(Ap7(a) — B,FC,(a)). Então, dada uma constante positiva 7, existem matrizes Ko, Fo,
Pn(a) = Pnía)”, Pa = PL e R tais que:

<9 Palo) SAMNEAAA— Y ;12 Qx PC! FC,(a) P2

Paío) Cr(a)T FI(C!)" Pr
>O, (2.432)

Pa9C]! FC,(a) P92
P(a) =

Pu(a)Ap(a) + A7(a)” Pu(a) — CÁ(a)” FI(C!)TRFC,(a) —
Crh(a)! FTRTC! FC, (0), (2.433)

Pula)B,C. + Cr(a)” FICA) Po Ac — Cola)! FT(CYYT RC, +
Ap(a) TC, (a) FT(C!YTPag — Co(a)T FTRT, (2.434)

PCs! FC,(a)B,C« + CTBIO, (a) FI(C")TPoa + PasÃo +
ATPag — RC, — CTRI, (2.435)
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se e somente se y <o, sendo o = max(o1,...,067). Quando as LMIs (2.431) e (2.452)
são satisfeitas, as matrizes K, e F, podem ser obtidas por:

K,=B'PZ'R, (2.436)

F, = BEPAC. (2.437)

Prova À prova deste teorema é similar à prova do Teorema 36. D

2.8 Conclusões Parciais do Capítulo

Neste capítulo, inicialmente, foram apresentadas as definições de sistemas ERP e os

resultados disponíveis na literatura. Para plantas sem incertezas e com o mesmo número
de entradas e saídas, foram discutidos os resultados sobre o problema de sistemas ERP

com controladores estáticos e acesso somente às saídas da planta, formulado no Problema

2 e solucionado em [13,21].

Em [12], foi estudado o Problema 3, que é uma extensão do Problema 2 para sistemas
com incertezas politópicas, para plantas com o mesmo número de entradas e saídas.

Adicionalmente, foram obtidas duas condições suficientes, duais, para o sistema da Fig.

3, cujas plantas possuem o número de saidas maior que o número de entradas, que atendem
à condição BT = (CB)TC, e os resultados foram relacionados com os zeros de transmissão
da planta.

Nesta tese, foram obtidas novas condições suficientes para a solução dos Problemas 2

e 3, para os sistemas das Figs. 3 e 4, cujas plantas possuem o número de saídas maior
que o número de entradas e podem apresentar incertezas paramétricas, sem a restrição
BT = (CB)"C. Embora não tenha sido encontrada a condição necessária e suficiente
em termos de LMIs, os resultados obtidos foram um passo importante para a obtenção
desta solução. Foram obtidas também novas condições necessárias para a solução dos
Problemas 2 e 3, descritas no Algoritmo 1. No Capítulo 6 (Exemplos de Aplicação) são
apresentadas várias comparações entre os resultados propostos e os já existentes sobre o
assunto.

Ainda neste capítulo, foi proposta a extensão da planta através de compensadores

dinâmicos, cuja ordem corresponde ao número de entradas da planta, para plantas que não
podem ser tornadas ERP através de compensadores estáticos. Para a planta estendida,

foi proposto um método baseado em LAMIs para tornar ERP os sistemas das Figs. 7 e 8.
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No próximo capítulo, é proposto um método para a determinação da faixa de esta­
bilidade de sistemas com realimentação negativa, utilizando o Critério de Estabilidade de

Routh, além de algumas aplicações deste método. Entre essas aplicações, está a deter­
minação da faixa de valores de f;, tal que um sistema (A, B, FC), com F=f[1 fil,
seja de fase mínima, o que constitui uma condição necessária e suficiente para a existência
de matrizes K, e F, tais que o sistema (A — BK,C, B, F.C) seja ERP.
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3 Critério de Estabilidade de
Routh: Síntese de Sistemas

ERP e Outras Aplicações

3.1 Introdução

No projeto de um sistema de controle linear invariante no tempo utilizando a teoria

de controle clássico, o primeiro passo é a escolha do tipo de controlador. Embora os tipos

de controladores disponíveis para projetos de sistemas de controle sejam limitados apenas

pela imaginação, a prática de engenharia normalmente determina a escolha do controlador

mais simples que atende a todas as especificações [43]. Na maioria dos casos, o custo dos
sistemas de controle aumenta com sua complexidade. Entre os controladores conhecidos

Lead [43­50], Lag [43­51], Lead­Lag [43­49,52] e Proporcional­Integral­Derivativo (PID)
[43­49, 53­61], o mais simples é o controlador Proporcional (P). Agora, a especificação
mais importante para um sistema de controle é a estabilidade. Considerando os fatos

descritos acima, a estabilidade de sistemas realimentados com controladores P tem sido

considerada um tópico essencial em cursos de Engenharia de Controle para a graduação.
Em vista deste fato, existem alguns métodos que podem ser usados para o estudo da

estabilidade de sistemas realimentados com controladores P na teoria de controle clássico,

por exemplo o método do lugar das raízes, o critério de estabilidade de Nyquist e o Critério
de Estabilidade de Routh. Acreditamos que na maioria dos cursos de controle para a

graduação, o Critério de Estabilidade de Routh é o primeiro a ser ensinado. Este fato

pode ser observado em quase todos os livros sobre teoria de controle clássico [43­49], nos
quais o Critério de Estabilidade de Routh é introduzido imediatamente após a definição
de estabilidade.

O Critério de Estabilidade de Routh pode ser utilizado, por exemplo, para estabilizar
um sistema com uma entrada e uma saída (em inglês, Single Input Single Output, SISO)
com realimentação da saída, através de um ganho escalar k. Utilizando o Critério de
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Estabilidade de Routh, pode­se encontrar a faixa de valores de k E R tal que o sistema
realimentado seja estável, se existir.

Quando a ordem da planta aumenta, o procedimento para a obtenção da faixa de
estabilidade de sistemas realimentados com controladores P utilizando o Critério de Es­

tabilidade de Routh torna­se mais difícil... Note que, para plantas com ordem elevada,
que estão mais próximas dos sistemas reais, não é fácil investigar os sinais dos elementos
da primeira coluna na tabela de Routh, pois estes elementos possuem a seguinte forma:
an(k) = pa(k)/qa:(k), 1 = 0,1,2,...,n, sendo nº a ordem da planta, k o ganho do con­
trolador P e p;1(k) e q:(k) polinômios em relação ao parâmetro k. Com base neste fato,
quase todos os livros de engenharia de controle [4349] restringem este tipo de análise a
plantas de ordem reduzida.

Foi implementado um programa em Matlab para a determinação desta faixa de es­
tabilidade de sistemas realimentados com controladores P. Este programa é simples de

compreender, fácil de utilizar e permite uma solução exata necessária e suficiente para
o problema. O método e o programa também permitem a especificação de uma taxa de
decaimento no projeto de controladores proporcionais e, adicionalmente, foram estendi­
dos para outros tipos de controladores, como Proporcional­Integral (PI), Proporcional­
Derivativo (PD) e PID, que são mais usados em processos industriais. Este programa
foi descrito em um artigo, intitulado “Proportional Controllers: Direct Method for Sta­
bility Analysis and MATLAB Implementation”, que foi submetido ao periódico IEEE
Transactions on Education [62] e também é descrito no Apêndice C.

Neste capítulo, o Critério de Estabilidade de Routh é utilizado para determinar a
faixa de valores de k E R tais que todas as raízes de um polinômio característico d(s,k)
possuam parte real negativa. Os coeficientes de d(s, k) dependem do parâmetro k. Então,
o polinômio característico d(s, k) é dado por:

d(s,k) = ,

Além disso, d;(k), 1 = 1,2,...,n, são polinômios em k, como descrito abaixo:

b;

d;(k) = > disk,
j=0

para 1 = O,...,n, sendo b; o grau de d;(Kk).

O método proposto neste capítulo, assim como o programa implementado em Matlab,
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é útil para a obtenção de condições necessárias e suficientes para os seguintes problemas,
considerando plantas lineares invariantes no tempo:

(1) Estabilidade de sistemas com realimentação estática da saída através da lei de con­
trole u(t) = —ky(t), com k E R e sendo y E R" a saída da planta;

(3) Obtenção de sistemas de fase mínima com uma matriz F e R!*?º, para plantas com
uma entrada e duas saídas, o que constitui uma condição necessária para a obtenção
de sistemas ERP;

(ii) Especificação de uma taxa de decaimento para os problemas apresentados em (i) e
(ii);

(iv) Estabilidade de sistemas com plantas SISO, realimentados através de controladores
dos tipos PI, PD e PID;

(v) A solução dos problemas (i) e (ii), com incertezas politópicas na planta;

(vi) Posicionamento dos pólos de malha fechada em regiões especificadas no plano com­
plexo;

(vii) Análise da estabilidade de sistemas incertos £(t) = (AJ, + aAA)r(t), sendo Ae AA
matrizes constantes conhecidas e a E R um parâmetro constante incerto;

(viii) Estabilidade de sistemas discretos para o problema apresentado em (i).

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F e K, tais que o sistema (A —
BK,C, B, FCO) é ERP se e somente existir F tal que FCB = (FCBY” >0e(A,B,FC)
é um sistema de fase mínima. À motivação deste estudo foi a obtenção de uma matriz F

que torne o sistema (A, B, FC) de fase mínima. Para plantas com uma entrada e duas
saídas, o Critério de Estabilidade de Routh fornece condições necessárias e suficientes
para a solução deste problema.

3.2 Estabilidade de Sistemas com Dependência Poli­
nomial

Considere um sistema linear invariante no tempo, cujo polinômio característico d(s, k)
é dado por:

d(s, k) = d.(k)s" + dáen(k)s" +... + d(k)s+do(k), (3.1)
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sendo d.(k), dm=n)(Kk), ..., d1(k) e do(k) polinômios em k, como descrito abaixo:

di(k) = di, k" +... + dak+ dio, (3.2)

para i = O0,...,n, sendo b; o grau do coeficiente d;(K).

O sistema é estável se e somente se todas as raízes do polinômio característico d(s, k),
apresentado em (3.1), tiverem parte real negativa. O Critério de Estabilidade de Routh
[48] é uma ferramenta útil para determinar se o sistema é estável.

Através do Critério de Estabilidade de Routh, podem­se obter os valores de k tais

que todas as raízes do polinômio característico d(s, k) tenham parte real negativa, caso
existam. Considere a Tabela 1.

Tabela 1: Tabela de Routh.

Bmban st | and=2%S ana(k) = EX ans(k)= EM
; no

n—1)1(h) n—1)2(k) n—1)3(h)linha (= 1) 897º [apoia DEDHS  amcnalh= TERA amenalh)= To
linha 2 an(k) = PAS a22(k) = Pal
linha 1 au1(k) = Puto
linha O ao1(k) = PES

Os termos da linha n são dados por an1(k), ana(Fk),..., sendo:

Pna(k) = dna) (k),

Pna(k) = dm­a)(k), e...
qan(k) =1.

Os termos da linha (n — 1) são dados por a­n1(k), am­1)2(K),..., sendo:

Pin1)2(Rk) = din3)(k), "CU
din=n) (ho) =]. (3.4)

Para determinar estas duas primeiras linhas, seguindo o procedimento acima, considera­

se que d;(k) = O, para 1 = —1,—2,—3,....
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Os termos da linha 3, j =n—2,...,1,0, são dados por:

açca+Dv1 (k)agao aro (E) = ag+21 (k)aganao (E)
aan(k) ,aji(k) =

P+DI(k) Pú+DGAD(A — Por21(E) Po+VHG+D(k)
aG4+D(k) qro) (k) ira (k)  qugan(k)aji(k) — A+) (3+2) (3+2) (j+1)

Pui+11(k)
9I(j+1)(k)

Então, aj;(k) = p;:(k)/g;(k), sendo:

Pji(k) = po4+v1 (E)PGIDGHD(E) — pra (kF)PGrDG+D(k),

qj(k) = agr (k)PG+D1(E) (3.5)

j=n—­2n­1...,1,0, i=1,2....

Os elementos não­nulos p;;(k) e g;(k), j=n,n—1,...,1,0,1=1,2,..., são polinômios
em f.

De acordo com o Critério de Estabilidade de Routh, o número de raízes de d(s,k)
com parte real positiva é igual ao número de mudanças de sinal na primeira coluna da

tabela de Routh. Então, o polinômio d(s, k) é Hurwitz para um dado valor de k = k,, isto
é, todas as raízes de d(s, k,.) têm parte real negativa, se e somente se todos os elementos
aj1(ko), j=n,n—1,...,1,0, da primeira coluna da tabela de Routh apresentam o mesmo
sinal.

Sejam 231, Zja, Zj3,­.., Zjl, àS raízes reais de p,(k) e g;(k), tais que 2,17 < zj9 < z;3 <
... < Zjl,, Sendo as raízes repetidas consideradas somente uma vez, e sendo !; o número
de raízes reais distintas de p1(k) e g;(k) e j=n,n—1,...,1,0. Note que o sinal de
a;1(k) pode mudar, em função de k E R, somente nas raízes reais de p;1(k) e g;(k), para
k=2ji, 1i=1,2,...,l;. Nos intervalos entre essas raízes, definidos por 23; < k < zjux+y,
para à = 1,2,...,lj1, E <z1n ek > zj,, o sinal de a,)(k) é constante.

Analisando todos os elementos na primeira coluna da tabela de Routh, a variação de

sinal ocorre somente nas raízes dos termos p;1(k) e g;(k), j=n,n—1,...,1,0. Note, em
(3.3), (3.4) e (3.5), que qgn(k) e dn—1)(k) não possuem raízes e que as raízes de g;(k), j =
0,1,2,...,n — 2, são também raízes de prn­n)1(Kk), Pin=an(k),..., pPu(k). Portanto, é
suficiente considerar somente as raízes de pr1(k), Pn=1)1(k),.­., po1(k).

Sejam 21, 229, Z23,..., 21 às raízes reais de todos os termos p;1(k), j=n,n—1,...,1,0,
tais que 27 < 22 < 237 <... < 21, sendo as raízes repetidas consideradas somente uma vez,
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e sendo | o número de raízes reais distintas de todos os termos p;1(k) na primeira coluna
da tabela de Routh. Nos intervalos entre essas raízes, os sinais de todos os elementos

da primeira coluna são constantes. Então, para analisar a estabilidade do sistema, basta
considerar um ponto de cada intervalo, de acordo com a Fig. 9.

To h ro Tay) mh
o r rs

—

TM
oATA Ooe

TA m
]

>, Mas
Zz1 1 Z2 z3 Z(1­1) U­1) 1

Figura 9: Intervalos entre as raízes reais dos termos da primeira coluna.

Seja k = m; um ponto qualquer do intervalo /;. Se todos os termos an(m;), j =
n,n­—1,...,1,0, na primeira coluna da tabela de Routh apresentam o mesmo sinal, então

todas as raízes de d(s,n;) apresentam parte real negativa e, então, o sistema é estável
para qualquer valor de k no intervalo /;. Se o sistema é instável para todos os pontos

mi, 1 = 1,2,...,1, então o sistema é instável para qualquer valor de k e o problema de
estabilização de malha fechada não tem solução.

Observação 28 Uma possível escolha dos pontos m; é a seguinte:

| 221, sen< 0,mo” =
—l, sen >O,

Zi + 241
2 ,

221, sex >O,
m =

l, sezx<o.

i=1,2,...,1­1,TM; =

Estabilidade de Sistemas com Realimentação Está­
tica da Saída

3.3.1. Plantas SISO

Considere uma planta SISO, controlável e observável, G.1(s), dada por:

Ga(s) = E
n(s) = n,s" + nán=57"! +... +Mmst+tmTo,
d(s) = ds" + di 1)87! +... + dis + do
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ed, ÉO.

E proposto o seguinte problema: determine a faixa de valores de k E R, se existirem,
tais que o sistema realimentado da Fig. 10 é estável, utilizando o Critério de Estabilidade
de Routh.

Y(s)
Gal) >

Figura 10: Sistema SISO realimentado com controlador proporcional.

A função de transferência do sistema de malha fechada Gu(s) é dada por:

kGals) kní(s)
Gas) = R(s) ­ 1+ kGa(s) " d(s) + kn(s) (3.9)

Os pólos do sistema são as raízes do polinômio característico d(s, k) = d(s) + kn(s).
Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.9), o polinômio característico é dado por:

d(s,k) = (dh + knn)s" + (dm) + kngizy)S"T +... +(dy +kni)s+(do+ kn). (3.10)(n—1) (n—1)
|

Através do Critério de Estabilidade de Routh, podem­se obter os valores de k tais

que todas as raízes do polinômio característico d(s, k) tenham parte real negativa, caso
existam. Considere a tabela de Routh na Tabela 1.

Os termos da linha n são dados por an1(k), an2(h),..., sendo:

Pna(k) = dana) + km­2),

qn(k) = 1.

Os termos da linha (n — 1) são dados por a­n1(Kk), am­n2(K),..., sendo:

Pin=1(hk) = day + kan­v,

Pin=1)2(k) = dámn­3) + kona), ++

dm­n)(k) =1.
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Os termos da linha 7, j =n—2,...,1,0, são determinados a partir dos termos das

linhas anteriores, como discutido na Seção 3.2.

3.3.2 Plantas MIMO

Considere, agora, o sistema na Fig. 11, cuja planta, controlável e observável, possui
múltiplas entradas e múltiplas saídas (em inglês, Multiple Input Multiple Output, MIMO)
e é representada por Ga(s) = D(s)'N(s), sendo N(s) E R"(s) e D(s) E Rº”(s)
matrizes polinomiais coprimas à esquerda [63].

Ss E(s Y(snt.A =E] Ga(s) As
'

Figura 11: Sistema MIMO realimentado com controlador proporcional.

A saída da planta é dada por:

Y(s) = Ga(s)K E(s) = D(s)*N(s)KE(s),

Y(s) = D(s)'N(s)K[R(s) — Y (s)|.
[1 + D(s) N(s)K]Y(s) = D(s) N(s)KR(s),

[D(s) + N(s)K]|Y(s) = N(s)K R(s),
Y(s) = [D(s) + N(s)K]  N(s)KR(s) = Ga(s)R(s),

Ga(s) = [D(s) + N(s)K] "N(s)K.
Sejam:

nim(s)
Ní(s) =

Mma(s) + nmm(s)|

D(s) =

dmi(s) mo dmm(S) ]
e K = kl, sendo 1 E RM" a matriz identidade. Então, os pólos do sistema de malha
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fechada são os valores de s E T tais que:

d(s, k) = det[D(s) + kN(s)| =0.

O polinômio característico d(s, k) é calculado através do método apresentado no Lema
10, dado em [64]:

Lema 10 /64/ Considere a matriz M(6,s), dada por M(6,s) = 1 M1(s) +d2aM2(s), sendo
dr =1,ó0Ê =,

| an(s) ] | a(s) |

Ms)= D() = | O A
| am(s) | | a2m(S) |

O determinante de M(ó,s) pode ser determinado por:

as11(S)

det(M(6,s))= 3” Do dada, asp2(s)2

si=l sm=l

asnmlS)

sendo que | ­ | indica o determinante de uma matriz, isto é:

Tu ccco Tin TH cc TIK

= det

Tn (co tnn Tnl

Então, o polinômio característico d(s, k) é dado por:

d(s, k) = ro(s) + ri(s)k +ro(s)kº +... +TtTÂmen(sS)EMO +ra(s)Kk",

dn(s) + dim(s)

da(s) CC dmm(s)
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du (s)
dao (s)

nNim­n)1(S) O
nNma(S)

da(s) +

dmi(s) ...

dmi(s) ­­­

dimís)
dom(s)

TNtm­1)Mm(S)
Nmm(sS)

Nim (s)
dom(s)
nam(s)

dmm(s)

da(s) e...
na(s) .

da1 (Ss) e...

* nNnimls)
* nomí(s)

e... dam(s)

dmi(s) e...

da(s) e...

| nu(s)

da(s) e.

da(s)

dmm(s)

Tim (s)
dom(s)
Tam (s)

nmm(S)

nNimíS)
na(s) .. nam(s)

" nam(s) ,

dmi(s) + dmm(s)
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nu(s) + nmm(s)
na(s) ... nom(s)
na(s) ­­­ nam(Ss)

nma(s) + nmmkls)

Os determinantes das matrizes acima são calculados através do método apresentado

no Lema 11, também dado em [64]:

Lema 11 /64] Considere a seguinte matriz M E Rº"*":

Ma cc Main

Mag *<*+co Mon

Mmnn ]

has; = [ hs;1 O hai­1 hs; hai+l o hsim ]
— [ 0­0 1 0.­­0], islL..,m

Então, o determinante de M pode ser descrito por:

n n n
ha,

IM] = > > e... > M1,s) CIMA : : (3.13)
si=l so=1 sn=lso=

S82ÉÊSI SnÉSL Sn hs,

A faixa de valores de & tais que os sistema é estável pode ser determinada pelo

Critério de Estabilidade de Routh, com o método proposto, como discutido na Seção 3.2.

Inicialmente, o polinômio característico d(s, k) é redefinido em função de s:

d(s,k) = ro(s) + ri(s)k + ro(s)kº +... +ronwy(s)KMO + rm(s)k"
dy (k)s" + de­nv(k)s +... +di(k)s+do(k), (3.14)
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sendo v o grau de d(s, k), em função de s, e os coeficientes d;(k), 1 = 0, 1,... ,v polinômios
em F.

Através do Critério de Estabilidade de Routh, podem­se obter os valores de k tais

que todas as raízes do polinômio característico d(s, k) tenham parte real negativa, caso
existam. Considere a tabela de Routh na Tabela 1.

Os termos da linha n são dados por an1(k), an2(k),..., sendo:

Pn1(Rk) = dy (k),

Pna(k) = de ­2)(k),

Pn3a(k) = du­a(k), ...
qan(k) =1.

Os termos da linha (n — 1) são dados por am­n1(k), an1)2(k), ..., sendo:

Pin=1)2(k) = de­3)(k), +++

qin1)(k) = 1.

Os termos da linha j, j =n—2,...,1,0, são determinados a partir dos termos das
linhas anteriores, como discutido na Seção 3.2.

3.4 Aplicação do Critério de Estabilidade de Routh
na Síntese de Sistemas de Fase Mínima

Considere uma planta (fA, B, C), controlável e observável, com uma entrada e duas
saídas, cuja matriz de transferência é dada por:

Ga(s) = C(sI! — A)'B = N(s)D(s)"', (3.15)

sendo N(s) e D(s) matrizes polinomiais coprimas à direita, D(s) = d(s)!I e:

N(s) = | mis) | |na(s)

mí(s) = mn=a)87"7 +... +NHSTNMO,
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1na(s) = Natn=1)S"" +... +No91S8 + Nao,

d(s) = dis" + dans"! +... +dis+d,

ed, £O.

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F e K, tais que o sistema (A —
BK,C, B, FC) é ERP se e somente se existir F tal que FCB = (FCB)T >0ef(A,B,FC)
for um sistema de fase mínima, isto é, os zeros de transmissão de (A, B, FC) apresentam
parte real negativa.

Seja F=[ s, fo] ER. Então, o produto FGa(s) é dado por:

fim(s) + fona(s)
d(s) 'FGa(s) = FN(s)D(s)"! =

fm(s) + fane(s)= f (mst +... +nns+ no) +
fa (naanns" +... +nns+ n2o)

= (finmçey + fanam=y)S" +... + (fina + fonads + (fino + fanao).

A condição FCB = (FCB)! > O ocorre somente quando o grau relativo de FGa(s) =
FC(sI — A+ BK,C)'B é igual a 1, isto é, grau(fini(s) + fana(s)) = grau(d(s)) — 1.
Isto ocorre se e somente se:

fino + fanan=y É O.

Se ni(n=1) = Nona) = O, O grau relativo do sistema é maior que 1, para qualquer
F E Rº. Então, não existem matrizes F e K que tornam o sistema ERP.

Os zeros da planta Ga(s) são os valores de s E CT tais que N(s) = [0 0]”. Sejam
Zpl, Zp2, ­ ++, Zpk OS zeros da planta. Então,

np(s) = (s — 2zp1)(S — 252) ++ (Ss 2h)

m(s) = nÁ(s)fi(s),

na(s) = nh(s)fa(s),

sendo que nfi1(s) e na(s) são polinômios coprimos, isto é, não possuem raízes comuns.

Os zeros do sistema FGa(s) são as raízes de:
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FN(s) = fim(s) + fon(s) = finp(s)ín(s) + fonp(s)h2(s)

FN(s) = nÁ(s)[fim(s) + faro(s)).

Então, os zeros do sistema FGa(s) são as raízes de np(s) e [fiti(s)+ fania(s)]. Logo,
se np(sS) possui pelo menos uma raiz com parte real não­negativa, não existe uma matriz
F E Rº tal que o sistema FG.(s) seja de fase mínima.

Se fi = O, então FN(s) = fans(s). Neste caso, os zeros do sistema FGa(s) são as
raízes de na(s).

Se f7 = O, então FN(s) = finm(s). Neste caso, os zeros do sistema FGa(s) são as
raízes de n1(s).

Se fi É0 efa AO, então:

FN(s) = fim(s) + fona(s) = finp(s)i(s) + fonp(s)h2(s)

= fin(s) ho) + An(o)| = finp(s)It(s) + fia(s)),
sendo f;, = Rh.

Se todas as raízes de n,(s) apresentam parte real negativa, então os valores de f, tais
que o sistema FG.(s) seja de fase mínima, se existirem, são tais que todas as raízes do
polinômio:

r(s, fe) = Mn(s) + fehio(s) (3.16)

apresentam parte real negativa. A faixa de valores de f, tais que o sistema FGo(s) é de
fase mínima, se existirem, pode ser determinada através do Critério de Estabilidade de

Routh, com o método discutido na Seção 3.2.

3.5 Obtenção de um Sistema ERP a Partir de um
Sistema de Fase Mínima

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F e K, tais que o sistema (A —
BK,C, B, FC) é ERP se e somente se existir F tal que FCB = (FCBY! > 0e (A, B, FC)
for um sistema de fase mínima, isto é, os zeros de transmissão de (A, B, FC) apresentam
parte real negativa. Na Seção 3.4, foi apresentado um método baseado no Critério de

Estabilidade de Routh para determinar a faixa de valores de f. E R tal que o sistema
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FGa(s), com uma planta Ga(s), com uma entrada e duas saídas, dada por (3.15) e
F=fl1 sf.) ER, seja de fase mínima.

Considere, assim, uma matriz F' tal que o sistema FG.(s) seja de fase mínima. A ma­
triz K, que torna ERP o sistema ([A— BK,C, B, FC) é determinada através do Teorema
14. À solução do problema através de LMIs permite a adição de outras especificações,
como taxa de decaimento, restrições na entrada e na saída.

3.6 Aplicação do Critério de Estabilidade de Routh
para Especificação da Taxa de Decaimento

Considere um sistema linear invariante no tempo, cujo polinômio característico d(s, k)
é dado por (3.1), sendo dn(k), dfn—1)(hk), ..., di(k) e do(k) polinômios em k, como descrito
em (3.2).

Na Seção 3.2, foi apresentado um método para a obtenção da faixa de valores de k E R

tal que todas as raízes do polinômio d(s,k), possuam parte real negativa, utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh. Nesta seção, o método é utilizado para determinar
a faixa de valores de k E IR que garante, além da estabilidade, uma taxa de decaimento

maior que 7, com 7 > O.

De acordo com [48], um método útil para examinar a taxa de decaimento é obtido
deslocando o eixo imaginário no plano complexo e aplicando o método proposto para o

Critério de Estabilidade de Routh. Substituindo s por 8 — y na equação característica
d(s, k) e reescrevendo o polinômio em termos de £, segue que:

d(8, k) = dn(k)(8 = 7)" + dan (k)(8 9)" +... +d(k)(8—­9)+do(k).

Então, para encontrar a faixa de valores de k E R tal que todas as raízes de d(s, k)
apresentam partes reais o < —7, aplica­se o Critério de Estabilidade de Routh para o
novo polinômio d(8, k), de acordo com o método descrito na Seção 3.2.

O número de mudanças de sinal na primeira coluna da tabela de Routh corresponde
ao número de raízes de d(s, k) localizadas à direita da reta vertical o = —y. Se todos os
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elementos da primeira coluna apresentarem o mesmo sinal, então todas as raízes de d(s, k)
apresentam parte real o < —7. Portanto, o Critério de Estabilidade de Routh pode ser
utilizado para encontrar a faixa de valores de k E R tais que todas as raízes de d(s, k)
apresentam partes reais 0 < —7.

3.6.1. Aplicação do Critério de Estabilidade de Routh para o
Posicionamento dos Zeros de Transmissão

Considere uma planta (A, B, C), controlável e observável, com uma entrada e duas
saídas, cuja matriz de transferência é dada por:

Ga(s) = C(sI = A) !'B = N(s)D(s)", (3.17)

n(s) = mens" +... +NM1S+NO,

no(s) = Motm=1)8"! +... +No5+Noo,

d(s) = dhs" + dan877! +... +dis+do

ed, ÉO.

Seja F=[ fs, fa] ER. Então, o produto FGa(s) é dado por:

— fim(s) + fana(s)FG(s) = FN(s)D(s)' = d(s)

Os zeros da planta Gu(s) são os valores de s E C tais que N(s) =[0 0]”. Sejam
Zp1) Zp2,­­ +, Zpk OS zeros da planta. Então,

np(s) = (s—zn)(sS— 22): (Sn),

m(s) = n5(s)fu(s),

na(s) = np(s)fia(s),

sendo que fi1(s) e fix(s) são polinômios coprimos, isto é, não possuem raízes comuns.

Os zeros do sistema FGo(s) são as raízes de:

BCpiS FEIS­ UNESP
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FN(s) = fim(s) + fana(s) = finp(s)M(s) + fonp(s)h2(s) = ná(s)[fim(s) + fana(s))

= fin(s)(lM(s) + fefic(s)] = finp(s)r(s, fe),

sendo f; = R e
r(s, fe) = Mn(s) + feTia(s).

Na Seção 3.4, foi apresentado um método para a obtenção da faixa de valores de f, E R
tal que todos os zeros do sistema FGa(s) apresentem parte real negativa, utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh. Nesta seção, o método é utilizado para determinar a

faixa de valores de /, E R tal que todos os zeros do sistema FG,(s) apresentem parte
real o < —q.

Substituindo s por ê—7 na expressão de r(s, f.) e reescrevendo o polinômio em termos
de 8, segue que:

r(s, fe) = d((8—7), fe) =7(8, fe),

f(8, fi) = m(8—79) + fim(8 7).

Então, para encontrar a faixa de valores de f, E R tal que todas as raízes de r(s, fx)
apresentam partes reais o < —7, aplica­se o Critério de Estabilidade de Routh para o
novo polinômio d(8, k), de acordo com o método descrito na Seção 3.4.

3.7 Estabilidade de Sistemas com Controladores PI,
PD e PID

A maioria dos sistemas de controle são operados por controladores PID. Dada a

grande utilização industrial dos controladores PID, é claro que mesmo um pequeno aper­
feiçoamento no projeto de controladores PID pode ter um tremendo impacto mundial [59].

Controladores PID oferecem um termo proporcional Kp, um termo de integração
Ki/s e um termo derivativo Kps [46]. A função de transferência de um controlador PID
é dada por:

KG.e(s) = Kp + — + Kps.
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Na prática, a função de transferência do termo derivativo Kps é:

Kps
Gas) ” Tas + 1

mas, usualmente, 17 é muito menor que as constantes de tempo do processo e, conseqiten­
temente, pode ser ignorado.

Um controlador PID possui um pólo em s = O e dois zeros, cujas posições dependem de

Kp, Kr e Kp. Para a implementação do controlador PID, é necessário determinar, para
um dado processo, os ganhos proporcional, integral e derivativo. Numerosos métodos têm

sido apresentados para o ajuste dos parâmetros de controladores PI, PD e PID [53­61].

Considere o sistema realimentado na Fig. 12, sendo G.(s) um controlador PID. De
(3.6)­(3.8), a função de transferência do sistema de malha fechada Gu(s) é dada por:

Gu(s) = Y(s) GG) (Kps+Ky+Kps")n(s)
“e R(s) 1+GJ(s)Ga(s) sd(s)+(Kps+Kr+ Kps)n(s)

Ss E(s) Y(sfsasodare E gear Bda
|

Figura 12: Sistema realimentado com controlador G.(s).

Os pólos do sistema são as raízes do polinômio característico r(s, Kp, Kr,Kp) =
sd(s) + (Kps + K, + Kps")n(s).

Para Kp = 0, tem­se um controlador PI, descrito por:

KGas) = Kp + =
e a função de transferência do sistema de malha fechada Gu(s) é dada por:

(Kps + Kpn(s)Gaí(s) =

Os pólos do sistema são as raízes do polinômio característico r(s, Kp, Kr) = sd(s) +

Para K, = 0, tem­se um controlador PD, descrito por:

Ge(s) = Kp+Kps
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e a função de transferência do sistema de malha fechada Gu(s) é dada por:

(Kp + Kps)n(s)
(s) + (Kp + Kps)n(s)Gau(s) = d

Os pólos do sistema são as raízes do polinômio característico r(s, Kp, Kp) = d(s) +
(Kp + Kps)n(s).

Os controladores Integral (I), Derivativo (D) e Integral­Derivativo (ID) podem ser
analisados seguindo as mesmas idéias e considerando Kp = Kp = 0, Kp= Ky =0e

Kp = O, respectivamente.

Para o controlador PID, fixando­se os valores de dois parâmetros (por exemplo, K; e
Kp), é possível determinar a faixa de estabilidade do terceiro parâmetro (no caso, Kp),
utilizando­se o Critério de Estabilidade de Routh. Atribuindo­se um conjunto de valores,
definido por um valor inicial, um valor final e um valor de incremento, para cada um dos
dois parâmetros fixos, pode­se obter um esboço da região de estabilidade do sistema da
Fig. 12 realimentado com um controlador PID.

Para controladores PI, PD e ID, a análise da estabilidade é obtida fixando­se um dos

dois parâmetros e determinando­se a faixa de estabilidade do segundo parâmetro, através
do Critério de Estabilidade de Routh. Para controladores I e D, a faixa de estabilidade é

determinada através do mesmo método utilizado para controladores P, com a inclusão de
um pólo e um zero, respectivamente, em s = 0.

3.8 Análisede Polinômios com Coeficientes Incertos

3.8.1. Teorema de Kharitonov para Polinômios com Coeficientes
Reais

Considere, agora, um conjunto Z(s) de polinômios reais com grau n, da forma:

ó(s) = do + Os +Oosº +Oas?º +oasº +... +0ns?,

cujos coeficientes constantes ó;, 1 = 0, 1,...,n, permanecem dentro de intervalos dados:

Ói min < 0; < Óimax­

Os coeficientes ó;, 1 = 0, 1,..., n pertencem a um politopo, definido pelos limites dos
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intervalos em que se encontram:

A=([6 & ++ dn |:5ER, imin $i Simao é=0,1,...,nk.

Assume­se que o grau de ó(s) permanece invariante em toda a família de polinômios
T(s), isto é, dó, = O não pertence ao intervalo dn min É On < Ónmax: O Teorema 40 (Teorema
de Kharitonov), apresentado em [65], fornece uma condição necessária e suficiente, simples
e que pode ser facilmente verificada, para a estabilidade Hurwitz de toda a família T(s).

Teorema 40 /65] Todo polinômio na família T(s) é Hurwitz se e somente se os quatro
polinômios extremos a seguir são Hurwitz:

Ki(s) = do min + 91 minS + Ó2 maxS” + ó3 maxS” + a minSº + ós minSº + e maxSº +, (3.18)

Ko(s) = Ôo min + Ôs maxS$ + Ô2 maxS? + Ôg minS* + da minS* + Ôs maxSº + Ôs maxSº +, (3.19)

K3(s) = Õo max + ó1 minS + Ô2 minS* + Ô3 maxS” + Ôa max$” + Ós5 minS” + 6 minSº +... , (3.20)
Ka(s) = do max + Ô max$ + Ôs minS” + Ô3 minS* + Ô4 maxS*º + Ôs maxS$º + Ôs minSº +.... (3.21)

Uma demonstração do Teorema de Kharitonov é apresentada em [66].

Com base no Teorema de Kharitonov, foi proposto um método para a determinação

da faixa de estabilidade de sistemas com realimentação estática da saída com uma planta

incerta Ga(s) = n(s)/d(s), na qual cada coeficiente de n(s) e de d(s) pertence a um
intervalo definido. Este método é descrito na Subseção 3.8.2.

3.8.2 Estabilidade de Sistemas com Realimentação Estática da
Saída com Plantas SISO Incertas

Considere uma planta SISO incerta, controlável e observável, Ga(s), dada por:

Ga(s) = — (3.22)

n(s) = n1s* + nós"! +... +MSs+MNo, (3.23)

d(s) = dns" +dáays" +... +distdo, (3.24)

sendo que cada coeficiente de n(s) e d(s) pertence a um intervalo, dado por:

Nimin É 1 < Nimax) dimin < di; < di max) i=0,1,...,n
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e d, = O não pertence ao intervalo dn min < dn < da max:

É proposto o seguinte problema: determine a faixa de valores de k E R, se existirem,
tais que o sistema realimentado da Fig. 10 seja estável em todo o politopo, utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh.

A função de transferência do sistema de malha fechada Gu(s) é dada por:

—Y() kGa(s) kn(s)
Gals)= Rn) T+ kGAGS) de) +kn() (3.25)

Os pólos do sistema são as raízes do polinômio característico d(s, k) = d(s) + kn(s).
Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.25), o polinômio característico é dado por:

d(s, k) = (dr + knn)S" + (dano) + knn)S"O +Faoa.+ (da + kn1)s + (do + kno),

d(s, k) = óns" +Inoyns" +... +Astóo, (3.26)

cujos coeficientes ó;, 1 = 0, 1,...,n, permanecem dentro de intervalos dados:

óimin < 0; < Ói max (3.27)

cujos limites são dados por:

(3.28)5 — d; min + kn; min; SE k > 0,
TP d; min + kn; max, SEC k< 0,

(3.29)d; max + kn; max, Se k > 0,ó; max —
d; max + ku mins se k<O.

Para k = O, os pólos do sistema de malha fechada correspondem aos pólos do sistema
de malha aberta. Pelo Teorema de Kharitonov, o sistema de malha aberta é estável e,

consequentemente, o sistema de malha fechada é estável para k = O se e somente se todas

as raízes dos polinômios (3.18)­(3.21), com ó; = d;, 1 = O,1,...,n, tiverem parte real
negativa.

A estabilidade do sistema de malha fechada para k > O e para k < O é analisada
através do Teorema de Kharitonov, aplicando­se o Critério de Estabilidade de Routh aos

polinômios (3.18)­(3.21), com 6; = d; + kn;(s), 1 =0,1,...,n, cujos limites são dados em
(3.28) e (3.29). A faixa de estabilidade para k > O corresponde à intersecção das faixas de
estabilidade dos polinômios (3.18)­(3.21), considerando­se apenas os valores positivos de
k. Para k < O, a faixa de estabilidade corresponde à intersecção das faixas de estabilidade
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dos polinômios (3.18)—(3.21), considerando­se apenas os valores negativos de k.

A solução do problema, isto é, a faixa de valores de k E R para os quais o sistema da

Fig. 10 é estável em todo o politopo, corresponde à união das soluções para os dois casos:
k>0ek<oOo.

3.8.3 Aplicação do Teorema de Kharitonov na Síntese de Sis­
temas de Fase Mínima com Plantas SISO Incertas

Considere uma planta incerta (A, B, OC), controlável e observável, com uma entrada
e duas saídas, cuja matriz de transferência é dada por:

Gau(s) = C(sT = A) 'B = N(s)D(s)"', (3.30)

sendo N(s) e D(s) matrizes polinomiais coprimas à direita, D(s) = d(s)! e:

n=|[1O), (3.31)
no(s)

n1 (s) = mMan=87 +... +nN1nS+NO, (3.32)

na(s) = Matm=1)8"" +... +NJ95+Noo, (3.33)

d(s) = das" +dá­ns" +... +dist+do (3.34)

e di, £ O e sendo n1(s) e no(s) polinômios cujos coeficientes n;; pertencem a intervalos,
dados por:

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F e K tais que o sistema ([A— BKC, B,
FC) é ERP se e somente se existir F tal que FCB = (FCB)" > 0 e (A, B, FC) for um
sistema de fase mínima, isto é, os zeros de transmissão de (A, B, FC) apresentarem parte
real negativa.

Seja F=[ ff] ER. Então, o produto FGu(s) é dado por:

FG(s) = FN(s)D(s) = esc

fimí(s) + fona(s) = fi (mnensto +... +nns+t no) +
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fa (nam­ns" +... +nHS+F no)
= (fimçoy + fanoan—n)S" +... + (fin + fana)s + (fino + fanao).

A condição FCB = (FCB)" > O ocorre somente quando o grau relativo de Gu(s) =
FC(sI­A+ BKC) 'Béigualal, isto é, grau(fini(s)+ fana(s)) = grau(d(s)) — 1. Isto
OCOrre se e somente se:

fimo + fanomna) É O.

Se niín1) = Non—1) = O, O grau relativo do sistema é maior que 1, para qualquer
F e Rº. Então, não existem matrizes F e K que tornam o sistema ERP.

Assim, os zeros do sistema FG.(s) são as raízes de [fini(s) + fona(s)].

Se fi = O, então FN(s) = fana(s). Neste caso, os zeros do sistema FGa(s) são as
raízes de no(s).

Se fa, = O, então FN(s) = fini(s). Neste caso, os zeros do sistema FGa(s) são as
raízes de n1(s).

Se fi £0 efa AO, então:

FN(s) = fim(s) + fana(s) = flm(s) + fkna(s)),

— 22sendo fi = fe

Os valores de f; tais que o sistema FGo(s) seja de fase mínima, se existirem, são tais
que todas as raízes do polinômio:

r(s, fe) = m(s) + feno(s) (3.36)

apresentam parte real negativa. A faixa de valores de f, E R tais que o sistema FGoa(s)
é de fase mínima em todo o politopo, se existirem, pode ser determinada através do

Teorema de Kharitonov e do Critério de Estabilidade de Routh, com o método discutido

na Subseção 3.8.2.

3.8.4 Obtenção de um Sistema ERP a Partir de um Sistema de
Fase Mínima Incerto

De acordo com o Teorema 4, existem matrizes F e K, tais que o sistema (A(o) —
BK,C(a), B, FC(a)) é ERP para todo a definido em (2.253) se e somente se existir F
tal que FC(a)B = (FC(a)B)" > 0 e (A(a), B, FC(a)) for um sistema de fase mínima,
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isto é, os zeros de transmissão de (A(a), B, FC(a)) apresentam parte real negativa para
todo a definido em (2.253). Na Subseção 3.8.3, foi apresentado um método baseado no
Teorema de Kharitonov e no Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa

de valores de f, E R tal que o sistema FG,a(s), com uma planta incerta Ga(s), com uma
entrada e duas saídas, dada por (3.30) e F= f1[1 f.] e R?, seja de fase mínima, em
todo o politopo.

Considere, assim, uma matriz F tal que o sistema incerto FG,1(s) seja de fase mínima
em todo o politopo. A matriz K, que torna ERP o sistema (A(a)— BK,C(a), B, FC(a)),
para todo a definido em (2.253), é determinada através do Teorema 24. A solução do
problema através de LMIs permite a adição de outras especificações, como taxa de decai­
mento, restrições na entrada e na saída.

3.8.5 Aplicação do Teorema de Kharitonov para Especificação
da Taxa de Decaimento

Considere um sistema linear invariante no tempo, cujo polinômio característico d(s, k)
possui a forma dada em (3.26), sendo drn(k), dám=n)(k), ..., da(k) e do(k) polinômios em
k, cujos coeficientes permanecem dentro de intervalos, dados em (3.27).

Na Subseção 3.8.2, foi apresentado um método para a obtenção da faixa de valores de

k E R tal que todas as raízes do polinômio d(s, k), possuam parte real negativa em todo
o politopo, utilizando o Teorema de Kharitonov e o Critério de Estabilidade de Routh.

Nesta subseção, o método é utilizado para determinar a faixa de valores de k E R que
garante, além da estabilidade, uma taxa de decaimento maior que y em todo o politopo.

De acordo com [48], um método útil para examinar a taxa de decaimento é obtido
deslocando o eixo imaginário no plano complexo e aplicando o método proposto para o
Critério de Estabilidade de Routh. Substituindo s por 8 — y na equação característica
d(s, k) e reescrevendo o polinômio em termos de 8, segue que:

sendo:

d(8, k) = dn(k)(8 = 4)" + dm­n(k)($ —+. + (k)(8 7) +do(k).

Então, para encontrar a faixa de valores de k E R tal que todas as raízes de d(s, k)
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: apresentam partes reais o < —y em todo o politopo, aplicam­se o Teorema de Kharitonov
e o Critério de Estabilidade de Routh para o novo polinômio d(8,k), de acordo com o

método descrito na Subseção 3.8.2.

3.8.6 Aplicação do Teorema de Kharitonov para o Posiciona­
mento dos Zeros de Transmissão

Considere uma planta (A, B, C), controlável e observável, com uma entrada e duas
saídas, cuja função de transferência é dada por (3.30), com D(s) = d(s)I e N(s) descrito
em (3.31)­(3.35), sendo N(s) e D(s) matrizes polinomiais coprimas à direita.

Seja F=[  f] ER. Então, o produto FG,a(s) é dado por:

" s
un flim(s)+ fona(s)FG(s) = FN(s)D(s)' = dE)

:

Os zeros do sistema FGo(s) são os valores de s E € tais que:

FN(s) = fim(s) + fona(s) = film(s) + fena(s)] = fir(s, fe) =O,

sendo f; = R e
r(s,fe)= m(s) + fena(s).

Na Subseção 3.8.3, foi apresentado um método para a obtenção da faixa de valores de

fi E R tal que todos os zeros do sistema FG,(s) apresentem parte real negativa em todo
o politopo, utilizando o Teorema de Kharitonov e o Critério de Estabilidade de Routh.

Nesta subseção, o método é utilizado para determinar a faixa de valores de f, E R tal
que todos os zeros do sistema FGa(s) apresentem parte real o < —y em todo o politopo.

Substituindo s por $—7 na expressão de r(s, f.) e reescrevendo o polinômio em termos
de 8, segue que:

r(s, fe) = d((8 7), fe) =7(8, fe),

A(8, fe) = m(8 = 1) + fena(ê =7).

Então, para encontrar a faixa de valores de f, E R tal que todas as raízes de r(s, f.)
apresentam partes reais o < —y em todo o politopo, aplicam­se o Teorema de Kharitonov
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e o Critério de Estabilidade de Routh para o novo polinômio d(8,k), de acordo com o
método descrito na Seção 3.8.3.

3.9 Outras Aplicações do Critério de Estabilidade de
Routh

3.9.1. Especificação de Regiões no Plano Complexo Utilizando o
Critério de Estabilidade de Routh

Na Seção 3.2, foi apresentado um método baseado no Critério de Estabilidade de

Routh para a determinação da faixa de estabilidade de um polinômio d(s, k) cujos cocfi­
cientes em termos de s são polinômios de k.

Nesta subsceção, com algumas transformações, o Critério de Estabilidade de Routh

será utilizado para determinar a faixa de valores de k E R tal que todas raízes de d(s, k)
estejam dentro de determinadas regiões especificadas no plano complexo.

Seja s = q + jw, para todas as regiões que serão analisadas. À região especificada na

Fig. 13, definida por o < —0,, será a primeira a ser estudada.

!
|
1
1

dd
+
a

Í
1

+)

Figura 13: Região especificada no plano complexo s.

Considere a transformação:

s=S—­0,0UuS=s+o,.

Assim, 3 = (o + 01) + jw. A região especificada na Fig. 13 é equivalente a:

O <—­0,<=>0+0,=Refs)<O,

sendo que /tefz) representa a parte real de um número complexo 2.

Logo, de acordo rom a transformação (3.37), se + pertence à região especificada va
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Fig. 13, então 3 possui parte real negativa. Portanto, se todas as raízes do polinômio
em 5, d(s, k) = d(S — 05, k) tiverem parte real negativa, então todas as raízes de d(s, k)
pertencem à região especificada na Fig. 13.

Observação 29 O posicionamento dos pólos de malha fechada na região especificada na
Fig. 13 corresponde à especificação de uma taxa de decaimento, como descrito na Seção
3.6.

A segunda região, especificada na Fig. 14, é definida por o > —o,.

Figura 14: Região especificada no plano complexo s.

Considere, agora, a transformação:

s=—­S—o0,0uS=­s­—O,.

Assim, 5 = (—o — 05.) — jw. À região especificada na Fig. 14 é equivalente a:

0 > —0,<& —­—0,=Refs)<O.

Logo, de acordo com a transformação (3.38), se s pertence à região especificada na
Fig. 14, cutão 5 possui parte real negativa. Portanto, se todas as raízes do polinômio
em 5, d(s, k) = d(—5 — 0., k) tiverem parte real negativa, então todas as raízes de d(s, k)
portencem à região especificada na Fig. 14.

A terceira região especificada, na Fig. 15, é definida por:

W>—O,
a

com a > O.

Considere a transformação:

1 2 3 4 5 6 7 UNesp " 11 12 13 14 15 16 17



Figura 15: Região especificada no plano complexo s.

Assim,

sS=(b+ja)(a+jw)=(bo— aw)+j(bw+ao).

A região especificada na Fig. 15 é equivalente a:

b
wW > —g <> av > bo > (bo — aw) = Refs) <O.

a

Logo, de acordo com a transformação (3.39), se s pertence à região especificada na
Fig. 15, cntão & possui parte real negativa. Portanto, se todas as raízes do polinômio em

5, d(s, k) = d(5/(b+ja),k) tiverem parte real negativa, então todas as raízes de d(s, k)
Dertencem à região especificada na Fig. 15.fe|

Note que:
Ss — bjos

(b+ja) (a+D2)'

A quarta região, especificada na Fig. 16, é definida por:

b

com a > O.

Figura 16: Região especificada no plano complexo s.
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Considere a transformação:

poa ou 3=(b—ja)s.
Ássim,

5 =(b—ja)(o+jw)=(bo + aw)+j(bvy—ao).

A região especificada na Fig. 16 é equivalente a:

wW< —É7 aw < —bo <> (ba+ aw) = Refs) < O.
a

Logo, de acordo com a transformação (3.40), se s pertence à região especificada na
Fig. 16, então 5 possui parte real negativa. Portanto, se todas as raízes do polinômio em

s, d(s, k) = d(s/(b— ja), k) tiverem parte real negativa, então todas as raízes de d(s, k)
pertencem à região especificada na Fig. 16.

À quinta região, especificada na Fig. 17, é definida por w < w,., com w, > 0.

Figura 17: Região especificada no plano complexo s.

Considere a transformação:

s=Jj(S+w,)) ou 5S=­js­—w,.

Assim, 58 = (w — wo) — jo. À região especificada na Fig. 17 é equivalente a:

W < Wo E> w — w, = Ref5s) <O.

Logo, de acordo com a transformação (3.41), se s pertence à região especificada na
Fig. 17, então 5 possui parte real negativa. Portanto, se todas as raízes do polinômio em

5, d(s, k) = d(j (5 + wo), k) tiverem parte real negativa, então todas as raízes de d(s, k)
pertencem à região especificada na Fig. 17.
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A sexta região, especificada na Fig. 18, é definida por w > —w,, com w, > 0.

Figura 18: Região especificada no plano complexo s.

Considere a transformação:

s=j(­S—­w,) ous=js—w,.

Assim, 8 = (—w — w,) + jo. À região especificada na Fig. 18 é equivalente a:

W > —W, E> —w — wu = Rets) < O.

Logo, de acordo com a transformação (3.42), se s pertence à região especificada na
Fig. 18, então & possui parte real negativa. Portanto, se todas as raízes do polinômio 5,

d(s,k) = d(j (—­5 — we),k) tiverem parte real negativa, então todas as raízes de d(s,k)
pertencem à região especificada na Fig. 18.

A sétima região, especificada na Fig. 19, corresponde à intersecção das regiões especi­
ficadas nas Figs. 15 e 16.

Figura 19: Região especificada no plano complexo s.

Para que todas as raízes do polinômio d(s, k) estejam na região especificada na Fig.
19, é necessário que o polinômio atenda às especificações das regiões especificadas nas

Figs. 15 e 16. Scjam di(5,k) o polinômio obtido através da transformação (3.39) e
2(s,k) o Holnômi:c obtido atrevés cla trad, fração (3.40). Entãa. a condição EDTA IS STE:
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e suficiente para que todas as raízes de d(s, k) estejam na região especificada na Fig. 19
é que todas as raízes de di(5,k) = di(5, k)da(5, k) possuam parte real negativa. Note que
as raízes de d,(5, k) correspondem às raízes de d(5,Kk) e de da(s, k).

Observação 30 Note que, de (3.39) e (3.40), 8 em (3.39) é complexo conjugado de 5 em
(3.40). Desta forma, di(5,k) e da(S,k) serão complexos conjugados, e então di(5,k) =
di(s, k)da(5,k) será um polinômio com coeficientes reais, o que permite a aplicação do
critério de Routh.

A oitava região, especificada na Fig. 20, corresponde à intersecção das regiões especi­
ficadas nas Figs. 17 e 18.

Figura 20: Região especificada no plano complexo s.

Para que todas as raízes do polinômio d(s, k) estejam na região especificada na Fig.
20, é necessário que o polinômio atenda às especificações das regioes especificadas nas
Figs. 17 e 18. Scjam di(S,k) o polinômio obtido através da transformação (3.41) e
da(s, k) o polinômio obtido através da transformação (3.42). Então, a condição necessária
e suficiente para que todas as raízes de d(s, k) estejam na região especificada na Fig. 20
é que todas as raízes de d,(5, k) = di(5, k)da(s, k) possuam parte real negativa.

De forma análoga aos comentários da Observação 30, note, na Fig. 20, que di(5,k)
é um polinômio com todos os coeficientes reais, o que permite a aplicação do critério de
Routh.

A nona região especificada na Fig. 21, corresponde à intersecção das regiões especifi­

cadas nas Figs. 13, 15 e 16.

Para que todas as raízes do polinômio d(s, k) estejam na região especificada na Fig.

21, é necessário que o polinômio atenda às especificações das regiões especificadas nas
Figs. 13, 15e 16. Sejam di(s,k) o polinômio obtido através da transformação (3.37),
da(s, k) o polinômio obtido através da transformação (3.39) e da(3,k) o polinômio obtido

E ea DOTAÇÃO (O. 10). Ent, e condição necansib.o o ds Le pala que todas
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Figura 21: Região especificada no plano complexo s.

as raízes de d(s, k) estejam na região especificada na Fig. 21 é que todas as raízes de
da(s, k) e de diy(s,k) = da(s, k)da(5, k) possuam parte real negativa.

Observação 31 A região da Fig. 21 é muito utilizada em projetos com controle clássico,

pois especifica, para sistemas de segunda ordem subamortecidos sem zeros, as condições
PO < PO, eT; < Tio, sendo PO, e Tio valores desejados e PO, T; a porcentagem

de overshoot e o tempo de estabelecimento, respectivamente, para uma entrada do tipo
degrau [48].

3.9.2 Análise da Estabilidade de Sistemas Incertos £

aXrA)r

Em [67], os autores usam uma tabela de Routh sem fração (em inglês, fraction­free
Routh's array), para testar a estabilidade de um segmento de polinômios (1 — A)po(s) +
APr1(s), sendo que O < A < 1. Nesta subseção, propõe­se o uso do Critério de Estabilidade

de Routh para determinar a faixa completa de valores de À para os quais o sistema é
estável.

Considere o sisterna incerto definido por (3.43):

T(t) = Ax(t) = (Ag + aAA)X(t), (3.43)

sendo AQ E Rº”eAA E R"*"” matrizes conhecidas e « E R um parâmetro desconhecido.

O sistema (3.43) é estável se e somente se todos os autovalores da matriz característica
A = Ag +adA tiverem parte real negativa. Os autovalores de À são as raízes de:

r(s,a) = det(s! — A) = det(sl — Ag = adA).

O polinômio característico pode ser determinado através do Lema 10, com M(6) =
Forro a E ANNA 7 " vox ­

A ANNA Ms A LtUpa sl, v eszáals, Up Tosa dg ee nto, MM = Í, dido sig Dosayg Ad
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A faixa de valores de a para a qual o sistema (3.43) é estável pode ser determinada
pelo método proposto neste capítulo, baseado no Critério de Estabilidade de Routh.

3.9.3 Análise da Estabilidade de Sistemas com Realimentação
Negativa com uma Planta (A, B, C+ e uma Matriz de Re­
alimentação K = KkI

O método proposto na Seção 3.2 também pode ser utilizado para sistemas com reali­
mentação negativa com uma planta (A, B, C) e uma matriz de realimentação K = kl].

Considere a planta definida por (3.44):

E(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Co(t),

sendo A E R"*", BERM", Ce R"“"” ealei de controle u(t) dada por:

ut) = —Ky(t), (3.45)

com K = kI. Então, o sistema realimentado [A ­— BKC, B, C) é definido por (3.46):

t(t) = (A— BKC)x(t) = (A— kBC)x(t). (3.46)

O sistema (3.46) é estável se e somente se todos os autovalores da matriz característica
(A — kBC) tiverem parte real negativa. Os autovalores de (A — kBC) são os valores de
s EC tais que:

r(s, k) = det(sI] — (A— kBC)) = det(sl — A + kBC).

O polinômio característico pode ser determinado através do Lema 10, com M(ó) =
61 M, + 09 M, + ó3M;, Ô =s., 623 = —L, ó3 = k, M, =|, M, = A e My = BC.

A faixa de valores de k para a qual o sistema (3.46) é estável pode ser determinada
pelo método proposto neste capítulo, baseado no Critério de Estabilidade de Routh.
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3.9.4 Estabilidade de Sistemas Discretos

Considere um sistema discreto [43], controlável e observável, cuja função de trans­
ferência G(2z) é dada por:

(3.47)

na(z) = nanZº + Natm=n927! +... +NHnZ + TNdo, (3.48)

da(z) = danzZ" + dan=1)2""" +... +daz+da (3.49)

e dam É 0.

O sistema discreto G(2z) é assintoticamente estável se e somente se todas as raízes do
seu polinômio característico da(2) se encontram dentro da circunferência unitária |2| = 1
no plano z.

O Critério de Estabilidade de Routh não pode ser aplicado diretamente a sistemas

discretos, pois sua forma original é restrita ao eixo imaginário do plano s como limite de

estabilidade. Entretanto, com uma transformação que projeta a circunferência unitária

no plano z sobre o eixo imaginário de outro plano complexo, o Critério de Estabilidade

de Routh pode ser aplicado para sistemas discretos [43].

A relação de transformação z = e”* ou s = (In(z))/T, sendo T o período de amostragem
do sistema, não pode ser utilizada, pois transforma uma equação algébrica em z em uma
equação não­algébrica em s, e o critério de Routh não pode ser aplicado.

Em [43], é dada outra transformação que evita este problema:

Então, substituindo (3.50) em (3.49), segue que:

l1+v 14+vY” 14+0)t!da ( )=dn( ) +danno( ) + +da(1—yv l1—v l1—yv

da 7 T ) = (1 — vv)” [dan (1 + v)” + damn=1)(1 + v) (1 — v) +.l1—yv

da (1+v)(1 =)" +da(1=7v)"] = (1 v)"a),

gie) = So da (14 v)Í(1— vv)".
1)
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Se da(—1) £ O, isto é, z = —1 não é uma raiz de da(z), o Critério de Estabilidade de
Routh pode ser aplicado em q(v) para deteminar se o sistema G(z) é estável: se todas as
raízes de q(u) possuem parte real negativa, então todas as raízes de da(2) localizam­se den­
tro da circunferência unitária |2] = 1 no plano z e então o sistema G(2z) é assintoticamente
estável.

Observação 32 Desenvolvendo­se a expressão (3.52), tem­se:

=o+v'(1=0)" ­> da > Ú É v ”> C " ) 177 o) ;=0 k=0

n! o fatorialdeum númeron., dado porn x(n— 1) x(n—2)x...x2x1,e0l=1.

Assim, coeficiente de v"” em (3.52) é dado por:

22 da G) (2) ex => 4(­1” => &(­1)"(—1)"
= (—1)” > dai(—1)* = (—1)"da(—1).

Então, se z = —1 é uma raiz de da(z), então o grau de q(v) é menor que o grau de

Observação 33 O critério de Routh vai especificar as regiões nas quais o ganho k garante

que |2| <1, impondo que Re(v) <O. Então, note que a condição z = —1, que comprome­
teria a transformação (3.50), não ocorrerá no procedimento proposto para o projeto de
k.

3.10 Conclusões Parciais do Capítulo

Neste capítulo, foi apresentado um método baseado no Critério de Estabilidade de

Routh para determinar a faixa de valores de k E R tal que um sistema com uma planta

SISOe um ganho de realimentação k ou uma planta MIMO, com m entradas e m saídas,
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e uma matriz de realimentação KI seja estável. O método é fácil de compreender, sua
aplicação é simples e as condições são necessárias e suficientes.

O método pode ser aplicado para a análise de qualquer polinômio cujos coeficientes são
polinômios em k. Esta versatilidade permite uma série de aplicações, tais como: (i) tornar
de fase mínima um sistema cuja planta possui uma entrada e duas saídas; (ii) especificar
uma taxa de decaimento; (iii) determinar um limite máximo para a parte real dos zeros
de transmissão de um sistema; (iv) posicionar os pólos de um sistema em determinadas
regiões do plano complexo; (v) determinar o domínio de estabilidade de sistemas incertos
que dependem de um parâmetro e (vi) analisar a estabilidade de sistemas discretos.

A utilização do Critério de Estabilidade de Routh para a obtenção de sistemas de fase
mínima é muito útil, visto que uma condição necessária para a existência de uma matriz

K. que torna ERP um sistema (A — BK,C,B, FC) é que o sistema (A,B, FC) seja
de fase mínima, isto é, que todos os zeros de transmissão de (A, B, FC) possuam parte
real negativa. Para plantas com uma entrada e duas saídas, o método fornece a condição
necessária e suficiente para que uma matriz F € R"** torne o sistema (A, B,FC) de
fase mínima. Após a obtenção de F tal que (A, B, FC) seja de fase mínima e apresente
o mesmo número de entradas e saídas, é fácil a obtenção de F, e K, tais que (A —
BK,C, B, F.C) seja ERP.

O método também é útil para determinar a região de estabilidade de controladores 1,
D, PI, PD, ID e PID. Para os controladores I e D, é determinada a faixa de valores dos
ganhos integral e derivativo, respectivamente, de modo que os controladores estabilizem
o sistema. Para os controladores PI, PD e ID, que possuem dois ganhos, um dos ganhos
é fixado e a faixa de estabilidade do outro ganho é determinada. Atribuindo­se um

conjunto de valores para um dos ganhos (definido por um valor inicial, valor final e valor
de incremento), obtém­se um esboço da região de estabilidade para estes controladores.
Para controladores PID, os ganhos integral e derivativo são fixados e é determinada a
faixa de valores do ganho proporcional. Atribuindo­se conjuntos de valores para os ganhos
integral e derivativo, obtém­se um esboço da região de estabilidade para os controladores
PID.

O Teorema de Kharitonov é uma ferramenta útil para determinar se todas as raízes

de um polinômio incerto, cujos coeficientes, que são constantes, pertencem a intervalos

dados, possuem parte real negativa para todos os valores possíveis dos coeficientes. Com
base no Teorema de Kharitonov e no Critério de Estabilidade de Routh, foi proposto um
método para determinar a faixa de estabilidade de um sistema com uma planta SISO
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incerta e um ganho de realimentação k. Este método também é útil para determinar a
faixa de valores de f;, tal que um sistema incerto FN(s), com F € R'*?, seja de fase
mínima e, conseqiientemente, para a determinação de matrizes F, e K, de modo que

(A— BK,C, B, F.C) seja ERP.

O próximo capítulo apresenta a teoria sobre controle com estrutura variável e modos
deslizantes.
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4 Controle com Estrutura
Variável e Modos Deslizantes

4.1. Modos Deslizantes

A característica principal de um sistema de CEV está na realimentação não­linear
que possui descontinuidades sobre uma ou mais superfícies no espaço de estados. Assim,
a estrutura do sistema de realimentação é alterada, ou chaveada, conforme os estados
atravessam cada superfície descontínua. Em consequência deste fato, o sistema de malha
fechada é descrito como sendo um sistema de Controle com Estrutura Variável, conside­

rado como a combinação de subsistemas, cada qual com uma estrutura fixa e que opera
em uma região específica do espaço de estados.

O CEV é caracterizado pela existência do modo deslizante. Isto ocorre quando o

estado do sistema cruza imediatamente e repetidamente a superfície de chaveamento, pois

todos os movimentos nas vizinhanças da superfície estão direcionados a esta superfície.

Dependendo da forma da lei de controle selecionada, o movimento deslizante pode ocorrer

em superfícies de chaveamento individuais no espaço de estados, sobre um conjunto de

superfícies, ou em todas as superfícies de chaveamento juntas [5].

A existência de um modo deslizante requer a estabilidade da trajetória de estado para

a superfície de deslizamento, no mínimo em uma vizinhança de fz(t) | s(x(t)) = O), ou
seja, deve aproximar­se da superfície no mínimo assintoticamente. A vizinhança máxima

é chamada região de atração. Geometricamente, o vetor tangente ou a derivada no tempo

do vetor de estado deve apontar para a superfície de deslizamento na região de atração.
Isto assemelha­se a um problema de estabilidade generalizado, e o segundo método de
Lyapunov fornece uma ferramenta natural para a análise. Especificamente, a estabilidade

para a superfície de chaveamento requer a seleção de uma função de Lyapunov generalizada
Ví(rx,t), que é definida positiva e tem uma derivada no tempo negativa, na região de
atração [68].
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Um procedimento de projeto para o seguinte sistema [3]:

tt) =f(t,tu) x(t)ER", uít,) ER", (4.1)

ufa:
ut(z,t) se s(7(1))>O

;(a, É)
u (2,0) se síz(D)<0"' (4.2)

consiste em duas etapas. A primeira é a determinação das superfícies s(r(t)) = O no
espaço de estados, em que o controle é descontínuo e segunda é a seleção das funções de

controle contínuas ut (xr,1) e u(x,t). Devido à descontinuidade, a derivada dos vetores
de estado pode estar direcionada para uma das superfícies e um modo deslizante pode

ocorrer sobre ela (arcos ab e cb, na Fig. 22 [(21)). Isto pode acontecer também sobre a
intersecção (arcos bd). À Fig. 23 [21] ilustra o modo deslizante na intersecção, mostrando
um caso em que ele não ocorre separadamente er cada superfície.

Figura 23: Ocorrência de modo deslizante apenas na intersecção das superfícies.

Modos deslizantes são muito importantes por dois motivos. Primeiro, no modo
deslizante, o elemento que implementa à função descontínua, por exemplo um relé, chaveis
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em alta frequência. À sua entrada está em zero, enquanto que a sua saída, ou mais pre­
cisamente o seu valor médio, pode assumir um valor não nulo. Consequentemente, o

elemento implementa um alto ganho (teoricamente infinito), que é o meio convencional
para se atenuar a influência dos distúrbios e incertezas do sistema. Diferentemente dos
sistemas com derivadas contínuas, o efeito de invariância é atingido pelo uso de ações de
controle finito. Segundo, a ordem da equação do movimento é reduzida, pois as trajetórias
do modo deslizante pertencem a alguma superfície de dimensão inferior à do sistema, ou

seja, o movimento dinâmico do sistema é restringido e permanece dentro de um certo
subespaço do espaço de estados. Assim, comporta­se como um sistema relaxado, de or­

dem inferior, chamado sistema equivalente. O movimento deste sistema equivalente é

diferente dos subsistemas constituintes. Isto permite a simplificação e a decomposição do

procedimento de projeto da lei de controle u(x,t). Assim, o conceito básico do projeto
da maioria dos sistemas com CEV se basela em modos deslizantes, já que são o principal

modo operacional deste tipo de sistema.

Por exemplo, admita o sistema apresentado em [4], descrito por:

di =X,

£o = —agr2 — MT, +U,

sendo a, e as constantes. Considere a lei de controle

u=—bí, (4.4)

e assuma que existem duas estruturas lineares para este sistema, associadas aos valores

—a e à (a constante) do coeficiente 1, como descrito em (4.5). Assuma também, a,
negativo em (4.3) e que a seja selecionado de maneira que o sistema (4.3) e (4.4) tenha
pólos complexos para v = a e pólos reais para y = —a. Para ambos os casos, o sistema

é instável, e representado pelos planos de fase daFig. 24 [21], com um foco instável e um
ponto de sela, respectivamente, pois para a matriz característica À do sistema (4.3)

0 1

(a) = V) a,
A

a equação característica dada por det(sI — A) = sº + a2s + (a, +) = O leva às raízes:

—az + /a3— 4a +)
2

Ss =

ec portanto, os pólos do sistema Je malha fechada senipio terão parte real positiva, pois
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a. < O. Pela equação acima, note que as raízes para 14 = a > (as —4a0,)/4eyv=­a<
(13 — da)/4 serão, respectivamente, complexas conjugadas e reais.

Figura 24: Subsistemas lineares instáveis: (a)U=­ae(búy=a.

Verifica­se, agora, que a estabilidade assintótica pode ser alcançada pela mudança das

estruturas nas superfícies r, = 0 e s = cr, + 12 = O, (c constante). O coeficiente c é
selecionado de maneira que a superfície s = O esteja entre o eixo 1, e a assíntota das

trajetórias hiperbólicas associadas com a estrutura v = —a. À Fig. 25 [21] representa o
plano de fase do sistema (4.3), para a lei de controle

a se rns>O0
| = | (4.5)

—a se xr s<oO

que mostra que a trajetória de estado alcança a superfície de chaveamento s = O para

toda condição inicial. Nas vizinhanças da superfície de chaveamento, as trajetórias de
ambas as estruturas estão direcionadas a ela, ocorrendo assim, um modo deslizante.

+.

x

Figura 25: Estabilidade assintótica através de EVMD, no plano (x1,%2) = (1, 4).

As incertezas de um sisteina aparecem como resultado da imperfeição do modelo
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grads luft+f —ufl=O,

ugrad s f+ + grads fº — ugrads f =O,

ulgrads f* — grads f |]+ grads fo == O,
ulgrads f* — grads f |]= —grads f”,

—grads f­

À grads[fF—S­]

grads f"

grads[ft — f]
grads f* — grads f* + grads f­

grad s[f+ — f] '

grads f*
grad s[f+ — f­]

Logo, de (4.6)

d(t) = pft+(1­n)fo,
. —grads f”gas of O

gradsf­
grad sf — f+]

grads f+
grad sf+ — f­|

grads f+
—grads|f­— f+]

fo

ff fo

Assim, a equação (4.7) descreve o movimento em modo deslizante.

Portanto, em sistemas com uma única superfície descontínua, o método de Filippov

leva aos seguintes resultados:

(a) O mínimo convexo de todos os vetores f(x,t,u), na vizinhança de algum ponto
(x,t, u), na superfície descontínua (Fig. 26 1), é uma linha reta que liga o fim dos
vetores ft e f=;

(b) Desde que fº(x,t,u) é um modo deslizante em um plano tangencial à superfície
descontínua, o fim deste vetor pode ser considerado como um ponto de intersecção

deste plano com a linha reta que liga o fim dos vetores f* e f­.

O método de Filippov é adequado no tratamento de funções de controle descritas

por (4.1) e (4.2), desde que as relações dadas por (4.2) não levem a definições ambíguas
do vetor f(x, t, u). fora da superfície descontínua e permita que um mínimo convexo seja
constituído para qualquer ponto em tal superfície. Logo, conclui­se que o modo deslizante,
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Figura 26: Método de Filippov.

em sistemas reais, não ocorre sobre as superfícies descontínuas, mas dentro de uia camada

limite, em que os componentes do controle possuem valores entre u(xr,t) = u*(r,t) e
ult,t) = u (1,1).

Nos sistemas atuais, todos os dispositivos responsáveis por mudanças descontínuas

da função de controle sempre possuem imperfeições, tais como atrasos, histerese, etc.
Na situação descrita, as imperfeições fazem com que o chaveamento da ação de controle
ocorra a uma frequência finita e a trajetória de estado oscile em uma certa vizinhança da
superfície de chaveamento.

Para eliminar a ambiguidade do comportamento do sistema sobre o limite descontínuo,

algumas naão­idealidades que sempre estão presentes devem ser consideradas, resultando
em modos deslizantes reais. As equações para o deslizamento real são obtidas quando

as nao­idealidades tendem a zero. Discute­se a seguir, dois casos de nao­idealidades,

mostrando­se que quando introduzidas no sistema descrito por (4.1) c (4.2), clas levam
aos mesmos resultados descritos pela equação (4.7) [4].

Histerese: Considere que o elemento que executa o chaveamento possua uma his­

terese. Então, a função u(x,t), descrita em (4.2) será da forma

ut(r,t) se s(x(t))>A
(A = constante),

u(xr,t) se s(z(t))<—­ A
ult,t) =

e na região |s(tr(t))] < À, a função u(x,t) mantém o valor que possuía, quando |s(xr(t))|
era igual a À.

Em um sistema ideal (com À = 0), a condição para o modo deslizante

lim s(r(t))<Oe lim sí(xr(t))>O,
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ainda é válida, implicando que nas vizinhanças da superfície descontínua s(x(t)) = O, as
trajetórias de estado estão direcionadas a ela. A histerese fará com que as trajetórias de

estado não se movam exatamente sobre a superfície, mas que oscilem sobre uma vizinhança
de largura 2A (Fig. 27 [21)). Para determinar a velocidade média associada com o
movimento, deve­se primeiro encontrar o deslocamento na trajetória Ar(t) sobre dois
intervalos vizinhos (em um deles u(r,1) é igual a u7 (1,1) e no outro igual a ut(x,1)).

grads

s(r) >O
s(r7) <O

Figura 27: Modo deslizante em sistema com histerese.

Logo,

Axz(t) = fFAG+StAL,

sendo que At, e At? são os tempos de duração dos intervalos definidos como

2A 2A
Al = =———— Ata ==,: grads f­ : ? grads f+

2Afº” 2Af+
gradsf­  grads/f+
2Agrads fFf" — 2Agradsf f*

[grad s f­)[grads f*]

Determina­se, então, a velocidade média

Ar(t)9
—

2A0grad s f+ f­—2Agrads f­ f+
[9grad s flgrads f+]

2A9grads fYt—2Agrads f­
[9grad s f­][9rad s f+]

grads f+f" — grads Ff f*
grads f+ — grads f­
grads f* ­ grads f­

grads [f*+ — ras — grads[ft—f­]
grads f­ + grads f*

grad sif= — f+)' — grads Los fi

ft

fo.
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Comparando as equações (4.7) e (4.8), verifica­se que o vetor velocidade acima encon­
trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

Atraso: Considere que o controle possua descontinuidades não no instante em que
o sinal de s(1:(t)) muda, mas após um atraso 7, desta mudança de sinal. Em tal sistema,
as trajetórias de estado, que se movem da região s(t(1)) < O, alcançam a superfície
descontínua s(t(1)) = O (ponto 1 na Fig. 28 (21)) c continuam se movendo durante um
intervalo de tempo 7, através da trajetória associada ao controle u(z,t), igual a un(x,t)
(ou f(x,L,u) = f7). No tempo 7 (ponto 2 na Fig. 28), o controle chaveia de un(r,1)
para ut(x,t) e, durante Ata, as trajetórias de estado se movem a uma taxa de f*t, para a
superfície descontínua s(r(1)) = O (pouto 3 na Fig. 28). O chaveamento de ut(x,1) para
u(x,t) ocorre após um período 7 (ponto 4 na Fig. 28). Desta maneira, um movimento
com a velocidade de estado f7 se inicia e após um período Ala, resulta no encontro com a
superfície descontínua (ponto 5 na Fig. 28). Para determinar a velocidade média, leva­se
em consideração o deslocamento Ax(1) (vetor 1­5 na Fig. 28) c os intervalos A, e Alo:

Ax(t) = fr+ fa +fT+fO Ab,

sendo:

Atilgrad s Ff] + rígrad s(x(t))f|=O,
Al = —grads fTT Ccgradsf+

Atalgrad s f] +rTlgrads f]=O0,
— rads f+Atz = — EST.

2
grad sfor Sahs(r) = O ON Az 5 sx) >O

3
/

s(x) <O
ST N/F7Ata

4

Figura 28: Modo deslizante em sistema com atraso.

Os valores resultantes determinam a velocidade média

Arxí(t)

grads f" + grads f*
grad s [f­— f+] grads [f­— f*]

Fx,tu) =

ff
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Comparando as equações (4.7) e (4.9), verifica­se que o vetor velocidade acima encon­
trado coincide com aquele obtido através do método de Filippov.

Deve­se notar que, em ambos os casos, os resultados equivalentes ao descrito pelo

método de Filippov foram obtidos sem o processo de limite que assume que a largura do
ciclo de histerese de 2A, no primeiro caso e, o tempo de atraso 7, no segundo caso, tendam
a zero. Contudo, o limite está implicitamente contido no fato de que os vetores ft, f­
e grad s são constantes, porque estas condições somente são válidas no caso extremo em
que as deflexões do ponto em consideração tendem a zero.

4.2 Controle com Estrutura Variável e Observação
de Sistemas Não­Lineares

Recentemente, várias publicações têm sido dedicadas ao tópico de controle de sistemas
não­lineares e/ou incertos. Uma aproximação para o problema de controle de sistemas
não­lineares é a linearização do sistema sobre uma trajetória nominal e então, a aplicação
da bem conhecida teoria de controle linear. Uma desvantagem deste método é que as leis
de controle linear são válidas somente quando as trajetórias estiverem em uma vizinhança
das trajetórias nominais.

Outra aproximação seria encontrar uma transformação não­linear que converta o sis­
tema para a forma canônica controlável, ou outra forma linear equivalente, em que o
projeto do controlador seja facilitado. À desvantagem deste método é que a construção
de uma transformação apropriada não é, geralmente, trivial.

Um dos métodos mais atrativos, que pode ser aplicado em muitos sistemas não­
lineares, resultando em controladores que são robustos para erros de modelagem e distúr­
bios desconhecidos no sistema, é o Controle com Estrutura Variável.

CEV é o controle de sistemas dinâmicos com realimentação de estados descontínua.
O conceito desta teoria se baseia na mudança da estrutura do controlador, em resposta
às mudanças dos estados do sistema, para que se obtenha a resposta desejada. Isto é
realizado através do uso de uma lei de controle de chaveamento de alta velocidade, que
força a trajetória do sistema a se manter em uma determinada superfície por todo o tempo
subsequente. O sistema é insensível à variação de certos parâmetros e distúrbios, enquanto
as trajetórias estiverem sobre a superfície. Se o vetor de estado não estiver acessível,
então a implementação de um observador adequado é uma solução para a obtenção de
um controlador.
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A questão da observação de sistemas não­lineares também tem recebido grande atenção
na literatura. Áqui, também, uma aproximação para o problema é a linearização da

equação do erro do observador sobre os pontos constantes de operação do sistema. Assim,
além do fato de o projeto do observador ser válido apenas nas vizinhanças destes pontos

operacionais constantes, o projeto não é feito independentemente da estratégia de con­
trole. Isto sugere que tal observador não funcionaria bem quando combinado com uma
lei de controle não constante.

Outro método para a observação dos estados de sistemas não­lineares, seria encontrar
uma transformação que leve o sistema existente para a forma canônica observável, de

modo que o projeto de um observador seja simplificado. Como antes mencionado, na
estratégia de controle similar, encontrar uma transformação apropriada é, em geral, difícil
se não impossível. Um problema comum em tais aproximações é que as não­linearidades
da planta devem ser incorporadas, direta ou indiretamente, na dinâmica do observador.

A síntese combinada do controlador /observador envolve três passos. O primeiro é o
projeto do controlador, assumindo a disponibilidade do vetor de estado. O segundo passo
é o projeto do observador de estado. O observador deverá utilizar apenas a entrada e
a saída da planta. O último passo é a combinação dos dois primeiros passos em uma
estratégia de controle que utilize os valores estimados do vetor de estado ao invés dos
reais.

A seguir é apresentada uma metodologia de projeto de controladores e observadores

de estado com estrutura variável e modos deslizantes, para sistemas não­lineares, descrita

em [70].

4.2.1. Descrição do sistema e definições básicas

Considere o sistema dinâmico modelado pelas seguintes equações:

à = [A+ AA(t,0)|e + f(6,2) + Blu + u(t, 2),
y=Cro,

(4.10)

sendo x E R" o vetor de estado, u € R" a entrada de controle, y E IR? a saída do sistema

(p>m), A € R"*” a matriz característica do sistema, A A(t, x) representando a incerteza
na matriz característica do sistema, B e R"*" a matriz de entrada do sistema, C E RP*”

a matriz de saída do sistema, f(t, x) representando. as não­linearidades da planta e w(t, x)
representando as não­linearidades ou distúrbios na entrada do sistema.
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Para propósitos de existência, assume­se que AA(t,x), f(t,x) e w(t,x) são contínuos
e que as matrizes B e C têm posto completo. Além disso, considera­se que as seguintes
condições são válidas:

Al Existem funções h(.) : RX Rº xRU o Red): RxRº > R", de maneira

que f(t,x) = Bh(t,x), AA(t,t)r = Bad(t,x). Estas hipóteses recebem o nome de
incertezas, não­linearidades e distúrbios casados.

Então, define­se:

v1(t,X)
vt, x) = : = h(t,x)+ d(t,0)e + w(t,x); (4.11)

vmn(t, x)

A2 Existem funções contínuas, positivas, limitadas por valores reais, r;(.) e p(.), de
maneira que:

ui(t,x)| <ri(t,x), i = 1,..., me lu(t,x)]] < p(t).

A3 O par (A,B) é completamente controlável e o par (A,C) é completamente ob­
servável.

Portanto, o sistema descrito em (4.10) pode ser simplificado para a seguinte forma:

& = Ar + B[u+tv(t,x),
y=Crx,

(4.12)

sendo que v = v(t, x) representa o conjunto de incertezas e/ou não­linearidades.

4.2.2 Projeto do Controlador

O projeto de um CEV se baseia na escolha das superfícies de chaveamento, na especi­
ficação das funções de controle descontínuas e na determinação da lógica de chaveamento
associada às superfícies descontinuas. As superfícies de chaveamento são, normalmente,

hiperplanos fixos no espaço de estados, passando através da origem, cuja intersecção
forma o subespaço deslizante. O objetivo do projeto é levar o estado do sistema, de uma

condição inicial arbitrária, para a intersecção das superfícies de chaveamento. Ássim que

o estado começa a deslizar, a ação de controle é necessária apenas para manter o estado

sobre à intersecção destas superfícies on em sua vizinhança.
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O sistema equivalente, que corresponde ao comportamento no deslizamento, deve ser
assintoticamente estável, para que haja garantia de que o estado alcance a origem dentro
do modo deslizante. O modo deslizante estável é assegurado através da escolha adequada
das superfícies de chaveamento. Isto forma o primeiro estágio do projeto de um CEV.
A questão da determinação do conjunto de hiperplanos que dará um comportamento

adequado ao modo deslizante é descrito como sendo a questão da existência.

Uma vez resolvida a questão da existência, o segundo estágio no procedimento de

projeto envolve a seleção de um controle, de maneira a assegurar que o modo deslizante
seja atingido. Por esta razão, a questão da determinação de uma estrutura de controle

e dos ganhos associados, que irão garantir a existência do modo deslizante, é chamada
questão de alcançabilidade. AÀ solução da questão de alcançabilidade é dependente das

superfícies de chaveamento, já que as funções de controle são descontínuas sobre elas e,
portanto, não podem ser alcançadas sem que a questão da existência tenha sido resolvida.

O transiente de um sistema com estrutura variável consiste, portanto, em dois estágios

independentes: num movimento, preferencialmente rápido, que traga o estado do sistema

para a superfície em que o modo deslizante ocorra e num movimento deslizante mais lento,

durante a qual o estado deslize para a origem do espaço de estados, enquanto permanece
no subespaço deslizante. Este comportamento de dois estágios pode ajudar a resolver o

conflito entre as exigências opostas de exatidão estática e dinâmica que são encontradas

no projeto de sistemas de controle lineares, porque o sistema de CEV pode ser projetado

para dar uma resposta rápida sem perda de estabilidade, regulação de estado assintótica,

insensibilidade a uma classe de variações de parâmetros e invariância a certos distúrbios
externos [5].

Em um modo deslizante, para o caso da superfície de chaveamento linear s(r(t)) =
Sx(t) = 0, S E RP" e posto (5) = m, o sistema equivalente de ordem n — m deve
satisfazer à dinâmica estabelecida previamente no deslizamento, considerando­se as m

equações algébricas s(t(t)) = O. O uso de ambas as limitações reduz a ordem do sistema
para um modelo de ordem (n — m). Especificamente, deve­se supor que o sistema não­
linear é restrito à superfície de chaveamento. Então, é possível resolver para m variáveis

de estado, em termos das (n — m )) variáveis de estado restantes, se o posto(S) = m. Para
obter a solução, deve­se resolver o sistema para m variáveis de estado, em termos das

(n — m) restantes. Substitui­se, então, estas relações nas (n — m) equações restantes e as
equações correspondentes às m variáveis de estado.. O sistema de ordem (n—m) resultante
descreve completamente o sistema equivalente, dada uma condição inicial, satisfazendo à
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condição Sr(t) = O [68].

Como no modo deslizante, St = 0, obtem­se

S& = S[Ar + B(u+v)] = SAt + SB(u+v)=0= u,=­(SB)'SAx—v.

Assim, o sistema equivalente, de ordem reduzida, é descrito por

& =[]— B(SB)''S]Ar,| Sr=0O0.

É fácil de se verificar que B(SB)! possui posto m e [! — B(SB)­!5] posto (n —
m). Portanto, a matriz A. = [[ — B(SB)! SA, no sistema equivalente, pode ter no
máximo (n — m) autovalores não nulos. Nosso objetivo é escolher 5, de modo que os
autovalores não nulos de A. sejam valores com parte real negativa e os autovetores
correspondentes fw1,...,Wn­m) Sejam escolhidos de maneira que permaneçam sobre a
superfície de chaveamento. Assim, W = [w...wnom], W E RºXx(nTm) Sabe­se que a
completa controlabilidade do par (A,B) é equivalente à existência de um controlador
da forma u = —Kmr, de maneira que os autovalores de (A — BK) possam ser alocados
arbitrariamente.

Se considerarmos K = (SB) '!SA, temos que (A — BK) deve possuir (n — m) au­
tovalores com parte real negativa (A1,...,An­m) € (nn — m) autovetores correspondentes
[w1,...,Wnem). Isto equivale a (A— BK)W = WJ, sendo J = diag[A1,..., An­ml.

Considere R(T) o range do operador T. Desde que SB seja não­singular e SW = O,
tem­se que R(B) 1 R(W) = (0). Então, deve­se escolher inversas Bº, Wº, de Be W,
respectivamente, de maneira que B9W = 0 e WB = O. Escolhe­se (wu, ...,Wn­m)
de maneira que W"B seja satisfeita. Obseve que R(B) 1 R(W) = (0) é verificado em
WB = O. Agora, pode­se determinar 5. Se for escolhido Bº = S, então SB = [1

e SW = O. Assim, a superfície de chaveamento é determinada de modo que (x E
R" | s(r) = St = O). Suponhamos que |u;(t,x)] < r:(t,x), i = 1,...,m, sendo que
v(t,x) = [v1(t,X), ..., vm(t, 2)]T é definido por (4.11) e r;(t,x) > O.

Considera­se

—r1 (t, e)sign(s” Sb)

—Tmnlt, x)sign(s” Sbm) Um

“an T­ósima coluna de matriz PD, e s(r/f SM a sims é igual a 1.
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quando 1 > O e igual a —1, quando tw < O. Pode­se verificar que se

u=—(SB) 'SAr+ãu (4.13)

então, Ss”8 < O.
Portanto, com a lei de controle anteriormente descrita, consegue­se um modo deslizante.

Realmente,

sTSã

s"S[Ax — B(SB) 'SAx + Bu + Bu(t,x))

s"SBla+v(t,x)]

i=]1

> ST Sb; —ri(t, z)sign STSb; + vi(t, x))
i=1l

SD Crilt,2) + luít 2))) |STSbi| <O,
i=1

se STSb; £ O.

Uma desvantagem da lei de controle descrita pela equação (4.13) é que ela é des­
contínua e isto pode ser uma dificuldade em implementações práticas causando, por e­

xemplo, fadiga mecânica. Adicionalmente, quando as trajetórias do sistema estiverem

sobre a superfície de chaveamento, ocorrerá um rápido chaveamento dos termos de controle

U;, tendendo a excitar os modos de alta frequência da planta. Este problema pode ser

atenuado através da inserção de uma camada limite sobre as superfícies de chaveamento.

Considere o vetor € = [e1,...,6m]”, sendo e; > O, para é = 1,...,m. Substituindo &
na equação (4.13) por ú(e), sendo ui(e) = [4;(61),..., úm(em)]”, obtém­se:

—r;(t, c)sign(s” Sb;) |s(x(t))Tb| > e

(3

O desempenho deste controlador contínuo pode ser feito arbitrariamente próximo
do desempenho do controlador descontínuo correspondente, selecionando­se e; suficiente­

mente pequeno.
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4.2.3 Observação dos estados

Considere o sistema modelado pela equação (4.12), com o objetivo de construir um
observador de estado. Considere Z os estados estimados de x, obtidos pelo observador.

Então, a equação do observador, para o sistema linear (vu(t, x) = O), será descrita por:

= ATA+But+G(y­9)

AZ + Bu + Gy — GCZX

(A— GCO)X + Gy + Bu.

O erro é descrito por e = T — r e a sua derivada em relação ao tempo por

Xr—L

(A— GO)X + Gy + Bu— Ar — Bu

AX — GCX + GCx — Ar

A(X— x) ­GC(X—rx)

(A— GO)(XT — x)

(A— GC)e. (4.15)

À observabilidade de (A, C) implica na existência de uma matriz G, de maneira que
(A — GC) tenha autovalores com parte real negativa arbitrariamente posicionados.

Considere, então, uma candidata a função de Lyapunov na forma quadrática

V(e) = e" Pe,

em que P é uma matriz real simétrica e definida positiva. A derivada desta função em
relação ao tempo, ao longo de qualquer trajetória, é descrita por

V(e) = e"Pe+elPé

= [(A—­ GC)e]” Pe+ e"PI(A— GC)e]

= (Ae— GCe)"Pe+e"P(Ae—­ GCe)

(e7AT — erCTC)Pe + e”P(Ae — GCe)
7sn CUPAT PR TeTeTre pe TREO,
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= el!(A"P+ PA­CTGTP­PGCJe (4.16)

Isto significa que, para qualquer matriz real simétrica definida positiva Q = QT >O,
pode­se resolver

(A— GO)YTP+ P(A GC) =­Q.

Escolhendo­se Q, de modo que, para algum F e RM*P, FC = BTP. Setais Qe F
existirem, então a função T(s) = FC[sI — A+ GC]'B é ERP.

Define­se, então, a função

BFCe FCeZOPTCElen=| do FCe=0"e=

sendo que p(t) obedece à condição A2. Assim, a equação completa do observador é descrita
por

% =(A— GO)X — E(e, p) + Gy + Bu. (4.17)

Teorema 41 /70/ A função X é uma estimativa assintótica do estado x, isto é

lime = lim(XT—x) =O0t—0o too

e o erro tende a zero exponencialmente.

Introduz­se, agora, uma versão modificada do observador. Este novo observador é

mais fácil de ser implementado do que a estrutura descrita anteriormente.

Considere O = [ET,..., EE]! = FC, em que é; E R”. Pela suposição A2, pode­se
encontrar P(t) = [M,...,ôm]”, de maneira que

Jui(t,x)) < pi(tju) i=l...,m

Define­se a seguinte função

|

21(e, Mt, u))
E(e,p)=B

tm(e, Pm(t, u))

7

Pi(t, u)sign(6Ge) Ge£O
z,(e. P:) =

U ” J
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Considere o observador de estado não­linear, descrito por

x =(A­GCO)E — E(e,5) + Gy + Bu.

Então, segue o seguinte:

Teorema 42 /70/] A função X é uma estimativa assintótica do estado x, isto é

lime=lim(F—x)=O0
too too

e o erro tende a zero exponencialmente.

Devido à lei de controle de sistemas com estrutura variável, uma desvantagem do

observador, descrito por (4.18), é que o termo E(e,5) é descontínuo. O observador é
particularmente vulnerável a excitações de modos de alta frequência, se o observador for

projetado de maneira que o tempo de resposta seja rápido. Pode­se implementar uma
camada limite para superar este problema.

Substitui­se, então, o termo E(e,5) por E.(e,p), sendo

te (e)
Eee, P) = B

Zem (e)

zZe;(6, i=1...,m.5) [Recs l&el > &Pi) = Biltu)êie l&e| < €;
&

Embora tenha sido dada uma interpretação para a condição FC = BTP, esta inter­
pretação não ajuda no projeto do observador. À seguir, é dada um procedimento para a

construção das matrizes F' e C [70].

Passo 1: Escolher G E R"*P, de maneira que (A — GC) tenha autovalores prescritos no
semi­plano esquerdo;

Passo 2: Resolver a equação matricial CTFT = PB, para os elementos de P, em termos
dos elementos de F. Obter relações entre os elementos de F, de maneira que a

simetria de P seja preservada. Chame o resultado deste passo de Pr;

Passo 3: Formar Q( Pp) = —/(A — GCOYPr+ P(A = GO:
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Passo 4: Escolher os elementos de Q(Pr), de maneira que A;[Q(Pr)] > O, para à =
1,...,n, sendo que A;[Q(Pr)] > O denota o i­ésimo menor principal líder de Q(Pr).
Isto pode ser conseguido trabalhando­se com sucessivas submatrizes de Q(Pr) e
escolhendo­se os clementos de Pr, de maneira que os determinantes destas subma­

trizes sejam positivos. Adicionalmente, nomeando­se os elementos livres da matriz
Pr para zero, simplifica esta tarefa;

Passo 5: Avaliar P = Pr e substituir os valores correspondentes de volta em F. Utilizar

as relações entre os elementos de F, encontrados no passo 2 e complete F. Esta
escolha de P e F irá garantir que a condição CT FT = PB seja satisfeita.

O Teorema 43, proposto nesta tese, apresenta a condição necessária e suficiente para
a obtenção de um observador de estados (A — GC, B, FC) que é ERP.

Teorema 43 Considere o sistema (A,B, FC), com um observador de estados (A —
GC,B,FCO). O sistema (A — GC,B, FC) é ERP se e somente se existirem matrizes
P=PT,LeF que satisfazem às seguintes LMIs:

PA+A'P­LC­CTLT<O, (4.19)

B'P=FC, (4.20)

P>O. (4.21)

Neste caso, a matriz G é dada por:

G=P''L. (4.22)

Prova De acordo com o Lema 1, o sistema (A — LC, B, FO) é ERP se e somente se
as seguintes LMIs forem satisfeitas:

P(A­ LO) H+(A­ LCYP<O, (4.23)

BTP=FC, (4.24)

P>O. (4.25)

As expressões (4.24) e (4.25) correspondem às expressões (4.20) e (4.21), respectivamente.

Definindo­se G = PL, a LMI (4.23) corresponde à LMI (4.19). E
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4.2.4 Síntese do controlador­observador

Anteriormente, foram discutidos o controlador e o observador, separadamente. Agora,

o observador será utilizado para prover uma estimativa dos estados como a entrada para
um CEV (Fig. 29 (21]) e, neste caso, não se deve esperar que os estados se mantenham
sobre a superfície de chaveamento.

Como Z(t) = x + e, então a trajetória dos estados, em modo deslizante, não estará

precisamente sobre s(x) = O, mas ao longo de s(X) = s(r +e) = O. Assim, o estado irá
oscilar sobre a superfície. A meta é mostrar que o estado estimado Z, do observador, irá

permanecer sobre a superfície (Z | s(X) = 0). Desde que z tende a x, tem­se que x estará
sobre a superfície de chaveamento, quando Z estiver em modo deslizante.

y(t)u(t) Planta

Não­Linear

(1)
Controlador com
Estrutura Variável

Observador

Figura 29: Configuração do Controlador­Observador.

À planta e o observador possuem a seguinte forma:

planta:

&= Ar + Bu+ Bou(t,x),

y=Cr,

observador:

x =(A—­ GCO)X — E(e,p) + Gy+ Bu.

A condição para que ocorra o deslizamento do sistema composto pelo controlador e

pelo observador é ST = 0 e ST = 0. Mais explicitamente:

S(A— GC)X + SGy — SE(e,po) + SBueg=O0,
SAX — SGCZX + SGCx — SE(e,p) + SBucg=O0,

SAF = SGCT7 1 SCO(F = o) SEI 0 SRB, 1
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SAZ — SGCZ + SGCZX — SGCe — SE(e, p) + SBucg=0,

SAZ — SGCe — SE(e,p) + SBu.Ç =0.

Resolvendo para ue, chega­se ao controle equivalente:

U.g = (SB) !SAz + (SB) 'SE(e,p) + (SB) SGCe.

A substituição de ue, na equação do observador leva a:

(A— GO)X + Gy — E(e,p) + Bueg

AZ — GCZX + GCx — E(e, p) — B(SB) !SAz + B(SB)| SGCe +
B(SB) 'SE(e,p)

AZ — GCZX + GCO(ZX — e) — E(e,p)— B(SB)"SAz + B(SB)'SGCe +
B(SB) 'E(e,p)

AZ — GCZX + GCZ% — GCe — E(e, p) — B(SB)! SAz + B(SB)| SGCe +
B(SB) SE(e,p)

[1 — B(SB)'S]Az + [1 — B(SB)! S)|(=­GCe) + [[ — B(SB)' S]|(­E(e,p)).
[1 — B(SB)* S)(Ax — GCe — E(e, p)). (4.26)

Como e =Z­—rx e, portanto, é = X — £, tem­se que:

(A— GO)X — E(e,p) + Gy + Bu— Ar — Bu — Bv

AZ — GCX — E(e,p) + GCx — Ax — Bv

AZ — GCOX — E(e,p) + GC(X — e) — Ax — Bv

AZ — GCOX — E(e, p) + GCX — GCe — Ar — Bv

A(X — x) — E(e,p) — GCe— Bv

Ae — E(e, p) — GCe — Bv

(A— GCO)e — E(e,p) — Bv. (4.27)

Deste modo, (4.26) e (4.27) descrevem o sistema composto pelo controlador e pelo
observador, em modo deslizante.

Observação 34 No sistema composto pelo controlador e pelo observador, não é possível
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garantir a estabilidade, isto é, não se conhecem resultados que garantem a estabilidade
deste sistema de controle completo.

Resumindo, existem dois passos básicos no projeto de um CEV:

(a) O projeto da superfície de chaveamento, para que o comportamento do sistema tenha
certas propriedades pré­estabelecidas sobre a superfície. Por exemplo, a superfície
de chaveamento é projetada de maneira que o sistema seja assintoticamente estável
sobre ela;

(b) O projeto da estratégia de controle de maneira a levar o sistema para a superfície de
chaveamento e mantê­lo sobre ela por todo o tempo subsequente.

4.3 Controlecom Estrutura Variável Utilizando Sis­
temas ERP

Considere a planta incerta e com distúrbios descrita em (4.10)­(4.12), cuja forma final
é dada em (4.12), sendo t(t) não disponível e y(t) disponível. Suponha a existência de
matrizes K, € R”*P e F E RP de modo a tornar o sistema controlado descrito na Fig.
3 e dado por (A— BK,C, B, FC) ERP. Assim, pelo Lema 1, existe P = PT tal que:

P(A— BK,O) +(A— BK CYP <O,
BTP= FC,

P>O.

Adote a lei de controle:

u(t) = —K.y — P(y, t)sign(Fy),

sendo P(y,t) E R e O(y,t) > O. Então, de (4.12), considerando a candidata a função de
Lyapunov V(x) = xTPx e observando que B"Px = FCx e |u(t, x)| < p(t) > O, então:

V(x) x” (P(A BK,C) +(A — BK,C)"P)x — x” PB(B(y, t)sign(Fy)—
v(t,x)) — (6, t)sign(Fy)! — v(t,x)”) BTPrx

1” (P(A— BK,C) +(A — BKC)Y"P) a — 2/Fy| (6(Y,t) — p(t)),
sendo que |Fyj é igual à soma dos módulos dos elementos do vetor Fy. Logo, adotando­se
Ply,t) > p(l), então V(x) é definida negativa e o punto de equilíbrio x = O do sistema
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controlado é globalmente assintoticamente estável.

Agora, será demonstrado que, sob certas condições, este sistema pode apresentar
modos deslizantes. Este estudo será apenas ilustrativo, pois a análise acima é suficiente

para exemplificar a eficiência do sistema de controle proposto para esta planta incerta,
não­linear e com distúrbios, parcialmente desconhecidos.

Defina a nova saída do sistema (4.12), yo = Fy. Note que, como ([A— BK,C, B, FC)
é ERP, então FCB = B"PB é simétrica e definida positiva. Assim, para provar que
Yo(t) — O, t — no e pode gerar modos deslizantes, observe que:

— ya (FCB) yu,Voíyo) 7

= yYT(FCB)lo=y2(FCB)'Fy=y2(FCB) 'FCi
= yT [(FOB)'FCAL — (By, t)sign(yo) — v(t,7)
< [wl II(FCB)!FCAI| [le] + lyo] (­B(y,t) + p(t)) .

Assim, se B(y,t) > ||(FCB)! FCAI| ||x|| + P(t), V(Yo) < O para yo £ O e V(0) = O.
Desta forma, yo(t) — 0, t — oo. Se B(y,t) for suficientemente grande, teremos modos
deslizantes em yo = O.

4.4 Conclusões Parciais do Capítulo

Neste capítulo, foi apresentada a teoria e os métodos de projeto de controladores e
observadores com EVMD. Inicialmente, foi apresentado o conceito de modos deslizantes.

Em seguida, foi apresentado o projeto dos controladores e dos observadores, utilizando os
modos deslizantes.

À teoria apresentada neste capítulo aplica­se a sistemas de controle com realimentação
das variáveis de estado, diretamente ou através de observadores. Na Seção 4.3, o conceito
de modos deslizantes foi aplicado a sistemas de controle com acesso somente às saídas
da planta. No próximo capítulo, são descritas as condições, em termos de LMlIs, para
o controle com estrutura variável de sistemas com incertezas politópicas, com acesso

somente às saídas da planta.
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5 Controle com Estrutura
Variável Utilizando Sistemas
ERP e LMIs

Na Seção 2.6, foram apresentadas condições em termos de LMIs para a síntese de

sistemas ERP com plantas incertas. Neste capítulo, são descritos os métodos de projeto
de CEV para sistemas com incertezas paramétricas e sujeitos a distúrbios, considerando

robustez paramétrica, taxa de decaimento e restrições na entrada e na saída.

Considere o sistema incerto descrito por (5.1):

x = A(a)r + B(a)(u+éE(t,x)),
y = C(o)r,

sendox E RyuEe RM, y ER, p>meaeR dado por:

sendo a; > 0, it=1,...,r constantes desconhecidas, com 67 +... +ar=1.

A lei de controle é dada por:

u=­—K,y— Psign(Fy).

São admitidas as seguintes hipóteses:

Bl O vetor r não está disponível, mas o vetor y está disponível para medição;

B2 As matrizes com incertezas A(n) e C(a) são constantes, mas desconhecidas e des­
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critas por:

i=li=1l

sendo a; > 0, 1 =1,...,r constantes desconhecidas, a, +...+a,=1eas matrizes

A; e Ci, 1 =1,...,7r conhecidas (incertezas politópicas);

B3 Definindo­se |E(t,x)| = ||E£(t, d)|l1 = [a (tt)| +... +|En(t, +), sendo que E(t, x)? =
[61(t,T), ..., én(t,T)), então, existem e são conhecidas constantes positivas a e D,
tais que |E€(t,x)| <ajx| +b;

B4 A matriz B(a0) = B+ AB, sendo AB = BAB. Existem es

co ABim|>4>O0,ViEef(l,...,m), e define­se | = min(l1,lo,...,lm).

A condição B3 é usual em CEV [69]. À condição B1 considera o CEV com acesso
somente às saídas da planta, estudada por exemplo em [6,15­18]. O método de projeto
proposto nesta seção é mais geral que os resultados anteriores, pois apenas o método

proposto considera estabilidade, taxa de decaimento, robustez e restrições no sinal. À

condição B2 é geral, pois permite incertezas arbitrárias politópicas em A(a) e C(a). Por
exemplo, considere C(a) = [ cy co], sendo que as constantes c, E [2,3] e co E [4,5] são
desconhecidas. Então, para todo e, e co factível, existem constantes 6; E [0, 1l,é =1,...,4,
satisfazendo às condições ( + Da = 1 e 03 +, = 1, de modo que ac, = 20 +3f e

co = 4/3 +564. Agora, note que e; = (63+Pa) (261 +32) = 20103+201 Pa +30263 + 36204
e co = (A + P2)(403 + 5049) = 40103 + 50104 + 40203 + 560204. Então, definindo­se
a; = 0103, 2 = Dila, 3 = 0203 e 4 = Pala, note que y Ha tag +a = le

C(a) = e4C1 + a2C2 + a3C3 + a4C, sendo Cy =[2 4], Ca=[2 5), Ca=[3 4]e
Ca=[3 5]. A incerteza em AB, dada em B4, é também usual, mas é possível relaxar
esta condição, como mostrado em [71].

5.1. Estabilidade e Robustez

Para a análise da estabilidade do sistema incerto (5.1), com as condições B1­B4, uma
candidata a função de Lyapunov é:

Ví(x,0) =x" P(a)x, P(a) =X "a,B,,
i=]

sendo P; = P! >O0,i=l,...,r.
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Considere a existência de P(a) = P(a)”, K, e F, de modo que, dadas A(a) e C(a)
satisfazendo B2 e B(a) obedecendo à Hipótese B4, as equações abaixo sejam satisfeitas:

P(a)A(a) + A(a)” P(a) — P(a) B(a) KSC(a) — C(a)”KT B(a)" P(a) <O,

para todo ox, i =1,...,r, admissível. Então, para a lei de controle (5.3), de (5.1), BI­B4
e (5.5)­(5.3) chega­se a (5.8), pois:

Ví(r,a) = [A(a)r — B(a)Ky — B(a)Bsign(Fy) + B(a)EYT P(a)z +

x” P(a)[A(a)x — B(a)K,y — B(a)Osign(Fy) + B(a)E]

= [A(a)x — B(a) K,C(0)x — B(a)Asign(Fy) +

B(a)El P(a)x + 2”P(a)[A(a)x — Bla) K.C(a)xr —
B(a)6sign(Fy) + B(a)S]

= 1” A(o)! P(o)x — x”C(a)"KT B(a)"” P(a)x —

[B(o0) Bsign(Fy) — B(a)E] P(a)x + 27 P(a) A(a)z —
x” P(a) B(a)K.C(a)x — x"P(a)[B(a)Gsign(Fy) — B(a)€]

= 1" [P(0) A(a) + A(a)T P(a) — P(a) B(a) K.C(a) —

C(a)TKT B(a)T P(o)]x + 2x7 P(a) B(a)(—Bsign(Fy) + €).

Mas, B(a) = B(T + AB), então:

Vír,0) = x” [P(a)A(a) + A(a)! P(a) — P(o0)BU + AB)K,C(a) —
C(a)T KI + ABYTBT P(o)]rz + 2x” P(a) BU + AB)(—Psign(Fy) + €).

Também, BT P(a) = FC(a), assim:

V(r,a) = x” [P(a) A(a) + A(a)” P(a) — C(a)” FT(I+ AB)K,C(a) —
Cla) KI + ABYT FC(o)]x + 2x” P(a) B(1 + AB)(—Gsign(Fy) + €)

= x" [P(a) A(o) + A(a)” P(a) — C(a)TFTK,C(a) —

Co)” FNABNC(a) — C(a)' N.FC(a) —
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C(a)T KABTFCO(0)]x + 22” P(a) B(I + AB)(­Asign(Fy) + £)
= "[P(a) A(a) + A(a)! P(a) — C(a) (FT K,+ K,F)C(a) —

C(a)T(FFABK, + KABT F)C(a|t +

21” P(a) BU + AB)(­Osign(Fy) + €)

= x [P(0) A(a) + A(a)” P(a) — C(a) (FT K,+ K.F)C(0)|lt —

x" O(a)!FTABK,C(a)x — a! Cla)" KAB' FC(a)x +

2x" P(a) B(I + AB)(­Gsign(Fy) + £)
x” [P(a)A(a) + A(a)” P(a) — C(a) (FT K,+ K.F)C(0)]z —
yY!FTABKy = Y KABTFy +22” C(a)! FI + AB)(­Psign(Fy) +)

x” [P(a) A(a) + A(a)” P(a) — C(a)T(FTK, + K.F)C(a)lx —
Q2yYTFTABKy + 2 FT (I+AB)(­Osign(Fy) +€)

= x”[P(a) A(a) + Ala)” P(a) — C(a)(FT K,+ KF)C(0))x + J, (5.8)

J=—2" FTABKy + 2XFI(I+ AB)(—Psign(Fy) +).

Então, a partir de B4 e definindo­se yT FT = | he fr h note que:

[2Y7 FTABKAyl + l2Y” FT + AB)E| — 2FT(1 + AB)Bsign(Fy)
2 ly FTABK + 2/47FT |1 + AB |e| = 2/7 FT + AB)Psign(Fy)
2 TFT ABKAy| + 2 47 FT||1 + ABl(ale| +b) — 264 [1 + AB)Ssign(fi)+
AB 2sign(fa) +... + ABumSign(fm)]| =... = 26fm [ABm,sign(fi)+
ABr asign(fa) +... + (1+ ABnmm)sign(fm)|

2 ly” FTABKay| + 2/47 FTD + AB] x (ale| +b) — 261 [1 + AB)=
[AB =... = /ABunl] = 26 [HA Bra = [ABmal =... +
(1+ ABrm)]

2 ly"FTA BKoy| + 2 |4Y" FT 1 + ABl(ale| +b) — 261 flh ++ Lfmlim)
(5.9)
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De B4, l; > 1, i =1,...,m. Portanto,

J<2 "FT |ABKJy|+2[ 47 FT] |1 + ABl(ale]| +0) > 260 /f|+­ + fel)

Mas a norma |4y"FT| é dada por:

WET =| EFT|=[Al+... +:

Logo,

J<2|y"FT|[|ABKy| +24" FT||1 + ABl(ale| +b) — 26 47 FT,

J<2| 4"FT] fI1ABKoy|+|1+4AB|(ale| +) — Bl).
J<2|/"FT| (1ABllKoy| +|1 + AB| (ale +06) — 61). (5.10)

Então, se:

95 [ABI + + AÊ (ale| +b) (5.11)

segue, de (5.5), (5.8) e (5.10), que V(r,a) < O, para x £ O e, portanto, (5.5)­(5.7) são
condições suficientes para a estabilidade assintótica global do sistema incerto (5.1) com a
lei de controle (5.3).

Para sistemas com o mesmo número de entradas e saídas, segundo o Teorema 22, a

condição necessária e suficiente para a factibilidade das condições (5.5)­(5.7) é a existência
de matrizes P(a) = P(a)”, Re F que satisfazem às seguintes condições:

P(a) A(a) + A(a)” P(a) — C(a)T(R+ RI)C(a)<O, (5.12)

B(a)T" P(a) = FC(a). (5.13)

P(a)>O, (5.14)

Da hipótese B2, então (5.13) e (5.14) são verificadas, para todo a, i = 1,...,r
admissível, se e somente se,

P=PI>0,i=Ll,...

A condição (5.12) é equivalente a:

| ol ... ol le | ol
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Portanto, uma condição suficiente para (5.12) é

Q<o. (5.18)

Se as LMIs (5.15), (5.16) e (5.18), com Q definido em (5.17) (que são equivalentes
a (5.12)­(5.14)) forem factíveis, então a matriz K, pode ser obtida pela expressão IK, =
(FI) IR,

Seguindo as idéias descritas em [72], a LMI (5.17) pode ser flexibilizada através do
Teorema 44, proposto em [12].

Teorema 44 Considere a matriz Q dada em (5.17). Então, o ponto de equilíbrio x = O
do sistema controlado (5.1) é globalmente assintoticamente estável se existirem matrizes
simétricas P; > 0 e P;; > O de modo que:

Do Po Pr
Po O

Pr Par o O

Prova À matriz Q dada em (5.17) pode ser decomposta em:

Qu Qua "CU Qrr

T T” CNA Qrr

Então, dada uma candidata a função de Lyapunov V(r(t)) = x”(t) P(a)x(t), de (5.1) e
(5.17), tem­se:

= ato” (OQux(t) + 23 o:fogT(8)QuTT(t),
1<)

sendo que:

SD aiase (1) Qua(t => > asa (DQGT(t)
i<) i=l j=i+1
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Dadas as matrizes P;; = PI > O, segue que:

Sa;ar(t)Pix(t)>O.
1<)

Então:

)< Date(DQiit(t) + 235 0:fea! (8) Q:jr( 1a,a;(t)Pia(t),
i<j 1<j

) < Tato(QuitN+23a,aj” (D(Q+ Pi)a(t),
1<j

Qu Qi +P2 +: Qiu+ Pr

|] QL + Pr Qz22 > Qu + Por
ar

. . .
.V(z() < (9) | ol cal

Portanto, se (5.19) for satisfeita, V(r(t)) <O e o sistema será globalmente assintoti­
camente estável. D

Observação 35 Para sistemas com números diferentes de entradas e saídas, as condições

estabelecidas nos Teoremas 22­24 são analisadas de maneira equivalente. Na maioria dos

casos, não ocorre o produto a;a;, o que torna a análise mais simples.

5.2 Estabilidade, Robustez e Taxa de Decaimento

A taxa de decaimento 4 é especificada pela equação

P(a) A(a) + A(a)” P(a) — C(a)”(R+ R)C(a) < —27 P(o), (5.20)

ou, de forma equivalente,

P(a)(A(a) + 471) + (A(a) + 71) P(a) — C(a)T(R+ R)C(a) <O. (5.21)

De modo similar à análise de (5.12), descrita nas equações (5.17)­(5.18), uma condição
suficiente para a equação (5.21) é

r
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As LMIs (5.15), (5.16) e (5.22), com Q definido em (5.17), especificam o projeto que
garante estabilidade, robustez e taxa de decaimento, para o sistema controlado.

Assim como a LMI (5.17), a LMI (5.22) pode ser flexibilizada através do Teorema 44,
substituindo­se Q por Qn, definido em (5.19).

Observação 36 Para sistemas com números diferentes de entradas e saídas, as condições
estabelecidas nos Teoremas 25­27 são analisadas de maneira equivalente. Na maioria dos

casos, não ocorre o produto a;a;, o que torna a análise mais simples.

5.3 Estabilidade, Robustez, Taxa de Decaimento e
Restrições na Entrada e na Saída

Considere o sinal:

s=Hr, (5.23)

sendo H é R*”, 1 <q < n uma matriz constante conhecida. Devido às limitações
impostas pelas aplicações práticas de sistemas de controle, muitas vezes devem ser con­
sideradas restrições no projeto, como as descritas abaixo:

max IIs(81] < £o, (5.24)

sendo £, uma constante conhecida, para uma dada condição inicial (O).

Em [42], foram apresentadas duas LMIs para a especificação destas restrições, para
um sinal de controle u = Gx. Analisando­se a dedução deste resultado, dada no Apêndice
D, observa­se que a lei de controle pode ser arbitrária, desde que exista uma função de
Lyapunov V(x) = x”P(a)x, com P(a) = P(a)T > O e V(x) <O, para x £ O.

As condições apresentadas por [42], que asseguram que a condição (5.24) é satisfeita
para s dado em (5.23), são dadas por:

P(o) H"
>O,

H Ee

1 x1(0)” P(a)
P(a)x(0) —P(oa)

>O

Conriderando à definição de Pi em (O.4), então (5.25) e (5.26) são, respectivamente
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equivalentes às seguintes LMIs:

Se for necessário especificar restrições em mais de um sinal, podemos adicionar LMIs,
como as descritas em (5.27) e (5.28), para cada sinal. As LMIs que especificam estas
restrições devem ser consideradas juntamente com as LMIs que garantem estabilidade,
robustez e taxa de decaimento.

Para o caso especial, no qual s = y, com y dada em (5.1) e considerando­se a condição
B5, a LMI (5.25) é equivalente a:

PCT
>O,

C, &l

1=1,...,7r

Considere, agora, o sinal de entrada:

u=—K,r,

com a restrição descrita abaixo:

max |u(t)|| < no, (5.30)

sendo 1, uma constante conhecida, para uma dada condição inicial x(0).

As condições apresentadas por [42], que asseguram que a condição (5.30) é satisfeita
para u dado em (5.29), são dadas por (5.26) e:

P(o) e | >O, (5.31)
K.C(a) unil

Considerando a definição de P(a) em (5.4), então (5.26) e (5.31) são, respectivamente,
equivalentes às LMIs (5.28) e:

PR CTKT
> O,

KC; nel
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1=1,...,7r.

Observação 37 Considere o sinal s(t)=[ s,(t) +­­ sÁ(1) |. A análise do Controle com
Estrutura Variável é baseada na norma ||s(t)||, = |(O[ +... +|s(1)). Entretanto, as
LMIs que garantem as restrições na entrada e na saída são baseadas na norma ||s(t)||a =
(Is1(2 +... + sQ(0/2)V?. Para contornar este problema, a solução é impor restrições
em cada elemento do sinal s(t):

|s:(8)[l2 < Eos, é =1,...,0.

Assim, a norma ||s(t)||, é dada por:

Ils(OIh = si (8)+... +[s2(0] = (s1(8)?)/P +... +(s4(80)9)/? =|)? +.. + 5202?
sh = Isa (la+... +Ils(Olla <Soa1 +... +Éog=6o,

sendo £o = Ea +... + og

5.4 Conclusões Parciais do Capítulo

Neste capítulo, foram descritas condições, em termos de LMIs, para o controle com

estrutura variável de sistemas com incertezas politópicas, com acesso somente às saídas

da planta. Além da estabilidade e da robustez, foram consideradas outras especificações,

como taxa de decaimento, restrições na entrada e nas saídas.

O método é aplicado tanto para sistemas com o mesmo número de entradas e saídas

como para sistemas com o número de saídas maior que o número de entradas.

Ara
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 unesp ”, 11 12 13 14 15 16



6 Exemplos de Aplicação

Neste capítulo, são apresentados os resultados das simulações de alguns sistemas,

abrangendo os casos discutidos nos capítulos anteriores, considerando o acesso somente
às saídas da planta.

6.1 Exemplo 1

Considere a planta apresentada em [73] e dada por:

IT=Ar+Bu,
y=Cro,

2 0 , B=|/1+05b/, C=

l+a 0

|
l+a ­—2 0

sendo que os parâmetros a e b pertencem aos seguintes intervalos:

—2<a<6, 1 <b<l.

Para a = —l1, a planta possui um zero de transmissão em sf = —2. Paraa é —l, a

planta não possui zeros de transmissão.

O objetivo deste exemplo foi obter matrizes K, e Fº de modo a tornar o sistema

(A — BK,C, B, FC) ERP.

Através de um programa implementado no Matlab, foram obtidas as regiões de factibi­

lidade de a e b para as LMIs apresentadas na Subseção 2.4.2. Os Teoremas 9, 10 e 12 não

foram utilizados, pois o sistema não atende às suas condições, isto é, 3” £ (CBYTC e
BÉ[0 01 j”. Para executar as LMESs, foi feita uma aproximação, dada no Lema 12.
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LMI, dada por P > 1 (ou Pv > ó1), para evitar que P tenha a mesma ordem de grandeza
de c, o que comprometeria a LME BTP = FC (ou BTPy = FNyC). As figuras seguintes
apresentam as regiões de factibilidade obtidas. Os pontos factíveis são representados por

um círculo (“0”) e os pontos em que o programa não encontrou solução são representados
npor um “x
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Figura 30: Região de factibilidade do item (i) do
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Figura 31: Região de factibilidade do item (ii) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 32: Região de factibilidade do (iii) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 33: Região de factibilidade do item (iv) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 34: Região de factibilidade do item (v) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 35: Região de factibilidade do item (vi) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 36: Região de factibilidade do item (vii) do Teorema 13 para o Exemplo 1.

Figura 37: Região de

3 4 5

factibilidade do item (viii) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 38: Região de factibilidade do item Teorema 13 para o Exemplo 1.

Figura 39: Região de factibilidade do item (x) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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Figura 40: Região de factibilidade do item (xi) do Teorema 13 para o Exemplo 1.
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À maior área factível foi obtida com o Algoritmo 1. Para o item (xi) do Teorema 13,
o programa apresentou uma área factível ligeiramente menor. Para os itens (ii), (iv) e
(vi) do Teorema 13, foi apresentada uma área factível menor, embora mais extensa que
a área factível apresentada para os itens (1), (ii) e (v) do Teorema 13. Para itens (vii),
(viii), (ix) e (x) do Teorema 13, não foram encontradas soluções.

As LMIs do item (xi) do Teorema 13 são factíveis para a < 3. De fato, os zeros de
transmissão do sistema (A, B, B”) São s.1 = a — 3 e 5.99 = —2. Então, de acordo com a
Observação 6, a região de factibilidade do item (xi) do Teorema 13 é dada por a < 3.

A fim de obter uma melhor resposta transitória, procurou­se obter a máxima taxa

de decaimento para as LMIs apresentadas na Subseção 2.5.2, através de um programa
implementado no LMISol, para a planta com a = b = 0. Os Teoremas 16, 17 e 19 não

foram utilizados, pois o sistema não atende às suas condições, isto é, B!” £ (CBYTC
eBX*[0 0 1]”. A Tabela 2 apresenta a máxima taxa de decaimento obtida pelos
teoremas para os quais o programa encontrou soluções factíveis. Para a apresentação dos

resultados, defina os zeros de transmissão do sistema (A, B, FC) dados por 0; +jw; eos
pólos do sisteima (A — BK,C, B, FC) dados por 0, + jwy.

Tabela 2: Taxas de decaimento obtidas para o Exemplo 1, com o Teorema 20.

Item Ymax Tz max Tp max
(1) [| 1.7928 | —2.5000 | —2.4731
(ii) | 1.8029 | —2.0000 | —2.0000
(v) [1.9999 |—2.0000 | —2.0000
(vi) | 1.9999 |—2.0000 | —2.0000
(xi) | 1.9999 [| —2.0000 | —2.2121

A máxima taxa de decaimento obtida, com o Teorema 20, foi ymax = 1.9999, através

dos itens (v), (vi) e (xi). Foram encontradas outras soluções para os itens (i) e (ii). Para
os outros itens, o programa não encontrou uma taxa de decaimento 7 > O.

Com o Algoritmo 2, a máxima taxa de decaimento obtida no primeiro passo foi Ymax =
2.4999, com F = [ 0.3047 0.3555 ]. Os zeros de transmissão de (A, B, FC), para o valor
obtido de Fº foram 27 = —2.5000 + j 0.5371 e 29 = —2.5000 — j 0.5371. Utilizando os

valores obtidos de 7 e F, a solução obtida foi K, = [ 2695.8376 3142.2078). Os pólos
do sistema de malha fechada foram p, = —2.5000 + j 0.5371, pz = —2.5000 — j0.5371 e
pz = —5.8360 x 108.
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6.2 Exemplo 2

Considere a planta apresentada no Exemplo 1, em (6.1), com a matriz de trans­
formação 7, dada no Lema 5:

Assim, a planta possui uma nova representação:

toq = ArTtT + Bru,
y = CrtT,

sendo:

—2 l+a

Ar =TAT*! = 0 1 1 , Br=TB=|1+05b|,

l+a 4­a —­2+a0a 1+ 0.56

Cr=CT = 01 id001

sendo que os parâmetros a e b pertencem aos seguintes intervalos:

—2<a<6, ­1<b<l.

Para a = —1, a planta possui um zero de transmissão em s, = —2. Para a é —l, a
planta não possui zeros de transmissão.

O objetivo deste exemplo foi obter matrizes K, e F de modo a tornar o sistema
(A — BK,C, B, FC) ERP.

Através de um programa implementado no Matlab, foram obtidas as regiões de factibi­
lidade de a e b para as LMIs apresentadas na Subseção 2.4.2. O Teorema 12 não foi
utilizado, pois o sistema não atende às suas condições, isto é, B £ [0 0 1]”. Para
executar as LMESs, foi feita a aproximação definida no Lema 12, com é = 10* e foi
incluída a LMI P > /, equivalente a X = P! <lea Pr >6[I. As figuras seguintes

apresentam essas regiões de factibilidade. Os pontos factíveis são representados por um
círculo (“0”) e os pontos em que o programa não encontrou solução são representados por
num x”.

Ara
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 unesp ”, 11 12 13 14 15 16



cm

0
0

0
0

O
0

O
0

0
o

0
o

O
o

0
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
o
0
0
o
0
o
o
o
o
o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
c
0

o
o

0
0

0
0

0
O

0
O

0
O

0
0

o
0
o

0
o
o

0
o

o
o

o
o

o
o
o

o
0

0
0

0
O

0
O

o
O

0
O

O
o

0
o

0
o

o
0

o
o

0
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

0
0
0
0
0
0
O

0
O

0
0
0
0
0
0
o
o
0
o
o
0
o
o
o
0
o
o
0
o
o
o

0
0
0
0
0
0
0
0
O

0
0
0
0
o
0
o
o
o
0
o
o
o
o
o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

O
0

O
0

O
0

o
0

o
o

o
o

o
o

o
o

o
0

0
0

0
0
0

0
0

0
0

0
0
E

o
0
o
o
0
o
o
0
o
o
0
o
o
0
o
o
o
o

0
0

0
O

0
0
0
O

0
O

O
0
0
O

0
O

0
0
o
0
o
o
0
o
o
0
o
o
0
o
o
o
o
o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
o

o
0

o
o

0
o

o
0

o
o

o
0

o
o

o
09

0
0
0
O

0
O

0
O

0
O

0
O

o
O

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

.

0
0

0
0

0
0

0
O

0
0

0
0

o
0

o
0

o
0

o
0

o
0

o
o

o
o

o
o

0
0

0
0

0
0

0
0
0

0
0

o
0

o
0

o
0

o
o

o
o

o
o

o
0

0
0
0
0
0
O

0
O

0
O

0
o
0
o
0
o
o
o
o
o
o
0
o
o
o
0
o
o
o

0
0
0
0
0
O

0
0
0
0
o
0
o
0
0
o
0
o
o
0
o
0
o
0
o
o
o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

O
0

0
0

o
0

o
0

o
o

o
o

o
o

o
o

0
0

0
0

0
0

0
O

0
O

0
O

0
o

0
o

0
o

o
o

o
o

o
o

o
o

0
O

0
0
0
0
O

0
O

0
O

O
0
O

0
0
o
0
o
o
o
o
o
o
o
o
o
c
o
o

0
O

0
O

O
0
O

0
O

0
O

O
0
O

O
o
O

O
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

0
0
0
0
0
0
O

0
O

0
O

0
o
0
o
o
0
o
0
o
o
o
o
0
o
o
0
o
o
o
o

Figura 42:

0
0

0
0

O
0

O
0

0
0

o
0

o
o

0
E

o
o

o
o

o
o

o
o

0
o

o
0

0
0

0
0
0

0
0

0
0

0
0
0

0
0
0

0
0

0
o

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

o
0

0
o

0
o

o
o

o
o

d
o

0
o

“O
O

O
O

O
O

O
O

O
0

O
O

0
0

0
0

0
0

0
0

O

o
d

O
O

0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
o
o
0
o
o

­
O

O
O

O
O

O
O

O
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0
O

0
O

0

P
t

O
0

0:
0

O
O

O
O

O
0

0
0

O
0

0
0

0
0

O
O

v
d

O
O

O
O

O
O

O
O

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0
0
O

0

*
O

O
O

O
O

O
O

O
0

O
O

0
0

0
0
0

0
0
0

0

Região de factibilidade do Teorema 9 para o Exemplo 2.

0
O

0
0

0
O

0
O

0
O

0
O

0
o

0
o

0
o

o
0

o
0

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

0
0

0
O

0
O

0
0

0
o

0
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

0
0
9
0
0
0
0
0
O

0
O

0
0
0
0
0
o
0
o
o
o
o
0
o
c
0
o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
o

0
o

o
o

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
o
o
0
0
o
0
o
o
0
o
o
0
o
o
o

0
0
O

0
0
O

0
O

O
o
O

O
o
O

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

0
0
0
0

0
0

0
O

0O
0o

0o
0o

oo
o

0
0

0
0

0
0

0
O

0
o

0
0

o
0

o
0

o
o

o
o

g
o

o
o

9
o

9
o

0
o

0
o

o
0

0
0

O
0

0
0

O
0

O
0

O
0

o
0

o
0

o
0

o
o

o
o

o
o

o
0

o
0

o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

o
0

o
o

o
o

o
0

o
o

o
0

o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

O
0

O
0

o
0

o
0

0
o

0
o

o
0

0
o

0
o

o
0

o
o

o
0

o
o

o
o

DD
O

O
O

O
O

O
o

O
o

O
o

o
o

o
o

o
o

o
0

o
9

o
0

o
o

0
o

0
o

o
0

o
o

o
D

O
O

O
O

O
O

O
O

O
0

0
0

0
0

0
0

O
O

O
O

0
0
0

0
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
o

0
o

o
o

o
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

o
0

o
o

o

9
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

o
0

o
o

o
o

0
0

0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
o
0

o
0
o

0
o
0
o

o
o

0
O

O
0
O

O
0
O

0
O

O
0
O

0
o
0
o
o
0
o
o
o
o
o
o
o
o
0
o
o
o
g
o
o

0
O

O
0

O
O

0
O

0
O

0
O

0
O

0
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o
o

o

0
0
0
0
0
0
0
0
O

0
0
0
o
0
o
0
o
o
0
o
0
o
0
o
o
o
o
o

0
0

O
0
0
O

0
0
0
0
0
O

0
O

o
0
o
0
o
o
o
o
o
o
o
0
o
o
o

O
O

O
O

O
x

D

Figura 43:

3 4

­
?

O
O

0
O

O
O

O
O

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0
0

0

o$
O

O
O

O
O

O
O

O
0

0
0

0
O

0
0

0­
0

O
0

O

q 4­$
O

O
O

0:
0

0
0

O
0

0
0

0
0
0
0
0
­
0
0
0
0

Qv
$P

0
0

0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
o
c
0
o

v$O
0

0
­
0

­0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0

2
$

0
:
0

0
0

0
0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

o

v
d

O0
O­0

0
0

0­
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

mm
0

0
0

0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0
0
0

0
0

0
o

Região de factibilidade do Teorema 10 para o Exemplo 2.

5 6

Ara
AVAVAY

unesp ”, 11 12 13 14 15 16



cm

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
o

o
0

o
o

0
o

o
0

o
0

o
o

0
o

o
0

o
o

o
o

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
O

0
0
0
0
0
0
0
o
0
o
o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
o

0
o

o
o

0
O

0
O

O
0
O

0
O

0
O

O
0
O

0
O

0
O

o
0
o
0
o
o
0
o
o
0
o
o
o
o
o
o
o
o
o

D
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
o
o
0
o
0
o
o
0
o
o
0
o
o
0
o
0
o
o
o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

o
0

o
c
o

0
o

o
o

o
$

O
O

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
c
0

o
o

o
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
o
o
0
o
o
o

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

00
00

oo
0o

0o
o0

oc
0o

oo
0

0
0
0

0
0

0
0

0
0

o0
oo

gE
o0

oo
0o

0o
oE

oo
oo

­O
O

O
O

O
O

O
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

o
O

0
O

0

É
O

O
O

O
0

O
0
0

0
0
0

0
0
0
0
0

0
0 O0O

oOo

Figura 44: Região de factibilidade do item (i) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 46: Região de factibilidade do item (iii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 47: Região de factibilidade do item (iv) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 48: Região de factibilidade do item (v) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 49: Região de factibilidade do item (vi) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 50: Região de factibilidade do item (vii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.

Figura 51: Região de

2 3 4 5

factibilidade do item (viii) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 52: Região de factibilidade do item Teorema 13 para

Figura 53: Região de factibilidade do item (x) do Teorema 13 para o Exemplo 2.
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Figura 54: Região
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Figura 55: Região de factibilidade do Algoritmo 1 para o Exemplo 2.
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Para o Teorema 10, o programa encontrou soluções para toda a área analisada. Para
o Teorema 9 e para o item (xi) do Teorema 13, o programa apresentou uma grande área
factível. Para os itens (ii), (iv) e (vi) do Teorema 13, foi apresentada uma área factível
menor, embora mais extensa que a área factível apresentada para os itens (iii) e (v) do
Teorema 13. Para o item (1) do Teorema 13, a área factível foi mais reduzida. Para
os itens (vii), (viii), (ix) e (x) do Teorema 13 e para o Algoritmo 1, não foi encontrada
nenhuma solução.

Observação 38 Com o uso da transformação T, todos os teoremas apresentaram uma

área de factibilidade maior ou igual à obtida sem a transformação, exceto o Algoritmo 1,
que apresentou uma grande área factível sem a transformação e não apresentou nenhuma
solução com a transformação.

As LMIs do Teorema 9 são factíveis para a < 5. De fato, os zeros de transmissão

do sistema (A, B, BT”) são as raízes de 28º + (—2a + 10)s + (a? — 6a + 13), que possuem
parte real negativa se e somente se a < 5. Então, de acordo com o Corolário 2, a região
de factibilidade do Teorema 13 é dada por a < 5.

As LMIs do item (xi) do Teorema 9 são factíveis para a < 5. De fato, os zeros de
transmissão do sistema (A, B, B”) possuem parte real negativa se e somente se a < 5.
Então, de acordo com a Observação 6, a região de factibilidade do item (xi) do Teorema
13 é dada pora < o.

As LMIs do Teorema 10 são factíveis para toda a região analisada. De fato, o sistema

(A, CT, OC) possui um único zero de transmissão em s = —2, para quaisquer valores de a
eb. Então, de acordo com o Corolário 3, as LMIs do Teorema 10 são factíveis para toda

a região analisada.

A fim de obter uma melhor resposta transitória, procurou­se obter a máxima taxa

de decaimento para as LMIs apresentadas na Subseção 2.5.2, através de um programa

implementado no LMISol, para a planta com a = b = 0. O Teorema 19 não foi utilizado,

pois o sistema não atende às suas condições, isto é, B” 2 (CBI 'CeBX*[0 01].
A Tabela 3 apresenta a máxima taxa de decaimento obtida pelos teoremas para os quais

o programa encontrou soluções factíveis. Os zeros de transmissão do sistema (A, B, FC)
são dados por 0, + jw, e os pólos do sistema (A— BK,C, B, FC) são dados por o, +jwyp.

A máxima taxa de decaimento obtida foi vn, = 2.4999, obtida através do Teorema.

16 e do item (xi) do Teorema 20. Foram encontradas outras soluções para o Teorema 16 e
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Tabela 3: Taxas de decaimento obtidas para o Exemplo 2.

Teorema (item) | Ymax Oz max Tp max
Teorema 16 2.4999 | —2.5000 | —2.5000
Teorema 17 1.9999 | —2.5000 | —2.5000

Teorema 20 (i) | 1.8750 |—2.5000 |—2.4588
Teorema 20 (ii) | 1.9999 | —2.5000 | —2.5000
Teorema 20 (xi) |2.4999 |—2.5000 | —2.5000

para os iteus (1) e (11) do Teorema 20. Para os outros teoremas, o programa não encontrou
uma taxa de decaimento 7 > O.

Com o Algoritmo 2, a máxima taxa de decaimento obtida foi Ymax = 2.4999, com

F=[0.7133 0.8322 ]. Os zeros de transmissão de (A, B, FC), para o valor obtido de F
foram 27 = —2.5000 + j0.5371 e 29 = —2.5000 — j0.5371. Utilizando os valores obtidos de

7 e F, a solução obtida foi K, = [2519.4965 2936.3882 |. Os pólos do sistema de malha
fechada foram p, = —2.5000 + j 0.5371, pa = —2.5000 — j 0.53871 e pz = —5.4539 x 10º.

6.3 Exemplo 3

Considere, agora, a planta Ga(s), dada por:

Galís) = C(sI — AY IB = Ní(s)D(s)!,

[5º +35? ­ 45­13], N(s) = SP+58­7o rasno(s)

Uma representação da planta em espaço de estados é dada por:

Tt = At + Bu,

y=Cr,

010
65A=|0 0 11, ão :

—7 51134 —3

O objetivo deste exemplo é à determinação de matrizes 1, e f pura que o sistema
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(A— BK,C, B, FC) torne­se ERP.

Além da estabilidade, procurou­se obter a máxima taxa de decaimento para as LMIs

apresentadas na Subseção 2.5.2, através de um programa implementado no LMISol. Os

Teoremas 16, 17 e 19 não foram utilizados, pois o sistema não atende às suas condições,
isto é, BT! £A(CBCeBX*­[0 0 1]. Nenhum dos teoremas utilizados apresentou
solução. O Algoritino 2 também não apresentou solução.

Por exemplo, o sistema (A, B, B”) possui dois zeros de transmissão em sa = Soo =
0. Então, de acordo com a Observação 6, as LMIs do item (xi) do Teorema 13 não
possuem solução. Entretanto, existem matrizes F' e K, que tornam ERP o sistema (A —
BKJC, B, FC), como mostra o método discutido no Capítulo 3.

Considere a matriz de transformação T, dada por:

0 10
BR]T= =| ­6591

—7 81

Assim, a planta possui uma nova representação:

&r7 = AqxT + Bru,

y = CrtqT,

—5 7 —6 o)

Ar =TAT4 =| —112 27 —25 |, Br=TB=|11,
—13 27 —25 1

Cr=CT'= 2.
0 01

Além da estabilidade, procurou­se obter a máxima taxa de decaimento para as LMIs
apresentadas na Subseção 2.5.2, através de um programa implementado no LMISol. O

Teorema 19 não foi utilizado, pois o sistema não atende às suas condições, isto é, BT” É
[o 0 1]7”. Nenhum dos teoremas utilizados apresentou solução. O Algoritmo 2 também
não apresentou solução.

Por exemplo, o sistema (A, B, B”) possui dois zeros de transmissão em sy = —6.0707
e Soo = 1.0707. Então, de acordo com a Observação 6, as LMIs do item (xi) do Teorema
13 não possuem solução. Entretanto, existem matrizes F e K, que tornam ERP o sistema

(A — BIC, B, FC), como mostra o método discutido no Capítulo 3.
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As raízes de n,(s) são —6 e 1, e as raízes de na(s) são —6.1401 e 1.1401. Portanto,
como n1(s) e na(s) não são de fase mínima, e é necessário encontrar uma matriz F =

RA hBl=h(1 /f,), sendo fi =/2/h, tal que o sistema FGa(s) seja de fase mínima.
Os zeros do sistema FG,.(s) são as raízes do polinômio:

r(s, fi) =(s" +58 6) +/2(s +58 7)=(f+1)s +H(5fi+5)s+(—7fi—6).

De acordo com o método discutido no Capitulo 3, baseado no Critério de Estabilidade

de Routh, o sistema FG.(s) é de fase mínima se e somente se:

—1< f,<—0.85714.

Escolhendo­se f, = —0.9e€ fy= 1, tem­se F =[ 1 —0.9 Je FN(s) = 0.15º+0.55+0.3.
Os zeros do sistema são: 27 = —4.3028 e 29 = —0.6972. Logo, o sistema FG,(s) é de fase
mínima.

Vamos umpor, agora, uma taxa de decaimento 7 = 2. Como foi discutido na Subseção
3.6.1, a faixa de valores de f, tal que todos os zeros de F'N(s) possuem parte real menor
que —7 pode ser determinada através da substituição de s por (8 — 2) na expressão de
r(s, fe):

d((8—2),fi)= (fe +1)(8—2)º+(Sf+5)(8­2)+(—7fi­6),

d((8— 2),fa)= (fe +1)8º + (fi +1)8+ (13/1112).

Assim, de acordo com o método discutido no Capítulo 3, os zeros do sistema FGa(s)
possuem parte real menor que —y = —2 se e somente se:

—l1 < ff; < —0.92308.

Escolhendo­se f;, = —0.95 e /1 = 1, a matriz F é dada por:

F=[1 ­0.95]

e FN(s) = 0.055?º + 0.258 + 0.65. Os zeros do sistema FG,.(s) são: 27 = —2.5 + j 2.5981
e z9 = ­—2.5­— j 2.598].

Como foi discutido na Seção 3.5, dada a matriz F acima, que posiciona os zeros de

transinissão de FCGau(s) à esquerda da reta vertical o < —7, a matriz K, que garante a
taxa de decaimento especificada e que torna o sistema 14 — BIC, B, FC) ERP é obtida
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através das LMIs dadas no Teorema 21.

Além da taxa de decaimento 7 = 2, pretende­se obter a matriz K, que garanta, para

a lei de controle u = — ly, a mínima amplitude dos sinais de entrada e saída da planta,
em módulo:

Hly(O1) < £o, ul] < po:

Essas restrições são garantidas através das LMIs (D.16), (D.19) e (D.26).

Assim, definindo­se novas variáveis £,.2 = £? e nu5.2 = 1º e utilizando­se o LMISoL, foi
determinado o mínimo valor de (£,2 + toa) que atende às LMIs dadas no Teorema 21 e às
LMIs (D.16), (D.19) e (D.26). Para o estado inicial (0) =[ 0 0 1]”,asolução obtida
foi:

Co min = 16.1766, Homin = 51.5023,

13.7004 4.1519 0.6500

P=| 41519 1.6975 0.2500 |, f&é= | 202.8287 —191.6099 ] '
0.6500 0.2500 0.0500

Os autovalores de (A— BK,C) obtidos foram os seguintes: p, = —2.0226 + j 2.6170,
pa = —2.0226 — j 2.66170 e pz = —10.1736. Portanto, o sistema de malha fechada é ERP

e possui uma taxa de decaimento menor que 7 = 2.

As Figs. 56 e 57 apresentam a evolução da saída da planta e da lei de controle

u = ­—K.y, respectivamente, em um período de 0 a 3 segundos. Os sinais convergiram

para o estado de equilíbrio em menos de 2 segundos, atendendo, portanto, à especificação
da taxa de decaimento. Estes sinais atenderam, também, às restrições especificadas.
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Figura 56: Evolução das variáveis de saída da planta, y1(t) e y2(t), do Exemplo 3.

"

tls)

Figura 57: Lei de controle do Exemplo 3.
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6.4 Exemplo 4

Considere a planta apresentada em [15], cuja função de transferência G.(s) é dada
por:

Gau(s) = C(sI — A)B = N(s)D(s)", (6.6)

D(s) = [(s + 1)(s +2)(s+3)] = [5 +68? +11s+6], (6.7)

N(s) = [26 | ­ | R —4s8+3 (6.8)
na(s) sº ­6s+8

O primeiro objetivo deste exemplo é a determinação de uma matriz F' de modo que

FGa(s) torne­se um sistema de fase mínima.

As raízes de n1(s) são 1 e 3, e as raízes de n2(s) são 2e 4. Portanto, como n1(s) e no(s)
não são de fase mínima, é necessário encontrar uma matriz F=[ f Rl=fRA[1 fi),
sendo fi = fa/fi, tal que o sistema FG,1(s) seja de fase mínima. Os zeros do sistema
FGoa(s) são as raízes do polinômio:

r(s,fe)= (sº — 48 +3) + fi(sº — 68 +8) = (fi +1)sº +(—6f1 —4)s +(8f1+3).

De acordo com o método discutido na Seção 3.4, baseado no Critério de Estabilidade

de Routh, observa­se que não existe uma matriz F= f[1 f,)talqueosistema FG,u(s)
seja de fase mínima. Logo, não existem matrizes K, e F que tornem o sistema da Fig. 3
ERP.

Para tornar o sistema ERP, é necessário utilizar um compensador dinâmico de ordem

m = 1. Inicialmente, a planta Go.(s) é representada, em espaço de estados, da seguinte
forma:

&£p = Apt, + Bpu,
(6.9)

y = CyXyp,

0 1 0 0
3 4A=| o o 1 1|/,B =| ol,C = " |

6.10p " ea (6.10)
—6 —11 ­6 1

O passo seguinte é determinar uma matriz F de maneira que o sistema realimentado
(A— BFC, B,C) seja estável. A Tabela 4 apresenta as matrizes F obtidas através dos
Lemas 6­9, utilizando o Matlab, e os autovalores de (A— BFC) para cada matriz F obtida.
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Para executar as LMEs, foi feita a aproximação definida no Lema 12, com e = 10*.

Tabela 4: Matrizes F obtidas para o Exemplo 4.

Lema F Autovalores de (A— BFC)
Lema 6 | [8.3163 —3.8418 || p,=­0.0368+5j0.1387 =p3; pa = —10.4009.
Lema 7 | [ 0.5454 —0.2662 |] p1 = —1.1209 + j 0.3280 = p3; p; = —4.0375.
Lema 8 | [ 4.46068 —2.4251 || p,=3.4562x10*; pa = —1.1082; p3z = —6.9336.
Lema 9 | [6.6343 —3.0845 || py=­0.1535+j0.3305=p5; p3z = —9.2429.

Na Tabela 4, verifica­se que o melhor resultado foi obtido com o Lema 7. Assim, será
utilizada a matriz F' obtida neste lema:

F=[0.5454 —0.2662 |]. (6.11)

A fim de garantir um erro de regime nulo para entrada degrau, será escolhido um

compensador G,(s) com um pólo em s = 0, isto é, um integrador, dado por G.(s) = 1/s.
Assim, a representação do compensador em espaço de estados é dada por:

tre = Acre + Bow,
6.12

u= CeXe,
| )

A, = [0], B, = [1], CC: = [1). (6.13)

Assim, o sistema da Fig. 5, com a planta G,(s) dada em (6.9), a matriz F dada em
(6.11) e o compensador G.(s) dado em (6.12) é dado por:

x = Art+ Bu,

v1=C.
(6.14)

C = | —0.4934 —0.5844 0.2792 1.0000 |­
Utilizando o Matlab, através do Teorema 29, a matriz é, obtida, que torna o sistema
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da Fig. 7 ERP, foi:

K, = [2.8044].

De fato, os autovalores de (A — BKQC), com a matriz MK, acima são: py = —3.4149 +

j 1.5364 = p3 e pa = —0.9873 + ] 0.3558 = pz.

Utilizando o Matlab, através do Teorema 30, as matrizes K, e EF, obtidas, que tornam
o sistema da Fig. 8 ERP, foram:

K.=[31777], F,=[0.1240].

De fato, os autovalores de (A— BK,C), com a matriz K, acima são: py, = —3.5852 +
j 1.6039 = p3 e pz = —1.0036 + j 0.3565 = p!.

6.5 Exemplo 5

Considere um avião de alto desempenho com piloto automático, apresentado em [46]
e descrito na Fig. 12. A função de transferência da planta é dada por Ga(s) = n(s)/d(s),
sendo:

n(s)=1+s, d(s) =s(s­1)(sº +108s+41) =­—41s+31sº +98? + st.

Descja­se, inicialmente, determinar a faixa de valores de Ip, se possível, de modo a

tornar o sistema da Fig. 12, com um controlador P dado por G.(s) = Ip, seja globalmente
assintoticamente estável.

O sistema da Fig. 12, com G.(s) = Ip, possui a seguinte equação característica:

d(s, Kp) = d(s) + Kpn(s) = (IKp) + (Kp — 41)s + (31)sº + (9)sº + (1)sº.

A faixa de estabilidade do polinômio acima foi obtida através do método apresentado
no Capítulo 3 e é dada por:

59.502 < Kp < 220.5.

Portanto, se 59.502 < fKp < 220.5, o sistema de malha fechada da Fig. 12, com
G.e(s) = Ip é estável e o erro em regime estacionário para uma entrada r(t) = At, t > O,
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é igual a e(0o) = A/K,, sendo:

Es x
(s) Kp

K, = lim sG.(s)Gau(s) = lim SK Pis) ==.
Então, Je(0o)| = 414/Kp > 414/220.5 = 0.1859A.

Para o mesmo exemplo, é possível obter a região de estabilidade para controladores

PD, PI e PID. Para um controlador PD, considere que o valor inicial de Ip é —15, o valor
final é 70 e o valor de incremento é 0.05. A região de estabilidade para este controlador

é mostrada na Fig. 58.

70

60

so

1 n N

300 j 5090

P

Figura 58: Região de estabilidade para o Exemplo 5 com um controlador PD.

Considere este controlador e qualquer par (lp, Kp) na região de estabilidade da Fig.
58. Então, para uma entrada r(t) = At, t > O, segue que e(0o) = A/K,, sendo:

KK, = lim sG.(s)Gau(s) = lim s(Kp + Kos)%É = ——
Portanto, |e(oo)| = 414/Kp. Na Fig. 58, note que, por exemplo, pode­se escolher

(Kp, IKp) = (600,60), tal que Je(0o)| = 414/600 = 0.0683A4. Como descrito acima, este
valor é menor que 0.1859A, o limite mínimo para Je(o0o)| somente com o controlador P.
Note que, com o controlador PD, é possível reduzir o erro em regime estacionário Je(oo)|
obtido com o controlador P.

Para um controlador PI, considere que o valor inicial de K, é —5, o valor final é 80 e
o valor de incremento é 0.05. À região de estabilidade para este controlador é mostrada
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na Fig. 59. Neste caso, para qualquer par (Ip, I7) com K7 £ O na região de estabilidade
da Fig. 59, para uma entrada r(1) = Al, t > O, então e(0o) = O, pois a função de
transferência de malha fechada na Fig. 12 possui dois pólos em s = O.

80

Figura 59: Região de estabilidade para o Exemplo 5 com um controlador PI.

Para um controlador PID, considere que o valor inicial de Kp é —4, o valor final é 8

e o valor de incremento é 0.25. Considere também que o valor inicial de K,7 é —1, o valor

final é 11 c o valor de incremento é 0.25. À região de estabilidade para este controlador
é mostrado na Fig. 60.

Figura 60: Região de estabilidade para o Exemplo 5 com um controlador PID.

Este exemplo foi apresentado no artigo [02], subuetido ào periódico IEEE Transuc­
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tions on Education.

6.6 Exemplo 6

Considere uma planta G,.(s), dada por:

Gau(s) = N(s)D(s)",

D(s) = d(s) = do + dis + dasº + das”,

No + mis + n12sº?
nNnoo + No1S + no2s? !

cujos coeficientes n;,, 1 = 1,2, j = 0,1,2, e di, | = 0,1,2,3, pertencem a intervalos, dados
por:

—0.5 <df <0.5, 1.5 <d, <2.5, —3.5 < d?7 < —2.5, 0.5 <dg < 1.5.

O primeiro objetivo deste exemplo é obter uma matriz F' de modo a tornar o sistema
FGua de fase mínima.

Seja F=[R fBl=Ahl1 ff), sendo fir=/2/f. Os zeros do sistema FGa(s) são
as raízes do polinômio:

r(s, fe) = m(s) + fina(s) = (no + feno) + (ma + fena1i)S + (nao + fenaa)s?,

r(s, fe) = So(fe) + A (fe)s + Go(fe)S”,

cujos coeficientes ó;(f.), à = O, 1,2, pertencem a intervalos, dados por:

Ô; min(fe) < :( fe) < Ôi max(ft),

cujos limites são definidos em (3.28) e (3.29).

Tanto n1(s) como na(s) possuem coeficientes positivos e negativos e, portanto, não
são Hurwitz. Logo, f, =0 e f, = oo não resolvem o problema.

Para determinar a faixa de valores de f, tal que o sistema FG,u(s) é de fase mínima
em todo o politopo. são analisados dois casos: f, > 0 e fik <O.
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Para ff, > O, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a análise efetuada na Subseção
3.8.3, o sistema FG,a(s) é de fase mínima em todo o politopo se e somente se os seguintes

polinômios forem Hurwitz:

Ki(s, fi) = (24.5 = 5.5f,) + (10.5 +3.5/1,)s + (1.5+1.5Kk)s?,

Fals, fa) = (24.5 —5.5f1) + (—9.5 + 4.5/1,)s + (1.5 + 1.5Kk)s?,

Kas, fa) = (25.5 = 4.5f4) + (—10.54+ 3.5f1)s + (0.5 +0.5k)s?,

Ka(s, fi) = (25.5 = 4.5f1,) + (—9.5 + 4.5f1)s + (0.5 + 0.5Kk)s?.

As faixas de estabilidade dos polinômios acima foram obtidas através do método a­

presentado no Capítulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e são apresentados
na Tabela 5.

Tabela 5: Faixas de estabilidade para os polinômios Ki(s, f.), t=1,2,3,4.

Polinômio | Faixa de estabilidade

o(s, fi) |21111 < fi < 4.4545
Ka(s, fe) 3 < fx <5.6007
Ka(s,fi) |21111 < fi <5.6667

AÀ solução do problema para ff, > O corresponde à intersecção das regiões de estabili­

dade dos polinômios Ki(s, fx), i = 1,2,3,4

3< fi <44545.

Para f, < O, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a análise efetuada na Subseção

3.8.3, o sistema FG,(s) é de fase mínima em todo o politopo se e somente se os seguintes
polinômios forem Hurwitz:

Ki(s, fe) = (24.5 —­4.5f1) + (10.5 + 4.5f,)s + (1.5+0.5Kk)S?,

Ko(s, fe) = (24.5 —4.5f1) + (—9.5 + 3.5f,)s + (1.5+0.5Kk)s?,

Ka(s, fi) = (25.5 5.5f1) + (10.5 + 4.5f.)s + (0.5+1.5Kk)S?,

Ka(s, fe) = (25.5 5.5f1) + (—9.5 +3.5f.)s + (0.5+ 1.5k)s?.

As faixas de estabilidade dos polizômios sima foram obtidas através do método n­
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presentado no Capítulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e são apresentados
na Tabcla 6.

Tabela 6: Faixas de estabilidade para os polinômios IKi(s, fr), i =1,2,3,4.

Polinômio | Faixa de estabilidade
2.3333 < f, < 54444
2.7143 < fi < 5.4444
2.3333 < fi < 4.0364
2.7143 < fi, < 4.6364

As regiões de estabilidade dos polinômios Ki(s, f.), 1 = 1,2,3,4, não atendem à
hipótese /, < O. Logo, para qualquer f; < O, todos os polinômios K;i(s, fx), à = 1,2,3,4,
possuem pelo menos uma raiz com parte real nao­negativa para qualquer f, < O. Portanto,

o problema não possui solução para ff; < O.

Considerando os dois casos, a solução geral do problema é dada por:

3 < fi<44545.

Escolhem­se f, = 4 e fy = 1. Então, têm­se F = [1 4] e nf5(s) = FN(s) =
n1(s) + 4na(s) = ns + nf158 + nç2sº, sendo que os coeficientes ns, 1 = O, 1,2 pertencem
aos seguintes intervalos:

2.5 <ns <7.5, 35 <nn <8.5, 25<np <T75,

Dada a matriz F escolhida acima, o segundo objetivo deste exemplo é determinar k,

de modo a tornar o sistema incerto da Fig. 10 globalmente assintoticamente estável e,

portanto, ERP. O Teorema 4 garante a existência de solução para este problema.

O sistema da Fig. 10 possui a seguinte equação característica:

dís, k) = d(s) + kns(s) = (do + knrso) + (da + knys1i)s + (da + knç2a)s*? + (da)sô,

d(s, k) = óo(k) + 4 (k)s + Sa(k)sº + ó63(k)sº,

cujos coeficientes ó;(k), à = 0,1,2,3, pertencem a intervalos, dados por:

enjos limites são definidos em (3.28) e (3.29).
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Para determinar a faixa de estabilidade do sistema, são analisados dois casos: k > O

ck<O.

Para k > O, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a análise desenvolvida na

Subseção 3.8.2, o sistema da Fig. 10 é estável em todo o politopo se e somente se os
seguintes polinômios forem Hurwitz:

Ki(s,k) = (—0.5 + 2.5k) + (1.5+3.5k)s + (—2.5 + 7.5k)s? + (1.5)sº,

Ka(s,k) = (0.5 + 2.5k) + (2.5 + 8.5k)s + (—2.5 + 7.5k)sº + (0.5)sSº,
Ka(s, k) = (0.5+7.5k) + (1.5+3.5k)s + (—3.5 + 2.5k)sº + (1.5)sº,

Ka(s,k) = (0.5 +7.5k) + (2.54 8.5k)s + (—3.5 + 2.5k)sº + (0.5)sº.

As faixas de estabilidade dos polinômios acima foram obtidas através do método a­
presentado no Capítulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e são apresentados
na Tabela 7.

Tabela 7: Faixas de estabilidade para os polinômios K;(s,k), i = 1,2,3,4.

Polinômio | Faixa de estabilidade
k > 0.36271
k > 0.3376

k > 2.5284
k > 1.5548

A solução do problema para k > O corresponde à intersecção das regiões de estabili­
dade dos polinômios Ki(s,k), 1 =1,2,3,4:

k > 2.5284.

Para k < O, de acordo com o Teorema de Kharitonov e a análise desenvolvida na

Subseção 3.8.2, o sistema da Fig. 10 é estável em todo o politopo se e somente se os
seguintes polinômios forem Hurwitz:

Ki(s,k) = (—0.5 + 7.5k) + (1.5 + 8.5k)s + (—2.5 + 2.5k)s? + (1.5)S?,

Ka(s,k) = (—0.5+7.5k) + (2.5 + 3.5k)s + (—2.5 + 2.5k)sº + (0.5)s?,
Ka(s,k) = (0.54 25h) 14 (1.54 R5h)s + (—3.54+7.5h)s? + (1.5)s),
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Ka(s,k) = (0.5 +2.5k) + (2.5+3.5k)s + (—3.5 + 7.5k)sº + (0.5)sº?.

As faixas de estabilidade dos polinômios acima foram obtidas através do método a­

presentado no Capítulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh e são apresentados
na Tabela 8.

Tabela 8: Faixas de estabilidade para os polinômios Ki(s,k), it=1,2,3,4.

Polinômio | Faixa de estabilidade
k > 1.4503
k > 1.2590
k > 0.52746

k > 0.49402

As regiões de estabildade dos polinômios Ki(s, k), 1 = 1,2,3,4, não atendem à hipótese
k < O. Logo, todos os polinômios Ki(s, k), i = 1,2.3,4, possuem pelo menos uma raiz com
parte real não­negativa para qualquer k < O. Portanto, o problema não possui solução

para k < O.

Considerando os dois casos, a solução geral do problema é dada por:

k > 2.5284.

6.7 Exemplo 7

Considere o sistema mostrado na Fig. 10, com G(s) = n(s)/d(s), sendo:

n(s) =1, d(s) =sº+5s.

A função de transferência de malha fechada Gu(s) é dada por:

k

Gal) arSsIE

Deseja­se determinar a faixa de valores de k E R tal que os pólos do sistema de malha

fechada estejam dentro da região especificada na Fig. 21, como, =­2,a=3eb=A4,

À região desejada corresponde à intersecção das regiões especificadas nas Figs. 13, 15

e 16. Assim, para a solução do problema, é necessário aplicar as transformações (3.37),
(3.39) e (3.40) ao polinômio característico d(s, kh) = sº 4 Ds 4
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Aplicando­se a transformação (3.37) em d(s, k), obtém­se:

di(s,k) =3"+3+(k—6).

Aplicando­se a transformação (3.39) em d(s, k), obtém­se:

da(s, k) = (0.0112 + j0.0384)sº + (0.8 +j0.6)s +.

Aplicando­se a transformação (3.40) em d(s, k), obtém­se:

da(8, k) = (0.0112 — j0.0384)5º + (0.8 — jO0.6)8 + k.

Assim, de acordo com a Seção 3.9.1, os pólos do sistema de malha fechada encontram­

se na região especificada se e somente se todas as raízes dos polinômios d1(5,k) e d(5,k),
sendo:

d(s, k) = da(s, k)da(s, k) = (0.0016)5s* + (0.0640)s* + (0.0224k+1)5º + (1.6k)5 + (Kk?)

possuírem parte real negativa. De acordo com o método apresentado na Seção 3.2, baseado
no Critério de Estabilidade de Routh, o polinômio d,(5, k) é Hurwitz se e somente se:

k>6

e o polinômio d(s, k) é Hurwitz se e somente se:

O < k <17.3611.

Portanto, a faixa de valores de k E R que soluciona o problema é dada por:

6 < k <17.3611.

6.8 Exemplo 8

Considere um sistema discreto com um controlador P, cuja função de transferência

G(z) é dada por (3.47)­(3.49), sendo da(z) = dav(2) + kKnao(2) = 2º + 2º +1.5kz + (—k —
0.5) [43]. Para determinar a faixa de valores de k E R tal que todas as raízes de d(z)
permanecem dentro da circunferência unitária |z| = 1 no plano 2, inicialmente deve­se
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aplicar a transformação (3.50). Então, de (3.50)­(3.52), segue que:

qg(v) = (2.5k+0.5)uº+(—4.5k+0.5)uº+ (1.5k+5.5)u + (0.5k+1.5) = d(v) +kn(ou),

sendo:

n(v) = 2.50? — 4.50º + 1.50 + 0.5, d(v) = 0.50? + 0.50º + 5.50 + 1.5.

Este problema é equivalente a encontrar a faixa de estabilidade do sistema na Fig.
10, cuja função de transferência é dada por Gau(s) = n(s)/d(s).

Assim, a solução do problema é dada por:

—0.2 < k < 0.070027.

6.9 Exemplo 9

Considere a planta dada em [73], com incertezas, dada por:

à = A(a)r + B(a)(u+E(t,x)),
y = C(o)rx,

1 + ro(t)
0 , B(a)

E(t,) = (1+ 0.5rs(t)) (rs) [1 1 0] (9 +rs(O),
sendo os parâmetros incertos r;(t), à = 1,...,6, desconhecidos, mas com amplitude limi­
tada:

|r;()| <1.

O objetivo deste exemplo é determinar os parâmetros K, e (À, de modo que a lei de
controle u = —K,y — Osign(Fy) torne o sistema incerto acima globalmente assintotica­
mente estável.

Note que as matrizes A(a) e C(o) podem ser descritas na forma apresentada na.
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Hipótese B2, no Capítulo 5:
8

i=l

8

sendo:
8

a; E (0,1), i=1,...,8e > a;=,
i=1

e as matrizes A; e C; dadas por:

010

De acordo com a hipótese B5, a norma do distúrbio E(t,x) é dada por:

(rs)[1 1 o]z(O+rs(0)] Iraco[1 1 0](0+re(9)1é6(t,2)| =
(1+05rs())

"

[1 + 0.5rs()]

sendo:

lra(9)[1 1 0 z(O +reO| <Irsol [1 1 o] fe + Irs(O] < 2189 +1,
|1 + 0.5rs(t)| > 1— 0.5/rs(8)| > 0.5.

Portanto,
o
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sendo a =4 eb=2.

A matriz B(a) pode ser descrita na forma apresentada na hipótese B4, no Capítulo

Bí(a)= B+ AB,

o

B=|/1| cAB=|05rs(t) | = BAB,
0 0

com AB = [ABu] = [0.57s(t)]. Então, 1+ ABy = 1+06rs(t) > 05 > =le
ILI+ABJ<15.

Através de um programa implementado no LMISol, foram solucionadas as LMIs a­

presentadas na Subseção 2.6.2, utilizando as idéias discutidas no Capítulo 5. O programa
apresentou soluções somente para os itens (1), (11), (v) e (xi) do Teorema 23, com o item
(xi) flexibilizado através do Tcorema 44. A Tabela 9 apresenta estas soluções.

Tabela 9: Soluções obtidas para o Exemplo 9.

Teorema (item) K,
Teorema 23 (i) [ 3.6897 1.0000
Teorema 23 (ii) 4,8411 1.0000

Teorema 23 (v) 5.6671 1.0000

Teorema 23 (xi) (flexibilizado) 1.5126 1.1027

A fim de obter uma melhor resposta transitória, procurou­se obter a máxima taxa
de decaimento para as LMIs apresentadas na Subseção 2.6.2, através de um programa
implementado no LMISol. O programa apresentou soluções somente para os itens (1), (ii),
(v) ce (xi) do Teorema 26, com o item (xi) flexibilizado através do Teorema 44. A Tabela
10 apresenta estas soluções.

Tabela 10: Taxas de decaimento obtidas para o Exemplo 9.

Teorema (item) Vmax Tmax

Teorema 26 (i) 0.9999 | —2.0000
Teorema 26 (ii) 0.9991 | —2.0000
Teorema 26 (v) 0.7820 | —2.0000

Teorema 26 (xi) (flexibilizado) | 1.9999 | —2.0000
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A máxima taxa de decaimento obtida foi ymax = 1.9999, obtida através do item (xi)
do Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44. Foram encontradas outras soluções

para os itens (i), (1) e (v) do Teorema 26. Para os outros teoremas, o programa não
encontrou soluções factíveis.

Dadas as condições do sistema, para o projeto do CEV com a lei de controle (5.3), foi
especificada uma taxa de decaimento 4 = 1 e restrições na entrada us(1) = —=Kyy(l) e na
saída s(t) = x(t):

lu(t)| < no, Is(0)| = |e(0)| < &o.
Nos itens (v) e (xi) do Teorema 26, nos quais as restrições na entrada uf(t) = — Koy(t)

não podem ser expressas diretamente em termos de LMlIs, foi especificada uma restrição
apenas na saída 1/(t):

PIO ESTA

De acordo com a Observação 37, as restrições nos vetores de saída foram especificadas

para cada elemento desses vetores:

As restrições nos vetores acima são dadas através das LMIs (5.27), (5.28) e (5.32),
aplicadas a estes vetores.

Através de um programa implementado no LMISol, procurou­se obter a mínima am­

plitude dos vetores de entrada e saída, para as LMIs apresentadas na Subseção 2.6.2, com
as seguintes condições iniciais:

T(0) =[ x1(0) x2(0) x3(0) M=[1 0 1].

Para y = 1, somente o item (xi) do Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44,
apresentou solução. Esta solução é dada por:

1 ()) < ma = 8.1478 x 107º, [42(1)] < u,2 = 1.2613,

l11(t)| < Eo1 = 12587, |xa(t)| < Eog =8.1478 x 1072, |ra(t)| < E&w3 = 1.0753,

F= [ 151.7421 O |, K,= | 3.0629 1.0206 |.
Ássim,

ly(t)]| < Uy = Uh + Uu2 = 1.3428, I(t)] < £o = £o1 + Soa + Eog = 2.41959,
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u(t)] < no = |Kol uy = 5.4834.

Então, de acordo com (5.11), com [| = 0.495, o valor de À em (5.3) deve ser tal que:

[1 > 40.8779.

Escolhendo­se 9 = 41 ce assumindo que r;(t) = sint, à = 1,...,6, foi feita uma

simulação do sistema incerto com a lei de controle (5.3), através do Matlab. O problema
da lei de controle é que a função sinal é descontínua, o que torna a simulação muito lenta

e requer muita memória do computador. Para resolver este problema, a função sinal foi

substituída pela equação:
a

laj+e'
sendo «e uma constante real positiva, cujo valor é, geralmente, pequeno. Esta aproximação

sign(a) &

torna à uuplementação do sistema mais adequada. Neste exemplo, foi utilizado e = 107?.

A Fig. 61 apresenta a evolução dos estados em um período de O a 4 segundos e a Fig.
62 apresenta o sinal de controle utilizado. Todos os estados convergiram para o estado

de equilíbrio em menos de 4 segundos, atendendo, portanto, à especificação da taxa de
decaimento.

els]

Figura 61: Evolução das variáveis de estado da planta do Exemplo 9.
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efs)

Figura 62: Sinal de controle do Exemplo 9.

6.10 Conclusões Parciais do Capítulo

Neste capítulo, as contribuições apresentadas nesta tese foram aplicadas em alguns
exemplos.

Nos Exermplos 1 e 2, que dependem de dois parâmetros, foram determinados os valores

destes parâmetros para os quais os teoremas propostos no Capítulo 2, para tornar plantas

ERP, apresentam solução, utilizando o Matlab. Para executar as LMEs, foi feita uma

aproximação.

No Exemplo 1, a região de factibilidade mais extensa foi obtida através do Algoritmo
1. O item (xi) do Teorema 13 apresentou uma área de factibilidade um pouco menor. Esta
região de factibilidade está coerente com os zeros de transmissão do sistema (A, B, B”).
Os itens (i)­(vi) do Teorema 13 apresentaram soluções para uma área razoável da região
pesquisada. Os itens (vil)­(x) do Teorema 13 não apresentaram solução.

No Exemplo 2, o Teorema 10 apresentou soluções em toda a área analisada, o que

está coerente com o zero de transmissão do sistema (A, C”,C), que se encontra em
So = —2, independentemente dos valores dos parâmetros. O Teorema 9 e o item (xi)
do Teorema 13 apresentaram uma grande área de factibilidade, que está coerente com os

zeros de transmissão do sistema (A, B, BT). Os itens (i)­(vi) do Teorema 13 apresentaram
soluções para una Área razoável da região pesquisada. Os itens (vii)­(X) do Teorema 13
e o Algoritmo 1 não apresentaram solução.
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Para os dois exemplos, procurou­se obter, utilizando o LMISol, a máxima taxa de

decaimento possível. Para o Exemplo 1, a máxima taxa de decaimento foi obtidas através

do Algoritmo 2. Outras soluções foram encontradas através dos itens (i), (1i), (v), (vi)
e (xi) do Teorema 20. Os outros itens não apresentaram uma solução factível. Para o
Exemplo 2, a máxima taxa de decaimento foi obtidas através do Teorema 16, do item (xi)
do Teorema 20 e do Algoritmo 2. Outras soluções foram encontradas através do Teorema

17 e dos itens (i) e (1) do Teorema 20. Os outros itens do Teorema 20 não apresentaram
uma solução factível.

Analisando as regiões de factibilidade e as taxas de decaimento obtidas para os Exem­

plos 1 e 2, observa­se que a maioria dos teoremas analisados apresentou soluções melhores

para o Exemplo 2, indicando que, para este caso, a transformação utilizada no Exemplo
2 melhora os resultados.

Para o Exemplo 3, nenhum dos teoremas propostos no Capítulo 2 encontrou matrizes

F e K, que tornassem ERP o sistema (A— BK,C, B, FC). Entretanto, através do método
proposto no Capítulo 3, baseado no Critério de Estabilidade de Routh, foi obtida a faixa

de valores de ff, tal que o sistema (A, B, FC), com F = fi[1 ff, ], seja de fase mínima,
que é uma condição necessária para que um sistema seja ERP. Foi obtida, também, a faixa

de valores de f; que posiciona os zeros de transmissão de (A, B, FC) na região do plano
complexo que garante uma taxa de decaimento especificada. Dada uma matriz F' que

atende às especificações, foi obtida, através do Teorema 21, uma matriz K, que tornasse

ERP o sistema (A — BK,C, B, FC) e garantisse a taxa de decaimento especificada. As
figuras que mostram as saídas da planta e a lei de controle u = —K,y mostram que as

especificações foram atendidas.

Para o Exemplo 4, através do método proposto no Capítulo 3, observa­se que não

existem matrizes F' e K, que tornem ERP o sistema (A — BKLC, B, FC). Para se obter
um sistema ERP, foi necessário utilizar um compensador dinâmico de ordem m = 1, no

caso um integrador. Inicialmente, foi obtida uma matriz F' que estabilizasse o sistema

(A — BFC, B, C), de modo que a planta estendida fosse de fase mínima. Com a planta
estendida, foram obtidas matrizes K, e F, que tornassem ERP os sistemas das Figs. 7 e
8.

No Exemplo 5, o Critério de Estabilidade de Routh foi aplicado para obter a faixa

de estabilidade de um sistema realimentado com uma planta Gu(s) e um controlador
proporcional G.(s) = IKp. Posteriormente, para diminuir ou climinar o erro em regime
do sistema para uma entrada degrau, foram utilizados controladores PD, PI e PID. Para
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estes controladores, foram determinadas as regiões de estabilidade através do Critério

de Estabilidade de Routh. Este exemplo foi apresentado no artigo [62], submetido ao
periódico IEEE Transactions on Education.

No Exemplo 6, foi obtido um vetor F' para tornar o sistema FGa.(s) de fase mínima
para uma planta G.(sS) com uma entrada e duas saídas, cujos coeficientes de n1(s) e no(s)
pertencem a determinados intervalos. Posteriormente, foi obtida faixa de estabilidade do

sistema realimentado com um ganho K, de modo que a planta Ga(s) = C(sI — A)'B
realimentada e com o vetor F, dada por (A— BK,C, B, FC) seja ERP.

No Exemplo 7, através de transformações apropriadas, o Critério de Estabilidade de

Routh foi utilizado para posicionar os pólos de um sistema de malha fechada em uma

determinada região do plano complexo. No Exemplo 8, foi utilizada uma transformação
que permitiu o uso do Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa de
estabilidade de um sistema discreto.

No Exemplo 9, para um sistema com incertezas politópicas, foi utilizado o Controle

com Estrutura Variável proposto no Capítulo 5, utilizando compensadores estáticos obti­

dos através dos teoremas propostos no Capítulo 2. No projeto, foram consideradas, além

da estabilidade e da robustez, outras especificações, como taxa de decaimento, restrições
na entrada e na saída. Através das Figs. 61 e 62, observa­se que o sistema atende às

especificações do projeto.

Em quase todos os exemplos, os controladores apresentados são estáticos e constituídos

apenas por matrizes constantes, facilmente obtidas através de programas computacionais
disponíveis. No Exemplo 4, foi necessário o uso de um integrador, além de outros contro­
ladores estáticos.

Os exemplos apresentados demonstram a validade e a importância dos métodos pro­
postos nesta tese, no projeto de sistemas de controle.
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7 Conclusão

Foi apresentado um novo método para o projeto de CEV, baseado em LMIs. O

método permite a especificação da taxa de decaimento, restrições nas saídas, rejeição de
distúrbios, incertezas e termos não­lineares da planta casados e incertezas paramétricas

nos parâmetros da planta não casadas.

A chave destes resultados foi uma nova formulação, em termos de LMIs, de condições

suficientes, e um estudo comparativo com os métodos disponíveis, para tornar um sistema

ERP, com controladores estáticos. Foram obtidas também novas condições suficientes

(Algoritmos 1 e 2) para este problema. As principais contribuições neste trabalho foram
a proposta de novos métodos de projeto para plantas com o número de saídas maior que

o número de entradas e a generalização dos métodos de projeto para sistemas incertos.

Estes novos métodos foram aplicados em dois exemplos (Exemplos 1 e 2), objetivando
tornar ERP uma planta com o uso de controladores estáticos. Inicialmente, foi analisada

a região de estabilidade dos sistemas em função de dois parâmetros a e b, com a e b dentro

de intervalos, definidos por um valor mínimo e um valor máximo, utilizando o software

Matlab. Em seguida, com a = b = O, procurou­se obter a máxima taxa de decaimento

para os sistemas. Para os dois exemplos, o item (xi) do Teorema 13 apresentou soluções
para toda a área analisada. O Algoritmo 1 apresentou uma grande área factível. Entre

os outros teoremas, os melhores resultados foram obtidos com os itens (ii), (iv) e (vi)
do Teorema 13. Os itens (i), (ili) e (v) do Teorema 13 apresentaram uma área factível
menor. Já os itens (vii), (viii), (ix) e (x) do Teorema 13 não apresentaram nenhuma
solução. Para o Exemplo 2, que corresponde ao Exemplo 1 com uma transformação 7,

descrita no Lema 5, os Teoremas 9 e 10 apresentaram soluções para toda a área anali­

sada. Comparando as regiões factíveis obtidas para os dois exemplos, observa­se que

os melhores resultados foram obtidos com a transformação T utilizada no Exemplo 2.
Quanto à taxa de decaimento, os melhores resultados foram obtidos com os itens (1i), (iv)
e (vi) do Teorema 20. Os itens (1), (11) e (v) do Teorema 20 apresentaram outra solução.
Os demais teoremas não apresentaram soluções factíveis.
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Os métodos foram aplicados, também, para plantas com incertezas politópicas nos

parâmetros, ilustrados no Exemplo 9, considerando a estabilidade, a robustez e a taxa de
decaimento e com a solução das LMIs através do software LMISol. O melhor resultado foi

obtido com o item (xi) do Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44. Os itens (i),
(11) e (v) do Teorema 26 também apresentaram uma taxa de decaimento y > O, embora
menor que a obtida com o item (xi). Através da Fig. 61, observa­se que o sistema com
CEV projetado no Exemplo 9, com as matrizes K, e F obtidas através do item (xi) do
Teorema 26, flexibilizado através do Teorema 44, atende às especificações do projeto.

Foi desenvolvido, também, um método para a determinação da faixa de estabilidade

de plantas com duas entradas e uma saída, com realimentação estática da saída, baseado
no Critério de Estabilidade de Routh (Exemplos 3 e 4). O método foi utilizado para
definir a faixa de valores de f, E R tal que um sistema (A, B, FC), com F= fi[1 fx],
seja de fase mínima e, com uma matriz F escolhida convenientemente, foi obtida a faixa
de valores de k E R tal que o sistema realimentado (A — BK,C, B, FC), com K, = k,
seja ERP. O método também permite especificar a taxa de decaimento. Para o Exemplo
4, não foi possível tornar o sistema ERP através de controladores estáticos, pois, através

do Critério de Estabilidade de Routh, observou­se que não existe uma matriz F' que torna

o sistema (A, B, FC) de fase mínima.

No Exemplo 5, o Critério de Estabilidade de Routh foi aplicado para obter a faixa

de estabilidade de um sistema realimentado com uma planta Ga(s) e um controlador
proporcional G.(s) = Kp. Posteriormente, para diminuir ou eliminar o erro em regime
do sistema para uma entrada degrau, foram utilizados controladores PD, PI e PID. Para
estes controladores, foram determinadas as regiões de estabilidade através do Critério de
Estabilidade de Routh.

No Exemplo 6, foi obtido um vetor F para tornar o sistema FG.(s) de fase mínima
para uma planta G.(s) com uma entrada e duas saídas, cujos coeficientes de n1(s) e no(s)
pertencem a determinados intervalos. Posteriormente, foi obtida faixa de estabilidade do

sistema realimentado com um ganho K, de modo que a planta Ga(s) = C(sI — A)B
realimentada e com o vetor F, dada por fA— BK,C, B, FC) seja ERP.

No Exemplo 7, através de transformações apropriadas, o Critério de Estabilidade de

Routh foi utilizado para posicionar os pólos de um sistema de malha fechada em uma

determinada região do plano complexo. No Exemplo 8, foi utilizada uma transformação

que pertnitiu o uso do Critério de Estabilidade de Routh para determinar a faixa de
estabilidade de um sistema discreto.
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Outra contribuição foi a utilização de compensadores dinâmicos de ordem igual ao
número de entradas da planta, para plantas que não podem ser tornadas ERP através

de controladores estáticos. E apresentada uma solução suficiente para esse problema,
baseada em LMIs.

No Exemplo 4, pelo Critério de Estabilidade de Routh, observou­se que não é possível
tornar a planta ERP através de controladores estáticos. Então, a planta foi estendida

através de um compensador dinâmico de ordem igual ao número de entradas da planta, de
acordo com a Fig. 5 e foram obtidas matrizes F', IK, e F, tais que os sistemas realimentados
das Figs. 7 e 8 sejam ERP.

Em todos os exemplos, com exceção do Exemplo 4, os controladores apresentados são
estáticos e compostos apenas por duas matrizes constantes, que foram facilmente obtidas,
utilizando­se programas computacionais disponíveis.

7.1 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Trabalhos futuros relacionados aos resultados obtidos nesta tese são:

(1) Continuação dos estudos para tornar plantas ERP, baseadas em LMIs, com contro­
ladores estáticos e dinâmicos, para plantas com ou sem incertezas nos parâmetros;

(11) Uso conjunto dos resultados obtidos nesta tese com métodos iterativos para a solução
de Inequações Matriciais Bilineares (em inglês, Bilinear Matriz Inequalities, BMIs);

(iii) Novas aplicações em CEV, em termos teóricos e práticos;

(iv) Generalização dos estudos descritos nos itens anteriores para plantas não­lineares.

7.2 Artigos Publicados e Artigos Submetidos

e “Design of SPR Systems and Output Variable Structure Controllers Based on LMT”,
publicado no 7th International Workshop on Variable Structure Systems, em Sara­
jevo, Bósnia­Herzegovina, em 2002, como capítulo do livro “Advances in Variable
Structure Systems: Analysis, Integration and Applications — Proceedings of the 7th
International Workshop on Variable Structure Systems” [74];
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e “Síntese de Sistemas Incertos ERP Baseada em LMI e Controle com Estrutura

Variável”, apresentado e publicado no XIV Congresso Brasileiro de Automática, em
Natal­RN, em 2002 [75];

e “Proportional Controllers: Direct Method for Stability Analysis and MATLAB Im­

plementation”, submetido ao periódico IEEE Transactions on Education [62];

e “Design of SPR Systems with Dynamic Compensators and Output Variable Struc­

ture Control”, submetido ao 9th International Workshop on Variable Structure Sys­
tems, que será realizado em Alghero, Itália, em 2006 [76].

Outros artigos relacionados aos tópicos abordados nesta tese estão sendo redigidos e
serão publicados futuramente.
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APÊNDICE A ­ Zeros de Transmissão de
um Sistema

Considere A(s) = B(s)C(s), sendo A(s), B(s) e C(s) polinômios de ordens com­
patíveis. Assim, C(s) é um divisor à direita de A(s) e A(s) é um múltiplo à esquerda de
C(s). De maneira similar, B(s) é um divisor à esquerda de A(s) e A(s) é um múltiplo
à direita de B(s). Considere, também, duas matrizes polinomiais D(s) e N(s), com o
mesmo número de colunas, p. Então, uma matriz polinomial quadrada R(s) € RP é um
divisor comum à direita de D(s) e N(s), desde que existam matrizes polinomiais D(s) e
N(s) tais que:

D(s) = D(s)R(s) e N(s) = N(s)R(s).

Uma matriz polinomial quadrada M(s) é unimodular se o seu determinante for dife­
rente de zero e independente de s.

Uma matriz polinomial R(s) é o maior divisor comum à direita de D(s) e N(s) se as
seguintes condições forem satisfeitas:

(i) R(s) é um divisor à direita de D(s) e N(s);

(il) R(s) é um múltiplo à esquerda de todos os divisores comuns à direita de D(s) e N(s).

Se um maior divisor comum à direita é uma matriz unimodular, então D(s) e N(s)
são ditas coprimas à direita.

Considere uma matriz G(s) = N(s)D(s)!, G(s) € R**P racional própria (G(s) é
própria & grau D(s) > grau N(s) & G(0o) = O ou (co) é igual a uma constante
diferente de zero), sendo que N(s) e D(s) são coprimas à direita. Então, um número
2 ECTé um zero de transmissão de G(s), se o posto de N(X) < min(p, q) [63].

Os zeros de transmissão também podem ser definidos através da realização mínima de
G(s). Considere (A, B, C, DY qualquer realização mínima de dimensão 711 de uma matriz
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própria racional G(s) = C(s! = A) ' B+ D € RP, com A E R", BE RM, C e RU"
e DeR”?. Então, os zeros de transmissão são os valores de s = À E C, tais que:

t M—­A DB <n+min(p,g)posto n + min(p,q).
C D

Maiores detalhes sobre a teoria exposta neste apêndice podem ser obtidos em [63].
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APÊNDICE B ­ Demonstração do Lema
3 (1)

Defina Bi =[b11,...,bincm] E RO" e considere que posto(B1) = n—m, BIB =O0
ebT.,bi;=Oparaizj,iejeE(l,...,.n—m). Então, C pode ser considerado igual a:

C= MB +M BI, (B.1)

pois, de posto(CB) = m, segue que posto(B) = m e, assim, posto([B : B,1]) = n. Note
que, em (B.1), Mr e RP" e CB=M,BT B. Então, da condição de que posto(CB) = m
segue que:

posto(M;) = m.

Agora, considere, por hipótese, posto(C) = p e, de (B.1),

BT

e, então, posto([M, : M2]) = p. Portanto, de (B.2) e [M] : M2]] E RP*”, existem p— m
colunas de M,, iguais por definição à ma, ...,Mp­m, tal que

posto | M imo Mp­m | = posto | M : M, | =p. (B.4)

Note que:

sendo N; E RU MXNM, i=1,...,q não singulares e que permutam duas colunas de
Ma No e... Ni, sendo No = In­m­

É fácil mostrar que N;' = N; e assim, de (B.5), Nº! = N,... Ni”. Então, de (B.3) e
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(B.5), segue que:

BT= MM Mi | :| 1 3 4 N=1B7
(B.6)

Ih O BT

O NNº || BTC=|M m]|
Note que N ! BT tem as mesmas linhas de BT, mas com algumas mudanças de posição.

Portanto, de BT B = 0 e bT,bi; =0, 1, defina:
T

sendo BI, e RP” e BL, E RA”, Então, BI,B = 0, BL B=0e BLBor =0.
Portanto, de (B.6) e (B.7), segue que:

C = MB" + M;BI, + MaBL,.

Sabendo­se que C E RP*”, temos, a partir de (B.4):

posto(| Ma : Ma |)=rosto(|M |: Mi MA )=r
Agora, considere a matriz:

TBi.
C

T=

Então:

Tº = | Bos [BI] Bos] "+ BK] +BoKkz : CT CCT] +CTK | ;
sendo:

—l —1 ­ PORN DE|CT=B|B"B] Ka+ Boi |B31Bos] +Boi [BL Bos] Ke, (B.11)

M3 + MiKa + M1K; = M3 + MABL,Boi Ka + MBTBIK,=O0, (B.12)

K, =­BnCc (cet). (B.13)

Note que CCT = 0 e, de (B.8), existem Ki, Ka, Ka e K; tais que (B.12) seja satisfeita,
pois BZ, Bo: e BT B são não­singulares. Portanto, de (2.10), (B.9) e (B.10), é fácil mostrar
que:

0
TB = = By, CT = [ O, ] = Cn, (B.14)

CB
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sendo À,

provado.

Az Às y
Tari=2 |O é

Ee RePXnP A, E RPP, Ag E RPXT­P e AQ E RU PP, Então, o Lema 3 está
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APÊNDICE C ­ Obtenção da Faixa de
Estabilidade Utilizando o

Critério de Routh com o

Matlab

Foi implementado um programa, chamado stabrange.m, utilizando o Matlab, versão
6.5, para determinar a faixa de ganhos do controlador, de modo que o sistema na Fig. 12

seja estável, com o método proposto no Capítulo 3, para controladores P, 1, D, PI, PD,
ID e PID. O programa também permite a especificação da taxa de decaimento do sistema
controlado. O programa está disponível na Internet: http://www.dee.feis.unesp.br/
docentes/marcelo/fxestab/index.html. O programa utiliza apenas o Matlab e o Con­

trol System Toolbor e pode ser empregado como uma nova função para o Critério de
Estabilidade de Routh.

Inicialmente, o programa solicita ao usuário os coeficientes dos polinômios n(s) e
d(s), na forma de vetor. Por exemplo, se n(s) = sº — 28 + 1, deve­se digitar [1 ­2
1]. Então, ele permite que o usuário especifique uma taxa de decaimento, se desejar.
Em seguida, o usuário escolhe o tipo de controlador. Suponha que o usuário escolha o

controlador P. Como o programa possui um pequeno erro de aproximação na busca das
raízes dos termos da primeira coluna da tabela de Routh e, consequentemente, algumas

raizes repetidas podem ser consideradas como raízes distintas, existe uma margem de
tolerância e = 1076, que pode ser alterada pelo usuário. Então, após possibilitar ao
usuário checar a tolerância, o programa executa a função srrc, que soluciona o problema

principal: determinar a faixa de valores de k E R, tal que todas as raízes do polinômio

característico d(s, k) = kn(s) + d(s) possuem parte real negativa, utilizando o Critério de
Estabilidade de Routh, seguindo o método descrito no Capítulo 3.

O primeiro passo executado pela função srrc é obter os termos p;;(k) dos nume­
radores da tabela de Routh (veja a Tabela 1). Depois de calcular as raízes reais dos
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termos p;1(k) da primeira coluna, essas raízes reais são dispostas em ordem crescente,
sem repetição, como mostra a Fig. 9. Essas raízes determinam os intervalos a serem
analisados. Assim, para cada intervalo L., um ponto m; é escolhido de acordo com a
Observação 28. Finalmente, seguindo o procedimento descrito no Capítulo 3, a função
calcula o polinômio característico d(s, m;) e determina as raízes deste polinômio. Se todas
as raízes de d(s, m;) possuem parte real negativa, o sistema na Fig. 10 é estável para k
em todo o intervalo /;. Caso contrário, o sistema é instável neste intervalo de k. A função
retorna os intervalos de & nos quais o sistema é estável em uma variável tipo string,

chamada spe, e os limites destes intervalos em uma matriz, chamada sol. Finalmente, o
programa mostra a faixa de estabilidade.

Note que não é necessário obter os termos g;(k) na tabela de Routh, pois suas raízes
estão incluídas nas raízes dos termos p;1(k), j = 0,1,2,...,n, como mencionado no
Capítulo 3.

Quando o usuário escolhe um controlador I ou D, o procedimento é o mesmo, exceto
pela adição de um pólo ou um zero em s = O, respectivamente, na função de transferência
de malha aberta.

Para controladores PI, PD e ID, o programa solicita um conjunto de valores para
Kr, Kp e Kp, respectivamente, dado por um valor inicial, um valor final e um valor de
incremento. Por exemplo, para controladores PI, o conjunto de valores de Ky é o seguinte:
Kriniciat, Kry inicial + À, Kr inicial + 2A,. +. Kryinicial + MA, sendo À o valor de incremento,

Kriniciaa HMA < Ky7 final € KT inicia F(MA+1)A > K1 final. Então, para cada valor de K,, Kp
e Kp nos conjuntos definidos acima, respectivamente, o programa determina o polinômio
característico d(s,k), para k = Kp, k = Kp ek = Ky, respectivamente, e executa a

função srrc, que obtém a faixa de estabilidade de Kp, Kp e Ky, respectivamente, para
os controladores PI, PD e ID. Finalmente, o programa mostra a região de estabilidade em

um gráfico. Os limites dos intervalos de Kp, Kp e Ky, para cada valor de Kr, Kp e Kp,
respectivamente, são armazenados em uma matriz, chamada sol2v.

Para um controlador PID, o programa solicita um conjunto de valores para Kp e para
Kr7 (valor inicial, valor final e o valor de incremento). Então, para cada par de valores
de Kp e Kr, o programa determina o polinômio caracterísitco d(s,k), para k = Kp,
e executa a função srrc, que determina a faixa de estabilidade de Kp. Finalmente, o

programa mostra a região de estabilidade em um gráfico. Os limites dos intervalos de Kp,
para cada par de valores de K,; e Ip, respectivamente, são armazenados em uma matriz,
chamada sol3v.
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Depois de especificar os coeficientes de n(s) e d(s) e checar a tolerância, se o usuário
escolher um controlador P, I ou D, o programa pergunta se o usuário deseja ver todos os

passos do processamento ou apenas a faixa de estabilidade. Quando a opção é ver todos os
passos, algumas pausas são incluídas na apresentação, para uma melhor visualização. Para

controladores PI, PD, ID e PID, somente as faixas de estabilidade e o gráfico contendo a

região de estabilidade são mostrados.

Este programa foi apresentado em um artigo, intitulado “Proportional Controllers:
Direct Method for Stability Analysis and MATLAB Implementation”, que foi submetido

ao periódico IEEE Transactions on Education. [62].
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APÊNDICE D ­ Restrições na Entrada e
na Saída

D.1 Restrição no Vetor de Entrada

Admita que um SLIT possua a seguinte representação em variáveis de estado:

t= A Bpá T+ Du,
(D.1)

y=Cr,

sendo x E R" o vetor de estado, u E R"* a entrada de controle, y € R? a saída do sistema

(p>m), AE R"*" a matriz característica do sistema, B € R"*"" a matriz de entrada do
sistema e C E RP*” a matriz de saída do sistema.

O problema da restrição no vetor de entrada u consiste em especificar LMIs, de modo

a assegurar que:

<maxul! < no,
sendo 1, uma especificação considerada no projeto do controlador. Para a lei de controle
u=­—K.y, tem­se:

IT = Ar— BK y=Ar­—­ BK Cx =(A—­ BK,C)r.

Considera­se, então, uma candidata a função de Lyapunov na forma quadrática V (x) =
x” Pr, na qual P é uma matriz real simétrica definida positiva. À derivada desta função
em relação ao tempo, ao longo de qualquer trajetória, é descrita por:

V(x) = 4" Pr+x"P%

= x"(A­ BK CY Pr +x"P(A—­ BK,CO)z

= 1(A'P­C KIB"P)ce+x"(PA­ PBK,CO)z

x'(PAY+ ATP — PBK,C — CTKTBTP)x
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= x"PP (PAY ATP— PBK,C­CTKIB"P)P'Pxz

= ZTP(APº! + PAT = BKQCP7! — POACTKTBT)Pr. (D.2)

Definindo­se X = P"!, tem­se:

V(x) = x”P(AX + XA! — BKCX — XCTKTB")Pr.

Como Ví(r) foi escolhida sendo definida positiva, para que se tenha estabilidade
assintótica, é suficiente que Ví(x) seja definida negativa. Logo, considere que:

AX + XA” — BK,CX — XCTKTB" <O.

Então, as condições para a estabilidade são a existência de X e F, tais que:

AX + XA” — BK CX — XCTKTB! <0eX=X">O0. (D.3)

Considerando que (D.3) é satisfeita, então quando uma determinada condição inicial
T(0) é conhecida, é possível encontrar um limite superior para a norma euclidiana da
entrada de controle u(t) = —K,.y [42]. Considera­se, inicialmente, que X = XT” > O
satisfaz:

1(0)X­ 'x(0) <L. (D.4)

Esta condição não restringe a solução de (D.3), pois limita apenas a norma de Xe
(D.3) não impõe outras restrições à matriz X.

Segundo [77], a idéia básica do complemento de Schur diz que a LMI:

>O,| Q(r) S(0) (D5)
S(x)” R(z)

sendo que Q(x) = Q(x)”, R(x) = R(r)" e S(t) têm uma dependência afim de x, é
equivalente a:

R(r1) > 0 e Q(x) — S(t)R(x) 'S(x)" >O,
isto é, este conjunto de inequações não­lineares pode ser representado através da LMI

(D.5).

Ara
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 unesp ”, 11 12 13 14 15 16



Logo, pelo complemento de Schur, (D.4) possui a seguinte equivalência:

' | >O.nO x
(D.6)1—(0)X 'x(0) >0 <> |

Como X = XT > O, então é conhecido que existe X3 = (X2)T > O tal que X =
XX? e consequentemente, X7! = X37X2, sendo que X7? = (X2)T >O.

: 1
Definindo­se z = X 2x, tem­se:

maxllulo = maxil=Kaylh
= max |[KC|l2

1

max IKCX? z||o.

De (D.4), tem­se:

I[X72x(0)]2
(0)X 2X ix(0)
(0)X 'x(0) <1L. (D.8)

Como para V(x) = x”X'x, V(x) < O, para r £ O, então (D.8) é satisfeita para todo
T,t>O,

[EH

De (D.7)­(D.9),

max |KCX?z|o = maxy/z27XiCTKTK ,CX?z
t>0 t>0

VAmas(XICTKTKÇCX).

Assim,

max ||[CX z|3 < pô E Amas (XFCTKIKÇOX?) < ni.
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Esta condição é equivalente a:

XICTKTKCX? = n2I <O,

pois:

ZT(XICTKTKCX? — uiDz < zZ z(Amas (XCTKTKCX) — nu).

Multiplicando­se (D.11), em ambos os lados, por X?, obtém­se:

XI(XICTKTK ,CX3)X: — XtnºIXt <O,
XCTKIKCX ­unºX<Oo,
u?Xx — XCTKTK.CX >O,

X — XCTKT(W2N)! K,CX > O.

Logo, pelo complemento de Schur, (D.12) possui a seguinte equivalência:

X XCTKIXICTKTKCX? + until >0<=
KCX ul

Portanto, as expressões (D.6) e (D.13) solucionam o problema.

Uma solução dual para o problema pode ser obtida a partir de (D.4) e (D.11). A
condição (D.4) é equivalente a:

(0)X 'x(0) = x(0)TXXX x(0) <A. (D.14)

Logo, pelo complemento de Schur, (D.14) possui a seguinte equivalência:

12 (0) X XX (0)> 0 <S | ! (0) X7 | > O.Xx(0)  X

Como X ! = P, a condição (D.15) é equivalente a:

1 x(0)7P | >O
Px(0) P

Multiplicando­se (D.11), em ambos os lados, por X7?, obtém­se:

XA(XICTKTK CX4)X 72 = X 2n2INXt<O,
CTKTK,C = nºX<O,
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u?2X7! = CTKTK,.C >O,
X — CTKT(un2D KG >O.

Logo, pelo complemento de Schur, (D.17) possui a seguinte equivalência:

xXx CTKT
>0O.

KC ul­XICTKTKCX: + uil>0 |
Como X7! = P, a condição (D.18) é equivalente a:

P C'KI
>O.

KC uil

Portanto, as LMIs (D.16) e (D.19) solucionam o problema.

D.2 Restrição no Vetor de Saída

O problema da restrição no vetor de saída y consiste em especificar LMIs, de modo a

assegurar que:

<max |lyil < £o,
sendo £, uma especificação considerada no projeto do controlador.

A análise a seguir é semelhante àquela efetuada no estudo da restrição no vetor de

entrada. Para isso, considera­se, novamente, o SLIT descrito em (D.1), (D.8) e (D.9).
1

Como x = X?2, tem­se:

2max ||Cx|i,
max ICXiz?
t>0

1 1max ZTX2CTCOX?z
V/Amas (X : (D.20)

Portanto, analogamente ao desenvolvimento realizado anteriormente em (D.11), (D.12)
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e (D.13), tem­se que:

max |CX?z|? < 2 & Amas (X?CTCXE) < E2.

Esta condição é equivalente a:

XiCTCXt ­EI<O,

pois,

ZT(XICTCX? — &E2N)z < Zz(Amas(X2CTC — EX?) — E).

Multiplicando­se (D.21), em ambos os lados, por x, obtém­se:

XCTCX —­ &X <O,

ax — XCTCX >O,
X — XCT(&N) CX >O.

Logo, pelo complemento de Schur, (D.22) possui a seguinte equivalência:

x xcf

CX E!XICTCX? +81 >0& |
Portanto, as LMIs (D.6) e (D.23) solucionam o problema.

Uma solução dual para o problema pode ser obtida a partir de (D.4) e (D.21). Como
X!=P, a condição (D.4) é equivalente a (D.16).

Multiplicando­se (D.21), em ambos os lados, por X 2, obtém­se:

CTC­E&X*<O,

EX! CTC>O,

X! — CT(&2NC>O.

Logo, pelo complemento de Schur, (D.24) possui a seguinte equivalência:

­

—XICTCXi +&8I>0&S >O.
C E&I
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Como X '! = P, a condição (D.25) é equivalente a:

P CT

C &I

Portanto, as LMIs (D.16) e (D.26) solucionam o problema.
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