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Resumo

Nesta dissertagao é apresentada uma aproximagao da Teoria de Variaveis Complexas
de duas para quatro dimensoes. Procura-se definir diferenciabilidade de fungoes
quaternionicas, a partir da qual se estabelece uma relagao com a teoria de regu-
laridade de fungdes hipercomplexas [9]. Observa-se que apds definir o operador
quaternionico I, é possivel reescrever equagoes classicas da Fisica de forma concisa,
utilizando a defini¢ao de regularidade, que resulta na decomposicao de uma equagao
diferencial de segunda ordem em duas equagbes diferenciais lineares de primeira

ordem.
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Abstract

This dissertation presents an approximation of Complex Variable Theory from two to
four dimension. It is attempted to define differentiability of quaternionic functions,
from which it is established a relation with hypercomplex functions regularity theory
[9]. It is observed that after been defined the quaternionic operator I', it is pos-
sible to rewrite Physical classical equations in a concise form, utilizing the regularity
definition, which results in the decomposition of a second order differential equation

in two first order linear differential equations.
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Introducao

Nesta dissertagdo busca-se estabelecer uma aproximagao em quatro dimensoes da
Teoria de Variaveis Complexas.

O primeiro a apresentar um esbogo para a generalizagao dessa teoria de duas para
quatro dimensoes, foi Fueter, na década de 1930, a partir da definicao de regularidade
a esquerda e a direita de fungoes hipercomplexas, mostrando uma equagao aniloga
a de Cauchy-Riemann. Entretanto, sua aproximagao nao tratava da conformidade
entre hipersuperficies, condigao importante no estudo de teorias com contetdo fisico.

Na tentativa de resolver esse problema, procurou-se estabelecer uma correspondén-
cia entre diferenciabilidade de fungbes quaternionicas e aplicagoes conformes para
fungées hipercomplexas [16]. Trabalhou-se sobretudo com fungoes e variaveis quater-
nidnicas sobre o anel dos quatérnios (H, +,-) de onde foi definida a derivada a es-
querda e & direita de fungoes quaternidonicas. A partir dai foi definido o operador
quaternionico I', com base no qual foi tracado um paralelo com a regularidade de
fungées hipercomplexas de Fueter [9], o que permitiu reescrever equagdes de campo
da Fisica quantica relativista, via o operador quaternioénico I';, induzido por I'.

Assim, o presente trabalho estrutura-se da seguinte forma:

No Capitulo 1 sao introduzidas algumas defini¢oes, resultados e exemplos refe-
rentes & Teoria de Grupos e Anéis. Destacam-se o Teorema de Lagrange e o Anel
dos Quatérnios, alvo de grande interesse neste trabalho. Ainda nesse capitulo,
apresentam-se alguns grupos de particular interesse, a saber, grupos de Lie, de trans-
formagao e holonémicos.

O principal objetivo no Capitulo 2 é mostrar o porqué da construgao dessa apro-
ximagao somente sobre o anel bicomplexo (Z4 X Z2, +, -) e sobre o anel dos quatérnios
(Qs,+,-). Aborda-se também a teoria basica da Analise Hipercomplexa, definindo

funcgoes, integrais e diferenciabilidade hipercomplexas. Para tanto, lanca-se mao de
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resultados conhecidos de Analise Complexa, de Topologia e de Algebra.

Finalmente, no Capitulo 3, procura-se estabelecer uma conexao da diferenciabi-
lidade quaterniénica com a teoria regular de Fueter, por meio de uma versao quater-
nionica do Teorema de Divergéncia de Gauss, e define-se o operador quaternidénico
I’ utilizando uma extensao do Teorema de Morera. Essa conexao permite decom-
por as equagoes diferenciais parciais de segunda ordem de Klein-Gordon, da Teoria
Relativista

(O+m)gp=0, na qual O=r.I. =TT,

e as equagoes de Dirac, da Teoria Quantica, em equagoes diferenciais parciais lineares
thl.o=mcy e thl. v =mc g,

onde ¢ e ¥ sao os campos de Dirac.



Capitulo 1

Toépicos de Algebra

O objetivo deste capitulo é introduzir alguns conceitos, resultados e exemplos que
utilizaremos adiante. A primeira e a segunda sec¢oes estao fortemente baseadas em
[10] e [11], onde podem ser encontradas as demonstragdes dos resultados aqui enun-

ciados.

1.1 Grupos

Definigéo 1.1. Sejam G um conjunto ndo vazio e * uma operagao binaria em G.

Dizemos que o par (G, *) é um grupo se valem as seguintes propriedades:
l.ax(bxc)=(axb)*xc (associativa), quaisquer que sejam a, b, c € G;

2. existe e € G, chamado elemento neutro de G, tal que a*e = e xa = a, para todo

a € G;

3. para todo a € G, existe @’ € G tal que a x ' = a' * a = e, chamado de simétrico

de a.
Os elementos e em (2) e a' em (3) sao anicos. De fato,
(1) se e1, ez € G sdo elementos neutros de G, entdo e; = €1 - €2 = €.
(ii) Se af,a} € G sao tais que
axa)=ajxa=e e axay=ay*xa=e,
para todo a € GG, entao

aj =exay = (axay) *a) = (ay xa) xa] = ah x (axa}) = ah * e = aj.
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Se a operagdo binaria * no grupo (G, %) é comutativa, ou seja, se a x b = b x q,
para quaisquer a, b € G, dizemos que (G, x) é um grupo abeliano.
Em geral, usaremos a notagao simplificada ab para representar a * b e a~! para

representar a’'.
Exemplo 1.2. Para cada n € Z, consideremos a relagao de equivaléncia
A, = {(a,b) € Z X Z | n divide a — b}.

Em geral, A,, produz n classes de equivaléncia distintas, que denotaremos [0],, [1],, . . -

[n — 1],, ou, simplesmente, 0, 1,...,7 — 1. Deste modo,
Z/R,=1{0,1,...,n— 1} = Z,,.

Definindo a operagao 4+ como

G+b=a+Db,
podemos mostrar que (Z,,+) é um grupo abeliano, cujo elemento neutro é 0.

Exemplo 1.3. Sejam S um conjunto ndo vazioe G = {f : S — S| f é bijetora}.

Se 0 : G x G — G é uma operagao composicao de fungdes dada por (f,g) — go f,
entao (G, o) é um grupo, onde a identidade é a fungdo Ig: S — S, tal que Ig(z) = z,
para todo z € S.

Esse grupo é chamado grupo das permutacées do conjunto S.

Se S = {1,2,...,n}, denotamos esse grupo por S, e temos que o nimero de
elementos de §,, é exatamente n!. Os grupos S,,, n > 3 sdo exemplos de grupos nao

abelianos.

Observagao 1.4. Se um grupo G possut no mdzimo 5 elementos, entdo G é um

grupo abeliano.

Exemplo 1.5. Definiremos agora o grupo D4 das simetrias espaciais de um quadrado.
Seja Py P> P3Py um quadrado. Sejam Dj, Do as diagonais, M, N as mediatrizes

e 0 o centro de gravidade.
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Figura 1.1: Quadrado

Consideremos o conjunto das transformagoes espaciais que preservam o quadrado,
com a operagao de composicao.

Essas transformagoes consistem em: [ d,R%, R, Rsz_ﬂ, as rotagoes planas cen-
tradas em 0, no sentido anti-horario, de angulos 0,7, 7 e 37" respectivamente, e
Aum, Ry, R1, Ra, as rotagdes espaciais de angulo m com eixos M, N, Dy e D, respec-
tivamente.

E facil notar que Dy = {Id, Rz, Rr, RsTﬂ, Ryr, Ry, Ry, R2} com a composigao de
fungoes é um grupo.

O grupo nao é abeliano, pois

AloRM:R% e RyoR;=Rsx.

2
Os elementos A% e Ay geram o grupo Dy, isto é, qualquer elemento de D4 é um

produto de algum A% com algum Apy.

Exemplo 1.6. Sejam G um grupo e z € G. Se n € Z, definimos

e, n=20
=<z lxz, n>0
(z=™)~!, n<o,

com as seguintes propriedades:
(i) z™ -z = 2™,
(i) (™)™ = 2™,
para m,n € Z.
O subconjunto {z™|m € Z} C G, denotado por (z), é chamado grupo ciclico

gerado por ¥ € G. Observemos que todo grupo ciclico é abeliano, mas a reciproca

nem sempre é verdadeira, veja o (Exemplo 1.8).
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Exemplo 1.7. Sejam (G, o) e (H, o) dois grupos cujas identidades representaremos
por e, e e,, respectivamente.
Seja G x H = {(g,h)| g € G e h € H} o conjunto produto cartesiano de G e H.

Definimos a operagao * entre elementos de G X H por intermédio da regra

(91, h1) * (g2, h2) = (g1 0 g2, h1 © h2),

para quaisquer ¢1,92 € G e hy,hy € H.

E facil notar que e = (e, €, ) satisfaz

(9:h)xe=ex(g,h)=(g,h) e e=(g,h) (g7, h7)=(¢7,h7") (g,h),

para qualquer (g,h) € G x H.

Como a transitividade da operacao * decorre imediatamente da transitividade
das operagoes o e ¢, segue que (G x H,*) é um grupo, com elemento identidade
e=(eg €x)-

Observemos que se (G, 0) e (H, ¢) sdo grupos abelianos, entao (G x H, ) também
é um grupo abeliano. Se (G,0) e (H,¢) sdo grupos aditivos, usaremos também a
notagao aditiva para (G X H, ).

Analogamente, podemos considerar o grupo G; X G2 X ... X G,,, que é chamado

de produto direto (externo) dos grupos G, Ga,...,Gp.

Exemplo 1.8. Seja G = (Z3 X Zg,+). Os elementos de G sao: (0,0), (0,1),(1,0) e

(1,1). Notemos que e = (0,0) é a identidade desse grupo e podemos verificar que

(@, b)2 = (@, E) + (@, E) = (6a 6) =€

para qualquer (@, b) € G.
Portanto, G = (Z2 X Z3,+) é um grupo abeliano néo ciclico, que contém exata-

mente quatro elementos.

Definigao 1.9. Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos

que H é um subgrupo de G se:
(1) para quaisquer a,b € H, temos a b € H;

(ii) (H,*) é um grupo.
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Neste caso, denotaremos H < G.

Se G & um grupo, os subconjuntos de G dados por
Colz)y={aeGlaxz=2z+a} e Z(G)={acG|laxz=1zxa, Yz € G}

sao subgrupos de G, chamados respectivamente de centralizador de ¢ em G e centro

de G. Observemos que Z(G) é um subgrupo abeliano do grupo G.

Defini¢do 1.10. Dados dois grupos (G,*) e (J,®), dizemos que a aplicagdo
f: G — J é um homomorfismo de grupos se f(a*b) = f(a) ® f(b), para quaisquer
a,beG.

Se 0 homomorfismo f : G — J é bijetivo, entdao f & um isomorfismo de grupos.

Neste caso, dizemos que G e J sao isomorfos e denotamos G ~ J.

As definigoes e os resultados apresentados a seguir visam introduzir um teorema

classico da Algebra, o Teorema de Lagrange.

Definigao 1.11. A ordem de um grupo G é a cardinalidade de G, que denotamos

por |G|.

Definigao 1.12. Sejam G um grupo e a € G. A ordem do elemento a € G é a

ordem do subgrupo gerado por a, e é denotada por O(a), ou seja, O(a) = |{a)|.

Proposigdo 1.13. Sejam G um grupo e a € G, com O(a) = k < c0. Entdo,
kE=min{n € N*|a” =e} e {(a)={e,a,a?...,a" '}.

Defini¢do 1.14. Sejam H um subgrupo de um grupo (G,*) e a € G. A classe

lateral & esquerda de H determinada por a é o seguinte subconjunto de G:
axH ={axh|he H}.

Analogamente, a classe lateral & direita de H determinada por a é dada por
Hxa={h*a|hec H}.

Se G & um grupo comutativo, notamos que a * H = H * a, para qualquer a € G.
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Definigao 1.15. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O indice de H em
G é a cardinalidade do conjunto das classes laterais & esquerda (direita) de H, e é

denotado por (G : H).

Proposigao 1.16. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Todas as classes

laterais tém a mesma cardinalidade, que ¢ a cardinalidade de H.

Teorema 1.17 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um sub-
grupo de G. Entdo,
Gl = |H|-(G: H).

Em particular, a ordem e o indice de um subgrupo dividem a ordem do grupo.

Demonstragdo. Suponha (G : H) = r e seja {a1H,...,a,H} o conjunto de todas

as classes laterais & esquerda. Entao,
aHU...Ua,H=G@G.

Como cada elemento de G estd em uma, e somente uma, dessas classes e o niimero

de elementos de cada classe é |H| (proposi¢ao 1.16), entéo
r-|H|=|G|.

Como r = (G : H), o teorema esta provado. O

Corolario 1.18. Sejam G um grupo finito e a € G. FEntdo a ordem de a divide a

ordem de G.

Proposigao 1.19. Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G, tais que K < H < G.
FEntdo,

(G:K)=(G:H)-(H:K).

As definigoes e os resultados que enunciaremos a seguir tém por objetivo apre-

sentar o Primeiro, o Segundo e o Terceiro Teoremas do Isomorfismo.

Defini¢ao 1.20. Um subgrupo N de um grupo G é um subgrupo normal de G se, e

somente se, aN = Na, para todo a € G. Neste caso, denotamos N < G.
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Teorema 1.21. Seja N um subgrupo normal de G. FEntdo, o conjunto das classes
laterais com a operacio induzida de G é um grupo, chamado grupo quociente, e €

denotado por G/N.

Um grupo quociente também pode ser denotado por G/ ~ , onde ~ é a relagdo

de equivaléncia que forma as classes laterais.

Proposigao 1.22. Sejam H, K subgrupos de G. Entdo, HK é um subgrupo de G
se, e somente se, HK = KH.

Corolario 1.23. Sejam N, N' subgrupos normais de G. Entdo, NN' é um subgrupo

normal de G.

Proposigao 1.24. Sejam H, K subgrupos de um grupo finito G. Entdo,

|H]-|K]

HK|= ——.
| | |HN K|

Definiremos ker(f) = {a € G | f(a) = e}, onde e é o elemento neutro de G,
chamado nicleo do homomorfismo de f.

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.25 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Seja f : (G, %) — (J,®)

um homomorfismo de grupos. Entdo, a func¢ao

¢t ot~ 1(©)

€ uwm tsomorfismo.

Corolario 1.26. Sejam f : G — J um homomorfismo de grupos e H um subgrupo

de G. Entdo, a fungio
H

Hrker(y) T

definida por h(H N ker(f)) — f(h), é um isomorfismo, h € H.
Corolario 1.27. Seja N um subgrupo normal de um grupo G. Temos, entdo, a
seguinte bijegdo:

G
{subgrupos (normais) de G que contém N } & {subgrupos (normais) de ﬁ}
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Teorema 1.28 (Segundo Teorema do Isomorfismo). Sejam G um grupo,

H < G e N<(G. FEntio,
H HN

~

HNN N’

Teorema 1.29 (Terceiro Teorema do Isomorfismo). Sejam G um grupo e N',
N subgrupos normais de G, com N' C N. Entdo,
G/N' _G

N/N'~ N

Temos agora as ferramentas necessarias para mostrar um resultado, que é uma
das metas a ser atingida no préximo capitulo.
Seja G um grupo de ordem 8. Se GG é abeliano, entao G é isomorfo a um dos

seguintes grupos:
(i) (Zs, +);
(ii) (Za X Z2,+);
(iii) (Zg X Zg X Zg,+).
No caso em que G é nao abeliano, ele é isomorfo a um dos grupos abaixo:
(i) (D4, 0);
(ii) (Qs,)-

O grupo nao abeliano (Qs, -) sera definido na segao seguinte e é chamado de grupo

do quatérnios.

1.2 Anéis e Corpos

Definigao 1.30. Um conjunto nao vazio A, juntamente com duas operagoes binarias

+ e -, chamadas respectivamente adi¢ao e multiplicagao, é um anel se:
1. (A, +) é um grupo abeliano;
2. a multiplicagao é associativa, ou seja, a- (b-c) = (a-b) - ¢, paraa,b,c € 4;

3. valem as leis distributivas, a- (b+c)=a-b+a-c e (a+bd)-c=a-c+b-c,

quaisquer que sejam a, b,c € A.
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Denotaremos um anel A com as operagoes de adi¢do e multiplicagdo por (4, +, -).
Um anel (4,+,-) cuja multiplicagdo é comutativa e onde ha a existéncia de
elemento neutro para a multiplicagao, é chamado anel comutativo com unidade e tal

unidade é denotada por 14.

Exemplo 1.81. Sejam Z, = {0,1,...,n— 1}, n > 0, e as operagoes de multipli-

cagao e adicao em Z,, dadas por

@+b=a+b e @-b=a-b,
quaisquer que sejam a, b € Z,.
(Zn, +,+) & um anel onde a multiplicagdo é comutativa e a unidade do anel é 1.

Este anel é chamado anel dos inteiros modulo n.

Defini¢do 1.32. Seja (4, +,-) um anel. Um elemento a € A, a # 0 é um divisor
de zero 4 esquerda se existir b # 0 em A, tal que a- b = 0. Analogamente, a # 0 é

divisor de zero a direita se existir b # 0 tal que b-a = 0.

Definigdo 1.33. Um dominio (ou um anel de integridade) é um anel comutativo

com unidade, sem divisores de zero, isto é, Va,b € Acoma-b=0=a=00ub=0.

Definigdo 1.34. Um anel (4, +,-) é um anel com divisdo (ou um quase corpo) se
(A —{0},+) é um grupo.
No caso de um anel com divisdo, temos 1 € A, e para todo a € A,a # 0, existe

bec A, talquea-b=>b-a=1. O elemento b é o inverso de a e é denotado por a~!.

Definigdo 1.35. Um corpo é um anel com divisao comutativo.

Exemplo 1.836 (Anel dos quatérnios). Veremos agora um exemplo de anel nao

comutativo com unidade.

Seja R* = {(a, b,c,d) | a,b,c,d € R}, onde
(a,b,¢,d) = (d',b,c,d) & a=d, b=V, c=c e d=d.

Definamos as operagoes de soma e produto em R*.

Sejam a, b,c,d,a’,b', ', d' € R, entdo a soma sera definida como segue:

(a,b,¢,d) + (d',b',c',d)=(a+d',b+V,c+,d+ d), (1.1)
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e o produto como
(a,b,c,d)- (a',,c,d') = (aa’ — bb' — cc’' — dd', ab’ + ba' + cd' — 'd,
ac' + d'e+ db' — d'b,ad' + da' + b’ — V'e). (1.2)

Podemos provar que (R%, +, -) ¢ um anel cujo zero do anel ¢ (0,0, 0, 0) e a unidade

é (1,0,0,0). Também verificamos que
(0,1,0,0) - (0,0,1,0) # (0,0,1,0) - (0, 1,0, 0)

e, portanto, (R% +,-) é um exemplo de anel ndo comutativo com unidade.
Faremos agora algumas identificagoes:
1+ (1,0,0,0),
i+ (0,1,0,0),
i+ (0,0,1,0),
k «+ (0,0,0,1),
assim, a + bi+ ¢j + dk < (a, b, ¢, d).
Com essas identificag¢bes, chegamos ao conjunto {a+bi+¢j+dk | a,b,c,d € R},
onde
a+bitcjtdik=ad +bi+cj+dk < a=d, b=V, c=c e d=d,
que serd denotado por H. Além disso, se multiplicarmos i, j, k como em (1.2), teremos
as seguintes relagoes:
2= =k?*=-1; y=k, jk=1i ki=j;
ji=-k kj=-i ik=-j, (1.3)
Definiremos as operagdes em H por: sejam a, b, ¢,d,a’,b', ', d' € R, entdao a soma
(@+bi+cj+dk)+ (a'+bi+cj+dk)=(a+d)+ (b+V)i+
(c+c)j+ (d+d)k, (1.4)

e para efetuarmos o produto, é suficiente levarmos em conta as relagoes (1.3) e

usarmos a distributividade. Assim,

(@+bi+cj+dk)-(a'+bi+cj+dk) = (aa’ — bb' — cc’ — dd') +
(@b’ + ba’ + cd' — 'd)i+ (ac' + d'c+ db' — d'b)j + (ad’ + da’' + b’ — V'e)k.  (1.5)
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Portanto, o anel (R*, +,-) pode ser identificado com o anel (H, +,-).

0=0+0i+0j+0kel—=1+0i+ 0j+ Ok sdo, respectivamente, o zero do anel e
a unidade de (H, +,-).

Comoi-j # j-isabemos que (H, +,-) é um exemplo de anel nao comutativo com
unidade. O anel (H, +, -) recebe o nome de anel dos Quatérnios.

E facil provar que se 2 = a + bi + ¢j + dk # 0, entdo existe um elemento

a—bi—cj—dk
y:a2+b2_|_62_|_d2 em (H,+,-),talquez-y=y-z = 1.

Assim, o anel dos Quatérnios, para ser corpo, necessita somente da propriedade
comutativa da multiplica¢do. Por isso dizemos que (H, +,-) é um anel com divisao
que nao é corpo.

Observe que existem trés copias do corpo C dentro do anel H, que sao:
{a+bi|a,beR}, {a+¢j|a,ceR} e {a+dk]|a,deR}.

Consideremos agora Qs = {1,-1,1,—1,j, —j, k, -k} C H um subconjunto do
anel dos Quatérnios.

E imediato que Qg é um grupo com a operacio de multiplicacido de H, pois
i2=j2=k*=-1; i-j=k, j-k=1, k-i=j;
j-i=-k, k-j=-i, i-k=-j.
Além disso,
jl=32=-j, kl=k¥*=-k, il'=i=-i
Assim, (Qs,-) é um grupo nao abeliano, cuja ordem é 8.

Defini¢do 1.37. Um subconjunto S # & de um anel (4, +,-) é um subanel de A se

S & um anel, com as operagdes induzidas de A.

Teorema 1.38. Um subconjunto S # @ de um anel (A,+,-) é um subanel de A se,

e somente se, valem as seguintes afirmacoes:
(i) para quaisquer a,b € S, temosa —b=a+ (-b) € S;

(i1) para quaisquer a,b € S, o produto a-b € S.
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Exemplo 1.39. Os subconjuntos nZ C 7Z sao subanéis de Z para todo n > 0.

Exemplo 1.40. Se (A4, +,-) é um anel, entao o centro de A é o conjunto
C(A)y={ac A|ab=ba,Vbec A}.
Se A & um anel comutativo, temos C(4) = A.

Defini¢do 1.41. Sejam (4,+,) e (S, ®,®) anéis. Uma fun¢do ¢ : A — S é um

homomorfismo de anéis se, para quaisquer a,b € A, temos:
(1) e(a+b)=p(a) ® ¢(b);

(ii) p(a-b) = p(a) ® p(b).

Se, além disso, ¢ é bijetora, dizemos que ¢ & um isomorfismo de anéis e, neste

caso, dizemos também que os anéis A e S sdo isomorfos e denotamos A = §.

Defini¢ao 1.42. Um subanel I de um anel A é um ideal de A se, para todoa € I

erc A temosa-reler-acl.

Teorema 1.43. Sejam A um anel e I # @ um subconjunto de A. I é um tdeal de

A se, e somente se, para quaisquer a,bc I er € A, temos:

(i) a—-bel;

(ii) a-reler-acl.

Exemplo 1.44. Para A = Z, I = nZ, n > 0, sdo todos os ideais de Z. Mais ainda,
estes ideais sao nicleos de homomorfismo de anéis.

De fato, se ¢ : Z — Z, é o homomorfismo canénico dado por ¢(a) = @, para

todo a € Z, segue que ker(p)={a € Z | a =0} = nZ.

Definigao 1.45. Sejam A um anel comutativo e a € A. A intersec¢ao de todos os

ideais de A que contém a é o tdeal principal gerado por a e é denotado por (a).

Definigéo 1.46. Seja A um anel. Um ideal M de A é um ¢deal mazimal de A se:
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(i) M # A;

(i1) se I é um ideal de A com M C I C A, entdo I = M ou I = A.

Exemplo 1.47. Os ideais pZ, com p primo, sao todos os ideais maximais de Z.

De fato, se p € um niimero primo, entao pZ é maximal, pois
() pZ # Z;

(i1) se I é um ideal de Z, entdo I = nZ, para algum n > 0. Logo, se pZ C I C Z,
entao pZ C nZ implica que p = an, para algum a € Z. Assim, I = Z ou

I = pZ, o que mostra que pZ é maximal.

Por outro lado, estes sao todos os ideais maximais de Z. Com efeito, se nZ é um
ideal de Z e n nao é primo, entao n = ny - ng, com 1 < ng, ny < n e, neste caso,

nZ C nZ C Z, o que implica que nZ nao é maximal.

Definigdo 1.48. Um ideal P de um anel comutativo 4 é um ideal primo de A se:
(i) P# 4

(i1) para quaisquer a,b € A, se ab € P, entdoa € P ou b € P.

Exemplo 1.49. Os ideais pZ, com p primo, sao ideais primos de Z.

Defini¢ao 1.50. Um dominio 4 é um dominio de ideais principais se cada ideal I

de A é principal, isto é, gerado por um tnico elemento. Neste caso, I = (a) = aA4.

Defini¢ao 1.51. Sejam A um dominio e a,b € A.

(i) Dizemos que a divide b (a | b) se existe z € A, tal que b = az. Caso contréario,

denotamos a 1 b.
(i1) u € A é uma unidade de A se u | 1.
(ii1) a e b s@o associados (a ~ b) se existe u € R* = {a € R: a| 1}, tal que a = bu.

(iv) q¢ € A é um elemento irredutivel de A se ¢ # 0, ¢ ¢ R* e ¢ ndo tém divisores

proprios em A, ou seja, se a | ¢, entdo a € R* ou a ~ q.
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(v) p € A é um elemento primo de A se p# 0, p ¢ R* e sep|ab, entdop | a ou

p | b. Outra maneira é dizer que se a | p entdo a = +1 ou a = £p.

Definigdo 1.52. Um dominio A é um dominio de fatoragdo inica se todo elemento
nao irredutivel de A se escreve de maneira tinica como produto de elementos irredu-

tiveis de A, isto é:
(1) todo elemento ndo irredutivel de A é um produto finito de fatores irredutiveis;

(ii) se {pi}i<i<s € {g;}1<j<t sdo familias finitas de elementos irredutiveis de A, tais
que p1...Ps = g1 ---qz, entdao s = t ou, a menos da ordenagao, p; é associado a

g, Vi=1,...,s.

Teorema 1.53. Em um dominio de fatorag¢do tnica, todo elemento irredutivel é

primo.

Teorema 1.54. Todo dominio de ideais principais é um dominio de fatoragdo inica.

Nas segoes de 1.3 a 1.6, os resultados estdo fortemente baseados em [5], [6] e [18],

onde podem ser encontradas as demonstragoes dos resultados enunciados.

1.3 Grupos de Lie

O conceito de variedade generaliza o conceito de uma superficie ou uma curva em

R3.

Definigéo 1.55. Uma variedade (topolégica) é um espago de Hausdorff 1 em que

todo ponto tem uma vizinhan¢a homeomorfa a R™.

Da mesma forma, o conceito de uma variedade diferenciavel generaliza o conceito
de uma superficie diferenciavel em R3, que é uma superficie com um plano tangente

em cada ponto.

Definigao 1.56. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um espago topoldgico
M e uma familia de aplicagoes biunivocas z, : Uy, C R® — M de abertos U, de R”

em M, tais que:

1Um espago de Hausdorff é um espago topolégico X, onde dado z,y € X existem vizinhangas U
dezeVdey talque UNV = @.
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(1) Ua2a(Ua) = M;

(ii) para todo par @, 3, com z,(Us) N2g(Us) = W # &, os conjuntos z;1(W) e

mEI(W) sao abertos em R™, e as aplicagoes :cgl o z, sao diferenciaveis.

Para uma melhor compreensao, na figura 1.2 fazemos um esbogo dessa aplicagao.

x o (U) Xp ()

Figura 1.2: Variedade diferencidvel

O par (Uy, 2a), com p € 24(Uy), € uma parametrizagio (ou sistema de coorde-
nadas) de M em p, onde z,(U,) é chamada uma vizinhanga coordenada em p.
Quando indicarmos uma variedade por M™, estaremos nos referindo a uma varie-

dade M, de dimensao n.

Definigdo 1.57. Sejam M7} e M3* variedades diferencidveis. Uma aplicagao
¢ + My — M, é& diferencidvel em p € M; se, dada uma parametrizacao
y:V CR™ — M; em ¢(p), existe uma parametrizacdo z : U C R® — M; em

p, tal que p(z(U)) C y(V), e a aplicagao
ytopoz:z7}(U) CR® - R™

é diferenciavel em z~1(p). Dizemos que ¢ é diferencidvel em um aberto de M; se é

diferenciavel em todos os pontos desse aberto.
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Defini¢ao 1.58. Um grupo de Lie G é um grupo que é também uma variedade
diferenciavel, tal que a estrutura diferenciavel é compativel com a estrutura de grupo,

isto &, a operagao

GxG = G

(z,y) — ay!

é uma aplicagao diferenciavel para quaisquer z,y € G.

O elemento unitario de um grupo de Lie G é denotado por e, e a dimensao do

grupo G é definida como sendo a dimensao de G como uma variedade.

Exemplo 1.59. Seja S! = {e%| § ¢ R(mod 27)} o circulo unitario no plano com-

plexo. Definiremos as operagoes do grupo como
610 et — ez(G—I—cp) e (610)—1 — 6_10.
Para que S! seja um grupo de Lie, mostremos que a aplicagio

p:8txst - st
(eie,eicp) s eiG . (eicp)—l — ei(G—cp)
seja diferenciavel, quaisquer que sejam 6, ¢ € R(mod 27).
De fato, seja 1(e%, e*?) = €(~%) entdo

dip = ‘Z—f -df + Z—z cdp = 0. dh + 0¥ (—i) - dp = ie®¥) . (db — dop).

Como di) existe para quaisquer 6, ¢ € R(mod 27), entdo ¢ é diferenciavel.

Portanto, S! é um grupo de Lie, que chamaremos de U(1).

Exemplo 1.60. Sao de particular interesse em aplicagoes fisicas os grupos de ma-
trizes, subgrupos dos espagos GL(n,R) (ou GL(n,C)), conhecidos como espagos das
aplicagdes lineares bijetivas de R™ em R™ (ou C* em C"), que munidos com a ope-

ragdao composi¢ao de fungoes, tornam-se um grupo de Lie, ou seja, a aplicagao

¢:GL(n,R)x GL(n,R) — GL(n,R)

(M,N) — M-.N1
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é diferenciavel, quaisquer que sejam M, N € GL(n,R).

De fato, sabemos que o produto dos elementos é simplesmente a multiplicagao
de matrizes, e a inversa é dado pela matriz inversa. As coordenadas de GL(n,R)
sao dadas por n? inteiros, entdo, seja M = {a;;} e N = {b;;}, temos N~! = {¢;;}.

Portanto, MN~! = { > o1 aikckj}. Assim,
0 ~ P »
6= 35 g0 (Lo s + S 5 (S s = 305 s
J T = J 7 = 7 [

Como ¢ é diferenciavel, entdo GL(n,R) é um grupo de Lie.

Exemplo 1.61. A rotacao em torno da origem em um espago tridimensional forma

um grupo de Lie. Este grupo pode ser representado pelas matrizes ortogonais
0(3) ={M € GL(3,R)| MM' = M'M =1},

onde M é a transposta de M, que é um subgrupo de GL(3,R). Portanto, O(3) com

a operacao composi¢ao & um grupo de Lie.

1.4 Grupos de Transformacgao

Quando usarmos o termo suave, estaremos nos referindo a uma diferenciabilidade de

classe C*, sendo k muito grande.

Definigao 1.62. Sejam M; e M, variedades diferencidveis. Uma aplicagao

p : My — My é um difeomorfismo se ela é diferenciavel, biunivoca, sobrejetiva e

1

sua inversa ¢~ é diferencivel.

Defini¢ao 1.63. Sejam M uma variedade suave de dimensao n, comz € M, e W

um campo vetorial em M. Um fluzo de um campo vetorial W & uma aplicagao

o:MxI(z) - M

(z,1) = o),

onde I(z) é um intervalo da reta.
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O conjunto de pares (z,t) é um subconjunto aberto de M x R e, portanto, uma
variedade suave de dimensao n + 1.

Para t € R fixo, um fluxo o(z,t) é um difeomorfismo de M em M denotado por

O't:M - M

r — o).
E importante notarmos que o; € um elemento de um grupo comutativo, tal que:
(1) oi(os(z)) = 014s(2), isto &, o¢ - 05 = Ot4s;
(ii) og é o elemento neutro;
(iii) 0_s = (0¢)~! & o elemento inverso,
para quaisquer s,t € Rez € M.

Definigao 1.64. O grupo mencionado acima, cujo elementos sdo oy, é chamado

grupo de transformagoes a um-pardmetro.
Podemos ainda considerar o grupo de transformacoes de dimensao finita
{04 | g € um elemento de um grupo de Lie G de dimensao p}.
O conjunto o4 é um grupo de transformagdio de Lie se a aplicagao

c-MxG — M

(z,9) = o(z,9)
é diferenciavel e se, além disso, o conjunto de transformagoes
{og: M = M| 0y4(z) =0(2,9)},

juntamente com a aplicagao composi¢ao, satisfizerem as seguintes propriedades de

grupo:
(i) og00n = ogn;
(ii) o. é a identidade;

(iii) 0,1 = (04)7"
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1.5 Transformacoes Conformes

Nesta se¢ao nos limitaremos a mostrar que transformagoes conformes sao fungoes
que preservam o dngulo entre dois vetores tangentes, em um ponto onde duas curvas
se interceptam. Para isso, precisamos definir uma métrica em uma variedade M, que

chamaremos de métrica Riemanniana.

Definigdo 1.65. Sejam M uma variedade diferenciavel e a: (—¢,¢) C R — M uma
curva diferencidvel em M. Um vetor tangente em p € M é o vetor tangente em ¢ de
alguma curva a : (—¢,e) - M, com a(t) = p. O conjunto dos vetores tangentes a
M em p sera indicado por T, M, que, com as operagdes usuais de fungao, torna-se

um espago vetorial de dimensao n, chamado o espago tangente a M em p (T,M).

Defini¢do 1.66. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é
uma lei que faz corresponder a cada ponto p € M um produto interno (, ), no espago
tangente T, M, que varia diferencialmente no seguinte sentido: se z : U C R® - M

é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com z(z1,...,2,) = ¢ € z(U)

0 0 0
e 9z, (¢9) = dz(0,...,1,...,0), entdo <373i(q)’%j(®>p = gij(z1,...,2,) € uma
fungao diferenciavel em U.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é dizer
que, para quaisquer pares X e Y de campos vetoriais diferencidveis em uma vizi-
nhanga V de M, a fungao (X,Y) é diferenciavel em V.

Uma variedade diferencidvel M, com uma dada métrica Riemanniana g, chama-se

variedade Riemanniana e é denotada por (M, g).

Defini¢do 1.67. Seja (M, ¢g) uma variedade Riemanniana. Uma aplicagdo suave
o:(M,g)— (M,g)
é uma transformagdo conforme se satisfaz a equagao
<0'_1 ogo O') (2) = e*2(®) . g(2),
onde z € M e ® é uma fungado suave em M.

A seguir mostraremos um exemplo de uma transformagao conforme no espago

Euclidiano.
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Exemplo 1.68. A projecao estereografica é uma transformacao conforme.
Sejam S™ = {z € R"!| (z,z) = 1} a esfera unitaria n-dimensional e

p=1(0,...,0,1) € S™ seu pélo norte. A projegcdo estereogrdfica
¢: 5" —{p} > R"

é¢ um homeomorfismo entre a esfera menos o seu pdlo norte e o espago euclidiano R”,

que é definido como

_ (gla"'agn)
N

para todo z = (&1, -+, &ny1) € S™.
Geometricamente, () é o ponto em que a semi-reta pzr C R**! corta o hiper-
plano &,,1 = 0, o qual identificamos como R™. A representagio para o R? sera da

seguinte forma:

Figura 1.3: Projegdo estereogrdfica

Mostremos agora que ¢ é uma aplicagdo que preserva o angulo, isto é, ¢ é uma
transformagao conforme. Antes, recapitularemos alguns resultados de Analise Fun-
cional (Kreyszig [13]) que facilmente podem ser demonstrados.

Por definicdo de funcional linear limitado, para todo z € R", existe A(z) > 0

real, tal que
lde(v)[| = Az) - [[v]], (1.6)

qualquer que seja v € R™.

Usaremos também o seguinte resultado. Dado u,v € R”, é verdade que

(o= 3 (Ilutoll? = Jlu—o?). (1.7)
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Assim, para todo z, u, v € R®, temos

(dow), do(v)) = § - (Ildg(u) + ()| ~ llde(u) ~ do()|[?) =
- (Il +0)I12 = llde(u — v)|?) =
S (X(@)- [fu+oll* = X(@) - [Ju—o]?) =

X - (Ilu+ ol = flu—v][?) =

e NN

“A2(z) -4 (u,v) = N (z) - (u,v).

Portanto,

(dp(u), dp(v)) = N2(2) - (1, ). (1.8)

Mas dados a e 5 os angulos entre os vetores dp(u), dp(v) e u, v, respectivamente,

temos que (dip(u), d(v) ) = [ldp(w)]| - lde(v)]] - cos e (u,v) = ||ul] - |lo]| - cos .

Deste modo, concluimos que

lde(u)] - [|dp(v)]| - cos e = A*(z) - [[u]| - ||v]| - cos B =
= Az) - [ull - A(z) - 0] - cos & = A*(z) - ||ul| - |[v]| - cos f =

= cosa = cos 3,

ou seja, para quaisquer u, v € R”, a fungao ¢ preserva o angulo entre vetores.

1.6 Grupo Holon6émico

Seja M uma variedade diferenciavel, denotaremos por X(M) o conjunto dos campos
de vetores de classe C™ em M e por D(M) o anel das fungbes reais de classe C*>

definidas em M.

Defini¢do 1.69. Uma conezdo afim V em uma variedade diferenciavel M é uma

aplicagao

VR(M) x R(M) —  R(M)

(X,Y) — VxY

e que satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) VixigvZ = fVxZ +gVvZ;
(i) Vx(Y +2) = VxY + VxZ;
(iii) Vx(fY) = fVvxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Procuraremos esclarecer melhor esta definicao por intermédio da seguinte

proposicao:

Proposigao 1.70. Seja M wuma variedade diferencidvel com uma conezdo afim V.

FEntdo, existe uma tnica lei que associa a um campo vetorial X ao longo da curva
, . .. DX .

diferencidvel ¢ : I — M wm outro campo vetorial e ao longo de ¢, denominado

derivada covariante de X ao longo de c, tal que:

DX DWwW

D
(a) (X +W)=——+——

dt

D D DX
(b) a(fX) = d—ifX + fﬁ’ onde W ¢é um campo de vetores ao longo de ¢ e

feD(M).
(¢) Se X ¢ induzido por um campo de vetores Y € R(M), isto é, X (t) = Y (c(?)),

entio — =VaY.
dt

dt

A nocao de conexao fornece, portanto, uma maneira de derivar vetores ao longo

de curvas. Em particular, podemos falar em aceleragao de uma curva em M.

Definigéo 1.71. Seja M uma variedade diferenciadvel com uma conexao afim V. Um

campo vetorial W ao longo de uma curva ¢ : I —+ M é chamado paralelo quando
DW

- 0, para todo t € I.

Proposigao 1.72. Sejam M uma variedade diferencidvel com uwma conezdo afim V,
c¢: I — M uma curva diferencidvel em M e Wy um vetor tangente a M em c(tp),
comty €1 <ist0 € Wo € Tes,) M ) . Entdo, existe um inico campo de vetores paralelo
W ao longo de c tal que, W (ty) = Wp.

<W(t) é chamado o transporte paralelo de W (tg) ao longo de c).
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Um caminho fechado baseado em p &€ uma curva ¢, iniciando e terminando em
um mesmo ponto p.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana m-dimensional, com uma conexao afim
V. A conexao naturalmente define um grupo de transformacao para cada espago
tangente T, M, como segue.

Sejam p € (M,g) e {c(t) | 0 <t <1, ¢(0) = ¢(1l) = p} o conjunto de curvas
fechadas baseados em p.

Se transportarmos paralelamente o vetor W € T,M ao longo da curva c(t), ao

fim de uma volta completa obtemos um novo vetor W, € T,,M.

P=c(0)=c(l) TpM

N
N
v

Figura 1.4: Transporte paralelo

A curva fechada ¢(t) e a conexao V induzem uma transformacao linear

P:T,M — T,M

W - W..

Definigao 1.73. O conjunto das transformagoes definidas acima é chamado de grupo

holonémico em p e é denotado por H(p).

Assumimos que H(p) age sobre T,M pela direita, P.X = Xh, h € H(p). Em
componentes, isto torna-se P.X = X*hje,, onde {e.} é a base de T, M.
E facil ver que H(p) é um grupo. O produto P. P. corresponde ao transporte

paralelo primeiramente ao longo de ¢, e entao, de ¢’. Se escrevermos Py = P.P,, a
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curva fechada d é dada por

d(2t-1),1 <t<1.
A unidade corresponde & aplicagao constante ¢,(t) = p, 0 < ¢ < 1, e o inverso de
P, ¢ dado por P, 1, onde ¢ 1(t) = ¢(1 — t).
Notemos que H(p) é um subgrupo de GL(m,R), o conjunto das matrizes m x m
inversiveis, que é o maximo grupo holonémico possivel. O grupo H (p) é trivial se, e
somente se, o tensor de Riemann se anula. Em particular, se (M, g) é paralelizavel,

podemos dizer que H(p) é trivial.

Exemplo 1.74. Sejam S uma hipersuperficie em R*t! e p € §. Denotaremos por
G, o grupo das transformagoes lineares nao-singulares de S, em S,, onde S, é uma

hipersuperficie em p. Seja
H,={T€G,|T =P},

para alguma curva suave a : [a,b] — S, com a(a) = a(b) = p um subconjunto de
Gp.

Para cada par de curvas suaves o e  de p em p, existe uma curva suave v de p
em p, tal que

P,= P30 P,

e, além disso, para cada @ € S de p em p, existe 8 € S de p em p, tal que Pg = P L.

O grupo H,, é o grupo holonémico de § em p.



Capitulo 2

Andalise Hipercomplexa

Iniciaremos este capitulo tecendo um breve comentario a respeito de alguns resultados
de analise complexa (Ahlfors [1]), que mais adiante serdo generalizados para um

espago hipercomplexo.

2.1 Integracao Complexa

Seja © C C um conjunto ndo vazio, aberto e conexo. Uma fungao f(z) de uma
variavel complexa z = z + iy (z,y € R) que possui uma derivada continua em toda
a regiao () é chamada analitica em ().

E equivalente dizermos que f(z) = wu(z,y) + iv(z,y) é analitica em z se na

expressao da derivada

lim f(Z + AZ) — f(z) (2-1)

f’(Z) = )

o Az—0 Az

o limite independe do caminho pelo qual z + Az se aproxima de 2.
Se fizermos Az = Az + iAy tender a zero pela reta real, ou seja, se tomarmos

Az = Az, obtemos

ou . Ov
! _ il
fl(z) = —+i—.

Por outro lado, se fizermos Az tender a zero pela reta imaginaria, isto é, tomar-

(2.2)

mos Az = iAy, obtemos
_0v  0u

f'(z)—a—y—za—y.

Como o limite independe do caminho em que Az se aproxima de zero, em outras

(2.3)

palavras, f é analitica, entao

ou v Ov ou
! _ ; J— 3
f@) = 9z oz oy oy’ (2:4)

27
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ou seja,

As relagdes em (2.5) sdo conhecidas como equagdes de Cauchy-Riemann.

Entéao, uma condigao necessaria para que a fungao f(z) = u(z, y)+iv(z,y) tenha
derivadas em z é que esta obedeca as relagoes de Cauchy-Riemann.

A suficiéncia segue do fato de as fungoes u(z,y), v(z, y) e suas derivadas parciais

serem continuas; isto equivale a dizer que a funcdo f(2) é analitica.

0
Observagao 2.1. Seja f'(z) = # Entdo, somando a equagdo (2.2) com a
z

equagdo (2.3), obtemos a seguinte igualdade:

p. ) _Ou v Ov du
0z 0z Oz Oy Oy

of) 1 (00 00) 1 (0 o)
7 Tz 2 8:13+6y AN oy) (2:6)

Muitas propriedades importantes de fungoes analiticas sao dificeis de se provar
sem o auxilio da integragdo complexa. Se uma funcdo f(t) = u(t) + iv(t) definida

em um intervalo (a,b) é continua, definimos

/a " byt = / " w(t)dt + i / ’ o(t)dt. (2.7)

Defini¢ao 2.2. Consideremos dois pontos z; e 23 ligados por um caminho v, dado

na forma parameétrica por z = 2(¢), t € R, e sejam 21 = z(t1) e 22 = z(¢2). Entao,
z2
[1@ra= [ w20 @
v 2
é chamada integral de linha ao longo de 7.
Como f = u+iv e dz = dz + idy, a integral de linha pode ser escrita na forma
/(ud:c — vdy) + i(udy + vdz), (2.8)
~

que separa a parte real da parte imaginaria. Podemos reescrever a integral (2.8) de

forma mais compacta, ou seja,

/ pdz + qdy, (2.9)
"

onde p = (u+ v) e ¢ = (—v + iw).
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Uma importante classe de integrais sao as caracterizadas pela propriedade de nao
depender do caminho dado, ou seja, a integral sobre uma curva depende unicamente
dos pontos final e inicial. Assim, se 1 € 72 tém os mesmos pontos iniciais e finais,
entao necessitamos que

/ pdz + qdy = / pdz + qdy. (2.10)
7

Y2

Dizer que uma integral nao depende do caminho equivale a dizer que o valor da

integral sobre qualquer curva fechada vale zero.

Teorema 2.3. A integral de linha f7 pdx + qdy, definida em Q, ndo depende do

caminho dado se, e somente se, existe uma fungdo U(z,y) em Q satisfazendo

w_
oz P 8y_q

ou, equivalentemente,

ou Ov ou ov

oz oy oy oz
Demonstragao. A suficiéncia é imediata. Se a condicao esta satisfeita, podemos
escrever a integral de linha da seguinte forma:

/:2 (% 2'(t) + Z—Z : y'(t)) dt = /:2 % U(m(t),y(t)) dt

1 1

/ pdz + qdy
7

= U(m(zz),y(zz)> - U<33(Z1)’y(z1)>’

e o valor dessa diferenga depende unicamente dos pontos extremos.
Reciprocamente, escolhamos um ponto fixo (zg, yo) € 2, ligado ao ponto (z,y)
por um caminho poligonal 7, contido em {2, cujos lados sejam paralelos aos eixos

coordenados, e definamos a fungao

Ulz,y) = /pdfc+qdy-
Y

Como a integral depende apenas dos pontos inicial e final, a fungao é bem
definida. Se escolhermos o dltimo segmento horizontal de vy, podemos manter y
constante e variar ¢ sem mudar o outro segmento. Assim, podemos escolher £ como

parametro no tltimo segmento e obter

U(z,y) = / p(z,y)dz + const.
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~ U
Desta expressao segue que o p. Usando raciocinio anélogo e escolhendo o
z

ultimo segmento vertical, podemos mostrar que — = g. O

oy

E comum escrevermos

oU oU

e dizer que uma expressao pdxr + ¢dy, que pode ser escrita desta forma, é uma
diferencial exata.
Assim, a integral independe do caminho se, e somente se, a integral é uma dife-

rencial exata.

2.2 Conceitos Topolégicos

Nesta segao introduziremos alguns conceitos e resultados de topologia (Munkres [17]).

Por se tratarem de resultados bem conhecidos, omitiremos suas demonstragoes.

Definigao 2.4. Seja X um espago topoldogico. Uma separagdo de X é um par de
subconjuntos abertos, nao vazios e disjuntos U, V de X, cuja uniao é X. O conjunto

X & conezo se nao existe uma separagao de X.

Um critério atil para verificar se um espago X é conexo é mostrar que todo par

de pontos de X pode ser ligado por um caminho em X.

Definigao 2.5. Dados dois pontos z e y de um espago topologico X, um caminho
ligando ¢ a y em X é uma aplicagdo continua a : [a,b] C R — X, tal que a(a) = =

e a(b) =y.

Figura 2.1: Caminho
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Um espago X é conezo por caminho se todo par de pontos de X pode ser ligado

por um caminho.

Dados um espago topologico X e um ponto z¢ € X, associaremos através de
caminhos fechados em X, um grupo, denotado por 71(X, z¢), denominado grupo
fundamental de X. Para isso, definiremos uma relagao de equivaléncia entre camin-

hos de X chamada caminhos homotdpicos.

Definigdo 2.6. Dois caminhos ¢, §: [0,1] — X, com os mesmos pontos iniciais ¢ e

finais z1, sao homotdpicos se existe uma aplicagao continua H : I X I — X, tal que
H(Sa 0) :a(s) e H(Sal) :B(S)a

H(O, t) =T e H(l,t) =17,

quaisquer que sejam s,t € I = [0,1].

Figura 2.2: Caminho homotdpico

A aplicagdo H é chamada caminho homotdpico entre o e f3, e serd denotada por
H :«a ~, 3, ou, simplesmente, o ~, 3.

Uma condigdo para que o conjunto das classes de caminhos homotépicos forme
um grupo com a operagao *, é que os caminhos sejam fechados, ou seja, que o
caminho inicie e termine em um mesmo ponto zy. Chamaremos este caminho de

caminho fechado com um ponto base xg.

Teorema 2.7. A aplicagdo ~;, é uma relagio de equivaléncia no conjunto formado

pelos caminhos fechados em X baseados em xg. Denotaremos este conjunto por

Q(X, ;130).
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Vale observar que, dados a, 5,7 € Q(X, z¢), em geral temos (a*f5)*y # ax(8x7y).
Logo, o produto de caminhos nao é associativo, e a operagao * nao define uma
estrutura de grupo em Q(X, zo).

Para cada a € Q(X, z¢), denotaremos por [¢] a classe de equivaléncia da curva

fechada o pela relagao ~,, isto é,

[a] = {8 € X, 20)| & >z, B}

Denotaremos por 71(X, £9) o conjunto quociente X20)

~
—z

, Ou se€ja,
(X, 20) = {[a] | @ € Q(X, zo)}.

Temos por objetivo definir uma operacdo em 71(X, o), induzida de *, tal que

71(X, 2¢) tenha uma estrutura de grupo.

Teorema 2.8. O conjunto m1(X, o) € um grupo com a operagdo [a] * [B] = [a * f],

chamado grupo fundamental.

Se na Defini¢ao 2.6 ao invés de tomarmos dois caminhos, considerarmos duas
fungdes continuas f e g entre espagos topologicos X e Y, temos que f é homotépica
a g se existe uma funcdo continua H : X x [0,1] — Y, com H(z,0) = f(z) e
H(z,1) = g(z), para todo z € X, e H(a,t) = f(a) = g(a), quaisquer que sejam
a € AC X,et € [0,1]. Observemos que uma homotopia mostra essencialmente

como "deformar" continuamente a fungio f até a fungéo g.

Definigao 2.9. Um espago topolégico X é contrdtil se existem zo € X e uma

homotopia H : X x I — X, tais que
H(z,0)==z e H(z,1) =29, V2 € X,

H(:Bo,t)::Eo, Ytel.

A homotopia H é chamada contragdo do espago X para o ponto zg.

Exemplo 2.10. O disco unitario D = {(z,y) € R? | 22 4 y% < 1} é contratil.

De fato, seja g = (0,0) € D. Definimos a homotopia H : D x I — D por

H((z,9),t) = ((1- )2, (1- t)y).
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Definigao 2.11. Um espago topologico X conexo por caminho é simplesmente
conezo se m1(X,zg) é o grupo trivial, isto &, m1(X,z9) = {0}, onde 0 denota [c,,]

(a classe do caminho constante z).

Em variaveis complexas, a definigao acima se reduz a: uma regiao 2 é simples-
mente conexa se qualquer curva 7 contido em {2 pode ser reduzida a um ponto,
permanecendo em (2.

Intuitivamente, uma regiao simplesmente conexa é aquela que nao possui buracos.
Teorema 2.12. Todo espago contrdtil é simplesmente conexo.

Observemos que a reciproca do teorema nem sempre é verdadeira, isto é, podemos
ter um espago ndo contratil X, com 73 (X, zg) = 0. Por exemplo, a esfera S*, n > 1é
simplesmente conexa, mas nao é contratil. Analisaremos intuitivamente o caso n = 2.
Todo caminho fechado em 5?2 pode ser deformado continuamente em um ponto, mas

o espago todo (5%) ndo pode ser deformado continuamente em um ponto.

Observagao 2.13. Todo espago contrdtil € conexo por caminho, mas a reciproca nao

é verdadeira. Por exzemplo, S' é conexo por caminho, mas nio € contrdtil.

2.3 Teoria de Grupos

Nesta secao abordaremos o assunto de maior interesse neste capitulo. Vimos no
Capitulo 1 que dado um grupo abeliano G de ordem 8, ele é isomorfo a (Zs, +),
(Zg X Zoy+), (Za X Za X Zs,+) , e se G & ndo abeliano, este é isomorfo ao grupo
(Dy, o) ou ao grupo (Qs, -).

Primeiramente, demonstraremos o caso em que G é abeliano. Para isto, ne-
cessitaremos de alguns resultados que podem ser encontrados em (Garcia [10]) e
(Bhattacharya [2]).

E conhecido o fato de que se G é um grupo abeliano finitamente gerado, entio G
pode ser decomposto como uma soma direta de um nimero finito de grupos ciclicos
C;, isto &,

GZCl@CZ@---@Ck,

onde cada C; é infinito, ou, para algum j < k, Cy,...,C}; sao de ordens myq,...,m;,

respectivamente, com mq|mgy|---|m; e Cji1,...,C infinitos. Podemos também
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denotar G como um produto cartesiano desses grupos ciclicos, ou seja, G = Cj X

CzX...XCk.

Proposigao 2.14. Seja G um grupo ciclico finito de ordem k. Entdo, G € isomorfo

ao grupo aditivo Zy,.

Demonstragdo: Se a é gerador de G, entdao G = {e, a,a?,---,a*1}. Consideremos

a correspondéncia
@ : Zy — G

5 — a°

Esta claro que a aplicagdo ¢ é sobrejetora, mostremos entao que ela é injetora.

De fato,
=1 < s=t(modk) & JqcZ|s—t=kqg & a*'=ad""=e & o’ =d".
Basta agora mostrar que ¢ é um homomorfismo. Para todo 3, € Z, temos

G+ =f(sFt)=a"=a"-a' = f(5)- f(D).

Com estes resultados, enunciaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.15. Seja G um grupo abeliano finito. Entdo, existe uma tnica lista de

inteiros my, . .., My, maiores que 1, de tal maneira que

IG|=m1...mg, my|mal ... |mg

Gzcl@...ﬂack,

onde C4,...,Cy sio subgrupos ciclicos de G de ordem my, ..., my, respectivamente.
Conseqiientemente,

Gl ®...® Ly,

Demonstragdo. Sabemos que G = C1P. . .Gy, onde C1q, ..., C} sdo grupos ciclicos
de ordem my, ..., mg, respectivamente, com my|ma|...|mg. Desde que |S x T| =

|S| - |T|, para quaisquer conjuntos finitos S e T, segue que

|G| = |Cl||Ck| =mi...Mg.
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Além disso, qualquer grupo ciclico de ordem m é isomorfo a Z,,. Portanto,
Gl ®...® Ly,
Para provar a unicidade da lista my, ..., mg, suponhamos que
G=C1®...0Ck=D1®...0 Dy,

onde C; e D; sdo subgrupos ciclicos de G, com |C;| = m;, mi|lmg|...|m e
|Dj| = nj, nilng|...|n.

Como Dj é ciclico, este possui um elemento de ordem n;. Mas todo elemento em
G tem ordem menor ou igual a mg, de modo que n; < myg. Pelo mesmo argumento,
my < n;. Portanto, my = n;.

Consideremos agora my_1G = {my_1a | a € G}. Das duas decomposigies de G

assumidas acima, obtemos

Mp—1G = (Mp—1C1) ® ... B (Mp_1Cr—1) & (Mp_1Ck)

= (Mg-1D1) @ ... ® (Mi—1D1-1) ® (Mr-1Dy).

Pelo fato de m;|mg_1, segue que my_1C; &€ um subgrupo trivial, para
i =1,...,k — 1. Portanto, |mg_1G| = |mr_1Cx| = |mr_1D;| e concluimos que
|mr_1D;| =1, para j =1,...,] — 1. Logo, nj_1|mg_1.

Pelo argumento simétrico, mg_1|n;_1 € entdo mg_1 = ny_1.

Procedendo dessa maneira, podemos mostrar que mg_, = 7, comr = 0,1,...,

mas Mmy...my = |G| = ny...ny, de modo que k =1 e m; = n; para
i=1,2,..., k. O
Uma partigdo de um inteiro positivo k é uma r-upla (ky,---, k) de inteiros posi-

tivos, tal que k =Y . k; e cada k; < kiqq

Lema 2.16. Eziste uma correspondéncia injetora entre a familia de grupos abelianos

ndo isomorfos de ordem p°, p primo, e o conjunto P(e) de partigoes de e.

Demonstragao. Seja F uma familia de grupos abelianos nao isomorfos de ordem
p¢. Se G € F, entdo G determina um dnico tipo (p®,...,p%), onde e; < ... < eg

e e1+...+ex=c¢€.
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Definamos a aplicagdo o : F' — P(e) por o¢(G) = (e, ..., ex). Usando o Teorema
2.15, podemos verificar que ¢ é injetora. Para mostrar que ¢ é sobrejetora, seja
(é1,...,€5) € P(e). Entao, o grupo Zye1 . . .BZpes € uma pré-imagemde (e, ..., €,).

O

Lema 2.17. Seja G wm grupo abeliano finito de ordem pi' - p3*...py*, pi primos

distintos, e; > 0. Entdo,

G=5P1)®S([p2) ®...® S(pr),
onde |S(p;)| = p;*. Esta decomposig¢io de G é tinica, isto é, se G = H1 @ ... Hy,
com |H;| = p*, entio H; = S(p;).

Demonstragdo. Temos que |G| = pi'...py*, e; > 0. Pelo teorema anterior,
G=C1®...0C,, onde C; sao grupos ciclicos de ordem, pili .. .pzki, ej; > 0. Pelo
eki

2 . 2 , . €1 .-
fato de C] ser ciclico, C; contém subgrupos tnicos C1,, ..., Ck, de ordem pll’ D s

respectivamente. Segue do Teorema de Lagrange que
C;;NCL®...8C;_1, ®Cj11, ... 0 Cy; = ¢,
para todo j = 1,..., k. Portanto, C; = Cy; ... P Cy,;. Logo,
G=C,®..0CL]|®..0[C1,®...0Chk,].

Denotando S(p1) = [C1,, & ... ® C1,.],..., S(k) = [Ck; & ... ® Ch,], temos
1S(p1)| = o1y, [S(oR)| =D ¢ G=S(p1)D...® S(pr). Comparando a ordem
em ambos os lados, segue que |S(p1)| = p3', ..., |S(pe)| = pi*. A dltima afirmagao
do lema pode ser provada observando que cada subgrupo S(p;) e H; é simplesmente

o subgrupo {a € G | o(a) é uma poténcia de p;}. O

Teorema 2.18. Sejan = p{l -p{z .. .p,’:’“, onde p; sdo primos distintos, j =1,..., k.

Entdo, o nimero de grupos abelianos nao isomorfos de ordem n €

[P(f)]- [P(f2)]. .- [P(fx)l-

Demonstragao. Sejam F uma familia de grupos abelianos nao isomorfos de ordem

ne G € F. Segue do Lema 2.17 que

G = S(pl)GBGBS(pk)
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O namero de grupos abelianos ndo isomorfos S(p;) é |P(f;)| pelo Lema 2.16.

Portanto, || = |[P(f1)] - |P(f2)] ... |[P(fu)l- O

Com relagdo aos grupos de ordem 8, temos n = 8 = 23, ou seja, p=2e f = 3,
e a ordem do conjunto das partes de f é |P(f)| = |P(3)| = 3. Portanto, temos trés

grupos abelianos nao isomorfos de ordem 8, a saber:
(Zs,+) , (ZaxLyy+), (ZzXZyX Ly +).

Teremos como propoésito daqui em diante mostrar que existem somente dois gru-
pos nao abelianos de ordem 8, qualquer outro sera isomorfo a um deles.

De fato, consideremos um grupo G qualquer, nao abeliano, de ordem 8. Pelo
Corolario 1.18, as possiveis ordens dos elementos em G sao 2, 4 e 8.

Suponhamos que G possua um elemento de ordem 8, por exemplo, a € G. Entao
G = (a) e, portanto, pela Proposi¢do 2.14, G ~ Zg, uma contradigao.

Deste modo, as possiveis ordens dos elementos de G (distintos de €) sdo 2 ou 4.

Suponhamos que todos os elementos de G tenham ordem 2. Entao, G é um grupo
abeliano.

Com efeito, seja a € G, a # e. Como O(a) = 2, temos que H = {e,a} é um
subgrupo de G. Consideremos b € % Entdo, K = {e, a, b, ab} &€ um subgrupo de G.
Seja agora ¢ € % Entdo, G = {e, a,b, ab, ¢, ac, bc,abc} = {a*t’c* | 4,7,k € {0,1}}.
Portanto, G ~ Zgy X Zg X Zs, que é abeliano. Absurdo.

Se considerarmos a seguinte aplicacao

QD:Z2><Z2><Zz - G

G,7, k) — a'bick

obteremos o isomorfismo acima.

Logo, G possui um elemento de ordem 4. Sejam a € G tal elemento e H = (a).
Tomemos b € % e consideremos o subgrupo K de G gerado por a e b, isto &,
K = {a,b). Como b ¢ H, temos que |K| > 4 e, pelo Corolario 1.18, |K| divide

8. Portanto, K = G = (a, b), ou seja,

G = {e,a,a’, a3 b,ab,a’b,ab}.
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Como o indice (G : H) = 2, temos H < G.

Com efeito, se a ¢ H, entaio G = HUaH e aH N H = @. Da mesma forma,
temos G = HUHa e HanN H = @&. Assim, temos aH = Ha, a ¢ H. Mas,
claramente, oH = Ha, Yo € H. Portanto, para todo g € G, gH = Hg, provando
que H < G.

Logo, podemos considerar o grupo quociente %

Primeiramente, b~1ab € H, pois H <| G. Como O(b~'ab) = O(a) = 4, segue que
b-lab=a ou b lab= a3. Observemos que b~lab=a = ab= ba, ou seja, temos
um grupo abeliano.

Como |&| = 2, pois (G : H) = 2, temos (bH) - (bH) = b*H = g/ OU S€ja,

3

b’ € H. Suponhamos que > = a ou ? = a®>. Em ambos os casos, O(b%) = 4 e,

portanto, O(b) = 8. Isto mostra que G é abeliano, pois serd gerado por b. Absurdo.

Assim, devemos ter b* = e ou b? = a?.

Por fim, se G é um grupo qualquer de ordem 8, temos:

1. G gerado por a e b que define as relagoes:

at=e¢, b*=e e b lab=a (abeliano), (2.11)

at=e b =e e b lab=a’, (2.12)
onde em (2.11), (G = Z4 X Zy, +) e em (2.12), G = (Dy, o).
2. G gerado por a e b que define as relagoes:

at=e, b =a’> e b lab=a (abeliano), (2.13)

at=e, b*=da’> e b lab=d? (2.14)
onde em (2.13), (G = Z4 X Z3,+) e em (2.14), G = (Qs, *).

Observemos, nos casos (2.11) e (2.13) acima, que um mesmo grupo pode ser ap-
resentado, por meios de geradores e de relagoes, de formas distintas. O que acontece
é que mudando a escolha dos geradores, podemos alterar as relagoes entre eles.

Sejam 0,1 € Zy e 3, Te Zs. No caso (2.11), os geradores escolhidos para Zj X Z2

sao a = (1, 6) e b= (0,1). No caso (2.13), os geradores escolhidos sdo a = (I, 6) e



2.8 Teoria de Grupos 39

E claro que D4 e Qg nio sao isomorfos a Zg, Zs X Zy € Zg X Zy X Zy. Resta-nos
somente verificar que D4 nao é isomorfo a (Jg. Para tanto, é suficiente observarmos
que D4 possui cinco elementos de ordem 2, enquanto (g possui um tnico elemento
de ordem 2.

Portanto, se G é um grupo nao abeliano qualquer de ordem 8, entao ele é isomorfo
a Dy ou a Qg.

Consideremos agora o conjunto G = {1, -1,i, —1,j, —J, k, —k}. Vimos no capi-
tulo anterior (Exemplo 1.36) que este conjunto forma um grupo com a operagdo mul-
tiplicagdo induzida de H (anel dos Quatérnios). Podemos verificar que este grupo é
gerado pelos elementos i e j. Assim, usando as relagdes (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14),

respectivamente, obtemos

ij=ji=k, jk=kj=i, ki=ik=—j (2.15)

i2=-1, j’=1, k¥*=-1,

j=-ji=k, jk=-kj=i ki=-ik=j (2.16)

j=ji=k, jk=kj=-i, ki=ik=—j (2.17)

j=—ji=k jk=-kji=i ki=-ik=j (2.18)

Como ja dissemos anteriormente, o grupo G é gerado por i, j e para nossos
propositos, pelo menos esses dois elementos devem obedecer & propriedade
(€;)* = —1, ou seja, i2 = —1ej? = —1. O elemento k ndo necessita obedecer
a propriedade, uma vez que ele surge da multiplicagio de i por j, em outras palavras,

k é gerado por i, j. Dessa forma, as relagoes (2.15) e (2.16) ndo nos interessam,

ficando somente duas possibilidades de construirmos o anel hipercomplexo sobre o
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grupo multiplicativo: um grupo isomorfo a Z4 X Zjy, chamado de anel bicomplezo, e
o grupo dos quatérnios.

Neste capitulo, por conveniéncia, denotaremos o grupo Z4 X Zso por G4x2. Tam-
bém, ao escrevermos (Qs, +,-) e (Gax2,+,-), estaremos nos referindo ao anel dos

Quatérnios e ao anel gerado por G442, respectivamente.

2.4 Diferenciacao de Fungoes Hipercomplexas

Como comentamos no inicio deste capitulo, procuraremos generalizar para o espago
hipercomplexo alguns dos resultados mais conhecidos em anélise complexa, seguindo
alguns dos resultados obtidos recentemente em (Borges e Machado [15],[16]).

Seja f(z) uma func¢do de varidveis hipercomplexas, onde 2z é dado por
z =21 +1zy + jrg + kag, (2.19)

comz; ER, i=1,...,4.
Seja E* um espago Euclidiano quadridimensional. Definimos a fungao f sobre o

anel bicomplexo (G4x2, +, ) como
f:E* - H
(mla L2, L3, 2134) = f(mla L2, L3, 2134),

onde f = fi +ifa+]jfs + kfs, e 1,j,k obedecem as relagbes dadas em (2.17).
Seja dz = dzy + idzy + jdzs + kdzs; desta forma, a integral [ fdz sera definida

como

/fdz = /(fl +ifo+jfs +kfa) - (dz1 + idzy + jdzs + kdzs) = (2.20)
= [(hdes +ifudes + ifudes +kfadea +3fades — fadea -+ kfades — Sfades +
+ifadzy + kfadzy — fadzs —ifsdes + kfsde, — jfadzy — ifadzs + fadzy) =
= /(fldml — fadzy — fadzs + fadzs) + i/(fldﬂ?z + fadzy — fades — fadzs) +

+j /(f1d$3 + fadzq — fades — fadzo) + k/(fldm + fadzy + fadzy + fodzs).

Suponhamos primeiramente que as fun¢oes coordenadas f; : R* — R satisfagam

as condigdes de existéncia de toda integral, ou seja, f; deve ser continua, e dado um
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caminho de um ponto a = (a1, a2, a3, as) até um ponto b = (by, ba, b3, bs), em um
b
dominio simplesmente conexo de um espago de quatro dimensoes, a integral / fdz

a
independe do caminho de integracao sob as condi¢oes do seguinte teorema:

Teorema 2.19. Para todo par de pontos a e b, e qualquer caminho ligando-os em
b

um espago simplesmente conexo de quatro dimensdes, a integral / fdz ndo depende
a

do caminho dado se, e somente se, existe uma fungdo F = Fy + iFy + JF3 + kFy,

b
com / fdz = F(b) — F(a), e que satisfaz as sequintes relagdes:
0

F, 0F, O0F; O0F, J0F, 0F 0F; OF,

32131 - 32132 - 32133 - 32134 ’ 32131 - _32132 - 32134 - 32133,
0F;s J0F, 0F, O0F, 0Fy, O0F J0F, 0F;s

32131 32133 32134 32132 ’ 32131 32134 32133 32132'
Chamaremos essas relagoes de relagoes de Cauchy-Riemann generalizadas para

o anel bicomplezo.

b
Demonstragdo. Sabemos que a integral / fdz, que se escreve como (2.20), inde-
a

pende do caminho se, para uma certa fungao F,

b b b

, tal que o valor dessa diferenca dependa unicamente dos pontos extremos.

Suponhamos que exista tal F. A diferencial total das fungoes coordenadas é dada

por:
OF, OF, OF, OF,
dFy =~ dey 4+ = deg + 5— des + —— deg = fidzy — fadzy — fadzs + fadzs,
32131 32132 32133 32134
OF. OF. OF. OF.
dFy = 5 oyt g% duy o 52 dag + 5 2 dag = foday + frdey — fadag — fados,
OF: OF: OF: OF:
dF; = 673? dz; + 673:: dza + 673;: dzs + Txi dzy = fadz1 — fadzs + frdzs — fadzy,
OF., OF., OF., OF.,
dFy = 37: dzi + Tx: dzs + 673;1 dzs + 673;1 dzs = fadz1 + fadzy + fodzs + fidzs.
Portanto, as relagoes sao imediatas:
f 0F, 0F, 0F3; 0F, I 0F; oF 0F; 0F,
1= = = = 9 = = — = — = y

32131 32132 32133 32134 ’ 32131 32132 32134 32133
0F;s J0F, 0F, O0F, 0Fy, O0F J0F, 0F;s

f3 - 32131 - 32133 - 32134 - 32132 ’ f4 - 32131 - 32134 32133 32132'
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Fazendo uma analogia com o espaco complexo, o Teorema 2.19 equivale ao Teo-
rema 2.3 visto na Secao 1 deste capitulo, e a condicao exigida na hipotese deste teo-
rema de que o dominio seja um espago simplesmente conexo, generaliza a exigéncia
de uma funcao analitica em (2, exigida em 2.3. Observemos também que as relagoes
usadas no teorema anterior nada mais sao do que as relagoes de Cauchy-Riemann
generalizadas para um espago de quatro dimensoes.

O proéximo exemplo, no espago complexo, nos da uma idéia mais concreta do que

referimos no Teorema 2.19.

Exemplo 2.20. Calcule f7 e z dz, onde y(t) = (14 cost) e, 0 < t < .
Usando o Teorema 2.19, a integral f7 e”z dz nao depende do caminho 7y se
existir uma F = Fy 4 iF3, tal que f7 e’z dz = F(b) — F(a) e satisfaga as relagdes

de Cauchy-Riemann.
0F _or,  OR _ 0R
oz Oy’ oy Oz

Primeiramente, encontremos os pontos a e b.
a=7(0)=(1+cos0) e =(1+1)-1=2=a=2,

b=v(r)=(14cosm)e™ = (1+(-1)) e =0=b=0.

1
Agora, calculemos o valor da F(z). Como iz (5 ezz) = ezzz, temos que
z
F(z)=1 e’ & uma primitiva de f(z) = %’ 2.
Entao,
/0 2 1 2% 1-¢
e zdz=—-¢€"| = .
) 27 |, 2
Além disso, temos que
1 1 1 .
F(z) _ 5 . ez2 _ 5 . e(a:+y)2 — 5 . 6232—y2+12a:y _
1 2 0 .
=€ ¥ (cos(2zy) + i sen (2zy)) =
1 22 1 e e .
=5e cos(2zy) +1 g€ ¥"sen (2zy) = Fi(z,y) +iF2(z,y),
ou seja,
1 2 0
Fi(e,9) = 5 - ¢ cos(2ay),
1 2 0
Fy(z,y) = 3¢ ¥ sen (2zy).
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Entao,

oFy 1 L

T:cl =3 e "Y' 2z - cos(2zy) — 3" e’ sen (2zy) - 2y =
=Y (z - cos(2zy) — y - sen (2zy)),

OF, 1 L

3—3/1 =5 -e®" ¥ 2y . cos(2zy) — 2 e ~Vsen (22y) - 2z =
— —¢® ¥ (y - cos(2zy) + z - sen (2zy)),

OF; 1 L

T; =5 e ¥’ 2z . sen (2zy) + 3" et v cos(2zy) - 2y =
— =Y (z -sen (2zy) + y - cos(2zy)),

OF. 1 L

6—; =-3 e Y 2y -sen (2zy) + 3 e Y cos(2zy) - 2z =

—e” Y (—y -sen (2zy) + z - cos(2zy)).

Portanto, concluimos que

oR_om  on_ om
oz Oy’ oy 8z’

Vejamos agora o seguinte lema.

Lema 2.21. Dadas uma fungdo f(z) sobre o anel bicomplexo (Gax2,+,), com
funcgées coordenadas diferencidveis satisfazendo as relagdes do Teorema 2.19, e uma

fungdo h(2), definida em termos de f(2) por
h(z):%[(% f:  0fs 3f4)_|_i(3f2 0fi 3f3+%)+

9z, " Ozy | Ozs | Ozs 921 Ozy  Oz4
[0 0 0 0 0 0 0 0

(9 0h 0f  Ofs) o (0fs K 0fr Ofs)\|
Oy Ors Oxy 0z2 z

entdo [ h(z)dz = f(z). A fungdo h(z) é conhecida como a derivada bicomplexa de

f(2) e € denotada por h(z) = dfd—(j)

Demonstragao. Com o intuito de facilitar nossos calculos, adotaremos a seguinte
notagao:

1 . .
h(z) = Z [hl +1ihy + jhs + kh4]
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Utilizando as relagdes (2.17) e sabendo que dz = dz; +1idz2 + jdzs + kdz4, temos

1 . . . .
/h(z)dz = / Z [hl + 1h, —|—Jh3 + kh4] . (d:l)l + idz, —|—Jd:133 + kd:l)4) =

1
— /(h1d£1 +ihidzg + jhidrs + khides + ihadz, — hodzy + khodrs — jhodzs +

T4
+jhsdzy + khydrs — hydrs — ihgdzs + khadr, — Jhadzs — ihadzs + h4d:134) =

1
= Z /(h1d£1 — hodzo — hadxs + h4d:134) + i(hldétz + hodz1 — hadzy — h4d:133) +
j(h1d£3 — hodzy + hadz1 — h4d:132) + k(h1d£4 + hodzs + hsdzs + h4d:131).

Substituindo as relagoes do Teorema 2.19 em hy, hs, hs € hq, obtemos

/h / (Zfid —|—zf:d —I—Zf:d3+zfid4)—l—
+1(a€d +zﬁd +z€d4+a€ 3)+
+j4 (af3d3+zf3d4+gf3d1-|-Zf3d2)—|-
+k4(§f‘id4+zf‘;d3+§fzd2+§f‘id )

Aplicando a regra da cadeia acima, chegamos a diferenciais totais das fungoes

coordenadas, ou seja,

[#riz= [ +ian+ s+ ki) = [dthi+ine+ifi+kiy = [df = 562

Portanto, [ h(z)dz = f(z), como queriamos demonstrar. O

Notemos que, para o espago complexo, o correspondente deste teorema é o
seguinte:

Sejam 2 C C uma regiao e f(z) = u(z, y) + iv(z,y) uma funcao analitica em (2.
Entao, existem as derivadas parciais u(z, y) e v(z,y) em Q e elas satisfazem

ou_ov | ou_ o
oz Oy oy 0z

or dy)’

Além disso, como visto na observagao (2.1),

61;22') _1 (6u 81}) ;

L
dx Oy 2
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Agora definiremos a fungdo f sobre o anel dos Quatérnios (Qg, +,). Seja E* um

espago Fuclidiano de quatro dimensoes. Entao,
f:E* - H
(mla L2, L3, 2134) = f(mla L2, L3, 2134),

onde f = fi +ifa +]jfs + kfs, e 1,]J,k obedecem as relagdes dadas em (2.18).
Como o grupo dos Quatérnios é nao abeliano, somos motivados a definir as
integrais a direita [ fdz e & esquerda também [ dzf.

Assim,

/fdz _ /(f1 Fifs+ifs + kfa) - (do1+ ides + jdos + kdea) = (2.21)
= [(hdes +ifudes + ifudes +kfadea +3fades — fadea -+ kfades — Sfades +
+ifadzy — kfadzy — fadzs +ifsdes + kfsdey + jfadzy — ifsdzs — fadzy) =
= /(fldfﬂl — fadzy — fadzs — fadzs) + i/(fldﬂ?z + fadzy + fadzs — fadzs) +
+J /(f1d333 — fadzs + fzdzy + fadzs) + k/(f1d$4 + fadzs — fadzy + fadzy).

Por outro lado,

/dzf = /(d:cl +idzy + jdzg + kdes) - (fr+ifao+ifs + kfa) = (2.22)
= /(d$1f1 +idzy fo +jdz1 f3 + kdzy fo +idza f1 — dzafo + kdzo f3 — jdzafa +
+jdzs fr — kdzsfo — desfs +idzsfa + kdzafi + jdzafo — idzafs — dzafs) =
= /(dmlfl —dzayfo — drsfs — dzafs) + i/(dmlfz +dzofi +desfs — dzeafs) +

—I-j /(d:l)lf;; — d£2f4 + d:l)3f1 + d:l)4f2) + k/(d£1f4 + d£2f3 — d:l)3f2 + d:l)4f1).

Com isso, podemos enunciar os seguintes lemas:

Lema 2.22. Para todo par de pontos a e b, e qualqguer caminho ligando-os em um
b

espago simplesmente conero quadridimensional, a integral / dzf sobre o anel dos
a

Quatérnios (Qs, +, -) independe do caminho dado se, e somente se, existe uma fungdo

b
G = G1 +iGs + jG3+ kG4, com / dzf = G(b) — G(a) e que satisfaz as sequintes
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relagoes:

0G1 090Gy 0G; 090G, 0G, 0G1 0G3 0G4

32131 - 32132 - 32133 - 32134 ’ 32131 - _32132 - 32134 - 32133,
0G 0G4 0Gy 0G4 0G4 0G1  0G, 0G

= = , = = =

32131 32133 32134 - 32132 32131 32134 32133 32132 )

Demonstragdo. Sabemos que a integral / dzf, que se escreve como (2.22), inde-

pende do caminho se para uma dada fungao G

/dzf:/ dG:/ d(G1 + G + §Gs + kGa) = G(b) — Gla),

tal que o valor dessa diferenca dependa somente dos pontos extremos.

Suponhamos que exista essa G. A diferencial total das fung¢oes coordenadas é

dada por:
0G 0G 0G 0G
dGq1 = W; dey+ — 92, 1 dzo + W; des + — 9z, 1 dry = f1d:131 — fzd:l)z — f3d:133 — f4d:134,
0G 0G 0G 0G
dGy = 2 de1+ 5= dza+ 5 des+ 52 dva = fodzs + frdza + fadzs — fada,
32131 oz (i) oz 3 6
0G 0G 0G 0G
dGs = —3d 1—|——3d 2—|——3d 3—|——3 dry = f3d:131—f4d:132—|—f1d:133—|—f2d:134,
32131 oz (i) oz 3 6
0G 0G 0G 0G
dGy = W: dey+ — 92, 4 dzo + W; des +— 9z, 4 dry = f4d:131 —|—f3d:132 — f2d£3—|-f1d:134
Portanto, as relagoes sao imediatas:
[ _0C1_0G,_0Gy _8Gy . _9G, __9Gi_0G; __0G,
1= 32131 - 32132 - 32133 - 32134 ’ 2= 32131 - 32132 - 32134 - 32133,
G 0Gi_ 06, _0G, . 9G.__9Gi_0G, __0G;
37 32131 - 32133 - 32134 - 32132 ’ 1= 32131 - 32134 - 32133 - 32132 )

O

Lema 2.23. Para todo par de pontos a e b, e qualqguer caminho ligando-os em um
espaco simplesmente conexo de quatro dimensées, a integral / b fdz sobre o anel dos
Quatérnios (Qs, +, -) independe do caminho dado se, e somente se, existe uma fungdo
F=F +iF,+ jF;+ kFy, com / fdz = F(b) — F(a) e que satisfaz as sequintes
relagoes: i

0Fy, O0F, O0F; O0OF, 0F, 0F 0F; OF,

32131 - 32132 - 32133 - 32134 ’ 32131 - _32132 - 32134 - 32133,
0F;s 0F;, O0F, 0F, 0F, J0F, 0F, O0F;s

32131 32133 - 32134 _32132 ’ 32131 - _32134 - 32133 - 32132'
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b
Demonstragdo. Sabemos que a integral / fdz, que se escreve como (2.21), inde-
a

pende do caminho se para uma dada fungao F

b b b

tal que o valor dessa diferenga independa do caminho dado.

Suponhamos que exista tal F. A diferencial total das fungoes coordenadas é dada

por:
OF; OF; OF; OF;
dF; = 3731 dzi + Tx: dzs + 673; dzs + 6731 dz4 = fidz1 — fodza — fzdzs — fadzy,
OF: OF: OF: OF:
dFy1 = 673? dz; + ij dzy + 673;2: dzs + 6734? dzs = fodz1 + frdzs — fadzs + fadzs,
OF; OF; OF; OF;
Fp— 28 it it 973 — _
dF3 92, dzi+ 92, dzy + 9z, dzs + 9z, dzs = fsdz1 + fadzy + fidzs — fadzs,
OF, OF, OF, OF,
dFy = 37: dzi + Tx: dzs + 673;1 dzs + 673;1 dzs = fadz1 — fadzy + fodz3 + fidzs.
Portanto, as relagoes sao imediatas:
f _0Fy 0Fy, 0F3 0F, f _3F2__3F1__3F3_6F4
1= 32131 - 32132 - 32133 - 32134 ’ 2= 32131 - 32132 - 32134 - 32133,
OF; oF, OF, OF, OF, oF 0F, OF;

f3 - 32131 - 32133 - 32134 - 32132 ’ f4 - 32131 32134 32133 - 32132'

Lema 2.24. Dadas uma fungdo f(z) sobre o anel dos Quatérnios (Qs,+,-), com
funcgées coordenadas diferencidveis satisfazendo as relagoes do Lema 2.23, e uma

fungdo h(2), definida em termos de f(2) por

_1[[(8fr Ofr Ofs Ofs .(0f2 0fi Ofs Ofs
W) =1 | (5o + aae et ams) i Fore)

.(3f3 0fi  0f 3f4)_|_k

0y JOzy Oxzy4 Ozs
(3f4 of1 3f2_|_%)]

32131 32133 32134 32132

+J 32131 32134 32133 32132

entdo [ h(z)dz = f(z). A fungdo h(z) € conhecida como a derivada quaterniénica a
dfi(2)

esquerda de f(z) e é denotada por h(z) = ~ds
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Demonstragao. Usaremos o mesmo artificio da demonstragao do Lema 2.21, ou

seja, denotaremos
1 . .
h(z) = Z[hl + 1h, —|—Jh3 + kh4]

Assim, tomando dz = dz; + idzy + jdzs + kdzs e utilizando as relagdes (2.18),

obtemos
/h )dz = / %[hl + ihg + jhs + khy] - (dz1 + idzy + jdzs + kdzs) =
=1 /(hldml +ihidzg + jhidrs + khides + ihadz, — hodzy + khodrs — jhodzs +
+jhsdz1 — khsdzy — hsdzs + ihsdzs + khadzy + jhadry — 1hadzs — hedzy) =
= i‘/(hldml — hodzy — hadzs — hadzy) + i(hidzy + hedzy + hadzs — hadzs) +
J(hidzs — hodzy + h3dzy + hadzs) + k(h1dzs + hedzs — hadzy + hadzy).

Substituindo convenientemente as relagoes do Lema 2.23 em hq, ho, hs e hyq, temos

/h / (gfid 1+zf1d2+zf1d 3—|—af1d:c4)—|—
+41(3de 2+gf2d 1+gf2d 4+af2dw3) +
+4j(zfzd 3+zf3d 4+zf3d 1+af3 )+
ik (U g Yrgy, V)

Utilizando a regra da cadeia, obtemos as diferenciais totais das func¢oes coordenadas;

desta forma,

[ )z = [+ ida + i+ ) = i+t + Kefa = £,
provando assim o lema. O

Lema 2.25. Dadas uma fungdo f(z) sobre o anel dos Quatérnios (Qs,+,-), com
funcgées coordenadas diferencidveis satisfazendo as relagoes do Lema 2.22, e uma

fungdo g(z), definida em termos de f(z) por

(28 05 0 0 (00 6 004
9() = [(3$1+3m2+3m3+3m4 1 dry Ozy Ozy Ozs +

(0 0fi_0h Ok ., (0h_Oh 0 0
+'](3:131 zs  0za  012) T ¥\B2n s T Oz 01
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entdo [dzg(z) = f(2). A fungdo g(z) € conhecida como a derivada quaterniénica a

()

direita de f(z) e € denotada por g(z) = P

Demonstragdo. Novamente utilizando o artificio de denotarmos
9(2) = ;o1 +iga + igs + kga]
e utilizando as relagées (2.18), procedemos analogamente como no Lema 2.25:
/ dz g(z / (de + idzs + jdos + kdzs) - 3lgn + ig> +Jgs + kgs] =
=12 / (dz1g1 + idz1g2 + jdz193 + kdz194 + id2ag1 — dz2g2 + kdzags — jdrags +
+jdzsgr — kdzsgs — dzsgs + idzsgs + kdzagr + jdzages — idzags — dzags) =
= %‘/(dmlgl — dzags — disgs — dzags) +i(dz1gs + drags + dzsgs — dzags) +
J(dz193 — dzags + dz3g1 + dzag2) + k(dz194 + dzags — dzsgs + dzagi).

Substituindo convenientemente as relagdes do Lema 2.22 em dz ¢(z), obtemos

/dzg / (afld SCELP M L +af1d:c4)+

0z, Oz, dzs O0z4
+i4 (Zfzd 2-|-zf2d 1-|-zf2d 4-|-af2d€l33) +
+j4(zfzd 3+zf3d 4+zf3d 1+af3 )+
+k4(§fid T4+ Zf“d +Zf4d 2+af‘id )

Entao, aplicando a regra da cadeia, chegamos as diferenciais totais das fungoes

coordenadas, isto é,

/ dzg(z) = / (dfy + idfy 1 3dfs + dfs) = fr +if2 + 3fs + kfa = £(2).

/ dzg(z) =

Portanto,



Capitulo 3

Operador Quaternidénico do tipo
Klein-Gordon-Dirac

3.1 Funcgoes Quaternidnicas Regulares
Recordemos que, se z € H, entao
z =21 +1zy + jrg + kag, (3.1)

onde z; e R, i=1,2,3,4.

Podemos também representar H como a soma direta
H=R®YV,

sendo R o corpo dos reais e V um espago vetorial Euclidiano tridimensional. Assim,
dado z € H, existem r € R e w € V, tais que 2 = r + w. As componentes r
e w sao chamadas, respectivamente, de parte escalar e parte vetorial de z. Para
todo quatérnio z = r + w existe um quatérnio conjugado, Z = r — w, satisfazendo
2Z2=72z=123+ 23+ 2% + 23 = |2|%, em que |z| é a norma de z.

De modo anélogo, podemos decompor fungbes f de varidveis quaternidnicas em

uma parte escalar e outra vetorial, ou seja,

f(2) = o+, (3-2)

onde ), que representa a parte vetorial, se decompde como ¥ = i1 + ji2 + ke)s.
O produto de quatérnios admite também uma interessante representacao. Usando

a tabela de multiplicagdao para as unidades quatérnionicas e escrevendo
a=ay+iay +jas +kas=a1+ A,

50
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b="0y +iby +jbs +kby =0+ B,
resulta
ab:(a1+A)-(b1+B):albl—A-B—l—alB—l—blA—l—AxB.

Os quatérnios sdo isomorfos a certos subconjuntos de matrizes. De fato, se fizer-

mos as identificagoes

1000
010 0
ol o010
000 1
0 1.0 0
N = U

0 00 -1 |’
0 01 0
0 0 1 0
|0 0 01
J 1 0 00|
0 -1 0 0
0 0 0 1
0 0 —1 0
kol o 1 0 o
10 0 0

Consideremos Q um dominio simplesmente conexo em E*, ¥ uma curva fechada
em {2 com interior R. Denotaremos por dV o elemento de volume em R e por dQ o
elemento de superficie em 7 orientado para fora da curva. Podemos definir também

o operador gradiente quaterniénico I' por

0 o .0 .0 0

e com isso podemos enunciar a forma quaternionica do Teorema da Divergéncia de

Gauss para quatro dimensoes.
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Teorema 3.1. Se f = ¢ + @ € uma fungdo de varidveis quaterniénicas ¢ =1+ w

Lde:/;de.

Demonstrag¢do. Seja dQ = dQo + idQ1 + jdQ2 + kdQ3. Se M é a matriz

em €2, entdo

¢ Y1 Y2 Y3
Y1 ¢ Y3
—Y2 Y3 ¢ -
—Y3 —Y2 Y1 @

e [dg] = (dQo,dQ1,dQ2,dQ3) é um vetor linha tendo as mesmas componentes do

vetor dQ, entdo o produto matricial [dg] M é um vetor linha com as componentes

do produto quaternionico dQ f, ou seja,

[dg) M = (¢dQo — ¥1dQ1 — 2dQ2 — ¥3dQ3 , ¥1dQo + ¢dQ1 + $3dQ2 — 12dQ3
¥2dQo — VY3dQ1 + ¢dQ2 + P3dQo , P3dQo + ¥2dQ1 — ¥1dQ2 + $dQ3)(3.4)

Pelo Teorema de Gauss,

/ [dg] M = /R div(M) dV.

Integrando (3.4) e aplicando o Teorema de Gauss a cada componente, temos

/ [dq) M = / (6dQo0 — $1dQ1 — 2dQs — ¥5dQs , $1dQo + $dQ1 + 3dQ — $2dQs ,
Y Y

¥2dQo — ¥3dQ1 + ¢dQ2 + V¥3dQo , P3dQo + ¥2dQ1 — ¥1dQ2 + ¢dQ3) =

_/ 0¢ Oy Oy OYs 31/’1_|_% s Oy
- R 32131 32132 32133 32134, 32131 32132 32133 32134,

Oy O3 09 O OyYs Oy Yy 09
32131 32132 + 32133 + 32134 ’ 32131 + 32132 32133 + 32134 av. (3'5)

Podemos verificar sem dificuldade que div(M) é um vetor linha cujas quatro

componentes sao as mesmas do quatérnio

_ (9 _ 9 2% _
Lf= (am1+v) (¢+¢)_8m1+v¢+6m1 Vi 4+ V X .

De fato,
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IL'f= §¢+V¢+a—¢—v¢—|—Vx¢—a—¢—|-(1—_|_ji_|_ki)¢_|_
o o o o
+371(i¢1 + jtb2 + kaps) — (iaT;Z +j6733 +ka?4) (191 + joba + kaps) +

FE T AN 0,09 00
+(‘a > a0 T ¥ )X(‘¢1+J¢2+k¢3) = 92, T lor, Tige, T

04 . . OyYs O 0y OyYs  .0Ys | O
+ka:134 + 13:131 +']¢9:c1 + ka:tl 32132 32133 32134 + 13:133 —I_kaétz +

Reescrevendo a equagdo acima como um vetor, temos

rf-— (3¢ 01 OYa O3 0@  0Y1  OYs O

32131 32132 B 32133 B 32134 ’ T:Ez + 32131 + 32133 B 32134 ’

B s O s 0P s  Opa s
32133 + 32131 + 32134 32132 ’ 32134 + 32131 + 32132 32133

Portanto, div(M)=Tf, determinando assim o resultado.

Similarmente, podemos demonstrar que

/vfszfRdeV,

onde o operador T' age com a fungdo f pela direita. O

Muitos associam a regularidade de uma fungao quaternidnica ao conceito de
analiticidade de fungao em variaveis complexas. No entanto, como nao existe ainda
uma teoria analitica completa de quatérnios em quatro dimensoes, ao contrario do
que ocorre em duas dimensoes, nao faremos tal associacao.

Na seqiiencia recordaremos alguns resultados de analise complexa (Ahlfors [1]),
com a finalidade de enunciarmos um teorema classico, o Teorema de Morera, que nos

conduzira a regularidade da fungdo f em €.

Defini¢ao 3.2. Seja f : 2 — C. Dizemos que F : @ — C é uma primitiva de f se
F'(z) = f(2), para todo z € .

Teorema 8.3. Se Q é um conjunto simplesmente conezo e f : Q — C é uma fungdo

analitica em Q entdo, firando zg € Q, a funcdo

:/zf(ﬁ)dﬁ, cen
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€ uma primitiva de f.

Demonstragdo. Como {2 é simplesmente conexo e f é analitica, a funcao F esta
bem definida, pois a integral de f independe do caminho devido ao Teorema 2.3.

Queremos mostrar que, para cada 2 € {2,

lim Flz+h) = F(2) = f(2).

h—0 h

Fixemos 2y € () e tomemos h € C de maneira que o segmento ligando z até 2+ h

esteja contido em 2. Temos

z+h
F(z+h) - F(z) = / F(€)de.

Como a integral acima independe do caminho, é conveniente escolhermos o seg-

mento que liga 2 até z + h, isto é,
v(t) =2+ th, 0<t<1.

Como

podemos escrever

FEEBZED ) = [P - £ - 1) -
- | [T [T = /:M[f(ﬁ)—f(Z)]dﬁ‘:
STE / 5= e < - [ 170 - s de <
< - | qmas |00 - 1) de = fﬂ-org%\fvy(t))—f(z)\- [ 4=
— - max [£6@) ~ £ 1) = guax |f0e) - £, (3.5)

pois I(y) = |7| = |h|.

Como f é continua, dado € > 0, existe § > 0 tal que, para todo |w| < §, temos

[f(z+w) = f(2)] <e.
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Assim, se tomarmos h tal que |h| < §, entdo w = th, 0 < ¢t < 1, satisfaz
w| = |th] < [h] < & &, portanto, |f(z + w) - F(2)] < <.
Assim, segue de (3.6) que

F(z+h) - F(2)
h

—f(Z) <§g,

sempre que |h| < 4, ou seja,

O

Corolario 3.4. Sejam Q um conjunto simplesmente conezo e f : Q — C uma func¢do

analitica. Entdo, firando zy € Q, a fung¢do F : 1 — C dada por
Fo) = [ f@de, e
20
€ analitica.

Demonstragdo. Pelo teorema (3.3), a derivada de F existe em todo 2 e é igual a

f. Logo, F é analitica em Q. O

Corolario 3.5. A derivada de uma fungdo analitica é também analitica.

Teorema 3.6 (Teorema de Morera). Sejam f : @ — C continua e Q simples-
mente conexo. Se a integral de f independe do caminho ou, equivalentemente, a
integral de f se anula sobre qualquer caminho fechado continuo em Q, entdo f €

analitica (regular).
Demonstragao. Fixando 2y, segue que a fungao
Fe) = [ 1@de,  zeo,
zg
(2)

é analitica em 2 e satisfaz F'(z) = f

Pelo corolario (3.5), F'(2) = f(z) também é analitica em . O

Desta forma, podemos definir funcao regular & esquerda e a direita.

Definigéao 3.7. Dada uma funcao f de variaveis quaternionicas z = r+wcomr € R

ewcV, fé&regular a esquerda em € se

/ dQ () = 0, (3.7)
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para toda hipersuperficie fechada v em .

Uma fun¢do regular & direita é definida de maneira similar, ou seja,

[ #4000 (3.8)

sob as mesmas circunstancias.

Segue do Teorema 3.1 que /

-
fechada e arbitraria, e f uma fungdo continua com derivadas continuas, concluimos

dQ f = / I'f dV. Além disso, sendo 7y uma curva
R

que
/de:O = /I‘de:O = Tf=0, (3.9)
¥ R

ou seja, se f é regular a esquerda, entdo I'f = 0.
Da mesma maneira, se f é regular a direita, entao fI' = 0.
O conceito de regularidade pode ser estendido para incluir fung¢oes quaternidnicas

regulares em Z.

Defini¢ao 3.8. Uma funcao f = ¢ + é regular a esquerda para Z em um dominio

Q se
/7d§f=0,

para toda hipersuperficie fechada v em .

A regularidade & direita para Z é definida de maneira analoga em £2, ou seja,

Lfdﬁ: 0.

O conjugado do operador gradiente quaternidnico I' é definido como

S_ 0 .9 .9 9 3

TR L P ol PR (3.10)

Assim, uma condigdo necessaria e suficiente para que f seja regular & esquerda
(direita) para Z em 2 é que
Tf=0 (fT=0). (3.11)

Uma funcdo f é regular & esquerda (direita) em Z somente se seu conjugado f

for regular & esquerda (direita) em 2. De fato, seja f regular a esquerda em z, entdo

=0 = T f=0,

]

I'f=0 = T
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portanto, f é regular 4 esquerda em Z. Além disso, as tinicas fungdes simultaneamente

regulares em z e Z sao as constantes.

Vamos agora considerar uma funcao f: H — H sobre os quatérnios,

f(ajla T2,I3, 2134) - fl(mla T2,T3, 2134) + if2(£1a T2,T3, 2134)—|—
+jf3(m1a L2,T3, ;134) + kf4(2131, L2,T3, 1134),

onde

e as fungdes coordenadas f; : R* — R, sdo parcialmente diferenciaveis.

Uma fungdo quaterniénica f é regular 4 esquerda sempre que
0 0 0 0
T'f = _— 1— ]—— k _— 1 ] k =
f (ax1+‘ax2+33x3*' am4)(f1+1ﬁ—+¢h—+ f4)

:(gé“_gé__ééu_i&)+i(z@+gyl 0y am)+
1 o

32133 32134 32131 32132 + 32133 32134

(Ofs  Ofi  Ofs 3ﬂ)
+J (32131 + 32133 + 32134 32132 +

0fs  Ofi  Ofs 3f2)
| AR LR L S LI I
(32131 + 32134 + 32132 32133 0,

e é regular a direita se

. . 0 .0 .0 0
T=(f+ifo+ifs +kfs) (T:l:l—l—ITM +']3733+k6734)

_(0h_9f _0f _Ofs\ (0h  9f O 0
_(32131 32132 + 6w1+6m2+3fc4 32133 +

32131 32133 32132 32134 9z,  0zs  Oz5 Oz,

(O0fs Ofi  8fs Of 0fs  0fi  0fr Ofs\ _
+J(—+—+—_—)+k(3$1 Ozy Oz 31132)_0'

Uma conclusao direta desses calculos é que o operador I' age com qualquer fungao

quaternionica f como o operador diferencial apresentado no Capitulo 2. Em outras
palavras,

_ o .0 .0 0 . . _
Ff: ((9:131 —16%:82 _JT:E;; _kTm) (f1‘|‘1f2 ‘|‘Jf3‘|‘kf4) -

0 0 0 0 0 0 0 0
:i+iﬁ+j£_|_k f4 1 f1_|_ f2 ki 3 f4

32131 32131 32131 32131 13:132

32132 32132 JT:Ez B



3.1 Func¢des Quaterniénicas Regulares

58

.0f1 Ofr  Ofs 0fs O0fi .0fr .0fs  Ofs
e e e e LR M LT
']6:1:3 + 32133 + 32133 13:133 32134 ']6:1:4 + 13:134 + 32134
(S8, 30, 0 O) (00 S8, 0% Ok
B (32131 + 32132 + 32133 + 32134 +1 32131 32132 + 32134 32133 +
(9fs _0h _0f %) (%_% %_%)_
+J (32131 32133 32134 + 32132 + k 32131 32134 + 32133 32132 =4 g(z),
bem como

fT=(fit+ife+ifs +kfs) (%1

AN A A N
32132 ']6:1:3 32134 -

0fi  .0fs .0fs Ofs .0fL  Ofs 0fs .0fs
e e B e e M L

32131 + 13:131 +J3:c1 + 32131 13:132 + 32132 + 32132 ']6:1:2
_i9h _0h  Ofs Ofs (OK  0fr Ofs Ofs _

32133 32133 32133 32133 32134 ']6:1:4 32134 32134 B
(P Ok O Ofi) (0 Oh . 0% Ok,
- 32131 32132 32133 32134 32131 32132 32133 32134

(0fs _Ofi 0f O\ | (3 _0h 0f  Of
+J (32131 32133 32134 32132 + k 32131 32134 32133 + 32132 =4 h(z),

sendo g(z) e h(z) as derivadas quaternionicas introduzidas nos Lemas (2.24) e (2.25)

do Capitulo 2. Porém, o mais importante a ser observado aqui é que, anterior-

mente estes operadores diferenciais eram obtidos considerando a condigao de in-

dependéncia de caminhos integraveis no espago Euclidiano de quatro dimensoes, e

agora sao obtidos através do operador conjugado I' . Em particular, mostramos que

se dz = dz1 + idzy + jdrs + kdz4, entao

sob as condigoes

Oh _0f _0fs _0fs  0h _ Oh _0fs _ Ofs
32131 - 32132 - 32133 - 32134 ’ 32131 - 32132 - 32134 - 32133,
Ofs _ _0h _ 0f _0fs  Ofs _ 0K _0fH _
32131 - 32133 - 32134 - 32132 ’ 32131 - 32134 - 32133 -

e também

[dzgt)=5 [a:Tr=1,

‘/h(z)dz:%‘/ffdz:f,

afs

32132,

(3.12)

(3.13)
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sob outro conjunto de condigoes,

Oh _0f _0fs _0fs  O0h _ Oh _ Ofs _0fs
32131 B 32132 B 32133 B 32134 ’ 32131 B 32132 B 32134 B 32133,

Ofs _ O0fi _0fs  Ofs s 0fr  Bfy Ofs

32131 - _32133 - 32134 - _32132 ’ 32131 - _32134 - 32133 - 32132'

Uma simples derivada pode ser construida no anel comutativo bicomplexo (Lema
2.21). Além disso, as duas condig¢bes acima induzem a aplicagao conforme em um
espago Euclidiano de quatro dimensées (op. cit. [16]), e tém em comum a equagao de
Cauchy-Riemann da teoria de Variaveis Complexas. Para que possamos determinar

uma conexao com a teoria classica de Fueter, comecaremos admitindo que
L 152 )
I‘I‘:I‘I‘:Zﬁzv, (3.14)
j=1 %3
e o seguinte resultado pode ser demonstrado.

Teorema 3.9. Seja f uma fungdo quaterniénica arbitrdria com fungdes coordenadas
reais, e seja h uma outra fun¢do quaterniénica arbitrdria tal que h =T f. Se h é uma
fungdo regular & esquerda da teoria de Fueter, entio f é uma solu¢do da equagdo

quadriharmonica V2 f = 0.

Demonstragdo. Segue da hipotese que h = ['f, e entdo, aplicando o operador T

em ambos os lados dessa equagao, obtemos
ITf=Vf=Th.
Sendo h regular a esquerda, temos I'h = 0, concluindo a demonstracao. O

Corolario 8.10. Seja f uma fun¢do quaternidnica arbitriria com fungdes coorde-
nadas reais, e seja b uma outra funcdo quaternionica arbitrdria tal que h = fT. Se h
€ uma funcdo regular & direita da teoria de Fueter, entdo f € uma solugdo da equagdo

quadriharmonica V2 f = 0.

Demonstragdo. Da mesma forma, como h = fT', aplicamos o operador I' em ambos

os lados dessa equacgao, obtendo

fTT = V2f = AT’
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Desde que h é regular a direita por hipotese, hI' = 0, provando assim o coroléario.

O

Corolario 3.11. Seja f uma fung¢do quaternidnica arbitrdria com fungdes coorde-

nadas reais. Se f é quadriharmoénica, entdo ela é regular.

Demonstragdo. Novamente, V2 f = 0 implicaque I'T f = fI'T = 0, como queriamos

demonstrar. O

O Corolario 3.11 ja foi, de fato, determinado por Sudbery usando formas dife-
renciais, mas nao foi feita uma identificagao direta com os métodos de construgao
por nos apresentados. Da discussao anterior fica bem claro a possibilidade de definir
o conceito de regularidade adjunta, usando o operador I', resultando numa teoria
equivalente. O operador I' serd claramente chamado de operador de Klein-Gordon-
Dirac, uma vez que as bem conhecidas equagoes de Klein-Gordon e Dirac podem ser

reescritas a partir de I'.

3.2 Representagao Quaternidonica da Equacgao de Klein-
Gordon

Em uma Teoria Relativista espera-se que a equagao para o campo escalar ¢, que

representa uma particula de massa m, satisfaga a chamada equagao de Klein-Gordon

(Lord [14]),
2 2 2 18
A S T — 1

( oz 9zl 6mi+c23t2+m)¢ 0, (3:15)

onde ¢ é a velocidade da luz e t é a variavel dindmica do tempo.

A equagao (3.15) pode ser escrita de forma compacta, ou seja,

(O+m?¢ =0, (3.16)
? 9 9 1

onde [0 = _3713% — Tm% — Tmi‘; + 232 é chamado de operador de Klein Gordon.

Esta equagao pode ser obtida, diretamente, através de um principio geral da
Mecanica Quéantica, que afirma que qualquer operador é associado a variaveis dinami-
cas em quatro dimensoes. Por exemplo, a varidvel momentum P* sera escrita como

0
Pt =iz, u=1234 (3.17)
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Considerando a relagao relativista E* = P? 4 m? entre energia, momentum e

massa, temos

P, Pt =m?. (3.18)

Em (3.17) e (3.18) consideramos as unidades absolutas como ¢ = 1 e Al=1 .
Aplicando as equagbes (3.17) e (3.18), segue que qualquer corpo que representa a
particula de massa m satisfaz a equagdo (3.16).

Para uma massa de repouso zero, que representa um campo escalar sem massa,

obtemos de (3.15) a seguinte equagdo homogénea
O¢ = 0.

Recapitulando alguns resultados classicos da equagao de Klein-Gordon, que mo-
tivou o estudo sobre diferenciabilidade hipercomplexa, vamos introduzir uma
complexificagiao dos dois operadores I' e T discutidos na se¢io anterior, através das

seguintes defini¢oes:

.0 .0
+i—+j-+k

P =i 9
¢ Oty 8z "oy 02

= . 0 .0 .0 0
Fc—la(ct) —1%—.]6—:(/—1(&

Deste modo, seguindo a tabela de multiplicagao das unidades quaternionicas
1,1, j,k, temos

- = d? d? ? 1 0? 1 §?
O=T.l,=IT.= — 4+ 4+ % 9% _N_ -2
dz? + dy? + 022 ¢ ot? c? ot?

e, portanto, o operador de Klein-Gordon [] pode ser dado como um produto de ', e
T..

O conceito de complexificagao aparece como uma ferramenta que decompoe a
equagdo quaternidnica homogénea [(Jf = 0 em um conjunto de dois sistemas de

equagoes diferenciais parciais lineares. Uma decomposigao similar também é possivel

!Definimos s = %, sendo h a constante de Planck. Esta constante recebe esse nome pois foi
Planck quem a utilizou em seu artigo publicado em 1900, quando tentava explicar as propriedades
observadas da radiagdo térmica. Da mesma forma que a velocidade da luz ¢ é uma constante uni-
versal de significagdo fundamental que caracteriza a relatividade, a constante de Planck k, também
é uma constante universal de significagdo fundamental que caracteriza a Fisica quéntica.
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para uma equagao quaternidénica ndo homogénea do tipo [Jf = g. Tomando por hora
I'.T. f =g, e colocando T, § = g, o sistema equivalente sera
r.g=y,
(3.19)
. f=g.
Teorema 3.12. Seja I' o operador quaterniénico definido anteriormente. Entdo I’
pode ser tratado como um operador quaternionico Klein-Gordon, posto que o produto

.. conduz & equagdo de campo escalar sem massa de Klein-Gordon.

Demonstragdo. Consideremos os operadores I'. e I'. definidos por

.0 .0 .0 0 = .0 0 .0 0
PC_ZTM—I_ITM—I_JT;%—I_I{TM [ FC—Z k

TM_ITM_J(?:EZ; 32134'
Entao
- 0? 0? 0? 0?

rr,—— +2 9 _ 5
o2 + oz + dz?  Oz?

Considerando z; = ct, segue que
r.r.=r.I.=0,
0 que nos leva a
(TTe)g =0,

que é a equagao de campo escalar sem massa, ou como é chamada, equagao de

Klein-Gordon. O

3.3 Representagao Quaterniénica da Equagao de Dirac

Consideremos as equagdes quaterniénicas ndo homogéneas do sistema (3.19) da Segéo
3.2, e ainda as fun¢des quaternidnicas @ e v, que sdo introduzidas como quatérnios
indefinidos e na seqiiéncia identificados como geradores dos campos de Dirac.

De acordo com o sistema de equagoes diferenciais parciais (3.19), podemos afirmar
que

Ty¢ =9, (3.20)
V=0, (3.21)

V= 0. (3.22)

=

=
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O operador I';, é identificado como
',=ihmecl,,

onde h = 77 © h é a constante de Planck, ¢ & velocidade da luz e m é a massa da
T
particula que representa o campo escalar ¢.

Seja 1 uma outra funcao quaternidnica, a ser identificada. Se
¢ =m*c’y,
entdo, de acordo com (3.20), temos
ihmel,p=mic* = ihT.dp=mcq. (3.23)

Se considerarmos agora em (3.22)
v= 12{)2’
m2c
entao

ihmcfc#:gb = ihl.p=mco. (3.24)

As equagdes (3.23) e (3.24) nos sao familiares. Sdo as bem conhecidas equagoes
de Dirac da Mecanica Quantica Relativista. Os campos 9 e ¢, chamados também de
campos de Dirac, representam as solugoes destas equagoes. Para um campo escalar

associado a uma particula sem massa, teremos

I.¢=0,

que representam as equagdes de Dirac para este campo.

Observe que o operador quaterniénico I'., obtido a partir de defini¢oes de regu-
laridade de fung¢oes hipercomplexas, induz duas das mais importantes equagoes de
campo da Fisica Teérica, as equagoes de Klein-Gordon e de Dirac, nos proporcio-

nando uma decomposigao em equagoes diferenciais parciais.



Conclusao

Uma primeira tentativa de se estender a Teoria de Variaveis Complexas de duas para
quatro dimensoes, foi realizada por Fueter, no entanto ele nao definiu uma aplicagao
conforme entre hipersuperficies, fato importante no estudo de teorias com contetido
fisico.

Nesta dissertacao, procurou-se realizar uma aproximagao do que foi apresentado
por Fueter, a partir da construgao de uma estrutura similar as equacoes de Cauchy-
Riemann, definindo derivadas hipercomplexas e calculando o conceito de integrabili-
dade de caminhos independentes em um espago Euclidiano quadridimensional. Dessa
forma, conseguiu-se definir aplica¢oes conformes em hipersuperficies deste espaco.

Foi possivel ainda tracar uma correspondéncia entre derivadas quaternionicas
e a definicao de regularidade de Fueter. Assim, pode-se reescrever equagoes de
campo da Fisica, como as equagoes de Klein-Gordon e de Dirac, de forma concisa
e utilizando conceitos de regularidade. Estas equagoes podem ser induzidas pelo
operador quaternidnico I';, permitindo uma decomposicao em equacgoes diferenciais

parciais lineares.

64
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