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“O mais importante da vida n@o é a situagao em que estamos, mas a

direcdo para a qual nos movemos.”

Oliver Wendell Holmes
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Abstract

In this dissertation we study some general properties of univalent functions and,
in more details, a specific class of algebraic univalent polynomials. We solve, at
least asymptotically, two interesting extremal problems for the polynomials under
discussion. The first of them describes the largest possible area surrounded by
the image of the unit disc under the transformations via the polynomials from the
class under consideration. The solution of the second extremal problem shows
that the univalent polynomials obey, in an asymptotic sense, the celebrated Koebe
1/4 theorem. Recall that the latter states that all the images of the unit disc,
by all properly normalized univalent function, contain the disc centered at the
origin, with radius 1/4, and that this is the largest possible disc with this property.

Finally we discuss some properties of the zeros of these univalent polynomials.




Resumo

Nesta dissertagao, estudamos algumas propriedades gerais de fungdes univalentes
e, em mais detalhes, uma classe especifica de polinémios algébricos univalentes.
Resolvemos, pelo menos assintéticamente, dois problemas extremos para os poli-
némios em questao. O primeiro desses problemas descreve a maior area possivel
cercada pela imagem do disco unitario através dos polindémios da classe con-
siderada. A solugao do segundo problema extremo mostra que os polinomios
satisfazem, num sentido assint6tico, o famoso Teorema 1/4 de Koebe. Vale lem-
brar que este teorema afirma que todas as imagens do disco unitério, por todas
as fungoes univalentes adequadamente normalizadas, contém o disco centrado na
origem, com raio 1/4, e que esse ¢ o maior disco possivel com esta propriedade.

Finalmente, discutimos algumas propriedades dos zeros desses polinémios.
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Capitulo 1

Introducao

Uma fungio f é univalente no disco unitario D = {z : |z| < 1} ou, simplesmente,
univalente se f é analitica em D e para todo w € f(D), onde f(D) = {f(z): z €
D}, existe um tinico ponto z em D tal que w = f(z). Formalmente, a propriedade
anterior pode ser representada como segue : Se f(z1) = f(z2) para 21,2, € D,
entdao z; = 2z,. Obviamente, sempre que f(z) é univalente, entdo a+ f(z) e Bf(z)
também o serdo para quaisquer constantes nao nulas « e 3. Vamos considerar as

funcgbes univalentes cuja expansao em série de Maclaurin tem a forma
i 2 3
f(z) =z4+a2" +azz"+---, (1.1)

e a classe de todas as fungoes univalentes em D que possuem a forma acima
denotaremos por U.

Em geral, o estudo das fungoes univalentes e suas propriedades extremas
tornaram-se o objeto de pesquisa de muitos matemaéticos famosos durante todo o
século XX. Sem divida, esta foi a subarea mais fértil da anélise complexa devido,
principalmente, a uma conjectura extremamente desafiante que foi proposta por

Bieberbach em 1914. Esta conjectura afirma que se f € U, entao
|a,| <n, paratodo n € IN. (1.2

A beleza deste problema esta no fato de que existe uma fungao univalente uni-
versal que é extrema para todo n, isto é, seus coeficientes tornam todas as de-

sigualdades da conjectura (1.2) em igualdades. O exemplo é dado pela fungdo de

1




Introducgao

Koebe

k(z) == 1“z Zkz (1.3)

Em 1984, Louis de Branges da Umverszdade de Purdue apresentou um re-
sultado que surpreendeu o mundo da matemaética, fornecendo uma demonstragao
fascinante da conjectura de Bieberbach. A idéia ingénua foi estender o raciocinio
de Loewner, que foi usado muito anteriormente para a demonstracao da desigual-
dade |a4| < 4. L. de Branges utilizou uma teoria de Caratheodory, reduzindo o
problema a uma seqiiéncia de desigualdades para alguns polinémios especificos.
Depois de uma pesquisa para verificagdo numeérica da veracidade destas desigual-
dades, executada pela equipe liderada por Walter Gautschi, e uma consulta ao
lider especialista em fungoes especiais Richard Askey, descobriram que as de-
sigualdades ndo eram nada mais que certas afirmagoes sobre a positividade de
somas de polinomios de Jacobi e estas ja haviam sido provadas antes, em 1976,
por Askey e Gasper [3]. A fascinante historia desta descoberta matematica foi
descrita detalhadamente pelos participantes no livro “The Bieberbach Conjecture:
Proceedings of the Symposium on the Occasion of the Proof”, (A. Baernstein II
et al., Eds.), Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1986. O resultado de L. de
Branges foi publicado em [5] e a demonstracao da conjectura de Bieberbach foi
reconhecida pela comunidade matematica como a contribui¢ao mais importante
desta ciéncia durante os anos 80, no século XX.

Contudo, durante todo o tempo de procura da “demonstragao”, que durou
por volta de 70 anos, varios problemas extremo semelhantes envolvendo fungoes
univalentes foram investigados. Um dos ramos que atrairam o interesse de muitos
matematicos foi a subclasse de polinémios algébricos univalentes de um certo
grau n. Ao que tudo indica, a primeira contribuicao neste sentido foi dada por

Alexander [1] em 1915, que provou que os polindémios
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Introdugao

sao univalentes no disco unitario do plano complexo com coeficientes satisfazendo
(451 2——-Zan>0.

Em 1931, Dieudoneé [7] revelou a conexdo entre o resultado dado por
Alexander e uma desigualdade para certos polindmios trigonométricos, devido a

Fejér, Jackson e Gronwall. Ele provou que o polinémio

n
>
k=1

¢ univalente no disco unitario se, e somente se,

n

k6
Zakzk*& #0, para |z2|<1, 050<L .
= sen @

Em dois artigos consecutivos, [8] de 1934 e [9] de 1936, Fejér estendeu as
idéias de Alexander iniciando o estudo da classe de fungdes denominadas “verti-
calmente convexas”. A abordagem dada por ele forneceu uma conexao a mais en-
tre polinémios trigonométricos nao negativos e polindémios algébricos univalentes.
Esta idéia finalizada surgiu no artigo de Fejér e Szegs [10] em 1951. O princi-
pal resultado apresentado neste artigo foi que uma funcdo f(2) = u(z) + iv(2),
cuja expansao em série tem coeficientes de Maclaurin reais, é univalente no disco
unitario se Ou(f)/00 < 0 para 0 < 4 < .

Outro resultado que relaciona polindémios trigonométricos e fungoes uni-
valentes foi obtido por Pélya e Schoenberg [15] em 1958. Para formularmos o
resultado, lembremos que a fungdo f(z) = Y 7o, ar2* é chamada convexa no
disco unitario D = {z : |z| < 1} se a imagem de D através de f(z) é um con-
junto convexo. Pélya e Schoenberg provaram que se f(z) é univalente e convexa

no disco D, entao, para qualquer n € IN, o polinémio

2r
Pole) =57 [ ValO - OFre)dt, 2= e,

¢ também convexo, onde

Va(0) =1+ 22 i ;‘E;‘():+ 1 cos(k6) > 0

é o nucleo de de la Vallée Poussin.
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Introducao

Referimo-nos a uma recente e minuciosa visdao de Gluchoff e Hartmann
[11] para estes e outros resultados interessantes na interagao de func¢des univa-
lentes e séries trigonométricas nao-negativas.

O resultado de Fejér e Szeg6 dado acima pode ser reformulado como

segue:
Teorema 1.1. Se o0s polinémios senos com coeficientes reais
senf + bysen26 + - - - + b, sen nb

s@o nao negativos em [0,], entdo o polinémio

€ univalente em D.

Tendo em mente a importancia do Teorema de Bieberbach-de Branges,
enquanto ainda era a conjectura de Bieberbach, muitos autores tentaram es-
tabelecer um limite superior para os coeficientes dos polindmios univalentes de
grau n. Surpreendentemente, estes problemas ainda ndo foram resolvidos na sua
totalidade. Tudo indica que o primeiro resultado interessante desta natureza foi
obtido por Dieudoneé [7]. Ele encontrou alguns limites superiores para o moédulo
dos coeficientes dos polinémios da classe U, definida por U, = {p, €U : p,(z) =

z2+a2%+ - +an2", ax € C}. Entre todas as desigualdades, a mais interessante

é |an| < 1/n para o médulo do maior coeficiente. E importante ressaltar que o

limite superior para esta desigualdade é obtido para o dltimo coeficiente de varios
polinémios univalentes.

Nesta dissertagao, discutimos em detalhes uma subclasse de polinémios
algébricos, para os quais os maiores coeficientes tém o maior médulo possivel. Em
outras palavras, consideramos polinémios com |a,| = 1/n. Desde que a maioria
das propriedades em que estamos interessados sdo invariantes com respeito a
rotagao e a fungao de Koebe tem de fato somente coeficientes reais, vamos exigir
uma propriedade adicional para a classe dos polindmios considerados. Vamos

restringir a classe de polindmios impondo que os coeficientes dos mesmos sejam

AVA
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Introdugao

reais. Resumindo, estaremos interessados na subclasse Q,, de U,,, definida por
Q= {qu(2) EUy : qu(2) = 2+a22’+ - +0,2", at € R, k=2,...,n, |a,| =1/n}.
Como observaremos durante a nossa apresentacao, as subclasses

Q;::{QnEQn i an=1/n}

Q;Z{Qnegn . an=_1/n};

do mesmo modo que,

Q! = {g, € Q,:néparoun éimpareq, € QF}

Q2 ={g, € Q,:néimpareq, € Q. },
farao papéis importantes na solucao dos problemas que vamos investigar. Nesses

problemas, alguns polinémios pertencentes a classe Q,, serao fundamentais. Va-

mos definir esses polinémios para n fixo,

A _n—k+1sinkjr/(n+1) 7
k= n sinjr/(n+1)’ oy =Sy Ty

P(z) = P(z;n,j) = ZAk,j 7
k=1

e, estudaremos detalhadamente suas propriedades no Capitulo 4.

Com excecao do estudo das propriedades gerais das fungdes univalentes e
das propriedades especificas dos polinémios de Q,,, que é feito no terceiro e quarto
capitulos, respectivamente, no Capitulo 5 resolvemos alguns problemas extremos
interessantes para os polindmios pertencentes a classe citada anteriormente.

Desde que a imagem do disco unitario através de quaisquer desses poli-
noémios ¢ um dominio limitado no plano complexo, entao a area dessa imagem
¢ um namero fixo. Denotemos por A(p(D)) a area da imagem de D através de
p(z). E interessante conhecer primeiramente qual seria a maior A(p(D)) possivel
com p € Q,, e como a maior area, que depende de n, se comporta & medida que

n varia. Assim, formulamos o seguinte problema.

5
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Introducao

Problema 1. Entre todos os polinémios de Q,, encontre aquele que descreve a

maior drea possivel, i.e., determine max{A(p(D)) : p € Qn}.

Resolvemos este problema completamente mostrando que a maior area se
comporta como n?. Este fato era esperado, pois a imagem da funcio univalente
mais famosa é ilimitada. De fato, a imagem da fungdo de Koebe k(z) é todo o
plano complexo a menos do intervalo (—oo, —1/4].

Para qualquer n inteiro e positivo, queremos determinar as quantidades

A(Qn) = max{A(p(D)) : p€ Qu}

A(Q}) = max{A(p(D)) : pe€ Q7},
bem como encontrar os correspondentes polindmios para os quais o valor maxi-

mo da area é atingido. Nosso principal resultado baseado no Problema 1 esta

estabelecido no proximo teorema. Na seqiiéncia, para formulé-lo, precisaremos

de duas defini¢oes adicionais. Para todo nimero natural n as somas S, e S, sao

dadas por

il i sen?krm/(n+ 1) (1.6)

k
k=1

mn

= kZ sen22k7‘;/(n + 1)_ (1.7)

Com a funcao integral cosseno Ci(z) definida por

Ci(z) = fm cost/tdt
e 7~ 0.577216 a constante de Euler, temos o seguinte teorema.
Teorema 1.2. Sejan € IN. Entao,

(e (Sn - 5)

T g _m
n?sen®13 4

i) a maior drea

¢ cercada somente pelas imagens de P(e;n,1) e P(e¥?;n,n).

A(Q?) = n(n+1)2 (gn_ §)

2 9 2w
n?sen =% 4

i1) a maior drea

6
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Introducao

¢ cercada somente pela imagem de P(e“;n,2). Além disso, para qualquer n € N,

as destqualdades

A(Q)) < (n ;;1)2 (’y + log(27) — Ci(27) — g) (1.10)

A(Q?%) < o ;Tl)Q (’y + log(4m) — Ci(4r) — g) (1.11)

sao vdlidas.
Outrossim, o0s quocientes A(QL)/(n+ 1)% e A(Q2%)/(n + 1)? convergem
quando n tende a 00, e os limites sao dados por
A(Q})

1 3
im ———2~ = — - Ch — — | =~ 0.149232 1.12
nango m+1)2 2 ('\/+log(21r) Ci(2m) 2) 0.149232, (1.12)

o AR 1 . 3\ .
Im T3 (‘y-l—log(éhr) Ci(4r) 2)~0.0642332. (1.13)

Como ja mencionamos, as razoes pelas quais o problema acima é natural,
é dado pelo comportamento da fun¢ao de Koebe. Outro resultado muito bonito
sobre as imagens das fungdes univalentes é o famoso Teorema 1/4 de Koebe,
que afirma que a imagem do circulo unitario através de uma fungdo univalente,
da forma (1.1), sempre contém o disco de raio 1/4. Além disso, este resultado é
exato, pois para a fungdo de Koebe k(z) temos que k(—1) = —1/4. Outra questdo
interessante que surge dessa ligagdo com o Teorema 1/4 de Koebe é dado pelo

préximo problema.

Problema 2. Para qualquer n € IN encontrar o polinémio p,(z) € Q,, para o

qual o

inf{|p.(2)| : z=¢€%, 0<0<2n} (1.14)
€ atingido.
Obviamente os infimos sdo limitados inferiormente por 1/4. Contudo, é

interessante saber se existe uma seqiiéncia de polinémios {p,(z)} para os quais

(1.14) tende a 1/4 quando n tende ao infinito. Nossa pesquisa mostrou que a

7
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Introdugao

resposta a esta questao é afirmativa. Encontramos alguns polinémios da classe
Q. que satisfazem assintéticamente o Teorema 1/4 de Koebe. Antes de formu-
lar nossa contribui¢ao sobre o Problema 2, gostariamos de justificar o motivo
pelo qual consideramos este resultado assint6tico bem interessante, mesmo que a
solucao completa deste problema ainda nao tenha sido encontrada. Considere o

funcional

R(f) = inf{|f(2)| : z=¢€", 0< 6 < 2n},

sobre a classe de todas as fungoes univalentes /. Este funcional relaciona toda
fungao univalente com o raio do maior disco que esta contido completamente na
imagem de D através de f(z). Entdo, o Teorema 1/4 de Koebe é equivalente a

afirmar que

RU) :=inf{R(f) : felU}=1/4

Observe que nosso problema é considerar o mesmo funcional R(f), mas
quando f percorre a classe U,, que é muito menor que 4. Em outras palavras,

queremos determinar, para todo n fixo, n € IN, o valor de
RU,) := inf{R(p,) : pn € Un}. (1.15)

Obviamente, para todos os naturais n, temos que R(U,,) > 1/4. Demons-

tramos que
lim R(U,) =1/4

n—oo

e este resultado chamamos de Teorema 1/4 Assint6tico de Koebe. Definimos
R(Q,) :=inf{R(p,) : pn € Qn}, (1.16)

R(Q}) = inf{R(pa) : pa€ Q}, (1.17)

R(Q,) :==inf{R(p.) : pn€ Qn} (1.18)

Nossa contribui¢ao, através da solucao do Problema 2, pode ser dada

como segue:

AVA
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Introducao

Teorema 1.3. Para todo nimero natural n, as desigualdades

(n+1)
+ —_— .
R(Qy) < 4n cos?

=
2(n+1)

B (n+1)
D e —
R(Q:) < 4ncos® 25

sao vdlidas.
Entao, obtemos imediatamente,

Corolario 1.1. A desigualdade

(n+1)
2(1';-1)

<
Rth) < 4n cos?

€ vdlida para todo n € IN. Além disso,

lim R(U,) =1/4.

n—00

As afirmagoes deste corolario sdo exatamente o Teorema 1/4 Assint6tico
de Koebe.

Infelizmente, nao foi possivel resolver rigorosamente o correspondente
problema extremo de forma geral, mas uma grande quantidade de experimentos
computacionais indicaram como é o comportamento dos polindmios com “menor
raio” . Contudo, o intensivo trabalho computacional nos ajudou a propor uma
conjectura, cuja demonstracao é uma proposta para futura pesquisa.

Obviamente nenhum dos polinémios de U, se anulam em D, exceto para
o zero simples na origem. De fato, sejam 2y = 0, 21,...,2,-1 0s zeros de p,(z).
Desde que p,(0) = 0, p,(z) ndo se anula em qualquer outro ponto no disco
unitario. Isto significa que 2 Z D, k= 1,...,n — 1. Como isto é equivalente
a |zx| > 1, entdo é interessante investigar a que distincia da origem estardo os
zeros de p,(z). Provamos algumas desigualdades simples para algumas médias
dos zeros, em principio para as médias geométrica e aritmética. Obviamente, a

média aritmética dos zeros coincide com o centro de suas massas se considerarmos
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Introdugao

os zeros de p,(z) como pontos no plano complexo com massa unitaria cada.
Provamos também uma desigualdade no mesmo sentido, mas para os inversos
1/z1,...,1/2,—1 dos zeros 2, ...,2,-1. Algumas propriedades simples dos zeros
&1, ..,&n1 de p'(2) sdo também consideradas.

Demonstramos o seguinte:

Teorema 1.4. Seja p,(z) = z + az2® + -+ + a,2z" um polinémio univalente e
S€jam 21,23, ..., Zn—1 08 zeros ndao-nulos e &1,&,, ...,En—1 08 2zeros de p,(z). Entdo,

valem as sequintes desigualdades:

|z122. .. Zn—1| 210 (1.23)

6183+ Eni| 2 1 (1.24)

Além disso, p,(z) tem pelo menos uma raiz z, tal que |zx| > nV/™V e p/ (z) tem

pelo menos uma raiz §;, tal que |&;| > 1.

Vale observar que as desigualdades (1.23) e (1.24) valem para os zeros
de qualquer polinomio da classe U,,. Considerando somente a classe Q,, podemos

obter algumas desigualdades a mais sobre os zeros dos polindmios desta classe.

Teorema 1.5. Sejam p,(z) = z + ap2® + -+ + a,2" € Q, e pl, a sua derivada.

Se p, € QL, entdo as sequintes desigualdades valem

vt 2pq| < 4cos e (1.25)

n+1’

Se DPn € Q?ﬂ entao

1
Zn—-1
iy ‘gﬂ—ll
1
€n—1

"+zn—l|

1
sefe

-1
2(n )cos T ;
n n+1

-1
4(n )cos & ;
n n+1

(n—1)

4

(1.26)
(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)
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(n—1) 27
et Ep| £ 4 ; ; 1.31
[ 0 Tt o Y < cos ——— (1.31)
i+l---+ ! < S i :
61 §2 fn—l n+1

(1.32)

Além disso, as desigualdades de (1.25) a (1.28) para os zeros z1,+ -, 2z,—1 de pn
e &1, &1 de pl,, tornam-se igualdades somente para os zeros dos polinémios
P(z;n,1) e P(z;n,n) e de suas derivadas. As igualdades de (1.29) a (1.32) sdo

atingidas somente para os zeros do polindmio P(z;n,2) e de sua derivada.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo daremos algumas definigoes importantes da anélise complexa.

Para este proposito utilizamos as referéncias [12], [14] e [18].

2.1 Dominios e caminhos no plano complexo

Daremos algumas defini¢bes para caracterizar as curvas no plano complexo.

Definicao 2.1. Um caminho suave em C é uma aplicag¢do
I':[a,b) = C
com derivada continua em [a, b].

Lembremos que esta aplicacao é dada por I'(t) = (¢(¢),%(t)) = =(t) +
iy(t) e, a medida que ¢ percorre [a, b], o vetor I'(t) descreve o caminho. Os pontos
I'(a) e T'(b) sao chamados ponto inicial e ponto final do caminho T, respectiva-
mente. Se I'(a) = I'(b) dizemos que o caminho é fechado.

Observemos que, na defini¢do de caminho, subentende-se a noc¢ao de
sentido ou orientagdao de percurso do caminho, mais precisamente, o caminho
é percorrido do ponto inicial ao ponto final a medida que ¢ € [a,b]. Podemos

inverter o sentido do percurso definindo o caminho reverso de I', '™, por
I'(t)=T(a+b—-1t), a<t<b.
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Preliminares 2.1 Dominios e caminhos no plano complexo

Consideremos, agora, uma classe mais ampla de caminhos em C.

Definicao 2.2. Um caminho suave por partes em C é uma colegao finita de
caminhos suaves I'1 : [a1,b1] — €, Ty : [ag,b0] — C,..., Ty : [an,b,] — C,

satisfazendo : T;(b;) = Tiy1(aiz1) para1 <i<n-—1.

Como para caminhos suaves, dizemos que um caminho suave por partes
é fechado se I';(a;) = ', (by), isto é, o ponto inicial do primeiro caminho coincide
com o ponto final do dltimo caminho.

Podemos normalizar um caminho suave por partes I' e vé-lo como um

caminho I': [0,1] — C. Para fazer isso, dividimos o intervalo [0, 1] em n interva-

l:osl]ﬁ llagl1"'a lj_lsi])---a [n_lrll
n n n n n n

e, para cada um deles, definimos uma bije¢ao suave

j=1 3
Ty l ,;] — [aj, bj]

los

n
por

r;(t) = n(b; — a;)t — j(b; — a;) + b;.

Os caminhos T'j(r;(t)), 1 < j < n, sdo suaves e o ponto inicial de T';(r;(t))

coincide com o ponto final de I';_;(r;_1(t)). Dessa maneira, o caminho original

I’ pode ser visto como definido no intervalo [0, 1].

Definigao 2.3. Um caminho suave por partes e fechado é simples, se a aplicagao
I':[0,1] — C que o define € injetiva, exceto nos pontos 0 e 1, ou seja, ['(0) =
D(1),.I(t) £1(0) se 0 i< 1 e I(ti) AL (t) se0 <y £ < 1.

A definicao acima quer dizer, em outras palavras, que o caminho nao

possui auto-intersecgoes. Apresentaremos, agora, um conceito muito importante.

Definicao 2.4. (Curva de Jordan) Uma curva de Jordan suave por partes é

um caminho suave por partes, fechado e simples.

Definigao 2.5. Um subconjunto nao vazio U € C é chamado dominio se U é
aberto e se, dados dois pontos quaisquer p e ¢ em U, existe um caminho suave
por partes inteiramente contido em U, cujos pontos inicial e final sao, respecti-

vamente, p e q.
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Preliminares 2.1 Dominios e caminhos no plano complexo

Alguns exemplos de dominio sdo €, C* = {C/{0}}, qualquer disco aberto

D(z,7) = {2 € C : |29 — 2| < r} e qualquer anel A(z9,a,b) = {z € C:a <

|z — 20| < b}.

Definigao 2.6. Seja U C C' um dominio. Dizemos que U ¢ estrelado se existe
um ponto zy € U satisfazendo a sequinte propriedade: dado qualquer ponto z € U,
o segmento de reta unindo zy a z estd inteiramente contido em U. O ponto zy €

chamado um centro do dominio U.

Daremos, agora, um conceito importante. Se o/ < ' e ¢(o) é qualquer
fungdo continua e monoétona estritamente crescente em [¢/, §'] tal que ¢(a’) = «
e ¢(B') = B, entdao o caminho I" definido por z = 2(¢(0)), o < o < f, tem
a mesma extensao e os mesmos pontos inicial e final que o caminho I'. Dois
caminhos que podem ser transformados cada um em outro, de forma que tal
transformacao preserva o sentido do parametro, assim como I' e I citados acima,

sao chamados geometricamente equivalentes.

Definicao 2.7. Os caminhos Iy e I'y que vao de zy a z; sdo ditos homotdépicos
com respeito a um conjunto S se eziste uma fungdo f = f(u,v) definida no

quadrado unitario K : 0 <u <1, 0 <wv <1 e continua em K, tal que

a) f(u,v) € S para todo (u,v) € K;

b) f(0,v) =z, f(l,v) =2, Yv€E0,1];

c) Os caminhos f = f(u,0) e f = f(u,1) (0 < u < 1) sd@o geometricamente

equivalentes aos arcos I'y e I'1, respectivamente.

Definicao 2.8. Uma regiao do plano complezo S é simplesmente coneza se, para
quaisquer dois pontos zg e 2y de S, quaisquer dois caminhos que vao de zy a 2z, €

estao inteiramente contidos em S sd@o homotdpicos com respeito a S.
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Preliminares 2.2 Fungoes Analiticas

2.2 Funcoes Analiticas

2.2.1 Funcgoes Complexas, Continuidade e Diferenciabili-

dade

Denotando por z = z + iy a variavel complexa, a expressao f(z) = u(z) + w(2)
é chamada de funcao de variavel complexa se, para todo valor de z numa certa
regidao, temos um valor correspondente a f(z). Consideremos f : A — €, onde

A€ C éum conjunto aberto.

Definicao 2.9. (Continuidade) Seja f(z) uma fungdo em z. Dizemos que f é
continua em zy € A se dado € > 0, existe § > 0 tal que para todo z € A a sequinte

propriedade € satisfeita

|2 — 2| <= |f(2) — f(20)] <e

Uma fungao continua de z é meramente uma funcio complexa em duas

variaveis = e y. Se,

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) e zo=zo+ 1Yo,

lu(z,y) — u(zo,y0)| < |f(2) — f(20)| <€

se |z — zg| < d, o qual é verdadeiro se

I.’L‘—.’Iiol <

) | 1|<6
—._.’ ?_ —
Vo L o

Por isso u(z,y) é continua. Analogamente v(z,y) é continua. Recipro-

camente, podemos provar que, se u e v sao continuas, f(z) é continua.

Definigao 2.10. (Diferenciabilidade) Uma fun¢ao f(z) € considerada diferen-
cidvel em zy € A se o limite
F(2) = lim L2 = f(=0) (2.1)
z2—20 zZ—2
existe e nao depende do caminho pelo qual 2 — z;. Chamamos o limite (2.1) de
derivada de f(z).
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Discutiremos como a propriedade de diferenciabilidade de uma fungao
f(z) afeta as correspondentes fungdes u(z) e v(z), que sdo as partes real e imagi-
naria, respectivamente, de f(z).

Consideramos, primeiramente, que z — 2o € real puro, tal que
20 =Zo+ 1Yo, 2=+ 1Yo

Entao,
J(2) — f(20) h {u(z,y) +iv(z,y0)} — {u(zo, %) + iv(xo, Y0)}
Z—2 r— I
u(z, Yo) — u(Zo, Yo) £ iv(xs Yo) — v(Zo, Yo)
r— Iy r—Iy

: (2.2)

du v

Fazendo x — 29 em (2.2), uma vez que as derivadas §*, 3% existem em (o, %),

chegaremos a

, __(0u , .6v
Fla)= (-53; + z@s:) i Supouh (2.3)

Analogamente, se tomarmos zy = zo + Yy € 2 = Tg + 1y, isto é, z — 2
como imaginario puro, obtemos
f(2) = f(z)  {ulzo,y) +iv(zo,y)} — {u(wo, o) + iv(T0, %0)}
zZ— 2 Yy — Yo
v(To, y) — v(T0, %) i’u(ﬂfo; y) — w(Zo, %)
Y=Y Yy—Y%

(2.4)
e, da mesma forma,

(2.5)

ov .Ou
4 — e )
o (3y zay)
Comparando (2.3) e (2.5), obtemos as seguintes equagoes,

ou Ov ou v
%z By e % O (x =m0, Y=1w0) (2.6)

I=Ip, Y=o

Logo, afirmar a diferenciabilidade de uma funcao de variaveis complexas,
nao é somente exigir que as derivadas parciais de u(z,y) e v(z,y) existam, mas
também que satisfacam as equagdes em (2.6). As equagbes em (2.6) sdo co-
nhecidas como equagoes de Cauchy-Riemann e sdo condi¢des necessarias para a
diferenciabilidade de f. Deste modo, se u e v sdao fungoes de z e y cujas derivadas

parciais existem, u + v nem sempre serd uma funcao diferenciavel de z.

16
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Preliminares 2.2 Fungbes Analiticas

2.2.2 Funcgoes Analiticas

As fungoes que sao diferencidveis numa certa regiao recebem um nome especial,
sao chamadas fungoes analiticas. Nao podemos afirmar que uma funcao é analitica
se soubermos apenas que {f(z)— f(29)}/(z—2) tende a um limite ao longo de um
caminho. Daremos entao, no proximo teorema, condi¢oes necessarias e suficientes

para que uma funcao seja analitica.

Teorema 2.1. Uma fungio f : A — C, f(2) = u(z,y) +iv(z,y) € analitica num

aberto A se, e somente se, as deriwadas parciais %, %, g—;, g—; eristem e

sao continuas em A, e satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann.

A demonstragdo desse teorema encontra-se em [18, pag. 68].

Vamos precisar de outro conceito importante. Sejam f(z) uma fungao
analitica com dominio D e imagem W, 2o um ponto de D e I' : 7 — z(7),
a < 7 < 3, uma curva em D passando por z;. Suponhamos que 2’(7) existe e
é diferente de zero. Se zy = z(7p), entdo o nimero complexo 2'(7p), interpretado
como um vetor, é um vetor tangente a I' em z,.

A imagem de I' através da fungdof é uma curva
I :1 = w(r):= f(2(1)), a <7 LB

Como a diferencial de f em 2, possui uma forma especial,

df = % (g —1%) dz,

segue que um vetor tangente a I'* na imagem wy = f(2) de 2 é dado por
w'(70) = f'(20).2(70).
Supondo que f'(zp) # 0, concluimos que
argw'(mo) = arg f'(z0) + arg 2'(o).

Esta relagao implica que o angulo entre os vetores tangentes a I' em 2, e
a I'" em wy € igual ao arg f'(zp). Por isso o angulo é independente de I'. Segue,

entao, que as imagens de quaisquer duas curvas passando por zp e que forma um

i

AVA
AVAYA)

2 2 4 5 6 7 unespwl_l 12 13 14 15 1l¢ 17

18



Preliminares 2.2 Fungoes Analiticas

angulo v em z, sdo também duas curvas que formam um angulo v (medido na
mesma dire¢do) em wy. Uma aplicacdo com esta propriedade, ou seja, os angulos
entre as curvas sao preservados no tamanho e no sentido, é chamada conforme.

As funcoes analiticas possuem propriedades interessantes dependendo do
dominio considerado. O préximo teorema mostra uma relagao entre uma regiao
de Jordan, que nada mais é do que um dominio limitado por uma curva de Jordan,

e uma funcao analitica.

Teorema 2.2. (Principio da Imagem Limitada) Seja D uma regiao de Jor-
dan com fronteira I' e seja f uma fung¢ao analitica em D e continua no fecho
DUT de D. SejaI'* := f(I') uma curva de Jordan com orientagdo positiva.

Entao, a aplicagao de D através de f € conforme e bijetiva no interior D* de I'*.

A demonstragao deste teorema encontra-se em [12, pag. 383|.

2.2.3 Série de Poténcias

Na secao anterior, destacamos uma classe especial de fungées que sao diferen-
ciaveis. Uma das propriedades das funcdes analiticas é que elas possuem derivadas
de todas as ordens num aberto A e essas funcoes podem ser expandidas em séries

de poténcias. Daremos a seguir alguns exemplos de func¢oes analiticas.

Defini¢ao 2.11. Dada uma sequéncia {a,(z — 29)"}, a série por ela gerada é

chamada uma série de poténcias de centro em 2z e notada por Y >, an(2 — 2o)".

Lema 2.1. Dada uma série de poténcias Y oo,an(z — 20)", eziste um disco
fechado de centro em 2z tal que a série converge absolutamente em todos os pontos

z no interior desse disco e diverge em todos os pontos z exteriores a ele.

Definigao 2.12. O raio R do disco dado pelo lema acima é chamado de raio de

convergéncia da série Y oo, an(z — 29)™.

As demonstracoes do teorema e corolrio seguintes encontram-se em [14,

pag. 88].
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Preliminares 2.2 Fungoes Analiticas

Teorema 2.3. Seja f(z) = D oo an(2 — 20)" uma série de poténcias com raio

de convergéncia R > 0. Entao,

flz)= Znan(z — )" !

para todo z tal que |z| < R, isto €, podemos derivar termo a termo uma série de

poténcias no interior de seu disco de convergéncia.

O Teorema 2.3 nos diz que uma série de poténcias define uma fungao

analitica no seu disco de convergéncia.

Corolario 2.1. Seja f(z) =Y -

o0 n(2 — 20)" uma série de poténcias com raio

de convergéncia R > 0. Entéo, f(z) € dada por sua série de Taylor de centro em

20,

% (729
£y =3 L)y

e essa série converge absolutamente em qualquer ponto de D(zy, R).

Definigao 2.13. Sejam U C € um dominio e f : U — @€ uma fungao. f €
analitica em U se, para todo ponto zg € U, f se ezpressa como uma série de

poténcias de centro em zo e rato de convergéncia R,, > 0.

Vamos considerar o espago normado A. Se € é qualquer niimero positivo,
o conjunto de todos os z € A tal que ||z — z¢|| < € é chamado de € — vizinhanga

de zo. Denotamos por N(zo, €) essa vizinhanca de zy.

Teorema 2.4. Num espago de Banach B, sejam f analitica em 0 com f(0) =0
e F uma série de poténcias representando f numa vizinhanca de 0. Entao, para
p1 > 0 suficientemente pequeno, existe oy > 0 tal que,

(a) f € analitica no conjunto S,, := N (0, p1);

(b) f(S,,) contém o conjunto S,, := N(0,01);

(c) f~Y(w) = F~Y(w) para todo w € S,,.

A demonstragdo do teorema anterior encontra-se em [12, pag.100].
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Preliminares 2.2 Fungoes Analiticas

2.2.4 Exponencial, Logaritmo e Poténcias arbitrarias

A Exponencial

Definigao 2.14. A fungdo exponencial é dada por
exp (2) = e*(cosy + iseny)
e estd definida para todo z € C, z =z + 1y.

Usando a representagao polar também obtemos
i) exp(z1)exp(z2) = exp (21 + 22);

i) o = eXP(—2);
it7) [exp(2)]* =exp(nz), V ne€Z.

Até aqui, verificamos que a exponencial complexa tem comportamento
semelhante & exponencial real, mas através da proxima propriedade encontraremos
as diferencas.

w) (exp z)» = [e*(cosy+i seny)]s = ex[cosy+i seny] = exp (#221) 1<j <
n.

Outra diferenca é dada por:

v) exp(z+2mi) = e*(cos(y+2m)+i sen (y+27)) = e*(cosy+iseny) = exp (2),
isto é, a funcao exponencial tem periodo imaginério 2.
Apesar dessas diferengas é comum denoté-la por e* para z complexo. O

proximo teorema dara uma propriedade importante dessa funcao.
Teorema 2.5. A func¢do exponencial €* é analitica em todo zy € C.

Demonstragao: Basta mostrarmos que, para todo ponto z, existe p > 0 tal que
e® pode ser representada por série de poténcias em h = z — 2, quando |h| < p.

Podemos escrever

Assim, a expansao em série é dada por

1
C B

z Z 12
e —e"+ﬂe°h+g

onde h € um numero complexo arbitrario.
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Outra propriedade é que a exp : € — C* é sobrejetiva. Para verificar

isso, seja w = w; + twy # 0 e considere a equagao
exp(z) = e®(cosy +iseny) = wy + iw,. (2.9)
Concluimos, entdo, que = = log |z| e que y é o argumento de w, ou seja, (2.7) é
representacao polar de w.
Usando o fato de que
e = cosy + i seny, (2.10)

somando e subtraindo (2.10) da mesma relagao apés substituir y por —y, obtemos
as formulas de Euler
1 11 —11 1 i —4
cosy = §(e~’+e ¥), seny= ?(ey —-e™), YyeR.
1
Podemos também definir as fungoes seno e cosseno para o nimero complexo z,

por
1

1., = ; ; ;
cosz =—=(e*+e "), senz=—(e¥—e*).
S ) = )

O Logaritmo

A funcao exponencial complexa ndo assume o valor zero, mas assume
todos os valores complexos w # 0. Pelo fato de exp(z) ser peri6dica, ela assume
todos os outros valores complexos w um nimero infinito de vezes.

A fungao exponencial real é bijetiva, isto é, para u > 0 a equacdo e* = u
tem exatamente uma solugdo, chamada o logaritmo (real) de u. Denotaremos,

entao, esta solu¢ao por Log u. Vamos determinar todas as solugdes da equacio
e=w w#0, (2.11)

se w # 0. Fazendo z = z + iy e w = |w|e*® entdo, * = |w|. Isto é, z = Log |w| e

y=¢+2rk, Vk € Z. Assim, as solugoes da equacao sao todos os niimeros

z = Log|w| + i(arg w + 2kw), k=0,£1,%2,...
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Este conjunto de nimeros é chamado logaritmo de w e é denotado por

{logw}.
Lembramos que para dois conjuntos A e B, a soma A + B é definida por
A+B={a+b:a€ Abe B}.

Teorema 2.6. Se w, e wy sao dois numeros complezxos diferentes de zero,
{log iU1‘lU2} = {log ‘UJ1} + {log ’wg}. (212)

Em outras palavras (2.12) quer dizer:
a) Se z; € {logw;} e z; € {logws}, entdo z; + 22 € {logw ws};
b) Se z3 € {logw w,}, entio existem mimeros z; € {logw,} e z; € {logw,} tais

que z3 = 21 + 29.

A demonstragdo desse ultimo teorema encontra-se em [12, pag. 113|.

Como a fungao e* nao é injetiva e, portantao, nao é inversivel, podemos
restringir seu dominio de defini¢do da seguinte forma: tome uma semi-reta fechada
partindo da origem, Ly = {(tcos¢,t sen¢) :t € R, t <0} onde 0 < ¢ < 27 e
coloque

Dy =C \Ly.

Para todo z € Dy temos precisamente um tnico valor arg, z satisfazendo

¢ —m < argy 2 < ¢ + m. Portanto, podemos definir uma fungao chamada ramo

simples do logaritmo

log: Dy — C

log z = log |z| 4+ i argy 2.

O ramo do logaritmo definido no dominio Dy, obtido retirando-se de €

o semi-eixo (z,0), z < 0, é chamado de ramo principal.

Teorema 2.7. Um ramo simples de {logz} € uma fungdo analitica em todos o0s

pontos onde é definido.

Demonstragao: Seja logw um ramo simples definido para todo namero ¢ e

seja wp qualquer ponto do dominio Dy de logw. Seja S; : ¢ — 7 < Imz <
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¢ + m uma faixa, na qual e* assume cada 0 # w em C apenas uma vez, e
seja 2o = To + 1Yo em Sy tal que e* = w,. Sabemos que e* é injetiva em
|z — 20| < p1 = min(@+ 7 —yo,yo — ¢+ 7). Como o coeficiente de h néo é zero na
expansao de e* em série de poténcias (ver a demonstragdo do Teorema 2.5), pelo
Teorema 2.4 existe um niimero o; > 0 tal que para todo w € N(wp,0;) existe
z € N(zo, p1) satisafazendo e* = w. Além disso, a inversa da funcdo é analitica
em wy. Mas em N(wp,0;) a fungdo inversa coincide com logw. Por isso, logw é

uma funcao analitica em wy. [

Teorema 2.8. Seja f analitica e diferente de zero numa regido simplesmente
coneza D. Entdo um ramo de {log f} analitico e injetivo pode ser definido em

D.

A demonstragao deste teorema encontra-se em [12, pag. 114]

Poténcias Arbitrarias
Usando as defini¢oes dadas para as fungoes exponencial e logaritmo pode-

mos introduzir a
Definigao 2.15. Dados um dominio Dy, como acima, e um nimero A € C, a
fun¢do z — z* é definida por
2* = exp (Alog 2),
onde z € Dy e log é o ramo do logaritmo definido em D,.

O ramo principal da funcio z* é obtido tomando-se o ramo principal do
logaritmo na expressao que o define.
Denotando f esse ramo, temos que

Dg-——!'(D

z P—FZ'\

¢ analitica em Dy e sua derivada é (usando a regra da cadeia)

A exp (Alog 2)
/ = -_—= .
f'(z) = exp (X log 2) - A Sl

= dexp (A — 1) log 2) = Az*"L.
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Essa funcao generaliza a noc¢ao usual de poténcia pois, se n é um inteiro

positivo,

2" =exp(n log z) = exp(log z)...exp(log 2) = zz--- 2.

n vezes

Assim, uma vez que estamos considerando o ramo principal

1
exp l; log z] = exp [log YVz+i ari? =

(+2)
exp | —log 2
n

onde z = re®®o?, Portanto,

fornece uma raiz n-ésima de z.

2.3 Teoria de Cauchy

2.3.1 Integracao, Teoremas de Cauchy

Seja I' um arco de uma curva definida pelas equagtes z = ¢(t), y = ¥(t), onde
¢ e 1 sdo fungdes de t com derivadas continuas ¢'(t) e ¢/(t), e suponhamos que
quando t varia de t4 a tp, o ponto (z,y) move-se ao longo da curva de A para B.

Seja f(z) uma func¢do complexa de z, continua ao longo de I'. Seja

f(2) = u(z,y) +iv(z,y).

Assim, a integral de f(z) ao longo do arco I" é dada por

13:3
ta

fr f(2)dz = / (u+ w){@(t) + i ()} dt. (2.13)

Em particular, para as func¢oes analiticas numa regiao que inclui o caminho I', a
propriedade (2.13) ¢ valida.
Algumas propriedades da integral real estendem-se para a integral com-

plexa. Por exemplo,

Jir@+o@yds= [ feds+ [oteraz
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e, se k é constante,

/F e aa /F () ile

Também se I'~ denota o caminho I" no sentido contrério,

il f(z)dz = —_/[:f(z) dz.

Definigao 2.16. Se I' : [a,b] — C é um caminho suave, seu comprimento €

definido por :
£(T) = / I (8)]dt.

Se I'(t) = (¢'(t),¢'(t)) entao a expressao do comprimento de I' torna-se

£(r) = f V) + () dt.

Daremos, agora, uma desigualdade para a integral complexa.

Teorema 2.9. Se M ¢é o limite superior de |f(2)] em uma curva T e L € o

comprimento de I', entao

/f(z)dz < ML(T).
r

Demonstragao:

[#zyaz " w+ i) {0) +¥(0) dtl < M) + O] db
ML(T).

Teorema 2.10. (Teorema de Cauchy) Seja U C € um dominio e sejam

f:U — € uma fungao analitica e I' uma curva de Jordan em D. Entao,

fr‘f(z)dz =10

A demonstragdo desse tltimo teorema encontra-se em [12, pag. 330]. O
teorema de Cauchy pode ser estendido a qualquer tipo de caminho, como os que
foram definidos anteriomente. Vamos denotar o disco fechado de centro zy por

Dl[zg,m9] = {2 € C: |20 — 2| < T0}.
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Teorema 2.11. (Férmula integral de Cauchy) Seja f : U — C uma fungdo

analitica definida em U C C. Sejam D[z,ro] C U eT sua fronteira orientada no

sentido anti-hordrio. Se z é um ponto qualquer no interior de D[z, 7o), entdo

J(2) = %/P%dw.

Corolério 2.2. Seja f : U — C analitica, onde U é um dominio. Entao f tem
derivadas de todas as ordens em todos os pontos de U e
! f(w)
T (L Y ! S A
f7() QWi[p (w—z)ntl 7
onde I' € qualquer circunferéncia centrada em z, percorrido no sentido anti-

hordrio e que limita um disco fechado contido em U.

As demonstragoes do Teorema 2.11 e do Corolério 2.2 encontram-se em
[14, pag. 124 e pag. 127], respectivamente.

Antes de enunciarmos o Teorema da Curva de Jordan, vamos definir
alguns resultados importantes.

Seja I' := 2(7), @ < 7 < (3, um arco (ndo necessariamente fechado ou
suave, com ou sem pontos miltiplos) e seja ¢ um ponto fora desta curva. Para todo
7 € @, 3] o nimero complexo z(7) — ¢ tem um nimero infinito de argumentos.
Um argumento continuo de z — ¢ em I' é uma funcgio real ¢ definida em [, 3] tal
que, para todo 7 € [a, f], ¢(7) é igual a um dos valores de arg(z(7) — c).

Um caso especial é quando I' é uma curva fechada, isto ¢, z(8) = z(a).
Se ¢ é qualquer ponto que nao estd em I' e ¢(7) é um argumento continuo de
z—cem I, entdo, devido a ambos ¢(a) e ¢(B) serem valores do arg(z(a) —¢), o
crescimento no argumento de z — c ao longo de I' é uma integral miltipla de 2.

é um inteiro. Este inteiro é chamado o nimero de voltas de I' em torno de c.
As demonstragdes dos proximos teoremas encontram-se em [12, pag. 233

e pag. 235], respectivamente.
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Teorema 2.12. Se I' é uma curva suave por partes fechada e c ¢ T, entdo

n(T, c) :i./r - dz. (2.14)

2m Jrz—c
Teorema 2.13. Seja I' uma curva de Jordan suave por partes. O complemento
de I' tem apenae uma das duas componentes, cada uma com I' como fronteira.
Apenas uma das duas componentes € ilimitada. O nimero de voltas n(T', c) € tgual
a zero na componente ilimitada e +1 ou —1, ao longo da fronteira da componente

limitada.

2.4 Singularidade

2.4.1 Zeros

Defini¢ao 2.17. Um nimero complezo z é chamado zero da fungao f se

f(z) =0.

Se f(z) é analitica numa vizinhanca do ponto zj, entao

o0

f2) =Y anlz = )"

n=0
para valores suficientemente pequenos de |z — 2.
Se zp € um zero de f, um ou mais coeficientes ag, ai, ... se anulardo. Se
a, = 0 para n < m, onde m é inteiro, mas a,, # 0, entdo f(z) possui um zero de
ordem m em Zz.

Em um zero de ordem m, temos

f(z) = f'(z0) = ... = f™ () =0,

enquanto f(™(z) # 0. Isto segue da série de Taylor.
As demonstragoes do teorema e dos dois corolarios seguintes encontram-

se em |18, pag. 88 e 89]

Teorema 2.14. Os zeros de uma fungao analitica s@o pontos isolados, isto €, se

a fungdo f(z) nao € identicamente nula e é analitica numa regido que contém zp,

27
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entdo eziste um circulo |z — 29| = R (R > 0) no interior do qual f(z) ndo possui

zeros, ezceto no ponto 2.
Os seguintes corolarios seguem imediatamente do teorema.

Corolario 2.3. Se uma fungao € analitica em U e se anula em todos os pontos
de uma subregido U' C U, ou ao longo de qualquer caminho I' de uma curva

continua em U, entdo f(z) = 0.

Corolario 2.4. Se f e g sao analiticas em U e assumem o mesmo valor em
um numero infinito de pontos z,, n = 1,2,..., onde z, — 2z € U, entao

f(z) = g(z) para todo z € U.

2.4.2 Série de Laurent e Classificacao das singularidades

Seja a regiao no plano complexo em forma de anel A(z,p',p) ={z€ C:p <

|2 — 20| < p}. Enunciaremos, agora, o teorema de Laurent.

Teorema 2.15. Seja f uma funcdo analitica no anel Az, p',p). Entio, f(2)

pode ser espandida na forma,

F2) =) bmlz—20)™+ ) an(z — 2)" (2.15)
m=1 n=0

e € convergente em todos os pontos de A(zo, p',p). Além disso, essa erpansdo €

inica e os coeficientes b,, e a, sao dados por

= [roE-aytan m21

" 2mi

1 n+1
=y - >
an, o Jl fw)(w = 2z)"" dw, n >0,

bm

onde I' é um circunferéncia de centro zg orientado no sentido anti-hordrio e

contido em A(zo, p/, p).

A expansdo dada acima é chamada série de Laurent de f.

Suponhamos que f(z) é analitica em 0 < |z — 20| < p, exceto no ponto 2.
Entéo, dizemos que f(z) possui uma singularidade isolada em 2z,. Suponhamos
que f(z) é analitica no anel A(2,0,p) e consideremos a série de Laurent de f
dada por (2.15).
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Definigao 2.18. Usando a série (2.15) classificaremos as singularidades de f em

trés categorias distintas:

1) z, € singularidade removivel de f se b, =0 para m > 1;

2) zp € polo de ordem k de f se by #0 e by, =0 para m > k;

3) =z € singularidade essencial de f se by, # 0 para um nimero infinito de valores

de m.
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Capitulo 3

Funcoes Univalentes

A area que estuda as fungoes univalentes é considerada uma das areas mais classi-
cas da analise complexa. Isso se deve ao interesse de muitos matemaéticos famosos
e a tradigdo que se mantém ao longo dos anos.

Neste capitulo, vamos comentar varias propriedades das funcées univa-
lentes, para este propésito utilizamos as referéncias [13] e [16]. Dividimos essas
fungoes em duas classes, U e U*°. Na primeira parte deste capitulo, daremos
alguns resultados sobre transformacoes entre funcoes dessas classes. A seguir,
apresentaremos alguns resultados que dardao caracteristicas relevantes sobre os
coeficientes das funcdes univalentes. Assim, serd possivel obter propriedades geo-
métricas interessantes sobre a imagem dessas fung¢oes. O primeiro resultado im-
portante neste sentido envolve funcoes pertencentes a classe U™ e é dado pelo
Teorema da Area. Através de algumas transformacoes esse resultado foi esten-
dido para fungGes em U. Apresentaremos o Teorema 1/4 de Koebe e, no Capitulo
5, vamos formular um problema que envolve este teorema. A seguir, enunciare-
mos os teoremas do Crescimento e da Distor¢do. Esses dois teoremas fornecerdao

limitantes para o m6dulo de uma fungao univalente e sua derivada.
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3.1 Propriedades das funcoes univalentes

Uma fungdo é univalente se, para 2,2, € D tal que f(z1) = f(z), tivermos
21 = 2. As funcgoes analiticas e univalentes foram divididas em duas classes:
(a) U é a classe de fungbes analiticas e univalentes no dominio D = {z : |z| < 1},

e a expansao em série de Taylor em torno de zero é dada por
o0
=24 0a2 (3.1)
n=2

(b) U* ¢ a classe de fungoes analiticas e univalentes no dominio D° = {z : |z| >

1}, e a expansdo em série de Laurent em torno do oo é dada por

9(z) =z + ib_nz_” (3.2)
n=0

Lema 3.1. Se f € U entdo a fungio

1
9(z) = m

para valores arbitrdrios da constante wy.

+ wyp € U‘x’ (33)

Demonstragao: A funcio g nao possui ponto singular em D°, uma vez que f
nao assume o valor zero em D°. Para provar que g é analitica em D°, basta

mostrarmos que o limite

existe. Mas,

Fazendo h — 0 em (3.4), obtemos

i _ 9 — gz k) __£(1/2)

h—0 h 21z

O limite em (3.5) existe, pois |27} <1e z# 0 em D° .

Se g(z1) = g(22), entdo f(z7') = f(2271) e, por isso, z; = 23, 0 que implica que
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g € univalente em D°. Logo, g(z) pode ser espandida em série de Laurent no oo

e possui a forma (3.2). [ ]

Neste capitulo, vamos denotar por A° o conjunto complementar de um

certo conjunto A.

Lema 3.2. Seja g € U™ e wy € g(D°)°. Entao, a fungao
1

R ==

e, (3.6)

Demonstragao: Como no lema anterior, f nao possui singularidade em D, uma
vez que a funcdo g ndo assume o valor w;. Assim, a func@o f é analitica e univa-

lente, admitindo a expansao em série de Taylor em torno de z = 0. [ ]

Para ilustrar as transformagoes entre fungoes de U e U™ citadas nos

lemas anteriores, consideremos a fun¢ao de Joukowski

1
jrz—=w=2z+-
z

que pertence a U*®°. Observe que a regido descrita por esta funcdo no plano

complexo pode ser escrita como

_ (14 p*)cos +i(p* — 1) send
5 :

Parad =0e 1 < p < 00, a fungdo j cobre a semi-reta (2,00). Para @ =7

7(pe®)

el < p < oo, afungdo j cobre a semi-reta (—oo, —2) e, para este e outros valores
de 6, podemos observar que a regiao total & o complemento do intervalo [—2, 2|.

Se considerarmos

3l —1)2
j(z)—2=z 2z+1=(z 1)’

Z A

ue também pertence a U™, sua imagem é o complemento do intervalo [—4, 0].
q g

Como 0 & g(D°), pelo Lema 3.2 a fungao

1 A
Re)=mi ey
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pertence a U e é conhecida como fungao de Koebe. A imagem dessa fungao é o
complemento da semi-reta [—oo, —1/4].

Vamos comentar, agora, algumas transformagoes entre funcoes de U.
Seja f € U. Considerando z7!f(z) = 1+ 327, a,2""! podemos notar que se
z71f(z) = 0, temos f(z) = 0. Mas, o tinico ponto em que f se anula em D é
o ponto 0 e, portanto, 2~* f(2) ndo se anula em D. Pelo Teorema 2.8 podemos
definir s(z) = [271f(2)]/? como uma fungo analitica em D, uma vez que 27! f(z)
satisfaz as condicoes do teorema citado e s pode ser escrita como o ramo do

logaritmo log(exp([z~! f(2)]'/?)). Além disso, esta fungdo satisfaz s(0) = 1.

Lema 3.3. Se f € U, entao a fungdo

h(z) = [f(2*)]'/? = 25(2°) (3.7)

estd em U e, além disso, h é impar.

Demonstragao: Como s é uma fungao analitica em D, entao h também o é.
Além disso, h satisfaz h(—z) = —h(z). Se h(z1) = h(z2) entdo f(2%) = f(23).
Como f é univalente em D, temos que 2? = z2. Por outro lado, também vale que

2

s(2%) = s(22). Logo, z15(2?) = 238(22), o que implica que 2; = 2. Portanto, h é

impar e univalente em D. [ |

A passagem de f para h em (3.7) é chamada transformacido de Faber.

Esta transformagao pode ser feita para qualquer valor inteiro m por

h(z) = [,

Uma pergunta que surge é: toda funcao impar h € U é a transformagao
de Faber de alguma f € U7 A resposta a esta questao é dada através do seguinte

lema:

Lema 3.4. Toda fungdao h € U impar é a transformagio de Faber de alguma
Feu,

Demonstragdo: Seja h € U impar tal que h(z) = 2zq(z?), onde g é analitica e

q(0) = 1. Fazendo de forma inversa a transformacio de Faber para f, obtemos
f(2) = [h(V2)]® = 2q(2).

33
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Como ¢ é ser analitica em D e f(0) =0, entdao f é analitica em D. Suponhamos
que f(z1) = f(z2). Logo, h(y/z1) = h(y/z2) e, como h é univalente e impar,
v/Z1 = £4/z2, 0 que implica que z; = 25.

Lema 3.5. Se f e U e w € f(D°)° entdo a fungdo

f(z2)

") = T

eU. (3.8)

Demonstracao: A funcao h estd bem definida, pois f nao assume o valor w.
Como no Lema 3.2, segue que h é analitica. Seja h(z;) = h(zz). Dessa igualdade
podemos obter f(z;) = f(z2) e, desde que f(z) é univalente em D, concluimos que
21 = 2. Portanto, h(z) é univalente. Provaremos que h € Y. Seja z um ponto

de D. Entdo, podemos escolher um nimero complexo arbitrario w de tal forma

que u = w~!f(2) e |u| < 1. Usando o resultado da soma geométrica, obtemos

h(z) =f(3)#_1f(z)= (z+2anz“) (Zu") =R ww,

n=0

Assim, h(z) tem a forma (3.1).

Lema 3.6. Seja f € U e |t| < 1. Entdo, a fungao

0= o | () 10} <4 44)

Demonstragao: A transformagao da forma z — ﬁf;‘; é chamada transformacao

de Moebius e é injetiva de D em D. Portanto,

2+t
z— f —
141tz
é a composicao de duas fungoes injetivas em D ou, equivalentemente, univalente

em D. Logo, a fungao h, como foi definida, se anula no ponto z = 0 e sua

derivada, dada por

h(z) = (T_m {f’ (lz-:_;z) (illt_tzl;} ,
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assume o valor 1 em z = 0. Assim, h cumpre todas as exigéncias de fungdes

pertencentes a U. B

Teorema 3.1. (Teorema da Area) Para qualquer fungdo g € U,

i n|b_n|2 s 1
n=1

Demonstragao: Para p > 1, seja I';, a curva
I, = {w=g(pe""), 0< 7 < 2n}.

Como g é univalente, I', ¢ uma curva de Jordan orientada positivamente. Um

resultado bem conhecido do calculo é que
Ap) = [ wiw =3 [ viu—ud)
p—%rpww—-Q vdu — udv

é a 4rea da regiao cercada pela curvaI'y). Como p > 1, entdo A(p) > 0. Calculando

explicitamente a area
2 ) .
[ wiw= [5G (e ypicar
o9 0

obtemos

2 00 5
Alp) / (pe‘if + Zﬁ_np‘“em’) (1 = an_n () e—t’(n+1)r) P
0 n=0 n=0
2 ) [o%s) ‘ ' oo I -
p* — pe'’ Z nb_pp "e”"" + pe'” Z by e T
0

n=0

= i np—nem‘r) (an-—mo e inr)) dr.

n=0

Sabendo que f;w e*7dr = 0 para valores de k € Z, devido ao fato da
funcao exponencial ter periodo imaginario 27¢, muitos termos da integral se anu-

larao e, entao,
Alp) = (,02 - Zn|b_n|2p_2“) :
n=1

35
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Como A(p) > 0, se fizermos p — 1, a 4rea cercada por I', se mantera

nao negativa. Assim,

o0 [ o]
0< (1 - Zn|b_n|2) e, portanto, Z:n|b_,,,|2 =1
n=1

n=1

Observando a desigualdade (3.10), cada termo da soma deve ser inferior

a 1, e uma conseqiiéncia do teorema da area é que

1
Ib__.nl < ﬁ’ n= 1,2,3, (311)

Em particular,
byl <1 (3.12)

A fungdo que satisfaz a igualdade em (3.12) é a fun¢do de Joukowski

z— 2+ 271,
Lema 3.7. Seja f € U dada por (3.2). Entao,

[a2| <2

Demonstragao: Como nao podemos fazer a passagem direta de U a U através

do Lema 3.1, devemos aplicar primeiramente a transformacao de Faber em f,
[£ (222 = zs(2?).

Vamos obter o desenvolvimento em série de Taylor de s em torno de

z? =0, onde a varidvel a ser considerada é 2%. Mas,

(272 £ (222 = [(2®) 7 (2],
%(z—2f(z2))—1,’2{z—2fr(z2) — z—4f(z2)} o
SN - (),
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Substituindo em (3.14) as séries

) =2+) .02,

n=0

f.!(zil) =1+ inan(z2)n—1’
n=0

obtemos
1
g(2%) = 5.9'1(«22){—2:2 —ag—az?® — -+ 272 4 2a5 + 30322 + - - -}

Logo,

s(2%) =s(0)+5(0) +--- =1+ %a222+-- .

Assim,
1
e ms (1 Jos ).
Aplicando o Lema 3.5 com w = 0 e fazendo o desenvolvimento em série de Laurent

no oo, teremos
9(2) = [FA = 2 (1 lare ) . (3.15)

O coeficiente de z~! em (3.15) é —3a; e, por (3.12), temos que |ag| < 2.

O limite do Teorema 3.7 é atingido para a fungao de Koebe

1= 22 =2+222+32%+---.

Além disso, se |ap| = 2 para alguma f € U, entdo o coeficiente b_; na
correspondente fungio g satisfaz |b;| = 1. Isto significa que, para a desigualdade

em (3.10) se manter, todos os b_, devem ser zero. Consequentemente,

9(2) = z+ €271

Deste modo,

1 z

&)= siiva) = U+ eeap
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é a rotacao da funcao de Koebe.

No ano de 1916, a conjectura de Biberbach afirmava que para qualquer
fungdo f € U, f(2) = z+ ) a,2", |a,] < n, Vn. Ao longo dos anos, muitos
resultados parciais foram obtidos baseado nesta conjectura, até que foi finalmente
demonstrada em 1986 por L. de Branges e este foi considerado o melhor resultado
obtido na analise complexa da época. Aqui mencionamos parte deste resultado

no Lema 3.7. Enunciaremos, a seguir, uma das conseqiiéncias do Lema 3.7.

Teorema 3.2. (Teorema 1/4 de Koebe) Seja f € U. Entao, f(D) contém o
disco D(0,1/4) = {z: |z| < 1/4}.

Demonstragdo: Seja w € f(D)°. Mostramos, no Lema 3.5, que a fungéo

) = 10

Tweu.

1
Uma vez que |w™! f(z)| < 1, o resultado da soma geométrica é dado por

Logo, a funcao h tem a forma

1

1) 2
2+ [ag+ =) 20+,
w

Pelo Lema 3.7, temos que |a; + 1/w| < 2. Mas, |ag| < 2. Assim,

hz) = f(z)

1
=(z+az®+--) (H_EH_'”)

lw™| =lag+w™ —ag| < Jaa+ w4 |ag] £2+2=4
ou, equivalentemente, |w| > 1/4.
O disco D(0,1/4) no Teorema 3.2 é o maior possivel, pois a imagem do

disco unitério através da fun¢do de Koebe é C \ (—o0o,—1/4]. Chegamos, entéo,

ao seguinte resultado.

Teorema 3.3. Sejam g € U™ e g(D°)°. Entdo, o didmetro de g(D°)® é no

mdzimo 4.
A demonstragao deste teorema encontra-se em [13, pag. 576).

38
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Para funcio de Joukowski z — z + 271, g(D°)° é o segmento [—2,2] e
tem exatamente didmetro 4.

A seguir veremos alguns resultados para fungoes de quaisquer uma das
classes U e U™, onde sao estabelecidos limites para o crescimento dessas fungoes

e suas derivadas.

Teorema 3.4. (Teorema da Distorgao) Para qualquer f € U, se |z| = p,

1+p
(L)’

l=p

mg <If'(2)] £

0<p<1 (3.16)

Demonstragao: Sejam f € U, t € D e h relacionada a f como no Lema
3.6. Fazendo o desenvolvimento em série de Taylor de h em torno de zero, cujas
derivadas de primeira e segunda ordem sao

1 f,(z+t) 1— |t]?
(1=t f'(t)" \1+tz) Q+1t2)?

K (z)

ol e ke i G e )

obtemos

h(2) Mm+¢mmz+%mmyr+”.

L L
0+z+§(f"_(t)(l_lt|)_2t)z+

z+ay(t)2+---. (3.17)

Desde que h € U, sabemos, pelo Lema 3.7, que |a5(t)| < 2. Fazendo a mudanga
de t para z, e substituindo a3 nesta desigualdade, ficamos com
1|/ f"(2) % on 1|1-p%|| f"(2) |2[?
— 1— -2 = — -2 =D
2 (f’(z) A=) =22 )| =31 = |7 2= <
Denotando p = |z|, a desigualdade acima pode ser dada por
" 2
4
zf,(z) _o P | < pz_
e -~ @8 L=p
Para todo nimero complexo é vélido que |Re z| < |z|. Logo,

D " 2
it P () & 2P +4p,
1—p? F — 19

O0<|z|=p< 1
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A derivada de f ¢ analitica em D onde f'(2) # 0 e f'(0) = 1. Assim, log f'(2) é a
composic¢ao de duas fungGes analiticas em D que se anula em zero e sua derivada
com relagdo a z é f"(2)/f'(z). Se fizermos a transformacdo z = pe, a derivada
parcial com relacao a p é

—log f'(2) = f”(pe‘“’)ew = im

9p f'(pe®) 2| f'(2)
Considerando apenas a parte real da igualdade acima, obtemos
f"(2)
fi(z)

Usando a desigualdade em (3.18) e sabendo que a parte real do ramo simples é

9 /
pa—p Re log f'(2) = Re 2

igual a parte real do ramo principal Re log z = Re Log z = Log|z|, chegamos a

2p—4 _ 2p+4

Integrando cada membro desta desigualdade entre 0 e p, com 8 fixo, segue que

E=p 100 £p
< Lo, e”) < Lo :

Aplicando a fungao exponencial & desigualdade acima, chegaremos ao resultado

Log

desejado. ®

O limite do Teorema 3.4 é atingido, novamente, pela funciao de Koebe.

Teorema 3.5. (Teorema do Crescimento) Para qualquer f € U, se |z| = p,

p
(L—p)?’

—P _ <2l <

a+7) 0<p<1. (3.19)

Demonstragao: Pela integragdo da desigualdade no Teorema 3.4, vamos obter

a respectiva desigualdade para f(z). Seja z = pe?, 0 < p < 1. Como f(0) =0,

&)= [ " fpe)edo.

e, entao,
l1+o

@I [ 1 = [ A2




Fungoées Univalentes 3.1 Propriedades das fungées univalentes

Para obter o limite inferior em (3.19), ndo podemos dizer nada a respeito de z
para o qual |f(z)| > 1/4’, poiso(1+072) < 1/4 para0 < p < 1. Se |f(2)| < 1/4.
Entéao, pelo Teorema 1/4 de Koebe, o segmento de 0 a w = f(2) est inteiramente
contido em f(D). Seja I' a imagem deste segmento. Entao, I' é um arco simples

de 0 a z através do qual arg f'(z)dz = argw = constante. Entao,

7)) = ] [ @ = [ir@i

Usando o Teorema da Distor¢do e o fato de que |dz| > d|z|, a ltima expressdo é

P 1l—-0 ey
/[.( ¥ T

o que completa a prova do Teorema do Crescimento. B

limitada por

Novamente, os limites do teorema anterior sdo atingidos pela fungao de

Koebe para valores positivos e negativos de z, respectivamente.




Capitulo 4

Uma Classe de Polinomios

Univalentes

Neste capitulo, vamos considerar uma classe especifica de polinémios univalentes.

Estudaremos varios resultados obtidos por Suffridge em [17].

4.1 Classe 9,

Consideremos a classe dos polinémios da forma ¢,(z) = 2+ Y .-, a,2" que sdo
univalentes no disco unitério e cujos coeficientes ay sdo reais e |a,| = 1/n. De-
notemos por Q, a classe formada por esses polinémios. Consideremos Q} e Q.
subclasses da classe Q,,, cujos polinémios tém o tltimo coeficiente a, = 1/n e
a, = —1/n, respectivamente.

Para n fixo, definimos

_n—k+1senkjn/(n+1)

Ar = 12
Bl n senjm/(n+1)’ : .

P(z) = P(z;n,j) = ZAk.J’ 2.
k=1

De (4.1) obtemos facilmente a seguinte propriedade

(k + l)Ak+1,j = —(—l)j(n — k)An—k,j-




Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.1 Classe Q,

O préximo lema nos dard uma representagao mais simplificada do poli-
nomio (4.2). Desta forma, serd possivel obter mais informagdes sobre o compor-

tamento desse polinémio em alguns pontos especificos.

Lema 4.1. Seja P(z) dado por (4.2) e seja a = jw/(n + 1). Entao,

. n+1 _senf(1 — (—1)ein+1)0)
P 10 o A4
(¢%) 2n(cos @ — cos @) T 2n(cosf — cosa)? '’ (2

com cos f # cos a.

Demonstragao: Vamos escrever sen kjm/(n+1) = sen ka na forma exponencial

Tt ;
ion b= itka _ ika .
senko = (e 2]

Primeiramente, calculemos a soma

sen o 2isena

Z sen kaeiw i 1 Z( giklatt) _ gik(a—0)) 4 1 _ 1
k=1 k=1

3

1 Z( gik(a+0) _ gik(a—0))

2isena

1 —eil6+a) 1 — eil0-a)

2isen o

1 (1 _ ei(n+1)(a+9) 1 == ei(n+1){a—9))

(1 r (_l)jeé(nﬂ)a)((l = ei{a—a)) i (1 o ei(9+a}))

2isen a1 — eil0+a))(1 — gi(6-a)) - (4.5)

Desenvolvendo o numerador em (4.5), obtemos
(e'0Fe) — 0=y (1 — (=1)7€'™+1%) = 2jsena(cosd + isenf)(1 — (—1)7i"+19),
Analogamente, para o denominador teremos

2isen a1l — e 0+9)(1 — @) = 2isena(l — @+ — ¢i0-2) 4 £29)

= 4isena(cosf@ — cosa)(cosf + isenf).

Conseqiientemente,

~ senka ;o 1—(—1)7ein 10

sena "~ 2(cosf —cosa)

k=1




Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.1 Classe Q,

Precisamos ainda calcular a soma
n
; d senka ;0
do sen a
k=1

Usando o resultado obtido em (4.6), chegamos a

» Z k sen ko §ik0 _ (=1)Y(n+ 1)et(n+1)8 ; senf(1 — (—1)ie! (n+1]9)
sen o "~ 2(cos@ — cosa) 2(cos @ — cos ) '

(4.7)

Substituindo os resultados das somas (4.6) e (4.7) no polinémio dado em (4.2),

obtemos

—k senka . “. 1 senka |,
St etkﬂ % Z = etkﬂ

P(eiﬂ)

n seno _111 sen o

k=1

— (_1)ipi(n+1)0 1)J i(n+1)8 _ {_1\ioi(n+1)0
_ [(nad)(l (1) )il Pe! T imngie (L)

2n(cos @ — cos a) 2n(cos @ — cos ) 2(cos @ — cos a)?

n+1 1 — (=1)iein+1)6
2n(cosf —cosa) = 2n(cosf — cosa)?’

A forma fechada (4.4) do polinémio P(z) e o fato de que cos « é decres-
cente em [0, 7] implicam em alguns resultados que serdo formulados através do

seguinte lema.

Lema 4.2. I) Sejam j impar e m um nuimero inteiro com 0 < m < n/2, j #
2m+1 ea =jn/(n+1). Entdo,

P(ei(2m+1)rr,’(n+1)) = n+1
2n(cos(2m + 1)7/(n+ 1) — cos @)

¢ real. Além disso,
i) se j >2m+1, entao
P(e'®mNr/(n4)y ¢ yma seqiiéncia positiva e crescente;
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Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.1 Classe Q,

ii) se j < 2m+ 1, entdo

P(!®m+0m/ ()Y ¢ yma seqiiéncia negativa e crescente.

II) Sejam j par e m um ndmero inteiro com 0 < m < n/2, j # 2m e a =
jm/(n+1). Entao,

n+1

P i2mm/(n+1)y _
(e ) 2n(cos2mm/(n+ 1) — cos @)

€ real. Além disso,
i) se j > 2m, entdo

P(e?m/(n+1)) ¢ uma seqiiéncia positiva e crescente;
ii) sej <2m

P(e?m/("t1)) ¢ uma seqiiéncia negativa e crescente.

Também podemos verificar que

n+1)cosa z_(m-{- 1)2
4nsen?a dnsena

P(eia) e (

A demonstracao desta igualdade é analoga a do Lema 4.1.

Da representacio de P no Lema 4.1 e da igualdade em (4.3) segue que

eiGP(eiﬂ) e Z kAk,jez'kG
k=1

4
% 5 43 ,!n+3!ﬂ
Al_je’g -+ 2A2'j 6236 + -4 gnTlA nigs.j e’ 2 + -

se n par

-(n4-2)8

Al,je‘ig + 214-2,3 e2‘i9 + e + gﬂTHlA%?’J 81!—2L + .

se n impar
-

pi(n+1)0/2 [Alj (e—i(ﬂ—l)ﬁf‘z o (_l)jez‘(n—l)ﬂﬂ) T

An (e'i9/2‘(‘1)jei9/2)] , sen épar

2
lA%x,j] ; se n é impar




Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.1 Classe Q,,

Podemos, entao, escrever

0P/ (e10) = ¢itnt1)0/2 iR(6;n,j), sej épar

R(6;n,j), sej éimpar
Os polinémios R podem ser representados de quatro formas diferentes.

i) Para n par e j par,
R(6;n,5) = —2i(Ay;sen 8502 4 24, jsen 8520 4 ... 4 244 ;sen §);

ii) Para n par e j impar,
R(H,n,j) = 2(141,_;,-' sen (ﬂ—_zlm + 2A2J cos(ﬂ_;sm T e

iii) Para n impar e j par,
R(6;n, j) = —2i(Ayjsen 85004245 jsen 5Dy . 4 02D A, sen 2510,

iv) Para n impar e j impar,
R(0;n,j) = 2(A;; cos @—2_1)9 + 2A, ; cos in_—;"ﬁ e L"THZALFJ).

Logo,
e No caso ii) temos que R(7) = 0,
e Nos casos i) e iii) temos que R(0) = 0;
e No caso iii) temos que R(m) = 0.

Agora, seja P(e*?) = u(f) + iv(#). Do Lema 4.1 temos que

n41 ; senfsen(n+1)0

u(f) = +(=1) 2n(cos — cos )?

2n(cos@ — cos @)

sen (1 — (—1)’ cos(n + 1)6)
2n(cos § — cos a)? '

v(6)




Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.1 Classe Q,

Portanto, v'(0) — iu/(6) = € P'(¢). De (4.4) obtemos

sen20(1 — (—1)? cos(n + 1)6)

> 0.
2n(cos @ — cos a)?

senf v(0) =

Esta desigualdade somente ¢ atingida para valores de 6 tais que senf = 0 ou
v(f) = 0. Como observamos no Lema 4.2, podemos obter algumas informagoes
sobre os zeros de v(f). Desde que P(e!®m+1)m/(n+1)) ¢ ym polinémio real para
0<m<n/2ej#2m+1, entdo v(e!@m+D™/(n+1)) = ( para os mesmos valores

m e j. Portanto, podemos concluir que, se n é par v(f) tem % zeros em [0, 7] e,
n+1
20

O seguinte lema é uma conseqiiéncia de (4.7).

se n é impar, v(6) tem zeros em [0, 7).

Lema 4.3. Suponhamos j impar.
i) Sen é impar, entio existem (n — 1)/2 zeros de R(6) no intervalo (0, ).

ii) Se n € par, entio R(m) = 0 e existem (n — 2)/2 zeros de R(6) no intervalo
(0, ).

Suponhamos j par. Entao, R(0) = 0. Além disso,
i) se n é impar, R(w) =0 e ezxistem (n — 3)/2 zeros de R(0) no intervalo (0, ).
ii) sen € par existem (n — 2)/2 zeros de R(0) no intervalo (0, ).

Em todos o0s casos, os zeros de R juntamente com o ponto o = jmw/(n+1),

onde v'(a) = 0 e v(a) # 0, separam os zeros de v.

Demonstragao: Se considerarmos e P'(e?) = v'(8)—iu/(6) = 0, entao v'(6) =0
e v'(#) = 0. Por outro lado, quando n e j s@o fixos para valores de a = ;f:—l,

tem-se

—iR(;:L];n 43, se j é impar

ez’crp!(eicr) =
i(—1)2R(Z5;n, §), se j é par

Desta tltima igualdade concluimos que €e?P’'(e?) é imaginério puro
para qualquer valor de 7, pois o polinémio R(#) é um polinémio com valores reais

para valores reais da variavel 6. Isto implica que v'(6) = 0.
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Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n,j)

Entdo, os zeros de € P'(e’) sdo os zeros de R(f) e, conseqiientemente,
sdo os zeros de v'(f). Ainda temos que @ = -I% é zero de v' . Pelo Teorema de
Rolle, entre dois zeros consecutivos de v existe pelo menos um zero de v’. Assim,

os zeros de R(#) juntamente com o ponto a = ;LL separam os zeros de v. al

4.2 Propriedades de P(z;n,j)

O seguinte resultado surpreendente é uma conseqiiéncia imediata de (4.7).
Lema 4.4. Seja P(z) dado por (4.2). Entao, se P'(e%) # 0,

eiOPrf(eiB) n+1
e [T+ -3

Demonstragao: Derivando (4.7), obtemos

z'gnTHlR(G) + R'(6), sejé impar
i62wP”(6w) i ieiﬂPr(eio) e ez’{n+1)9,’2

—K"T“lR(H) +iR'(0), se j é par

Substituindo €!"*V%2R(6) por e P'(e?), a equacdo acima se torna
' . _ | L“T'Hlie"gP’(ﬂ) + R'(0)e!"+t1)9/2 se j & impar
ietBP!(etﬂ) o 2-6210}3:!(839) .
240 e P'(9) + iR/ (0)e™+V9/2 | se j é par

Agora, dividindo esta equacdo por e P’(#), obtemos

(n+1) + e"gn—?m R'(6)
2

iE‘BP'(E) 3 SeJ é impar

10 pr g if
(et PR(e) i
P'(6)

(n41)8
1 1 'Rf e T
el 4 e, sejé par

Usando novamente a igualdade €' P'(e?) = '("*19/2R(§) e cancelando os termos

iguais desta tltima equagao, chegaremos a

?:ez'ﬂpﬂ(eiﬁ) 2 R(6)° S5e 7 € lmpar

I n iR o
L—;—ll—z%(gl, se j € par

1+
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Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n,j)

Como o polinémio R(f) é real, concluimos que

ieiapu(eiﬂ)] n (n+ 1)
P'(6) 2

Re [1 + , se P'(e®) #£0.

Pelo Lema 4.5 podemos afirmar que a reta tangente a curva I' : P(e')
com —7 < # < 7, torna-se constante no sentido anti-horario, com 6 variando de
—m a m. Esta conclusdo segue do fato de que a taxa de variagdo do angulo da
reta tangente dessas funcoes satisfaz

0 : af(e*?)

eiﬂfﬂ(eiﬂ)
96 “'® o9

=Re |1+ ————|. 4.12
e[+ e e
Para mostrarmos que a igualdade acima é valida, vamos considerar um

ramo simples de {logw} (ver a definicdo de logaritmo na se¢do 2.2.4), com a

seguinte representagao
z = Log|w| + ¢ arg w = Log|w| + i Im w.

Desta forma,

~ 00 o0

" _eiZOfu(eiB) = ei&f:(ew) ity : eiefrr(ew)
= Im ( z’ei”f’(ei") ) =Im |:2 (W + 1)] .

Mas Im (iz) = Im(i(z + iy)) = Im(—y + iz) = z = Re(2). Portanto, a

a0 a6

L Im log (8f(ew)) _9 Im log(ie f'(e)) = Im2 log(ie' f' (™))

taxa de variagao do angulo da reta tangente é dada pela igualdade (4.12), como
tinhamos afirmado.

A reta tangente nao tem este comportamento nas cispides, onde R(f) =
P'(e") = 0 e a direcdo se inverte. Essas ctispides ocorrem em todos os zeros de
P'(z). Deste modo, se 3 ¢ complexo e 3 Z I entdo A arg[P(e*) — 8] < 2, com
0 variando entre zeros consecutivos de v(8).

O Lema 4.5 vale para qualquer polinomio P(z) = Y _, ax2* cujos coefi-

cientes satisfazem
(k‘ - l]ak.,.l = (n - k‘)t_ln_k (413)
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Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n,j)

(k—=1aky1 = —(n—k)ans,
para cada k talque 0 <k<n-—1lea,#0.
Teorema 4.1. Paran =1,2,3,... e1 <j<n, P(z;n,j) € Q.

Demonstracdo: Seja I' = {w = P(e) : § € [-m, 7]} a imagem da circun-
feréncia unitaria através do polinémio P. Obviamente I' é uma curva no plano
complexo. Usando a férmula (2.14) e escolhendo a origem, que é sempre interior
a curva I', o nimero de voltas de I em torno de 0 é

1 dw 1 2w eia P! ( 819)
- | Z=__ —_l 0,
iy 2mi Jr w 2w /0 P(e)

" | "~ i8 pt ¢ i@
Fazendo o desenvolvimento em série de Taylor da funcdo %{;’)—l em torno de

zero obtemos s
e’ P'(et ) L8 ;
# = 1 + poténcias positivas de e®.

P(eif)

Portanto,
n(0) = 1. (4.15)

Seja 8 um nimero complexo, 3 £ I'. Vamos mostrar que A arg[P(e??) — 8] < 27
quando @ percorre o intervalo [—m, 7|. Por simetria, podemos supor que Im 3 > 0.
Sejam, — T =Yy < 0=1Y; < Ty < -++ < Yy =, onde Y1, Pq,--+, Y sao valores
de # em [0,7] e 0 = v(f) = Im P(e*). Sejam L os segmentos de reta unindo
B3 a P(e'*). Para qualquer k € IN, 1 < k < I, seja Sy o angulo de rotagio
necessario para rotacionar Ly_;, sobre [, para Li. Pelo Lema 4.2, segue que
S 1Sk = 2m. Claramente Aarg[P(e??) — 8] = S + 2mym, my € Z com 6
crescendo entre dois zeros consecutivos Yx_1 € ¥, de v(#). Pelo Lema 4.3, m; <0
pois Aarg[P(e®?) — 8] < Yk_, Sk = 27 com 6 crescendo de —7 a 7. Assim, a
variacao total do angulo da reta tangente com relagdo a I' é 2m. Portanto, I
pode dar no maximo uma volta em torno de qualquer ponto interior a curva e a
curva considerada é uma curva de Jordan. Por (4.15) e usando o Teorema 2.13,

concluimos que a mudancga total no angulo da reta tangente é também 27 e que
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Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n,j)

a orientacao da curva é positiva. Usando o Teorema 2.2, podemos afirmar que P
assume cada ponto no interior de I' apenas uma tnica vez. Portanto, P(z;n,j) é

univalente. B

Algumas propriedades sobre a curva P(e%) ficam agora evidentes.

(1) Sejam j impar, j =2m + 1, m € IN, e e? P'(e?) = !™*V/2R(;n, j) a reta
tangente a curva I'.

a) Se 9 = @t Ly
n+1

Logo, a reta tangente neste caso serd horizontal.

). 8 § T
n

tangente serd vertical.

, entdo e?P'(e?) = —iR(f;n,j) é imaginario puro.

, logo €?P'(¢'%) = (—1)™R(8;n, j) é real e, entdo, a reta

R _(@Cm+)r
c¢) Im(P(e?)) = 0 quando 0 = T

« é o valor que maximiza a Im(P(e%)).

,03657re9%;%=a,0nde

(2) Para valores pares de j as regras para os multiplos pares e impares de 7/(n+1)

sao intercalados.

Investigaremos, agora, como se comporta a curva perto das cuspides.
Lembremos que as ciispides sio exatamente os pontos da curva I" onde e P'(e?) =

0. Isto equivale a

P'(e?) = e7?(v/'(0) — iu'(9)) = 0. (4.16)

Obviamente a igualdade (4.16) ocorre se, e somente se, v'(f) = u'(6) =0,
pois e~ nao se anula para # € [—m,n]. Usando agora as formas explicitas de

u(0) e v(0), dadas através de (4.9) e (4.10), calculemos as derivadas v'(6) e u'(6):

. - 1
u'(0) = T [—(n+ 1)senf(cosf — cos )

—(—=1)? sen (n + 1)(cos (cos § — cos @) + 2 sen %)

—(=1)(n+ 1) cos(n + 1)@ sen §(cos  — cos a)}

AV
cm 1 2 5 4 5 6 7 Il'l|1espwll 12 13 14 15 16

17

18



Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n,j)

1
2n(cos @ — cos )3
+(n+1)(=1)? senfsen (n + 1)) (cosf — cos a)

[cos (1 — (—=1) cos(n + 1)8)

+2sen?0(1 — (—1)’ cos(n + 1)d] .
Se u/(#) = 0, entdo
senf(n + 1)(cos @ — cosa)(1 + (—1)’ cos(n +1)8) =
—(=1)?sen (n 4 1)8(2 — cos®§ — cosf cos a),
o que implica em

2 —cos®6 — cosa (14 (=1)? cos(n + 1)6)

(n+1)senf(cosf —cosa)  —(—1)isen(n+1)8

Usando, em (4.17), a igualdade trigonométrica

tanA_l—cosA_ sen A
2 senA  1+4cosA’

obtemos

J € impar
_ . 4.1
(n+ 1) sené(cosf — cos ) (n+1)0 )
—cot 9

2 — cos? 0 — cosfcosa

, J épar

Surpreendentemente, se v'(#) = 0 obtemos o mesmo resultado de (4.18).

Usando agora (4.8) e considerando u'(6) # 0, temos

; ; R(6;n,7), se jé impar
€7P/(e%) = (cos(n+1)0/2+isen(n+1)82){ Omd) sejéimpar
iR(0;n,j), se jé par

Da igualdade acima obtemos v’ e u’. Assim,

du tan(n+1)8/2, j par

dv, { —cot(n +1)8/2, j impar

Isto implica que dv/du < 0 perto das ctspides no primeiro quadrante e

dv/du > 0 no segundo quadrante.




Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.3 Propriedades Extremas

4.3 Propriedades Extremas

Provaremos, primeiramente, que Q,, é subconjunto do fecho convexo dos poliné-

mios P(z;n,m), m=1,....n.
n
Teorema 4.2. Se q,(z2) = Zakzk € Q,, eristem a,, > 0, m =1,2,...,n com

k=1
n n

Z am = 1 tais que gu(2) = Z amP(z;n,m). Qutrossim,

m=1 m=1

e seq, € QF, entao a,, = 0 para valores pares de m.

e seq, € Q,, entdo a,, = 0 para valores impares de m.

Demonstragao: Suponhamos ¢, € Q; e definamos a,, = 0 quando m é par e

Im [q:rl (eimfrf(n+ 1) )]
IIH[P(eimrrf(n-H) ‘1, m)]

O = quando m é impar.

Zam 2;n,m) Z(Zam.ﬁlkm)z —Zbkz

m=1

o : km .
Primeiramente, precisamos mostrar que, para 6y, = e onde k é impar,
mn

Im[g(e") — ga(e™)] = 0. (4.19)
De fato,

Im{g(e™) — ga(€”™)] = Im[}  anP(e%;n,m) — gn(e™)]

m=1

z amIm[P(e%; n,m)] — Im[g,(e)].

m=1

Nesta ultima equagao, tirando o k-ésimo termo da primeira soma e subs-

tituindo o valor de a4, teremos

Z” - Im(ga (e’ )] ; :
mlm|P o0 . - . v)] — n o
o [a% In[ ((3 ,Tl, m)] + Im[P(e‘ok;n,k)] IHI[P(B !n!;\’)] Im[q (e )]
m#k

Zamlm[P 5. n,m)).

m;ék
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Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.3 Propriedades Extremas

Desde que «,, = 0 para m par, na soma acima teremos apenas os termos
para m fmpar. Mas, pelo Lema 4.2, P(e'%; n, m) é real quando k e m sio impares.
Portanto, Im[P(e?%;n,m)] = 0 quando k # m e 1 < m < n. Logo, (4.19) é
verdadeiro.

Assim, pelas equagoes (4.3), (4.13) e (4.14), sabemos que (k + 1)axy1 =
(n—k)apn—k e (k+1)Aks1,m = (n — k) Apn—k,m para m impar. Por (4.19) e proce-
dendo como na obtengao de (4.8), podemos mostrar que

d 1 i
—5mlo(e”) — aa(e”)] =0, (4.20)
quando 0 = %ﬁ Para este propésito, basta derivar os polinémios g e g, com

relagao a 0 e a equagao anterior se torna

> amImlie P'(e%;n, m)] + Im[ie?q, (€?)). (4.21)

m=1
Usando as propriedades dos coeficientes de g, chegaremos a uma derivada
parecida com a de P em (4.8). Substituindo 6, da mesma forma como definido

acima, em (4.21) concluimos que (4.20) é verdadeira.

Contudo,

Im[g(e”) — ga(e)] = Z(b’“ — ay) sen kOr,,_;(cos 6),
k=1

onde r,_; ¢ um polinomio de grau (n—1). Além disso, (4.19) e (4.20) implicam que
Tn—1(z) tem n/2 ou (n + 1)/2 zeros duplos em —1 < z < 1. Consequentemente,
pelo Teorema Fundamental da Algebra, Tn—1 = 0. Assim, mostramos que by =
ax, k = 1,2,...,n. Agora, escrevendo o polinomio g(z) como definido acima, e

utilizando a representagao de P dado em (4.2), temos a igualdade
9(2) = aP(z;n,1) + @aP(2;n,2) + -+ + anP(2;1,n)
(a1 + -+ ap)z+ -+ a,2"
Z:=1 bi.2*.

Desta igualdade obtemos a seguinte relagao entre os coeficientes de g, (z)
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Coroléario 4.1. Se g, € Q,, entdo
0 < Im[ga(e™™/+D)] < Im[P(e™™/(+D): . m)], (4.22)

onde m € impar se q, € QF em € par se g, € Q,,. A igualdade é atingida quando
gn(2) = P(z;n,m).
Demonstragdo: Suponhamos que ¢, € Q; e definimos o, = 0 se m é par e

B Im[qn(ez'mﬂ,f(n—i-l))]
m Im[P(es'mﬂ'{(ﬂ+1); n, m)]

se m € impar.
Entdo, ay, > 0e Y. »_, @, = 1. Portanto, 0 < oy, < 1, 0 que implica

que 0 < Im[g,(e™™/(+D)] < Im[P(e!™™/("+);n m)]. A igualdade s6 é atingida

quando a,, = 1 onde teremos q,(z) = P(z;n,m). =

Usando o Teorema 4.2 ¢ facil mostrar que se g,(z) = z + Y p_, ax2" o0s
valores méximos e minimos de a; para g, € QF e g, € Q; serdo atingidos por
um dos polindmios P(z;n,j). Vamos agora determinar para qual valor de j |Ay |

¢ maximo.

Lema 4.5. Sejam j e k inteiros com 1 < k,j < n. Entao,

senkjm/(n + 1)‘ ’ senkm/(n + 1)
senjm/(n+1) | = senw/(n+1) "

Além disso, se n € impar e j € par,

senkjm/(n+ 1) ‘ < |sen2k7/(n + 1)|

senjm/(n + 1) sen27/(n+1)

Demonstragao: Podemos escrever

(k4 V7| | s (@ADT =+ DT\ _| =Ry
n—+1 n+1 n+1

sen

e, analogamente,

n+1 n+1

99
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Das igualdades acima, podemos supor que k < (n+1)/2ej < (n+1)/2.
Independentemente dessas restri¢coes sobre k e 7, sempre existem niimeros
inteiros [ e m, com 0 <[ < #, tais que k7 = m(n + 1) £ [. De fato, vamos
considerar o conjunto de pontos k = {0, (n+1), 2(n+1),..., m(n+1),...} que
particionam a semi-reta positiva em intervalos de comprimento (n+1). Portanto,

qualquer nimero inteiro, inclusive kj, se encontra a uma distincia no méaximo
' I

n+1

: ) . kjm
(n+1)/2 até o ponto mais proximo do conjunto x. Entdo, nf;- 7 =mn n

0 que implica em

kjm Im
sen = Sen mm CcoS + sen
n+1 n+

Portanto,
kjm
sen = sen
n+1
Provaremos (4.23) para varios casos possiveis de j. Se j > [, desde que a fungio

seno é crescente em [0, 7], entdo

Jm
sen > sen .
n+1 n+1

Além disso, senz é par em relagdo a 7/2. Portanto,

km
sen > sen
n+1 n+1

quando 1 < k < n. Isto prova que (4.23) vale para j > .

Seja agora j impar com [ < j < "T“ Vamos utilizar o fato de que
sen (2p +1)6

P
l+2Zcos?m9= —y-
n

m=1

(4.25)

l
Considerando que 6; = i < - il = 6, vemos que cos 2m#b; > cos 2mb,
n+1~ jn+1)
quando j =2p+ 1, p > m. Entao,

/2 > Im/(n+1) > 2pln/[j(n + 1)] = 2min/[j(n + 1)] > 2mx/(n+ 1) > 0.

sen 7 6, < sen 76,

Portanto, (4.25) implica que e, por isso,

senfl, — senb,

senlm/(n+ 1)
senjm/(n+ 1)

senlm/j(n+1) . senkm/(n + 1)

= sent/(n+1) ~ senw/(n+1)°
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Uma Classe de Polinémios Univalentes 4.3 Propriedades Extremas

A 1ltima desigualdade segue do fato que (n+1)/2 > k > l/j. Assim,
(4.23) fica demonstrado para j impar.

Se n e j sao pares, teremos
senkjm/(n+1) senk(n+1—j)ﬂ/(n+1)‘

senjr/(n+1) | | sen(n+1—j)r/(n+1)

e (4.23) segue da mesma forma que a prova anterior, pois n+ 1 — 7 é impar.
Se n & impar e j ¢ par, (4.23) seguira de (4.24), pois

sen2km/(n+1)| _|senkn/(n+1)||coskn/(n+1) " senkm/(n+ 1)
5 ~ senw/(n+1)°

sen2m/(n + 1) senw/(n+1) || cosm/(n+1)
A desigualdade (4.24) pode ser provada por indugdo. Paran =1 a

desigualdade (4.24) é verdadeira. Se (4.24) vale para todos os valores, menos n,
devemos substituir n+ 1 por (n+1)/2 e j por j/2 e aplicarmos (4.23) para obter
(4.24).

Teorema 4.3. Seja q,(2) = 3 r_, axz* € Q,. Entao,

n—k+1senkn/(n+1)
n sent/(n+1)

|ak| < (4.26)

se q, € QL. Se q, € Q2, entdo ay, satisfaz & desigualdade

n—k+1|sen2kw/(n+1)|

< ;
lax] < n sen2mw/(n+1)

(4.27)

Além disso, a igualdade em (4.26) € atingida para os coeficientes dos polinémios

P(z;n,1) e P(z;n,n) e, em (4.27), para os coeficientes do polinémio P(z;n,2).

Demonstracao: Como na demonstracdo do Teorema 4.2, pelo Lema 4.5 teremos

n
a = ;S OfmAk,m
m=1

tal que

T

< £ - — = -

lax| < lglﬂ«g%cnlm,ml ilam 1{£nn?%cnlz4k,ml | Ak
m=

Para g, € Q! a desigualdade ¢ atingida para P(z;n,1) e P(z;n,n). Se q, € Q2

entao j é par e a,, = 0 para m impar. Por isso, pelo Lema 4.5,
n
|lax| < max. | Ak,ml Z am = |Aggl-
o m=1
A desigualdade é atingida por P(z;n,2).
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Capitulo 5

Problemas Extremos

Vamos elaborar, neste capitulo, alguns problemas extremos sobre os polinémios

e resultados que foram estudados no Capitulo 4

5.1 Os polindmios com maior area

Inicialmente, vamos considerar o primeiro problema formulado na introducao.
A saber, provaremos o Teorema 1.2. Nesta seqiiéncia, precisamos estabelecer
alguns resultados técnicos preliminares com respeito ao comportamento da se-
qiiéncia dada em (1.6). Comegaremos com um lema simples, cuja demonstragao

é intuitivamente clara.

Lema 5.1. Seja § uma parti¢ao da reta real, isto é § :={ka : k€ Z}, a € R.
Se I = (r,s) e J = (t,u) sao dois intervalos da reta real com a propriedade
(u—1t) — (s —71) > ma, entdo J contém pelo menos m — 1 pontos da partigao o

a mais que o intervalo I.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, suponhamos que I contém [ pontos
da particdo 6 na semi-reta positiva, comecando do ponto «. Isto significa que
0<s<al<r<ala<r<(l+1)a Suponhamos, novamente sem perda
de generalidade, que o ponto limite & esquerda de J estd no mesmo intervalo

determinado por ¢, assim como o limite de I. Isto significa que 0 < ¢ < a. Entao,
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Problemas Extremos 5.1 Os polinémios com maior drea

como (u —t) — (s —r) > ma obtemos
u>t+(s—r)+ma>(l—-1a+ma=(I1+m-1)a.

Isto mostra que J deveréd conter pelo menos [ +m — 1 pontos da particio . m

Nosso proximo resultado diz respeito ao comportamento da seqiiéncia S,

mencionada em (1.6).

Lema 5.2. Seja a seqiiéncia S, definida por

= sen?km/(n+1)
Sam= ) = .

k=1

Entao, S, é convergente e

T 2
lim S, =S :=f SN T gz ~ 1.21883.
0

n—oo i

Além disso, S,, < S para todon € IN.

Demonstragao: Escrevemos S, da forma

_~— m sen’km/(n+1)
S_En+1 kr/(n+1)

k=1

Considere a fungao

sen %z

f(z) = , € [0,7].

que € continua e possui derivada continua até ordem dois inclusive. Ob-

serve que S, ¢ uma soma de Riemann para a integral

e 2
sen-r
dx
0 T

para a particao kw/(n+ 1), k =0,...,n, onde os pontos em que o integrando é
avaliado sao os limites a direita ou a esquerda dos subintervalos dessa partigao.
Assim, como ja mencionamos, o integrando ¢ uma fun¢ao continua e, portanto,
integravel. A soma de Riemann converge para a integral porque o comprimento do

maior intervalo das parti¢oes ¢ 1/(n + 1) e tende a zero. Vale a pena mencionar
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Problemas Extremos 5.1 Os polinémios com maior drea

que f(z) ndo é integravel em fungdes transcedentais, mas somente através de
fungdes como a fungdo integral cosseno definida por Ci(z) = [ cost/tdt. O
valor da integral foi calculado pelo software "Mathematica'e é dado por

™ 2
/ ser; L %(7+10g(2ﬂ) — Ci(2r)) ~ 1.21883, (5:2)
o T

onde v = .577216 é a constante de Euler. A demonstracao das desigualdades
S, < S requer muito mais esfor¢o. Observe primeiro que, de fato, a soma em
discussao pode ser interpretada como uma aproximacao da integral acima através
da regra de quadratura trapezoidal composta. Essa formula de quadratura para

o calculo de F(z) em [a,b] é dada por

/bF(w)dx ~ «—b—_—a—{F’(a)-i-Q i:F(a+k(b—a)/(n+l))+F(b)}

2(n+1) e
= Qrns1(F;[0, 7).

Se F € C%[a,b], entdao existe um ponto n € (a,b) tal que o erro é dado

(b = a)g "
ey O

/ F(z)dz — Qrns1(R;[a,b]) =

Aplicando a tltima férmula para F(z) = f(z) = sen?z/z obtemos exa-

tamente
3

° " (n).

B = S )

Contudo,

1+ (222 — 1) cos 2z — 2z sen 2z
P

(@) =

que se anula em zero e em 7 e, também, em alguns pontos de (0,7). Usando
alguns calculos basicos devemos provar que existe uma tnica raiz z, da equacao
f"(z) = 0 no intervalo (0, 7). O método de Newton foi usado e obtivemos que esta
raiz é aproximadamente 2.0427869428066585. Repetindo um tipo semelhante de
andlise podemos provar que

_ =3+ 3(1 — 22%) cos 2z + 22(3 — 22®) sen 2z
= =

f!!F(I)




Problemas Extremos 5.{!_(_)13‘__ p_qu'__p_(‘)__m_io_.s_' com maior area
muda de sinal duas vezes em (0, 7) e o segundo zero sera §3 ~ 2.852574845813496.
No inicio do intervalo, f” é negativa, passando a positiva e, depois de §3 até
7, esta fungao torna-se negativa de novo. Entdo, f”(z) decresce de zero a um
certo valor negativo, depois cresce até anular-se em xy ~ 2.0427869428066585
e continua a crescer até atingir seu valor maximo absoluto em [0, 7] em &3 =
2.852574845813496 e este valor é f”(&) ~ 0.728506. Os dois zeros de f”(§) =
—0.728506 sao &; =~ 0.390028 e & = 1.59046 e esses, obviamente, pertencem a

regidao onde f”(z) < 0. Assim, f”(z) < —0.728506 para z € (0.390028, 1.59046).

Grafico de f” em [0, 7]

Agora, aplicaremos o lema anterior para os intervalos I = [zo,7] e
J = [&,&], comm =2ea=n/(n+1). Concluimos que, sempre que n ¢ sufi-
cientemente grande de modo que (& — &) — (m — zp) = 0.10162949192696535 >

27 /(n + 1), o intervalo [£;,&] contém pelo menos um ponto a mais da particao

kn/(n+1), k=0,...,n+ 1, que o intervalo J = [zo,n]. Mais precisamente, a

afirmacao acima vale sempre que n > 60. No que segue, até o final desta demon-
stragao, vamos supor que n > 60. Chegamos, entao, a conclusao de que existem

indices ki, ks e k3 tais que as seguintes afirmagoes valem simultaneamente:
o {l=kim/(n+1), &=k/(n+1) e & =ksw/(n+1);
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Problemas Extremos 5.1 Os polinémios com maior area

o H -6 2T =&
e 51 <€, <& e <&

Logo, aplicamos a formula para o erro nos intervalos [0,&;],  [£1, &),
(€5, &) e [&5, 7] nesta ordem, e obtemos

“ sen 2z

B B dz — Qrn41(f;[0,7])

( f ‘onls Qri (f; [0,511))
1
12

25(,1’11:

dx — Qry—k, (5 €1, &)

dI_QTn+1 -k f [&3!71—]

/J il J:d.T—QTk_; ke (f5 €2, 3)) )
f Sen $ )

\3
—— ((El ) + ((f;z kl) f "(n2) + —W = Z))zf”(ns))
m— ‘53)

12ﬁf”(m)

onde 1 € (0,£1), m € (£,&), m € (£3,63), ma € (&,7). Assim, devido ao
comportamento de f”(z) e da escolha dos pontos &, = kn/(n+1), k = 1,2,3,
o ultimo termo é negativo e os trés primeiros termos na ultima expressao sao
positivas. Considere a soma do segundo e quarto termos :
(& —&)° (m — &)°
(ks —k1)? ('n+1—k)

5 {(k2 = k1) f"(m2) + (n+ 1 — k3) f"(na)} -

= f"(n2) 5 f"(n4)

(n+1)

Devido a escolha dos pontos k;, as seguintes propriedades valem:
e ky—ki>n+1—kse

e f"(n) < —0.728506 para n € (£1,&5) e f"(n) < 0.728506 para n € (&, 7).
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Problemas Extremos 5.1 Os polinémios com maior area

Estas propriedades indicam imediatamente que a expressao entre chaves

¢ negativa. Portanto,
(51 ) " (6;} _65)3 "
{ 2 e ) + mf (7?3)}

_ ( 51)3 " (ﬂ &3)3 "
5 { B o) + oS } >0

e, entdo, S, < S para todo n > 60.

12

Calculos numeéricos mostram que essas desigualdades valem também para

os primeiros 59 nimeros naturais. ]
Lema 5.3. Seja a seqiéncia S, definida por

i sen22km/(n+ 1)
; :

k=1
Entao, S, é convergente e

~ - T 22
B 8 =i | S a1 EETIR,

n—oo 0 T
Além disso, S, < S para todo n € IN.

Vamos utilizar os resultados desses dois lemas na préoxima segao. A
demonstracao do ultimo lema é muito trabalhosa e foge ao contexto deste tra-

balho. Por isso vamos omiti-la.

Demonstragao do Teorema 1.2
Seja gn(2) = Y_p_; axz* um polinémio de grau n de Q,. Sabemos, da
andlise complexa, que a 4rea da regido cercada pela imagem do polindmio g, (&)

é dada por

) a3 a3 a?
n):/D1qn(z)|2dz=7r(a%+§2+€3+...+;)- (5-4.)

Primeiramente, vamos resolver o problema da maior area para os polino-

mios g, € QL. Depois, para os polindmios g, € Q2.
Precisamos encontrar o polinémio ¢, € Q! cuja 4rea, isto ¢, a 4rea da

imagem de D através de g,(e?), é a maior possivel. Em outras palavras, temos
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que determinar o polinomio da classe QL com a seguinte propriedade extrema:
max{A(q,) : ¢, € Q'} =: A(Q}) (5.5)

e também encontrar o valor exato de A(Q}). Para este propésito, utilizaremos as
desigualdades (4.26) na férmula dada em (5.4). Entdo, para qualquer g, € Q},

temos

T “~ (n—k+1)? km
Algn) < . . :
(4n) < n?sen?-t- ; k . (n+1) 9:6)

Além disso, as desigualdades (5.6) se tornam igualdades simultaneamente
se, e somente se, ¢, = P(z;n,1) e g, = P(z;n,n).

Calculando a soma dada em (5.6) obtemos,

= (n+1)2S, — 2(n

= (n+1)? (Snmg).

Assim, a maior area, entre todas as 4reas das imagens do disco unitério,
através de polinomios de Q! é dada por
5 2
ROy = o A,y ACE (o, 1) AP e 11

qn€QL n? sen 2 i

As propriedades da sequéncia S,, estabelecidas no Lema 5.2, garantem

A(Qn) <

4

m(n+ 1) (S

2¢pn 2T
n-sen "l

Além disso, como
. senf
lim =1,
0—0

17
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Problemas Extremos 5.1 Os polinémios com maior 4rea

temos

lim A(Ql) lim e (%(’Y + log(27) — Ci(27)) — %)

n—soo (N + 1)2 n—o0 N2 sen 22—

n+1
Lr +1 (2:fr)—C"(2:rr)—§
2m LR ‘ 2
0.149232.

O comportamento de max{A(g,) : ¢, € QL} é semelhante a (n+ 1) &

medida que n — oo.
Logo, as solugdes para o problema dado em (5.5) sdo os seguintes poli-

nomios:
e P(z;n,1) e P(z;n,n), se n é par.
e P(z;n,n), se n é impar.

Vamos considerar o mesmo problema para a classe Q2. Determinaremos

o polindémio desta classe que serd a solucao do problema

max A(g.) = A(Q2). (5.7)

QnGQ

Usando a desigualdade (4.27), obtemos

T ~ (n—k+1)?

n?sen?2r/(n + 1) < k

A(gn) < sen 22km/(n + 1). (5.8)

Essa desigualdade ¢é valida para qualquer g, € Q2.

Calculando a soma dada em (5.8), obtemos

“\(n—k+1)? 2k
sen
(n+ 1)
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Problemas Extremos 5.1 Os polinémios com maior area

Assim, a maior area, entre todas as areas das imagens do disco unitério,
através de polinomios de Q2, é dada por
= 1% e 3
A(Q2) = max A(ga) = A(P(2;n,2)) = e (SR . -) .

gn€Q2 n? sen 2 f—:fl 4

As propriedades da sequéncia S, do Lema 5.2 garantem que

A@ < e (5-3).

= 2
nsen =5 4

Vamos usar os resultados que foram dados no Lema 5.3 para a seqiiéncia

S, dada em (1.7) A soma em (5.8) se comporta de forma semelhante & soma em
(5.5). Mais precisamente, temos
lim A(L?{))z = lim — (%(’y + log(47) — Ci(4m)) — %)

n—oo (1 + n—soo n2 sen 2;2—;—%

1 : 3
o (’y + log(4m) — Ci(4m) — E)

0.0642332.

O comportamento de max{A(g,) : ¢, € 9%} é semelhante a (n+ 1) a

medida que n — oco. A solugdo para o problema (5.7) é o seguinte polinomio:

e P(z;n,2), se n é impar.
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5.2 Menor Raio

Nesta se¢ao, provaremos o Teorema 1.3 e o Corolario 1.1.

Demonstracao do Teorema 1.3.

Primeiramente, vamos considerar a classe Q:. Pelo Lema 4.1 temos

n+1
2n (cos — cos((27 + 1)7/(n + 1)))
—(n+1)
(2j4+1)m

2n(1 + cos =57)

—(n+1)

2 (2j+1)r”
4n cos St 1)

P(-1;n,2j+1) =

Desde que a seqiiéncia

_ , B (n+1) - n—1
|P(—1;n,25 4+ 1)| = T ooe @EDT (22(34::1 l;fa J =0 g, 5

é crescente, entdo |P(—1;n,1)| é o menor termo desta seqiiéncia.

Portanto,

1
Bl Pt in )
4'RCOS 2_[n+—1)

Para a classe @ obtemos

n+1
2n (cosm — cos(2j7/(n + 1)))
—(n+1)
2n(1 + cos ;2-’_'_—’;)
—(n+1)

—
4n cos -’—n+1

Como a seqiiéncia

(n+1) n

—_— i =1,.., =
47500526;7:—1}’3 e 4

|P(—1;n,2j)| =
é crescente, entao |P(—1;n,2)| é seu menor termo.

Portanto,

¥ (n+1)
R(Q,) < |P(—1;n,2)| = ey
élncosz’f—+1
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Desde que Q; e Q; sdo subclasses de U,, entdo

RU,) < R(QF) < — 2t 1)

= D il
4n cos 3t 1)

Por outro lado, pelo Teorema 1/4 de Koebe, obviamente
R(Uy) = 1/4. (5.10)

Assim, a afirmagao do Corolario 1.1 é consequéncia imediata de (5.9), (5.10) e do
Teorema do Confronto.

Como mencionamos na introdugao nao foi possivel determinar os infimos
R(Q,) para todo numero natural n. Entretanto, nossos esfor¢os nesta diregao e
o trabalho computacional feito, indicam que o seguinte comportamento provavel-

mente ocorra.

Conjectura 5.1. Sejan € IN. Entao,

I)
(n+1)

2 _m
4n cos 3t T)

R(Q}) = inf_inf {|ga(2)[} =
REQY |2|=1

q

(5.11)

n

Além disso, o infimo em (5.11) € atingido somente nos sequintes casos:

i) para q,(z) = P(z;n,1) e no ponto z = —1, quando n € par.
ii) para q,(2) = P(z;n,1) e nos pontos z, e z3 mais prézimos a —1, onde
P'(z)) = P'(23) =0 (cuspides), quando n é impar.

iii) ¢.(2) = P(z;n,n) e nos pontos z, e Z, mais prézimos a 1, onde

P'(z) = P'(z2) = 0 (cuspides), quando n é impar.

(n+1)

2 X
4n cos ah

R(@7) = inf i {lg.(2)]} = (5.12)

q
Além disso, o infimo em (5.12) € atingido somente nos sequintes casos:
i) para q,(z) = P(z;n,n) e no ponto z =1, quando n é par.

ii) para q,(z) = P(z;n,2) e no ponto z = —1, quando n é impar.
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iii) para q,(2) = P(z;n,n — 1) e no ponto z = 1, quando n é impar.
Os seguintes graficos mostram as imagens da circunferéncia unitéria
através dos polinomios P(z;n, j) para n=4 e n=>5. A regiao, onde o menor raio ¢
atingido, estd destacada apenas nas imagens dos polinomios que conjecturamos

como sendo os extremos para o problema de menor raio.

Classe Qf

Imagem de D através de P(z;4,1). Regido destacada da imagem ao lado.

Imagem de D através de P(z;4,3)
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Classe Q0

Imagem de D através de P(z;4,2)

Imagem de D através de P(z;4,4). Regido destacada da imagem ao lado.
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Imagem de D através de P(z;5,1). Regiao destacada da imagem ao lado.

Imagem de D através de P(z;5,3)
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Imagem de D através de P(z;5,5). Regiao destacada da imagem ao lado.

Classe @y

Imagem de D através de P(z;5,2). Regiao destacada da imagem ao lado.




Problemas Extremos 5.3 Desigualdade sobre os zeros dos polinémios em Q,,

Imagem de D através de P(z;5,4). Regiao destacada da imagem ao lado.

5.3 Desigualdade sobre os zeros dos polinémios

em 9,

Demonstragao do Teorema 1.4
Jonsiderando p,(z) com representacao dada no teorema e os seus zeros

nao nulos 2y, 29, ..., 2,1, vamos escrever este polinomio da seguinte forma

Pn(2) 2(1+ a2’ + -+ + a,z"") (5.13)
(an(z—21)(2—22)"'(Z—Zn_]). (514)

Usando a formula de Vieta, que relaciona os zeros de um polinémio com seus
coeficientes, obtemos
1

szl sia|s
Ay

Desde que, pelo resultado de Dieudoneé, |a,| < 1/n, a igualdade acima torna-se

a seguinte desigualdade,
AR =n,

Assim, verifica-se a desigualdade em (1.23) para toda funcao em U,.

Além disso, podemos afirmar que, para algum k, |zx| > n!/(*=1. Calculemos,
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agora, a derivada de p,(z):

pju(z) 142a+---+ (n = l)an_lzn—2 i anz“_l
nan(z = &)(z — &)+ (2 = €an). (5.15)

Considerando os zeros de p’,,(2) como &y, -+, &,—1, de forma analoga cal-

culamos o seguinte produto,

1 1
61 | = |[-—| =

na,| nlas|

Pelo mesmo motivo da desigualdade anterior, concluimos que

[issrorsbmess| 2L

Este fato implica que, para algum k, || > 1.

Demonstracao do Teorema 1.5

Analogamente ao teorema anterior, obtemos a seguinte soma:

ap-1 - Ian—ll
an |an|

|zl+“‘+zn—1|= =

Para os polindmios em Q,, o ultimo coeficiente satisfaz |a,| = 1/n. Substituindo
este valor e usando as desiguadades (4.26) e (4.27) do Teorema 4.3, obtemos

T
4 cos se gn 1
n+1’ Gn € On

|Z} +"'+Zn_1| S . (516)

2m
4 2 2
cosn+1, se qn, € Q;

Para a soma dos inversos de 2i,---,2,-1, vamos considerar o seguinte

polinémio

"pa(1/2) = 2" '+ a2 i+t ap1zta,
(-2) (=2) ()
z—— | |lz=—— )| 2—- .
21 Z2 Zn—-1
Entao, a soma dos inversos torna-se

az

—T = |agl.
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Assim,

(n—1) 71'
2 c L 1
- osn+1, se qn, € Q.

2(n—l)COS 2m ,
n n+1

(5.17)

se g, € Q2

Para a soma de &,&, - +,&—1, consideraremos p'(z) dado em (5.15) e

usando o mesmo procedimento para obtengao de (5.16) obteremos

| m=1an_1| |(n—=1)an_|
‘£1+£2+"'+£n—1[ = ’_ na, = ]an|

Para os polinomios em Q,, o ultimo coeficiente satisfaz |a,| = 1/n. Substituindo
este valor e usando as desiguadades (4.26) e (4.27) do Teorema 4.3, obtemos

4(n —1)
cos S
n n+1

se g, € Q}

|1+ vt bl £ : (5.18)
4(n—1) 27

cos y

n n+1

se g, € Q2

Para a soma dos inversos de &;,&s, - - -, €,—1, consideraremos

2l (1/2) = 21 4+2a2" 2+ .-+ (n+1)a,_12z + na,

brs) (%) e-23)

Com raciocinio analogo ao das somas anteriores, teremos

(n_l)cos il , seq,€ QL

1 1 1 n n+1

e . (5.19)
-2

61 571—1 - -1 2
4(n ) T se gn € Q2

cos
n n+1’

Os polinomios que atingem a iguadade em (5.16), (5.17), (5.18) e (5.19)

Sa0:
e P(z;n,1) e P(z;n,n), se q, € QL

e P(z;n,2), se q, € Q2.
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Vamos mostrar alguns graficos de zeros dos polindomios P e suas derivadas.

Nesses graficos podemos observar como os zeros se distribuem no plano complexo.

Disposi¢ao dos zeros de P(z;10,1). Disposigao dos zeros de P(z; 20, 20).

Disposicao dos zeros de P(z;
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Disposi¢ao dos zeros de P'(z;10,1). Disposi¢ao dos zeros de P’'(z;20, 20).

/.:
- -0.5

Disposi¢ao dos zeros de P’(z;31,2). Disposigao dos zeros de P’(z;41,41).
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