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“O mais importante da vida não é a situação em que estamos, mas a
direção para a qual nos movemos.”

Oliver Wendell Holmes
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Abstract

In this dissertation we study some general properties of univalent functions and,
in more details, a specific class of algebraic univalent polynomials. We solve, at

least asymptotically, two interesting extremal problems for the polynomials under

discussion. The first of them describes the largest possible area surrounded by

the image of the unit disc under the transformations via the polynomials from the

class under consideration. The solution of the second extremal problem shows

that the univalent polynomials obey, in an asymptotic sense, the celebrated Koebe

1/4 theorem. Recall that the latter states that all the images of the unit disc,
by all properly normalized univalent function, contain the disc centered at the

origin, with radius 1/4, and that this is the largest possible disc with this property.
Finally we discuss some properties of the zeros of these univalent polynomials.

EV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Resumo

Nesta dissertação, estudamos algumas propriedades gerais de funções univalentes

e, em mais detalhes, uma classe específica de polinômios algébricos univalentes.

Resolvemos, pelo menos assintóticamente, dois problemas extremos para os poli­

nômios em questão. O primeiro desses problemas descreve a maior área possível

cercada pela imagem do disco unitário através dos polinômios da classe con­

siderada. À solução do segundo problema extremo mostra que os polinômios

satisfazem, num sentido assintótico, o famoso Teorema 1/4 de Koebe. Vale lem­
brar que este teorema afirma que todas as imagens do disco unitário, por todas

as funções univalentes adequadamente normalizadas, contém o disco centrado na

origem, com raio 1/4, e que esse é o maior disco possível com esta propriedade.
Finalmente, discutimos algumas propriedades dos zeros desses polinômios.
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Capítulo 1

Introdução

Uma função f é univalente no disco unitário D = (z : |z| < 1) ou, simplesmente,
univalente se f é analítica em D e para todo w E f(D), onde f(D) = (f(2) : z €

D), existe um único ponto z em D tal que w = f(2). Formalmente, a propriedade
anterior pode ser representada como segue : Se f(21) = f(22) para 11,22 E D,
então 27 = 22. Obviamente, sempre que f(z) é univalente, então a + f(z) e 0f(z)
também o serão para quaisquer constantes não nulas a e 0. Vamos considerar as
funções univalentes cuja expansão em série de Maclaurin tem a forma

f(z0) =2+az +asz +, (1.1)

e a classe de todas as funções univalentes em D que possuem a forma acima

denotaremos por U.

Em geral, o estudo das funções univalentes e suas propriedades extremas

tornaram­se o objeto de pesquisa de muitos matemáticos famosos durante todo o

século XX. Sem dúvida, esta foi a subárea mais fértil da análise complexa devido,

principalmente, a uma conjectura extremamente desafiante que foi proposta por

Bieberbach em 1914. Esta conjectura afirma que se f E U, então

lan <n,  paratodo nel. (1.2)

A beleza deste problema está no fato de que existe uma função univalente uni­

versal que é extrema para todo n, isto é, seus coeficientes tornam todas as de­

sigualdades da conjectura (1.2) em igualdades. O exemplo é dado pela função de

1
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Koebe

k(2) = TE>. (1.3)

Em 1984, Louis de Branges da Universidade de Purdue apresentou um re­
sultado que surpreendeu o mundo da matemática, fornecendo uma demonstração

fascinante da conjectura de Bieberbach. A idéia ingênua foi estender o raciocínio
de Loewner, que foi usado muito anteriormente para a demonstração da desigual­

dade |aa| < 4. L. de Branges utilizou uma teoria de Caratheodory, reduzindo o
problema a uma seqiiência de desigualdades para alguns polinômios específicos.
Depois de uma pesquisa para verificação numérica da veracidade destas desigual­
dades, executada pela equipe liderada por Walter Gautschi, e uma consulta ao
líder especialista em funções especiais Richard Askey, descobriram que as de­
sigualdades não eram nada mais que certas afirmações sobre a positividade de
somas de polinômios de Jacobi e estas já haviam sido provadas antes, em 1976,

por Askey e Gasper [3]. A fascinante história desta descoberta matemática foi
descrita detalhadamente pelos participantes no livro “The Bieberbach Conjecture:
Proceedings of the Symposium on the Occasion of the Proof”, (A. Baernstein II
et al., Eds.), Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1986. O resultado de L. de
Branges foi publicado em [5] e a demonstração da conjectura de Bieberbach foi
reconhecida pela comunidade matemática como a contribuição mais importante

desta ciência durante os anos 80, no século XX.

Contudo, durante todo o tempo de procura da “demonstração”, que durou

por volta de 70 anos, vários problemas extremo semelhantes envolvendo funções
univalentes foram investigados. Um dos ramos que atrairam o interesse de muitos

matemáticos foi a subclasse de polinômios algébricos univalentes de um certo

grau n. Ao que tudo indica, a primeira contribuição neste sentido foi dada por

Alexander [1] em 1915, que provou que os polinômios

A
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Introdução

são univalentes no disco unitário do plano complexo com coeficientes satisfazendo
a 2: :>2a,>O.

Em 1931, Dieudoneé [7] revelou a conexão entre o resultado dado por
Alexander e uma desigualdade para certos polinômios trigonométricos, devido a
Fejér, Jackson e Gronwall. Ele provou que o polinômio

n

) arzº
k=1

é univalente no disco unitário se, e somente se,
n koNS aih £O, para |2|<1,0<O0<rmn.

­—
sen 8

Em dois artigos consecutivos, [8] de 1934 e [9] de 1936, Fejér estendeu as
idéias de Alexander iniciando o estudo da classe de funções denominadas “verti­

calmente convexas”. À abordagem dada por ele forneceu uma conexão a mais en­

tre polinômios trigonométricos não negativos e polinômios algébricos univalentes.

Esta idéia finalizada surgiu no artigo de Fejér e Szegô [10] em 1951. O princi­
pal resultado apresentado neste artigo foi que uma função f(z) = u(z) + iv(z),
cuja expansão em série tem coeficientes de Maclaurin reais, é univalente no disco

unitário se Ou(9)/09 < O para 0<O0 <r.
Outro resultado que relaciona polinômios trigonométricos e funções uni­

valentes foi obtido por Pólya e Schoenberg [15] em 1958. Para formularmos o
resultado, lembremos que a função f(z) = NX, a'z" é chamada convexa no
disco unitário D = (2 : |z| < 1) se a imagem de D através de f(2) é um con­
junto convexo. Pólya e Schoenberg provaram que se f(2) é univalente e convexa
no disco D, então, para qualquer nº E IN, o polinômio

1 fm
| |

ml)=2" | WV(0­E)f(re)das, z=re,“ar,
é também convexo, onde

(nt)?
) cos(k9) > O

é o núcleo de de la Vallée Poussin.
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Introdução

Referimo­nos a uma recente e minuciosa visão de Gluchoff e Hartmann

[11] para estes e outros resultados interessantes na interação de funções univa­
lentes e séries trigonométricas não­negativas.

O resultado de Fejér e Szegó dado acima pode ser reformulado como

segue:

Teorema 1.1. Se os polinômios senos com coeficientes reais

sen 6 + ba sen 20 + ­ ­ « + b, sennô

são não negativos em [O,n], então o polinômio

bb
nz+2724+.0. 4+ 27

2 n

é univalente em D.

Tendo em mente a importância do Teorema de Bieberbach­de Branges,

enquanto ainda era a conjectura de Bieberbach, muitos autores tentaram es­

tabelecer um limite superior para os coeficientes dos polinômios univalentes de

grau n. Surpreendentemente, estes problemas ainda não foram resolvidos na sua

totalidade. Tudo indica que o primeiro resultado interessante desta natureza foi

obtido por Dieudoneé [7]. Ele encontrou alguns limites superiores para o módulo
dos coeficientes dos polinômios da classe U,, definida por Un = (pn EU: pn(2) =
Z+azº+­cr+anzo, ax E TJ). Entre todas as desigualdades, a mais interessante
é lan| < 1/n para o módulo do maior coeficiente. É importante ressaltar que o
limite superior para esta desigualdade é obtido para o último coeficiente de vários

polinômios univalentes.

Nesta dissertação, discutimos em detalhes uma subclasse de polinômios

algébricos, para os quais os maiores coeficientes têm o maior módulo possível. Em

outras palavras, consideramos polinômios com |ar| = 1/n. Desde que a maioria
das propriedades em que estamos interessados são invariantes com respeito a

rotação e a função de Koebe tem de fato somente coeficientes reais, vamos exigir

uma propriedade adicional para a classe dos polinômios considerados. Vamos

restringir a classe de polinômios impondo que os coeficientes dos mesmos sejam
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Introdução

reais. Resumindo, estaremos interessados na subclasse Q, de U,, definida por

n=(n(2) EU, : qn(2) = z+a9z2º +: +anz", a, ER, k=2,...,n, lan) = 1/n).

Como observaremos durante a nossa apresentação, as subclasses

Q, =(n EQ : an=­1/n),

do mesmo modo que,

Q! = (q, E Qh : né par ou n é ímpar e q, € Qi)

2 = (qn E Qu: né iímpareg,EQ),
farão papéis importantes na solução dos problemas que vamos investigar. Nesses

problemas, alguns polinômios pertencentes à classe Q, serão fundamentais. Va­

mos definir esses polinômios para n fixo,

n— k+1lsinkjin/(n+1)
n sin jn/(n+1)'Auj = jk=12..7, (1.4)

P(z)=P(z;n,j) AGA | (1.5)

e, estudaremos detalhadamente suas propriedades no Capítulo 4.
Com exceção do estudo das propriedades gerais das funções univalentes e

das propriedades específicas dos polinômios de Q,, que é feito no terceiro e quarto

capítulos, respectivamente, no Capítulo 5 resolvemos alguns problemas extremos

interessantes para os polinômios pertencentes à classe citada anteriormente.

Desde que a imagem do disco unitário através de quaisquer desses poli­

nômios é um domínio limitado no plano complexo, então a área dessa imagem

é um número fixo. Denotemos por A(p(D)) a área da imagem de D através de
P(z). É interessante conhecer primeiramente qual seria a maior A(p(D)) possível
com p E Q,, e como a maior área, que depende de n, se comporta à medida que
n varia. Assim, formulamos o seguinte problema.

AAA
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Problema 1. Entre todos os polinômios de Qr, encontre aquele que descreve a

maior área possível, i.e., determine maxf A(p(D)) : pe Qr).

Resolvemos este problema completamente mostrando que a maior área se

comporta como nº. Este fato era esperado, pois a imagem da função univalente
mais famosa é ilimitada. De fato, a imagem da função de Koebe k(z) é todo o
plano complexo a menos do intervalo (—oo, —1/4].

Para qualquer n inteiro e positivo, queremos determinar as quantidades

A(QL) = max(A(p(D)) : pe Qi)

A(QL) = max(A(p(D)) : pe QÊ),

bem como encontrar os correspondentes polinômios para os quais o valor máxi­

mo da área é atingido. Nosso principal resultado baseado no Problema 1 está

estabelecido no próximo teorema. Na seqiiência, para formulá­lo, precisaremos

de duas definições adicionais. Para todo número natural n as somas 5, e 3, são
dadas por

s1=X" senºkr/(n +1) (1.6)
k

k=1

n sen º2kn/(n + 1)> x : (1.7)
k=1

Com a função integral cosseno Ci(x) definida por
ooCi(r) = /f cos t/t dt

e 7 8 0.577216 a constante de Euler, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.2. Seja n E IN. Então,

A(Qu) = ZEFD (s. ­ :)2 27.nº sen * 4

i) a maior área

é cercada somente pelas imagens de P(eº;n,1) e P(e;n,n).

2nº sen *<q 4

it) a maior área



Introdução

é cercada somente pela imagem de P(e“º;n,2). Além disso, para qualquer n E N,
as desigualdades

A(QU) < VP+ É + log(2n) — Ci(2n) — 2) (1.10)

A(Q) < aaa É + log(47) — Ci(4n) — ) (1.11)

são válidas.

Outrossim, os quocientes A(QL)/(n +1)º e A(Q2)/(n +1)? convergem
quando n tende a co, e os limites são dados por

A(2)) a NLÉ IDE dm G + log(27) — Ci(2n) — 2) ne 0.149232, (1.12)

. A(Q) 1 | 3N.

Como já mencionamos, as razões pelas quais o problema acima é natural,

é dado pelo comportamento da função de Koebe. Outro resultado muito bonito

sobre as imagens das funções univalentes é o famoso Teorema 1/4 de Koebe,
que afirma que a imagem do círculo unitário através de uma função univalente,

da forma (1.1), sempre contém o disco de raio 1/4. Além disso, este resultado é
exato, pois para a função de Koebe k(2) temos que k(—1) = —1/4. Outra questão
interessante que surge dessa ligação com o Teorema 1/4 de Koebe é dado pelo
próximo problema.

Problema 2. Para qualquer n E IN encontrar o polinômio pr(z) E Qn, para o
qual o

infflpn(2)| : z=e22, 0<0 <2mn7) (1.14)

é atingido.

Obviamente os ínfimos são limitados inferiormente por 1/4. Contudo, é
interessante saber se existe uma seqiiência de polinômios fpn(2)) para os quais
(1.14) tende a 1/4 quando n tende ao infinito. Nossa pesquisa mostrou que a

7
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Introdução

resposta a esta questão é afirmativa. Encontramos alguns polinômios da classe

Q, que satisfazem assintóticamente o Teorema 1/4 de Koebe. Antes de formu­
lar nossa contribuição sobre o Problema 2, gostaríamos de justificar o motivo

pelo qual consideramos este resultado assintótico bem interessante, mesmo que a

solução completa deste problema ainda não tenha sido encontrada. Considere o
funcional

R(f) = inff|f(2)) : z= 29, 0<0 <2n),

sobre a classe de todas as funções univalentes UM. Este funcional relaciona toda

função univalente com o raio do maior disco que está contido completamente na

imagem de D através de f(2). Então, o Teorema 1/4 de Koebe é equivalente a
afirmar que

R(U) i=inffR(f) : feu)=1/4

Observe que nosso problema é considerar o mesmo funcional R(f), mas
quando f percorre a classe Ur, que é muito menor que MU. Em outras palavras,

queremos determinar, para todo n fixo, n E IN, o valor de

R(Un) = inf(R(pn) : pr EU). (1.15)

Obviamente, para todos os naturais n, temos que R(U,) > 1/4. Demons­
tramos que

lim R(Un) = 1/4

e este resultado chamamos de Teorema 1/4 Assintótico de Koebe. Definimos

R(Q,) :=infí(R(pn) : Pr E Qnk, (1.16)

R(QI) :=inffR(pa) : pr EQ), (1.17)

R(Q,) := infíR(p)) : Dr EQ). (1.18)

Nossa contribuição, através da solução do Problema 2, pode ser dada

como segue:

EV
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Teorema 1.3. Para todo número natural n, as desigualdades

(n+1)
2MFD

R(Q7) <
= 4n cos?

­
(n+1)

<<R(Q,) < 4n cos? —
são válidas.

Então, obtemos imediatamente,

Corolário 1.1. À desigualdade

(n+1)
MID

<RU) < 4n cos?

é válida para todo n E IN. Além disso,

lim R(Un) =1/4.

As afirmações deste corolário são exatamente o Teorema 1/4 Assintótico
de Koebe.

Infelizmente, não foi possível resolver rigorosamente o correspondente

problema extremo de forma geral, mas uma grande quantidade de experimentos
computacionais indicaram como é o comportamento dos polinômios com “menor

raio” . Contudo, o intensivo trabalho computacional nos ajudou a propor uma

conjectura, cuja demonstração é uma proposta para futura pesquisa.

Obviamente nenhum dos polinômios de UU, se anulam em D, exceto para

o zero simples na origem. De fato, sejam 29 = 0, 21,...,2n—1 OS zeros de pr (2).
Desde que pr(0) = O, pn(2) não se anula em qualquer outro ponto no disco
unitário. Isto significa que 2, Z D, k=1,...,n— 1. Como isto é equivalente

a |zx| > 1, então é interessante investigar a que distância da origem estarão os
zeros de pr(2z2). Provamos algumas desigualdades simples para algumas médias
dos zeros, em princípio para as médias geométrica e aritmética. Obviamente, a
média aritmética dos zeros coincide com o centro de suas massas se considerarmos
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Introdução

os zeros de pr(2) como pontos no plano complexo com massa unitária cada.
Provamos também uma desigualdade no mesmo sentido, mas para os inversos

1/21,..., 1/2121 dos zeros 21,...,2n—1. Algumas propriedades simples dos zeros
E1,­­ «, En—1 de p'(z) são também consideradas.

Demonstramos o seguinte:

Teorema 1.4. Seja pn(2) = z +a2zº +: +anzº um polinômio univalente e
sejam 21, Za, ..., Zn—1 OS zeros não­nulos e &1,£2, ..., En—1 os zeros de p' (2). Então,
valem as seguintes desigualdades:

16162. &ns1| > 1. (1.24)

Além disso, pr (z) tem pelo menos uma raiz z, tal que |z2,| > nW/M ep (2) tem
pelo menos uma raiz 65, tal que |E6;| > 1.

Vale observar que as desigualdades (1.23) e (1.24) valem para os zeros
de qualquer polinômio da classe U,. Considerando somente a classe Q, podemos
obter algumas desigualdades a mais sobre os zeros dos polinômios desta classe.

Teorema 1.5. Sejam pn(2) = z +asz2º +: +anz" E Q, ep, a sua derivada.
Se pn E QL, então as seguintes desigualdades valem

T
bz < 4cos——, 1.25la +aooc+an| < cos q (1.25)

1 1 1 —1qe < aPDQÇÃE,
2 ã Zn1 n n+1l

(n—1) T
STA 4

;[61+ Ea" Ena] ­ cos A
1 1 1 | ­ 240 T++ cos :

& & En­1 n n+1

Se pr E Q2, então

(1.26)

(1.27)

(1.28)

2T

1 1 1
qa < (1.30)
Zz1 22
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(n—1) 27
ectéal < 4 ;[é +E8acctr+ánal < nº SET

1.1 1 (n=1) 27
++ <Aa4 cos :

a & E&n—1 n n+1

(1.31)

(1.32)

Além disso, as desigualdades de (1.25) a (1.28) para os zeros 21,­­­,&n—1 de Dn
e £1,:**, En] de pr, tornam­se igualdades somente para os zeros dos polinômios
P(z;n,1) e P(z;n,n) e de suas derivadas. As igualdades de (1.29) a (1.32) são
atingidas somente para os zeros do polinômio P(z;n,2) e de sua derivada.
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Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo daremos algumas definições importantes da análise complexa.

Para este propósito utilizamos as referências [12], [14] e [18].

2.1. Domínios e caminhos no plano complexo

Daremos algumas definições para caracterizar as curvas no plano complexo.

Definição 2.1. Um caminho suave em T é uma aplicação

Tila, bl>o€

com derivada contínua em [a, bl.

Lembremos que esta aplicação é dada por T(t) = (Q(t), V(t)) = x(t) +
iy(t) e, a medida que t percorre [a, bl, o vetor I'(t) descreve o caminho. Os pontos
T(a) e V(b) são chamados ponto inicial e ponto final do caminho T, respectiva­

mente. Se I'(a) = I'(b) dizemos que o caminho é fechado.
Observemos que, na definição de caminho, subentende­se a noção de

sentido ou orientação de percurso do caminho, mais precisamente, o caminho

é percorrido do ponto inicial ao ponto final a medida que t E [a,b]. Podemos
inverter o sentido do percurso definindo o caminho reverso de 1”, 7, por

Do(t)=9T(a+b—=t), a<t<b.

12
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Preliminares 2.1 Domínios e caminhos no plano complexo

Consideremos, agora, uma classe mais ampla de caminhos em CT.

Definição 2.2. Um caminho suave por partes em T é uma coleção finita de

caminhos suaves T7 : [ab] — T, To : [a29,b]] | TC... Tn: [anjbi] O O,
satisfazendo : T;(b;y) = Ti41(a41) para L<i <n—1.

Como para caminhos suaves, dizemos que um caminho suave por partes

é fechado se T71(a1) = T'n(br), isto é, o ponto inicial do primeiro caminho coincide
com o ponto final do último caminho.

Podemos normalizar um caminho suave por partes I e vê­lo como um

caminho T : [0,1] — T. Para fazer isso, dividimos o intervalo [0, 1] em n interva­

n nn n n n

e, para cada um deles, definimos uma bijeção suave
1Tj É 2] — [aj, bj]

los

ni nn

por

r;(t) = n(b; — a;)t — J3(bj — a;) + bj.

Os caminhos T;(r;(t)), 1 < j < n, são suaves e o ponto inicial de T';(r;(t))
coincide com o ponto final de 1;1(r;1(t)). Dessa maneira, o caminho original
T pode ser visto como definido no intervalo [0, 1].

Definição 2.3. Um caminho suave por partes e fechado é simples, se a aplicação

Tr: [0,1] +» T que o define é injetiva, exceto nos pontos O e 1, ou seja, V(O0) =
T(1), T(t) £ T(0) se O <t<1 eT(t1) A T(ta) se 0 <ti Áta<l.

A definição acima quer dizer, em outras palavras, que o caminho não

possui auto­intersecções. Apresentaremos, agora, um conceito muito importante.

Definição 2.4. (Curva de Jordan) Uma curva de Jordan suave por partes é
um caminho suave por partes, fechado e simples.

Definição 2.5. Um subconjunto não vazio U E U é chamado domínio se U é

aberto e se, dados dois pontos quaisquer p eq em U, existe um caminho suave

por partes inteiramente contido em U, cujos pontos inicial e final são, respecti­

vamente, p e q.
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Preliminares 2.1 Domínios e caminhos no plano complexo

Alguns exemplos de domínio são T, T* = (T/10)), qualquer disco aberto
D(z,r) = (z E T: | => 2] <r) e qualquer anel A(26,0,0) = (z ET :a<
lz =| <b).

Definição 2.6. Seja U C C um domínio. Dizemos que U é estrelado se existe

um ponto 29 E U satisfazendo à seguinte propriedade: dado qualquer ponto z EU,
o segmento de reta unindo 2º a z está inteiramente contido em U. O ponto 2º é
chamado um centro do domínio U.

Daremos, agora, um conceito importante. Se ' < (' e d(0) é qualquer
função contínua e monótona estritamente crescente em [a', 3'] tal que 6(/) = a
e 9(0') = À, então o caminho I” definido por 2 = z(9(0)), | <o < &', tem
a mesma extensão e os mesmos pontos inicial e final que o caminho 1. Dois

caminhos que podem ser transformados cada um em outro, de forma que tal

transformação preserva o sentido do parâmetro, assim como L e IF citados acima,

são chamados geometricamente equivalentes.

Definição 2.7. Os caminhos Ty e T7 que vão de 29 a 27 são ditos homotópicos

com respeito a um conjunto S se existe uma função f = f(u,v) definida no
quadrado unitário K: 0 <u<1, 0<v<1 e contínua em K, tal que

a) f(uv) ES para todo (uv) E K;

b) f(0,u) = 2, flv) = 2, Vvue [0,1];

c) Os caminhos f = f(u,0) e f = f(ul) (0 <u<1) são geometricamente
equivalentes aos arcos Ig e 7, respectivamente.

Definição 2.8. Uma região do plano complexo S é simplesmente conexa se, para
quaisquer dois pontos 29 e x, de S, quaisquer dois caminhos que vão de gan e

estão inteiramente contidos em S são homotópicos com respeito a S.
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2.2 Funções Analíticas

2.2.1. Funções Complexas, Continuidade e Diferenciabili­

dade

Denotando por z = x + iy a variável complexa, a expressão f(2) = u(2) + iv(z)
é chamada de função de variável complexa se, para todo valor de z numa certa

região, temos um valor correspondente a f(z). Consideremos f : A — T, onde

AET éum conjunto aberto.

Definição 2.9. (Continuidade) Seja f(z) uma função em z. Dizemos que f é
contínua em zo E À se dado e > O, existe ó > O tal que para todo 2 E À a seguinte
propriedade é satisfeita

lz = nl<ó=>|f(2)—­ f(xw)l<e

Uma função contínua de z é meramente uma função complexa em duas

variáveis r e y. Se,

f(2) = u(x,y) +iv(xt,y) e =x +iyo,

lu(z,y) — ulzo, yo)| < |f(2) — f(zo)| < e

se |z — zo] <ó, o qual é verdadeiro se

lt — xo] < => nl<
Por isso u(x,y) é contínua. Analogamente v(x,y) é contínua. Recipro­

camente, podemos provar que, se u e vu são contínuas, f(z) é contínua.

Definição 2.10. (Diferenciabilidade) Uma função f(2) é considerada diferen­
ciável em z9 E A se o limite

f'(2) = lim Ff(2) — f(x) (2.1)
2 2O Z­20o

eriste e não depende do caminho pelo qual z — zo. Chamamos o limite (2.1) de
derivada de f(2).
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Preliminares 2.2 Funções Analíticas

Discutiremos como a propriedade de diferenciabilidade de uma função

(2) afeta as correspondentes funções u(z) e v(z), que são as partes real e imagi­
nária, respectivamente, de f(z).

Consideramos, primeiramente, que 2 — 29 é real puro, tal que

20 = Xo+iyo, Z=X+.

Então,

f(2)­ f(x) — fulx,y)+iv(is,yo)Y— fulítzo,yYo)+iív(to,yYo))

rx —­Xo TX) | (2.2)

Fazendo x — r1q em (2.2), uma vez que as derivadas à, & existem em (x9, Yo),
chegaremos a

/ —/u .&vf(x) = (& +) 2200, ven) (2.3)

Analogamente, se tomarmos 29 = 1o +iyn e z = q +iy, isto é, z—

como imaginário puro, obtemos

f(z)­Sf(%) — Tuíto,y)+iv(toy))— Culto, yo) + iv(xto,Yo))
22 wo

víto,y) — víto, Yo) juízo y) — u(To, Yo)
Yy—UYo Yy=YWo

(2.4)

e, da mesma forma,

, —/dw du

Comparando (2.3) e (2.5), obtemos as seguintes equações,
ou QOv Ou Ovu

dx dy  dw (t=Xx, Y=0). (2.6)

Logo, afirmar a diferenciabilidade de uma função de variáveis complexas,

não é somente exigir que as derivadas parciais de u(x,y) e v(r,y) existam, mas
também que satisfaçam às equações em (2.6). As equações em (2.6) são co­
nhecidas como equações de Cauchy­Riemann e são condições necessárias para a

diferenciabilidade de f. Deste modo, se u e vu são funções de xr e y cujas derivadas

parciais existem, u + iv nem sempre será uma função diferenciável de z.

16
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2.2.2 Funções Analíticas

As funções que são diferenciáveis numa certa região recebem um nome especial,

são chamadas funções analíticas. Não podemos afirmar que uma função é analítica

se soubermos apenas que ( f(2)— f(29))/(z2— 209) tende a um limite ao longo de um
caminho. Daremos então, no próximo teorema, condições necessárias e suficientes

para que uma função seja analítica.

Teorema 2.1. Uma função f : A QT, f(2) = uír,y) +iv(r,y) é analítica num
; ado Ou Ou ou ou ;aberto À se, e somente se, as derivadas parciais 3%, 3x, dy' dy ETistem e

são contínuas em A, e satisfazem às equações de Cauchy­Riemann.

À demonstração desse teorema encontra­se em [18, pág. 68].
Vamos precisar de outro conceito importante. Sejam f(z) uma função

analítica com domínio D e imagem W, 29 um ponto de De LT : 7 — z(7),
a <T < À, uma curva em D passando por 29. Suponhamos que 2/(7) existe e
é diferente de zero. Se 29 = z(7o), então o número complexo 2'(79), interpretado
como um vetor, é um vetor tangente a I' em 2.

A imagem de TI através da funçãof é uma curva

IT w(1):=f(z(17)) a<T< PB.

Como a diferencial de f em 29 possui uma forma especial,

1/68f of

segue que um vetor tangente a I”* na imagem w, = f(z9) de 2º é dado por

w'(1o) = f'(20).2'(7o).

Supondo que f'(29) é O, concluímos que

argw'(no) = arg f'(20) + arg 2'(1o).

Esta relação implica que o ângulo entre os vetores tangentes a I em 2º e
a 1” em w, é igual ao arg f'(z9). Por isso o ângulo é independente de TI”. Segue,
então, que as imagens de quaisquer duas curvas passando por 27º e que forma um
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Preliminares 2.2 Funções Analíticas

ângulo y em 2º são também duas curvas que formam um ângulo y (medido na
mesma direção) em wo. Uma aplicação com esta propriedade, ou seja, os ângulos
entre as curvas são preservados no tamanho e no sentido, é chamada conforme.

As funções analíticas possuem propriedades interessantes dependendo do

domínio considerado. O próximo teorema mostra uma relação entre uma região

de Jordan, que nada mais é do que um domínio limitado por uma curva de Jordan,

e uma função analítica.

Teorema 2.2. (Princípio da Imagem Limitada) Seja D uma região de Jor­
dan com fronteira | e seja f uma função analítica em D e contínua no fecho

DUT de D. Seja 1? := f(T) uma curva de Jordan com orientação positiva.
Então, a aplicação de D através de f é conforme e bijetiva no interior D* de I*.

A demonstração deste teorema encontra­se em [12, pág. 383].

2.2.3 Série de Potências

Na seção anterior, destacamos uma classe especial de funções que são diferen­

ciáveis. Uma das propriedades das funções analíticas é que elas possuem derivadas

de todas as ordens num aberto AÀ e essas funções podem ser expandidas em séries

de potências. Daremos a seguir alguns exemplos de funções analíticas.

Definição 2.11. Dada uma sequência fan(z — z9)"), a série por ela gerada é
chamada uma série de potências de centro em z9 e notada por DX an(z — 20)”.

Lema 2.1. Dada uma série de potências YZ qan(z — 29)", eriste um disco
Jechado de centro em 29 tal que a série converge absolutamente em todos os pontos

z no interior desse disco e diverge em todos os pontos z exteriores a ele.

Definição 2.12. O raio R do disco dado pelo lema acima é chamado de raio de

convergência da série = q an(z— 20)”.

As demonstrações do teorema e corolário seguintes encontram­se em [14,
pág. 88].
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Teorema 2.3. Seja f(2) = YZq an(z — 29)" uma série de potências com raio
de convergência R > O. Então,

f'(2) = S nan(z — 29)"

para todo 2z tal que |z| < R, isto é, podemos derivar termo a termo uma série de
potências no interior de seu disco de convergência.

O Teorema 2.3 nos diz que uma série de potências define uma função

analítica no seu disco de convergência.

Corolário 2.1. Seja f(2) = 9X fqan(z — 29)” uma série de potências com raio
de convergência R > O. Então, f(z) é dada por sua série de Taylor de centro em
20,

o r(n)(2,sa) =>" FE ay
n=0

e essa série converge absolutamente em qualquer ponto de D(z2o, Rd).

Definição 2.13. Sejam U C T um domínio e f : U — T uma função. f é

analítica em U se, para todo ponto zo E U, f se expressa como uma série de

potências de centro em zº e raio de convergência R,, > O.

Vamos considerar o espaço normado A. Se e é qualquer número positivo,

o conjunto de todos os x E A tal que ||r — xo]| < e é chamado de e — vizinhança
de xo. Denotamos por Ní(ro, e) essa vizinhança de xo.

Teorema 2.4. Num espaço de Banach B, sejam f analítica em O com f(0) = O
e F uma série de potências representando f numa vizinhança de O. Então, para

p1 > O suficientemente pequeno, existe 07 > O tal que,

(a) f é analítica no conjunto S,, := N(0,p1);
(b) f(S5,) contém o conjunto Sº, := N(0,01);
(ec) Ff! (w) = F!(w) para todo w E So,.

A demonstração do teorema anterior encontra­se em [12, pág.100|.
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2.2.4 Exponencial, Logaritmo e Potências arbitrárias

A Exponencial

Definição 2.14. A função erponencial é dada por

exp (2) = e”(cosy + i seny)

e está definida para todo z ET, z=x+iy.

Usando a representação polar também obtemos

i) exp(a1)exp(z2)=exp(a +22)

ú) zo = &P(­2);
iii) flexp(2)" =exp(nzt), V neEZ.

Até aqui, verificamos que a exponencial complexa tem comportamento

semelhante à exponencial real, mas através da próxima propriedade encontraremos

as diferenças.

iv) (exp z)* = [e"(cosy+i seny)]* = en [cosy+i seny] = exp (=) 1<j<
n.

Outra diferença é dada por:

v) exp(z+2mi)=e"(cos(y+2n)+i sen (y+2m)) = e”(cosy+iseny) = exp (z),
isto é, a função exponencial tem período imaginário 2mt.

Apesar dessas diferenças é comum denotá­la por e? para z complexo. O

próximo teorema dará uma propriedade importante dessa função.

Teorema 2.5. A função erponencial e*º é analítica em todo sn E DT.

Demonstração: Basta mostrarmos que, para todo ponto 29, existe p > O tal que

e* pode ser representada por série de potências em h = z — zo, quando |h| < p.
Podemos escrever

hzo+h — et eh.eº=e

Assim, a expansão em série é dada por

Zoo 1 z 1 zo 1,2e = e” + nenh+ 2 je”h +,
onde h é um número complexo arbitrário.
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Outra propriedade é que a exp : T — T* é sobrejetiva. Para verificar

isso, seja w = w, + tw, £ O e considere a equação

exp(z) = e*(cosy + i seny) = wy + iw,. (2.9)

Concluímos, então, que r = log |z2| e que y é o argumento de wu, ou seja, (2.7) é
representação polar de wu.

Usando o fato de que

e” = cosy +i seny, (2.10)

somando e subtraindo (2.10) da mesma relação após substituir y por —y, obtemos
as fórmulas de Euler

1; —i 1; —icosy = 2(e”+e ”), seny= 27” —e*), Welk.i

Podemos também definir as funções seno e cosseno para o número complexo 2,

por
1 iz —iz

—

iz —izcos z = (e +e*), senz=­>­(e e).

O Logaritmo

A função exponencial complexa não assume o valor zero, mas assume

todos os valores complexos w £ 0. Pelo fato de exp(z) ser periódica, ela assume
todos os outros valores complexos w um número infinito de vezes.

A função exponencial real é bijetiva, isto é, para u > O a equação e? = u
tem exatamente uma solução, chamada o logaritmo (real) de u. Denotaremos,
então, esta solução por Log u. Vamos determinar todas as soluções da equação

e =w, ve, (2.11)

se w É 0. Fazendo z = x +iy e w = |w|e"? então, e“ = |w|. Isto é, 7 = Log |w| e
y=09+2nk VkEZ. Assim, as soluções da equação são todos os números

z = Log |w| +i(arg w+2km), k=0,41,42,...

21
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Este conjunto de números é chamado logaritmo de w e é denotado por

flog w.
Lembramos que para dois conjuntos À e B, a soma A+ B é definida por

A+ B=fatb:a€eA,beEB).

Teorema 2.6. Se wu e wo são dois números complexos diferentes de zero,

(log wiw2a) = flogw) + flog wa). (2.12)

Em outras palavras (2.12) quer dizer:
a) Se 1 E floguwi) e 22 E (loguws), então 21 + 22 E (logwiw2a);
b) Se 23 E flog wiwa2), então eristem números 27 E (logw) e 22 E floguwa) tais
que 23 = 2 + 2.

À demonstração desse último teorema encontra­se em [12, pág. 113].
Como a função e? não é injetiva e, portantao, não é inversível, podemos

restringir seu domínio de definição da seguinte forma: tome uma semi­reta fechada

partindo da origem, Lg = ((tcosQ,t sená) : t E IR, t < 0) onde 0 <é<2me
coloque

Dg = T NWLy.

Para todo z E D, temos precisamente um único valor arg, z satisfazendo
d­—nT<arg,2z<Qó+m. Portanto, podemos definir uma função chamada ramo
simples do logaritmo

log : Dz — T

logz =log|z| +i arg, z.

O ramo do logaritmo definido no domínio Do, obtido retirando­se de T

o semi­eixo (r,0), x < O, é chamado de ramo principal.

Teorema 2.7. Um ramo simples de (log 2) é uma função analítica em todos os
pontos onde é definido.

Demonstração: Seja logw um ramo simples definido para todo número à e

seja wo qualquer ponto do domínio D, de logw. Seja 5; : p—m<Imz<

22
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d +m uma faixa, na qual eº assume cada O £ w em T apenas uma vez, e

seja 29 = ro + iyo em S, tal que eº = wo. Sabemos que e? é injetiva em
|2 = z9] < 1a= min(g+n—Yo,Yo—­d+m). Como o coeficiente de h não é zero na
expansão de e? em série de potências (ver a demonstração do Teorema 2.5), pelo
Teorema 2.4 existe um número 0, > O tal que para todo w E N(wo,01) existe

z E N(20, 01) satisafazendo e? = w. Além disso, a inversa da função é analítica
em w,. Mas em Ní(w,,01) a função inversa coincide com logw. Por isso, logw é
uma função analítica em wv. =

Teorema 2.8. Seja f analítica e diferente de zero numa região simplesmente

conexa D. Então um ramo de flog f) analítico e injetivo pode ser definido em
D.

A demonstração deste teorema encontra­se em [12, pág. 114]

Potências Arbitrárias

Usando as definições dadas para as funções exponencial e logaritmo pode­
mos introduzir a

Definição 2.15. Dados um domínio Dá, como acima, e um número AE TV, a
função z — 2º é definida por

2º = exp(Alog 2),

onde z E Dá e log é o ramo do logaritmo definido em Dy.

O ramo principal da função 2º é obtido tomando­se o ramo principal do
logaritmo na expressão que o define.

Denotando f esse ramo, temos que

Do — Ç
z rsA

é analítica em D, e sua derivada é (usando a regra da cadeia)
À exp (Alog z)2 — Z2EMDOSÉ)
z exp (log z)f'(2) = exp (à log z) = Aexp((à4— 1) log 2) = AZ.
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Essa função generaliza a noção usual de potência pois, se n é um inteiro

positivo,

2" = exp(n log z) = exp(log z)...exp(log 2) =22:­z.
n vezes

Assim, uma vez que estamos considerando o ramo principal

arg, d1exp : log | = exp [1os Vez +i "
onde 2 = re?**&o?, Portanto,

1exp É log e)
fornece uma raiz n­ésima de 2.

2.3 Teoria de Cauchy

2.3.1. Integração, Teoremas de Cauchy

Seja F um arco de uma curva definida pelas equações r = Q(t), y = v(t), onde
À e / são funções de t com derivadas contínuas 0'(t) e v'(t), e suponhamos que
quando t varia de ta a tg, o ponto (r,y) move­se ao longo da curva de À para B.

Seja f(2) uma função complexa de z, contínua ao longo de T. Seja

f(2) = u(x,y) +iv(z,y).

Assim, a integral de f(2) ao longo do arco F é dada por

tg" f(2) dz = Í. (U+ iv) (6) + iv'(8)) dt. (2.13)

Em particular, para as funções analíticas numa região que inclui o caminho É, a

propriedade (2.13) é válida.
Algumas propriedades da integral real estendem­se para a integral com­

plexa. Por exemplo,

[+ES [sda+ [ 92) ds
24
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e, se k é constante,

KH): =E [ f(0 de.
Também se 1” denota o caminho LI no sentido contrário,

| faja=­ [sa
Definição 2.16. Se 1º: la,b] — C é um caminho suave, seu comprimento é
definido por

;

cr) = / ro
Se T'(t) = (9'(t), V/(t)) então a erpressão do comprimento de 1º torna­se

L(D) = f (FOTO dt.

Daremos, agora, uma desigualdade para a integral complexa.

Teorema 2.9. Se M é o limite superior de |f(2)) em uma curva F e Léo

comprimento de 1”, então

/f f(2) dz] < MC).
Demonstração:

/f f(2) dz /Cu +iv)(6() +00) < /f MIS) +10)? dt
4

M£L(D).

Teorema 2.10. (Teorema de Cauchy) Seja U C T um domínio e sejam
1:U—­T uma função analítica e É uma curva de Jordan em D. Então,

f fa) =0,
A demonstração desse último teorema encontra­se em [12, pág. 330]. O

teorema de Cauchy pode ser estendido a qualquer tipo de caminho, como os que

foram definidos anteriomente. Vamos denotar o disco fechado de centro 29 por

D(20,ro) = (z ET: 9 = 2] <no).
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Preliminares 2.3 Teoria de Cauchy

Teorema 2.11. (Fórmula integral de Cauchy) Seja f : UT uma função
analítica definida em U CTV. Sejam Di20,ro] CU e T sua fronteira orientada no
sentido anti­horário. Se z é um ponto qualquer no interior de D[2o9,ro], então

=>EraÍLM),

Corolário 2.2. Seja f : Us T analítica, onde U é um domínio. Então f tem

derivadas de todas as ordens em todos osodeU e
MP (z =j — 2iSd Ara o(w—z)pm

onde T'º é qualquer circunferência centrada em 2, percorrido no sentido anti­

horário e que limita um disco fechado contido em U.

As demonstrações do Teorema 2.11 e do Corolário 2.2 encontram­se em

[14, pág. 124 e pág. 127], respectivamente.
Antes de enunciarmos o Teorema da Curva de Jordan, vamos definir

alguns resultados importantes.

Seja I := z(1), a <T < À, um arco (não necessariamente fechado ou
suave, com ou sem pontos múltiplos) e seja c um ponto fora desta curva. Para todo
T E [a, 0] o número complexo z(7) — c tem um número infinito de argumentos.
Um argumento contínuo de z — c em I” é uma função real é definida em [a, 6] tal
que, para todo 7 E [a, 3], (7) é igual a um dos valores de arg(z(1) — o).

Um caso especial é quando Iº é uma curva fechada, isto é, z(0) = z(a).
Se c é qualquer ponto que não está em TI e Q(7) é um argumento contínuo de
z—cem|F, então, devido a ambos (a) e é(6) serem valores do arg(z(a)—c), o
crescimento no argumento de 2 — c ao longo de TI é uma integral múltipla de 27.

Consequentemente, o número

n(r,o) = —larg(z(7) — o))
é um inteiro. Este inteiro é chamado o número de voltas de 1' em torno de c.

As demonstrações dos próximos teoremas encontram­se em [12, pág. 233
e pág. 235], respectivamente.
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Preliminares 2.4 Singularidade

Teorema 2.12. Se I é uma curva suave por partes fechada e c é T, então

1 1

n(T,c) = ri Jr. z= dz. (2.14)

Teorema 2.13. Seja É uma curva de Jordan suave por partes. O complemento
de T tem apenae uma das duas componentes, cada uma com 1' como fronteira.

Apenas uma das duas componentes é ilimitada. O número de voltas r(V,c) é igual
a zero na componente ilimitada e +1 ou —1, ao longo da fronteira da componente
limitada.

2.4 Singularidade

2.4.1. Zeros

Definição 2.17. Um número complero z é chamado zero da função f se
f(2) =O.

Se f(2) é analítica numa vizinhança do ponto 29, então

f(2) =X an(2 2)”

para valores suficientemente pequenos de |z — 29/.
Se z9 é um zero de f, um ou mais coeficientes ao, a1,... se anularão. Se

an = O para n < m, onde m é inteiro, mas ar É O, então f(2) possui um zero de
ordem m em 2.

Em um zero de ordem m, temos

f(20) = f'(29) =... = SMP(x)=O,

enquanto fí(25) 2 O. Isto segue da série de Taylor.
As demonstrações do teorema e dos dois corolários seguintes encontram­

se em [18, pág. 88 e 89]

Teorema 2.14. Os zeros de uma função analítica são pontos isolados, isto é, se

a função f(z2) não é identicamente nula e é analítica numa região que contém zo,

27
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Preliminares 2.4 Singularidade

então existe um círculo |2z — 29] = R (R > O) no interior do qual f(z) não possui
zeros, exceto no ponto 2p.

Os seguintes corolários seguem imediatamente do teorema.

Corolário 2.3. Se uma função é analítica em U e se anula em todos os pontos

de uma subregião U' C U, ou ao longo de qualquer caminho 1' de uma curva

contínua em U, então f(2) = O.

Corolário 2.4. Se f e g são analíticas em U e assumem o mesmo valor em
um número infinito de pontos zn, n = 1,2,.., onde z, — 2 € U, então

f(2) = 9(2) para todo z EU.

2.4.2 Série de Laurent e Classificação das singularidades

Seja a região no plano complexo em forma de anel A(29,0,p) = (tz ET: pp <
|z — 209] < p). Enunciaremos, agora, o teorema de Laurent.

Teorema 2.15. Seja f uma função analítica no anel A(z29,P',p). Então, f(z)
pode ser espandida na forma,

=>2­2)"rd al 20)” (2.15)

e é convergente em todos os pontos de A(zo9,p',p). Além disso, essa erpansão é, , PÁ

única e os coeficientes br, e ar são dados por

emoWz =) dz, m>1,
An am ff= o)" du, n> 0,ori

onde T é um circunferência de centro zo orientado no sentido anti­horário e

contido em Al(zo,P', Pp).

A expansão dada acima é chamada série de Laurent de f.

Suponhamos que f(2) é analítica em O < |=—29] < p, exceto no ponto 20.
Então, dizemos que f(2) possui uma singularidade isolada em 29. Suponhamos
que f(z) é analítica no anel A(z69,0,p) e consideremos a série de Laurent de f
dada por (2.15).
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Preliminares 2.4 Singularidade

Definição 2.18. Usando a série (2.15) classificaremos as singularidades de f em
três categorias distintas:

1) 29 é singularidade removível de f se br = 0 param > 1;

2) 2º é polo de ordem k de f se by, £0 e br =0 param> k;

3) 2º é singularidade essencial de f se br, É O para um número infinito de valores
de m.
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Capítulo 3

Funçoes Univalentes

A área que estuda as funções univalentes é considerada uma das áreas mais clássi­

cas da análise complexa. Isso se deve ao interesse de muitos matemáticos famosos

e a tradição que se mantém ao longo dos anos.

Neste capítulo, vamos comentar várias propriedades das funções univa­

lentes, para este propósito utilizamos as referências [13] e [16]. Dividimos essas
funções em duas classes, M/ e U”“. Na primeira parte deste capítulo, daremos

alguns resultados sobre transformações entre funções dessas classes. À seguir,

apresentaremos alguns resultados que darão características relevantes sobre os

coeficientes das funções univalentes. Assim, será possível obter propriedades geo­

métricas interessantes sobre a imagem dessas funções. O primeiro resultado im­

portante neste sentido envolve funções pertencentes à classe /”* e é dado pelo

Teorema da Área. Através de algumas transformações esse resultado foi esten­
dido para funções em WU. Apresentaremos o Teorema 1/4 de Koebe e, no Capítulo
5, vamos formular um problema que envolve este teorema. À seguir, enunciare­

mos os teoremas do Crescimento e da Distorção. Esses dois teoremas fornecerão

limitantes para o módulo de uma função univalente e sua derivada.
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

3.1 Propriedades das funções univalentes

Uma função é univalente se, para 21,22 € D tal que f(41) = f(22), tivermos
21 = 229. Às funções analíticas e univalentes foram divididas em duas classes:

(a) UM é a classe de funções analíticas e univalentes no domínio D = (2: |2| < 1),
e a expansão em série de Taylor em torno de zero é dada por

oo

fiz) =2+X "an"; (3.1)
n=2

(b) UM” é a classe de funções analíticas e univalentes no domínio Dº = (z : |2| >
1), e à expansão em série de Laurent em torno do co é dada por

92) =2+X"bnz" (3.2)

Lema 3.1. Se f EU então a função

1

9(2) = FAO
para valores arbitrários da constante wyv.

Demonstração: À função g não possui ponto singular em Dº, uma vez que f
não assume o valor zero em Dº. Para provar que g é analítica em Dº, basta
mostrarmos que o limite

existe. Mas,

Fazendo h — O em (3.4), obtemos

92) o(z+h)  SA/z)lim = =

h —2P0/2)
O limite em (3.5) existe, pois |=­ "| < le z £z0 em Dº.

Se g9(41) = g(22), então f(217!) = f(227!) e, por isso, 21 = 22, o que implica que

31
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

g é univalente em Dº. Logo, g(z) pode ser espandida em série de Laurent no co
e possui a forma (3.2). =

Neste capítulo, vamos denotar por Aº o conjunto complementar de um

certo conjunto A.

Lema 3.2. Seja g EU” ev, E g(Dº)º. Então, a função
1

18) = ag= eu. (3.6)

Demonstração: Como no lema anterior, f não possui singularidade em D, uma

vez que a função g não assume o valor w1. Assim, a função f é analítica e univa­

lente, admitindo a expansão em série de Taylor em torno de z = O. =

Para ilustrar as transformações entre funções de U e U”* citadas nos

lemas anteriores, consideremos a função de Joukowski

jigzy>w=2+­
z

que pertence a MU“. Observe que a região descrita por esta função no plano

complexo pode ser escrita como

(1+ pº)cosd +i(p? — 1) send
"

:

Para 90= 0 el <p< oco, afunçãoj cobre a semi­reta (2,00). Para 0 = rm

J(pe") =

el<p<coco, a função j cobre a semi­reta (—co, —2) e, para este e outros valores
de 0, podemos observar que a região total é o complemento do intervalo [­­2, 2].
Se considerarmos

29 — 12ji)­2=? z+l G& DO
z z

que também pertence a U”“, sua imagem é o complemento do intervalo [—4, O].
Como 0 Z 9(Dº), pelo Lema 3.2 a função

1 z
—a0/) (1­2)?

32
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

pertence a U/ e é conhecida como função de Koebe. À imagem dessa função é o

complemento da semi­reta [­0o, —1/4].
Vamos comentar, agora, algumas transformações entre funções de U.

Seja f E U. Considerando 2! f(z2) = 1+ DX ,anz"* podemos notar que se
z | f(z2) = O, temos f(z2) = O. Mas, o único ponto em que f se anula em D é
o ponto O e, portanto, 2! f(2) não se anula em D. Pelo Teorema 2.8 podemos
definir s(2) = [2* f(2)]!/? como uma função analítica em D, uma vez que 2!f(z)
satisfaz às condições do teorema citado e s pode ser escrita como o ramo do
logaritmo log(exp([27* f(2)]"/2)). Além disso, esta função satisfaz s(0) = 1.

Lema 3.3. Se f EU, então a função

h(2) = [f(2)]'? = zs(2?) (3.7)

está em U e, além disso, h é ímpar.

Demonstração: Como s é uma função analítica em D, então h também o é.

Além disso, h satisfaz h(—z) = —h(z). Se h(21) = h(22) então f(22) = f(2z2).
Como f é univalente em D, temos que z? = z3. Por outro lado, também vale que
s(z2) = s(23). Logo, 215(22) = zas(z3), o que implica que 27 = 22. Portanto, h é
ímpar e univalente em D. =

A passagem de f para h em (3.7) é chamada transformação de Faber.
Esta transformação pode ser feita para qualquer valor inteiro m por

h(2) = [f(2M)]'/7.

Uma pergunta que surge é: toda função ímpar h E U/ é a transformação
de Faber de alguma f E U? A resposta a esta questão é dada através do seguinte
lema:

Lema 3.4. Toda função h E U ímpar é a transformação de Faber de alguma

feu.

Demonstração: Seja h € UU ímpar tal que h(z) = zq(2º), onde q é analítica e
4(0) = 1. Fazendo de forma inversa a transformação de Faber para f, obtemos

f(2) = [h(V2)]*º = za(z).

33
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

Como q é ser analítica em D e f(0) = O, então f é analítica em D. Suponhamos

que f(11) = f(22). Logo, h(yVa1) = h(y/22) e, como h é univalente e ímpar,
4/71 = €/22, 0 que implica que 27 = 22.

Lema 3.5. Se feU ew E f(Dº)º então a função

f(z)
NE) E uso EU. (3.8)

Demonstração: À função h está bem definida, pois f não assume o valor wu.

Como no Lema 3.2, segue que h é analítica. Seja h(21) = h(22). Dessa igualdade
podemos obter f(21) = f(22) e, desde que f(z) é univalente em D, concluímos que
21 = 229. Portanto, h(z) é univalente. Provaremos que h € U. Seja z um ponto
de D. Então, podemos escolher um número complexo arbitrário w de tal forma

que u = ww! f(z) e Jul <1. Usando o resultado da soma geométrica, obtemos

h(2)SO" (+30) (=) =2+­ eso
n=2

Assim, h(2) tem a forma (3.1).

Lema 3.6. Seja f EU e tl <1. Então, a função

no) = moço VV (15) O) eu 5)

z+tDemonstração: A transformação da forma z »— =, é chamada transformação
de Moebius e é injetiva de D em D. Portanto,

z+t(E)
é a composição de duas funções injetivas em D ou, equivalentemente, univalente

em D. Logo, a função h, como foi definida, se anula no ponto z = O e sua

derivada, dada por
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

assume o valor 1 em z = O. Assim, h cumpre todas as exigências de funções

pertencentes a U.
|

=

Teorema 3.1. (Teorema da Área) Para qualquer função g € U“,
oo

Sonlbsa? < 1.
n=l

Demonstração: Para p > 1, seja I, a curva

= fw = g(pe”), 0<T <2n7).

Como g é univalente, I, é uma curva de Jordan orientada positivamente. Um
resultado bem conhecido do cálculo é que

Aíp) = =) du => f (vodu — udo)ANTA ES

é a área da região cercada pela curva I,. Como p > 1, então A(p) > O. Calculando
explicitamente a área

2T
| 'f wav = ff. SEN(ce )picrar,Tr, o)

obtemos

2m oo

0 n=0 n=0

2T

PP? — pe” sonb np ei + pe” Sbnp te imn=0o n=0

n=0 n=0

Sabendo que SE e'trdr = O para valores de k E Z, devido ao fato da
função exponencial ter período imaginário 27i, muitos termos da integral se anu­

larão e, então,

A(p) =n7 (7 ­neto :
n=l1
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

Como A(p) > O, se fizermos p — 1, a área cercada por T', se manterá
não negativa. Assim,

o0<mrt É — non) e, portanto, So nlb­nh? <1l.
n=1l n=1

Observando a desigualdade (3.10), cada termo da soma deve ser inferior
a 1, e uma consequência do teorema da área é que

1

Em particular,

[lb1|<1 (3.12)

A função que satisfaz a igualdade em (3.12) é a função de Joukowski
z—z+2Z.

Lema 3.7. Seja f EU dada por (3.2). Então,

laa| <2. (3.13)

Demonstração: Como não podemos fazer a passagem direta de U a U”“ através

do Lema 3.1, devemos aplicar primeiramente a transformação de Faber em ff,

[2º]? = z6(2º).

Vamos obter o desenvolvimento em série de Taylor de s em torno de

2º = O, onde a variável a ser considerada é 2º. Mas,

[22f(22)]/? = [(29) (22),

(PS)VA 1(2) = 2S(2)) =
2(2212) = 2912).
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

Substituindo em (3.14) as séries

obtemos

1

s$'(2º) = 3º (OX — ag — agzº — cr 2 +20 +3agz +).
Logo,

1s(2º) = s(0) + S(0)2?º+ ­­­=1+ one oo
Assim,

1EV 2 (1+ 3024).
Aplicando o Lema 3.5 com w = 0 e fazendo o desenvolvimento em série de Laurent

no co, teremos

9(2) = [22]V2 = z Énro:) (3.15)

O coeficiente de 2* em (3.15) é —3a, e, por (3.12), temos que laz| < 2. =

O limite do Teorema 3.7 é atingido para a função de Koebe

k(2) = TENS =2+272+32?+++,
Além disso, se |as| = 2 para alguma f € U, então o coeficiente b.1 na

correspondente função g satisfaz |b| = 1. Isto significa que, para a desigualdade
em (3.10) se manter, todos os b.,, devem ser zero. Consequentemente,

g(2) = z + eéEP2.

Deste modo,
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

é a rotação da função de Koebe.

No ano de 1916, a conjectura de Biberbach afirmava que para qualquer

função f EU, f(20) = z + XX anz", lan) <n, Vn. Ao longo dos anos, muitos

resultados parciais foram obtidos baseado nesta conjectura, até que foi finalmente

demonstrada em 1986 por L. de Branges e este foi considerado o melhor resultado

obtido na análise complexa da época. Aqui mencionamos parte deste resultado

no Lema 3.7. Enunciaremos, a seguir, uma das conseqilências do Lema 3.7.

Teorema 3.2. (Teorema 1/4 de Koebe) Seja f EU. Então, f(D) contém o
disco D(0,1/4) = (2: |2| < 1/4).

Demonstração: Seja w E f(D)º. Mostramos, no Lema 3.5, que a função

h(2) = roEU.
1

Uma vez que |w"!f(2)| < 1, o resultado da soma geométrica é dado por Tu SG:
Logo, a função h tem a forma

h(z) NATO
1 2z+f/a+=)2+ e.

Ww

Pelo Lema 3.7, temos que Jaz + 1/w| < 2. Mas, |as| < 2. Assim,

1= (z+a2º ++) (1+22+)

law] = a? + tw"! — as] < ag +wÚ""!|+ | 12) <2+2=4

ou, equivalentemente, |w| > 1/4.

O disco D(0,1/4) no Teorema 3.2 é o maior possível, pois a imagem do
disco unitário através da função de Koebe é CN (—0o, —1/4]. Chegamos, então,
ao seguinte resultado.

Teorema 3.3. Sejam gq E U“* e g(Dº)º. Então, o diâmetro de 9g(Dº)º é no
márimo 4.

À demonstração deste teorema encontra­se em [13, pag. 576].
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

Para função de Joukowski z = z +27, g(Dº)º é o segmento [­2,2] e
tem exatamente diâmetro 4.

A seguir veremos alguns resultados para funções de quaisquer uma das

classes U e U”“, onde são estabelecidos limites para o crescimento dessas funções
e suas derivadas.

Teorema 3.4. (Teorema da Distorção) Para qualquer f EU, se |z| =p,

<< Ee <p<l 1— Pp
(1+p):

Demonstração: Sejam f Ee U, t E D e h relacionada a f como no Lema

3.6. Fazendo o desenvolvimento em série de Taylor de h em torno de zero, cujas

derivadas de primeira e segunda ordem são

;
1

ii zZA+tN 1 |)?
hG) = IB! 1+tz2/ (14+t2)º

— 4/22 7/1 42

W() =
lo (p(2HLN OEM? (2H TEN

(1— lt) FL) 1+tz/ (1+t2)º 1+tz 1+t2

obtemos

h(2) = h(0)+h(0):z+
"

FO um orla...0O+z+=(ge,It|ó)a) a,
= z + as(t)2? + (3.17)

Desde que h E U, sabemos, pelo Lema 3.7, que Ja&(t)| < 2. Fazendo a mudança
de t para 2, e substituindo a3 nesta desigualdade, ficamos com

f"(2) 22) 1/1=92]|| (2) [2]?
1—|z = =— z — 2 <a (ot ED= 22)| = 32­55 ­ 25 É

Denotando p = |z|, a desigualdade acima pode ser dada por
” 225 o < defl) (1­7) |) 1­p

Para todo número complexo é válido que [Re 2| < |z|. Logo,
—

" 22p? O < Re 2) 220 +
1­0? f(2) ” 1­—p

39
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

A derivada de f é analítica em D onde f'(2) £ 0 e f'(0) =1. Assim, log f'(2) é a
composição de duas funções analíticas em D que se anula em zero e sua derivada

com relação a z é f"(z2)/f'(2). Se fizermos a transformação z = pe*º, a derivada
parcial com relação a p é

(pe)o 2 fz)Fípet) “Ef:
Considerando apenas a parte real da igualdade acima, obtemos

= Re 2.
f'(z)

Usando a desigualdade em (3.18) e sabendo que a parte real do ramo simples é

O

ESSAS2) =

igual à parte real do ramo principal Re logz = Re Logz = Log|z|, chegamos a
2p+42p— 4 io= É Loglf'(pe")| < o1

Integrando cada membro desta desigualdade entre O e p, com 9 fixo, segue que

l1+pTE) 1­ ps
Aplicando a função exponencial à desigualdade acima, chegaremos ao resultado

Logr—sE < Log|f'(pe”)|< Los Toa

desejado. =

O limite do Teorema 3.4 é atingido, novamente, pela função de Koebe.

Teorema 3.5. (Teorema do Crescimento) Para qualquer f EU, selz| =p,

p p

toe SO E qe 0ÉP<1 (3.19)

Demonstração: Pela integração da desigualdade no Teorema 3.4, vamos obter

a respectiva desigualdade para f(2). Seja z = pe, 0<p<1. Como f(0) =
?

. .— /f F'(pe)e do.
o

2)|< f F'(pe)|do = f TR
40
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Funções Univalentes 3.1 Propriedades das funções univalentes

Para obter o limite inferior em (3.19), não podemos dizer nada a respeito de z
para o qual |f(2)| > 1/4', pois o(1+07?) <1/4 para 0 < p <1. Se |f(2)| < 1/4.
Então, pelo Teorema 1/4 de Koebe, o segmento de 0 a w = f(z) está inteiramente
contido em f(D). Seja I' a imagem deste segmento. Então, Tº é um arco simples
de O a z através do qual arg f'(z)dz = argw = constante. Então,

If(2)| = /f f(2) de| = f If'(a)Ildal.
Usando o Teorema da Distorção e o fato de que |dz] > djz|, a última expressão é
limitada por

Rs
DO" ! do = Pp ;o 1+0o)* (1+p)?

o que completa a prova do Teorema do Crescimento. =

Novamente, os limites do teorema anterior são atingidos pela função de

Koebe para valores positivos e negativos de z, respectivamente.
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Capítulo 4

Uma Classe de Polinômios

Univalentes

Neste capítulo, vamos considerar uma classe específica de polinômios univalentes.
Estudaremos vários resultados obtidos por Suffridge em [17].

4.1 Classe Q,

Consideremos a classe dos polinômios da forma gn(2) = z + DX ,anz” que são
univalentes no disco unitário e cujos coeficientes a, são reais e lan] = 1/n. De­
notemos por Q, a classe formada por esses polinômios. Consideremos Q* e Qz
subclasses da classe Q,, cujos polinômios têm o último coeficiente a, = 1/n e
an = —l/n, respectivamente.

Para n fixo, definimos

n—k+1 senkjn/(n+1)
n sen jn/(n+1)'Axj = jk=1,2,..

P(z)=P(z;n,j) AGA
De (4.1) obtemos facilmente a seguinte propriedade

(k + DAI = —(—1)'(n — k)Ankj:
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.1 Classe Q,,

O próximo lema nos dará uma representação mais simplificada do poli­

nômio (4.2). Desta forma, será possível obter mais informações sobre o compor­
tamento desse polinômio em alguns pontos específicos.

Lema 4.1. Seja P(z) dado por (4.2) e seja a = jn/(n+1). Então,

n+1 4;O(1— (—1)jeitn+1O)
2nícos9 — cos a) 2nícos69 — cos a)?

P(e?) = ; (4.4)

com cos É cos a.

Demonstração: Vamos escrever sen kjn/(n+1) = sen ka na forma exponencial
1... :

ka = ika —ika :senka = >­ (e e)
Primeiramente, calculemos a soma

n

> sen ka ixo . 1 Yeitla+o) — gikla­9)) 41]
k=1— sena 2isena

1 em :ik(a+0)  Liíik(a­O)21 sen o 2 : )

1—ei0+t) To çeil(d­a)
1 1 — etn+1)(a+09) 1 — etn+1)(a­9)21 sen a ( )

(1— (—1)jein+DO)((1 — eild­a)) — (1 — ei(6+a)))
2isen a(1 — ei(9+a))(1 — et(6­a)) . (4.5)

Desenvolvendo o numerador em (4.5), obtemos

(era) — git6ra))(1 — (—1)/elM+D9) — 2jisena(cosA + isenO)(1— (—1)ieM+!O),

Analogamente, para o denominador teremos

2isen a(1 — e9ta))(1 — e'ta)) = 2isena(l1— eitta) — giló­a) q 2210)
41 sen a(cos 9 — cos a) (cos 9 + i sen O).

Conseqiientemente,

*, senka 4 1—(—1)jein+Do
sena —. . 2(cosf—cosa)'k=1
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.1 Classe Q,

Precisamos ainda calcular a soma

sen ka iko7> sen a
Usando o resultado obtido em (4.6), chegamos a

et.> ksenka ;, — Ci +1)eM+Iº — sena(1— (—1)ieitn+io)? (4.7)
sen a 2(cos 0 — cos a) 2(cos A — cos a)

Substituindo os resultados das somas (4.6) e (4.7) no polinômio dado em (4.2),
obtemos

P(e*) 1 senka eixo
n sena kz" senok=1

1—­ (—1)jein+Do— (L1igiln+1)O —1)ifiln+1)0(n+1)(1— (1)/e"TD)  (—1)e
+ isend

2n(cos 9 — cos a) 2n(cos 6 — cos a) 2(cos9 — cos a)?

n+1 1 (1)jen+Do
2nícosô — cosa) ' 2n(cosô — cosa)?

A forma fechada (4.4) do polinômio P(z) e o fato de que cosa é decres­
cente em [0,7] implicam em alguns resultados que serão formulados através do
seguinte lema.

Lema 4.2. 1) Sejam j ímpar e m um número inteiro com 0 <m <n/2, j É£
2m+1ea=jn/(n+1). Então,

n+1l

2n(cos(2m + 1)n/(n +1) — cosa)
p(eiem+í)A/(n+l)) —

é real. Além disso,

i) se j>2m+1, então

P(eem+uT/M+!) é uma seqiência positiva e crescente;
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.1 Classe Q,

ii) sej <2m +11, então

P(eemtUT/(M+)) é uma sequência negativa e crescente.

II) Sejamj par e m um número inteiro com 0 <m < n/2, já 2meas=
jn/(n+1). Então,

n+lP i2ma/(n+1)y —(e ) 2n(cos2mmn/(n + 1) — cos a)
é real. Além disso,

i) se ] > 2m, então

P(etrr/ (n+1)) é uma sequência positiva e crescente;

il) se j <2m

P(ePmT/tMtl) é uma seqiilência negativa e crescente.

Também podemos verificar que

n+1)cosa .(n+1)?
i :4n sen ?ºa 4n sena

P(e) — (
A demonstração desta igualdade é análoga à do Lema 4.1.

Da representação de P no Lema 4.1 e da igualdade em (4.3) segue que

e” P(e*) — > kA, je
k=1

Á
. . « (n+3)9 ,Aje? +2A3 je” ++ in Anis;eqnAnj e,

2

se nº par

. (n+2)0d j +2 :A je! +2Ã42; et qe+ EP Anta ; E E +ecr+tndng eo
| sen Ímpar

gttn+1)6/2 [A1; (eim no/2 — (—1)ien=D9/2) +

Az; (eniora­(nie)| , Ssemnêépar
+1 , 2Ano ; se n é ímpar

+
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.1 Classe Q,

Podemos, então, escrever

eP'(e9) = etn+1)6/2 iR(0;n,j), se j é par
R(0;n,j), sejéiímpar

Os polinômios R podem ser representados de quatro formas diferentes.

i) Para n par e j par,
R(0;n,j) = —2i(A,;sen int +24; sen 222 ++ +34 jsenÊ);

ii) Para nº par e j ímpar,

R(6; n,j) = 2(A1;j sennz + 2A2j cos tao poe.

iii) Para nº ímpar e j par,
R(0;n, 3) = —2i(A,; sen DE 24, ; sen in. . +E2An ; sen De8);

iv) Para nº ímpar e j ímpar,

R(9;n,j)= 2(A,j cos nd + 24,; cosns ++ ED Any ;).
Logo,

e No caso ii) temos que R(n) = O;

e Nos casos i) e ili) temos que R(0) = O;

e No caso iii) temos que R(7) = O.

Agora, seja P(e*º) = u(0) + iv(0). Do Lema 4.1 temos que

n+1l ; sen O sen (n + 1)9u(o) = +) 2ní(cos6 — cos a)?2nícos 0 — cos a)

sen (1 — (—1)] cos(n + 1)0)
2n(cos9 ­— cos a)? |v(0) =
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.1 Classe Q,,

Portanto, v'(0) — iw'(0) = eºP'(e"). De (4.4) obtemos

sen º0(1 — (—1)* cos(n + 1)9)
2n(cos6 — cos a)?sen9 v(0) = >O

Esta desigualdade somente é atingida para valores de 9 tais que senô = O ou

v(9) = O. Como observamos no Lema 4.2, podemos obter algumas informações
2m+1)1/(n+1)) é um polinômio real parasobre os zeros de vu(9). Desde que P(e

0<m<n/2ejZ2m+1, então v(etCmt+UA/MntTl)) = OQ para os mesmos valores
m e j. Portanto, podemos concluir que, se n é par v(9) tem 3 zeros em [0,7] e,

n+1se n é ímpar, v(0) tem 2 zeros em [0,7].
O seguinte lema é uma conseqiiência de (4.7).

Lema 4.3. Suponhamos j ímpar.

i) Sen é ímpar, então existem (n — 1)/2 zeros de R(0) no intervalo (0,7).

ii) Se n é par, então R(n) = O e existem (n — 2)/2 zeros de R(0) no intervalo
(0,7).

Suponhamosj par. Então, R(0) = O. Além disso,

i) sen é ímpar, R(n) =0O e existem (n — 3) /2 zeros de R(0) no intervalo (O,m).

ii) sen é par existem (n — 2)/2 zeros de R(0) no intervalo (O,m).

Em todos os casos, os zeros de R juntamente com o ponto a = jn/(n+1),
onde v(a) = O e vía) £ O, separam os zeros de v.

Demonstração: Se considerarmos eºP'(e9) = v'(0)—iu'(0) = O, então v'(90) = O
e u(6) = O. Por outro lado, quando n e j são fixos para valores de a = DE,
tem­se

—iR(ÍS;n,j), se j é ímpar

i(1)/2R(Á5;n,j), se jé par
e“ P'(e'º) —

Desta última igualdade concluímos que e“ºP'(eº) é imaginário puro
para qualquer valor de j, pois o polinômio R(9) é um polinômio com valores reais
para valores reais da váriável 9. Isto implica que v'(9) = O.
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n,j)

Então, os zeros de e“ºP'(e"?) são os zeros de R(9) e, conseqiientemente,
são os zeros de v'(9). Ainda temos que a = & é zero de v' . Pelo Teorema de
Rolle, entre dois zeros consecutivos de v existe pelo menos um zero de v/. Assim,

os zeros de R(9) juntamente com o ponto a = 2 separam os zeros de v. =

4.2 Propriedades de P(z;n, j)

O seguinte resultado surpreendente é uma consequência imediata de (4.7).

Lema 4.4. Seja P(z) dado por (4.2). Então, se P'(eº) £ O,
e PU (ei) n+1
e +1/= <<.ne [Fen +) =

Demonstração: Derivando (4.7), obtemos

it R(0) + R(9), sejéiímpar
ie” P"(e) +ieº P'(e) — etn+1)0/2

—XD R(0) +iR'(0), se jé par

Substituindo e*+9%2R(9) por eººP'(e"º), a equação acima se torna

ineoP'(O) + R'(0)eM+D9%?, sejé impar
ie” P'(e&) + ie” P"(e) —

Dj P'(O) + iR(0)eMtI9%?, sejé par

Agora, dividindo esta equação por ie“P'(9), obtemos

(n+1) 4 Pr
2 ie P'(0)ieiº P"(e) se J é Ímpar

1+2 =
P'(9) (n+1) + EE no)

2 ie P'(0) , Sejé par

Usando novamente a igualdade e“ºP'(e9) = e'n+1)0/2ºR(9) e cancelando os termos
iguais desta última equação, chegaremos a

ie P"(e) imo — O se j é Ímpar
EP O | 6 caro( ) n+1) Fi Cd se j ê par2 R(9)
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n, j)

Como o polinômio R(09) é real, concluímos que

ie P"(89)](n+1)
2 O

se P'(e) £ O.Re +

Pelo Lema 4.5 podemos afirmar que a reta tangente à curva Iº : P(e“º)
com —m < 0 < mn, torna­se constante no sentido anti­horário, com 6 variando de

—n a nt. Esta conclusão segue do fato de que a taxa de variação do ângulo da
reta tangente dessas funções satisfaz

ô 9f(e) e”ff (e?)
39 “E “ao = Re 114+ ————­|. 4.12ef1+ Seo] 412

Para mostrarmos que a igualdade acima é válida, vamos considerar um

ramo simples de (logw) (ver a definição de logaritmo na seção 2.2.4), com a
seguinte representação

z = Log|w| +i arg w = Loglw| +iIlmw.

Desta forma,

o Of(e”) o io reias 1 Ô : 40pI ioag tmtos ( ET =>39m log(te* f'(e )) = Im log(te (6)
s —iofU eo) — esfe) s fef"(e)

Mas Im (iz) = Im(i(r +iy)) = Im(—y +ir) = x = Re(z). Portanto, a
taxa de variação do ângulo da reta tangente é dada pela igualdade (4.12), como
tínhamos afirmado.

A reta tangente não tem este comportamento nas cúspides, onde R(9) =
P'(eº) = 0 e a direção se inverte. Essas cúspides ocorrem em todos os zeros de
P'(z). Deste modo, se 6 é complexo e 9 Z TI então A arg[P(eº) — 6] < 2m, com
0 variando entre zeros consecutivos de v(9).

O Lema 4.5 vale para qualquer polinômio P(z) = >”?, axzº cujos coefi­
cientes satisfazem

(k —= Darn = (n = k)úGn­x (4.13)
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n,j)

(k — Daryi = —(n — k)âGnk,

para cada k tal que O0O<kE<n—­lea,Ã£oO.

Teorema 4.1. Para n=1,2,3,.. el <j<n, P(zn,j) E Q,.

Demonstração: Seja | = fu = P(eº) : 0 E [­m,m]) a imagem da circun­
ferência unitária através do polinômio P. Obviamente I' é uma curva no plano

complexo. Usando a fórmula (2.14) e escolhendo a origem, que é sempre interior
à curva ]º, o número de voltas de I” em torno de O é

dw 1 27 e? P'(eº)
=— [= ———do.no) 27i Jr w 2), P(e)

.: 2. ­ io p ioFazendo o desenvolvimento em série de Taylor da função E em torno de
zero obtemos

o pç)e” P'(e' :————— = 1 + potências positivas de e”.

Portanto,

n(0) =1. (4.15)

Seja 6 um número complexo, 6 ZT. Vamos mostrar que A arg[P(eº) — 6) < 27
quando A percorre o intervalo [—m, 7]. Por simetria, podemos supor que Im 6 > O.
Sejam, —m = /o < 0 =Y/1 <m<.<v=n, onde 1, Vvo,:­­, vv, são valores

de 6 em [0,7] e O = v(0) = Im P(eº). Sejam Ly os segmentos de reta unindo
8 a P(e"*). Para qualquer k E W, 1 <k < [, seja S, o ângulo de rotação

necessário para rotacionar Lr­1, sobre À, para Lx. Pelo Lema 4.2, segue que
SD i1Sk = 2m. Claramente A arg[P(eº) — 6] = S, + 2miuT, mi, E Z com 6
crescendo entre dois zeros consecutivos 1­1 e vv, de v(0). Pelo Lema 4.3, m, < O
pois A arg[P(eº) — 6] < > ,S, = 27 com 6 crescendo de —m a mn. Assim, à
variação total do ângulo da reta tangente com relação a I' é 2m. Portanto, T

pode dar no máximo uma volta em torno de qualquer ponto interior à curva e a

curva considerada é uma curva de Jordan. Por (4.15) e usando o Teorema 2.13,
concluímos que a mudança total no ângulo da reta tangente é também 27 e que
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n,j)

a orientação da curva é positiva. Usando o Teorema 2.2, podemos afirmar que P

assume cada ponto no interior de apenas uma única vez. Portanto, P(z;n,j) é
univalente. =

Algumas propriedades sobre a curva P(e“”) ficam agora evidentes.

(1) Sejamj ímpar, j=2m+1,m E N,eeºP'(e0) = eP+N9 PR(9:n,j) a reta
tangente à curva [.

a) se q = Cm + UT
+1

Logo, a reta tangente neste caso será horizontal.

, então e P'(ed) = —iR(0;n,j) é imaginário puro.

, logo efP'(69) = (—1)"R(9;n,j) é real e, então, a reta­ (2b) se à = 2
n+1l

tangente será vertical.

on — Cm +DTc) Im(P(e”)) = O quando 9 = AO
a é o valor que maximiza a Im(P(e“)).

LL 0<O<nredAhA=a, onde

(2) Para valores pares de j as regras para os múltiplos pares e ímpares de n/(n+1)
são intercalados.

Investigaremos, agora, como se comporta a curva perto das cúspides.
Lembremos que as cúspides são exatamente os pontos da curva E onde e“ P'/(e) =
O. Isto equivale a

P'(69) = e”“º(1'(0) — iu'(0)) =O. (4.16)

Obviamente a igualdade (4.16) ocorre se, e somente se, v'(6) = u'(0) = O,
pois e não se anula para 9 E [­m,m7]. Usando agora as formas explícitas de
u(9) e v(9), dadas através de (4.9) e (4.10), calculemos as derivadas v'(9) e u'(9):

1
1

—
— —u(0) = 2nícosô — cos o)? [­(n + 1) sen 0(cos0 — cos a)

—(—1)i sen (n + 1)9(cos (cos9 — cos a) + 2 sen ?O)
—(—1)º(n+1) cos(n + 1)0 sen (cos9 — cos a)]
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.2 Propriedades de P(z;n,j)

say
|2ní(cos 6 — cos a)3

+(n + 1)(—1)* sen6 sen (n + 1)9)(cos0 — cos a)
cos 9(1 — (—1)Í cos(n + 1)O)

+2sen?6(1— (—1)] cos(n + 1)6] .

Se u'(0) = O, então

sen 9(n + 1)(cos9 — cos a)(1 + (—1)? cos(n + 1)9) =
—(—1)? sen (n + 1)A(2 — cos* 0 — cos cos a),

o que implica em

2 — cos? 0 — cosa (1+ (—1)* cos(n + 1)9)
(n + 1) senO(cos9 — cosa) . —(—1)jsen(n+1)9

Usando, em (4.17), a igualdade trigonométrica

tan = 1—cosA sen À
2  senA  l+cosÃd'

obtemos

(n+1)9 A
tan

; 1] é ínpar
2—cosA—cosícosa 2

(4.18)
(n + 1) send(cosd — cosa) (n+1DO

| |

— cot 2
Surpreendentemente, se v'(0) = O obtemos o mesmo resultado de (4.18).

; Jépar

Usando agora (4.8) e considerando u'(9) £ O, temos

R(0;n,j), sejéiímpare”Pe) = (cos(n+1)9/2+isen(n+1)9/2)
iR(0;n,j), se j é par

Da igualdade acima obtemos v' e u/. Assim,

dv — cot(n + 1)90/2, j ímpar
du tan(n+1)06/2, jpar |

Isto implica que du/du < O perto das cúspides no primeiro quadrante e
duv/du > O no segundo quadrante.
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.3 Propriedades Extremas

4.3 Propriedades Extremas

Provaremos, primeiramente, que Q, é subconjunto do fecho convexo dos polinô­

mios P(z;n,m), m=1,...,n

Teorema 4.2. Se qn(z Sai E Q,, eristem am > 0, m = 1,2,...,n com
k=1

> am= 1 tais que qn(z =amP(z;n,m). Outrossim,
m=1l m=l

e se q, € QI, então am, = O para valores pares de m.

e seg, E Qx, então ar = O para valores ímpares de m.

Demonstração: Suponhamos q, E QF e definamos a, = O quando m é par e

Am = Im[P(eimr/(n+1), n, m)) quando m e impar.

=X enPGsnm=D (ant) o Dn
k=1 Nm=1

Primeiramente, precisamos mostrar que, para 0, = Tl onde k é ímpar,n

Im[9(e“*) — qn(e*%)]= 0. (4.19)

De fato,

Im[9(e*) — qn(e**]] = ImlD anP(e*%;n,m) — qn(e*)]

S amIm[P(e*;n,m)] — Im[gn(e*)].
Nesta última equação, tirando o k­ésimo termo da primeira soma e subs­

tituindo o valor de a,, teremos
­

ix. Im[qgn(e“*%)] idx. ixSs amIm[P(e**;n,m)] + Im[P(etr;n, k)] Im[P(e”“*;n,k)] — Img, (e**)]
m=1l
mk

=­> amIm[P(e%*;n,m)].
MZ
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.3 Propriedades Extremas

Desde que a, = O para m par, na soma acima teremos apenas os termos

para m ímpar. Mas, pelo Lema 4.2, P(e"**;n, m) é real quando k e m são ímpares.
Portanto, Im[P(e"*;n,m)] = O quando k £z mel<m<n Logo, (4.19) é
verdadeiro.

Assim, pelas equações (4.3), (4.13) e (4.14), sabemos que (k + 1)azn1 =
(n — k)an­x € (k+1)Akg4im = (1 — k)An­km para m ímpar. Por (4.19) e proce­
dendo como na obtenção de (4.8), podemos mostrar que

d : :

agumla(e”) — ane] =0, (4.20)

quando 6 = PAD, Para este propósito, basta derivar os polinômios g e q, com
relação a 0 e a equação anterior se torna

n

y” amIm[ie* P'(e;n, m)] + Im[ieºg', (e). (4.21)
m=l

Usando as propriedades dos coeficientes de q, chegaremos a uma derivada

parecida com a de P em (4.8). Substituindo 95, da mesma forma como definido
acima, em (4.21) concluímos que (4.20) é verdadeira.

Contudo,
n

Im[9(e) — qn(&)] = S br — ax) sen kdrn 1(coso),
k=1

onde r,; é um polinômio de grau (n—1). Além disso, (4.19) e (4.20) implicam que
Tn=1(x) tem n/2 ou (n + 1)/2 zeros duplos em —1 <r <1. Consequentemente,
pelo Teorema Fundamental da Álgebra, r.1 = 0. Assim, mostramos que by =
ar, k=1,2,...,n. Agora, escrevendo o polinômio g(2) como definido acima, e
utilizando a representação de P dado em (4.2), temos a igualdade

g(z) aa P(z;n,1) + ao P(z;n,2) +­­­ +anP(z;n,n)
(1 + +an)ie+­c+açzo

SIR br2º.
Desta igualdade obtemos a seguinte relação entre os coeficientes de qn (z)

SD an=h=a1=1
m=l

54

PV
AVAVAV

3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.3 Propriedades Extremas

Corolário 4.1. Se q, E Qn, então

O < Im[q, (er/M+D)Y] < Im[P(emr/MT):n,m), (4.22)

onde m é ímpar se q, E QF em é par se qn E Qu. A igualdade é atingida quando
qdn(2) = P(z;n,m).

Demonstração: Suponhamos que q, E Qj e definimos am = O se m é par e

n Im[P(eimr/(n+);n, m)|

se m é ímpar.

Então, a” > 0 e XY” amn=l Portanto, O < ar < 1, o que implicam=1l

que O < Imj/qg, (ePr/M+DY] < Im[P(eimr/Mt):;n,m)]. À igualdade só é atingida
quando am = 1 onde teremos qgn(2) = P(z;n,m). =

Usando o Teorema 4.2 é fácil mostrar que se qn(2) = z + XY ,ax2º os
valores máximos e mínimos de ax para q, E Q) e q, E Q7 serão atingidos por
um dos polinômios P(z;n,j). Vamos agora determinar para qual valor de j |Ax,;|
é máximo.

Lema 4.5. Sejamj e k inteiros com 1 <k,j <n. Então,

senkjin/(n + 3 < senkn/(n + 1)senjim/(n +1) |” senn/(n+1)
Além disso, sen é ímpar e ] é por,

senkin/(n+1) | < Isen2kn/(n +1)|senjnm/(n +1) sen2m/(n+1)

Demonstração: Podemos escrever

(k+1D)jm ia aaA RAL ­| seni ( n+1 =| sen————sen ..
e, analogamente,

(n—j)krsen —— ——— | = | sen
n+1l

k(j +1)T
n+1
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.3 Propriedades Extremas

Das igualdades acima, podemos supor que k < (n+1)/2e j < (n+1)/2.
Independentemente dessas restrições sobre k e j, sempre existem números

inteiros L e m, com O < 1 < — D tais que kj = mín + 1) +!. De fato, vamos

considerar o conjunto de pontos & = (0, (n+1), 2(n+1),..., mín +1),...) que
particionam a semi­reta positiva em intervalos de comprimento (n+1). Portanto,
qualquer número inteiro, inclusive kj, se encontra a uma distância no máximo

| Ir

n+1l1

k(n +1)/2 até o ponto mais próximo do conjunto «. Então, " — = mmT
o que implica em

kim Es
sen = senInT cos + sen

n+1 n+1

Portanto,
kjm Im

sen = sen :

n+1l n+1l

Provaremos (4.23) para vários casos possíveis de 7. Se j > [, desde que a função
seno é crescente em [0, Z], então

JT
>

.sen 1? sen q

Além disso, senr é par em relação a 7/2. Portanto,
k :

sen 4 > sen J”
n+1l n+1l

quando 1 < k < n. Isto prova que (4.23) vale paraj> |.
Seja agora j ínpar com L <j < nl. Vamos utilizar o fato de que

sen (2p + 1)
sen O (4.25)

Pp

1+23  cos2mô =
m=l

lConsiderando que 07 = Tr < — TD = 02, vemos que cos 2mê, > cos 2mô,
n+17 j(n+1)

quando j = 2p+1,p>m. Então,

n/2>In/(n+1)>2pln/[j(n+1)) > 2mln/[j(n +1)] > 2ma/(n+1) >O.

senj 0, < senj7
senôga “ send

Portanto, (4.25) implica que e, por isso,

sentn/(n+1) senltn/j(n+1) < senkm/(n + 1)
sen jn/(n +1) sennt/(n+1) “ senn/(n+1)'

<
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Uma Classe de Polinômios Univalentes 4.3 Propriedades Extremas

A última desigualdade segue do fato que (n +1)/2>k>1/j. Assim,
(4.23) fica demonstrado para j ímpar.

Se n e j são pares, teremos

sen kjn/(n +1) sen k(n + 1nosen jm/(n +1) sen (n +1—j)n/(n+1)

e (4.23) segue da mesma forma que a prova anterior, pois n + 1 — j é ímpar.
Se n é ímpar e j é par, (4.23) seguirá de (4.24), pois

sen2kn/(n+1)| |senkm/(n+1)||coskn/(n+ > < senkm /(n +1)sen 27/(n +1) senm/(n+1) || cosn/(n+1) senmt/(n+1)
A desigualdade (4.24) pode ser provada por indução. Paran = 1a

desigualdade (4.24) é verdadeira. Se (4.24) vale para todos os valores, menos n,
devemos substituir n + 1 por (n+1)/2 e j por j/2 e aplicarmos (4.23) para obter
(4.24).

Teorema 4.3. Seja qn(20) =X" ,axzt E Qn. Então,
n— k+1 senkn/(n+1)

n senmt/(n+1)lax| < (4.26)

se qn E QL. Se qn E Q?, então ax, satisfaz à desigualdade
n — k+1|sen2kn/(n +1)|

n sen2m/(n+1)lax| < (4.27)

Além disso, a igualdade em (4.26) é atingida para os coeficientes dos polinômios
P(z;n,1) e P(z;n,n) e, em (4.27), para os coeficientes do polinômio P(z;n,2).

Demonstração: Como na demonstração do Teorema 4.2, pelo Lema 4.5 teremos
n

ar = d Am Ã£m
m=1l

tal que
n

lax| < max Arm] om max Arm = | Aral
m=

Para q, E Ql a desigualdade é atingida para P(z;n,1) e P(z;n,n). Se q, € Q?
então j é par e a = O para m ímpar. Por isso, pelo Lema 4.5,

n

lar] < max [Arml Dam = [Aral.
m=1l

A desigualdade é atingida por P(z;n,2).
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Capítulo 5

Problemas Extremos

Vamos elaborar, neste capítulo, alguns problemas extremos sobre os polinômios

e resultados que foram estudados no Capítulo 4

5.1. Os polinômios com maior área

Inicialmente, vamos considerar o primeiro problema formulado na introdução.

A saber, provaremos o Teorema 1.2. Nesta sequência, precisamos estabelecer

alguns resultados técnicos preliminares com respeito ao comportamento da se­

qiiência dada em (1.6). Começaremos com um lema simples, cuja demonstração
é intuitivamente clara.

Lema 5.1. Seja ó uma partição da reta real, isto é ód:=(ka : kEZ), a E R.
Se I = (r,s) e J = (t,yu) são dois intervalos da reta real com a propriedade
(u—t)—(s—­r)>ma, então J contém pelo menos m — 1 pontos da partição O
a mais que o intervalo 1.

Demonstração: Sem perda de generalidade, suponhamos que I contém ! pontos

da partição ó na semi­reta positiva, começando do ponto a. Isto significa que

O0O<s<al<r<al't<r<(l+1)a. Suponhamos, novamente sem perda
de generalidade, que o ponto limite à esquerda de J está no mesmo intervalo

determinado por ó, assim como o limite de 7. Isto significa que O <t <a. Então,
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Problemas Extremos 5.1 Os polinômios com maior área

como (u — t) — (s — r) > ma obtemos

u>t+(s­r)+ma>(lI­l»>3t+ma=(lI+m—l)a.

Isto mostra que J deverá conter pelo menos | + m — 1 pontos da partição a. À

Nosso próximo resultado diz respeito ao comportamento da seqiiência S,

mencionada em (1.6).

Lema 5.2. Seja a sequência Sr, definida por

*, senºkn/(n+1)Sa=>" x
k=1

Então, Sr, é convergente e
T 2lim S, =5S =) Sr dr 1.21883.

oNnA+0o zZ

Além disso, Sn < S para todo n E IN.

Demonstração: Escrevemos 5, da forma

We nT sen?ºkr/(n+1)NE 2741 kn/(n+1)
k=1

Considere a função
2

sen “r

T

que é contínua e possui derivada contínua até ordem dois inclusive. Ob­

serve que S, é uma soma de Riemann para a integral
T 2

sen “r
dr

" pe”

para a partição kn/(n +1), k=0,...,n, onde os pontos em que o integrando é
avaliado são os limites à direita ou à esquerda dos subintervalos dessa partição.

Assim, como já mencionamos, o integrando é uma função contínua e, portanto,

integrável. À soma de Riemann converge para a integral porque o comprimento do

maior intervalo das partições é 1/(n + 1) e tende a zero. Vale a pena mencionar
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Problemas Extremos 5.1 Os polinômios com maior área

que f(x) não é integrável em funções transcedentais, mas somente através de
­ ­ . . e DOfunções como a função integral cosseno definida por Ci(x) = f* cost/tdt. O

valor da integral foi calculado pelo software "Mathematica"e é dado por
T 2" “ x de = a + log(27) — Ci(2n)) == 1.21883, (5.2)

fo)

onde y = .577216 é a constante de Euler. À demonstração das desigualdades
Sn < S requer muito mais esforço. Observe primeiro que, de fato, a soma em

discussão pode ser interpretada como uma aproximação da integral acima através

da regra de quadratura trapezoidal composta. Essa fórmula de quadratura para

o cálculo de F(x) em [a,b] é dada por

f Fa " eg ros Pl MO­0/(n+ 1) + FO)
Qrn+1(F; (0, T)).

Se F E Cº a, b], então existe um ponto n E (a,b) tal que o erro é dado

(ba)?9
=a

Aplicando a última fórmula para F(x) = f(x) = senºr/x obtemos exa­
tamente

78

5 ón= 12(n+1) ff").

Contudo,

1+ (27º — 1) cos 21 — 2x sen2r
­

fis) =

que se anula em zero e em 7 e, também, em alguns pontos de (0,7). Usando
alguns cálculos básicos devemos provar que existe uma única raiz xo da equação
f(x) = O no intervalo (0, 7). O método de Newton foi usado e obtivemos que esta
raiz é aproximadamente 2.0427869428066585. Repetindo um tipo semelhante de

análise podemos provar que

— —3+3(1— 2x?) cos 2x + 27(3 — 2x?) sen 2x
=

­
ff (x)
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Problemas Extremos 5.1 Os polinômios com maior área

muda de sinal duas vezes em (0, 1) e o segundo zero será £3 & 2.852574845813496.
No início do intervalo, f” é negativa, passando a positiva e, depois de £3 até
n, esta função torna­se negativa de novo. Então, f"(x) decresce de zero a um
certo valor negativo, depois cresce até anular­se em x69 & 2.0427869428066585
e continua a crescer até atingir seu valor máximo absoluto em [0,7] em £3 =
2.852574845813496 e este valor é f"(6&3) = 0.728506. Os dois zeros de f"(6) =
—0.728506 são £7 = 0.390028 e £, = 1.59046 e esses, obviamente, pertencem à

região onde f"(x) < O. Assim, f(x) < —0.728506 para x E (0.390028, 1.59046).

Gráfico de f” em [0,7]

Agora, aplicaremos o lema anterior para os intervalos 1 = [to,mT] e
J = [61,62], com m=2e a=n/(n+1). Concluímos que, sempre que n é sufi­
cientemente grande de modo que (£2 — &4) — (x — ro) = 0.10162949192696535 >
27/(n+1), o intervalo [£1,£2] contém pelo menos um ponto à mais da partição
kn/(n+1), k=0,...,n+1, que o intervalo J = [ro,7]. Mais precisamente, a
afirmação acima vale sempre que nº > 60. No que segue, até o final desta demon­

stração, vamos supor que nº > 60, Chegamos, então, à conclusão de que existem
índices k,1, ka e k3 tais que as seguintes afirmações valem simultaneamente:

e fg =khn/(n+1), &E=kn/(n+1) e E&=ksn/(n4+1);
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Problemas Extremos 5.1 Os polinômios com maior área

e 8 GE2T­bs
ef<&ã, E<& e E<SE

Logo, aplicamos a fórmula para o erro nos intervalos [0,81], [£1,€],
[£5, 5] e [€5, Tm] nesta ordem, e obtemos

f =xSS, dr — Qrn+1(f;[0,7])(Sem o Ora(Sros)
1

1

f sen º7 dz — Qqra­ka (S;[81,82))

3 senºr

+

dr — Qt.ka­ka(S; (82, E3]) )[=
kiSE dr Qrainn (E [EL7])Ep(ma) + É(EE)sí O)E ­—. E ka)?o:

B(n+12k)?af'(14),
onde m E (0,85), 1º E (61,85), 13 E (85,65), Ta E (&,m). Assim, devido ao
comportamento de f"(x) e da escolha dos pontos é&, = kn/(n+1), k=1,2,3,
o último termo é negativo e os três primeiros termos na última expressão são

positivas. Considere a soma do segundo e quarto termos :

& n— &)Nm 2 =)e É (112) — ( 3) (ma)
78

“(n+1) (ka — ki)" (12) + (n+1— ka) f"(1)).
Devido à escolha dos pontos k;, as seguintes propriedades valem:

e kh ­kh>n+l—­kze

e f'(n) <—0.728506 para n E (E1,85) e f"(n) < 0.728506 para n E (£&,7).
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Problemas Extremos 5.1 Os polinômios com maior área

Estas propriedades indicam imediatamente que a expressão entre chaves

é negativa. Portanto,

(84 —0)*o)? ” (6­8)& "
(& E): ” (1 — E)? ': [6ki)?a) Mo) FIZ ka) no) > O

e, então, S, < S para todo n > 60.
Cálculos numéricos mostram que essas desigualdades valem também para

os primeiros 59 números naturais. =

Lema 5.3. Seja a sequência 5, definida por

sen º2kn/(n + 1)

Então, Sr, é convergente e

. ­

T 2lim 8, =8:= [SE 155718.
n—0o o T

Além disso, 5, < 8 para todo n E IN.

Vamos utilizar os resultados desses dois lemas na próxima seção. À

demonstração do último lema é muito trabalhosa e foge ao contexto deste tra­
balho. Por isso vamos omití­la.

Demonstração do Teorema 1.2

Seja qn(z) = 72 ,ax2* um polinômio de grau n de Q,. Sabemos, da
análise complexa, que a área da região cercada pela imagem do polinômio qn (e)
é dada por

, 2 2 a ai a?A(4.) = [/Iaa) desrfd+D+S+..+E). (5.4)
Primeiramente, vamos resolver o problema da maior área para os polinô­

mios q, € Ql. Depois, para os polinômios q, E Q?.
Precisamos encontrar o polinômio q, E Qi cuja área, isto é, a área da

imagem de D através de q,(e“*º), é a maior possível. Em outras palavras, temos
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Problemas Extremos 5.1 Os polinômios com maior área

que determinar o polinômio da classe Q! com a seguinte propriedade extrema:

maxfA(qn) : qn EQ) =: A(Q1) (5.5)

e também encontrar o valor exato de A(Q!). Para este propósito, utilizaremos as
desigualdades (4.26) na fórmula dada em (5.4). Então, para qualquer q, E Q1,
temos

T AR (n=k+1)º à, kr
< — ., :Alqn) < nº sen?E, 2 k sen (n+1) (5.6)

Além disso, as desigualdades (5.6) se tornam igualdades simultaneamente
se, e somente se, q, = P(z;n,1) e q = P(z;n,n).

Calculando a soma dada em (5.6) obtemos,

LR
ZU

2(n a) sen? km
n

= (n+1)ºS, —­2(n+1)

=(n+1)? (s.­3) '
Assim, a maior área, entre todas as áreas das imagens do disco unitário,

2

através de polinômios de Q! é dada por

A(QL) = max A(qgn) = A(P(z;n,1)) = A(P(z;n,n)) = T(n+1)?
qnEQL nº sen? —

As propriedades da sequência S,, estabelecidas no Lema 5.2, garantem

A(Qn) <
7T(n+1)? (s2 21.nº sen n+1º

Além disso, como
. send

lim =|,
9—0
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Problemas Extremos 5.1 Os polinômios com maior área

T (30 +log(2n) — Ci(2n)) — i)n—oo nº sen? —
1

:

327 É + log(27n) — Ci(2n) — )
0.149232.

O comportamento de max(A(gn) : qn E Q1) é semelhante a (n +1)º à
medida que nº — oco.

Logo, as soluções para o problema dado em (5.5) são os seguintes poli­
nômios:

e P(z;in,1) e P(z;n,n), se n é par.

e P(z;n,n), se n é ímpar.

Vamos considerar o mesmo problema para a classe Q?, Determinaremos
o polinômio desta classe que será a solução do problema

max A(qn) = A(Q). (5.7)

Usando a desigualdade (4.27), obtemos

T > (n—=k+1)
A(qn) < ?

: :(qn) nº senº27/(n +1) 2. k sen 2kn/(n+1) 6.8)

Essa desigualdade é válida para qualquer q, € Q?.
Calculando a soma dada em (5.8), obtemos

cs (n—k+1)2º à, 2kr
sen

(n+1)

2kmSm IA) — 2(n +1)Do sen?
n+1 (n+1)º

2 + 4

(n+1)

— 2(n +1)
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Problemas Extremos 5.1 Os polinômios com maior área

Assim, a maior área, entre todas as áreas das imagens do disco unitário,

através de polinômios de Q?, é dada por

z 1º (x 3Á(Q2) = max Alao) = A(P(ein,2)) = 2X (2).2 227.qnEQQ nº sen *q 4
As propriedades da sequência 5, do Lema 5.2 garantem que

A(Q) < Tn+Iº (5­3) :—n, 227.nº sen *q 4
Vamos usar os resultados que foram dados no Lema 5.3 para a sequência

S, dada em (1.7) À soma em (5.8) se comporta de forma semelhante à soma em
(5.5). Mais precisamente, temos

im ÁD 2 mm (30 +lostam) — citam) — 3)n—oo (n+1)? n—oo nº sen?2X (2 4
n+l

1 .: 3rc G + log(47) — Ci(47) — 2)
0.0642332.

O comportamento de maxfA(qgr) : q, E Qº) é semelhante a (n +1)º à
medida que n — oo. À solução para o problema (5.7) é o seguinte polinômio:

e P(z;n,2), se n é ímpar.
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Problemas Extremos 5.2 Menor Raio

5.2 Menor Raio

Nesta seção, provaremos o Teorema 1.3 e o Corolário 1.1.

Demonstração do Teorema 1.3.

Primeiramente, vamos considerar a classe Q*+. Pelo Lema 4.1 temos
n+1l

2n (cosrx — cos((2) + 1)1n/(n +1)))
—(n+1)

[erESIE:

—(n+1)
2 Ci+T'4n cos AmT

P(­1;n,2j+1) =

Desde que a seqiiência

(n+1) :

n—1l
ID 0,
4n cos? re SLNO DEIP(1;n,2j +1)| =

é crescente, então |P(—1;n,1)| é o menor termo desta sequência.

Portanto,

n+1lR(Q) < IPCIin, DI = ED,
2(n+1)

Para a classe Q, obtemos
n+1l

2n (cosrt — cos(2jn/(n + 1)))
—(n+1)

2n(1 + cos 2)
—(n+1)

2 in4n cos —
Como a seqiência

|IP(—1;n,2j)| =

é crescente, então |P(—1;n,2)| é seu menor termo.
Portanto,

R(Q5) < |P(1;n,2)| = ED=

2 2m*4n cos ——
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Problemas Extremos 5.2 Menor Raio

Desde que Q* e Q7 são subclasses de Ur, então

n+l)Rn) < R(Q7)< 4n cos? NmED
Por outro lado, pelo Teorema 1/4 de Koebe, obviamente

R(Un) > 1/4. (5.10)

Assim, a afirmação do Corolário 1.1 é consequência imediata de (5.9), (5.10) e do
Teorema do Confronto.

Como mencionamos na introdução não foi possível determinar os ínfimos

R(Qn) para todo número natural n. Entretanto, nossos esforços nesta direção e
o trabalho computacional feito, indicam que o seguinte comportamento provavel­
mente ocorra.

Conjectura 5.1. Seja n E IN. Então,

I)
(n + 2

4n cos?AQ) = inf, inf(lan(9)I)=qn EQ7 I21= 2RTD)
(5.11)

Além disso, o ínfimo em (5.11) é atingido somente nos seguintes casos:

i) para qn(2) = P(z;n,1) e no ponto z = —1, quando n é par.

ii) para qn(2) = P(z;n,1) e nos pontos 27 e 22 mais próximos a —l, onde
P'(1) = P'(29) = O (cúspides), quando nº é ímpar.

iii) qn(2) = P(z;n,n) e nos pontos 27 e 22 mais prórimos a 1, onde
P'(11) = P'(23) = O (cúspides), quando nº é ímpar.

R(Q)= inf inf flan()I) = 2X 5.12
qnEQz lzl= 4n cos? E ( )

n+1

Além disso, o ínfimo em (5.12) é atingido somente nos seguintes casos:

i) para qn(2) = P(z;n,n) e no ponto z = 1, quando n. é par.

ii) para qn(2) = P(z;n,2) e no ponto z = —1, quando nº é ímpar.
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Problemas Extremos 5.2 Menor Raio

iii) para q,(2) = P(z;n,n— 1) e no ponto z = 1, quando n. é ímpar.

Os seguintes gráficos mostram as imagens da circunferência unitária

através dos polinômios P(z;n,j) para n=4 e n=5. A região, onde o menor raio é
atingido, está destacada apenas nas imagens dos polinômios que conjecturamos
como sendo os extremos para o problema de menor raio.

Classe Qi

­ 0.6 OQ A 0.3

Imagem de D através de P(z;4,1). Região destacada da imagem ao lado.

Imagem de D através de P(2;4,3)

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Problemas Extremos 5.2 Menor Raio

Classe Q,

Imagem de D através de P(2;4,2)

Imagem de D através de P(2;4,4). Região destacada da imagem ao lado.

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Problemas Extremos 5.2 Menor Raio

Classe Qj

Região destacada da imagem ao lado.

Imagem de D através de P(2;5,3)

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



Problemas Extremos 5.2 Menor Raio

Imagem de D através de P(2;5,5). Região destacada da imagem ao lado.

Imagem de D através de P(2;5,2). Região destacada da imagem ao lado.
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Problemas Extremos 5.3 Desigualdade sobre os zeros dos polinômios em Q,,

Imagem de D através de P(2;5,4). Região destacada da imagem ao lado.

5.3 Desigualdade sobre os zeros dos polinômios

em OQ,

Demonstração do Teorema 1.4

Considerando p,(z) com representação dada no teorema e os seus zeros
não nulos 21,22, ..., Zn—1, VAmoOS escrever este polinômio da seguinte forma

Pníe) = z(1+azº +: +anzt) (5.13)

Usando a fórmula de Vieta, que relaciona os zeros de um polinômio com seus
coeficientes, obtemos

1
EXEEESC ANE —=— |.

An,

Desde que, pelo resultado de Dieudoneé, |an| < 1/n, a igualdade acima torna­se
a seguinte desigualdade,

la. ... ni >

Assim, verifica­se a desigualdade em (1.23) para toda função em U,.
Além disso, podemos afirmar que, para algum k, |2,] > nU/("!, Calculemos,
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Problemas Extremos 5.3 Desigualdade sobre os zeros dos polinômios em Q,

agora, a derivada de pr (2):

(2) 1 +20 +. +(n— 1)an12? + a!

nan(z — &)(2 — &): (2 En). (5.15)

Considerando os zeros de p'(2) como £1,***, &n—1, de forma análoga cal­
culamos o seguinte produto,

1 1l&cgal= |] =
nar| mnlanh

Pelo mesmo motivo da desigualdade anterior, concluímos que

61­21

Este fato implica que, para algum k, |6,| > 1.

Demonstração do Teorema 1.5

Analogamente ao teorema anterior, obtemos a seguinte soma:

An—1 — lana |
An lan |la ++ ls —

Para os polinômios em Q, o último coeficiente satisfaz Jan] = 1/n. Substituindo
este valor e usando as desiguadades (4.26) e (4.27) do Teorema 4.3, obtemos

4 cos —E , seg, E QL
n+1l

la + c+aanal< : (5.16)
27

4
n

2
cos seq, E Q

Para a soma dos inversos de 21,:­­,2n­1, vamos considerar o seguinte
polinômio

Z"Dn(1/2) = O+ag"º+: c+ançzt+o,

Jul):
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Problemas Extremos 5.3 Desigualdade sobre os zeros dos polinômios em Q,,

Assim,

(n—1) co TSs , seg,E QL
—+—+ + < . (5.17)
a = n­1 (n—1) 27

2 cos
;

n n+1l
se q, € Q?

Para a soma de 61,62,***,Én—1, consideraremos p'(z) dado em (5.15) e
usando o mesmo procedimento para obtenção de (5.16) obteremos

| +f6o+ +mais |­E = Dani | ln = Danalnan lan

Para os polinômios em Q, o último coeficiente satisfaz Jan] = 1/n. Substituindo
este valor e usando as desiguadades (4.26) e (4.27) do Teorema 4.3, obtemos

4(n — 1) 1

­ cos se qn E Q;,
la++| < : (5.18)

4(n — 1) 27
2

" cos se q, E Qi

Para a soma dos inversos de 67, 62,***, án—1, consideraremos

2” In(1/2) = 27 +22? + +(n+1D)açaz+na,

& £ En­1 |

Com raciocínio análogo ao das somas anteriores, teremos

n—1laf ) cos
;

1 1 1 n n+1l
+= +e+ <

4 cos ;n n+l

se qn E Qj
(5.19)

se q, E Q2

Os polinômios que atingem a iguadade em (5.16), (5.17), (5.18) e (5.19)
São:

e P(z;n,1) e P(z;n,n), seg, E QL,

e P(z;n,2), se q, E Q2.
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Problemas Extremos 5.3 Desigualdade sobre os zeros dos polinômios em Qr

Vamos mostrar alguns gráficos de zeros dos polinômios P e suas derivadas.

Nesses gráficos podemos observar como os zeros se distribuem no plano complexo.

Disposição dos zeros de P(2;10,1). Disposição dos zeros de P(2;20,20).

Disposição dos zeros de P(2;31,2). Disposição dos zeros de P(2;41,41).
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Problemas Extremos 5.3 Desigualdade sobre os zeros dos polinômios em Q,,

Disposição dos zeros de P'/(2; 10,1). Disposição dos zeros de P'(2; 20,20).

Disposição dos zeros de P'(2;31,2). Disposição dos zeros de P'(2; 41,41).
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