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Resumo

Neste trabalho, estudaremos o mapeamento Logistic-Gauss. Nosso objetivo é investigar o
espaço de parâmetros, que considera a variação de dois parâmetros de controle, enquanto
um terceiro parâmetro permanece constante. Nossa intenção é estudar as chamadas curvas
extremas. Tais curvas mostram como se dá a organização no espaço de parâmetros de estru-
turas CSPs (conjuntos complexos de periodicidade), que são estruturas de periodicidade
imersas em caos. Essas estruturas têm o corpo principal contendo curvas superestáveis,
que correspondem a curvas onde o expoente de Lyapunov tende a menos infinito. É im-
portante enfatizar que o cruzamento de duas curvas extremas sempre ocorre em regiões
periódicas. Ao aumentar o valor do terceiro parâmetro de controle, observamos o surgi-
mento de estruturas periódicas com alta estabilidade. Mostramos também a existência de
algumas curvas cíclicas superestáveis e extremas. Investigamos o espaço de parâmetros,
as curvas extremas e superestáveis, explorando o diagrama de bifurcação, analisando o
mapa de retorno e tentando entender a fundo o que acontece com tais sistemas, para isso
utilizaremos ferramentas como o expoente de Lyapunov para caracterizar as órbitas.

Palavras-chave: caos, dinâmica não linear, mapeamentos, sistemas dissipativos.



Abstract

In this work, we study the Logistic-Gauss mapping. Our objective is to investigate the
parameter space, which considers the variation of two control parameters, while a third
parameter remains constant. Our intention is to study the so-called extreme curves. Such
curves show how CSPs (complex sets of periodicities) are organized in the parameter space,
which are periodic structures immersed in chaos. These structures have the main body
containing superstable curves, which correspond to curves where the Lyapunov exponent
tends to minus infinity. It is important to emphasize that the intersection of two extreme
curves always occurs in periodic regions. By increasing the value of the third control
parameter, we observed the emergence of periodic structures with high stability. We also
show the existence of some superstable and extreme cyclic curves. We will investigate
the parameter space, extreme and superstable curves, exploring the bifurcation diagram,
analyzing the return map and trying to understand in depth what happens with such
systems, for this we will use tools such as the Lyapunov exponent to characterize the
orbits.

Keywords: chaos, nonlinear dynamics, mappings, dissipative systems.
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INTRODUÇÃO

Diversos estudos sobre sistemas dinâmicos são e foram feitos ao longo dos anos, alguns

registros datam dos séculos XV e XVI, e estão ligados à mecânica celeste, entretanto, a

modelagem matemática de um sistema evoluindo no tempo teve um progresso significativo

com Isaac Newton e a descoberta das leis de movimentos. No campo da física, sistemas

dinâmicos são descritos como uma "partícula ou conjunto de partículas", cujo estado varia

ao longo do tempo, ou seja, são sistemas que obedecem a equações diferenciais envolvendo

derivadas de tempo, e são utilizados para modelar e fazer previsões de sistemas físicos,

biológicos, financeiros, entre outros, [1, 2, 3, 4].

Com o avanço da ciência ao longo do tempo, a busca pela compreensão de alguns

fenômenos da natureza aumentou. Com este avanço tornou-se possível prever fenômenos

que ocorrerão em um futuro próximo, ou ainda, resgatar eventos ocorridos no passado

através de dados colhidos no presente. Nas décadas de 1970 e 1980, o meteorologista

americano Edward Lorenz realizou estudos e experimentos relacionados à Teoria do Caos, o

que ajudou no desenvolvimento de áreas como meteorologia, geologia e biologia. Utilizando

um computador primitivo e um conjunto simples de equações que visavam a modelagem

atmosférica, Lorenz esboçou os contornos de um dos primeiros reconhecidos atratores

caóticos. Foi Lorenz também quem verificou a sensível dependência nas condições iniciais

em sistemas dessa natureza. Após realizar seus estudos e experimentos computacionais,

Lorenz obteve algumas conclusões, que resultaram no famoso efeito borboleta, o qual deu

10



origem à famosa frase: "O bater de asas de uma borboleta no Brasil causaria um tornado

em Texas?"[5]

Desde então, a Teoria do Caos tem sido usada para dar explicações nos campos da

física, matemática, biologia, medicina, economia, astronomia dentre diversas outras áreas

[6].

Nos últimos anos, os sistemas dinâmicos tiveram vários avanços [7, 8, 9]. Em parte,

o sucesso desta área está ligado ao avanço do poder computacional. Nos dias atuais, é

possível simular alguns sistemas dinâmicos, que no passado eram muito difíceis de lidar. A

teoria dos sistemas dinâmicos pode ser aplicada para descrever diversos tipos de problemas

dos nossos dias, como fenômenos meteorológicos [10, 11], crescimento populacional [12],

variações no mercado financeiro, entre outras aplicações [13, 14, 15].

Sistemas dinâmicos dissipativos tem atraído bastante atenção dos pesquisadores ao

longo dos últimos anos [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]. Dissipações nestes sistemas podem ser

introduzidas através de atrito, arrasto viscoso, colisões inelásticas, entre outros [17, 18].

Como exemplo, estudaremos alguns mapeamentos, que nada mais são do que sistemas

discretos no tempo, o mais popular é o mapa logístico, que é usado para descrever a

dinâmica de populações [17].

Quando trabalhamos com sistemas dissipativos, podemos, por exemplo, caracterizar

crises de fronteira, duplicações de período e muitos outros fenômenos que levam ao sur-

gimento de caos. Uma importante ferramenta que é utilizada para caracterizar caos e

estruturas periódicas é o expoente de Lyapunov [23, 24, 17, 25]. Com o expoente de Lya-

punov podemos variar dois parâmetros de controle do sistema e dessa forma obter o espaço

de parâmetros, que mostra onde estão as estruturas periódicas. Com isso, podemos ver os

famosos shrimps (estruturas periódicas imersas em mares caóticos). Como foi mostrado

na Ref. [16], foi possível mostrar, para sistemas unidimensionais, como é a organização

destes shrimps quando obtemos as chamadas órbitas extremas e curvas extremas.

Um comportamento típico no espaço de parâmetro são as janelas de periodicidade,

onde as primeiras evidências de estudos referentes à janelas de periodicidade surgiram

por volta dos anos 60 com o matemático russo Arnold. No artigo de Arnold, foi possível
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observar como essas janelas periódicas são interessantes e organizadas quando tratamos de

sistemas dinâmicos não lineares. Algumas estruturas tinham nomes específicos, de acordo

com cada estudioso. Na década de 1980, por exemplo, a estrutura estudada por Fraser

e Kapral foi denominada anzol [26], porém, hoje em dia tal estrutura é conhecida como

camarão ou área de encruzilhada. Neste trabalho, adotaremos a nomenclatura adotada em

[27], ou seja, chamaremos qualquer estrutura periódica imersa em caos de CSP (conjunto

complexo de periodicidade).

Para estudar a organização desses CSPs, usaremos curvas extremas e superestáveis,

pois através das intersecções das curvas extremas é possível obter informações sobre a

dinâmica do sistema. Também podemos determinar o período da estrutura onde ocorreu

tal cruzamento. As curvas superestáveis são obtidas quando o expoente de Lyapunov tende

a −∞ e, para saber como estas se organizarão no espaço de parâmetros, estudaremos a

intersecção das extremas [16].

No capítulo 1, o intuito é explanar o mapa Logístico e suas principais características,

evidenciando suas propriedades, tais como pontos fixos, análise de estabilidade e expoente

de Lyapunov. Nos capítulos 2 e 3, abordaremos uma generalização do mapa Logístico,

conhecido como mapa Logistic-like em que descrevemos o estudo de algumas propriedades

dinâmicas do mesmo e o mapa Gauss respectivamente. O último capítulo, apresenta um

novo mapeamento unidimensional dissipativo, o qual denominamos como mapa Logistic-

Gauss. Analisaremos o espaço de parâmetro do novo mapeamento obtido, que mostra

algumas propriedades que são bastante interessantes. Neste mapeamento, é possível vi-

sualizar o nascimento de algumas cascatas de adicionamento de período no espaço de

parâmetros que considera a variação de dois parâmetros de controle 𝛽 e 𝛾, enquanto um

terceiro parâmetro 𝛿 permanece constante. Por fim, apresentamos as conclusões finais e

as perspectivas futuras referentes a pesquisa.
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CAPÍTULO 1

MAPA LOGÍSTICO

Discutiremos, neste capítulo, o contexto histórico da construção do mapa Logístico e
algumas de suas propriedades, tais como ponto fixo, bifurcações, análise de estabilidade
e a caracterização do conceito de caos e regularidade do sistema por meio do cálculo do
expoente de Lyapunov.

1.1 Contexto histórico

A sociedade vive uma busca insaciável pela compreensão de fenômenos da natureza,
e isto é um fato antigo. Em 1798 uma dessas tentativas de previsibilidade foi realizada
por Thomas Robert Malthus. O economista desenvolveu um modelo, conhecido como
modelo malthusiano, no qual o mesmo afirmava que a população iria crescer tanto que
seria impossível produzir alimentos suficientes para alimentar todo o planeta. Tratava-se
de um modelo não linear, em que o total da população dependia unicamente das taxas de
natalidade 𝐴, de mortalidade 𝐵 e do número de indivíduos 𝑁 [11]. A expressão matemática,
que expressa tal modelo, é dada por

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= (𝐴 − 𝐵)𝑁. (1.1)

Posteriormente, já em 1845, surge uma nova proposta de modelo não linear, na qual a
mortalidade seria proporcional ao quadrado do número de indivíduos, este modelo foi
criado pelo matemático Pierre François Verhulst. Este modelo pode ser expresso pela
equação diferencial

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝐴𝑁 − 𝐵𝑁2, (1.2)

onde 𝑁 é o número de indivíduos, 𝐴 é a taxa de natalidade e 𝐵 a de mortalidade.
Aparentemente o modelo de Verhulst surtiu mais efeito no campo desses estudos.
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Capítulo 1. Mapa Logístico 14

Em 1976, o biólogo Robert May, com o intuito de modelar o crescimento populacional
anual de algumas espécies, retoma o modelo de Verhulst em forma de mapa, onde cada
valor é obtido a partir do valor anterior [28]. Tal mapeamento adotado por Robert May,
apresenta o crescimento de uma determinada espécie, deste modo, diversas condições
poderiam interferir neste crescimento populacional,este estudo, prevê que, à medida que
a população se tornasse maior, os insetos iriam esgotar seus alimentos, acarretando assim
na morte de alguns deles, o que por sua vez, diminuiria no crescimento populacional desta
espécie.

O mapa logístico é um mapa discreto não linear representado pela equação

𝑥𝑛+1 = 𝑅𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛). (1.3)

Tal equação determina que a variável 𝑥𝑛+1 é encontrada a partir de 𝑥𝑛, e sua evolução
depende do parâmetro de controle 𝑅. O valor máximo no qual 𝑥𝑛 pode assumir é 1,
quando este se aproxima de 1, 𝑥𝑛+1 será muito pequeno, entretanto quando 𝑥𝑛 ≈ 0, 𝑥𝑛+1

se torna proporcional ao parâmetro 𝑅. Dessa forma, se 𝑥𝑛 é o número de indivíduos da
n-ésima geração, o parâmetro de controle 𝑅 pode estar vinculado à quantidade de alimento,
condições climáticas ou quaisquer outros parâmetros em que tal população está inserida.

1.2 Pontos fixos

O comportamento da dinâmica de um sistema geralmente tende para um ponto es-
pecífico ou se afasta desse ponto após sucessivas iterações, onde estes são os chamados
pontos fixos de um sistema dinâmico. Iniciaremos analisando a convergência para o ponto
fixo nas bifurcações e em suas vizinhanças. Os pontos fixos são encontrados resolvendo a
equação:

𝑓(𝑥*) = 𝑥*, (1.4)

logo,
𝑥𝑛+1 = 𝑅𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛) = 𝐹 (𝑥𝑛, 𝑅). (1.5)

Para calcular um ponto fixo, fazemos 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 = 𝑥, portanto

𝑅𝑥(1 − 𝑥) = 𝑥, (1.6)

então,
𝑥 − 𝑅𝑥(1 − 𝑥) = 0, (1.7)

assim,
𝑥[1 − 𝑅(1 − 𝑥)] = 0, (1.8)
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que resulta em
𝑥 = 0. (1.9)

Deste modo, o primeiro ponto fixo encontrado é 𝑥*
1 = 0.

Resolvendo a equação a seguir, encontraremos o segundo ponto fixo

1 − 𝑅(1 − 𝑥) = 0, (1.10)

resolvendo temos
1 = 𝑅(1 − 𝑥), (1.11)

o que nos induz a concluir que
𝑥 = 1 − 1

𝑅
. (1.12)

Logo o segundo ponto fixo é 𝑥*
2 =

[︁
1 − 1

𝑅

]︁
.

Figura 1.1: Diagrama de bifurcação determinado analiticamente para os pontos fixos
encontrados.

A figura 1.2 mostra um mapa de retorno que exemplifica a convergência do ponto fixo
𝑥*

2, em que ao escolhermos uma valor de 𝑅 = 1,5, e realizar o cálculo através da expressão
1.12 ele irá convergir para o valor de 𝑥 = 0,333, como indica a figura.

Para determinarmos os pontos periódicos 𝑥*
3 e 𝑥*

4, devemos obter a função 𝐹 2(𝑥𝑛) e
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Figura 1.2: Mapa de retorno 𝑋1 vs. 𝑋0 mostrando a convergência para o ponto fixo 𝑥*
2.

fazer o mesmo procedimento realizado anteriormente, o que nos leva ao seguinte resultado

𝑥𝑛+2 = 𝑅[𝑅𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛)] − 𝑅[𝑅𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛)]2 (1.13)
𝑅2𝑥𝑛(1 − 𝑥𝑛) − 𝑅[𝑅2𝑥2

𝑛(1 − 𝑥𝑛)2] (1.14)
𝑅2𝑥𝑛 − 𝑅2𝑥2

𝑛 − 𝑅3𝑥2
𝑛(1 − 2𝑥𝑛 + 𝑥2

𝑛) (1.15)
𝑅2𝑥𝑛 − 𝑅2𝑥2

𝑛 − 𝑅3𝑥2
𝑛 + 2𝑅3𝑥3

𝑛 + 𝑅3𝑥4
𝑛. (1.16)

Sendo assim, para o ponto fixo temos:

𝑥𝑛+2 = 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 = 𝑥, (1.17)

logo, a equação (1.16) pode ser reescrita como:

𝑥[𝑅3𝑥3 − 2𝑅3𝑥2 + (𝑅3 + 𝑅2)𝑥 − 𝑅2 + 1] = 0. (1.18)

Ao analisarmos, esta equação, é notório que os pontos fixos 𝑥*
1 e 𝑥*

2 são raízes da equação
(1.16), dessa forma ela pode ser reduzida à uma equação do segundo grau:

𝑅2𝑥2 − (𝑅2 + 𝑅)𝑥 + 𝑅 + 1 = 0. (1.19)
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Solucionando a equação (1.19), encontramos os pontos fixos 𝑥*
3 e 𝑥*

4, sendo eles:

𝑥*
3 =

𝑅 + 1 +
√︁

(𝑅2 − 2𝑅 − 3)
2𝑅

, (1.20)

e

𝑥*
4 =

𝑅 + 1 −
√︁

(𝑅2 − 2𝑅 − 3)
2𝑅

. (1.21)

Os pontos fixos encontrados para o mapa logístico estão representados na Fig. 1.1, a
qual ilustra o diagrama de bifurcações determinado analiticamente.

Uma observação que pode ser realizada após encontrar os pontos fixos para os dois
primeiros períodos, foi que para os pontos fixos de período superior a abordagem analítica
é bastante trabalhosa, surgindo então a necessidade de usarmos o método numérico. Para o
tratamento numérico utilizamos um algorítimo em FORTRAN, através do qual foi possível
traçar o diagrama de bifurcação mostrado na Fig.1.3.

Figura 1.3: Gráfico de bifurcação determinado numericamente.

Pelo diagrama de bifurcação, é possível perceber que até um valor crítico de 𝑅 o
sistema possui um comportamento periódico e, a partir desse valor, o sistema passa a
exibir um comportamento caótico. Em meio a região caótica é possível perceber que uma
órbita completamente caótica colapsa para uma órbita periódica e que depois o sistema
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evolui para uma cascata de duplicação de período, seguindo novamente para o caos. Tal
comportamento se deve à perda de estabilidade do ponto fixo como veremos na próxima
seção.

1.3 Análise de estabilidade

Na seção 1.3, encontramos os pontos fixos, e a partir disso, realizaremos um estudo
sobre a estabilidade dos mesmos, isto é, podemos verificar se após uma dada condição
inicial, a sequência de pontos se aproxima ou se afasta do ponto fixo, ou seja, deve existir
um valor 𝑥* que ao ser substituído na função 𝑓(𝑥*), tenha como resultado o próprio valor
de 𝑥* em sucessivas aplicações. Sendo assim, a caracterização da estabilidade depende
exclusivamente da sequência de pontos 𝑥0 → 𝑥1 → 𝑥2....

Os critérios de estabilidade estão divididos em pelo menos três tipos de classificação,
sendo elas:

• assintoticamente estável;

• estável;

• instável.

1.3.1 Ponto fixo assintoticamente estável

Um ponto fixo é denominado assintoticamente estável quando temos
⃒⃒⃒

𝑑𝑓
𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥*

⃒⃒⃒
< 1. Podem

existir dois tipos de convergência nessa condição, monotônica ou alternada. Dizemos que
uma convergência é monotônica quando temos que 0 < 𝑑𝑓

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥*

< 1, ou seja, a distância
entre as sucessivas iterações e o ponto fixo 𝑥* diminui monotonicamente.

Figura 1.4: Esquema da estabilidade do ponto fixo assintoticamente estável.

Em contrapartida, a convergência alternada é determinada quando −1 < 𝑑𝑓
𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥*

< 0,
ou seja, essa distância também diminui, mas dessa vez de modo oscilante, uma vez para o
lado direito e outra para o lado esquerdo do ponto fixo 𝑥*.
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1.3.2 Ponto fixo estável

Ao analisarmos a estabilidade de um ponto fixo estável temos duas situações críticas
que devem ter uma devida atenção. A primeira está associada ao caso em que 𝑑𝑓

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥*

= 1,
pois tal condição indica que o ponto fixo 𝑥* é estável. Afirmar que o ponto em questão
pode ser assintoticamente estável ou não é inviável, portanto, se o mapa é linear, 𝑥* é um
centro; porém, se o mapa não é linear, devemos considerar termos de ordem superior na
expansão de Taylor, em especial 𝑑2𝑓

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥*

para concluir qual a estabilidade de 𝑥*.
A segunda é quando 𝑑𝑓

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥*

= −1 ocorre. Tal caso é idêntico ao anterior em termos de
estabilidade, porém dizemos que o sistema está num estado de flip incipiente, e isto ocorre
quando pontos fixos estão a caminho de sofrer uma bifurcação.

Figura 1.5: Esquema da estabilidade do ponto fixo estável.

1.3.3 Ponto fixo instável

O ponto fixo é considerado instável quando
⃒⃒⃒

𝑑𝑓
𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥*

⃒⃒⃒
> 1, ou seja, as condições iniciais

próximas ao ponto fixo se afastam dele após sucessivas iterações. Assim como no ponto
fixo assintoticamente estável, temos dois tipos de afastamento, o primeiro ocorre quando
𝑑𝑓
𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥*

> 1. Tal condição no diz que o afastamento ocorre de forma monotônica e sempre
crescente.

Figura 1.6: Esquema da estabilidade do ponto fixo instável.

Por outro lado, quando 𝑑𝑓
𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥*

< −1, as condições iniciais próximas ao ponto fixo se
afastam dele com o decorrer do tempo de modo alternado e de forma crescente também.

Conhecendo as classificações de um ponto fixo, analisaremos os pontos fixos encontrados
em (1.9), (1.12), (1.20) e (1.21). Se |𝐹 ′(𝑥*)| < 1, o ponto fixo é estável, e se |𝐹 ′(𝑥*)| > 1
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o ponto fixo é instável. Seja o mapeamento descrito da seguinte forma:

𝐹 (𝑥) = 𝑅𝑥 − 𝑅𝑥2. (1.22)

Derivando 𝐹 (𝑥), temos:

𝐹 ′(𝑥) = 𝑅 − 2𝑅𝑥. (1.23)

Aplicando o ponto fixo 𝑥*
1 na equação (1.23), obtemos

𝐹 ′(𝑥*
1) = 𝑅. (1.24)

Desta maneira, temos que

|𝑅| < 1 (1.25)

ou, de forma semelhante, temos que

−1 < 𝑅 < 1. (1.26)

Como sabemos que 𝑅 ∈ [0, 4], logo não estamos interessados em valores menores que 0,
portanto o primeiro ponto fixo encontrado 𝑥*

1 = 0 é estável para 0 < 𝑅 < 1, e instável
para valores de 𝑅 > 1.

Para o segundo ponto fixo faremos a mesma análise, onde a derivada 𝐹 (𝑥) já foi
encontrada, logo:

𝐹 ′(𝑥) = 𝑅 − 2𝑅𝑥. (1.27)

Aplicando o ponto fixo 𝑥*
2 na equação (1.27), obtemos

𝐹 ′(𝑥*
2) = −𝑅 + 2. (1.28)

Desta forma, temos:

| − 𝑅 + 2| < 1 (1.29)

o que implica em
1 < 𝑅 < 3. (1.30)

Portanto o ponto fixo 𝑥*
2 = 1 − 1

𝑅
é estável para 1 < 𝑅 < 3 e instável para 𝑅 > 3. Por fim,

os pontos fixos 𝑥*
3 e 𝑥*

4 são assintoticamente estáveis para 3 < 𝑅 < 1 +
√

6.
A Fig. 1.7 (a) mostra os pontos fixos 𝑥*

1, 𝑥*
2, 𝑥*

3 e 𝑥*
4, onde as linhas cheias indicam que
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Figura 1.7: (a) Diagrama analítico. (b) Diagrama analítico juntamente com o numérico.

o ponto fixo é assintoticamente estável naquele intervalo. As linhas tracejadas indicam
que o ponto fixo é instável. Algo interessante, e que vale a pena ser ressaltado, é que para
𝑅 = 1 o mapeamento apresenta uma bifurcação transcrítica e para 𝑅 = 3 acontece uma
bifurcação de duplicação de período.

A Fig. 1.7 (b) mostra o diagrama analítico juntamente com o encontrado numerica-
mente, assim é possível notar que os resultados numéricos confirmam bem os resultados
encontrados analiticamente, uma vez que o gráfico das duas abordagens se sobrepõem de
maneira satisfatória.

1.4 Bifurcações

Abordaremos, nesta seção, os três tipos de bifurcações que podem ser observadas no
mapa logístico, sendo estas:

• bifurcação transcrítica;

• bifurcação de duplicação de período;

• bifurcação tangente.

1.4.1 Bifurcação transcrítica

Uma bifurcação transcrítica é caracterizada pela troca de estabilidades entre os pontos
fixos, em outras palavras, antes do ponto de bifurcação temos dois pontos fixos, 𝑥*

1 = 0
e 𝑥*

2 = 1 − 1
𝑅

. Sabemos que o ponto fixo 𝑥*
1 é assintoticamente estável para 𝑅 ∈ [0,1)

e instável para 𝑅 ∈ (1,4] e o ponto fixo 𝑥*
2 é assintoticamente estável para 𝑅 ∈ (1,3) e
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instável para 𝑅 < 1 e 𝑅 > 3. Podemos observar que os ponto fixos 𝑥*
1 e 𝑥*

2 coexistem para
o intervalo 𝑅 ∈ [0,4], no entanto, o ponto fixo 𝑥*

1 torna-se instável em 𝑅 = 1, ao mesmo
tempo que 𝑥*

2 torna-se assintoticamente estável. Portanto, satisfazendo nossa teoria, em
𝑅 = 1 ocorre uma troca de estabilidade, e tal fato define a bifurcação transcrítica.

1.4.2 Bifurcação de duplicação de período

A bifurcação que ocorre em 𝑅 = 3, chamada de duplicação de período, ou ainda, de flip,
ocorre quando uma órbita de período 𝑛 estável torna-se instável no ponto de bifurcação,
de modo que surge uma nova órbita estável de período 2𝑛 a partir do ponto de bifurcação.
Tal acontecimento pode ser observado no ponto fixo 𝑥*

2, de ordem 𝑛, pois o mesmo dá
origem à uma órbita de período 2𝑛, sendo eles os pontos fixos 𝑥*

3 e 𝑥*
4. Com a variação do

parâmetro 𝑅, os ponto fixos 𝑥*
3 e 𝑥*

4 também perdem suas respectivas estabilidadse, o que
ocasiona novas bifurcações de duplicação de período sucessivamente, onde isto ocorre até
a sequência de bifurcações atingirem ao caos.

1.4.3 Bifurcação tangente

A bifurcação tangente é outra que está presente no mapa logístico. Também conhecida
como bifurcação sela-nó, está relacionada ao aparecimento de janelas periódicas e ocorre
quando, antes do ponto de bifurcação, não há órbita periódica (ou ponto fixo) e depois
do ponto de bifurcação surge um par de pontos fixos (ou órbitas periódicas), um estável e
outro instável.

1.5 Expoente de Lyapunov

Para medirmos o quão sensível é o sistema dinâmico, é necessário medirmos a taxa
com a qual dois pontos muito próximos se distanciam mediante a evolução do sistema.
Esse procedimento pode ser utilizado em qualquer mapeamento discreto unidimensional.
Tal ferramenta é conhecida como expoente de Lyapunov, e é utilizada para medir a taxa
de divergência das trajetórias e quantificar a dependência sensitiva das condições iniciais.

Para ilustrar como obtemos o expoente de Lyapunov, considere o seguinte mapeamento
unidimensional:

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛), (1.31)

em que 𝑓 é uma função não linear qualquer. Consideremos dois pontos iniciais 𝑎0 e 𝑏0 e a
distância entre eles igual a:

𝛿 = 𝑏0 − 𝑎0. (1.32)
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Ao iterarmos o mapa uma vez, a nova distância será:

𝛿1 = 𝑏1 − 𝑎1, (1.33)

tal que
𝛿1 = 𝑒𝐿𝛿, (1.34)

em que 𝐿 mede a taxa exponencial de expansão da distância de 𝛿 até a distância 𝛿1 como
resultado após uma iteração. Sabemos que 𝑎1 = 𝐹 (𝑎0) e 𝑏1 = 𝐹 (𝑏0), então a equação
(1.33), pode ser reescrita como

𝛿1 = 𝐹 (𝑏0) − 𝐹 (𝑎0), (1.35)

utilizando a equação (1.32) temos que

𝛿1 = 𝐹 (𝑎0 + 𝛿) − 𝐹 (𝑎0). (1.36)

Portanto

|𝐹 (𝑎0 + 𝛿) − 𝐹 (𝑎0)| = |𝛿|𝑒𝐿. (1.37)

Após iterarmos o mapa 𝑁 vezes temos:

|𝐹 𝑁(𝑎0 + 𝛿) − 𝐹 𝑁(𝑎0)| = |𝛿|𝑒𝐿𝑁 . (1.38)

Tomando o logaritmo natural dos dois lados da equação anterior podemos reescrever a eq.
1.38 como:

𝐿 = 1
𝑁

𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐹 𝑁(𝑎0 + 𝛿) − 𝐹 𝑁(𝑎0)

𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (1.39)

Sabemos que 𝐿 depende de 𝑁 e 𝛿, consideremos então uma distância inicial infinitesimal
𝛿 → 0 depois de um número infinito de iterações 𝑁 → ∞. Portanto temos que

𝜆(𝑎0) ≡ 𝐿(𝑎0) = lim
𝑁→∞

lim
𝛿→0

1
𝑁

𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝐹 𝑁(𝑎0 + 𝛿) − 𝐹 𝑁(𝑎0)

𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒ = lim

𝑁→∞

1
𝑁

𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑑𝐹 𝑁(𝑎0)

𝑑𝑎0

⃒⃒⃒⃒
⃒ (1.40)

Utilizando a regra da cadeia podemos reescrever a eq. 1.40 como:

𝑑

𝑑𝑎0
𝐹 𝑁(𝑎0) = 𝑑

𝑑𝑎0
𝐹 (𝑎𝑁−1)

𝑑

𝑑𝑎0
𝐹

(︃
𝑎𝑁−2...

𝑑

𝑑𝑎0
𝐹 (𝑎0)

)︃
(1.41)

onde 𝑎𝑖 = 𝐹 𝑖(𝑎0) é o resultado da i-ésima iteração do mapa. Simplificando esta última
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equação, chegamos em

𝜆(𝑎0) = lim
𝑁→∞

1
𝑁

𝑙𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑁−1∏︁
𝑖=0

𝑑

𝑑𝑎0
𝐹 (𝑎𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (1.42)

que pode ser escrito como

lim
𝑁→∞

1
𝑁

𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑙𝑛|𝐹 ′(𝑎𝑖)|. (1.43)

A eq. (1.43) é, por definição, o expoente de Lyapunov característico para um mapea-
mento unidimensional. Analisando os sinais, podemos dizer que a divergência exponencial
é caracterizada por um 𝜆 > 0 positivo e a contração por um 𝜆 < 0 negativo, enquanto
um 𝜆 = 0 ocorre quando temos um ponto de bifurcação. A figura 1.8 a seguir mostra o
diagrama de bifurcação juntamente com o expoente de Lyapunov para o mapa Logístico.
Analisando a Fig. 1.8 percebemos que: (1) nos pontos de bifurcação o expoente de Lya-
punov é nulo; (2) é negativo nas regiões periódicas, incluindo as janelas de periodicidade;
(3) positivo nas regiões caóticas.

Figura 1.8: (a)Diagrama de bifurcação do mapa logístico (b) Expoente de Lyapunov.



CAPÍTULO 2

MAPA LOGISTIC-LIKE

Abordaremos, neste capítulo, uma versão generalizada do mapa Logístico discutido no
capítulo anterior, o qual é nomeado Logistic-like. Discutiremos as principais propriedades
do mapeamento tais como pontos fixos e suas classificações, os tipos de bifurcações e o
expoente de Lyapunov para caracterizar as regiões caótica e periódicas do mapeamento.

2.1 O mapeamento

O mapa Logistic-like é escrito como uma versão generalizada do mapa Logístico e é
dado por

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑅𝑥𝑛(1 − 𝑥𝛾
𝑛), (2.1)

em que 𝑅 ∈ R ≥ 0, 𝛾 ≥ 1 e 𝑥 é a variável dinâmica. Para 𝛾 = 1 retornamos para o mapa
Logístico.

2.2 Pontos fixos

Para encontrarmos os pontos fixos da eq. (2.2), realizamos o mesmo procedimento
usado para encontrar os pontos fixos do mapa Logístico, ou seja, considerando a condição:

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 = 𝑥*, (2.2)

portanto
𝑅𝑥(1 − 𝑥𝛾) = 𝑥, (2.3)

25
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logo,

𝑥 − 𝑅𝑥(1 − 𝑥𝛾) = 0, (2.4)

que nos leva ao resultado

𝑥[1 − 𝑅(1 − 𝑥𝛾)] = 0. (2.5)

Então, o primeiro ponto fixo é 𝑥*
1 = 0.

Para acharmos o segundo ponto fixo, solucionamos a seguinte equação:

1 − 𝑅(1 − 𝑥𝛾) = 0, (2.6)

logo

𝑥𝛾 = 1 − 1
𝑅

, (2.7)

sendo assim, o segundo ponto fixo é 𝑥*
2 =

[︁
1 − 1

𝑅

]︁ 1
𝛾 para 𝛾 par.

2.3 Análise de estabilidade

Tendo definidos os pontos fixos na seção anterior, abordaremos agora sua estabilidade.
Se |𝐹 ′(𝑥*)| < 1, o ponto fixo é estável, e se |𝐹 ′(𝑥*)| > 1 o ponto fixo é instável. Seja o
mapeamento descrito da seguinte forma:

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑅𝑥𝑛(1 − 𝑥𝛾
𝑛). (2.8)

Derivando, temos
𝑓 ′(𝑥) = 𝑅[1 − (𝛾 + 1)𝑥𝛾]. (2.9)

Aplicando o primeiro ponto fixo 𝑥*
1 = 0, na equação (2.9) temos

𝑓 ′(𝑥*
1) = 𝑅, (2.10)

sendo assim

|𝑅| < 1 (2.11)
−1 < 𝑅 < 1. (2.12)

Como sabemos que 𝑅 ≥ 0, desconsideramos os valores negativos, tendo portanto que
0 ≤ 𝑅 < 1, o que nos leva a dizer que o ponto fixo 𝑥*

1 = 0 é assintoticamente estável para
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𝑅 ∈ [0,1).
Para o segundo ponto fixo, 𝑥*

2 =
[︁
1 − 1

𝑅

]︁ 1
𝛾 , faremos a mesma análise, porém tal análise

exigirá que separemos em dois casos, quando 𝛾 for par e quando o mesmo for ímpar. Para
𝛾 par, temos:

𝑥*
2 = ±

[︂
1 − 1

𝑅

]︂ 1
𝛾

, (2.13)

assim, teremos dois pontos fixos. Analisando a estabilidade para estes pontos temos:

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝑅 − 𝑅(𝛾 + 1)𝑥𝛾, (2.14)

logo

𝜕𝐹

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥*

2=±[1− 1
𝑅

]
1
𝛾

= 𝑅 − 𝑅(𝛾 + 1)
[︃
±
(︂

1 − 1
𝑅

)︂ 1
𝛾

]︃𝛾

. (2.15)

Sendo 𝛾 par, temos

𝜕𝐹

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥*

2=±[1− 1
𝑅

]
1
𝛾

= 1 + 𝛾 − 𝛾𝑅, (2.16)

e para ser assintoticamente estável devemos ter⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝐹

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥*

< 1. (2.17)

Consequentemente

−1 < 1 + 𝛾 − 𝛾𝑅 < 1, (2.18)

que resulta em

2 + 𝛾

𝛾
> 𝑅 > 1. (2.19)

A figura 2.1 nos mostra através do mapa de retorno, a convergência do ponto fixo 𝑥*
2,

em que ao escolhermos uma valor de 𝑅 = 1,5, e realizar o cálculo através da expressão
2.13 ele irá convergir para o valor de 𝑥 = 0,577, como indica a figura. Dessa forma,
𝑥*

2 = ±
[︁
1 − 1

𝑅

]︁ 1
𝛾 é assintoticamente estável para 𝑅 ∈

(︁
1, 2+𝛾

𝛾

)︁
. Em 𝑅 = 1 temos uma

bifurcação do tipo forquilha. Analisando agora para 𝛾 ímpar, temos apenas um ponto fixo
dado por 𝑥*

2 =
[︁
1 − 1

𝑅

]︁ 1
𝛾 . Da mesma maneira

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝑅 − 𝑅(𝛾 + 1)𝑥𝛾. (2.20)
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Figura 2.1: Mapa de retorno 𝑋1 vs. 𝑋0 mostrando a convergência para o ponto fixo 𝑥*
2.

Portanto

𝜕𝐹

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥*

2=[1− 1
𝑅

]
1
𝛾

= 1 + 𝛾 − 𝛾𝑅. (2.21)

Para este ponto fixo ser assintoticamente estável devemos ter:⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕𝐹

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=𝑥*

< 1. (2.22)

logo

−1 < 1 + 𝛾 − 𝛾𝑅 < 1, (2.23)

que implica em

2 + 𝛾

𝛾
> 𝑅 > 1. (2.24)
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Figura 2.2: Diagrama de bifurcação para 𝛾 = 2, com bifurcação do tipo forquilha e
duplicação de período.

Temos então que 𝑥 =
[︁
1 − 1

𝑅

]︁ 1
𝛾 é assintoticamente estável para 𝑅 ∈

(︁
1,2+𝛾

𝛾

)︁
.

2.4 Expoente de Lyapunov

Assim como no Cap. 1, caracterizaremos o mapeamento por meio do expoente de
Lyapunov, com o objetivo de determinar e analisar o comportamento caótico do mapa
Logistic-like.

A figura 2.3 mostra o diagrama de bifurcação, juntamente com o expoente de Lyapunov,
para o mapa Logistic-like, onde foi considerado 𝛾 = 2. Observando a figura 2.3, e analisando
os intervalos em que 𝜆 é menor que zero o sistema tem um comportamento periódico,
quando 𝜆 é maior que zero o sistema tem um comportamento caótico, e quando o expoente
de Lyapunov é igual a zero, estamos nas bifurcações do mapeamento.



Capítulo 2. Mapa Logistic-like 30

Figura 2.3: Diagrama de bifurcação para 𝛾 = 2 juntamente com o expoente de Lyapunov.



CAPÍTULO 3

MAPA GAUSS

Abordaremos neste capítulo algumas propriedades do mapa Gauss, sendo elas, o dia-
grama de bifurcação, os pontos fixos e o expoente de Lyapunov.

3.1 O mapeamento

Nesta seção, consideramos uma família de mapas unidimensionais, dada pela seguinte
forma:

𝑥𝑛+1 = 𝑒−𝛼𝑥𝜉
𝑛 + 𝛽, (3.1)

sendo 𝛼, 𝜉 e 𝛽 parâmetros de controle, 𝑥 uma variável dinâmica e 𝑛 o termo de recorrência
do sistema. Para o estudo em questão utilizaremos 𝜉 = 2 para recuperarmos o mapa Gauss
que é definido por

𝑥𝑛+1 = 𝑒−𝛼𝑥2
𝑛 + 𝛽, (3.2)

que é utilizado para estudar uma rede neural recorrente de um ciclo que é composta por
um único neurônio caótico com auto-interação [29].

3.1.1 Pontos fixos

Para obtermos os pontos fixos deste mapeamento, fazemos os mesmos procedimentos
realizados anteriormente para os mapas Logístico e Logistic-like onde inciamos fazendo

𝑥* = 𝐹 (𝑥*). (3.3)

31
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Utilizando a eq. (3.3), podemos encontrar os pontos fixos do mapeamento considerando
que 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 = 𝑥, logo:

𝑥 = 𝑒−𝛼𝑥2 + 𝛽, (3.4)

que pode ser reescrito como

𝑒−𝛼𝑥2 + 𝛽 − 𝑥 = 0. (3.5)

Analisando a equação (3.5), concluímos que se trata de uma equação transcendental
e uma solução analítica não existe. Desta forma, para encontrarmos os pontos fixos das
bifurcações relacionados ao parâmetro 𝛽, derivaremos o mapa (3.2), de modo que 𝛼 = 4,9
e utilizaremos a seguinte equação: (︃

𝑑𝑥𝑛+1

𝑑𝑥𝑛

)︃
𝑥𝑛=𝑥*

= 1. (3.6)

Figura 3.1: Diagrama de bifurcação para o mapa Gauss com 𝛼 = 4.9.

Realizando os cálculos da derivada da equação (3.6), temos que

𝑔(𝑥) = −2𝛼𝑥𝑒−𝛼𝑥2 − 1. (3.7)
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Para encontrarmos os pontos fixos a partir da equação (3.7) utilizaremos o método
numérico de Newton Raphson, desta forma, temos que 𝑥*

1 ≈ −0,108.
Após encontrarmos o ponto fixo 𝑥*

1, isolaremos o 𝛽 na equação (3.5), a partir disso,
encontraremos onde temos a primeira bifurcação do mapeamento. Utilizando tal manipu-
lação algébrica, encontramos 𝛽1 ≈ −1,05, o que indica que estamos na primeira bifurcação
do sistema, conhecida como bifurcação tangente.

O ponto fixo 𝑥*
2 é encontrado ao igualarmos a equação (3.6) à −1, de modo que

𝑥*
2 ≈ 0,108. Realizando novas manipulações, temos que 𝛽2 ≈ −0,83 , o que indica que

estamos na segunda bifurcação da figura 3.1, sendo a mesma denominada como duplicação
de período.

3.1.2 Expoente de Lyapunov

Para analisarmos o comportamento do sistema e verificar suas regiões caóticas ou
periódicas, construímos o gráfico do expoente de Lyapunov para o mapa Gauss. A Fig.
3.2(a) mostra o diagrama de bifurcação para o mapa Gauss com 𝛼 = 4,9. Já a Fig. 3.2(b)
mostra o expoente de Lyapunov para o mapeamento. Podemos observar os expoentes
positivos e negativos do sistema, 𝜆 positivo nos fornece a parte caótica do mapa e 𝜆

negativo nos mostra a parte periódica do mapa. A linha verde (𝜆 = 0) na figura 3.2(b)
mostra onde ocorre os pontos de bifurcações.



Capítulo 3. Mapa Gauss 34

Figura 3.2: Diagrama de bifurcação para o mapa Gauss juntamente com o expoente de
Lyapunov.



CAPÍTULO 4

MAPA LOGISTIC-GAUSS

Neste capítulo, abordaremos o mapeamento do tipo Logistic-Gauss. Nosso objetivo é
investigar o espaço de parâmetro deste novo mapeamento, onde podemos estudar órbitas
extremas e verificar o que está ocorrendo e como é a organização das estruturas de
periodicidade no espaço de parâmetros.

4.1 O modelo e o mapeamento

Usualmente, o estudo sobre mapeamento unidimensional nos leva ao conhecido mapa
Logístico, já abordado no Cap.1, que foi proposto por Robert May [28] para modelar o
crescimento populacional de insetos. Uma generalização do mapa logístico, conhecido como
mapa Logistic-like, abordado no Cap. 2 é descrito pela seguinte equação

𝑋𝑐 = 𝑅𝑋𝑛 (1 − 𝑋𝛾
𝑛) , (4.1)

onde 𝑅 e 𝛾 são parâmetros de controle e 𝑋𝑐 é a variável de composição. Observe que é
possível recuperar o mapa Logístico tradicional quando 𝛾 = 1.

Outro sistema importante é o mapa de Gauss abordado no Cap. 3 e descrito como

𝑋𝑛+1 = e−𝛼𝑋2
𝑐 + 𝛽, (4.2)

com 𝛼 e 𝛽 sendo parâmetros de controle. Este mapeamento recebeu este nome após os
estudos de Johann Carl Friedrich Gauss, onde esta função mapeia a função gaussiana em
forma de sino [29, 30].

Propomos agora um novo mapeamento unidimensional modificado, que assume o valor
de 𝑋𝑐, obtido na Eq. (4.1), e colocamos na Eq. (4.2). O mapeamento resultante é descrito

35
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como
𝑋𝑛+1 = e−𝛿[𝑋𝑛(1−𝑋𝛾

𝑛)]2

+ 𝛽 ≡ 𝐹 (𝑋𝑛), (4.3)

onde 𝛿 = 𝛼𝑅2 é um novo parâmetro de controle [27].

Figura 4.1: Diagrama de bifurcação para o mapa Logistic-Gauss, com 𝛾 = 2 e 𝛿 = 1.2.

Na figura 4.1 temos o diagrama de bifurcação para o mapa Logistic-Gauss, utilizando
os seguintes parâmetros de controle 𝛾 = 2 e 𝛿 = 1,2. Podemos observar que a composição
dos mapas Logistic-like e Gauss mantém características originais dos respectivos mapea-
mentos, ou seja, o mapa Logistic-Gauss possui ainda algumas áreas caóticas e janelas de
periodicidade dos mapeamentos utilizados na construção do mesmo.

4.2 Expoente de Lyapunov

Ao fazermos a composição dos mapas Logistic-like e Gauss, continuamos com um
mapa unidimensional, e para caracterizarmos as regiões caóticas e periódicas deste sistema,
utilizaremos o expoente de Lyapunov.

Na figura 4.2(a) temos o diagrama de bifurcação para 𝛾 = 2 e 𝛿 = 1,2, e na figura
4.2(b) temos o expoente de Lyapunov para o mapeamento. As linhas pontilhadas em
vermelho demarcam onde está ocorrendo algumas das bifurcações no diagrama. A linha
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Figura 4.2: Diagrama de bifurcação para o mapa Logistic-Gauss, com 𝛾 = 2 e 𝛿 = 1.2
juntamente com o expoente de Lyapunov para os respectivos parâmetros.

verde representa onde 𝜆 é nulo, ou seja, quando estamos num ponto de bifurcação. Quando
𝜆 < 0 temos as regiões periódicas, e em 𝜆 > 0 temos as regiões caóticas.

O novo mapeamento torna-se relevante devido à variedade de estruturas que aparecem
no espaço de parâmetros. Chamamos as estruturas de periodicidade no espaço de parâ-
metros CSP (Conjuntos Complexos de Periodicidade). Na Ref. [27], os autores mostram
o surgimento de curvas cíclicas superestáveis e extremas que revelam como nasceram as
sequências de adicionamento de período das estruturas CSP.

Consideramos 𝑋𝑛 como uma condição inicial, que também é chamada de 𝑋0 (com
𝑛 = 0). Uma órbita é então o conjunto de pontos 𝑋0, 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑚, correspondentes à
evolução da variável 𝑋 para um dado 𝑋0.

No espaço de parâmetros, estruturas periódicas aparecem cercadas por atratores caó-
ticos. Essa classificação é feita através dos expoentes de Lyapunov, abordado na Seção
1.5. Esses expoentes medem a distância da taxa de divergência na qual evoluem duas
condições iniciais muito próximas [17, 25].
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4.3 Pontos de máximos e mínimos

Para melhor analisar o espaço de parâmetros, é necessário encontrar os máximos e
mínimos locais do mapeamento 𝐹 . Para obter tais pontos, calculamos a primeira derivada
da Eq. (4.4), resultando em

𝐹 ′(𝑋) = −2𝛿𝑋 (1 − 𝑋𝛾) [1 − (𝛾 + 1) 𝑋𝛾]e−𝛿[𝑋(1−𝑋𝛾)]2 . (4.4)

Depois disso, definimos a primeira derivada igual a zero, o que nos dá três soluções
possíveis:

𝑋(𝑙) = 0, 𝑋(𝑚) = (1 + 𝛾)−1/𝛾 , e 𝑋(𝑟) = 1, (4.5)

onde 𝑋(𝑖), com 𝑖 = 𝑙,𝑚,𝑟, são os valores de 𝑋 para os extremos locais. Observe que 𝑙, 𝑚

e 𝑟 fazem referência aos termos em inglês left (esquerda), middle (meio) e right (direita).
Essas três soluções são possíveis para 𝛿 ̸= 0 e 𝛾 ̸= 0. Os valores críticos 𝑋(𝑙), 𝑋(𝑚) e 𝑋(𝑟)

desempenham um papel importante nos estudos de estruturas CSPs, uma vez que tais
pontos estão intimamente ligados aos conceitos de superestáveis e curvas extremas, como
veremos na próxima seção.

4.4 Resultados numéricos

Nesta seção, mostramos como obter o espaço de parâmetros do mapeamento (4.3).
Pretendemos compreender a organização das estruturas periódicas no espaço de parâmetros.
Para isso, explicaremos a diferença entre curvas superestáveis e extremas, destacando a
importância de tais curvas para a compreensão do espaço de parâmetros. Analisaremos o
espaço de parâmetros para diferentes valores fixos de 𝛿, para ver o que acontece com essas
estruturas à medida que esse parâmetro é variado.

4.4.1 Resultados numéricos para 𝛿 = 0,2

Na Fig. 4.3(a), mostramos um exemplo de espaço de parâmetros. Para obter esta figura,
consideramos uma grade de 1000 por 1000 diferentes valores de 𝛾 e 𝛽. Após ignorar um
tempo transitório de 103 iterações, calculamos o respectivo expoente de Lyapunov (𝜆)
para cada combinação de parâmetros de controle. Observe que o expoente de Lyapunov é
calculado com

𝜆 = 1
𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

ln |𝐹 ′(𝑋)| , (4.6)

onde 𝑀 = 103 representa o número de iterações.
A paleta de cores na Fig. 4.3(a) muda, de vermelho para amarelo (expoente Lyapu-

nov negativo) em regiões periódicas, em contraste, muda, de verde para azul (expoente
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Lyapunov positivo), em regiões caóticas. As linhas tracejadas são chamadas de curvas de
superestabilidade. Elas representam os pontos em que os expoentes de Lyapunov tendem
a −∞. Observe que as curvas de superestabilidade recebem uma cor vermelha na Fig.
4.3(a).
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Figura 4.3: Espaço de parâmetros para 𝛾 vs. 𝛽 com um valor fixo de 𝛿 = 0,2. As linhas
tracejadas em (a) representam as curvas de superestabilidade, enquanto que as linhas
contínuas em (b) representam as curvas extremas.

Neste trabalho, as curvas ou órbitas superestáveis são definidas da seguinte forma:
Definição 1. [𝑢]𝑖 é uma órbita periódica superestável que conecta 𝑋(𝑖) a si mesmo

após 𝑢 iterações, com 𝑖 = 𝑙,𝑚,𝑟 e 𝑢 ∈ Z+. Para todos os pontos em uma curva superestável,
temos 𝜆 → −∞.

Usando Definição 1, podemos ver que a curva [2]𝑟 na Fig. 4.3 (a) é uma curva superes-
tável com período 𝑢 = 2 que conecta 𝑋(𝑟) a si mesmo após duas iterações, correspondente
a curva [4]𝑟. Aqui temos uma sequência de duplicações do período, levando ao caos atra-
vés do cenário de Feigenbaum [31, 32]. Observe que a curva superestável [3]𝑚 intercepta
a curva [3]𝑟 no ponto verde. É correto dizer que ambas as curvas pertencem à mesma
estrutura CSP, que tem período 3.
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A Figura 4.3 (b) considera uma mudança na paleta de cores, onde as estruturas
periódicas recebem uma coloração cinza quando 𝜆 < 0, enquanto as regiões caóticas têm
a cor branca (𝜆 > 0). Na Fig 4.3 (b), chamamos as linhas contínuas de curvas extremas,
definidas da seguinte forma:

Definição 2. (𝑢)𝑖→𝑗 é uma órbita extrema que conecta 𝑋(𝑖) a 𝑋(𝑗) após 𝑢 iterações,
com 𝑖,𝑗 = 𝑙,𝑚,𝑟, 𝑢 ∈ Z+ e 𝑖 ̸= 𝑗.

Em termos práticos, uma órbita extrema conecta dois extremos da função do mapa
após 𝑢 iterações. Como exemplo, vamos considerar a curva extrema correspondente a
(2)𝑟→𝑚 na Fig. 4.3(b). Esta curva é um extremo que conecta 𝑋0 = 𝑋(𝑟) (máximo local) a
𝑋2 = 𝑋(𝑚) (mínimo local) após 𝑢 = 2 iterações. Ao seguir esta curva, podemos ver várias
estruturas periódicas. Na verdade, essa curva mostra uma sequência de CSPs de adição de
período começando no período 3 e seguido pelos períodos 4, 5, 6, · · · , ∞, que se acumulam
em uma estrutura de período 1 (canto inferior direito da figura).

A Figura 4.3(b) mostra um resultado importante que precisa ser destacado. Observe
que a curva (1)𝑚→𝑟 intercepta a curva (2)𝑟→𝑚 em um período 3 da CSP. Essa interseção,
marcada como o ponto verde, também marca a interseção das curvas superestáveis [3]𝑚 e
[3]𝑟 mostradas na Fig. 4.3(a). Com esta observação, declaramos a seguinte propriedade:

Propriedade 1. Sejam (𝑢)𝑖→𝑗 e (𝑣)𝑗→𝑖 duas curvas extremas, com 𝑖 ∈ {𝑙,𝑚,𝑟}, 𝑗 ∈
{𝑙,𝑚,𝑟}, 𝑢 ∈ Z+, 𝑣 ∈ Z+ e 𝑖 ̸= 𝑗. Se essas curvas extremas coexistem para uma determinada
combinação de parâmetros de controle, é correto dizer que essas curvas também coexistem
com duas outras curvas superestáveis [𝑢+𝑣]𝑖 e [𝑢+𝑣]𝑗. A seguinte expressão pode resumir
essa propriedade:

(𝑢)𝑖→𝑗 ∩ (𝑣)𝑗→𝑖 = [𝑢 + 𝑣]𝑖 ∩ [𝑢 + 𝑣]𝑗. (4.7)

Observe que o período das duas curvas superestáveis é a soma de ambos os extremos.
Em nosso exemplo anterior, declaramos que a curva extrema (1)𝑚→𝑟 intercepta a curva

(2)𝑟→𝑚 (ponto verde nas Figs. 4.3(a,b)), ao mesmo tempo em que as curvas superestáveis
[3]𝑟 e [3]𝑚 se cruzam. Para visualizar melhor o que acontece, obtivemos o gráfico de
𝑋1 vs. 𝑋0, conforme mostrado na Fig. 4.4(a). Esta figura considera 𝛽 = 0,08769271,
𝛿 = 0,2 e 𝛾 = 8,087141, que são as coordenadas do ponto verde na Fig. 4.3(b). Como
se pode ver, a curva vermelha é uma órbita extrema que conecta 𝑋0 = 𝑋(𝑟) (máximo
local) a 𝑋2 = 𝑋(𝑚) (mínimo local) após duas iterações, recebendo a nomeação de (2)𝑟→𝑚.
Na Fig. 4.4(b) mostramos as linhas azuis, que é um exemplo de órbita que começa em
𝑋0 = 𝑋𝑚. Esta órbita conecta o mínimo local ao máximo local (𝑋1 = 𝑋𝑟) após uma
iteração, que é denominada (1)𝑚→𝑟. Observe que as duas curvas extremas (vermelha e
azul) juntas representam um polígono fechado. Pode-se notar que, após três iterações a
partir do mínimo local 𝑋(𝑚), a órbita retorna à mesma posição, representando uma curva
superestável [3]𝑚. O mesmo ocorre ao partir do máximo local 𝑋(𝑟), onde temos a curva
superestável [3]𝑟. Este comportamento está de acordo com a Propriedade 1.
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Agora mostramos detalhes sobre o ponto azul na Fig. 4.3(b), que tem coordenadas
(𝛽, 𝛾, 𝛿) = (0,03602805, 9,776271, 0,2). Observe que pegamos o ponto azul no extremo da
curva (1)𝑚→𝑟, mas como veremos, ele está dentro de uma região caótica. A Figura 4.4(c)
mostra o resultado de 𝑋1 vs. 𝑋0, onde temos uma curva extrema que conecta o mínimo
local em 𝑋0 = 𝑋(𝑚) ao máximo local em 𝑋1 = 𝑋(𝑟) após uma iteração. Observe que, ao
iterar o mapeamento a partir do máximo local (veja a Fig. 4.4(d)), a órbita leva à um
atrator caótico (linhas azuis).

Se considerarmos o ponto magenta na Fig. 4.3(b), com coordenadas (𝛽, 𝛾, 𝛿) =
(0,03602805, 9,776271, 0,2), vemos que a curva (2)𝑚→𝑟 intercepta a curva (4)𝑚→𝑟. Observe
que esta interseção é diferente da mostrada pela Propriedade 1. Para esta intersecção,
precisamos considerar uma nova propriedade:
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Figura 4.4: Mapa de retorno para valor constante de 𝛿 = 0.2 e diferentes combinações de
𝛽 e 𝛾. Sendo (a,b) correspondente ao ponto verde, (c,d) ao ponto azul e (e,f) ao ponto
magenta, que podem ser observados na figura 4.3.

Propriedade 2. Sejam (𝑢)𝑖→𝑗 e (𝑣)𝑖→𝑗 duas curvas extremas, com 𝑖 ∈ {𝑙,𝑚,𝑟}, 𝑗 ∈
{𝑙,𝑚,𝑟}, 𝑢 ∈ Z+, 𝑣 ∈ Z+ e 𝑖 ̸= 𝑗. Se essas curvas extremas coexistem para uma determinada
combinação de parâmetros de controle, é correto dizer que essas curvas também coexistem
com outra curva superestável [𝑢−𝑣]𝑗. A seguinte expressão pode resumir essa propriedade:

(𝑢)𝑖→𝑗 ∩ (𝑣)𝑖→𝑗 ∈

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
[𝑢 − 𝑣]𝑖

ou
[𝑢 − 𝑣]𝑗

(4.8)
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Observe que o período da curva superestável é o resultado da subtração do período de
ambos os extremos.

De acordo com a Propriedade 2., a interseção das curvas (2)𝑚→𝑟 e (4)𝑚→𝑟 precisa
ocorrer na mesma posição onde uma superestável a curva [2]𝑟 coexiste. Provamos isso na
Fig. 4.3(a), onde o ponto magenta está na curva superestável [2]𝑟.

4.4.2 Resultados numéricos para 𝛿 = 1,5

A Figura 4.5 considera o espaço de parâmetros para 𝛿 = 1,5. Aumentar o valor de 𝛿

resulta em mudanças na organização do espaço de parâmetros. Na Fig. 4.5(a) temos o
gráfico das curvas superestáveis (linhas tracejadas) [2]𝑟, [2]𝑚, [3]𝑟, [3]𝑚, [4]𝑟 e [4]𝑚.

Na Fig. 4.5(b), mostramos as curvas extremas como linhas contínuas. Observe que
a interseção entre as curvas [2]𝑟→𝑚 e [1]𝑚→𝑟 ocorre na mesma posição onde as curvas
superestáveis [3]𝑟 e [3]𝑚 se cruzam, o que concorda com a Propriedade 1. Temos outra
interseção entre as curvas (2)𝑟→𝑚 e (2)𝑚→𝑟 em uma região com periodicidade 4 (ponto ciano
nas figuras). Essa interseção ocorre novamente em uma região onde as curvas superestáveis
[4]𝑟 e [4]𝑚 coexistem. Finalmente, ao analisar a curva extrema (2)𝑟→𝑚 e (1)𝑚→𝑟, vemos
que essas curvas organizam várias estruturas CSP.

4.4.3 Resultados numéricos para 𝛿 = 1,8

Na Fig. 4.6 (a), alteramos o valor 𝛿 para 1,8. Podemos observar o surgimento de
estruturas CSP com alta estabilidade (𝜆 ≪ 0), com coloração vermelha. Destacamos
algumas curvas superestáveis. Dentre eles, destacamos a região 3 do período que contém a
interseção dos extremos [3]𝑟 e [3]𝑚, caracterizada pelo ponto ciano. Outra interseção, que
merece atenção, ocorre entre as curvas [5]𝑟 e [5]𝑚.

Na Fig. 4.6 (b) apresentamos as curvas extremas. O ponto ciano marca a interseção
entre os extremos (1)𝑚→𝑟 e (2)𝑟→𝑚, que novamente concorda com a Propriedade 1. Os
números em preto marcam o período dos CSPs. Seguindo essa ideia, na Fig. 4.6(b) temos
a interseção dos extremos (1)𝑚→𝑟 e (4)𝑟→𝑚 caracterizado pelo ponto laranja, que ocorre
em uma estrutura de período 5, destacamos também a interseção dos extremos (1)𝑚→𝑟 e
(3)𝑚→𝑟, que ocorre em uma estrutura de período 2 , ilustrada pelo ponto vermelho. Nesse
cruzamento, temos as curvas superestáveis [5]𝑟 e [5]𝑚 coexistindo com os extremos.

A Figura 4.7 mostra o diagrama de bifurcação 𝛾 vs. 𝑋 ao seguir a curva extrema
(1)𝑚→𝑟 na Fig. 4.6(b). Neste diagrama, podemos ver, da esquerda para a direita, uma
duplicação do período, levando a uma região de período 2. A linha vermelha tracejada
corresponde à parâmetros de controle usados para traçar o ponto vermelho na Fig. 4.6(b).
Seguindo essa ideia, as linhas ciano e laranja tracejadas na Fig. 4.7 correspondem aos
pontos ciano e laranja na Fig. 4.6(b), que têm período 3 e 5 respectivamente. As janelas
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Figura 4.5: Espaço de parâmetros para 𝛾 vs. 𝛽 com um valor fixo de 𝛿 = 1,5, em que (a)
temos as curvas superestáveis e em (b) temos as curvas extremas.

periódicas entre os atratores caóticos correspondem às estruturas CSPs observadas ao
seguir a curva extrema (1)𝑚→𝑟.

4.4.4 Resultados numéricos para 𝛿 = 3

Agora, alteramos o valor de 𝛿, considerando que é igual a 3. O resultado é mostrado na
Fig. 4.8(a), onde temos o gráfico das curvas superestáveis [2]𝑟, [2]𝑚, [3]𝑟, [3]𝑚, [4]𝑟 e [4]𝑚.
Aqui, destacamos a interseção entre as curvas superestáveis [4]𝑟 e [4]𝑚. Outra interseção
que gostaríamos de mostrar ocorre entre as curvas [3]𝑚 e [3]𝑟, que ocorre em uma estrutura
CSP de período 3, caracterizada pelo ponto preto.

Na Fig. 4.8(b) mostramos as curvas extremas (1)𝑚→𝑟 , (2)𝑚→𝑟, (2)𝑟→𝑚, (3)𝑚→𝑟 e (4)𝑟→𝑚.
Podemos confirmar que a intersecção entre as curvas extremas (1)𝑚→𝑟 e (2)𝑟→𝑚 ocorre no
ponto preto.

Por fim, ao considerar a Fig. 4.8(b), notamos o aparecimento de algumas estruturas não
encontradas nos gráficos anteriores. Para melhor visualizar essas estruturas, consideramos
uma ampliação no retângulo tracejado da Fig. 4.8(b). O resultado é mostrado na Fig. 4.9.
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Figura 4.6: Espaço de parâmetros para 𝛾 vs. 𝛽 com um valor fixo de 𝛿 = 1,8, em que
(a) as linhas tracejadas representam as curvas superestáveis e em (b) as curvas contínuas
representam as curvas extremas.

Observe que temos algumas curvas superestáveis cíclicas (curvas fechadas), nomeadas como
[6]𝑚 e [6]𝑟. Ao analisar as curvas extremas, notamos também algumas curvas extremas
cíclicas. Várias outras curvas extremas também estão presentes, mas destacamos apenas
algumas delas para evitar confusão. Estas curvas cíclicas são importantes porque de acordo
com a Ref. [27] tais curvas podem explicar como surgem as sequências de adicionamento
de período das estruturas CSPs.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS E
PERSPECTIVAS

Nesta dissertação, estudamos três mapas unidimensionais. Inicialmente estudamos
algumas propriedades do mapa Logístico, analisando algumas características, tais como:
pontos fixos, análise de estabilidade, diagrama de bifurcação e caracterizamos a dinâmica
do sistema com o auxílio do cálculo do expoente de Lyapunov.

No capítulo 2, estudamos uma generalização do mapa Logístico, conhecido como mapa
Logistic-Gauss, onde explanamos neste capítulo as propriedades dinâmicas de tal mapea-
mento. Em seguida, no Cap. 3, abordamos o mapa Gauss, evidenciamos algumas proprie-
dades importantes do mesmo, para isso, utilizamos do método numérico Newton Raphson
para encontrarmos os pontos fixos e assim, obter informações referentes as bifurcações do
mapeamento.

No Cap. 4 mostramos algumas propriedades de um novo mapa unidimensional capaz
de mostrar como surgem as cascatas de adicionamento de período dentro do espaço de
parâmetros. Evidenciamos como este mapa é descrito, utilizamos o mapa de retorno e
o espaço de parâmetros para explicar o comportamento de algumas curvas extremas e
superestáveis. Mostramos a importância das curvas extremas para o estudo, uma vez
que essas curvas mostram como é a organização e distribuição de todas as estruturas
periódicas (CSPs) dentro do espaço de parâmetros. Por fim, através da análise do espaço
de parâmetros, mostramos que o cruzamento de duas curvas extremas sempre ocorre em
uma região periódica.

Como perspectiva futura pretendemos estender esses estudos para outras dimensões.
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