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Impacto potencial desta pesquisa

O presente trabalho traz uma anélise do modelo epidemiologico SIR, o qual foi am-
plamente utilizado em pesquisas durante a recente pandemia de Covid-19. Esta andlise
se deu com base em artigos e demais pesquisas realizadas em diferentes épocas, isto é,
algumas recentes (resultados de pesquisas a partir de 2020) e outras com mais de dez anos
de publicacdo. Apresentamos uma analise dos pontos de equilibrio quanto a estabilidade,
considerando ou nao dinamica vital e também se a populacao é constante ou variavel. A
partir disso, torna-se possivel compreender a dindmica epidemiolégica de diferentes doen-
cas. Além destas contribuigdes destacamos outras duas bastante relevantes: a primeira
é referente aos resultados obtidos sobre o modelo SIR com dinadmica vital e populacao
variavel, o qual nao é tao discutido na literatura se comparado a modelos mais simples.
J& a segunda contribuicao refere-se ao desenvolvimento de um codigo que permitiu gerar
graficos de diferentes modelos epidemiolégicos para andlise, que também pode ser 1til no
desenvolvimento de pesquisas futuras.

Potential impact of this research

This work presents an analysis of the SIR epidemiological model, which was widely
used in researches during the recent Covid-19 pandemic. This analysis was based on
papers and other researches carried out at different times, that is, some recent (results from
2020) and others with more than ten years of publication. We present an analysis of the
equilibrium points and their stabilities, considering or not vital dynamics and also whether
the population is constant or variable. From this, it becomes possible to understand the
epidemiological dynamics of different diseases. In addition to these contributions, we
highlight two other very relevant ones: the first refers to the results obtained on the
SIR model with vital dynamics and variable population, which is not much discussed in
the literature when compared to simpler models. The second contribution refers to the
development of a code that allowed the generation of graphs of different epidemiological
models for analysis, which can also be useful in the development of future research.
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Resumo

Este trabalho aborda cinco modelos matematicos em Epidemiologia: SIS, SIR, SIRS,
SEIS e SEIR, de modo que o estudo mais aprofundado é sobre o modelo SIR. Sao anali-
sados os pontos de equilibrio (e suas estabilidades) dos sistemas de equagoes diferenciais
que descrevem o modelo SIR simples (sem dindmica vital), o modelo SIR com dindmica
vital e populagao constante e o modelo SIR com dinadmica vital e populagao variavel, bem
como alguns de seus planos de fase. Além disso, estao presentes os resultados obtidos
apés variagao dos parametros de um modelo SIR proposto pelos autores Baez-Sanchez e
Bobko (2020).

Palavra-chave: Estabilidade, Modelos Matematicos em Epidemiologia, Modelo SIR,
Pontos de Equilibrio.



Abstract

This work addresses five mathematical models in Epidemiology: SIS, SIR, SIRS, SEIS
and SEIR, so that the most in-depth study is on the SIR model. We analyze the equi-
librium points and their stabilities for the systems of differential equations that describe
the simple SIR model (without vital dynamics), the SIR model with vital dynamics and
constant population and the SIR model with vital dynamics and variable population, as
well as some of their phase plans. Furthermore, we present the results obtained after
varying the parameters of a SIR model proposed by the authors Baez-Sanchez e Bobko
(2020).

Keyword: Stability, Mathematical Models in Epidemiology, SIR Model, Equilibrium
Points.
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1 Introducao

A Modelagem Matematica é uma area do conhecimento que possibilita descrever ma-
tematicamente diferentes situacoes reais. Por este motivo, ela pode ser empregada em
diversas areas, como por exemplo, Economia, Fisica, Quimica, Medicina, entre outras.
Modelos matematicos utilizados no estudo de processos variacionais, descritos por equa-
¢oOes deterministicas, em geral fazem previsoes "exatas"do fendmeno estudado, que depen-
dem tanto das variaveis de estado quanto dos valores dos parametros utilizados, que em
geral sao valores médios de um conjunto de dados.

Segundo Bassanezi e Barros (2010, p. 290),

nos modelos que lidam com incerteza, os estocasticos, por exemplo, as
solugdes sdo processos estocdsticos cujas médias podem ser obtidas a
posteriori, quando se tem as densidades de distribuicdo das variaveis
e/ou dos pardmetros envolvidos no modelo referente ao fen6meno anali-
sado.

No entanto, se no fenéomeno estudado pretende-se levar em consideracao a heterogenei-
dade, que nao provém de aleatoriedades, a Teoria de Conjuntos Fuzzy tém sido bastante
utilizada no processo de modelagem. (BARROS e BASSANEZI, 2010; MASSAD e OR-
TEGA, 2010) .

Nesta dissertacao, utilizaremos a Modelagem Matematica no ramo da Epidemiologia,
a qual estuda doencas que afetam a populagdo humana. Os modelos que serdo utilizados
sao do tipo deterministicos, descritos por equagoes diferenciais ordinarias.

De acordo com Edelstein-Keshet (2005), as doencas infecciosas podem ser classifica-
das em dois grupos: as doenc¢as microparasitarias, que sao causadas por virus e bactérias,
como por exemplo, gripe, sarampo e tuberculose e as doengas macroparasitarias, que
sdo causadas por vermes, como por exemplo, ancilostomose e filariose. Por meio da Mo-
delagem Matematica foram desenvolvidos diversos modelos epidemiolégicos, os quais sao
importantes por possibilitarem que as pessoas conhecam como estas doencas se propagam
entre a populacdo, além de prever alguns fenémenos e, assim, criar acoes que evitem sua
transmissao ou previnam a populacao.

Os seres humanos ja enfrentaram muitas doengas ao longo de sua existéncia, algumas
mais avassaladoras que outras, como a peste negra, a variola, o sarampo, a gripe espanhola
e a recente pandemia de Covid-19, durante a qual foram desenvolvidos e aplicados muitos
modelos epidemioldgicos. Através deles, muitos cientistas puderam prever situagoes gra-
ves e o periodo em que ocorreriam durante a pandemia, sugerindo politicas de prevencao
(como o lockdown, uso de méscaras e dlcool para higienizar as maos) e expondo caracte-
risticas de um virus desconhecido para toda a populacao, acdes que puderam poupar a
vida de muitas pessoas até o surgimento das vacinas.

14
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Desta forma, o objetivo principal do presente trabalho é apresentar uma anéalise do
modelo epidemiologico SIR e algumas de suas variagoes, os quais sao representados por
sistemas de equagoes diferenciais ordinarias.

Para isso, no capitulo 2 apresentaremos nogoes sobre sistemas de equagoes diferenciais
lineares (incluindo exemplos com graficos de plano de fases), as defini¢oes de estabilidade,
estabilidade assintética e instabilidade e os conceitos necessarios para escrever sistemas
nao lineares como sistemas localmente lineares. Além disso, serdo apresentados alguns
resultados que permitem classificar os pontos criticos de um sistema e analisar sua esta-
bilidade.

No capitulo 3, daremos uma visao geral sobre os modelos epidemiolégicos SIS, SIR,
SIRS, SEIS e SEIR, apresentando seus compartimentos, as equacoes que os descrevem e
exemplos de algumas doencas que podem ser modeladas por eles.

J& no capitulo 4, aprofundaremos o estudo do modelo SIR, abordando trés tipos dele:
o modelo SIR sem dinamica vital, o modelo SIR com dinamica vital e populagao constante
e o modelo SIR com dinamica vital e populagao variavel. Serao apresentados os diagramas
com compartimentos de cada modelo e a transicao da populacao entre cada um deles, as
equagoes que os descrevem, seus pontos de equilibrio, tipo de estabilidade e alguns planos
de fase.

Por fim, no capitulo 5, apresentaremos uma analise dos pontos de equilibrio em um
modelo SIR proposto por Baez-Sanchez e Bobko (2020), no qual foram feitas variagoes em
alguns parametros do modelo original e gerados novos planos de fase, buscando comparar
as mudancas nos pontos de equilibrio.

Ressaltamos que os graficos apresentados ao longo do trabalho foram gerados usando
os softwares Winplot e Scilab.



2 Preliminares

Neste capitulo serao abordadas algumas defini¢oes e resultados sobre os sistemas de
equagoes diferencias baseados em Boyce (2010), a fim de facilitar a andlise dos modelos
epidemioldgicos que serao apresentadas nos capitulos posteriores.

2.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares - so-
lucoes e exemplos

Utilizaremos nesta secao conceitos sobre sistema lineares de primeira ordem, mais
especificamente com coeficientes constantes. Este conhecimento é relevante e se faz neces-
sario porque mesmo os sistemas de ordem maior podem ser transformados em sistemas
de primeira ordem, o que pode ser 1util diante de uma abordagem numérica.

Tomemos uma equacgao arbitraria

v =Fty sy (2.1)
em que t é a variavel independente e y™ é a derivada de ordem n de uma funcao de t.
Ao definirmos z; =y, 20 = v, x5 = y”, ..., x, = ¥y}, temos
l'll = T2
xh =13

Assim, podemos escrever a equagao (2.1) como o seguinte sistema de equagoes dife-
renciais de primeira ordem:

) = Fi(t,x1, T2, ..., 2,)

LL’/Q = FQ(f,.ﬁUl,ZCQ,...,I‘n) (22)

xl = Fo(t,z1, 29, ..., )

Para ilustrar as equacoes (2.1) e (2.2), consideremos o exemplo a seguir.
Exemplo 2.0: Considere a equagao diferencial de segunda ordem:

y' +0,5y +2y=0

16



Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares - solugcoes e exemplos 17

e sejam r1 =y e 1o = y'. Entdo, 2) = ¢ = x4 e 2, = y”. Fazendo as substituigoes de
y",y e y na equagdo dada, vem que:

x’2+0,5x2+x120

Logo, x1 e x, satisfazem o seguinte sistema de duas equagdes de primeira ordem:

T = 9
xh = —x1 — 0,5x,.

Definigao 2.1. Dizemos que se todas as fungoes F, Fy, ..., F, de (2.2) s@o lineares com
variaveis dependentes xy, zo, ..., T,, entao o sistema (2.2) é linear.

O sistema (2.2) pode ser representado na forma

X

— = AX
dt
em que
/
Ty ai;  ai2 N AT I
/
dX Ty (21 Q22 ... Q2q 2
—— =\ A= . . . leX=]_1,
dt : : : o :
/
Ly, Ap1 Ap2 ... QApp Tn
isto é, ‘% é representada na forma de matriz coluna, de modo que cada linha é uma das

n derivadas de x. Por sua vez, A representa a matriz dos coeficientes do sistema e X a
matriz coluna com as funcgoes 1, s, ..., Tp.

A

Teorema 2.2. Se o sistema X' = AX admite uma solucdo da forma x = e, entdo \ é

um autovalor de A e v é um autovetor associado a .

My seja uma solucdo dos sitema X’ = AX, em que

Demonstragdo. Suponhamos que x = e
A e o vetor v devem ser determinados.

Substituindo z = eMv no sistema X’ = AX, obtemos

et = Ave, (2.3)

Como e* # 0, podemos simplificar a igualdade acima, obtendo \v = Av, que é
equivalente a

(A=A =0, (2.4)

sendo I a matriz identidade n x n.

Resolvendo (2.4) encontramos os autovalores e autovetores da matriz de coeficientes
A.

Portanto, o vetor z = e*v é uma solucdao da equacao X' = AX, desde que \ seja um
autovalor e v seja um autovetor associado da matriz de coeficientes A. 0

A

Na demonstracao acima e nos demais problemas, para encontrar os autovalores A
associados a matriz A, resolvemos a equagao

det(A — \I) = 0. (2.5)
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A

Em seguida, como buscamos pela solu¢ao na forma z = e*v, encontramos os autove-

tores substituindo os valores de A na equacgao

(A— M) =0. (2.6)

Além do Teorema (2.2), enunciaremos outros dois resultados a seguir que também sao
importantes para auxiliar na resolucao dos exemplos apresentados nas segoes posteriores.

Teorema 2.3. Seja A uma matriz n X n. Entdo, o sistema de equacgoes diferenciais
X' = AX possui um conjunto de n solugdes linearmente independentes (L.1)

x1(t), xa(t), ..., Tp (1)
e toda solucao = = x(t) se expressa unicamente como combinacao linear destas solugoes,
isto é,
z(t) = 1w (t) + cowa(t) + ... + cpzp(t).
Demonstragdao: ver Boyce (2010).

Teorema 2.4. Seja A uma matriz quadrada n X n e sejam A1, Mg, ..., A, autovalores (nao
necessariamente distintos) de A. Se vy, vq, ..., v sdo autovetores (L.I) de A associados a
cada um destes respectivos autovalores, entao x; = e’\lvl, Ty = e’\2vg, T = ekkvk sao
solugoes (L.1.) do sistema X' = AX.

Demonstragdo: ver Boyce (2010).

Apresentaremos na sessao a seguir as solugoes e os planos de fase para alguns sistemas
de equagoes lineares, considerando diferentes casos para os autovalores. Em todos os casos
que seguem foram considerados sistemas lineares de ordem 2, para facilitar a visualizagao.
O processo para encontrar a solucao de sistemas de ordem n segue os mesmos passos.

2.1.1 Autovalores Reais
Caso 1: autovalores negativos (A < Ay < 0)

A solugao geral do sistema, de acordo com os teoremas (2.3) e (2.4), serd da forma:

At

z(t) = cyv Mt 4 cpupe?, (2.7)

Set — oo e se ¢; = 0, entao z(t) — 0 na diregdo do vetor ve. Caso ¢y = 0, ocorre o
mesmo, mas com z(¢) — 0 na diregao de v.
Escrevendo a equagao (2.3) na forma

z(t) = e [cyv eM A L ey,

vem que quando t — 0o, z(t) — 0 seguindo a trajetoria de covy, uma vez que Ay — Ay < 0.
Isso significa que independente da condigao inicial, a solucao tende ao ponto de equilibrio
na origem. Neste caso, o ponto de equilibrio é um nodo assintoticamente estavel.

Exemplo 2.1

Considere o sistema fl—f = Ll)) :ﬂ x.
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Conforme descrito na equagao (2.5), os autovalores podem ser calculados da seguinte

maneira;:

‘1—>\ -9

Agora, de acordo com a equagao (2.6), basta substituir cada um dos autovalores na
matriz dos coeficientes e encontrar os autovetores v; e vy associados a eles:

e Para A\ = —1:

2 =2 |a

[3 _3] M —0 5 a=b
o Para A\ = —2:

3 —2||c 2

[3 _2] M —0 > e=2d
Assim, vy = [H ¢ um autovetor associado a A = —1 e vy

associado a A = —2.

Logo, a solugao do sistema é

|

— wWIN

Figura 2.1: Plano de fase para o Exemplo 2.1.

A A Y AR Pyl
YA VYAV EVAY A ES
AN N A Y 4
VA A/ SV A S A A, ) TR
LA A £
TN A BN AT . SO I
L A Trrr Ny
LN | A
AR VAR
AL FEIIIIPTET
DU A A S
Phl A A
T A VA A A
I T A A U S
Y 3 A A A
AT A S )
AASF] N

1 é um autovetor
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Nos exemplos dos casos a seguir, fazendo o mesmo desenvolvimento, podemos encon-
trar as solucoes desejadas. Sendo assim, a etapa de resolugdo serd suprimida em cada
sistema.

Caso 2: autovalores positivos (A\; > Ay > 0)

Para esse caso a solu¢do também serd conforme a equagao (2.3), mas quando t — 0,
se ¢; = 0, entdo [|z(t)|| — oo, com o sinal dependendo somente de ¢;. Do mesmo modo,
se cg = 0, temos que ||z(t)|| — oo e o seu sinal depende apenas de ¢;. Caso as constantes
nao sejam nulas, é possivel analisar a solugao (2.3) escrevendo-a como

Art Az —A1)t
z(t) = eMciv; + cpvpeP2 A

pois como Ay — A\; < 0, quando t — 00, covee*?2 M)t tende a zero e a solucdo tende a

infinito na direcao de v;. Quando isso acontece o ponto de equilibrio é um nodo instavel.

Exemplo 2.2
Dado o sistema

sua solucao sera

[¥%) =

(&%)

e — S — S —

—

{?ﬂﬁ/’/?/’/ﬁ:ﬁﬂ

—

L

1%}

A Tt g

Figura 2.2: Plano de fase para o Exemplo 2.2.
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Caso 3: autovalores com sinais opostos (A} < 0 < \g)

Utilizando mais uma vez a solugao na forma (2.3), temos que para t — oo, ||z(t)|| — oo

dependendo unicamente do sinal de ¢;. Como o termo cqvie

acaba sendo muito pequeno,

segue que para qualquer condi¢ao inicial a solugdo tendera ao infinito com uma trajetéria
na direcao de vy. No entanto, se a condi¢ao inicial estiver na direcao de vy, ocorre que
¢y = 0 e automaticamente z(t) — 0. Neste caso o ponto de equilibrio é chamado de

ponto de sela instavel.

Exemplo 2.3
Dado o sistema

sua solucao sera

Tl P R R BB RO RO R

R RO R R R R R R R R R R R R R R T

Figura 2.3: Plano de fase para o Exemplo 2.3.

Caso 4: autovetores independentes com (A = A\; = \; < 0)

R N
R N T N NN LN

NSNS RN,

Nesse caso a solucao geral é dada por

z(t) = crvre™ + covge.

Quando t — oo observamos que:

e sec; =0, z(t) = 0 com trajetéria no sentido do autovetor wy;

T M M e N e e N N N N e NN
S S e M S N S S M P e N My e Ny N Ny
M e e T N e P N N e N N e e

(2.8)
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e se ¢y =0, z(t) — 0 com trajetéria no sentido do autovetor v.

Ja quando as constantes sao diferentes de zero, podemos apresentar a solucao geral
como

z(t) = eMcivy + covy).

Assim, como ¢v1 + a9 = €303, cOm ¢4, ¢a, c3 € R, temos que quando t — oo, z(t) — 0
na direcao do autovetor resultante vs. Para este caso considera-se que o ponto de equilibrio
¢ um nodo proéprio assintoticamente estavel ou ponto estrela assintoticamente
estavel.

Exemplo 2.4
Dado o sistema

sua solucao sera:

Figura 2.4: Plano de fase para o Exemplo 2.4.

Caso 5: autovetores independentes com (A = A\; = Ay > 0)

A solugao também serd do tipo (2.4) e a unica diferenga com relagdo ao caso anterior
é que quando t — oo, ||z(t)|| — oo e depende apenas dos sinais das constantes ¢; e cs.
Classifica-se o ponto de equilibrio como um nodo préprio instavel ou também como
ponto estrela instavel.



Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares - solugcoes e exemplos 23

Exemplo 2.5
Dado o sistema

sua solucao sera

SNANANAANNA NS P r s A
SESAANANANWAYT N s
saSAAANNAY YWY TP A
R RRRANANANANWRT PSS A s s
o SRR R R P P22/ 22 2 7 4
st S SRR N et A A s s
LN T Tl B \ T f (P R S

T T T T e T
T e e T e bj
S A )/
ClV' s//

,_.
|
T

L e it
ALY NN e e e s

]
\
t

\
!
b
-
!
!
}

LSS S L T RV Ve M T T
LS A R
A A A A T R R T
AT ENERNN LA RN N N N Y

Figura 2.5: Plano de fase para o Exemplo 2.5.

Caso 6: autovetores dependentes com (A = \; = Ay < 0)

Para esse caso vamos considerar a solugao geral na forma:

2(t) = crve + co(vteM + net), (2.9)

na qual, segundo Boyce (2010), 7 é o autovetor generalizado associado ao autovalor
degenerado v. Este autovetor também sera necessario no préximo caso.
Quando t — oo, temos que:

e secy oucy =0, entdo z(t) — 0 na dire¢do de v, pois e* tende a zero mais rapido
que teM;

o se c1,0o # 0, entdo x(t) — 0 na dire¢ao de v, uma vez que vte' é dominante na
expressao.

Neste caso o ponto de equilibrio ¢ um nodo imprdéprio assintoticamente estavel
ou nodo degenerado assintoticamente estavel.
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Exemplo 2.6
Dado o sistema

sua solucao sera

Caso 7: autovetores dependentes com (A\; = Ay > 0)

Figura 2.6: Plano de fase para o Exemplo 2.6.

VNN SN s
N B/ N A S
Y NN Y ass
LY LY
I S N
A N i
N SN ?
LN ?
NIRRT FEY o
AN e
VA A A 7 7
ULV VA 577 7T 77
VANNTSm A g i
MNEL AP /7
A AP 77
A AFAPAD P P 77
AAFAPP PP T 77
AFAFPAPAT AT A 77

Neste ultimo caso a solugdo também é do tipo (2.5). Quando t — oo, se ¢; ou ¢y
sdo nulos, temos z(t) — oo na direcao de v, pois assim como no caso 6, o termo vte' é
dominante. Ja para c;,co # 0, devemos analisar trés condigoes:

e secy,ce >0, entdo x(t) — oo na dire¢ao de v;

e se ¢y, ce < 0 entao x(t) - —oo na dire¢ao de v;

e se ¢ e ¢y possuem sinais contrarios podemos analisar a solucao escrevendo-a na

forma:

z(t) = e'[(c1v + can) + caut].

x(t) = e'[csp + cout]
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Ainda assim, o termo vte* continua sendo dominante. Logo, ||z(¢)|| — oo na direcdo
de v quando t — co. O ponto de equilibrio ¢ um nodo impréprio instavel ou nodo
degenerado instavel.

Exemplo 2.7

Dado o sistema

sua solucao sera

da:_ 3 —4
7 I |
z(t) =c 2let 4 e te' + |7] €
L 27 1

-
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Figura 2.7: Plano de fase para o Exemplo 2.7.

2.1.2 Autovalores Complexos

Caso 1l: A\=a =+

bi

Se os autovalores sao da forma A = a £ bi, com a,b € R e a # 0, podemos escrever o
sistema de equacgoes diferenciais como:

dx a b

dt -b a

que, por sua vez, na forma escalar sera:

] = axry + bxy

Ty = —bxy + axs.

(2.10)

(2.11)
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Agora, vamos introduzir as coordenadas polares r e 6, isto é:

r? = a] + a5
tgf = 2. (2.12)
I

Entao, ao diferenciarmos cada uma destas equagoes com relagao a t, obtemos:

rr! = x2) + 2ol
T1Th — Xod
6 sec? ) = % (2.13)
1
Portanto, se substituirmos respectivamente as equagoes de (2.9) em (2.11), encontra-
remos as equagoes paramétricas em coordenadas polares do sistema (2.8), ou seja,

Y =ar — r=ce™
0 ——b — 60— —bt+0,, (2.14)

em que, ¢ € R e 6y é o valor de 6 para t = 0.
A partir das equagoes (2.12) podemos concluir que:

o Para b > 0, é possivel observar que conforme ¢ aumenta, 6 diminui, o que indica
uma trajetéria no sentido horario. Caso b < 0, a medida que ¢t aumenta, # também
aumenta, ocasionando uma trajetoria no sentido anti-horario.

o Para a > 0, quando t — oo, |r| — co0. Ja para a < 0, quando t — oo, r — 0.

Portanto, as trajetérias sao espirais que se aproximam ou se afastam da origem depen-
dendo do sinal de a. Assim, se a > 0, a solugao se afasta da origem e é classificada como
foco instavel, enquanto para a < 0 a solugao se aproxima da origem e é classificada
como foco assintoticamente estavel.

Exemplo 2.8
Dado o sistema

d:r;_ 3 =2
a4 -1

temos que os autovalores sao A\ = 1+ 2i e Ay = 1 — 2i. Assim, como a > 0, as trajetérias
sao espirais no sentido anti-horario, que se afastam da origem, conforme ilustrado na
Figura (2.8).

Caso 2: A\ =+

A diferenca desse caso para o anterior é que aqui os autovalores sdo imaginarios puros,
com b € RT e, por isso, o sistema de equacoes diferenciais é representado por

dz 0 b
= [_b O]x (2.15)
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Figura 2.8: Plano de fase para o Exemplo 2.8.

Entao, escrevendo-o na forma escalar e utilizando as coordenadas polares de modo
analogo ao caso anterior, obtemos as seguintes equagoes paramétricas para este sistema:

r=c

0= —-bt+06,.

(2.16)

Isso significa que as trajetérias sao curvas fechadas em torno da origem. Com isso, a
origem ¢ chamada de né ou ponto elipitco estavel, sendo que o sentido da trajetéria
também pode ser horéario ou anti-horario, dependendo do sinal de b.

Exemplo 2.9

Dado o sistema

dr _
dt

1 2
—5 —1|"

temos que os autovalores sao \; = 37 e Ay = —3¢. Nesse caso, como a = 0, a origem é um

n6 e o sentido das trajetorias ¢ hordrio, conforme ilustrado na Figura (2.9).

Observando esses casos podemos obter algumas conclusoes:

1. Para cada ponto (xg,yy) no plano de fase passa uma unica trajetéria, ou seja, as
trajetorias nao se cruzam e a tunica solucdo que passa pela origem é a solugao de

equilibrio.

2. No conjunto de todas as trajetérias sempre ocorrera uma das trés situagoes a seguir:
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Figura 2.9: Plano de fase para o Exemplo 2.9.

a) Para os autovalores reais e negativos ou complexos com parte real negativa, todas
as trajetorias se aproximam do ponto critico x = 0 quando ¢t — oo. Isso indica

que a origem é um noé atrator.

b) Para os autovalores imaginarios puros todas as trajetérias permanecem limita-
das, mas nao tendem a origem quando ¢ — co. Neste caso a origem ¢é o centro

de um circulo.

c¢) Se pelo menos um dos autovalores é positivo ou se os autovalores tém parte real
positiva, as trajetérias (exceto x = 0) tendem a infinito quando ¢t — 0.

2.2 Anadlise de estabilidade de Sistemas de Equacoes
Diferenciais

Consideremos o sistema com duas equagoes diferenciais a seguir:

(§ Zron. o o1
diz = G(ill',y), y(tO) = Yo

Suponhamos que as fungdes F' e GG sao continuas e que suas derivadas parciais de
primeira ordem (também continuas) estdo definidas num dominio D do plano zy. Se
(70,70) € D, entdo pelo Teorema da Existéncia e Unicidade !, existe uma tinica solucao
r = ¢1(t) e y = ¢2(t) do sistema (2.17) que satisfaz as condigoes iniciais dadas.

E possivel escrever este sistema na forma vetorial, isto é:

dX
o = JX) X(t) = Xo (2.18)

!Consultar resultado em: Boyce (2010).
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em que X = (x7y)T7 f(X) = (F(I7y)7 G(ZL’,y))T e Xo = (x(]?yO)T'

Por sua vez, a solugao desse sistema pode ser escrita como ¢(t) = (¢1(t), po(t))7, a
qual pode ser interpretada como a curva tracada por um ponto se movendo no plano de
fase xy.

Note que as func¢oes F' e G nao dependem da variavel independente ¢, mas sim das
varidveis dependentes z e y e, por isso, o sistema (2.17) é chamado de auténomo. Uma
caracteristica desse tipo de sistema é que eles possuem um campo de dire¢bes que nao
depende do tempo. Isso significa que todas as solugoes que satisfazem a condigao ini-
cial dada percorrem a mesma trajetéria, independente do instante em que elas estdo em

(0, Y0)-
Em um sistema auténomo como o (2.18), chamamos de ponto critico ou de equili-
brio o ponto X° = (2%, 1°) que satisfaz & = 0, isto é, = zy e y = yo ¢ uma solugdo

constante desse sistema. E possivel classificar tais pontos de diferentes maneiras, conforme
as defini¢oes a seguir.

Definicao 2.5. Um ponto critico X° é estavel se, dado qualquer ¢ > 0, existe § > 0,
tal que toda solucdo X = ¢(t), que satisfaz ||¢(ty) — X°|| < & existe para todo t > 0 e
satisfaz [|¢(ty) — X°|| < ¢, para todo t > 0.

Em outras palavras, isso quer dizer que toda solu¢ao que comega proxima ao ponto
critico X° (por um raio §) permanece préxima a ele (por um raio €). Um ponto critico
que nao ¢ estavel é dito instavel, ou seja, pelo menos uma solucao que se inicia proxima
ao ponto critico, se afasta dele.

Definicdo 2.6. Um ponto critico X? é dito assintoticamente estavel se é estavel
e, ainda, se existe dy, com 0 < &y < 9, tal que se uma solugdo X = ¢(t), satisfaz
| (to) — XO|| < & entdo limy o ¢(t) = X°.

Assim, uma solucao que comeca préxima ao ponto critico X% nao somente permanece
préxima a ele, como também tende a ele quando ¢t — oo.

2.2.1 Sistemas Lineares

Na secao anterior analisamos o comportamento de alguns sistemas lineares a partir da
solucao analitica obtida. No entanto, é possivel analisar o comportamento de tais sistemas
através de seus pontos de equilibrio.

Exemplo 2.10

Dado o sistema

‘é—f =—r—Yy—2
=3xr—y+6

obtemos como ponto critico P, = (—2,0).

Observando seu plano de fase, conforme apresentado na Figura 2.10, é possivel perce-
ber que P; = (—2,0) parece ser assintoticamente estavel, uma vez que as trajetorias que
comecam proxima a ele, assim seguem e, ainda, tendem a P;.
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Figura 2.10: Plano de fase para o Exemplo 2.10.

O teorema a seguir nos permite classificar os pontos criticos de um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias lineares.

Teorema 2.7. O ponto critico X° do sistema linear X' = AX, Ayyo €: assintoticamente
estavel se 0s autovalores \y e Ay de A sdo reais e negativos ou tém parte real negativa;
estavel, mas nao assintoticamente estavel, se os autovalores Ay e Ay s@Go imagindrios puros;

instavel se os autovalores A\ e Ay sao reais e um deles € positivo, ou se ambos tém parte
real positiva.

Demonstracao. Este resultado seguem diretamente das andlises feitas na secao 2.1

sobre os sistemas de ordem 2 e podem ser feitos de modo andlogo para sistemas de ordem
n.

OJ

Este teorema descreve, a partir da classificacdo dos autovalores, o tipo de solugao
para os sistemas lineares em duas dimensoes. Com o Lema a seguir também é possivel

classificar os pontos criticos, utilizando apenas os conceitos de trago e determinante da
matriz dos coeficientes do sistema.

Lema: seja X° = (0,0) ponto critico do sistema linear

b _
{ g an + ajgy (2.19)
dt

=an® + any
Entao,

o X0 ¢é assintoticamente estével se tr(A) < 0 e det(A) > 0

o X0 ¢ estavel se tr(A) =0 e det(A) >0
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o X0 ¢ instdvel se tr(A) > 0 ou det(A) < 0.

aip Q2
a21 Q22
determinante de A sdo, nesta ordem,

Demonstracao. Seja ] a matriz de coeficientes do sistema (2.19). O trago e o

tT(A) = ay1 + Q29

det(A) = a1 - A22 — A12 * A21.

Os autovalores A associados a matriz A, sao dados por:

(CLH + CLQQ) + \/(CLH + a22>2 - 4(@11@22 - algagl) _ tT’(A) + \/[tT(A)]Q — 4d€t(A>
2

A:
2

Do teorema 2.7, vem que:

a) Para ocorrer estabilidade assint6tica os autovalores devem ser complexos com parte
real negativa ou reais negativos. Os autovalores sao complexos com parte real negativa
se:

e tr(A)<0e
o [tr(A)]? — 4det(A) < 0= [tr(A)]? < 4det(A).
Mas, como [tr(A)]* > 0, entao:

0 < [tr(A)]? < 4det(A) = 0 < 4det(A) = det(A) > 0.

Por sua vez, os autovalores sdo reais negativos se tr(A) < 0 e det(A) > 0. Além disso,

e sedet(A)=0= A\ =0 e Ay <0, e nada podemos afirmar;

o se det(A) < 0= /[tr(A)]2 — 4det(A) > |tr(A)| e existird A > 0.
Assim, se tr(A) < 0 e det(A) > 0 entdo X° é assintoticamente estével.

b) Para ocorrer estabilidade os autovalores devem ser imagindrios puros e, para isso,
é necessario que tr(A) = 0 e [tr(A)]? — 4det(A) < 0, isto é, det(A) > 0.
Logo, se tr(A) = 0 e det(A) > 0, entdo X ¢ estdvel.

c¢) Para ocorrer instabilidade os autovalores devem ser complexos com parte real po-
sitiva ou reais com pelo menos um autovalor positivo. No caso de serem complexos com
parte real positiva, é necessario que:

o tr(A)>0e
o [tr(A)]* —4det(A) < 0= [tr(A)]? < 4det(A).
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Mas, como [tr(A)]*> > 0, entdo

0 < [tr(A)]? < 4det(A) = 0 < 4det(A) = det(A) > 0.

Para o caso de haver pelo menos um autovalor real positivo, deve ocorrer [tr(A)]* —
4det(A) > 0. Mas, observe que:

e Sedet(A) < 0, entao \/[tr(A)P — 4det(A) > |tr(A)|, independente do sinal de tr(A)

e, assim, sempre existird ao menos um autovalor positivo.

e Se tr(A) > 0, entao tr(A) + \/[tr(A)P — 4det(A) > 0, independente do sinal de
det(A). Logo, sempre existird um autovalor positivo, ou entao autovalores complexos
com parte real positiva, ocorrendo instabilidade.

Com isso, se tr(A) > 0 ou det(A) < 0, entdao X° é instével. O

Podemos sintetizar estes resultados em uma tabela como a seguinte:

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
AL <Ay <0 nodo assintoticamente estavel
AL >N >0 nodo instével
AL <0 <)Ag ponto de sela instavel
A= A <0 nodo préprio ou impréprio assintoticamente estavel
AL = A >0 nodo préprio ou improprio instavel
)\1, )\2 =axb
a>0 foco instavel
a<0 foco assintoticamente estavel
A =bi, Ay =—bi noé ou ponto eliptico estavel

Tabela 2.1: Propriedades de estabilidade e instabilidade de sistemas lineares
Fonte: adaptado de Boyce (2010).

2.2.2 Sistemas Localmente Lineares

Para os sistemas de equagoes diferenciais nao lineares dificilmente obtemos uma solu-
¢ao analitica. Assim, a andlise de estabilidade de pontos criticos é de fundamental impor-
tancia para conseguirmos informacgoes sobre o comportamento da solucao. No entanto,
em alguns casos existem diversos pontos criticos, de modo que alguns estao préximos
de outros, fazendo com que a solu¢ao ao redor de um dos pontos seja influenciada por
também estar préxima de outro ponto critico. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.11
O sistema

dx
W =1 — 42

possui como pontos criticos: Py = (3,2) e P> = (—3,2).

Observando o plano de fases desse sistema (que esta representado na Figura 2.11),
é possivel perceber que P, = (%, 2) parece ser instavel, pois as trajetorias que comegam
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proximas a ele estao se afastando dele. Ja o ponto P, = (—%, 2) parece ser estével, pois
as trajetorias que se iniciam préximas a ele, seguem assim.
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Figura 2.11: Plano de fase para o Exemplo 2.11.

Tomemos um sistema autonomo nao linear bidimensional

2~ HX). (2.20)

Para analisar o comportamento das trajetérias de (2.20) proximas de um ponto de
equilibrio X%, podemos aproximar este sistema nao linear por um sistema linear adequado
que possui trajetorias mais simples de descrever.

Para que isso seja possivel, é conveniente escolhermos a origem como ponto critico, o

que nao leva a perda de generalidade, pois se X° # (0,0) podemos utilizar a substituicao
u =X — X° na equacdo (2.20).
Consideremos entao

X' = AX 4 g(X), (2.21)

em que X? = (2% ¢%) é um ponto critico isolado desse sistema. Isto significa que existe

algum circulo com centro na origem que nao possui outros pontos criticos em seu interior,
ou seja, detA # 0.

Para que o sistema nao linear (2.21) esteja proximo do sistema X’ = AX é necessério
que g(X) seja suficientemente pequeno, ou seja,

lg(X)]]
[1X1]
sendo g(X) = (g1(2,9), g2(2,9))" e X = (z,9)".

Com isso, podemos escrever || X|| = Va2 +y2 =7re||g(X)|| = \/gf(x,y) + g3(x,y) e,
entdo, a condigao (2.22) é satisfeita se, e somente se:

— 0 quando X — (0,0), (2.22)

L so, 250 roo. (2.23)
T r
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Ao satisfazer as condigoes (2.23), o sistema (2.21) é chamado de sistema localmente
linear na vizinhanga do ponto critico (2°,¢").
Tomemos novamente o sistema (2.20). Escrevendo-o na forma escalar obtemos

& = F(z,y)
{ B Gy (2.24)

Este sistema serd localmente linear em uma vizinhanca de um ponto critico (2°,4°)
sempre que F e G tiverem derivadas parciais continuas até a segunda ordem. Entao, se
escrevermos F' e GG como um polindmio de Taylor de ordem 1 na vizinhanga de (z°,4°),
temos

{ G = F@ )+ Fa(ay) (@ — ") + (fc’ Yy =) +m(z,y)
G =G0 y0) + Gola, ) (= 2°) + Gy (2, %) (y — 4°) + 12(,y)
em que:
miz.y) 0 quando (x 20,0
Tt g e 2
n2(,y) 0 wwando 00
\/(l’—xo)“r(y—yo)Q_) ! @9) = (&59)

Observe que:

dv _d@ -2  dy _dly—y’)

dt dt a  dt
A partir disso, podemos escrever o sistema (2.24) como
d [x —xol B [Fx(xo,yo) Fy(:vo,yo)l [x —xol N lm(:v,y)]
el — 0 :

dt |y —1° Go(a%,9°) Gy (2 y")| |y —9° n2(x,y)

que na forma vetorial é dado por

du
dt

sendo u = (z — 2% y — %), n = (m1,72)Te J a matriz jacobiana de (2.24) no ponto X°.

Assim, o sistema (2.24) é localmente linear na vizinhanca de X° = (z%,9°) se F e G
forem de classe C?. Além disso, o sistema adequado que aproxima (2.24) na vizinhanga
de X ¢ dado por

= J(X%u +n(X),

d-Emp Al e

\.O
<
o
S~—
@
<
—
8
<
o
N—

em que u = (x —2°) e v = (y —y°).
Se o escrevermos novamente na forma escalar, temos

{ % =5 y)r+ %i(mo,yo)y
0 0 :
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Exemplo 2.12
Counsidere o sistema

{ & =+ylta-y)
Y= z(2+y) '

Vamos encontrar a linearizacao em cada ponto critico e determinar a estabilidade
de cada um deles. Os quatro pontos criticos desse sistema, que sdo: P = (0,0), P, =
(0,1),P3=(2,—-2) e P, =(—3,-2).

Entao, calculando a matriz jacobiana, temos

[ (zy) Ey)] [22+1 1-2
= lim %;%(xy)] [2+y x]

Com isso, podemos encontrar as linearizagoes desejadas.

« No ponto P; = (0,0), a linearizagao é dada por

& =5:(0,0)z + §7(0,0)y o — gy
@ =95(0,0) + §7(0,0)y & =2y

dt
e, calculando os autovalores A deste sistema linear, obtemos A\; = —1 e Ay = 2. Assim, o
ponto critico P;(0,0) é um ponto de sela instavel.
Repetindo os mesmos passos, vamos encontrar a linearizagao nos outros trés pontos
criticos e a estabilidade de cada um.

» No ponto P, = (0,1), a linearizagao é dada pelo sistema

{‘fiﬁ = (0, 1)z + 2£(0, 1)y {‘2 =Ty

d oG G d )
o0 )e+ oy T\ % <
cujos autovalores sao \; = % e Ay = % Isso indica que o ponto critico P, = (0,1)

é um foco instavel.

« J4 no ponto P; = (2, —2), a linearizagao é dada pelo sistema

=5x + 5y

em que os autovalores sao: Ay =5 e \y = 2, indicando um nodo instavel.

Y

{ =222y { &
d
T =52, -2)x+ 572, -2)y %@

 Por fim, no ponto Py = (=3, —2), a linearizacao é dada por

{:jllf = 80 (=3,-2)z +§( »—2)y :>{Zif = —5z + by
i = 5 (03 —2r+ GH(=3,-2)y Yo=-3y
em que o0s autovalores sao: A1 = —H e Ay = —3, indicando um nodo assintoticamente

estavel.
Na Figura (2.12) é possivel visualizar o que acontece com as trajetérias quando toma-
mos condigoes iniciais proximas de cada ponto critico.
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Figura 2.12: Plano de fase para o Exemplo 2.12.

O teorema apresentado a seguir apresenta um resultado que determina o tipo de
estabilidade de um ponto critico de um sistema nao linear a partir do sistema linear

correspondente.

Teorema 2.8. Sejam A e Ay 0s autovalores do sistema linear X' = AX correspondente

ao sistema localmente linear X' = AX + g(X)

. Entao o tipo de estabilidade do ponto

critico (0,0) do sistema localmente linear X' = AX + g(X) sdo como descritos na tabela

(2.2).

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
(sistema linear) (sistema localmente linear)
A <2 <0 Nodo assintoticamente estavel
AL >N >0 Nodo instével
AL <0 <Ag ponto de sela instével
AL = A <0 Nodo ou ponto espiral assintoticamente estavel
AL = Ay >0 Nodo ou ponto espiral instavel
)\1, )\2 =a=xbi
a>0 ponto espiral instavel
a<0 ponto espiral assintoticamente estavel
A =bi, Ay =—bi N6 ou ponto espiral indeterminado

Tabela 2.2: Propriedades de estabilidade e instabilidade de sistemas localmente lineares

Fonte: adaptado de Boyce (2010).

Demonstragio. Consultar Boyce (2010).
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Observe que o Teorema (2.8) nao oferece informagoes suficientes quando o ponto critico
de um sistema linear correspondente a um sistema localmente linear ¢ um centro. Mas isto
pode acontecer quando os coeficientes da matriz A sofrem alteragoes, ainda que pequenas.
Acompanhe o exemplo a seguir.

Exemplo 2.13
Counsidere os sistemas localmente lineares

dx 2 2
& =yt +y°) 596
{z’é = —z+y(t+y?) (2:26)
dx 2 2
o =y—z(@®+y?)
{%{ =-—z—y@@*+y?) " (2.27)

O ponto (0,0) é ponto critico de (2.26) e de (2.27), entdao vamos encontrar a linearizagao
neste ponto para cada um destes sistemas.

« Em (2.26), o sistema linear correspondente ¢ dado por

de __ OF oF T
@ = 5.(0,0)z+ 5-(0,0)y Y o=z’
cujos autovalores sdo A\; =i e Ay = —i. Isso indica que o ponto critico (0,0) é um né ou

ponto espiral, com estabilidade indeterminada em (2.26).

o Em (2.27) o sistema linear correspondente é dado por

{iﬁf = 52(0.0)z + 57(0,0)y {fu =y

W= 92(0,0)2 + 55(0,0)y W o=

ou seja, apesar de serem sistemas diferentes, (2.26) e (2.27) possuem a mesma linearizacao
e, assim, o ponto (0,0) é um né ou ponto espiral com estabilidade indeterminada nos
dois sistemas localmente lineares. Vejamos entao como resolver estes casos sem gerar
indeterminacao.

Seja 2 = 22 + 4% e note que x‘fl—i + ycc%’ = r%. No sistema (2.27) se multiplicarmos a
primeira equacao por x, a segunda equacgao por y e somarmos as duas equacoes, obtemos:

S dy
at Yar T

e, entao, fazendo as subtitui¢oes indicadas, temos:

(% +y°) (2 +97)

dr 9 9 dr 3
- = = —=-1"<0
’l“dt rr dt T s

que ¢ uma E.D.O. nao linear de primeira ordem, cujas solugoes sao:

r(t) = \/ﬁ, EeR e (2.28)
r(t) = ———— ke R (2.29)
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A solugao (2.29) serd descartada, pois r(t) > 0. Entao, se calcularmos lim; ., 7(t),
temos:

. ) 1
dim r(t) = lim —7——s =0
Entao, como % < 0er— 0 quando t — 0o, o ponto critico (0,0) é assintoticamente
estavel.
No sistema (2.26), multiplicando novamente a primeira equagao por x, a segunda por
y e somando as duas equacoes, obtemos:

dx dy 2 2\2
xdt+ydt—(:c +y°)° e,
fazendo as substitui¢coes necessarias:
d d
rd—z = (r*)* e comor > O,entéod—:; =73,
cujas solugoes sao
1 , .
7(t) = ———=(a qual serd descartada, pois 7(t) > 0) (2.30)
Vaz:mor
e
1
r(t) = ———— (2.31)

J1/rg =2t

Para a solugao de (2.31), note que quando t — %,
(0,0) ¢é instével.

Quando ocorrem indeterminagoes destes tipos, podemos recorrer a outras técnicas, as
quais nao serao abordadas neste trabalho, mas podem ser encontradas em Luiz (2012).

No capitulo seguinte serao apresentados, de maneira geral, cinco modelos epidemiol6gi-
cos, 0s quais correspondem a sistemas de equagoes diferenciais nao lineares. Abordaremos
as equacoes de cada modelo, os compartimentos que os definem, a transicao da populagao
entre os compartimentos e alguns exemplos de doengas que podem ser descritas por cada

uml.

r(t) — oo. Assim, o ponto critico



3 Modelos epidemiolégicos

Conforme citado na introducao deste trabalho, é possivel classificar as doencas infecci-
osas em dois grupos: o grupo das doencas microparasitarias, isto é, aquelas causadas por
virus e bactérias e, o outro, o das macroparasitarias, causadas por vermes. Com a pers-
pectiva de compreender o surgimento destas doengas e principalmente como se propagam,
alguns modelos matematicos foram desenvolvidos.

Segundo Edelstein-Keshet (2005), um modelo inicial para uma infecgao viral poderia
ser dado por:

W o gl (3)
flgz = Py —yy (3.2)

em que x representa a populagdo hospedeira e y a populacao viral. As constantes «, (3 e
v representam, respectivamente, a taxa de natalidade humana, a taxa de reproducao do
virus e a taxa de mortalidade do virus. A infeccao viral causa um aumento da mortalidade
devido a doenga, representada pela funcao g(y) > 0.

No entanto, de acordo com Edelstein-Keshet (2005), é necessario uma nova aproxima-
¢ao, uma vez que este modelo possui varias falhas, como o fato de nao representar como
o virus se espalha e a dificuldade de se medir o total da populacao viral. Uma aproxima-
¢ao que parece mais razoavel é separar a populacao saudavel dos individuos infectados e,
assim, tratamos de modelos compartimentais, como os que apresentaremos neste capitulo.

Por simplicidade, os modelos apresentados neste capitulo consideram a populacao total
(N) sendo constante (sem dindmica vital), isto é, sem nascimentos e mortes. Ressaltamos
que existem as versoes com dinamica vital e, além delas, outras variacoes destes modelos.

3.1 Modelo SIS

No modelo SIS as letras S e I representam os compartimentos de suscetiveis e in-
fectados, respectivamente. A populacdo do compartimento S é composta por individuos
que podem adquirir uma doenca quando entram em contato com a populagao do com-
partimento I, dos infectados, isto é, aqueles que ja sao portadores dos virus ou bactérias
causadores de uma doenca e podem transmiti-la.

Este modelo é utilizado para representar doencas em que os individuos do comparti-
mento [ voltam a ser suscetiveis, ou seja, nao adquirem imunidade e podem ter a mesma
doenga mais de uma vez, como por exemplo, os casos de dengue, em que é possivel con-
trair um tipo da doenca e mesmo assim nao estar imune aos demais tipos. O diagrama da

39
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figura a seguir apresenta de forma esquematica a dinamica deste modelo, ou seja, os com-
partimentos que ele possui e as etapas de transicao da populagao, nao havendo periodo
latente e isolamentos.

asSl |

Figura 3.1: Diagrama compartimental do modelo SIS.

Os parametros « e [ representam, nesta ordem, a taxa de transmissao e a taxa de
recuperacao da doenca. Considerando a taxa de transmissao proporcional ao encontro
de individuos suscetiveis e infectados, é possivel modelar por ST a mudanca do com-
partimento S para o compartimento I, o que esta representado na primeira seta da figura
anterior. Por sua vez, conforme apresenta Luiz (2012), se considerarmos a variagdo dos
individuos infectados com relacido ao tempo proporcional ao préprio nimero de infectados,
a transigdo entre os compartimentos I e S (segunda seta do diagrama) serd modelada por
Bl.

Assim, podemos escrever o seguinte sistema de equagoes diferenciais para o modelo
SIS:

ds
& = —aSl+ 51
{ di b , com «,f3>0. (3.3)

% =aSI - pI

Em % temos a saida do compartimento S e chegada em I por parte da populacao e

o oposto em %, em que uma parte da populacao infectada deixa este compartimento, ou

seja, se recupera e imediatamente volta a ser suscetivel.

3.2 Modelo SIR

Assim como no modelo anterior, as letras S e I representam o compartimento dos
suscetiveis e infectados, respectivamente. Ja a sigla R representa a populagdo denomi-
nada por removidos, a qual inclui aqueles individuos que se tornaram imunes (também
conhecidos como recuperados), ou que estdo em isolamento, ou os que vieram a falecer.
Por outro lado, o modelo SIR considera que a populacao infectada se recupera (passando
a entrar no compartimento R) e ndo retorna ao compartimento dos suscetiveis, isto é,
adquire imunidade contra a doenca em questdo. Como exemplo de doenga que pode ser
descrita pelo modelo SIR podemos citar a varicela (catapora) em que o individuo que
adquire o virus transmissor da doencga se recupera e se torna imune, nao apresentando
sintomas novamente, mesmo que esteja em contato com outros infectados.

Também é possivel representar esse modelo por meio de um diagrama compartimental,
assim como foi proposto por Kermack e McKendrick (1927). A principio vamos consi-
derar a populacao total N sendo constante, isto ¢, sem dinamica vital e de modo que a
populacao infectada seja proporcional a populacao suscetivel. Posteriormente, no capitulo
4, discutiremos variagdes deste modelo SIR, onde utilizaremos algumas das ideias aqui
apresentadas.
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Tomando novamente a como a taxa de transmissao da doenca e 5 como a taxa de
recuperacao, podemos modelar por aeST a transi¢do de individuos do compartimento S
para o compartimento I, assim como no modelo SIS, e com o produto SI a transicao de
individuos de I para R. Entao o diagrama sera conforme a figura a seguir.

asl Bl

Figura 3.2: Diagrama compartimental do modelo SIR.

Este modelo assume uma populagao constante, nao havendo alteracdo no tamanho
total (N) da populagao ao longo de todo periodo da epidemia. Além disso, uma hipétese
do modelo ¢ que toda a populagao existente no inicio da propagacao da doenca ¢é con-
siderada suscetivel. Deste modo, conforme estes individuos entram em contato com os
infectados, eles adquirem a doenga (deixando de pertencer ao compartimento S) e ao se
recuperarem, deixam de pertencer ao compartimento I, adentrando em R. Esta situagao
pode ser resumida com o sistema de equacoes diferenciais

% = —aSI

a4 —=aSI-pI (3.4)
d

W=l

no qual « e f também indicam as taxas de transmissao e de recuperacao, respectivamente.
No capitulo seguinte esse modelo e algumas de suas variagdes serao objeto de um
estudo mais detalhado, como por exemplo, analise de pontos de equilibrio e estabilidade.

3.3 Modelo SIRS

O modelo SIRS, assim como o modelo SIR, é composto por trés compartimentos:
suscetiveis, infectados e removidos. Apesar de ter as quatro letras em sua sigla, o ultimo
S também se refere ao compartimento dos suscetiveis, indicando o retorno da populacao
a este compartimento. Ele é utilizado quando nos referimos a doencas em que o individuo
suscetivel passa a ser infectado, se recupera e passa a fazer parte do compartimento R,
mas com o passar do tempo perde sua imunidade e volta a ser suscetivel. A malaria é
um exemplo de doenga que pode ser descrita pelo modelo SIRS. Ela pode ser transmitida
de individuo para outro por meio da picada do mosquito fémea Anopheles infectado e
sua reinfec¢ao é conhecida como "recaida’, conforme apontam alguns estudos citados em
Lima (2021).

Ao representarmos este modelo com um diagrama, obtemos uma pequena diferenca
com relacao ao diagrama para o modelo SIR, uma vez que as transicoes entre S e I e entre
S e R sao obtidas da mesma maneira. Basta entdao acrescentarmos uma terceira transi-
¢ao, a qual indica o ingresso dos individuos removidos ao compartimento dos suscetiveis.
Para isso, é necessario considerar um novo parametro referente a taxa média de perda da
imunidade por parte dos indivivuos de R, o qual sera descrito por . Com isso, o produto
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YR ird denotar a propor¢ao em que os individuos removidos perdem sua imunidade tem-
poraria e passam a fazer parte da populagao suscetivel, assim como ilustrado na préxima
figura.

Figura 3.3: Diagrama compartimental do modelo SIRS.

Para obter o sistema de equagoes diferencias que representam o modelo SIRS também
necessitamos de pequenas alteragoes no modelo apresentado em (3.4). Na variacao de
suscetiveis com relagdo ao tempo, devemos somar ao termo (—aST) o produto (yR), que
é referente a entrada de individuos vindos do compartimento dos removidos. Uma vez que
estes individuos entao saindo de R, devemos subtrair o mesmo termo (yR) da equagao
para variacao de removidos em relacao ao tempo. Ja a vari¢do de infectados com relagao
ao tempo continua igual e, entao, nao apresentamos mudangas nas equagoes de %. Logo,

o conjunto de equagoes diferencias apresentado a seguir descreve o modelo epidemiologico
SIRS.

o = —aSI+R
a = aSI—pI (3.5)
b = Bl — 4R

3.4 Modelo SEIS

No modelo epidemiolégico SEIS as letras S, E e I representam, nesta ordem, os trés
compartimentos do modelo: suscetiveis, expostos e infectados. Da mesma maneira que
no modelo SIRS, o S no final da sigla também se refere ao compartimento dos suscetiveis,
indicando que parte da populacao retorna ao compartimento S.

Comparado aos modelos ja apresentados neste capitulo, a principal diferenca deste
modelo esta na existéncia do compartimento E, o qual nao havia sido citado até o mo-
mento. Este compartimento se refere a populagao exposta, ou seja, aqueles individuos
que ja estiveram em contato com o agente causador da doenga em questao, mas ainda
nao apresentam sintomas ou nao sao infecciosos.

Além disso, passa a ser necessario considerarmos um novo parametro para representar
a taxa em que os individuos expostos passam a ser infecciosos, que de acordo com Lima
(2021) , também corresponde a taxa de incubagao; para isso, usaremos a letra grega e.
Sendo assim, a transi¢do entre os compartimentos S e E é dada pelo produto aST (ja
discutido nos modelos anteriores), a transigao de E para I é pode ser representada por eF,
indicando que os individuos expostos passam a ser infecciosos apés o periodo de incubagcao
e, por fim, a transicdo de I para S é modelada por SI, da mesma maneira que ocorre no
modelo SIS. Estas etapas estao representadas no diagrama da Figura 3.4.

E possivel representar o modelo SEIS a partir de um conjunto de equagoes diferenciais
relacionadas a variagao de suscetiveis, expostos e infectados em relagao ao tempo. Na
equagao que representa o compartimento dos suscetiveis devemos considerar por —a.ST
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Figura 3.4: Diagrama compartimental do modelo SEIS.

os individuos que saem deste compartimento para ingressar no compartimento E e, além
disso, acrescentar o termo I para indicar os individuos que retornam a S apds sair do
compartimento I. J4 na equacgao para o compartimento dos expostos devemos subtrair do
termo aST o produto €F, indicando os individuos expostos que deixam este comparti-
mento e ingressam em I apds serem infecciosos. Finalmente, na equacao que representa a
variacao de infectados com relagao ao tempo, basta subtrairmos de ¢E o termo (1, para
apontar os individuos que sairdo do compartimento I e retornardo a S. Assim, o sistema
para o modelo SEIS sera

;Tf = —aSI+ (I
& =aSl—¢€k (3.6)
4 = cE—pl.

Embora nao seja tdo contemplado na literatura epidemiolégica como os demais mo-
delos aqui apresentados, o modelo SEIS é 1til para descrever doengas como a shigelose.
Segundo Barbosa et al. (2017), ela é uma doenca inflamatéria do trato gastrointestinal
causada por um grupo de bactérias e pode ser adquirida tanto por ingestao de dgua ou
alimentos contaminados, como por contato pessoal. Além disso, possui um periodo de
incubacgao que varia entre 12 e 48 horas e, mesmo ap6s infectado, o individuo nao se torna
imune, sendo novamente suscetivel as bactérias do género Shigella.

3.5 Modelo SEIR

Neste modelo cada letra representa um compartimento diferente, todos eles ja discu-
tidos nos modelos anteriormente apresentados. Sao eles: suscetiveis, expostos, infectados
e recuperados. O modelo SEIR, assim como o modelo SIR, é utilizado para descrever
doencas em que os individuos adquirem imunidade permanente apds recuperados, como é
o caso do sarampo, uma doenga viral extremamente contagiosa que é transmitida direta-
mente de pessoa para pessoa, mas nao gera novamente os sintomas em um individuo que
ja teve a doenca e esta em contato com infectados.

A principal diferenca entre este modelo e o SIR estd justamente na existéncia de um
compartimento para os individuos que estao no periodo de incubacao, ou seja, que ja
estiveram em contato com um agente infeccioso. Além disso, "as implicagoes diretas ao
considerar um periodo de laténcia da doenga, é que a doenca ir4 demorar mais tempo para
se disseminar entre a populacao'(LIMA, 2021, p.66). Assim, a escolha em utilizar este
modelo ou o SIR depende dos objetivos da analise realizada. Apesar do compartimento dos
expostos considerar individuos em periodo de incubacao e periodo latente, é importante
ressaltar a diferenga entre estes dois termos. Segundo Tavares (2017), o periodo de
incubacao de uma doenca é o tempo entre a infecgdo e a aparéncia visivel de sintomas,
enquanto o periodo de laténcia corresponde ao tempo que um individuo infectado leva
para infectar alguém por contagio.
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Ao representarmos este modelo em diagrama devemos fazer as mesmas consideragoes
do modelo SIR, mas levar em conta que a transicao sera de S para E e, logo na sequéncia
de E para I, etapa esta que nao esta presente no SIR. Logo, ele sera da seguinte maneira:

Figura 3.5: Diagrama compartimental do modelo SEIR.

Como o conjunto de equagoes diferenciais que formam o modelo SEIR nao é muito
diferente, pois se partirmos do modelo SIR, como apresentado em (3.4), observamos que
as equagoes de variacao de suscetiveis em relacao ao tempo e de recuperados em relacao
ao tempo continuam iguais. Deste modo, devemos descrever a variagao de expostos com
relacdo ao tempo adicionando o termo ST para representar os individuos vindo de S
e subtrair o termo ¢F para indicar os individuos expostos que se tornarao infecciosos
e passarao ao compartimento I. Estes, por sua vez, estao representados na equacgao de
variacao dos infectados com relacdo ao tempo, junto com o termo Bl que esta sendo
subtraido para indicar a saida dos individuos que passarao a ser recuperados. Portanto,
o modelo SEIR sera descrito pelo conjunto de equacoes diferenciais

ﬁ = —aSl

G =aSl—el 57
ad —eb—pI (3.7)
& —ar

Neste capitulo foram apresentadas nogoes gerais sobre alguns modelos epidemiologicos
e tipos de doengas que podem ser representadas por eles. Contudo, é necessario ressaltar-
mos que existem outros modelos epidemiolégicos e inclusive que alguns deles surgem por
adaptagoes nos modelos aqui mencionados. Por exemplo, modelos que incluem subdivi-
soes de alguns compartimentos, modelos que consideram dindmica vital (nascimentos e
mortes em diferentes compartimentos), ou também os que consideram medidas de preven-
¢ao da doenga, como campanhas de vacinacao. Além disso, todos os modelos aqui citados
sao do tipo deterministico, mas também existem os modelos estocasticos, que levam em
consideracao a aleatoriedade dos dados coletados na contagem de uma populacao e, com
isso, podem oferecer resultados mais proximos da realidade. (Ver Alencar Junior (2021),
Alvarenga (2008) e Borges, Lima e Sampaio (2020)).



4 O Modelo SIR

Conforme foi visto no capitulo anterior, existem varios modelos matematicos em Epide-
miologia. Neste capitulo abordaremos de maneira mais detalhada um dos mais conhecidos
e utilizados: o modelo SIR. Serao apresentados o modelo SIR simples, o modelo SIR com
dindmica vital e populagdo constante e, por fim, o modelo SIR com dindmica vital e
populacao variavel. Para cada um deles discutiremos as equagoes que os representam,
seus pontos de equilibrio, estabilidade e planos de fase. Os graficos aqui apresentados
foram gerados no software Scilab, por meio de um programa que resolve numericamente
os sistemas de equagoes, utilizando o método de Runge-Kutta de 4a ordem com passo
fixo.

4.1 Modelo SIR simples (sem dindmica vital)

O modelo conhecido como modelo SIR simples é aquele em que nao se considera
dindmica vital, conforme foi apresentado no capitulo anterior e ilustramos novamente na
Figura (4.1).

asl Bl

Figura 4.1: Diagrama compartimental do modelo SIR.

Nele, os trés compartimentos (S, I e R) sdo varidveis que dependem do tempo (t),
ou seja, o total de individuos de cada uma delas ¢ alterado com o passar do tempo. No
entanto, independente desta alteragao, a populagao total (N) nunca varia, o que possibilita
escrevermos a seguinte equacao

N(t) = S(t) + I(t) + R(t) = N.

Conforme visto anteriormente, o contato entre individuos suscetiveis e infectados leva
a transmissao da doenca, o que automaticamente faz com que individuos saiam do com-
partimento S para ingressar no compartimento I. Esta saida de S indica que o total da
populacao nesse compartimento ird decrescer ao longo do tempo. Matematicamente, po-
demos descrever esta variacao como

ds
N 4.1
T (4.1)

45
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Enquanto isso, o compartimento I recebera novos individuos, o que fard com que
esta populagdo tenha um aumento temporario, descrito por (aS7). Apo6s determinado
tempo, os individuos desse compartimento se recuperam da doenca e também deixam de
transmiti-la, o que pode ser descrito pelo produto entre o niimero I de infectados e a taxa
de recuperacao 3, ou seja, a recuperagao € proporcional ao nimero de infectados. Deste
modo, a equacao que modela o compartimento de infectados e descreve a entrada e saida
destes individuos é dada por:

CZ =aSI —fI. (4.2)

Por sua vez, o produto mencionado, é o que descreve o compartimento R dos removi-
dos. Logo, a variagao dos individuos recuperados em relagao ao tempo é:

dR
=8I (4.3)

Considerando entao as equacoes (4.1), (4.2) e (4.3), temos um sistema de equagoes
diferenciais nao lineares que descreve o modelo SIR simples:

% = —aS/

= aSI—pI (4.4)
drR __

@ =PI

em que «, 3 > 0 e as condigOes iniciais sao

1(0) = Io; S(0) =Sy =N — Iy; R(0) = 0.

Observe que se somarmos as trés equagoes do sistema (4.4), obtemos a variagdo da
populagao total (N) com relagdo ao tempo, que neste modelo é dada por % = 0, ou seja,
indica que a populagao total é constante.

Vale ressaltar que esse modelo, além de ser nao linear, também é classificado como
deterministico, no qual "um conjunto de estados da variavel é unicamente determinado
pelos pardmetros do modelo e do estado inicial das variaveis"(FARIAS, 2017, p.16).

Como % e % dependem apenas de S e de I, por simplicidade, usaremos o sistema na

dt
forma

dt

4 =aSI—-pI

{ 5 — _ ST

e assim, R pode ser obtido fazendo R =N — S5 — I.
Na Figura (4.2) a seguir apresentamos uma simulac¢ao para esse modelo considerando

5(0) =2, 1(0) = ¢, R(0) = 0 e os parametros & = 0,1 e f = 0,3.
Note que o gréifico de S(t) é uma curva estritamente decrescente, pois % < 0 para

quaisquer valores de S e I. Ele ilustra a saida de individuos do compartimento S conforme
foi apresentado anteriormente, ou seja, a diminuicao da populacao suscetivel, a qual, neste
modelo, nao volta a crescer, ja que N é constante e ndo consideramos nascimentos. Ja o
grafico I(t) é crescente se S < g e decrescente se S > g o que representa, respectivamente,
a entrada de individuos suscetiveis na classe [ e, em seguida, a saida da populacao que
se recuperou. Por sua vez, a classe R recebera aqueles que nao sao mais infectados e seu

grafico sera sempre crescente, visto que % > (0 e nao consideramos saidas por mortes.
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Figura 4.2: Gréficos de S(t), I(t) e R(t): modelo SIR simples.

4.1.1 Plano de Fase

Um modo de analisar sistemas de equagdes nao lineares é utilizando uma solugao
grafica, como por exemplo, o plano de fase, que consiste em um plano de coordenadas no
qual os eixos sao as variaveis de estado do sistema. Nesta secao apresentaremos o plano de
fase SI para o modelo SIR simples (sistema 4.4), a fim de aprimorar o estudo apresentado
até aqui sobre as equacgoes deste modelo.

Observe que as equacoes 22 e % deste modelo dependem apenas de S e de I. Entao,

dt
podemos escrever

S S (4.5)

Dai, segue que

B o}
d[:<—1+as>d5 ;»/d[:/(—HaS)dS =

[:—S+§ln5+k. (4.6)
«
Agora, utilizando as condigoes iniciais, temos:

[OZ—N—F[O—FQIHSO—'—]{ = k:N—élnS
07 (07

e, substituindo k& na equagao (4.6):

I:—S+§lnS+N—§lnSo = I:N—S—i-i(lnS—lnSo).
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Assim, temos

_ g, S
[=N=5+ g (4.7)

De (4.5) vem que:
dI B B

E>Ose$>1 & S<a

dI 63 B

— = <1 =
dS<OseaS< & S>a

Logo, I é uma funcao crescente se S < g e é decrescente se S > g Isto estd ilustrado
na Figura 4.3 e pode ser melhor compreendido se observarmos o comportamento da curva
antes e depois da linha tracejada, a qual representa o momento em que S = g

Pl

a5

2.5

0.5

() e = e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

Figura 4.3: Plano de Fase SI para o modelo SIR simples.

Os parametros utilizados foram o« = 0,1 e g = 0,3. Conforme foi observado por
Bassanezi (1988), é possivel compreender que quanto maior for a taxa de remogao com
relacdo a taxa de infeccao g, mais rapido a epidemia chegard ao fim.

Da equacao (4.7) observamos que

Slglol+ I(S) = - (4.8)
pois
lim 1 S — (4.9)
Sir{)lﬂL . S(] - .
Além disso, temos
Y
u&pﬂ%—&+§mi:%>o (4.10)

« So
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Como I(S) é continua, decrescente, de (4.8) e (4.10) podemos afirmar que existe um
tnico valor S* € (0, Sp) tal que I(S*) = 0. Além disso, para S € (S*, Sy) temos 1(S) > 0.
Como no sistema (4.4) as equagoes se anulam para I = 0 entao temos que (S*,0) é ponto
de equilibrio, que é assintoticamente estavel pois lim;_,(S(t), I(t)) = (S*,0).

Assim, da equacao (4.5) temos que, para que se estabeleca uma epidemia, %(SO) <0,
ou seja,

p

-1+ — <0,
+0z50

isto é, Ry = % > 1. O ntmero R, é chamado Valor de Reprodutibilidade Basal.
De modo andlogo é possivel obter e analisar outros planos para esse modelo, como por
exemplo, %, % etc. No entanto, no presente trabalho optou-se por apresentar apenas o
visto que com etapas semelhantes podemos encontrar

~ sy dar
plano SI e a solucdo analitica 75,
demais solugbes caso seja necessario.

4.2 Modelo SIR com dindmica vital e populacao cons-
tante

O modelo SIR com dinamica vital é aquele que considera nascimentos e mortes. Dis-
cutiremos primeiramente o modelo que possui populacao constante (N), ou seja, onde
supomos que o numero de nascimentos ¢ igual ao nimero de mortes. Podemos apresentar
um diagrama que é semelhante ao diagrama para o modelo SIR simples, uma vez que
as letras S, I e R possuem os mesmos significados e os termos aST e I indicam, nesta
ordem, a transicdo entre os compartimentos S e I e, I e R.

LN S asSl Bl

us ul uR

Figura 4.4: Diagrama compartimental do modelo SIR com dindmica vital.

O que diferencia o diagrama da Figura (4.4) do diagrama do modelo SIR simples
sao as setas de entrada e saida de individuos, que representam os nascimentos e mortes,
indicados pelo termo p, que é a taxa de natalidade/mortalidade.

E importante ressaltar que, neste caso, consideramos todos os nascimentos como parte
da populagao suscetivel. Além disso, as mortes podem ser ocasionadas por outros fatores
que nao sejam a doenca retratada pelo modelo, o que explica as setas verticais em todos
os compartimentos (até mesmo nos individuos suscetiveis ou ja recuperados).

Neste modelo é fundamental lembrarmos da taxa de nascimentos/mortes que defini-
mos por u. Além disso, apesar de considerarmos nascimentos e mortes neste modelo, a
populacao permanece constante, indicando novamente que:
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N(t)=S(t)+ I(t)+ R(t) = N.

Para representar a variagao dos suscetiveis com relagdo ao tempo iremos considerar o
produto (uN) como sendo o total de individuos nascidos, os quais sao incluidos apenas
no compartimento S. O produto (aST) é mantido, indicando os individuos que sairdo
de S apds terem contato com os infectados, mas também é necessario considerarmos a
saida (uS), que expressa a quantidade de pessoas que vieram a falecer por outros motivos
distintos da doenga em questao. Deste modo, a equacao que descreve esta variacao ¢ dada
por

(flf = uN —aSI — uS. (4.11)

No caso da variagao dos infectados com relagdo ao tempo devemos incluir a taxa de
mortalidade, isto é, subtraimos da equacao (4.2) o total de individuos que vieram a falecer
pela doenga em questao ou outro motivo. Este termo é dado por (ul) e, assim, temos

‘Z = aSI — Bl — pul. (4.12)

De modo analogo, se retiramos da populagao R aqueles individuos que faleceram, os
quais sao dados por (uR), temos a equagdo da variagdo dos recuperados em funcdo do
tempo

dR
2 BI— uR. 4.13
o BI — p (4.13)

Assim, reunindo as equagoes (4.11), (4.12) e (4.13), teremos o sistema nao linear que
descreve o modelo SIR com dindmica vital

% = uN —aSI — puS

b = ST —pl — pI (4.14)

que tem como condigdes iniciais: S(0) = Sy, [(0) = N — Sy e R(0) = 0.
Note que, assim como no modelo SIR simples, ao somarmos as trés equagoes de (4.14),
a variagao da populagdo total (N) com relagao ao tempo é

dN dN

indicando novamente que a populacao é constante.

4.2.1 Pontos de equilibrio e estabilidade

Vamos obter os pontos de equilibrio do sistema (4.14) igualando suas equagoes a zero.
Observe que as trés equagoes dependem de I, entao, de % = 0, temos

aSl —ul — Bl =0=I(aS —pu—p)=0.

Assim, I =0ou S = %

e Para I =0 temos
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ds

dR

—=—uR=0= R=0.
a ~ " -

Assim, o primeiro ponto de equilibrio sera
Pl = (N7 07 O>7
que ocorre na auséncia da doenca, ou seja, representa um ponto de equilibrio trivial.

e Para S = % temos

ds _ RNy R AN _ _Btw 1
oot (122) (520 = 1ol 222) (1)

N
ouseja,l—ﬁu_i_'u—g.
dR pN BN B
—=0f|—-~=]—-puR=0 = R=———"~—
dt <5+,u a) a B+up «

Assim, o segundo ponto de equilibrio sera

P2:<5+u pN p BN 5)7

a fHpu o' f+pu  «

o qual é chamado de ponto de equilibrio endémico, que é quando a doenga existe, mas a
populagao infectada estd em equilibrio. Segundo Marquesone (2020, p.6), "essas coorde-
nadas serao os pontos de convergéncia, para onde a solucao do sistema ird convergir, de
acordo com as condigoes iniciais e valores dos parametros".

De maneira intuitiva podemos interpretar que se a variacao dos infectados com relagao
ao tempo for positiva, o compartimento dos infectados esta aumentando, ou seja, a doenca
se espalha. Assim,

Zi >0 = alS—pl—-pI>0 = alS—(pu+pB)I >0 = aN > (u+8) = HJ():rNﬁ > 1,
ou seja,

e se }%\g < 1, entao P, é estavel e P, ¢é instavel;

e se 2N > 1 entdo P, é instavel e P, é estavel.

]
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Assim, definindo Ry = %, temos que se Ry < 1 a doenga nao avanga, mas para
Ry > 1 cada individuo infectado transmite a doenga para mais de uma pessoa, fazendo
com que ela se espalhe e avance. Com isso, temos que Ry é um fator decisivo para
classificar os pontos de equilibrio como estaveis ou instaveis. De forma resumida ocorrera

0 seguinte:

Biologicamente Matematicamente
Ry <1 a doenga nao avanca P estavel e P, instavel
Ry >1 a doenga avanca P, instavel e P, estavel

Tabela 4.1: Sintese das situacoes possiveis, de acordo com valores de Rj.
Fonte: adaptado de Marquesone(2020).

Uma simulacdo desse modelo é apresentada nas Figuras (4.5), (4.6) e (4.7). Os para-
metros utilizados para obter estes graficos foram p = 0,004, « =0,1e 8 =0,14. Ja as
condigoes iniciais foram dadas como porcentagens, de modo que S(0) = 0,85, I(0) = 0,15
e R(0) = 0 e, consequentemente, N = 1. Os resultados obtidos estao de acordo com o que
estd apresentado em Almeida (2014).

Note que o grafico de S(t) é inicialmente decrescente, mas volta a crescer a partir
de t préoximo a 30. Isso ilustra a saida de individuos do compartimento S e também os
nascimentos, ja que neste modelo consideramos dinamica vital. Enquanto isso, os graficos
de I(t) e R(t) decrescem, indicando que a populacao desses compartimentos serd nula
com o passar do tempo, ou seja, N = S, conforme o ponto P;. Como nesse caso Ry < 1, a
solugao tende ao equilibrio P;. Devido a escolha das condic¢oes iniciais optamos por plotar
os graficos de S(t), I(t) e R(t) separadamente, para ndo comprometer a visualizagdo por
conta da escala diferente no eixo y.

og
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Figura 4.5: Gréafico S(t): modelo SIR com dindmica vital e populagao constante.
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Figura 4.6: Grafico I(t): modelo SIR com dindmica vital e populagdo constante.
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Figura 4.7: Gréfico R(t): modelo SIR com dindmica vital e populagdo constante.

4.2.2 Plano de Fase

Segundo Marquesone (2020), o sistema (4.14) ndo apresenta uma solugdo analitica
conhecida (como foi o caso do modelo simples) pelo fato de se considerar nascimentos
e mortes. Sendo assim, a andalise aqui apresentada sera por plano de fase, novamente o
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plano SI, que esta representado na imagem a seguir:

4 Figura (a) Figura (b)

1

084 084
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Figura 4.8: Planos de Fase SI para o modelo SIR com dinamica vital e populac¢ao cons-
tante.

Para a Figura (a) os parametros utilizados foram: o = 0,1, 5 = 0,14 e u = 0,004,
para os quais Ry = 0,68 (mesmos valores usados para as Figuras 4.5, 4.6 e 4.7). Ja na
Figura (b), utilizamos o« = 0,1, § = 0,046 e p = 0,004, de modo que Ry = 2.

O plano SI nas imagens (a) e (b) acima esté delimitado por uma regiao triangular A
definida por:

A={(SDS>0, I>0, S+1I<1},

que é um invariante positivo, de modo que as solugoes existem em A para todo t > 0.

De acordo com Hethcote (2000), as solugoes para esse modelo sdo analisadas por meio
do niimero bésico de reprodutibilidade da doenga (Rg), o mesmo que apresentamos nesta
secao. Este autor propoe o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja (S(t),1(t)) C A solugio do sistema formado pelas equagoes (4.11) e
(4.12) normalizadas. Se Ry < 1 ou I(0) = 0, as trajetdrias das solugoes que iniciarem
em /\ atingirdo a situacao de erradicacdo da doenga S = 1 el = 0. Se Ry > 1, as
trajetdrias das solugoes com 1(0) > 0 atingirao um equilibrio endémico dado por S = R%)
el = 7“(1%;_1).

Este teorema explica o que esta ilustrado na Figura (4.8): Se Ry < 1, o ndmero
de infectados tende a zero e, assim, a populaciao se torna livre da doenca, o que estd
representado na imagem (a); ja para Ry > 1, o nimero de infectados tende ao equilibrio

endémico (P,), conforme vemos na imagem (b).

4.3 Modelo SIR com dinamica vital e populacao va-
riavel
O modelo SIR com dinamica vital e populacao variavel é aquele que considera nasci-

mentos e mortes, mas nao na mesma propor¢ao como no modelo (4.14), o que indica que
a populagdo nado é constante, podendo nascer mais pessoas do que morrer e vice-versa.

1
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Por este motivo, vamos diferenciar a taxa de renovagao da populagao (1) da taxa de mor-
talidade (u) e considerar que todos os nascimentos serdo de individuos sadios, os quais
serao acrescentados somente no compartimento (5), conforme indicado por Silva (2022).
Esta situacao esta ilustrada no diagrama da figura a seguir.

N S asSl Bl

us ul uR

Figura 4.9: Diagrama compartimental do modelo SIR com dindmica vital e populagao
variavel.

Para descrever a variacao dos suscetiveis com relacao ao tempo é necessario conside-
rarmos a entrada dos individuos sadios (indicada por nN), a saida dos individuos que
estiveram em contato com os infectados (aST) (deixando de serem suscetiveis) e outra
saida, referente aos que faceleram por motivos diversos (1S), que nao a doencga analisada.
Matematicamente, esta situacao é representada por

Cflf =nN —aSI — puS. (4.15)

J& a variacao dos infectados com relacdo ao tempo é dada pelo ingresso dos novos
infectados (aST), ou seja, aqueles individuos que sairam do compartimento S. Também
ocorre a saida dos individuos que se recuperam (/) e vao para o compartimento (R) e a
saida da populacao que foi a 6bito (). Assim, temos

dl

— = I — 381 — ul. 4.1
= aSI— I —p (4.16)

Por sua vez, a variacao dos recuperados em relacao ao tempo é composta dos individuos
recuperados (/5I) que sairam do compartimento dos infectados e pela populagao que veio
a falecer por outros motivos, representada conforme a equacao

dR
— = (81 — uR. 4.17
7 BI — p (4.17)

Reunindo entdo as equagoes (4.15), (4.16) e (4.17), obtemos o sistema de equagoes
diferenciais que representa o modelo SIR com dinamica vital e populacao variavel:

% =nN —aSI — uS

b = aST— I —pl . (4.18)
% =[Gl — uR

A populacao total N é dada pela soma da populacao de cada compartimento, ou seja,

S+ 1+ R = N. Deste modo, no sistema (4.18), ao somarmos as equagoes, obtemos a

variacao da populacao total em relacao ao tempo, isto é,

—- =N —pN = (n— N (4.19)
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e, assim, resolvendo a equacdo (4.19), obtemos que N(t) = Noe™#*t £ 0, em que Ny =
S(0)+ 1(0) =Sy + I e R(0) =0.

4.3.1 Pontos de equilibrio e estabilidade

Para obter os pontos de equilibrio do sistema (4.18) vamos analisar ¢ d = 0, pois assim
como no modelo (4.14), as trés equagoes dependem da variavel (7).

dl
E:O < aSl—pul—pIl=0 & I(aS—pu—p)=0 & I=0 ou S:BZ’M
d
WMy s ur—0 o R="1
dt 1
d
df:() < uN —aST—puS =0 (4.20)

e Sel=0 = R=0:
Susbtituindo em (4.20), temos:

nS)—aS0—puS=0 = (n—p)S=0

Note que S nio pode ser nulo, pois N = S + I + R = Nye "t Além disso, estamos
considerando 7 # u, e portanto, nao existe um ponto de equilibrio hvre da doenca.

e Se § =5

Susbtituindo em (4.20), temos:

n(S+I+R)—aSI—puS=0
(:)77<51;M>+n<]+}%)_a]<5l‘u>_ﬂ(ﬁﬂﬂi) =0

(07

= = (T2 ot ) - 1540 =0

= (n—n) <M>+I(n—ﬁ—u)+ni1:0

<:>[n 8- u+nﬂ (u—n)(ﬁJrM)

_(n—n) 1
=I1=" (5+M)u(n—6—u)+n5

_(n—n) 1
1= (6+M)77—5—M+"f

J_ (ko 1
=1=(5 >(5+N)(n—u)+ﬁ(z—l)

Desse modo, se n > p =1 <0esen < u= 1 <0, indicando que nao existe ponto
de equilibrio, o que significa que a populagao infectada ird tender a zero (mas nunca sera
nula) ou que ird crescer descontroladamente a partir de um instante.
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Acompanhe uma simulagdo para este modelo nas Figuras (4.10), (4.11) e (4.12) a
seguir. Os parametros utilizados para gerar cada uma delas foram o = 0,1, § = 0,04,
iw=0,01en=0,02. J& as condigoes iniciais foram: S =0,3, [ =0,1 e R =0 e, assim
como no modelo SIR com dinamica vital e populagao constante, optamos por plotar
cada uma das imagens separadamente com o objetivo de nao comprometer a visualizacao,
devido as diferentes escalas do eixo dos infectados nas trés figuras.

og
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Figura 4.10: Grafico S(t): modelo SIR com dindmica vital e populagao variavel.
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Figura 4.11: Gréfico I(t): modelo SIR com dindmica vital e populagao variavel.
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Figura 4.12: Grafico R(t): modelo SIR com dindmica vital e populagdo variavel.

4.3.2 Plano de Fase

Assim como nos modelos (4.4) e (4.14), apresentaremos a seguir, o plano de fase SI
para o modelo SIR com dindmica vital e populagao varidvel (4.18).

02 Figura (a) as Figura (b)

0.18 o
0.16 o
2.5+

0.14
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4 0.5+
00z A

T
o 008 01 018 0z 025 032 028 0.3 0.35 04 045 05 085 06 0.65 o7 o7s
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Figura 4.13: Planos de Fase SI para o modelo SIR com dindmica vital e populagao varidvel

Na Figura (a) observamos o caso em que a taxa de nascimentos 7 ¢ menor do que a
taxa de mortalidade p e, neste caso, os pardmetros foram: a = 0,1, 5 = 0,04, u = 0,02
en = 0,01. J& na Figura (b), mantivemos os valores de o e e trocamos os valores de
p e n, de modo que p = 0,01 e n = 0,02 (mesmos valores usados para as Figuras 4.10,
4.11 e 4.12). Tanto na figura (a) como na figura (b) as condi¢des iniciais foram: S = 0, 3,
I1=0,2e R=0.

Observe que a Figura (a) representa a situagdo em que a populagdo infectada tende
a zero e que a Figura (b) ilustra o caso em que essa mesma populagdo pode crescer
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descontroladamente, como foi comentado na se¢ao dos pontos de equilibrio. Além disso,
note que neste modelo, mesmo tomando valores de «, 8 e u iguais aos utilizados para
gerar as Figuras (4.5), (4.6) e (4.7), obtemos gréficos diferentes, pois aqui consideramos o
parametro n que indica a taxa de nascimentos no compartimento dos suscetiveis, a qual
é o dobro da taxa de mortalidade p. O parametro n faz com que a populagao total N
nao seja constante, isto ¢, ao tomarmos instantes ¢ diferentes, a populacao total N serd
diferente, o que nao acontece no modelo (4.14), no qual o valor da populagdo total se
mantém mesmo se tomarmos instantes diferentes.

Apresentamos nesse capitulo o modelo SIR simples e algumas de suas variacoes. E
importante notar como a inclusdo da dinamica vital altera consideravelmente o compor-
tameto do modelo, considerando a populagao constante ou nao. No capitulo seguinte
apresentaremos uma outra variagao do modelo SIR.



5 O modelo SIR com taxa de
infeccao nao constante

Neste capitulo apresentaremos uma variacdo do modelo SIR, proposta por Baez-
Sanchez e Bobko (2020), onde uma anédlise das solugoes de equilibrio é realizada. Além
disso, serao apresentados os resultados obtidos apds modificacdo nos parametros deste
mesmo modelo, bem como os seus planos de fase e significado epidemioldgico gerado apds
cada modificagao.

5.1 O modelo proposto

O modelo SIR com dinamica vital e populacao total constante, considerado por Baez-

Sanchez e Bobko (2020), é dado por
@ = p—pSI—us

db = BSI — pul — I (5.1)
G =11 - R,
onde S(0) + 1(0) + R(0) = N = 1.

Observe que este modelo é o modelo SIR com dindmica vital e populagao constante que
apresentamos em (4.14), mas nesse caso os autores utilizaram os parametros u, 5 e v para
reprsentar as taxas de nascimentos/mortes, transmissao e recuperagao, respectivamente.

Realizando uma mudanca de variaveis

B B
T =tu; Bzé; C’:l; k=1+C e Ry= B = = —,
! 0 w+y 14+C  k
onde B,C,k e Ry sao todos numeros reais positivos, Ry representa o ntimero basico de
reprodutibilidade da doenca e k > 1, o modelo é apresentado na sua forma adimensional,

de modo que S, I e R variem de acordo com a variavel 7:

95 =1—kRySI— S

d
4 = kRySI — kI (5.2)
i — (k-1 -R

com S(0) + I(0) + R(0) = 1.

Os autores apresentam um estudo sobre a estabilidade das solugoes de equilibrio con-
siderando que a taxa de infec¢ao varia em fungao da populacao R. Partindo de (5.2), no
qual no qual f(R) = kR eles propuseram o seguinte modelo SIR, considerando f = f(R).

60
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45— 1 f(R)SI—S

dr
- = f(R)SI — kI (5.3)
i — (k—-1)I-R

A funcdo f é uma fungao positiva de R, que generaliza a taxa de infeccao § e matém
S(0) + 1(0) + R(0) = 1. Ela pode ser interpretada como uma quantificacdo do efeito
que estratégias de controle produzem na taxa de infec¢ao, dependendo do tamanho da
populacao R.

O objetivo principal é analisar o modelo (5.3) quanto as condigoes de estabilidade e
multiestabilidade de suas solugoes de equilibrio. Em Baez-Sanchez e Bobko (2020), ¢
mostrado que S(t) + R(t) + S(t) = 1 para todo t > 0 e que o modelo (5.3) nao possui
solugao periédica. Como S+ I + R = 1, substituindo S =1 — I — R, o modelo (5.3) sera
analisado numa versao simplicada, que é dada por

& =If(R)(1—1-R)—k
{ 4R _ ()~ 1) - R. (5.4)

A primeira solugao de equilibrio analisada é (I*, R*) = (0,0), a qual corresponde a
um estado livre da doenca. O Lema a seguir generaliza um resultado relevante a respeito
da estabilidade deste ponto no modelo SIR, considerando B como o nimero basico de

k
reproducao da doenga (Ry).

Lema 5.1 Seja f uma fungao positiva, continuamente diferenciavel em R. Se % <1,

entdo (0,0) é um ponto de equilibrio localmente estével de (5.4). Se @ > 1, entao (0,0)
¢ um ponto de sela local.

Demonstracao: Este resultado decorre diretamente da matriz Jacobiana associada
ao sistema (5.4)

_(f(R)(A—=T=R)—k—If(R) I[{H(1—1-R)~-f(R)
J(I,R) = < k) d . )

uma vez que, J(0,0) = FO) =k 0 tem autovalores iguais a -1 e f(0) — k. O
E—1 -1

Considerando a possibilidade de um equilibrio endémico (I*, R*), temos que I* deve
ser maior do que zero. Para isso acontecer, qualquer ponto de equilibrio endémico em
(5.4) deve satisfazer as seguintes equagoes:

f(RY(1-I"=-R)—k=0 ou (k—1)I"—R" =0, (5.5)
que podem ser reescritas em funcao de R* como
kE—1 1
PR =g e I'= R (56)
Entao, definindo uma funcao auxiliar g dada por
kE—1
9(R) = =5 (5.7)

=1 _ o
- R
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é possivel observar que para que existam pontos de equilibrio endémico, é necessario que
as fungoes f e g se interceptem, visto que resolvendo f = g encontramos R* e, com isso,
encontramos [* pela equagao dada em (5.6). Esse resultado esta apresentado no teorema
a seguir.

Teorema(5.1) Seja f uma fungdo positiva, diferenciavel em [0, 1] e g definida como
m (5.7). Um ponto (I*, R*) é um equilibrio endémico de (5.4) se, e somente se, R* €
(0,54, 1" € (0,1),I" = 55 R e f(R*) = g(R").

Demonstracao: Os resultados sdo decorrentes da equivaléncia entre as equagoes (5.5)

e (5.6), do fato de g(R) ser positiva somente se R < 1 e de que R* C (0,%2) se, e
somente se, [* =

) (R k i
== R* € (0,7), pois k > 1. O

Enquanto este teorema estabelece condig¢oes para verificar a existéncia dos pontos de
equilibrio endémico a partir das fungoes f e g, o teorema apresentado a seguir garante que
é possivel utilizar uma relacao entre as derivadas de f e g para classificar a estabilidade
local do equilibrio endémico. Antes de apresenta-lo, vale ressaltar que: R # % e que g

satisfaz 9% = L g%(R).

Teorema(5.2) Seja f uma fungao positiva, diferencidvel em [0,1]; ¢g definida como
m (5.7) e (I*, R*) um ponto de equilibrio endémico de (5.4). Se

df * 1 2 * 1 2 *

dR( ") < dR(R ) (ou< 7w —1Y (R) ou < ﬁf (R")) (5.8)
entdo, (I*, R*) é um ponto de equilibrio localmente estével. Se

Viwy> B my fous L (R) o > L PR (5.9)

entao (I*, R*) é um ponto de sela local.
Demonstracao: consultar Baez-Sanchez e Bobko (2020).

O exemplo a seguir ilustra uma situacao com multiplos pontos de equilibrio endémico
estaveis e instaveis.

Exemplo: Seja n um nimero inteiro positivo fixo, R = i(52)5-, parai =0,1,2, ..., 2n—
leg(R) = kkflR Seja f uma funcao positiva e diferencidvel em [0, 1], tal que f(0) < k

e f(R)=g(R ) — sen(2nm 2 R) para R € [R}, R;,_,]. Note que

f(B;) = g(R;) — sen(im) = g(R;).

Entao, o teorema (5.1) implica que, neste caso, o modelo (5.4) tem pelo menos 2n
pontos de equilibrio, os quais sdo dados por (R}, - -RY). Além disso,

i
af , . dg , .. 2nkm _
dR(R ) = dR(R ) — k_lcos(mr).

Desta equacdo vem que, para i = 2,4,6, ..., 2n—2, temos que 5 ar = (1)) = dg ()~ 2”'? <

99 (Ry) e, pelo teorema (5.2), esses (n — 1) pontos de equilibrio sio localmente estaveis.
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Por outro lado, se 1 = 1, 3,5, ...,2n — 1, temos que %(Rf) = g—%(Rf) + 2okT j—}gz(R;‘), que
ainda pelo teorema (5.2), implica que esses n equilibrios sdo pontos de sela localmente
instaveis.

Calculando f(0), obtemos f(0) = k — 1, ou seja, f(0) < k. Deste modo, o lema (5.1)

garante a estabilidade local do ponto de equilibrio (0,0). Esta alternincia entre pontos
de sela estdveis e instéveis estd ilustrada na Figura (5.1).
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Figura 5.1: Plano de fase parcial R x I para (5.3).
Fonte: (BAEZ-SANCHEZ e BOBKO, 2020, p.10)

A Figura 5.1 foi elaborada através do software Scilab, foram utilizados n =5 e k = 5,
concordando com a Figura apresentada pelos autores. Os marcadores em formato de
losango correspondem aos pontos de equilibrio de sela e os marcadores circulares aos
pontos de equilibrio localmente estaveis. Note que neste exemplo o niimero de reproducao
da variavel generalizada @ pode atingir alguns valores inferiores a 0 e, assim, o equilibrio
livre da doenga coexiste com varios pontos de equilibrio endémicos localmente estaveis.

5.2 Modelo com parametros variando

Nesta secao serao apresentados os graficos do plano de fase R x I do exemplo anterior
ap6s modificagoes no parametro k. Também sera discutido brevemente o que ocorre com
as solugoes de equilibrio apés estas alteragoes.

As primeiras alteracoes feitas foram aumentando em um décimo o pardmetro k, isto é,
na Figura (5.1) tinhamos que k = 5, entao para gerar as trés imagens da figura a seguir,
aumentamos k em um décimo a partir de seu valor na imagem anterior. J& o valor de
n foi mantido, pois segundo o teorema (5.1), este pardmetro alteraria a quantidade de
pontos de equilibrio no modelo e, a principio, nos interessa analisar o que ocorre com 0s
pontos de equilibrio do exemplo proposto apds variacao de k.
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Figura 5.3: Plano de fase parcial R x [ com k = 5,2.
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Figura 5.4: Plano de fase parcial R x [ com k =5, 3.

Nas Figuras (5.2), (5.3) e (5.4) foram utilizados marcadores azuis para representar os
pontos de equilibrio localmente estaveis e marcadores roxos para os pontos de equilibrio de
sela. A partir da imagem do plano de fase podemos observar que os pontos de equilibrio
localmente estaveis (azuis) sdo, possivelmente, os atratores do sistema, isto é, um conjunto
de valores para o qual o sistema converge de acordo com a variedade de condigoes iniciais.
De modo geral, estas imagens ilustram que a populacao vai se infectar sucessivas vezes
(quando o sistema converge para os pontos azuis) e também se recuperar sucessivas vezes
(quando o sistema converge para os pontos roxos).

Pela equagao de I* em (5.6) vemos que as solugoes de equilibrio estdo sobre uma reta,
cujo coeficiente angular ¢ dado por ﬁ Com isso, no exemplo proposto por Baez-Sanchez
e Bobko (2020), como n = k = 5, o coeficiente angular desta reta é igual a 0,25. De
modo andlogo, encontramos que os coeficientes angulares das retas das Figuras (5.2), (5.3)
e (5.4), sao respectivamente 0,244, 0,238 e 0,233.

E possivel perceber que conforme aumentamos o valor de k, o coeficiente angular da
reta que contém os pontos de equilibrio diminui, fazendo com que os pontos atratores nao
tenham a mesma caracteristica apresentada na Figura (5.1), na qual um grande ntimero
de curvas converge para os mesmos pontos (os localmente estaveis). Esta situacdo é
ainda mais notavel nos pontos de abscissas menores, onde existe um grande ntimero de
condicoes iniciais gerando solugoes ao redor destes pontos. De maneira simples, a cada
vez que aumentamos o valor de k para nimeros maiores do que 5, as solugoes de equilibrio
se deslocavam destas regioes do gréafico, passando a ter ordenadas cada vez menores e se
distanciando do ponto de convergéncia das curvas.

Na sequéncia foram feitas alteracoes diminuindo o valor de k, sendo ele 4,7, 4,8 e 4,9,
conforme apresentado na imagem a seguir:
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Figura 5.6: Plano de fase parcial R x I com k = 4,8.
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Figura 5.7: Plano de fase parcial R x [ com k =4,7.

Nas Figuras (5.5), (5.6) e (5.7) foram utilizados marcadores azuis para representar os
pontos de equilibrio localmente estaveis e marcadores roxos para os pontos de equilibrio
de sela. Do mesmo modo que nas Figuras (5.2), (5.3) e (5.4), conforme o pardmetro k
aumenta, os valores do coeficiente angular das imagens das Figuras (5.5), (5.6) e (5.7)
diminuem, uma vez que sao, 0,27, 0,263 e 0,256 respectivamente. Logo, quanto menor
o valor de k, sendo k < 5, maiores serao as ordenadas de cada ponto e elas também se
distanciarao dos pontos de convergéncia das curvas.

Com isso, é possivel concluir que quanto maior a abscissa dos pontos atratores (azuis),
melhor é a situacao epidemiolégica, pois o niimero de recuperados sera maior. Ao mesmo
tempo, quanto maior for a ordenada dos pontos atratores, pior ¢ a situacao epidemiologica,
ja que o numero de infectados serda maior. Sendo assim, o melhor seria aproximar os pontos
atratores da abscissa, ou seja, diminuir o coefinciente angular da reta que os contém, pois
assim obteremos um niimero menor de infectados. Para isso acontecer, é necessario que
k seja o maior possivel.



Consideracoes Finais

Inicialmente foram apresentados nessa dissertacao alguns conceitos e resultados im-
portantes sobre os sistemas de equacoes diferenciais lineares, sendo a principal finalidade
do capitulo 2, analisar os diferentes tipos de solugoes com base nos autovalores destes
sistemas e apresentar exemplos destas solugoes, incluindo os planos de fase de cada um.
Estes conceitos foram necessarios para realizar as analises de estabilidade dos pontos de
equilibrio nos capitulos seguintes e, por este motivos, foram apresentados no primeiro
capitulo do trabalho.

No capitulo 3 foram apresentados de forma breve cinco modelos epidemiolégicos: SIS,
SIR, SIRS, SEIS e SEIR, todos com populagao constante. Os objetivos eram introduzir
as ideias sobre modelos epidemioldgicos e comentar sobre alguns dos mais utilizados na
literatura. Para isso, foram apresentados os compartimentos de cada um destes modelos,
os parametros utilizados para representar a transicao da populagao entre cada comparti-
mento e o conjunto de equagoes que os descrevem.

Ja o capitulo 4 aborda o principal objetivo desta dissertacao: uma andlise do modelo
SIR. Para isso, foram discutidos de maneira mais ampla, trés variagoes do modelo SIR, (que
ja havia sido mencionado no capitulo anterior), sendo elas: o modelo SIR simples (sem
dindmica vital), o modelo SIR com dindmica vital e populagao constante e o modelo SIR
com dinamica vital e populagao variavel. Para cada um destes modelos discutimos como
encontrar o conjunto de equagdes diferenciais que formam o sistema que os descrevem, bem
como os seus diagramas compartimentais e os graficos que representam o comportamento
da populacao de cada compartimento em fungao do tempo. Além disso, foram calculados
os pontos de equilibrio destes modelos e feita a andlise de establidade de cada um, os
quais foram representados em planos de fase S1.

Por fim, no capitulo 5 retomamos as discussoes apresentadas no artigo "On Equili-
bria Stability in an Epidemiological SIR, Model with Recovery-dependent Infection Rate",
o qual apresenta uma variacdo do modelo SIR com dinamica vital e populagao cons-
tante, considerando situagoes em que a taxa de infeccao varia em fungdo da populacao do
compartimento R. A partir dos resultados obtidos pelos autores desse artigo, foram repro-
duzidos diferentes planos de fase RI para analisar os pontos de equilibrio apds variagao
nos parametros utilizados inicialmente.

Entre as contribui¢oes desta dissertacao, podemos ressaltar duas que consideramos de
maior relevancia: a primeira delas é referente aos amplos resultados possiveis de serem
analisados por meio de um cédigo desenvolvido, o que possibilitou gerar dados e graficos
que podem servir de auxilio para estudos posteriores nesta area. A segunda diz respeito a
andlise feita sobre o modelo SIR com dindmica vital e populacao variavel, pois apesar de
representar mais fielmente o que ocorre na dinamica epidemioldgica, encontramos menos
trabalhos que o abordam, se comparado aos outros dois modelos aqui discutidos.
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