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Resumo

Atualmente, devido ao grande avanco tecnoldgico o uso dos métodos de particulas vém
ganhando espago nas simulagoes de escoamento de fluido. O primeiro método de parti-
culas a ser desenvolvido foi o Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) que se mostrou
bastante eficiente para problemas de escoamento compressivel, mas ineficiente para esco-
amento incompressivel. Desta forma, surgiu algumas estratégias para resolver problemas
de escoamento incompressivel como o Incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics
(ISPH) e o Moving Particle Semi-Implicit (MPS); em ambos os métodos a pressao é
atualizada por um equacgao de Poisson. Portanto para obter uma boa aproximacao das
equagoes de Navier-Stokes é necessario antes ter uma boa aproximagao da equagao de
Poisson.

Neste trabalho sao abordados os métodos de particulas Smoothed Particle Hydrody-
namics (SPH) e Mowving Particle Semi-Implicit (MPS). A discretizacao dos operadores
diferenciais por esses métodos é feita por meio da aproximacao do niicleo e também por
particulas. Um estudo comparativo entre discretizagao foram efetuadas. Afim de saber
se os parametros utilizados na literatura dos métodos de particulas SPH e MPS dao uma
boa solucao para equagao de Poisson foram realizados varios testes variando os parame-
tros com e sem o tratamento de fronteira. Neste trabalho também foi proposta uma
estratégia para resolver o problema de oscilagao na solu¢ao da equagao de advecgao com
descontinuidade nas condicoes iniciais e os resultados foram bem satisfatorio.

Palavras-Chave: Simula¢ao, Método de particulas, Smoothed Particle Hydrodynamics,
Mowving Particle Semi-Implicit.






Abstract

Currently, due to the technological advances the use of particle methods is gaining
ground in the simulations of fluid flow. The first particle method to be developed was the
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) that was very efficient for compressible flow
problems, but inefficient for incompressible ones. Thus, there was some strategy to solve
incompressible flow problems as the incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics
(ISPH) and the Moving Particle Semi-Implicit (MPS); in both methods the pressure is
updated by a Poisson equation. For an approximation of the Navier-Stokes equations it
is first needed a good approximation for the Poisson equation.

This paper discusses the following particles methods: Smoothed Particle Hydrodyna-
mics (SPH) and Moving Particle Semi-Implicit (MPS). The discretization of differential
operators by these methods is done through the approximation of the kernel and also by
particles. A comparative study of different discretizations were made. In order to know if
the parameters used in the literature for the SPH and MPS methods provide a good so-
lution for Poisson equation, have been performed several tests by varying the parameters
with and without the borders treatment. This work also proposed a strategy to solve the
oscillation problem in advection equation with discontinuity in the initial conditions and
the results were very satisfactory.

Keywords: Simulation, Meshfree Particle Method, Smoothed Particle Hydrodynamics,
Mowing Particle Semi-Implicit.
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CAPITULO

1

Introducao

Na Matematica alguns problemas sao modelados por equagoes diferenciais parciais
(EDPs) como por exemplos, o potencial gerado por cargas elétricas é modelado pela
equacao de Poisson, a distribuicao de calor em uma barra é modelada pela equacao do
calor, escoamento de fluidos é modela pelas equagoes de Navier-Stokes, entre outras. No
entanto, encontrar uma solucao analitica para estes modelos matematicos nem sempre é
possivel. Desta forma, recorre-se a uma solucao numeérica do modelo.

Para obter uma solucao numérica é preciso aproximar as derivadas parciais. Conforme
o tipo de aproximacao das derivadas espaciais pode-se classificar os métodos numéricos
de duas maneiras: as que utilizam a descricao Lagrangiana e as que utilizam a descri¢ao
Euleriana. Dentre estas duas descrigoes existem algumas subdivisoes, por exemplo, no
caso das que utilizando a descricao Lagrangiana tem-se as que utilizam malha e os sem
malha (meshfree).

Atualmente, devido ao grande avanco tecnoldgico o uso dos métodos de particulas vém
ganhando espaco nas simulagoes de escoamento de fluido. O primeiro método de particu-
las desenvolvido foi o Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) para simular problemas
astrofisicos e deste entao tem sido estudado e melhor entendido para ser aplicado em uma
variedade de problemas incluindo as equagoes de Navier-Stokes.

Quando o escoamento é compressivel o método SPH se mostrou bastante eficiente, mas
para escoamento incompressivel o método se mostrou ineficiente [28]. Desta forma o mé-
todo SPH foi sendo aperfeicoado para resolver problemas de escoamentos incompressiveis.
Uma das estratégias adotada é baseada no método da projecao onde o célculo da pressao
é feito através de uma equacao de Poisson; esta estratégia é chamada de ISPH (Incom-
pressible Smoothed Particle Hydrodynamics). Um outro método que surgiu para resolver
o problema de escoamento incompressivel é o Moving Particle Semi-Implicit (MPS) sendo
que a pressao também é calculada através de uma equacao de Poisson. Portanto para
obter uma boa aproximagao das equacoes de Navier-Stokes é necessario antes ter uma
boa aproximagao da equacao de Poisson.

Na literatura dos método de particulas, ha pouco estudo sobre a equacao de Poisson.
O intuito desse trabalho é verificar quais sao os melhores pardmetros para que se possa
obter uma boa aproximagao da solu¢ao numérica, além disso serao verificados alguns
tratamento de fronteira propostos na literatura. Foram também estudadas a equacao do
calor, a equacao de advecgao linear e a equagao de Burgers.

A importancia do trabalho estd em analisar alguns conceitos ainda nao feito para
algumas equacgoes utilizando os métodos SPH e MPS. Estas equacoes sao mais simples do
que a equacao de Navier-Stokes, mas nao menos importante, delas podem surgir algumas
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solugoes em relacao a oscilagoes nao fisicas e conceitos sobre a estabilidade dos métodos
SPH e MPS.

O presente trabalho, esta divido em 7 capitulos excluindo a introducao sendo eles:

o capitulo 2 tem como objetivo motivar e apresentar os aspectos basicos da mecéa-
nica dos fluidos, tais como as classificacoes dos escoamentos e dos fluidos. Nele é
encontrado também as equacoes de Navier-Stokes.

No capitulo 3 sao apresentadas as abordagens Euleriana e Lagrangiana e como elas
se relacionam; também sao discutidos alguns métodos que utilizam tais descrigoes.

O formalismo dos MPMs que tem como base a representagao integral de uma fungao
é abordado no capitulo 4. A partir dessa representacao duas aproximacoes sao
realizadas: a aproximagao pela funcao nicleo e a aproximacao por particulas. Sao
abordadas também algumas propriedades da fungao niicleo, a consisténcia da funcao
nicleo e a consisténcia da aproximacao por particulas.

A descricao do método Smoothed Particle Hydrodynamics é abordada no capitulo
5, onde se encontra o desenvolvimento das aproximagoes dos operadores divergente,
gradiente e laplaciano utilizados pelo método. Encontra-se também algumas fungoes
ntucleo utilizadas pelo método e algumas integragoes temporais.

A descrigao do método Moving Particle Semi-Implicit ¢ abordada no capitulo 6.
Nele se encontra as aproximacoes dos operadores divergente, gradiente e laplaciano
utilizados pelo método. Encontra-se também algumas fungoes peso e conceitos que
o método utiliza como, a densidade do ntimero de particulas e a incompressibilidade.

No capitulo 7 sao apresentadas duas estratégias para a busca de particulas vizinhas
que sao: a por forca bruta e a por malha uniforme. Encontra-se também dois
tipos de tratamento de fronteira que sao: por particulas fantasmas e por particulas
dummy.

No capitulo 8 estao os resultados numéricos obtidos. Inicialmente é analisada a
equagao de Poisson unidimensional com as condi¢oes de contorno do tipo Dirichlet
e do tipo Neumann. Em seguida, é estudado o conceito de estabilidade dos méto-
dos SPH e MPS para a equacao do calor. Na equacao de adveccao é analisada a
estratégia proposta para nao ocorrer oscilagoes na solu¢ao numérica, e em seguida
a mesma estratégia proposta é aplicada para resolver a equagao de Burgers. Por
fim, é estudada a equacao de Poisson bidimensional com condi¢ao de contorno de
Dirichlet.



CAPITULO

Aspectos Basicos de Mecanica dos
Fluidos

Para a mecanica Newtoniana, fluidos sao meios continuos que tem a caracteristica de
se deformar continuamente quando sao submetidos a uma tensao de cisalhamento. Por
nao resistir a deformacao, os fluidos apresentam a capacidade de escoar, tomando a forma
de seus recipientes. Chama-se de elemento de fluido o menor “corpo” a ser estudado.

O principal objetivo é entao a procura do entendimento de como os elementos de fluido
se deslocam com seus vizinhos e influenciam tanto o comportamento local, quanto global.
A resisténcia ao escoamento determina em boa parte o comportamento do fluido.

2.1 Tipos de Escoamentos

Existem diversos modelos que descrevem o comportamento dos fluidos relacionando-
os com suas propriedades fisicas. Alguns desses modelos foram concebidos de acordo
com as caracteristicas do escoamento a ser tratado, de tal modo que sao restritos a tipos
especificos de escoamentos, como é o caso das equagoes de Burgers; equagoes de aguas-
rasas; equagoes de Euler; entre outras (uma abordagem didética a qual foi estudada pode
ser encontrada em |[7]). A classificagdo dos escoamentos pode ser definida da seguinte
maneira:

e Escoamento laminar e turbulento: Escoamento laminar é ordenado com o fluxo
movendo-se suavemente em camadas de fluidos e mantendo suas posi¢oes relativas
uma em relacao as outras. O escoamento turbulento nao apresenta um padrao espe-
cifico, caracterizando um movimento aleatério do fluido. Exemplo: Quando se apaga
uma vela sai do pavio uma fumaga. Observa-se, inicialmente, que a fumaga sobe
de uma forma ordenada, caracterizando um escoamento laminar. Apés uma certa
distancia, a fumaca apresenta movimento aparentemente aleatorio, caracterizando
um escoamento turbulento.

e Escoamento incompressivel e compressivel: O escoamento ¢é dito ser incom-
pressivel, quando a densidade de um fluido nao muda ao longo do escoamento, ou
pode-se desprezar qualquer alteragao em seu valor, caso contrario, o escoamento é
dito ser compressivel.
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e Escoamentos multifasico e monofasico: O escoamento é dito ser multifasico
quando existem dois ou mais fluidos imisciveis (ndo se misturam) separados por
uma interface. Quando h& um tnico fluido o escoamento é chamado de monofésico.

Escoamentos mais complexos exigem modelos matematicos mais sofisticados, ou seja,
baseados nas equacgoes de Navier-Stokes.

2.2 Equacoes de Navier-Stokes

As equacgoes de Navier-Stokes foram propostas no século XIX, elas descrevem o fluxo
e determinadas propriedades de um escoamento, tais como velocidade e pressao. Modelos
simplificados sd@o muitas vezes usados para simplificar o processo de solucdo (analitica ou
numeérica).

Estes modelos mateméaticos geralmente sao descritos por um conjunto de equagoes
diferenciais parciais (EDPs) que sdo deduzidas a partir das seguintes leis fisicas:

e Conservacao de massa: a massa do fluido deve ser invariante com o tempo, ou
seja, nao pode ter aumento nem diminui¢ao da massa.

e Conservagao do momento (Segunda lei de Newton): a taxa de variagao
temporal do momento de um elemento de fluido é igual a resultante das forgas que
atuam sobre o elemento.

e Conservagao da energia (Primeira lei da termodinamica): a taxa de variagao
temporal da energia em um elemento de fluido é igual a soma do fluxo liquido, ou
resultante, de calor para dentro do elemento com o trabalho realizado por forcas
que agem sobre o elemento.

As equagoes de Navier-Stokes em um modelo que nao considera a conservagao de
energia, podem ser escritas como:

dp
ov 1 1
— . = —— -V. 2.2
at—l—vVv pr—l—pVS—l—g, (2.2)

sendo t o tempo, v o vetor velocidade, p a densidade, p a pressao, g o vetor de aceleracao da
gravidade e S tensor extra-tensao. A equacao (2.1) é denominada equagao da continuidade
enquanto que (2.2) é a equagao do momento. Para mais detalhes ver [10].

Os trés principais conceitos do escoamento dos fluidos sao [28]:

e A conveccao é um dos principais modos de transferéncia de calor e massa; na con-
vecgao ocorre tanto a difusao quanto a advecgao. A difusdo vem do movimento
aleatorio de particulas individuais no fluido, ou seja, em escalas muito pequenas.
Por outro lado, na advecgao o calor e a massa sao transportados pelo movimento
de grande escala.

e O gradiente da pressao é a variacao espacial de forgas transversais ao fluido por
unidade de &area.
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e A viscosidade é um fator desafiador nas simulagoes numéricas; na pratica é mais
comum considerar a seguinte relacao:
pUL
R, =—— (2.3)
1
sendo U a velocidade média, L a largura do fluxo e u a viscosidade dindmica do
fluido. Esta relagao é conhecida como o niimero de Reynolds.

2.3 Fluido Compressivel e Incompressivel

A densidade de qualquer material (sélido ou fluido), é definida como sendo a razao da
massa pelo seu volume:

sendo p a densidade, m a massa e V' o volume. A densidade de um fluido real raramente
é constante, pois diversos fatores como a temperatura e forcas externas influenciam no
valor da densidade em um ponto do fluido. Entretanto, quando a variacao da densidade é
suficientemente pequena, pode-se desconsiderar essa variacao tornando a densidade cons-
tante.

Os fluidos podem ser classificados de acordo com sua compressibilidade da seguinte
forma:

e Fluidos compressiveis sao aqueles que apresentam uma variagao de seu volume
ligada a variagao da pressao e consequentemente uma alteracao no valor da densi-
dade.

e Fluidos incompressiveis sao aqueles que nao apresentam variagao em seu volume
devido a alteracoes na pressao e, portanto nao apresentam alteracao no valor da
densidade.

Portanto, os fluidos incompressiveis possuem densidade constante, o que permite con-
cluir que:

dp

ot
Observacao: O conceito de fluido compressivel e incompressivel é diferente do conceito
do escoamento compressivel e incompressivel. O ar é um fluido compressivel, mas o seu
escoamento pode ser compressivel ou incompressivel dependendo da aplicagao, por exem-
plo, em problemas nos quais nao existe gradiente elevados de pressao ou de temperatura,
o escoamento ¢ incompressivel, independente do fluido [10].

0. (2.5)

2.4 Fluidos Newtoniano e Nao-Newtoniano

Os fluidos apresentam diversas particularidades relacionadas as suas propriedades fi-
sicas, as quais podem influenciar de maneira direta fatores como o fluxo do material e a
taxa de deformagao.

Considera-se um escoamento laminar entre duas placas paralelas conforme a Figura
2.1

As placas sao separadas por uma distancia Ay. A chapa inferior permanece em repouso
enquanto que uma forca tangencial F' traciona a chapa superior que se desloca da esquerda
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Figura 2.1: A linha tracejada mostra a deformagao de um fluido que originalmente estava
em repouso (linha cheia), o efeito de uma tensao de cisalhamento 7. Fonte [10].

para a direita com velocidade v. A forga tangencial F' gera uma tensao de cisalhamento 7
entre a chapa superior e o bloco de fluido adjacente a ela. Inicialmente o bloco de fluido
que estava em repouso, sera acelerado e se deformara. Para muitos fluidos ha uma relacao
linear entre a tensao de cisalhamento 7 e a taxa de deformagao das laminas de fluidos:

quando At — 0 tem-se

A constante de proporcionalidade entre a tensao de cisalhamento e a taxa de defor-
macao ¢ a viscosidade dindmica (p). Assim defini-se a tensao de cisalhamento como:

dv

Portanto, pode-se classificar os fluidos de acordo com a taxa de deformacao da seguinte
forma:

e Fluidos Newtonianos sao fluidos que em uma determinada temperatura, a taxa
de deformacao é proporcional a tensao de cisalhamento, ou seja, o valor de p na
equagao (2.6) é constante e diferente de zero. Um exemplo de fluido Newtoniano é
a agua.

e Fluidos Nao-Newtonianos sao os fluidos que nao apresentam uma linearidade
entre a taxa de deformacao e a tensao de cisalhamento, ou seja, o valor da viscosi-
dade dinamica (¢) ndo é constante, variando de acordo com a taxa de deformagao
aplicada. Neste tipo de fluido nao existe um comportamento padrao da variagao
da taxa de deformacao. Estas diferencas sugerem varias subclassificacoes dos flui-
dos nao-newtonianos, por exemplo: fluidos viscoelasticos, fluidos inelésticos, entre
outros, para mais detalhes consultar [4].



CAPITULO

3

Abordagens Euleriana e Lagrangiana

Existem vérios métodos que foram desenvolvidos para resolver EDPs que modelam
matematicamente um sistema dindmico. Esses métodos se diferem de acordo com a
discretizacao das derivadas espaciais das equacoes diferenciais, e sao tradicionalmente
classificados nas descricoes Euleriana e Lagrangiana. Neste capitulo serao apresentadas
as equagoes de Navier-Stokes de acordo com cada descrigao [28].

As abordagens Euleriana e Lagrangiana sao também uma parte basica da mecanica
dos fluidos, mas por ser fundamental aos métodos SPH e MPS serao tratadas em especifico
neste capitulo.

3.1 Descricoes Euleriana e Lagrangiana

As quantidades fisicas associadas aos elementos de fluido variam com o tempo. Essas
variacoes podem ser descritas das seguintes formas:

e Descrigao Lagrangiana: o fluido é representado por uma colecao de elementos de
fluido onde cada elemento de fluido se move com o escoamento. Nessa descricao o
referencial desloca-se simultaneamente com o elemento, veja a Figura 3.1(a).

e Descricao Euleriana: ao invés de acompanhar o movimento ao longo do escoa-
mento, fixa-se pontos x no espaco e em seguida calcula-se as variagoes das quantida-
des fisicas do fluido nesses pontos (veja a Figura 3.1(b)). Os pontos x sdo chamados
de coordenadas espaciais.

Para relacionar estas descrigoes, é preciso primeiramente entender o movimento de um
elemento de fluido que ocupa um volume finito no espaco AV C R3 no instante ¢t = 0.
Dado um ponto A € AV, o movimento do elemento de fluido é descrito através da equagao

x = x(A,t) com A=x(A0).

Assim, um elemento de fluido se move ao longo da curva t — x(A,t). Derivando a
equacao que descreve a trajetoria do elemento de fluido tem-se a sua velocidade que é
expressa da seguinte maneira:

_Ox(A,t)
ot

O ponto A é chamada de coordenada material e a trajetoria descrita pelo elemento de
fluido é chamado de linha de corrente.

v =v(x(A,t),1)
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(a) Lagrangiano (b) Euleriano

Figura 3.1: Escoamento através de um elemento de fluido com volume AV :(a) O elemento
de fluido se movendo ao longo de uma linha de corrente com uma velocidade v tangente a
trajetoria.(b) O elemento de fluido esté fixo no espago com o escoamento passando através
dele. Fonte [28].

Seja q(x,t) o valor de uma quantidade genérica em um elemento de fluido que ocupa
uma posicao x em um instante t. A questao é como calcular a variacao temporal dessa
quantidade quando o elemento de fluido se desloca entre os pontos 1 e 2 (Figura 3.2)
em um intervalo de tempo At? Para responder a essa pergunta calcula-se a derivada da
fungao ¢(x,t) em relagao ao tempo.

4] T

y

Figura 3.2: Deslocamento do elemento de fluido em um tempo d¢. Fonte [28].

Primeiramente x = (z,y, z), sendo x = z(t), y = y(t) e z = z(t). Usando a regra da
cadeia para q(x,t) tem-se:

Dg _ 0gdt  Ogdr  Oqdy  0dqdz _ Oq

Dt  otdt Oxdt Oydt 0Ozdt Ot

Portanto, define-se a derivada material ou total de ¢(x, t) através da seguinte expressao:

Dq  dq
Ft = 815 + v Vq,
()

ot

A derivada local é responsavel pela variacdo da quantidade fisica em relacao ao tempo
num ponto fixo no espacgo, ja a derivada convectiva mede a variacao da quantidade fisica
de um elemento de fluido que se move de um ponto para outro.

+v-Vg.

desta forma a derivada total é a derivada local mais a derivada convectiva (v.V()).
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3.2 Meétodos que utilizam a descricao Euleriana

As equagoes (2.1) e (2.2) apresentadas no capitulo 2 sdo as equagoes de Navier-Stokes
para os métodos que utilizam a descricao Euleriana.

A representacao do fluido é feita no interior das células em uma malha estruturada.
Diz-se que uma malha é estruturada quando as células possuem uma determinada lei de
constru¢ao, apresentando sempre o mesmo namero de vizinhos, ver Figuras 3.3(a) e 3.3(b).
A desvantagem da malha estruturada é que ela nao consegue descrever adequadamente
geometrias complexa [30].

A malha além de representar o dominio computacional da simulacao auxilia na estima-
tiva das derivadas espaciais dessas equacoes usando por exemplo o método de diferencas
finitas (MDF) [10].

(a) Estrutura Cartesiana (b) Estrutura Generalizada

Figura 3.3: Discretizagdo de um dominio com malha cartesiana(a) e generalizada (b).
Fonte [30].

3.3 Meétodos que utilizam a descricao Lagrangiana

A descrigao Lagrangiana para as equagoes de Navier-Stokes apresenta o comporta-
mento de um fluido do ponto de vista de uma particula que se move com o fluxo. Entao,
lembrando que a ligagao das duas descrigoes é a derivada material pode-se reescrever as
equagoes (2.1) e (2.2).

Abrindo o termo do lado direito da equagao (2.1) obtém-se:

0
8—5 = —v.Vp—pV.v,
agora passando o primeiro termo do lado direito para o lado esquerdo da igualdade tem-se:
0
a—? +v.Vp=—pV.v.

Note que, do lado esquerdo tem-se a derivada material, entao a equagao da continuidade
pode ser escrita como:

Dr = —pV.v. (3.1)

Na equagao (2.2) substitui-se todo o lado esquerdo pela respectiva derivada material,
assim obtém-se:
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Dv 1 1
—_— = —— -V.S . 3.2
T prJr pV +g (3.2)

Note que, cada particula possui uma advecgao propria, logo nao é necesséario o céalculo
explicito da derivada convectiva (v.Vv). Os métodos que utilizam a descri¢ao Lagrangiana
se dividem em duas categorias: métodos com malha e métodos sem malha (meshfree).

3.3.1 Meétodos com malha

Nessa categoria, o dominio computacional é constituido por um conjunto de células (ou
elementos) que podem ser irregulares conectados através de um mapa topologico formando
uma malha nao-estruturada. Diz-se que uma malha é nao-estruturada quando as células
nao possuem uma determinada lei de construcao, apresentando um ntumero de vizinhos
diferentes. Essas malhas sao mais adequadas para discretizar geometrias complexas, ver
Figura 3.4. Diferentemente dos métodos que usam a formulacao Euleriana, a malha nao
estruturada se movimenta dinamicamente com o fluido e consequentemente, se o fluido
sofrer alguma mudanga topologica a malha também sofrera tal mudanca. Um dos métodos
com malha que utiliza a formulagao Lagrangiana mais conhecido é o método de elementos
finitos (MEF) [35].

DY AVAVAY \VAYZ NVAVZ \VAVAYAYZ
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Figura 3.4: Discretiza¢ao de um dominio por uma malha nao-estruturada. Fonte [30].

3.3.2 Meétodos sem malha

Geralmente essa categoria se refere a uma classe de métodos que utilizam um con-
junto de particulas para discretizar o estado e a dindmica de um sistema. Nos problemas
de dinamica dos fluidos, cada particula esta diretamente associada a atributos fisicos do
fluido e sua evolucao é determinada por meio das leis de conservacao de massa e momento.
Pode-se destacar dois métodos que utilizam esta categoria o SPH (Smoothed Particle Hy-
drodynamics) [19] e o MPS (Mowving Particle Semi-implicit) [14]. Essa categoria também
é chamada de métodos de particulas livres (Meshfree Particle Methods (MPMs)).



CAPITULO

4

Formalismo basico para os MPMs

Neste capitulo sera apresentada a ideia principal dos MPMs, que é a aproximagao
pela funcao nucleo seguida da aproximagao por particulas, também discutiremos sobre a
funcao nucleo e suas principais propriedades que sao citadas na literatura, e por fim a
consisténcia do niicleo e da aproximagcao por particulas.

4.1 Aproximacao pela funcao ntcleo

Antes de falar da ideia principal dos MPMs, sera definido o conceito de convolugao,
tal conceito matematico ¢ muito utilizado nesse capitulo. Para mais detalhes ver [5].

Suponha que f,g : R — R™ tais que, para quase todo ponto x € R", a funcao
u+— f(x —y)g(y) seja integravel em R"™. Entao defini a convolu¢do de f com g como
sendo a funcao

(f*g)(x) = . f(x—=y)g(y)dy.

A ideia principal dos MPMs é o conceito da representacao integral de uma fungao
f :R" — R definida num dominio aberto €2 C R” tal que x € ), e f é continua em ().
Essa representacao é feita através da convolucao de f com a distribuicao Delta de Dirac.
Entao:

£ = [ )80 = x)ix', (4.1)

00, X=X

AN
J(X—x)—{ 0, x£x
Observacoes:

1. Na convolucao a distribuicao Delta de Dirac é o elemento neutro, ou seja,
f(x) *0(x) = f(x).

2. Em particular tomando f = ¢, sendo ¢ # 0 e constante em (4.1), tem-se a seguinte
propriedade:

/ d(x —x)dx' = 1. (4.2)
Q
2

7
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Portanto, em outras palavras, a distribuicao Delta de Dirac é nula em qualquer
ponto exceto em X', onde seu valor ¢ “infinito o suficiente” para que a area sob seu
grafico seja exatamente 1.

Embora nao seja possivel exibir uma funcao que satisfaca as propriedades da distri-
buigao Delta de Dirac, a Anéalise Funcional [15] nos permite defini-la como sendo o limite
de funcgoes suaves.

A equagao (4.1) indica que uma fungao pode ser representada em uma forma integral,
conhecida como representagao integral da funcao.

Se a distribui¢ao Delta de Dirac for substituida por uma fun¢ao nucleo do tipo W (x —
x'; h), a representacao integral da funcao f é dada por:

F00= [ POk h)ax (4.3)

sendo h o comprimento de suavizacao (smoothing length).

Note que como W nao é a distribuigdo Delta de Dirac, entao a equagao (4.3) é uma
aproximacao e sera representada pelo operador ( ). Portanto, a equagao é reescrita na
seguinte forma:

U&»—Lﬂﬂw&—ﬁmﬁﬁ (4.4)

Assim tem-se uma aproximacao da funcao f pela representacao integral da fungao
utilizando uma fungao suave W.

4.2 Aproximacao por particulas

Nos MPMs, o sistema é representado por um numero finito de particulas que possuem
massa e ocupam um volume no espago. A integral da equagao (4.4) aplicada em um
ponto do dominio pode ser discretizada através de um somatorio sobre as particulas que
se encontram contidas no dominio.

Uma das propriedades exigida da funcao nticleo é que tenha um suporte compacto,
entao a aproximacao é feita apenas sobre a subregiao referente ao suporte do nicleo.
Define-se o suporte compacto da funcao niicleo ao conjunto V;, onde:

Vi = {xj, |xi —x;| < kh}
sendo V; C 2 e k um fator de escala.

Substituindo o volume infinitesimal dx’ da equagao (4.4) na posigao da j-ésima parti-
cula pelo volume ocupado pela particula Av; obtém-se:

(fOa)) =D FOG)W(x; — x5 h) Ay (4.5)

JEV;

Lembrando da equagao (2.4) do capitulo 2, pode-se reescrever a equagao (4.5) da
seguinte forma:

(F(xi)) = D Flx)W (i — x5 h) =2

. (4.6)
iev: Pj
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Portanto, a equacdo (4.6) nos da uma aproximacao da fun¢ao f por meio de um
conjunto de particulas.
Observacao: Note que no somatorio j € V; é um abuso de notagao.

4.3 Funcao Nicleo

Para os MPMs a fungao niicleo W é de grande importancia, pois através desta funcao
sao determinadas importantes caracteristica deste modelo de aproximacdao. A funcao
nicleo também atua como uma forma de defini¢do do dominio de influéncia (V) sobre
uma determinada particula ¢, isto é, define o conjunto de particulas que efetivamente
influenciarao na aproximagao referente a particula em analise como pode ser observado
na Figura 4.1.

Figura 4.1: Dominio de influéncia sobre uma particula por meio da fun¢ao nicleo.

Diferentes ntcleos sao utilizados nos MPMs, e vérias propriedades sao discutidas na
literatura para que uma funcao possa ser usada como um niicleo. As principais proprie-
dades sao listadas abaixo [1].

1. O nucleo deve ser suficientemente suave

WecCk k>1.

2. O nucleo deve ser normalizado
/ W(x,h)dx = 1.
RD(

3. O nucleo deve ter suporte compacto
W(x) =0 quando |x|| > kh,
sendo k um fator de escala.

4. O nicleo deve ser positivo
W(x) = 0.

5. O nucleo deve ser decrescente

W(x) <W(u), se [[x[| > [lul.
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6. O nucleo deve ser simétrico radial

W(x) = W([x])-

7. O nicleo deve satisfazer a distribuicao Delta de Dirac quando h — 0, ou seja:

lim W(x,h) = 0(x).

h—0

A primeira propriedade tem como objetivo obter uma melhor aproximacao. Para a
aproximacao de uma funcao e de suas derivadas, a fungao ntcleo precisa ser continua para
obter bons resultados, pois de acordo com Monaghan [21] e Fulk [11] a func¢ao nucleo nao
serd sensivel a desordem das particulas, e os erros da aproximacao sao pequenos, desde
que o disturbio de particulas nao seja muito extremo.

A segunda propriedade garante que a integral da funcao nicleo dentro do dominio do
suporte compacto é unitéario (propriedade herdada da distribuigdo Delta de Dirac equagao
(4.2)).

A terceira propriedade transforma a aproximagao da funcao f de uma operacao global
em uma operacao local.

A quarta propriedade mostra que a fungao niicleo deve ser nao negativa no suporte.
Essa propriedade nao é necessaria para a convergéncia, mas ¢ importante para assegurar
aproximacoes coerentes para a propriedade fisica envolvida em um dado problema. Por
exemplo, valores negativos para o ntcleo podem resultar em densidades negativas.

A quinta propriedade é baseada na consideragao fisica de que as particulas mais proxi-
mas de uma dada particula na posi¢ao x exercem uma maior influéncia do que as particulas
mais afastadas de x.

A sexta propriedade determina que particulas de diferentes posicoes mas com a mesma
distancia tenham a mesma influéncia.

A sétima propriedade assegura que, quando o comprimento de suavizagao tende a zero,
o valor da aproximagao se aproxima ao valor da fungao, ou seja, (f(x)) = f(x).

Se a funcao niicleo satisfizer as propriedades listadas acima, pode-se garantir que o
erro de aproximagao da fungao é de segunda ordem. Admitindo que f(x) é diferenciavel
e usando a expansao em série de Taylor de f(x’) em torno de x, obtém-se:

(f(x)) = /Q[f(x) + f1(3x) (x = x') + O((x = x')*)]W (x — x; h)dx’ (4.7)
sendo O((x — x)?) o residuo da série de Taylor.

Aplicando a distributiva do lado direito da equagao (4.7) e sabendo que a integral da
soma ¢ a soma das integrais pode-se reescrevé-la da seguinte forma:

(1) = £60) | W=+ 7/6x) [ (=)W = i+ O((x= %), (49
Q Q
Usando a segunda e a sexta propriedades na equagao (4.8) tem-se:

(f(x)) = f(x) + O((x = x)?).

Assim conclui-se que o erro de aproximacao é de segunda ordem.
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4.4 Consisténcia do Nicleo

Uma maneira de verificar a consisténcia do MPM é usando a expansao em série de
Taylor como se faz no MDF. Esta analise é considerada sobre as aproximacoes continuas,
obtidas pelas representagoes integrais de uma funcao e de suas derivadas. Para que o
nicleo seja consistente, algumas propriedades devem ser satisfeitas de tal forma que as
aproximacoes tenham certa ordem de precisao.

4.4.1 Aproximacao de uma funcao

Dada uma fungao f, a convolugao dessa fungao por um niicleo W define a representacao
integral da funcao f.

f(x):= /Qf(x')W(x —x'; h)dx'. (4.9)

Supondo que f é de classe C°, a expansao da serie de Taylor em torno do ponto x é

dada por:
" (—1VRRE PR (x) [x — %\ F « — x'\ !
f(x’)zz( D k!f ”( - )+0< - ) : (4.10)

k=0

Substituindo a serie de Taylor (4.10) na representacao integral (4.9), obtém-se:

f(x) = /Q (i (_Ukh;f(k) () (X - X/>k +0 (X ;X/)nﬂ) W (x — x'; h)dx’

k=0

- I= /Q <§: e (X ;X)k) W(x — x;h)dx + O (X ;fo)n“

= f(x) = En: (_1)kh,:!f(k) (x) /Q (X ;Lxl)k W(x — x'; h)da' + O (X — X/)W (4.11)

N\ n+1
= > AfP) +0 (XZX) ’

sendo

k! h

Comparando o lado esquerdo com o lado direito da equagao (4.11), para f(x) ter uma
aproximacao de ordem n, os coeficientes A, devem ser iguais as contra partes de f*)(x)

do lado esquerdo da equagao (4.11). Portanto, as seguintes condig¢oes para a fungao nicleo
W sao obtidas.

Ay = ﬂ/ﬁ (X — X/)k W(x — x; h)dx.. (4.12)
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(
Ay = W(x —x;h)dx' =1
@ ol
A = —h/ (X x ) Wi(x —x';h)dx' =0
Q h
2 A
Ay = - i Wix—x";h)dx' =0 (4.13)
2! Jq h
. —1\"p™ '\
A = M/ (X X) W(x — x'; h)dx =0
L n! Q h

As condigbes da equagao (4.13) podem ser reescritas nas seguintes expressoes em
termos de momentos M, da func¢ao nicleo

;

My = W(x —x'; h)dx'
M, = ]X—X)W(x x';h)dx' =0

M, = ](x —x')*W(x —x'; h)dx' =0 (4.14)

M, = /(x —xX)"W(x — x'; h)dx' =0
\ Q
Note que na equagao (4.14) o My é a propriedade de normalizacdo e o M; é satisfeito
pela propriedade de simetria da funcao nucleo. Se os dois primeiros momentos ocorrem
entao sera garantida a propriedade que f(x) é recuperada com ordem 2.

4.4.2 Aproximagao das derivadas de uma funcao

Nas equagoes de Navier-Stokes tem-se que a derivada de maior ordem é de segunda
ordem. Assim, serao discutidas as aproximagoes da primeira e segunda derivadas de uma
funcao. Mas esta abordagem pode ser facilmente estendida para aproximar derivada de
ordem superior.

O teorema da divergéncia (teorema de Gauss) sera muito utilizado a partir de agora,
sendo assim o enunciado na sua forma mais geral cuja a demonstracao pode ser encontrada
em [13] é

Teorema 1 Seja v = Li+ Mj+ Nk um campo de vetores num dominio D do espago;
suponha que L, M e N sao continuas, com derivadas continuas em D. Seja S uma super-
ficie suave por partes em D, formando toda a fronteira de uma regiao fechada limitada
R contida em D. Seja n o vetor normal exterior de S em relacao a R. Nessas condigoes,

vale
//v~ndS:// V. vdz dy dz.
s R

4.4.3 Primeira derivada

A representacao integral da primeira derivada pode ser obtida através da convolugao
da derivada da fungao f com a funcao nucleo W.

'(x) :/Qf'(x')W(x—x’;h)dx'. (4.15)
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Aplicando a integracao por partes na equagao (4.15), obtém-se:

F(x) = FOW (x — X5 1) /Q )W (x — % h)d.

= fl(x) = / d (f(XYW(x —x';h))dx" — /Qf(x')W'(x —x'; h)dx'. (4.16)

Q dX,

Aplicando o teorema da divergéncia no primeiro termo da equagao 4.16 tem-se:

f(x) = /Sf(x’)W(x —x';h). - ndS — /Qf(x’)W’(x —x'; h)dx'. (4.17)

Portanto, no primeiro termo do lado direito da equagao (4.17) obtém uma integral
de superficie, sendo S = 0f) a superficie e n o vetor normal unitario a superficie S.
Substituindo a equagao (4.10) na segunda integral da equagao (4.17) tem-se:

f'(x) = /Sf(x’)W(x—X’;h),ndS_/Q [i (—1)’“h;f(k)(x) (sz/)k

k=0

_ / n+1
+0 (X hX ) ] W'(x — x'; h)dx’

- N\ ntl
= f(x)= [ fE)W(x—x:;h)-ndS - > A fP(x)+ 0 (X ;LX ) :

S k=0

. —1)kpk W\ K
Ap = ( k:)! /Q(X hx) W'(x — x'; h)dx'. (4.19)

Os momentos da derivada do nticleo sdo dados por M}, e se as relagdes (4.20) e (4.21)
sao satisfeitas, entdao f’(x) é recuperada com ordem n.

M, = / W'(x —x';h)dx' =0

M, = ](X—X/)W/(X—X/;h)dxlz 1
9

M, = /(x —xX)*W'(x —x';h)dx' =0 (4.20)
Q

i, — /(x ~ X)W (x — X; h)dx = 0
Q
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e

Wi(x —x';h)|s = 0. (4.21)

A restrigao (4.21) implica que a integral de superficie é nula para qualquer fungao.

/5 FOW(x — % 1) - ndS = 0.

A primeira expressao da equagao (4.20) é na verdade uma outra forma da representagao
de (4.21) como pode se confirmar pelo seguinte desenvolvimento.

/Q(UW'(X — X h)dx = /S LW (x = x'; h) - ndS — /(D’W(x — x; h)dx’

Q

:>/(1)W’(x—x’;h)dx’:/1W(x—x’;h)-ndS:O.
Q s

As demais relacoes podem ser escrita da seguinte forma:

My =kM,_, para k=1,2,...,n.

De fato,

1
(k+1)

My = [ (x =)W ix = Xsh)ax = s [ 60— 31 IWx = X )ax

1
=— ) /S(X — X)W (x — x; h) - ndS
1 —
+ (l{j T 1) /Q(X — X/)kJer/(X — X/; h)dX/ = k—HMk+1.

Desse modo pode-se verificar as demais relagoes. Sabendo que a condicao M, é satis-
feita tem-se M; também ¢é satisfeita. Portanto, pode-se concluir que f’(x) é recuperada
com ordem 2.

4.4.4 Segunda derivada

A representacao integral da segunda derivada pode ser obtida através da convolugao
da segunda derivada da funcao f com a funcao nicleo W.

(%) = /Qf”(x’)W(x —x's h)dx'. (4.22)

Aplicando a integrac@o por partes na equagao (4.22) e fazendo algumas manipulagoes,
obtém-se:

f'(x) = /Sf'(x')W(x —x';h) - ndS — /Qf'(x')W'(x —x'; h)dx'. (4.23)
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Aplicando novamente a integracao por partes no segundo termo do lado direito da
equagao (4.23) e fazendo algumas manipulagoes, tem-se:

['x) = /Sf'(X')W(x —x'; h).ndS
(4.24)
— {/ XYW (x —x';h) -ndS — / W' (x—x';h)dx'| .
s Q

Substituindo (4.10) no terceiro termo do lado direito da equagao (4.24) resulta em:
f'(x) = /f’(x’)W(x —x';h) -ndS — / f(XYW'(x = x';h) - ndS
S s

no_ . X, n+1
+> A fP(x)+0 (X - ) : (4.25)
k=0

sendo

A, = En: (_”kh;f D) /Q (X ;X)k W’ (x — x'; h)dx. (4.26)

k=0

Os momentos da segunda derivada do ntcleo sao dados por ﬁk Se as relagoes (4.27),
(4.28) e (4.29) sao satisfeitas, entdao f”(x) é recuperada com ordem n.

(
My = / W"(x —x'; h)dx' =0

M, = /Q(x —xXYW"x—=x;h)dx' =0
9

M2 = /(X _ X/)QW”(X o X/; h)dX/ — 2’ (427)
Q

M, = /(x —x)"W'(x —x';h)dx' =0
Q
W(x—x";h)|ls =0 (4.28)

W' (x—x';h)s=0 (4.29)

As condigoes (4.28) e (4.29) determinam que as integrais de superficie da equagao
(4.25) sejam nulas para qualquer funcao arbitraria. A primeira expressdo da equagao
(4.27) & na verdade outra forma da representacao de (4.29) como pode ser confirmado da
seguinte forma.

/ W (x — x'; h)dx’ = / 1W'(x = x';h) - ndS — /(1)’W’(x —x; h)dx’
Q S @

= / 1W'(x = x';h) - ndS = 0. (4.30)
S
As demais relagoes da equagao (4.27) podem ser reescritas como:

ﬁk = kM1 para k=12, ..,n. (4.31)
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De fato,

1
(k+1)

M= [ (x =5y Wx = xsmix' =~ [ [(x= )W = s )ax

- [ [ =)W i) s [ (=)W - X )

1 !/ !/ / /
- (k_i_l)/g(x—x)kHW(x—x;h)dx

1 / 21717/ /. /
:—m/g[(x—x)’”]W(x—xﬂ)dx

1 / 21177 ’.
:—m |:/S(X—X)k+W(X—X7h)-IIdS

— /(x — X)W (x — x'; h)dx'
Q

1
— D) /Q(x — X)W (x — X h)dX = —————— M.

Portanto, pode-se verificar as demais relagoes através da equacao (4.29). Os momentos

My, M, e M, sio satisfeitos, conclui-se que f”(x) é recuperada com ordem 3.

Em resumo, para que a fungao e suas duas primeiras derivadas obtenham uma precisao
de ordem n, a funcao nucleo deve satisfazer as equagoes (4.14), (4.26) e (4.27). Note que,
estas condi¢oes podem ser utilizadas para construir as fung¢oes nicleo.

O conceito de consisténcia dos métodos de elementos finitos (MEF) também pode ser
aplicado ao método de particulas. Para garantir a convergéncia, a fun¢ao na forma MDF
deve satisfazer um certo grau de consisténcia. E conhecido que o grau de consisténcia
é frequentemente caracterizado pela maior ordem polinomial que pode ser exatamente
reproduzida usando uma fungao base [16]. Pode-se mostrar que a representagio integral
reproduz exatamente polindmios de grau menor ou igual a n desde que as condigoes (4.13)
sejam satisfeitas pela funcao nucleo. Para mais detalhes ver [19].

4.5 Consisténcia da aproximacao por particulas

Na secao anterior foi apresentado o conceito de consisténcia para as representacoes
integrais. No entanto, os MPMs além de ter a aproximagao pela fungao ntcleo, pos-
suem também a aproximacao por particulas, dessa forma nao se pode utilizar somente a
consisténcia do niicleo dada pela se¢ao anterior.

O problema de acordo com Morris [26] e Belytschko et. al. [3] ¢ que nas aproxima-
¢oes por particulas os momentos da equagao (4.14) nao sdo satisfeitas. Esse problema é
conhecido como inconsisténcia de particulas. A versao discreta da equacdo (4.14) é dada
por:
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( N
ZW(x—xj;h)Avj =1
j=1
N
(x —x;))W(x—x;;h)Av; = 0
; ’ ’ ’ (4.32)
N
Z(x —x;)"W(x —x;;h)Av; = 0

L j=1
sendo N o nimero de particulas que pertencem ao suporte compacto da particula locali-
zada em X.

Estas condigoes de consisténcia nem sempre sao satisfeitas, pois nem sempre ha uma
distribui¢ao uniforme das particulas e livre da fronteira Figura 4.2(a). Um exemplo sim-
ples que ocorre é quando hé interseccao entre o suporte compacto e a fronteira do dominio,
mesmo para uma distribuigdo uniforme de particulas Figura 4.2(b). Isso ocorre pois héa
apenas a influéncia das particulas que estao dentro do dominio do problema, logo a pri-
meira expressao da equacao (4.32) é diferente de 1, e as demais expressdes da equagao
nao serao zero, devido ao truncamento da fun¢ao ntcleo no contorno.

Um outro exemplo é quando as particulas sao distribuidas irregularmente. Neste caso,
até as particulas cujo o suporte compacto nao intercepta a fronteira do dominio, podem
nao satisfazer a condigao de consisténcia, Figura 4.2(c).

W W w

/

(a) (b) (c)

Figura 4.2: As particulas sao representada pelos pontos e a linha tracejada representa a
fronteira. Amostragem densa de particulas no suporte compacto (a); O suporte compacto
intersepta a fronteira do dominio (b); uma distribuigao irregular de particulas no suporte
compacto. Fonte |2§]

Existem diversas maneiras para restaurar a condicao de consisténcia para a forma
discreta. Liu, Liu e Lam [18| propdem uma construgao de uma fungao nucleo polinomial
de grau n da seguinte forma:

W(x —x;) = bo(x, h) + bi(x, h) (X ‘hxj) + by(x, 1) (X ‘hxj)Q +o

= W(x —x;) = Xk:b[(x, h) (X‘h"j)l. (4.33)

1=0
Depois de algumas transformagoes, a forma discreta dos momentos da fungao (4.32)
pode ser escrita como:
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( ébl(x,h) [i (X _hxk)f

N X — X, I+17
br(x, h Av;, = 0,
; 1% h) ( h ) ’ (4.34)

. I+n]
(X th> Ay =0

N

Z br(x, h)

deixando

mu(x, h) = ZN: (X _hxj)k Av;, (4.35)

j=1

os coeficientes by(x,h) podem ser entdo determinados resolvendo o seguinte sistema

mo(x,h)  my(x,h) -+ mg(x,h) bo(x, h) 1
mi(x,h)  mo(x,h) - myg(X,h) bi(x, h) _ 0
e, h) M () om0 h) || be( ) 0

Depois de determinar os coeficientes b;(x, h), o nicleo polinomial da equagao (4.33)
determina uma aproximacao com consisténcia de ordem k. No entanto, alguns problemas
podem surgir tais como:

e A funcao niicleo resultante pode ser negativa em algumas partes da regiao, o que
pode conduzir a representagao nao fisica de algumas variaveis, tais como densidade
e energia negativa, o que nao faz sentido.

e A funcao nucleo pode nao ser decrescente com o aumento da distancia das particulas.

e A fungao pode nao ser simétrica.



CAPITULO

9

Smoothed Particle Hydrodynamaics

As solucoes de EDPs sao de extrema importancia em diversas areas, tais como enge-
nharia, meteorologia, oceanografia entre outras areas, pois auxiliam na compreensao de
fenomenos naturais modelados matematicamente por um conjunto de EDPs. Devido a
complexidade destas equagoes raramente encontra-se uma solucao analitica para os mo-
delos matematicos, sendo assim recorre-se a uma solucao numérica para compreender os
fenomenos modelados.

Para se obter uma solucao numérica precisa-se aproximar as operacoes diferencias
presentes no modelo matemético, em representacoes discretas. Assim, o modelo é apro-
ximado por um conjunto de equagoes algébricas ou de equagoes diferenciais ordinarias
(EDOs), as quais podem ser resolvidas usando algum método ja conhecido.

Neste capitulo sera apresentado o Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) [19] [29]
[28].

5.1 Método SPH

O método SPH foi desenvolvido em 1977 por Gigold e Monaghan [12] e indepen-
dentemente por Lucy [20], para resolver problemas astrofisicos e desde entao tem sido
estudado e melhor entendido para ser aplicado em uma variedade de problemas incluindo
as equagoes de Navier-Stokes.

Originalmente o SPH mostrou-se bastante adequado para simulagao de escoamentos
de fluidos compressiveis, mas para fluidos incompressiveis o método se mostrou ineficiente.
Neste sentido, o método SPH foi sendo aperfeicoado para resolver problemas de fluidos
incompressiveis. A primeira estratégia adotada por Monaghan [22] foi considerar fluidos
quase-incompressiveis, o método foi denominado de WCSPH ( Weakly Compressible Smo-
othed Particle Hydrodynamics). Uma outra estratégia adotada por Cummins e Rudman
[9] baseia-se no método da projecao. Eles introduziram uma nova estratégia no calculo da
pressao através de uma equacao de Poisson e considera a densidade fixa das particulas,
tal método ¢ chamado de ISPH (Incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics).

A discretizacao do método se da por meio de um conjunto de particulas, definidas
como pontos do espaco, aos quais também sao associadas outras propriedades individuais
relacionadas a fisica do fendmeno simulado, tais como temperatura, densidade, massa,
etc. Como o método é discretizado por um conjunto de particulas, a massa do sistema
é trivialmente conservada, ou seja, nao ocorre o problema de difusao numérica. Outro
ponto positivo é que as particulas da discretizacao nao possuem conectividade; outras

39
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vantagens sao a boa captura de superficie livre ou interface entre dois fluidos, tarefa esta
bastante dificil para os métodos que utilizam malhas [19].

5.2 Operadores SPH

Para se obter uma solucao aproximada das EDPs é preciso aproximar alguns opera-
dores como: o divergente, o gradiente e o laplaciano. Nesta secao serao desenvolvidos
alguns operadores do método SPH encontrados na literatura. Alguns operadores sao
apresentados em [29].

5.2.1 Operador Divergente

A primeira aproximacao do divergente de uma funcao f é obtida da seguinte forma:

(V-f(x)) = /Q[V AW (x — x', h)dx'. (5.1)

Substituindo a identidade WV - £f=V - [fi] — f- VW na equagao (5.1) tem-se:
(V-f(x)) = /[V XYW (x = x5 h)] — £(X) - VIV (x — X' h)]dx’

Q
= (V- -f(x)) = / V- [f(x"W(x —x';h)]dx — / f(x') - VIV (x — x'; h)dx'. (5.2)
Q Q
Aplicando o teorema da divergéncia no primeiro termo do lado direito da equagao

(5.2) obtém-se:

(16 = [

s
onde n é o vetor unitario normal a superficie S.

Quando o dominio de suporte da funcao niicleo W situa-se dentro do dominio do
problema, a integral de superficie da equagao (5.3) é zero. Se o dominio do suporte
excede o dominio do problema a funcao nicleo W é truncada na fronteira e a integral
de superficie j4 nao é zero. Sob tais circunstancias, modificagoes devem ser feitas para
remediar os efeitos da fronteira, se a integral de superficie é tratada como zero na equacao
(5.3).

Portanto para os pontos cujo dominio de suporte estéa dentro do dominio do problema
(5.3) é simplificado da seguinte forma:

f(x')\W(x —x';h) - ndS — /Qf(xl) VW (x — x'; h)dx' (5.3)

(V- f(x)) = — /Q f(x') - VIW(x — x'; h)dx'. (5.4)

Pode-se observar que a operacao diferencial na funcao f é transmitida para uma ope-
ragao diferencial sobre a fungao niicleo. A equagao (5.4) sera chamada de operador diver-
gente SPH 1.

O operador divergente SPH I na sua forma discreta é:

m .
(V- £0)) = =Y —Lf(x;) - VWi, (5.5)
jev; Py
sendo W;; = W(x; — x;; h).
Observe que na equacao (5.5) o gradiente do nicleo VIV esta em relagao a particula
J, entao usando a propriedade de simetria no niicleo tem-se:
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Vz‘W(Xi — Xj; h) _— ﬂ% _ (_ﬁaWU

) = -V, W(x; —xj; h),

rij 87”2']‘ Tij a’l“z‘j

sendo x;; = X; — X; e 1;; = |X;;|. Portanto, a equacao (5.5) pode ser reescrita como:
ij i j j J )

(V- fx)) = 3 %f(xj) AN (5.6)

Monaghan [23] utilizou as identidades:

V.- (pf) =pV - -f4+£-Vp, (5.7)
f V-f—f.

v(7) - 5:)
p p

para obter novas aproximagoes para o operador divergente do método SPH. Estas duas
identidades podem ser reescritas como:

V-fz%[V-(pf)—f-Vp] (5.9)
V-fzp{V-(%)—l—p—fz-Vp]. (5.10)
Substituindo as identidades (5.9) e (5.10) na equagao (5.1) obtém-se, respectivamente:
1 ’ _x- !
(5 800)) =~ | (7 ()W x = x: e
(5.11)
f9 v
S [ v — i
(V- f(x;)) = p(x') [/Q AV (;}(j;) W(x —x'; h)dx’
(5.12)
f(xl> . ! % — x': !
2 [ oW

Logo o mesmo procedimento para obter a equagao (5.6) é aplicado no termo do diver-
gente e do gradiente do lado direito das equagoes (5.11) e (5.12). Note que, a aproximagao
do operador gradiente ainda nao foi desenvolvida, mas tal resultado é encontrada na pro-
xima se¢ao. Assim, tem-se respectivamente:

1
(V-f(x)) = ——— / p(xX[f(x') — f(x)] - VW (x — x'; h)dx’ (5.13)
p(x) Jo
fx') | fx)
/
px +
) [y *
As formas discretas de (5.13) e (5.14) apds algumas manipulagoes sdo dadas respecti-
vamente por:

(V- £(x)) = —p(x) /

s 2] - VW (x — x'; h)dx'. (5.14)

(V- fxi)) = l [Z m;(f(x;) = f(xi)) - VzWij] ) (5.15)

Pi ey,
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e

V) = LZ my (L5204 250) -%%] - (5.16)

v Pj Pi

A equagao (5.15) sera chamada de operador divergente SPH 1II e a equagao (5.16) de
operador divergente SPH III. Uma caracteristica desses dois operadores discretos é que a
interacao entre particulas aparecem explicitamente.

5.2.2 Operador Gradiente

A primeira aproximagao do gradiente de uma funcao f é obtida da seguinte forma:

(Vf(x)) = /Q V()W (x — X ). (5.17)

Integrando por partes o lado direito da equagao (5.17) tem-se:
(V1) = FOOW = ih) [ )V (=)

/ V- W(x —x'; h)]dx' — /Qf(x')VW(x —x'; h)dx'. (5.18)

A partir disso, pode-se aplicar o teorema da divergéncia para representar a primeira
integral do lado direito da equagao (5.18), de modo que se torne uma integral de superficie.

= / f(XYW(x —x';h).ndS — / f(XVW(x —x'; h)dx'. (5.19)
S Q

Analogo ao caso do operador divergente, quando o suporte da fungao nicleo W situa-
se dentro do dominio do problema, a integral de superficie da equagao (5.19) é zero. Se
o dominio do suporte excede o dominio do problema a funcao nucleo W é truncada na
fronteira e a integral de superficie ja nao é zero. Sob tais circunstancias as modificagoes
devem ser feitas para remediar os feitos da fronteira, de tal modo que devemos tomar
operador gradiente SPH como:

(Vfx / FXVW(x —x'; h)dx'. (5.20)
A equagao (5.20) é o operador gradiente SPH I, sendo sua forma discreta dada por:
m .
(Vf(xi)) = Z _.Jf(xj)vil/vij- (5.21)
jevi Y

De uma forma analoga ao operador divergente tem-se as seguintes identidades para o
gradiente.

Vf==[V(pf)— Vo,

wr=ofo(§) £
p) P

Com o mesmo raciocinio utilizado para obter os operadores divergentes, obtém-se os
seguintes operadores gradiente:

bIH

<Vf Xz = [Z mJ (Xz))Vsz y (522)

JEV;
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(Vf(x:)) = pi [’Z m; (f(xj) f(xi)

2 2
v Pj Pi

+ (5.23)

) Vil

A equagao (5.22) serd chamada de operador gradiente SPH II e a equagao (5.23) de
operador gradiente SPH III.

5.2.3 Operador Laplaciano

A primeira aproximacgao do Laplaciano de uma fungao f em SPH é obtida da seguinte
forma:

(V2 f(x)) = / [V2f (X)W (x — x'; h)dx'. (5.24)

Q
Aplicando duas vezes a integracao por partes tém-se:

(V2F(x)) = W(x = X3 W)V F(x) = F(x)VIV(x = x'; h) + / F<) VW (x = x; h)dx!

(V) = [V =XV — [ - [F)TW (x = X
Q Q
(5.25)
fX)VW(x —x'; h)dx'.
Q
Aplicando o teorema da divergéncia para representar a primeira e a segunda integral do
lado direito da equagao (5.25), de modo que as torne em integrais de superficie, obtém-se

(V2 f(x) = /SW(X X )V () - ndS — /Sf(x')vvv(x X+ h) - ndS
(5.26)
-I—/Qf(x')V W(x —x'; h)dx'.

Neste caso sera exigido nao s6 que o suporte da funcao nicleo seja compacto, mas que
o gradiente da funcao nicleo também tenha suporte compacto, entao se o suporte esta
dentro do dominio do problema, as integrais de superficie da equacao (5.26) s@o zero. De
modo analogo aos operadores gradiente e divergente se o suporte excede o dominio do
problema a func¢ao nucleo é truncada na fronteira e a integral de superficie ja nao é zero.

Portanto, para os pontos, cujo dominio de suporte esta dentro do dominio do problema
a equagao (5.26) é simplificado da seguinte forma:

(V2 f(x)) = /Q f(XV*W (x — x; h)dx'. (5.27)

A equagao (5.27) sera chamado de operador laplaciano SPH I, sendo sua forma discreta
dada por:

(V2 (x) = Y T2 f(x)V2W (x — X; h). (5.28)

jev; I

Lembrando que o operador laplaciano é o divergente do gradiente (V2 = V - (Vf)),
pode-se obter uma aproximagao para o laplaciano definindo uma propriedade g = Vf.
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Para isso utiliza-se um dos operadores divergente SPH e obtém-se uma aproximagao para
V - g, depois utiliza-se uma das aproximagoes do operador gradiente SPH para aproxi-
mar g. Como exemplo, pode-se usar os operadores gradiente e divergente SPH (5.22) e
(5.15). Desta forma, obtém-se o seguinte operador laplaciano SPH II dado pela seguinte
expressao:

(V2f(xi)) = ij Vi) = (Vf(xi))) - Vili] (5.29)
]EV
sendo,
(Vf(xx)) Zml X)) Vi Wii].
k lev,

Uma desvantagem dessa aproximacao ¢ a necessidade de realizar para cada particula
dois somatoérios para obter a aproximacao do operador laplaciano. Uma maneira de con-
tornar esse problema é usar aproximacao baseada na série de Taylor. Para uma funcgao
f(x'), sendo x" = (x,y), a série de Taylor, até os termos de segunda ordem, sobre um
ponto x = (a,b), é dada por:

o) = Flah) + (@ = )5 @) + (= )5 (0.
+% ((37 — a)Q%(a, b) + (y — b)Qgiy‘];(a, b)) (5.30)
+(zr—a)(y—b)=—=— l (a,b) + O(]x' — x[?).

0z0y

Da equagao (5.30), desprezando os termos de ordem superior a dois, obtém-se uma
aproximacao para a funcao f, dada por:

flo) = Fad) + (@ = F @) + =5 (@b
+% ((:c — a)Q%(a, b) + (y — 5)2%(% b)) (5.31)
o=@ b5 ah

Utilizando as propriedades de simetria e normalizacao do niicleo W, Monaghan e Cleary
[25] mostraram em seu artigo os seguintes resultados:

/(x — x’)iVW(x —x";h)dx' =0
Q

|x — x/|?

x—x

/{;(X — X/)i(X — X/)ijW(X - X/; h)dX, = 52']‘,

sendo 0;; o Delta de Kronecher, definido por:

5 — 1, set =3
Y10, sei#£ g
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Portanto, multiplicando a expressao (5.27) por:

/
X — X
—VW(x—x;h),
|x — x/|? ( )
integrando-a e aplicando os resultados de Monaghan e Cleary, obtém-se o seguinte ope-
rador laplaciano:

V2f(x) =2 /Q %(x — X VW (x —x'; h)dx'. (5.32)

A equagao (5.32) serda chamada de operador laplaciano SPH III, sendo a sua forma
discreta dada pela seguinte expressao:

(V2 =2 30 LX) ST Gy (5.33)
jev, Pi Tij
Uma das vantagens dessa aproximacao é o célculo direto do operador laplaciano, isto
é, nao ha necessidade de calcular outras aproximacoes.

5.3 Funcoes Ntucleos SPH

As fun¢oes niuicleos sao de extrema importancia, pois nao somente determinam o pa-
drao da aproximacao, como também definem a dimensao do suporte de influéncia, a
consisténcia e a precisao. Como a fungao nicleo é simétrica tem-se a seguinte relagao:

/ = —X —
=-W(-%X|)—— = -VIW(-%),
| — x|

sendo X =x — X', ¥ = [X| e W/(Z) ¢ a derivada de W em relacdo a 7.
Na pratica é mais 1til usar a mudanca de variavel

VIV () = W'(%)

SH

P ®_fxex]
h  h h

Defini-se entao a funcao nicleo da seguinte forma:

R =

W(@) = T4 u(R),

sendo w uma funcao definida sobre R™, suficientemente regular e que seja continuamente
derivavel e «,, ¢ uma constante de normalizacdo, que é claro depende de W e n, (ver
[32]).

O gradiente da funcao ntucleo passa a ser expresso em relacao a derivada de w, assim
tem-se:

A OW(R) — ayydw(R)10x =X aun
hn O9x  h» dR h Ox  hrtl

Em uma dimensao, a primeira derivada da funcgao ntucleo é:

gl A

VW (z) = w'(R)

~ aw,n
W(#) = 5w (R).

As derivadas de ordem superior obedecem a uma lei idéntica:

W® () = %ww(m

Diferentes ntcleos sao encontrados em diversos trabalhos que utilizam o método SPH.
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e Lucy em seu artigo utilizou a seguinte funcao ntucleo:

W(@:%{ (1+3R)(1-R)* 0<R<1 (5.3)

hn 0 R>1

sendo as constantes de normalizagao iguais a:
ap1 =5/4; apas=>5/me apsz=105/16,

em uma-, duas- e trés-dimensoes respectivamente. Sua primeira e segunda derivadas
sao dadas respectivamente por:

W/ (3~:> - hn+1

arn [ —12R(R—1)2 0<R<1
0 R>1

wion  OLn [ —36R*+48R—-12 0<R<1
W(x>—hn+2{ 0 Rzl

O comportamento da fungao nucleo e de suas duas primeiras derivadas é mostrado
na Figura 5.1.

5 —F S—
P = ~
7 N
4 N
k
oK ‘ ——
~_ ; P
- , e
- -
/
/
5l ,
/
/
/
/
-10F -,
/
; Fungéo ndcleo
/ — — — Primeira derivada
/ — —  Segunda derivada
-15 i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

R

Figura 5.1: A fungao nucleo (5.34) usada por Lucy (1977) e suas duas primeiras derivadas.

e A fungao que Monaghan usou no seu trabalho em astrofisica foi a gaussiana que é
dada por:

W(z) = %e*RQ. (5.35)

As constantes de normalizacao sao dadas por:

ag1 = 1/7r1/2; age=1/me ags = 1/7r3/2,

em uma-, duas- e trés-dimensoes respectivamente. Suas primeira e segunda deriva-
das sao dadas respectivamente por:

~ aGn —R2
W/(ZU> = W(_QRG R )
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(&

(6 7¢! 2 2

"e~N ,n —R 2 —R

W"(z) = hn+2(—26 +4R%e™ ).

Note que a fungao gaussiana nao tem suporte compacto, mas se aproxima rapida-
mente de zero quando a distancia entre duas particulas aumenta. O comportamento
do niicleo gaussiano e de suas derivadas sao mostrado pela Figura 5.2.

Funcéo nicleo
7 — — — Primeira derivada

‘ ‘ ‘ — - — Segunda derivada
0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 5.2: O ntcleo gaussiano (5.35) usado por Monaghan (1977) e suas duas primeiras
derivadas.

Outra classe de funcoes nucleos muito importante sao os nicleos dados por fungoes
splines. Essa classe tem sido utilizada com maior frequéncia como nicleos em SPH e as
fungoes sao dadas por:

e A funca@o nucleo baseada na spline cubica foi proposto por Monaghan e Lattanzio
em (1985) [24].

arn 1-3R*+3R% 0<R<1
W) = =7 L2 - R} 1 éi; 2 . (5.36)

As constantes de normalizagao sao iguais a:

arra =2/3; o =10/Tne oz =1/,

em uma-, duas- e trés-dimensoes respectivamente. Suas primeira e segunda deriva-
das sao dadas respectivamente por:
—3R*+2R* 0<R<1
W) = nd 3 R)? 1<R<?2
(#) = pntl A ( ) S <
0 R>2

N -3+2R 0<R<1
W"(3) = hﬁ;j 52-R) 1<R<2
0 R>2

O nucleo spline cubica tem sido bastante utilizado na literatura SPH, pois se as-
semelha ao niicleo gaussiano, tendo um suporte compacto. No entanto, a segunda
derivada é uma funcao linear por partes como pode ser vista na Figura 5.3 e con-
sequentemente as propriedades de estabilidade podem ser inferiores as que tem um
niicleo mais suave.
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-15}

Func&o nucleo
— — — Primeira derivada
/ ; — - — Segunda derivada

0 0.5 15 2

[N

Figura 5.3: O nucleo spline cubica (5.36) usado por Monaghan e Lattanzio (1985) e suas
duas primeiras derivadas.

e A fungao nucleo baseada na spline quartica foi proposto por Morris (1994) [27].

(25— R)* = 5(15— R)* +10(05— R)* 0<R<05

W) = O (2.5 — R)* —5(1.5 — R)* 05<R<15
B @5—R) 15<R<25
R>25
(5.37)

sendo as constantes de normalizagao iguais a:
arva = 1/24; apye =96/11997 ¢ aryvs = 1/20m,

em uma-, duas- e trés-dimensoes respectivamente. Suas primeira e segunda deriva-
das sao dadas respectivamente por:

(25— R)3—5(1.5— R+ 10(05—R)> 0<R <05

oy Qv ) (25— R)®—5(1.5— R)? 05<R<15
Wi(@) = —4705 @5_ R)® 15<R<25
R>25
(§]

(25— R)?—5(1.5—R)>+10(0.5—R)?> 0< R<0.5
poex oamve ) (25— R)? —5(1.5 — R)? 05<R<15
WH@) = 12955 (25— R)? 15<R<25

0 R>25

A Figura 5.4 mostra o comportamento do niicleo spline quartica e de suas duas
primeiras derivadas.

e A fungao nucleo baseada na spline quintica foi proposto por Morris (1996) [26].

(3—R°—-6(2—RP°+15(1-R)® 0<R<1
. Qyy 3—R)®—-6(2—-R)° 1<R<?2
Wi(z) hr E3—R% | ) 2§Ri3' (5.38)

0 R>3
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P Func&o nucleo
— — — Primeira derivada
— - — Segunda derivada

0 0.5 1 15 2 25

-15

Figura 5.4: O ntcleo Spline quartico (5.37) usado por Morris (1994) e suas duas primeiras
derivadas.

As constantes de normalizacao dadas por:
ayy =1/120; aye=T7/4781 e ays = 1/120m,

em uma-, duas- e trés-dimensoes respectivamente. Suas primeira e segunda deriva-
das sao dadas respectivamente por:

(3—R*—6(2—R*+15(1—R)* 0<R<1

o cove ) (3—Ry'—6(2— R) 1<R<?2
WHE) = =555 (3— Ry 29<R<3
0 R>3
(§]
3-RP—6(2—RP+15(1—R)® 0<R<1
v oy | (3—R)P—6(2— R) 1<R<?2
WH@) =20755 43— Ry 2<R<3 "
0 R>3

A Figura 5.5 mostra o comportamento do ntucleo spline quintica e de suas duas
primeiras derivadas.

0.6

0.4r

i : : Func&o nucleo
/ — — — Primeira derivada
— - — Segunda derivada

0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 5.5: O nucleo spline quintica (5.38) usado também por Morris (1996) e suas duas
primeiras derivadas.
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e Liu, Liu e Lam [18] propéem uma pequena altera¢ao no nicleo proposto por Lucy
(5.29), assegurando resultados mais precisos e estéveis. A nova fungado ntcleo de
quarta ordem ¢é dada pela seguinte expressao:

QNn §—§R2+%R3—%R4 0<R<2
hn 0 R>2

e as constantes de normalizacao sao dadas por:

an1 = 17 N2 = 15/77'[' € anN3 = 315/2087{',

W(z) = (5.39)

em uma-, duas- e trés-dimensoes respectivamente. Suas primeira e segunda deriva-
das sao dadas respectivamente por:

9 19 5)
W/(JN?) _ N n —ZR—F §R2—§R3 0<R<2
thrl 0 R 2 9

4 4 8

9 19 15
W”(i’) — aN,?’l - + _R - _R2 0 S R < 2
0 R>2

Segundo os autores, esta fungao nicleo quartico tem resultados mais precisos que a
funcao nicleo spline cubico, mas uma desvantagem ¢é que a segunda derivada nao é
zero na fronteira do suporte como pode ver visto na Figura 5.6.

Fung&o nucleo
— — — Primeira derivada
— - — Segunda derivada

15 2

-25
0

[

i
0.5

Figura 5.6: O nucleo quartico (5.39) usado por Liu e Liu (2003) e suas duas primeiras
derivadas.

5.4 Integracao temporal

O método SPH quando é aplicado para aproximacoes de problemas transientes, isto é,
quando o problema é dependente do tempo, como no caso das equagoes de Navier-Stokes,
precisa da utilizacao de esquemas de integracao temporal para obter valores de deter-
minadas propriedades em consecutivos passos de tempo. Na literatura existem diversos
métodos, os quais podem ser citados: os métodos de Euler, Leap-Frog, Runge-Kutta entre
outros. Os métodos sao classificados em métodos explicitos ou implicitos. A principal
diferenca entre os métodos explicitos e implicitos é que os métodos explicitos utilizam
apenas o estado atual e, em alguns casos estados anteriores, para o calculo do novo es-
tado, enquanto o implicito utiliza tanto o estado atual quanto o novo estado, formando
assim um sistema de equagoes.
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5.4.1 Método de Euler

O método mais simples é conhecido como método de Euler. Ele corresponde a primeira
aproximacao da derivada, e sua forma vem da prépria definicao de derivada dada por:

dv . v(t+6t) —v(t)  v(t+0t)— V(t).

~

— = 11m
dt 5t—s0 ot ot

Esta aproximagao envolve apenas dois pontos de tempo: t e t 4+ 0t, o que permite
calcular o instante a seguir diretamente a partir do instante atual, tornando assim um
integrador eficiente e simples. Basta calcular e armazenar apenas um instante para realizar
o proximo calculo.

Na pratica, nas equacoes de Navier-Stokes, a velocidade v; e a posi¢ao x; sao atuali-
zadas a partir da aproximacao anterior:

A precisao do método pode ser calculada utilizando a expansao em série de Taylor,
assim tem-se:

d
v(t +6t) = v(t) + 5td—‘t’(t) +O(5t2).
Logo a aproximacao do método de Euler pode ser escrita como:

v(t+dt) —v(t) dv
50 =t O(dt).

Por causa dessa analise, o método de Euler é dito ser de primeira ordem.

5.4.2 Meétodo Leap-Frog

Um método mais atraente e tao simples quando o método de Euler é o método Leap-
Frog. Ele é baseado na estimativa de derivada como diferengas centradas:

dv . v(t + 50t) = v(t — 50t) _ v(t+ 30t) — v(t - %51&).

—(t) = lim 2~
dt( ) 5t—s0 ot ot
A aproximacgao da derivada envolve dois pontos de tempo: ¢ — %575 et+ %51&.
Na préatica, a velocidade v; de cada particula é calculada nos pontos médio dos inter-
valos de tempo e a posicao x; das particulas nos pontos inteiros. Logo, a velocidade e a
posicao sao calculadas da seguinte forma:

1 1

Quando ¢é preciso calcular a velocidade em um passo de tempo inteiro, ela pode ser
interpolada a partir dos passos intermediarios. A forma mais simples faz uma média entre
as velocidades anterior e posterior:

N | —
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Além disso, para calcular o primeiro passo, o método requer uma etapa adicional,
pois precisa-se saber a velocidade Vi(—%), entao utilizando o método de Euler tem-se a

seguinte expressao:

vi(—%)::vxm-%&axm.

A precisao do método Leap-Frog é calculada expandindo em série de Taylor a veloci-
dade no ponto t — %(% et+ %&, assim obtém-se:

1 5t dv ot d*v

v(t — 5&) =v(t) — Eﬁ(t) + T

ﬁd_v(t) + 5_th2_V

2 dt 4 dt?

Fazendo a diferenca entre as duas expansoes e dividindo por §t tem-se:

+O(0t?),

vu+§w:ww+ + 058

v(t+ 30t) —v(t — 36t)  dv
= —(t) + O(t?).

Portanto, o método Leap-Frog é um integrador de segunda ordem.

A vantagem em usar o integrador Leap-frog, é que ele é reversivel no tempo devido a

sua forma simétrica, o que garante a conservacao de energia do sistema [28|.




CAPITULO

6

Mowving Particle Semi-Implicit

O método “Moving Particle Semi-Implicit” (MPS) foi apresentado pela primeira vez
por Koshizuka e Oka em 1996 [14] para resolver as equagoes de Navier-Stokes incompressi-
veis. Ele se baseia em uma discretizagao finita de particula para aproximar os operadores
diferenciais como no método SPH. Para obter as propriedades de um fluxo incompressivel,
uma abordagem de passo de tempo fracionada (fractional time step) é utilizada [6]. Essa
abordagem requer a solucao de uma equacao de Poisson para obter o campo de pressao
em cada passo de tempo, o que consequentemente exige uma boa aproximagao numérica
do operador Laplaciano.

6.1 Equacoes Governantes

As equagoes de Navier-Stokes incompressiveis para fluido Newtoniano na descrigao
Lagrangiana é dado por:

Dp B
Dt
Dv

1 H 2
— =—-VP+=- . 6.2
Tt pV -I—pV v+ f (6.2)

O método MPS apresentado por Koshizuka e Oka utiliza uma forma simplificada da
equagao (6.2) chamada de equagao de Euler.

—p(V.v)=0 (6.1)

Dv 1
— =—-VP ) )
D pV + f (6.3)

6.2 Discretizagao MPS

A fim de se obter uma solugdo aproximada as equagoes (6.1) e (6.3) tém que ser
discretizadas. O dominio deve ser discretizado por um conjunto finito de particulas.
Analogo ao SPH, o MPS utiliza uma fungao W com suporte compacto cujo o argumento
¢ a distancia entre as particulas |x; — x;| = |x;;|. Na literatura essa fungao é chamada de
fungao peso. A fungao peso pode ser singular na origem em algumas formulagoes [14] e
regular em outras [33].
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6.2.1 Funcao Peso

No método MPS, as interagoes entre as particulas sao determinadas pela fun¢ao peso
W (x; ), sendo x a distancia entre as particulas. A fun¢ao peso denominada na literatura
do MPS tem o mesmo papel da funcao do nicleo no SPH.

e A fungao peso utilizada por Koshizuka e Oka [14] é dada por:

W(xjisre) = Xji ; (6.4)

r
< 1 se 0<xy <re
0 se re < 7T

sendo xj; = |x; — X;|, e 7. o0 raio da regido de interagdo entre particulas.

A Figura 6.1 mostra o comportamento da fungao peso (6.4).

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Figura 6.1: Funcao peso usados por Koshizuka e Oka (1996).

A fungao peso ¢ infinita para x; = 0, o que de acordo com os autores Koshizuka e
Oka é bom para a estabilidade numérica no modelo de incompressibilidade.

e Outra fungao peso utilizada na literatura foi proposta por Yoon et. al [33] e é da
seguinte forma:

2%\ 2
—( ﬂ) +2 se 0<x5 <057

Te
W(xpir) = 9% 2 6.5
(Xji3 7e) (i — 2) se  0.5r. <xy < (0
T
0 para Te ST

A Figura 6.2 mostra o comportamento da func¢ao peso (6.5), que é semelhante as
fungoes nicleo do SPH.

6.2.2 Densidade do Numero de Particulas

O método utiliza um conceito de densidade do ntimero de particulas (particle number
density (pnd)). Esse conceito ¢ utilizado no lugar da densidade para garantir a propriedade
de incompressibilidade, ou seja, para assegurar que a densidade do fluido seja continua ao
longo do tempo, a densidade do niimero de particulas deve permanecer constante.
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0.8f : : . : ‘ ‘ . : ‘ 1
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02t .

Figura 6.2: Fungao peso usados por Yoon et.al (1999).

A densidade do nimero de particulas associada a uma particula com coordenada x; é
definida como:

(pnd); ZW XjisTe) - (6.6)

JjeV;

Assumindo que as particulas possuem a mesma massa m, pode-se escrever a densidade
do fluido da seguinte forma:

mN

= 6.7
P= (6.7)
sendo N o numero de particulas e V' o volume.
O namero de particulas em uma unidade de volume 6V é definida por:
{(pnd);
(N); = (6.8)

fJV W (in; 7’6) déV

O denominador da equagao (6.8) é a integral da fungao peso em toda a vizinhanga da
particula i. Combinando as equagoes (6.6) e (6.8), pode-se observar que a densidade do
fluido é proporcional a densidade do nimero de particulas:

m(pnd);
(Xji;7e) A6V

(p)i =m(N); = o (6.9)
5V
Portanto, para que a equagao da continuidade seja satisfeita, ou seja, para que a densi-
dade seja constante, o ntimero de particulas deve ser constante. Este valor é denominado
pnd e representa o valor da densidade do ntimero de particulas no instante inicial.

6.2.3 Gradiente e Divergente

O vetor gradiente entre duas particulas ¢ e j nas posigoes x; e x; de uma funcao escalar
(fi = fi)(x — xi)
% — ]

O vetor gradiente entre a particula ¢ e suas particulas vizinhas j é definido da seguinte
forma:

genérica f; e f; ¢ definido por , ver Figura 6.3.

(Vf pndo Z {Ixj —x:|2 = X)W (1% — x5 7e) (6.10)

sendo d o nimero de dimensoes do espago.
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(fi-fi) (xj-xi)
[ xj-xi[?

Figura 6.3: Modelo operador gradiente. Fonte [1].

A equagao (6.10) produz forgas de grande magnitude para pequenas distancias entre
particulas, que é uma boa propriedade para evitar a sobreposi¢ao de particulas.

Koshizuka e Oka substituem f; pelo méximo f/ na equagdo (6.10) para melhorar a
estabilidade. A f/ é determinada da seguinte forma:

[ = man(f;). (6.11)

jev;

Portanto, o vetor gradiente pode ser reescrito da seguinte forma:

(VF):= pndoZij_pr )= X)W (3, ~ )| (6.12)

Na equacao (6.12) forgas entre particulas sdo sempre repulsivas por que f;— f/ é sempre
positivo.
De forma anéloga o operador divergente pode ser escrito:

d £, —f, .

6.2.4 Laplaciano

Um problema de difusao dependente do tempo em relacao a f é representado pelo
Laplaciano como:

af

dt
sendo v o coeficiente de difusao. A variacao da distribuicao de f aumenta em 2dvAt
durante o passo de tempo. No problema (6.14) parte da quantidade de f; é distribuida
para as particulas vizinhas de acordo com W de forma que o aumento da variancia é igual
2dvAt. Assim a quantidade transferida da particula ¢ a particula j é:

= UV, (6.14)

2dv At

Bisi =

fiW(|X] Xz| Te])7

sendo
fW (|x = X|;7) |x — X'|2d6V
Jsv W(|x = x/[;7e)doV

A aproximacao do operador Laplaciano é:

A\ =

(V2f)i =

(fi = L)W (I = xil57e) (6.15)

0
pnd A o
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O modelo (6.15) é conservativo, pois a quantidade perdida por uma particula i é
distribuida para suas particulas vizinhas Figura 6.4. O parametro A é introduzido para
assegurar que o aumento da variancia da distribuicao seja igual ao da solugao analitica
do problema (6.14) [14].

fi

Figura 6.4: Modelo do operador laplaciano. Fonte[1].

6.2.5 Incompressibilidade

A equagao da continuidade estabelece que a densidade do fluido deve ser constante,
ou seja, a densidade do niimero de particulas deve ser constante e igual a pnd®. Quando a
densidade do ntiimero de particulas pnd* ¢ diferente de pnd®, se faz uma correcao de pnd*
para pnd® pela seguinte expressao:

pnd* + pnd' = pnd’ (6.16)

sendo pnd* a densidade do niimero de particulas resultante dos calculos explicitos e pnd’
¢é o valor da correcao da densidade do niamero de particulas.

A integragao do tempo das equagoes (6.1) e (6.3) apresentam algumas dificuldades
quando o fluido é incompressivel ou quase incompressivel. Zienkiewicz e Codina [34]
propoem um método de passo fracionado que consiste em dividir cada intervalo de tempo
em 2 passos como se segue:

Dv vl —ym oyl vt vt — vt GV 4oV

Dt ot ot ot (6.17)

&_pnﬂ—pn:p"+1—p*+p*—p”:5p'+5p*

Dt ot ot ot

sendo §t = ¢"T!1 —¢" o passo temporal, v = v(t", x"), p" = p(t",x") e v* e p* sdo variaveis

ficticias definidas.
A partir das equagoes (6.3) e (6.17) tem-se:

(6.18)

ov' oVt 1
A S . 1
50 + 57 pr+f (6.19)
Supondo que T f, obtém-se:
ov’ 1
== _ZVp. 2
5 pr (6.20)

A partir das equagoes (6.1) e (6.18) tem-se:
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1/6p  Ap*
P (5_[; + 5 ) = V[V v v (6.21)
16p*
Supondo que — P _ —V.v* obtém-se:
p Ot
16p'
;6—’; — V.5V (6.22)
Das equagoes (6.16) e (6.22) segue que:
1 pnd
ond 5t —V.6v'. (6.23)

Entao da equagao (6.20) pode-se reescrever a equagao (6.23) da seguinte forma:

1 pnd (5tv2 1

= — 6.24
pnd® ot P (6:24)
Agora substituindo pnd’ = pnd® — pnd* na equagao (6.21) tem-se:
1 {pnd*); — pnd®
Vit = = : 6.25
P PR—— (6.25)
E a forma discreta de (6.25) é:
1 {pnd*); — pnd®
Vi), = —= : : 2
(7t = — (6.26)
Substituindo o lado esquerda da equagao (6.25) pelo operador laplaciano (6.15) obtém-
se
w1t v PA({pnd*); — pnd’)
§(pj — YW () — X5 70) = — YITE : (6.27)

A equagao (6.27) forma um sistema de equagoes do tipo Az = b da ordem do nimero
de particulas. Para obter a corre¢ao da velocidade, substitui-se o gradiente da (6.20) pelo
operador gradiente (6.12), assim tem-se:

d(st Z ng*l . p:‘L+1

ov =
% — x|

~ pnd®p

(x; —x)W(|x; — x;]57) | - (6.28)
JEV:
6.2.6 Algoritmo

O algoritmo do MPS é:

1. Valores iniciais da velocidades, posicoes, densidade e pressao.

*

2. Através de
ot

= f o célculo da velocidade ficticia (v*) é feito explicidamente por:

vi=v"+ fot (6.29)
e o calculo da posigao ficticia (r*) é atualizada da seguinte maneira

r' =r"+ vt (6.30)
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3.
4.

Calcular o pnd* dada pela equagao (6.5) utilizando os valores de v* e x*.
Montar o sistema de equagoes (6.27) para obter a pressdao no tempo n + 1.
Resolver o sistema linear.
Calcular a corregao da velocidade pela equagao (6.28).
Atualizar a velocidade pela seguinte expressao:

Vit = 6v + v (6.31)
e a posicao é atualizada por:

r"t = 6r + 6V/ot. (6.32)






CAPITULO

/

Aspecto Numérico dos MPMs

7.1 Busca de Particulas Vizinhas

Uma caracteristica do MPMs é o dominio de influéncia que a fun¢ao ntucleo deter-
mina. Este dominio possui um ntmero finito de particulas em seu interior, as quais sao
denominadas de particulas vizinhas, essas particulas sao de fundamental importancia na
aproximacao de uma determinada particula em questao.

Os métodos meshfree tém como caracteristica o movimento de particulas em func¢ao
do tempo, o que evidentemente provoca uma alteracao no cenario de vizinhanca de uma
particula de referéncia, ou seja, o conjunto de particulas vizinhas em relacao a particula
de referéncia pode mudar em instantes de tempo diferente, entao é necesséaria a aplicagao
de técnicas de busca de particulas vizinhas. Existem algumas estratégias na busca das
particulas vizinhas, dentre as quais podem ser citadas as busca através de forca bruta,
por malha uniforme e através de arvore. Serao abordadas as duas primeiras estratégias
de busca de particulas vizinhas.

7.1.1 Busca de particulas vizinhas por forca bruta

A primeira ideia que surge em relagao ao desenvolvimento da busca de particulas
vizinhas é desenvolver uma anélise sobre todo o dominio, verificando a distancia entre
cada par de particulas, assim analisando-se a ocorréncia das particulas dentro do dominio
de influéncia de uma determinada particula em questao: esta busca é denominada por
forca bruta, pois todas as particulas do dominio sao verificadas. Esta estratégia de busca
¢ computacionalmente cara, tendo uma complexidade de O(N?), sendo N o niimero de
particulas do dominio discretizado.

7.1.2 Busca de particulas vizinhas por malha uniforme

Uma estratégia mais adequada que a utilizacao do esquema de busca por forga bruta
é o de busca por uma malha uniforme. Neste método uma malha uniforme é associada ao
dominio do problema a ser resolvido, os espacamento entre as células é de kh devido ao
dominio de influéncia, as particulas vizinhas de uma particula em questao s6 pode estar
na mesma célula ocupada pela particula ou em suas células diretamente adjacentes veja
na Figura 7.1. Assim, a busca por particulas que possuem uma distancia menor do que kh
a partir da particula de referéncia é restrita a 3¢ células, onde d é a dimensdo do espaco.
A busca por malha uniforme tem complexidade O(N) e é muito utilizada quando o h é
constante em toda a simulagao [28].
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Figura 7.1: Busca de particulas vizinhas utilizando uma malha uniforme. A area em cinza
representa o espago onde sera realizada a busca. Fonte [28§]

Observacao: Quando houver movimento das particulas, tem-se que atualizar as parti-
culas na célula em cada passo de tempo.

7.2 Tratamento de Fronteira

Um ponto de grande importancia no método de particulas é o tratamento de fronteira,
pois pode haver uma deficiéncia de particulas préoxima do contorno. Para particulas perto
ou sobre o contorno, apenas as particulas dentro do contorno contribuem para a soma da
interacao de particulas e nao ha contribuicao do exterior, uma vez que nao hé particulas
além do contorno. Esta contribuicao parcial nao da solugoes corretas, pois na fronteira
embora, por exemplo, a velocidade seja zero, outras propriedades fisicas pode nao ser
Zero.

Diferentes de outros métodos numeéricos, o tratamento de fronteira nos métodos de
particulas é uma tarefa bastante delicada. Na literatura sao apresentadas algumas es-
tratégias do tratamento de fronteira através de particulas, sendo elas denominadas de
tratamento de fronteiras por particulas fantasmas e tratamento de fronteira através de
particulas dummy.

7.2.1 Particulas fantasmas

No tratamento de fronteira por particulas fantasmas sao introduzidas particulas na
regiao externa e sobre a fronteira do dominio. Ha dois tipos de particulas fantasmas que
sdo: particulas fantasmas do tipo I utilizadas por Monaghan [22] e particulas fantasmas
do tipo II utilizadas por Libersky e Petscheck [17].

As particulas fantasmas do tipo I exercem uma forga repulsiva nas particulas internas
do dominio quando estas se aproximam da fronteira; elas estao localizadas na fronteira do
dominio e participam das aproximacoes das particulas internas do dominio. No entanto
a posicao e as propriedades fisicas nao evoluem no processo de simulagao. Sua principal
funcao é impedir que as particulas do interior do dominio penetrem a fronteira. A forga de
repulsao das particulas fantasmas do tipo I é calculada usando uma expressao matemaética
semelhante & do potencial de Lennard-Jones utilizado em dinamica molecular [2]. A forca
de repulsao sobre uma particula interna ¢ e uma particula fantasma do tipo I g é dada
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pela seguinte expressao:

sendo X;;, = X;—X, Iy = |X;4|. Os parametros n; e ny sdo usualmente tomados como 12 e 4
respectivamente e D é um parametro dependente do problema e deve ser da mesma ordem
de grandeza do quadrado da maior velocidade esperada do escoamento. O parametro r( é
o raio de interacao de uma particula fantasma do tipo I com as particulas do interior, e é
normalmente definido como sendo um valor proximo a distancia inicial entre as particulas
interiores.

+  Particula de fluido
+  Particula do tipo |l
+  Particula do tipo |

Hit H

Hi HiH

Figura 7.2: Esquema de particulas fantasmas do tipo I e tipo II.

As particulas fantasmas do tipo II também nao evoluem com a simulacao. Elas sao
construidas da seguinte forma. Para cada particula i que esta localizada dentro de uma
faixa de distancia kh, a partir da fronteira, uma particula fantasma é colocada simetri-
camente na parte externa do dominio. Elas tém a mesma densidade e pressao que as
particulas internas correspondentes, mas a velocidade é oposta. As particulas fantasmas
do tipo II podem ser aplicadas tanto para tratar fronteiras solidas como para superficies
livres. Uma ilustragao do esquema das particulas fantasmas é dada na Figura 7.2 .

7.2.2 Particulas dummy

A estratégia do tratamento de fronteira através de particulas dummy ¢é definir camadas
de particulas fixas, sendo a primeira localizada exatamente sobre a fronteira, e as demais
espacadas conforme a configuracao inicial do problema. A partir disso sa@o definidos os
valores de pressao e velocidade nas particulas dummy que estao sobre a fronteira, sendo
entao repetidos nas demais particulas dummy, seguindo a direcao normal de cada particula
veja a Figura 7.3, esse tratamento foi proposto por Koshizuka e Oka [14] para o método
MPS.
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@ Particulas dummy

@ Particulas de fluido

Figura 7.3: Esquema de particulas dummy.

Algumas particularidades do tratamento aparecem quando ha quinas. Quando o fluido
encontra-se interno a quina, as propriedades das particulas dummy que estao sobre a quina
sdo repetidas para as particulas dummy na regiao da quina, (veja a Figura 7.4(a)). No
entanto, quando o fluido encontra-se na parte externa da quina, as particulas dummy que
estao na diagonal relativa a particula dummy de quina tem valor definido como a média
das quatro particulas vizinhas, veja a figura 7.4(b).

SERRSRRL
I EEEEREEEE

(a) Externa (b) Interna

Figura 7.4: Esquema de particulas dummy nas quinas (a) externa, e (b) interna.



CAPITULO

8

Resultados

Neste capitulo sera apresentado alguns resultados numéricos. Primeiramente serao
analisados os operadores divergente, gradiente e laplaciano dos métodos SPH e MPS. O
intuido dessa analise é verificar algumas propriedades e se as aproximagoes dos operadores
sao satisfatorias, ou seja, se reproduzem uma boa aproximacao numérica. Em seguida
serao resolvidas algumas equacao classicas em uma dimensao e por fim, serao apresentados
alguns resultados sobre a equacao de Poisson em duas dimensoes.

8.1 Operadores

Nesta secao serao analisados e comparados os operadores divergente, gradiente e la-
placiano dos métodos SPH e MPS. A anélise sera feita por funcgoes que obedecem certas
propriedades as quais sao chamadas de fungoes-teste. Os testes serao feitos no caso bidi-
mensional cujo dominio é:

Q=[-1,1] x [-1,1].

O dominio 2 sera representado por um conjunto de 1600 particulas distribuidas uni-
formemente conforme Figura 8.1.

Figura 8.1: Discretizagao do dominio (2.
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Dada uma particula ¢, uma fungao-teste definiré a propriedade f; = f(x;) da particula.
As aproximagoes dos operadores SPH e MPS serao comparadas com a solugao analitica
da fungao-teste. Para medir qualitativamente os resultados obtido pelos operadores SPH
e MPS foi utilizado o erro absoluto dado por:

Erro = ||Aproximada — Exatal|s.

Geralmente duas figuras serao apresentadas para cada funcao-teste, uma é o grafico
das aproximacgoes dos operadores SPH e MPS e a outra ¢ um histograma que tem como
finalidade mostrar quantitativamente o nimero de vezes que o erro absoluto de cada
particula aparece dentro de um intervalo, serd apresentada também uma tabela contendo
a informacao do erro méximo e do erro minimo facilitando assim o entendimento do
histograma.

8.1.1 Operador Divergente

De acordo com Petronetto [29] o operador divergente que apresentou melhores resulta-
dos é operador divergente SPH 11, tal operador serd comparado com operador divergente
MPS. Lembrando do capitulo 5 e do capitulo 6, os operadores divergente SPH II e MPS
sao dados respectivamente por:

(V- f(x;)) = Lzmj x;) — .)).viwij] (SPH 1I)

(V- (x)) > [ )~ fx) (x5 — Xz‘)sz} . (MPS)

o 0 —x.|2
pnd e Xi|
Nos testes realizados para o operador divergente SPH II foi utilizado a fungao kernel
spline quintica (5.38) com os parametros k = 3 e h = 0.83dx, sendo dz o espagamento
entre as particulas. Para operador divergente MPS foi utilizado a funcao peso proposta

por Yoon (6.5) com r, = 2.1dz.

Funcgao Constante

A primeira fungao-teste utilizada é a fungao vetorial constante

C(z,y)=(1,1) = V- -C(z,y)=0.

Esta fun¢ao tem como finalidade mostrar a seguinte propriedade:

Propriedade 1 : Se a funcao-teste € uma funcao vetorial constante, o resultado obtido
pelos operadores divergente (5.15) e (6.13) € igual ao valor exato do divergente desta
fungao. Em outras palavras se C é constante, entao os operadores divergente (5.15) e
(6.13) sao iguais:

(V-C)a=

De fato, basta observar que o termo (C; — C;) dos operadores divergente (5.15) e
(6.10) se anulam quando C ¢ uma fungao vetorial constante.

Os operadores divergentes SPH I (5.6) e SPH III (5.16) nao apresentam essa proprie-
dade.
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Funcoes que diferem por constante

Neste exemplo, utiliza-se as fungoes-teste

F(z,y)=(r+1,2y + 1) (8.1)

G(z,y) = (v + 2,2y + 2). (8.2)

Note que, elas tem o mesmo divergente

V- -F(z,y) =V G(z,y) = 3.

Este exemplo tem como finalidade mostrar que os operadores divergente (5.15) e (6.13)
produzem os mesmos resultados para as funcoes F e G, logo tem a seguinte propriedade:

Propriedade 2 Dadas duas funcoes que diferem por uma constante, os resultados obtidos
pelos operadores divergente (5.15) e (6.13) sao iguais, isto €, se as propriedades F e G
s@o tais que F = G+ C, sendo o vetor C constante, entio os operadores divergente (5.15)
e (6.13) sao tais que:

(V-F)a=(V:G)a

De fato, basta observar que pode-se escrever o termo (F; — F;) dos operadores diver-
gente (5.15) e (6.13) da seguinte forma:

F,—F;,=(F;+C)— (F;+ C) = G; - G,

para qualquer vetor C constante.

Os operadores divergentes SPH I (5.6) e SPH III (5.16) nao apresentam essa proprie-
dade.

Pode-se observar através dos histogramas da Figura 8.2 e da Figura 8.4 que o erro das
fungdes F e G dos operadores divergentes (5.15) e (6.13) sdo os mesmos, ou seja,

(V-Fla=(V-G)a.

1400 1400
1200 1 1200
1000 1 1000
800 1 800
600 1 600
400 1 400
200 1 200
% 05 ! il 15 % 05 ! 1 ! 15
(a) Divergente SPH II (b) Divergente MPS

Figura 8.2: Histogramas de erros dos operadores divergente SPH IT e MPS da funcgao-teste
(8.1).
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Figura 8.3: Graficos das aproximagoes dos operadores divergente SPH II e MPS da funcao-

teste (8.1)
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Figura 8.4: Histogramas de erros dos operadores divergente SPH II e MPS da funcao-teste
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Figura 8.5: Graficos das aproximagoes dos operadores divergente SPH II e MPS da funcao-

teste (8.2).
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As Figuras 8.3 e 8.5 mostram os graficos do divergente das fungoes F e G, respec-
tivamente. Note que, na fronteira os resultados obtidos nao sao satisfatorios devido a
influéncia da fronteira. A Tabela 8.1 mostra os erros maximo e minimo dos operadores
divergentes SPH II e MPS.

Tabela 8.1: Erros maximo e minimo das fungoes-teste (8.1) e (8.2).

Erro maximo | Erro minimo
SPH 1.5777 0.0061
MPS 1.7093 1.4717e — 16

Conclusao

Através dos graficos, dos histogramas e Tabela 8.1 pode-se observar que hé pouca
diferenca nos resultados entre os operadores (5.15) e (6.13), sendo o menor erro minimo
dado pelo operador divergente MPS.

Divergente Polinomial

A funcao-teste usada é dada por:

P(x,y) = (%xg’ %zﬁ) : (8.3)

que tem como divergente a fungao polinomial,

V-P(z,y) = 2% +y.

Os histogramas apresentados na Figura 8.6 oferecem poucas informacoes em relacao
aos operadores, desta forma na Tabela 8.2 sao apresentado os erros maximo e minimo dos
operadores divergente SPH Il e MPS. Na Figura 8.7 pode-se observar que os comporta-
mentos dos operadores divergente SPH II e MPS estao de acordo com a solugao analitica
da funcao-teste.

1400 , , , , , 1400
1200 1 1200
1000 1 1000
800 1 800
600 1 600
400 1 400
200 1 200
0 ‘ pennlln ‘ ‘ 0 ‘ — ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 058 1 12 0 0.2 0.4 06 058 1 12
(a) Divergente SPH II (b) Divergente MPS

Figura 8.6: Histogramas de erros dos operadores divergente SPH IT e MPS da funcgao-teste
(8.3).
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Figura 8.7: Gréaficos dos divergente da fungao-teste (8.3).
Tabela 8.2: Erros maximo e minimo da fungao-teste (8.3).
Erro maximo | Erro minimo
SPH 1.0082 4.6384e — 06
MPS 1.0865 8.4817e — 04
Conclusao

Através dos graficos da Figura 8.7, dos histogramas da Figura 8.6 e Tabela 8.2 pode-se
observar que ha pouca diferenga nos resultados entre os operadores (5.15) e (6.13), sendo
o menor erro minimo dado pelo operador divergente SPH II.

Divergente Nulo

A proxima fungao-teste, embora nao seja constante, também tem divergente nulo. A
propriedade 1 nao pode ser utilizada para assegurar que o operador divergente (5.15) e
(6.13) obtém a solugao exata.

A funcao-teste utilizada seré:

T(z,y) = (—sin(nzx) cos(my), cos(mx) sin(my)). (8.4)
A comparacao do erro entre os métodos pode ser feita através do histograma apresen-

tado na Figura 8.8 com auxilio da Tabela 8.3. Os graficos da aproximagao dos operadores
divergente SPH II e MPS sao mostrados na Figura 8.9.
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Figura 8.8: Histogramas de erros dos operador divergente SPH II e MPS da funcao-teste
(8.4).
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Figura 8.9: Graficos das aproximagoes dos operadores SPH II e MPS da funcao-teste
(8.4).

Tabela 8.3: Erros maximo e minimo da fungao-teste (8.4).

Erro maximo | Erro minimo
SPH 1.3992 2.5816e — 16
MPS 1.1278 1.4717¢ — 16

Conclusao

Novamente pode-se observar através dos graficos da Figura 8.9, dos histogramas da
Figura 8.8 e da Tabela 8.3 que os operadores divergente (5.15) e (6.13) sao satisfatorios.

Conclusao Final

Tanto o operador divergente SPH II (5.15) quanto o operador divergente MPS (6.13)
foram bem satisfatorios em relacao as fungoes-teste, mas o operador divergente MPS se
mostrou um pouco melhor em relagao ao erro minimo. Portanto, ela é a melhor escolha
para aproximar o operador divergente.
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8.1.2 Operador Gradiente

De acordo com Petronetto [29] o operador gradiente que apresentou melhores resulta-
dos em sua anélise é operador gradiente SPH 1T (5.22), tal operador sera comparado com
operador gradiente MPS (6.10). Lembrando do capitulo 5 e do capitulo 6 os operadores
gradiente SPH II e MPS sao dados respectivamente por:

<Vf XZ = [’ mj - (XJ))VZVVZJ] (SPH H)

(Vf(x:)) = ndO > [ T ‘Qi)(xj —Xi)sz‘] - (MPS)

JjeEV;

Nos testes realizados para o operador gradiente SPH II foi utilizada a funcao kernel
baseado na spline quintica (5.38) com os parametros k = 3 e h = 0.83dx, sendo dx o
espacamento entre as particulas. Para o operador gradiente MPS foi utilizada a fungao
peso proposta por Yoon (6.5) com r, = 2.1dx.

Observacgao: Note que, as propriedades 1 e 2 da se¢ao anterior, também sao validas para
o operador gradiente SPH II e para o operador gradiente MPS.

Gradiente Constante

A primeira funcao-teste é dada por:

Clz,y) =z + 2y, (8.5)

cujo gradiente é:
VC(z,y) = (1,2).

A Figura 8.10 apresenta no seu lado esquerdo o campo vetorial do gradiente analitico,
e do lado direito o grafico da funcao-teste C.

1f .
2
05} /|
1
0 Al 0
-1
-0.5} /|
-2
-1 : : : 3
= -0.5 0 05 1
(a) Campo Vetorial do Gradiente Analitico (b) Fungao-teste C'

Figura 8.10: (a) campo do gradiente analitico da fungao-teste (8.5). (b) gréfico da fungao-
teste (8.5).

A Figura 8.11 mostra a aproximagao do campo gradiente através dos operadores SPH
IT e do MPS, respectivamente. Pode-se observar que as aproximacoes dos operadores
SPH II e do operador MPS sao semelhantes ao campo gradiente analitico. A Figura 8.12
mostra o histograma do erro de cada vetor.
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Figura 8.11: Graficos da aproximacgao do campo gradiente dos operadores SPH II e MPS
da fungao-teste (8.5).
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Figura 8.12: Histogramas de erros dos operadores gradiente SPH IT e MPS da fungao-teste
(8.5).

Tabela 8.4: Erros maximo e minimo da fungao-teste (8.5).

Erro maximo | Erro minimo
SPH 1.1284 0.0045
MPS 1.4020 1.4871e — 16

Conclusao

Através dos histogramas apresentado na Figura 8.12 e na Tabela 8.4, nota-se pouca
diferenca entre os dois operadores gradiente, mas devido ao erro minimo do operador
gradiente MPS, conclui-se que para esta funcao-teste o operador gradiente MPS é melhor.

Gradiente Polinémio

A segunda fungao-teste é dada por:

P(z,y) = 2® + ¢, (8.6)

cujo gradiente é:
VP(z,y) = (2z,2y).
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O campo vetorial do gradiente da funcao P ¢ dado na Figura 8.13(a) e o seu grafico

¢ apresentado na Figura 8.13(b).
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Tabela 8.5: Erros maximo e minimo da fungao-teste (8.6).

Erro maximo

Erro minimo

SPH

1.3762

1.7347e — 18

MPS

1.3791

1.8724e — 18

Conclusao

Através do histograma apresentado na Figura 8.15 e da Tabela 8.5, nota-se pouca
diferenca entre os dois operadores gradiente, mas analisando o histograma nota-se uma
pequena vantagem do operador SPH II. Portanto, conclui-se para esta funcao-teste o
operador SPH II obteve melhores resultados.

Gradiente Trigonométrico

A ultima funcao-teste é dada por:

1
T(z,y) = cos(2rzy) + 2* — 5 sin(27my),

cujo gradiente é:

VT (z,y) = (2o — 2y sin(2rzy), —m cos(2my) — 2mx sin(2wzy)).

(8.7)

Na Figura 8.16(a) tem-se o campo vetorial do gradiente analitico e na Figura 8.16(b)
é apresentado o grafico da funcao-teste T.
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Figura 8.16: (a) campo do gradiente analitico da fungao-teste (8.7). (b) gréfico da fungao-

teste (8.7).

A Figura 8.17 mostra a aproximagao do campo gradiente através dos operadores gra-

diente SPH II e do MPS respectivamente.

operadores SPH II e MPS sao semelhante ao campo gradiente analitico.

Pode-se observar que as aproximacgoes dos
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Tanto o operador gradiente SPH II (5.22) quanto o operador gradiente MPS (6.10)
se mostraram satisfatorios em relagao as fungoes-teste, mas o operador gradiente SPH 11
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Tabela 8.6: Erros maximo e minimo da fungao-teste (8.7).

(a) Gradiente SPH II
(a) Gradiente SPH II

1na

dos histogramas apresentados na Figura 8.18 e da Tabela 8.6

0.5

aves

600
500
4001
300
200
1001

Atr

diferenga entre os dois operadores gradiente, mas pode-se concluir que o operador SPH II

Figura 8.18: Histogramas de erros dos operadores gradiente SPH II e do MPS da funcao-
¢ um pouco melhor que o operador MPS.

Figura 8.17: Gréaficos das aproximagoes dos campos gradiente dos operadores SPH 1II (a)
teste (8.7).
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se mostrou um pouco melhor. Portanto, ele parece ser a melhor opgao para aproximar o
operador gradiente.

8.1.3 Operador Laplaciano

De acordo com Petronetto [29] o operador laplaciano que apresentou melhores resulta-
dos foi o operador laplaciano SPH III (5.33). Tal operador sera comparado com operador
laplaciano MPS (6.15). Lembrando do capitulo 5 e do capitulo 6 os operadores laplacianos
sao:

2

(Af(x) =23 a0 = T0g) Ce) ~I08),  aw, (sPH I

jev; Pj Tij
) A _“ w. MPS
( f(xi)>—m (f(x5) = f(x:))Wji.  (MPS)

J#i
Nos testes realizados para o operador laplaciano SPH III foi utilizada a fungao kernel
new quéartico (5.39) com os parametros k = 2 e h = 1.3dz, sendo dz o espagamento entre
as particulas. Para operador laplaciano MPS foi utilizada a fungao peso proposta por
Koshizuka e Oka (6.4) com r, = 2.1dz. para o calculo do pnd® e r. = 1.495dz para o
calculo do laplaciano.
Observacoes:

1. O parametro A para o caso bidimensional é facilmente calculado. Sabendo que
OV = 7r? e que doV = 2rrdr, tem-se que:

/ W(|x —x';7r.)r?dsV = / (E — 1) r22mrdr = 27?/ (rer® —r)dr =
sV 0 0

r

3 A4 \Te 44 1 1
2m rer —T—. =27 Te _Te :27TT—€:7TT—6
3 47, 3 4 12" "%
/ W(|lx —x';r.)ddV = / (E — 1) 2mrdr = 27r/ (re —r)dr =
% 0 r 0

2\ Te 2 2
27 (7’67’ — %)0 =27 (r? — %) = 271'% = TTe.

Portanto, A\ é dada pela seguinte expressao:

Te
6

2
e

A= (8.8)

2. A equacgao (8.8) esta de acordo com a funcdo peso de Koshizuka e Oka; ela teria
uma outra expressao para a funcao peso proposta por Yoon.

Fungao Quadratica
As comparagoes dos operadores laplaciano SPH iniciam-se com a seguinte funcao-teste:
P(z,y) = 2* + ¢, (8.9)
cujo laplaciano da fungao C(z,y) é constante

V2P(z,y) = 4.
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A Figura 8.19 mostra os graficos das aproximagoes através dos operadores laplaciano
SPH III e do MPS respectivamente.

(a) Laplaciano SPH IIT (b) Laplaciano MPS

Figura 8.19: Graficos das aproximagoes dos operadores laplaciano SPH III (a) e MPS (b)
da fungao-teste (8.9).
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Figura 8.20: Histogramas de erros dos operadores laplaciano SPH III e do MPS da funcao-
teste (8.9).

Tabela 8.7: Erros maximo e minimo da fungao-teste (8.9).

Erro maximo | Erro minimo
SPH 57.1836 0.2521
MPS 71.0873 0.0015

8.1.3.1 Conclusao

Através dos histogramas da Figura 8.20 e da Tabela 8.7, pode-se observar pouca
diferenca entre os dois operadores laplaciano, mas devido ao erro minimo do operador
MPS, conclui-se para esta funcao-teste que operador MPS obteve melhores resultados.
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Fungao Exponencial

E por fim, a dltima funcao-teste a se analisar sera
E(l‘7y) = —¢” Sin(y)7 (810)
cujo laplaciano é nulo.

A Figura 8.21 mostra os graficos da aproximagao através dos operadores laplaciano
(5.33) e (6.15).

(a) Laplaciano SPH III (b) Laplaciano MPS

Figura 8.21: Gréaficos das aproximagoes dos operadores laplaciano SPH III (a) e do MPS
(b) da funcao-teste 8.10.
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Figura 8.22: Histogramas de erros dos operadores laplaciano SPH III (a) e do MPS (b)
da funcao-teste 8.10.

Tabela 8.8: Erros maximo e minimo da fungao-teste (8.10).

Erro maximo | Erro minimo
SPH 51.6747 2.4519¢ — 18
MPS 65.2686 1.0408e — 17

Conclusao

Através do histograma da Figura 8.22 e da Tabela 8.8, observa-se nenhuma diferenga
entre os operadores.
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Conclusao Final

Tanto o operador laplaciano SPH III (5.33) quanto o operador laplaciano MPS (6.15)
foram bem satisfatorios em relagao as funcoes-teste, mas o operador laplaciano MPS
obteve melhores resultados.

8.2 Equacoes Classicas Unidimensionais

8.2.1 Equagao de Poisson

Seja ) uma regiao em R ? limitada por uma superficie fechada S = 9. A equacao de
Poisson representa a classe de EDPs do tipo eliptica e é dada por:

Vu(x) = f(x). (8.11)

No caso de f(x) = 0, é comum chamé-la de equacdo de Laplace. Fungoes que satisfa-
zem a equacgao de Laplace sao chamados de fungoes harmonicas.

Para que a equagao de Poisson (8.11) esteja bem-posta, deve-se impor condigdes de
contorno na regiao S. Quando a fungao u(x) ¢ explicitamente definida em todo o contorno,
tem-se a condicao de contorno de Dirichlet.

u(x) = ¢(x),vx € S.

No entanto, quando se tem variacao da u na direcao normal n & fronteira, a condigao
de contorno é dita ser do tipo Neumann.

Vu(x) -n(x) = ¢(x),Vx € S.

A equacao de Poisson ou equacao do potencial é o modelo matemético de diversas
aplicacoes tais como: distribuicao de tensao em placas carregadas, distribuicao de tem-
peratura no caso estacionario, potencial gerado por cargas elétricas, entre outros.

Em dinamica dos fluidos, quando se quer simular um escoamento incompressivel ge-
ralmente a pressao p(x) é atualizada através de equagao de Poisson.

Como ja mencionado, encontrar um solucao analitica para uma equacao de Poisson é
em geral uma tarefa dificil e nem sempre possivel, portanto, recorre-se a métodos numé-
ricos.

Tal equacao esta presente tanto no método ISPH quanto no método MPS. Portanto,
para a segurar uma boa aproximagao para ambos os métodos deve-se obter antes uma
boa aproximagao da equacao de Poisson.

8.2.1.1 Discretizando a equacao de Poisson usando o SPH

Considerando o problema (8.11), no método SPH, o dominio é discretizado por um
conjunto finito de particulas. Substituindo o operador laplaciano SPH IIT (5.33) no pro-
blema (8.11) tem-se:

4 pj re.
JEV; v
Pode-se reescrever o gradiente da fungao ntcleo como

. Aoy nXij 8wij

ViW(Xij’ h> - h’f’ij aR ’
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e consequentemente, a equagao (8.10) pode ser reescrita da seguinte maneira:
my
Pj

Qyy p, OW

(u(x) — o)) 22 5 = S50

JjeV;

Uma maneira mais simplificada de reescrever a equacao acima é

> 2@(”(’9) —u(x;)) F(xi5) = f(x), (8.13)

iev; Pj
sendo
Qg Owy
hri; OR
A equagao (8.13) aplicada a cada particula ¢ do dominio do problema resulta no
seguinte sistema:

F(xij)

/ m;

= 2p—j(u(x1) —u(x;))F(x15) = f(x1)
jeZ%Q/’_Jj(u(XQ) — () Fxyy) = f(x2) (8.14)
A 2%(“(Xn) = (%)) F (%) = f(2)

sendo n o namero de particulas que discretizam o dominio. O sistema linear de equacoes
(8.14) é representado matricialmente por
A-u=b.

A matriz A tem dimensao n X n e é representada pelos seguinte coeficientes
45, i7j6{1727”'7n}7

cujo os valores sao:
a; = —271F(xy), j#i
' (8.15)
Qg = — Zk# Qik
O vetor u é de dimensao n e é conhecido como vetor solucao, as entradas do vetor sao
dadas por:

w; = u(x;).

O vetor b também de dimensao n é chamado de vetor independente cuja as entradas
do vetor sao:

b; = f(Xz)
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8.2.1.2 Discretizando a equacao de Poisson usando o MPS

De forma analoga ao método SPH, no método MPS o dominio é discretizado por um
conjunto finito de particulas. Substituindo o operador laplaciano MPS (6.15) ao problema
(8.11) tem-se:

2
no)\

> (ulxy) = u(x:)) Wy = f(x). (8.16)
i

A equagao (8.16) aplicada a cada particula i do dominio resulta no seguinte sistema:

(

> > (u(x;) — u(x1))Wj1 = f(x1).

71 oA

Z ﬁ(u(xj) —u(x2))Wia = f(Xa). (8.17)

S22 () = wa)) Wi = (0.

sendo n o numero de particulas que discretizam o dominio. O sistema linear de equagoes
(8.17) ¢é representado matricialmente por
A-u=b.

De forma analoga ao método SPH a matriz A tem dimensao n X n e é representada
pelos seguinte coeficientes
Qg5 , i7j€{1727”'7n}7

cujos valores dos coeficientes sao:

2d .,
Qi = Tlo—)\Wji’ J#i
Qi = — Zk# Qi

Os vetores u e b sao o vetor solucao e o vetor independente respectivamente; eles sao
analogo ao do método SPH.

8.2.1.3 Exemplos de equacao de Poisson com condigao de Dirichlet

Exemplo 1 Considere o sequinte problema

9%u

W(w) = —cos(z), 0<z<m
x

(8.18)

cuja a solugao € u(x) = cos(x).

Na Figura 8.23 tem-se o grafico das solugbes aproximadas do problema (8.18). Nas
solucoes aproximadas usando o método SPH foram utilizados os seguintes parametros
k=2e h=0.9999dx para os niicleos spline ctibica e new quartico e k = 3 e h = 0.666dx
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para o nucleo spline quintico. Para o método MPS foi utilizada a fun¢ao peso de Yoon
(6.5) com o parametro r, = 1.1dz.

1.2
Exata
16-6-6-¢ ¢ . *  Spline 11l
08l O New quartico
@ Spline V
0,6 @ O MPS

0.5 1 15 2 25 3

Figura 8.23: Gréafico da solugao da equagao de Poisson (8.18) com 40 particulas.

Na Tabela 8.9 sao apresentados os erros absolutos dos métodos SPH e MPS e a ordem
de convergéncia dos métodos. Note que, os erros produzidos pelo método MPS e pelo
método SPH utilizando a spline ctibica foram os mesmos.

Tabela 8.9: Erros dos métodos SPH e MPS para a equacao de Poisson (8.18).

Spline III @) New quartico @) Spline V (@) MPS
10 0.0039 - 0.0039 - 0.0709 - 0.0039
20 0.0014 1.4780 0.0014 1.4780 | 0.0956 | —0.4312 0.0014
40 | 4.906e — 04 | 1.5126 | 4.835¢ — 04 | 1.5338 | 0.1335 | —0.4818 | 4.906e — 04
80 | 1.734e — 04 | 1.5003 | 1.633e¢ — 04 | 1.5659 | 0.1882 | —0.4954 | 1.734e — 04
160 | 6.131e — 05 | 1.5001 | 4.700e — 05 | 1.7968 | 0.2660 | —0.4992 | 6.131e — 05

Exemplo 2 Considere o sequinte problema

82
—ZzQexcos(x), 0<z<m
Oz (8.19)

cuja a solugio € u(x) = e sin(x).

Na Figura 8.24 mostra-se o grafico das solugoes aproximadas do problema (8.19). As
mesmas func¢oes nicleo com os mesmos parametros foram utilizadas nas simulagoes desse
problema para o método SPH e para o método MPS também.
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Exata

*  Spline Il

8 O New quértico
Spline V

7L O MPS

o T
)/&

Figura 8.24: Gréfico da solugao da equac@o de Poisson (8.19) com 40 particulas.

Na Tabela 8.10 sao apresentados os erros absolutos dos métodos SPH e MPS e a
ordem de convergéncia dos métodos. Note que, os erros produzidos pelo método MPS e
pelo método SPH utilizando a spline cubica foram os mesmos.

Tabela 8.10: Erros dos métodos SPH e MPS para a equagao de Poisson (8.19).

Spline III O New quértico @) Spline V @) MPS

10 0.4208 - 0.4218 - 1.5978 - 0.4208

20 0.1482 | 1.5056 0.1496 1.4954 | 2.7182 | —0.7666 | 0.1482

40 0.0524 | 1.4999 0.0544 1.4594 | 4.0088 | —0.5605 | 0.0524

80 0.0185 | 1.5020 0.0214 1.3460 | 5.7276 | —0.5148 | 0.0185

160 | 0.0065 | 1.5090 0.0107 1.000 | &8.1208 | —0.5037 | 0.0065

Observacoes:

1.

2.

Foram utilizadas apenas duas particulas vizinhas, ou seja, V; = {z;_1, x;11}.

A matriz A do sistema linear é uma matriz tridiagonal, definida positiva, semelhante
ao do método de diferencas finitas.

. No método SPH, para funcoes ntcleo spline ctbica e new quartico quanto mais
)
proximo h estava de dx melhor era aproximacao.

. A fungao proposta por Koshikuza e Oka (6.4) e a proposta por Yoon (6.5) obtiveram
os mesmo resultados.

Supondo que hy < h; pode-se calcular a ordem de convergéncia pela seguinte ex-
pressao:
_ log(E(hg)/E(h1))
log(ha/h1)

sendo E(hy) e E(hs) a norma do erro nas malhas com espagamento hy e hg, respec-
tivamente.
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8.2.1.4 Exemplos de equagao de Poisson com condicao de Neumann

Exemplo 3 Considere o sequinte problema

2
%(Z‘) = —cos(z), 0<z<m

(8.20)

ou
8_20(0) =0 e u(m)=-1,

cuja a solug¢ao € u(x) = cos(x).

Na Figura 8.25 tem-se o grafico das solugdes aproximadas do problema (8.20). Nas
solucoes aproximadas usando o método SPH foram utilizados os seguintes parametros
k= 2eh=0.99999dx para os nucleos spline ciibica e new quartico e k = 3 e h = 0.666dx
para o nucleo spline quintico. Para o método MPS foi utilizada a fungao peso de Yoon
(6.5) com o parametro 7, = 1.1dz.

15

Exata

*  Spline Il

O New quértico
Spline V

O MPS

Figura 8.25: Gréfico da solugdo da equacdo de Poisson (8.20) com 40 particulas.

Na Tabela 8.11 tem-se o erro absoluto dos métodos SPH e MPS e a ordem de conver-
géncia dos métodos.

Tabela 8.11: Erros dos métodos SPH e MPS para a equagao de Poisson (8.20).
Spline III @) New quartico @) Spline V (@) MPS
10 0.0341 - 0.0340 - 0.6075 - 0.0341
20 0.0116 1.5556 0.0116 1.5514 | 0.7935 | —0.3853 0.0116
40 0.0040 1.5361 0.0040 1.5361 | 1.0907 | —0.4590 0.0040
80 0.0014 1.5146 0.0013 1.6215 | 1.5251 | —0.4836 0.0014
160 | 4.99¢ — 04 | 1.4851 | 3.83e —04 | 1.7626 | 2.1463 | —0.4929 | 4.99¢ — 04

Exemplo 4 Considere o sequinte problema

9%u
— = 2% <z <
92 2¢”cos(x), 0<z<m
(8.21)
ou
u(0)=0 e %(ﬂ') = —¢",

cuja a solugao € u(x) = e*sin(z).
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Na Figura 8.26 tem-se o grafico das solugoes aproximadas do problema (8.21). As
mesmas fungoes niicleo com os mesmos parametros foram utilizadas nas simulagoes desse
problema para o método SPH e para o método MPS também.

18

Exata

*  Spline Il

16 O New quértico
Spline V

14 O MPS

Figura 8.26: Grafico da solugao da equagao de Poisson (8.21) com 40 particulas.

Na Tabela 8.12 sao apresentados os erros absolutos dos métodos SPH e MPS e a ordem
de convergéncia dos métodos.

Tabela 8.12: Erros dos métodos SPH ¢ MPS para a equagao de Poisson (8.21).

Spline III O New quértico @) Spline V @) MPS
10 2.8237 - 2.8225 - 24.7970 - 2.8237
20 0.9530 1.5670 0.9514 1.5688 | 30.7829 | —0.3120 | 0.9530
40 0.3291 1.5340 0.3269 1.5412 | 41.7677 | —0.4403 | 0.3291
80 0.1150 1.5169 0.1119 1.5466 | 58.2326 | —0.4794 | 0.1150
160 0.0404 1.5092 0.0360 1.6361 | 81.9024 | —0.4921 | 0.0404

Observacoes:

1. Foi usado o conceito de particulas dummy para para representar a condi¢ao de
Contorno de Neumann. Tais particulas foram aproximadas utilizando diferengas
centrais.

2. A matriz A nao é mais simétrica, mas continua sendo definida positiva.

Conclusao

Os resultados obtidos pelo método MPS e pelo método SPH utilizando as fungoes
ntucleo spline Il e new quartico foram satisfatoérios, tanto nos problemas de condi¢ao de
contorno do tipo Dirichlet quanto as do tipo Neumann.

8.2.2 Equagao do Calor

As EDPs do tipo parabdlica modelam fenomenos que evoluem com o tempo. A equagao
fundamental das EDPs do tipo parabdlica é a equacao do calor dada por:
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2
%:a( )gQ—I—f(xt) alz,t) >0, 0<x<L, 0<t<T

(8.22)
u(z,0) =¢(z), 0<z <L condigao inicial.

As condigoes de contorno para a equagao do calor, podem ser ou tipo Dirichlet ou
do tipo Neumann ou uma combinagao dos dois quando é chamada condi¢ao de contorno
mista.

8.2.2.1 Meétodos de integracao temporal

Para se obter a solucao aproximada da equacao do calor, além de utilizar as aproxi-
magcoes dos operadores laplaciano dos Métodos SPH e do MPS, tem que se aproximar o
termo temporal da equagao. Esse termo pode ser aproximado de diversas maneiras, nesta
secao serao apresentados o método Euler progressivo, método Euler regressivo e o método
de Crank-Nicolson, para mais detalhes ver [§].

Método de Euler progressivo

O método de Euler progressivo ja foi apresentado no capitulo 5 e o termo temporal é
aproximado por:

du urtt —up
o) e T 8.23
Método SPH
Substituindo (8.23) e (5.33) na equagao do calor (8.22) obtém-se:
Un+1 Un Un Un
D - i SV A (8.24)
JjeV; Pj U

No caso unidimensional, toma-se o dominio de influéncia de tal forma que V; =
{z;_1, xi11}, ou seja, a aproximacao da particula ¢ depende apenas das particulas z;_; e
Tit+1, entdo reescrevendo a equagao (8.24) tem-se:

UMttt = U — o(U, — 22U + UL,), (8.25)
sendo
o= QOz&ﬁaW”
p] rij aR

Método MPS
De forma analoga, pode-se substituir na equagao do calor (8.22) o operador laplaciano
MPS (6.15) e a derivada temporal pela equagao (8.23), assim tem-se:

urtt —ur 2d
L L=« ur —UrWs,. 8.26
5t nO/\ Z( 7 2) J ( )
JEV;
Da mesma forma, toma-se o dominio de influéncia V; = {x;_1, x;11}, entdo apos

algumas manipulagoes pode-se reescrever a equagao (8.26) como:

urtt = Ul + 06U, — 20 + UL, (8.27)
sendo

0= CYWWJ‘Z‘.
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Critério de Von Neumann

Este critério é utilizado para determinar a estabilidade de um método numérico. Ele
é baseado no principio da superposigao, isto é, o erro global é a soma de erros mais sim-
ples também chamados de harmoénicos. Tendo representado o erro no passo inicial, para
analisar a sua propagacao ao longo dos passos subsequentes, basta analisar a propagacao
de um harmoénico genérico dado por:

e)\n61617

sendo I = v/—1, B um ntmero real, A\ um ndmero complexo, ambos arbitrarios. A
estratégia do critério de Von Neumann é examinar o resultado da propagagao em uma
linha ou estagio subsequente. Se houver ampliacao desse harmoénico o método é dito ser
instavel, se houver um amortecimento ele é dito ser estavel.

Observacoes:

1. O critério de Von Neumann s6 deve ser usado quando a equagao for linear com
coeficientes constantes.

2. O critério ignora completamente qualquer influéncia das condi¢ées de contorno.

3. O critério s6 produz uma condi¢ao necessaria para a estabilidade.

4. Na pratica tem-se que U = e el

Método SPH
Aplicando o critério de Von Neumann na equagao (8.25) obtém-se:

At 1B _ A I o A 18(i=1) 4 oo AnoIBi o dn IB(i+1)

— PnplBih _ AnglBi _ n IBi—IB | 9p AnoIBi o cn 1B B
= er=1+20—o(e!? +e719)
= e =1+ 20 — 20 cos(3)

= e =1—20(cos(B) — 1)
= e = 1 + 40 sin? (g) .

Para que o método seja estével |e*| < 1. Note que, e* < 1 sempre, pois o < 0, devido
a derivada da funcao niicleo ser negativa ou igual a zero. Para o caso —1 < e* tem-se:

—1<ée* = —1<1+40sin? (g) = —2 < 40 sin® (g)

1

_2 sin® (g)

1
<o = —0<=.
< g 0_2

Portanto, para que a equagao (8.16) possa ser estavel —g < %, esta condicao nos da
uma restricao para o passo temporal que é:

1 OW;;
< -
0t < 4o OR

Método MPS
Aplicando o critério de Von Neumann na equagao (8.27) obtém-se:
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A 1B _ cnIBi 4 g A IB(-1) _ gpohn IBi 4 godn I8(i41)
= MelPier = AnelBi 4 gernelBPie I8 _ 9gernelBi 4 gernlBic!B
= et =1-20+0("P +e71)
= e* =1 — 20+ 20 cos(p)
= e =1+ 20(cos(B) — 1)

= " =1 — 460 sin? (g) .

De forma analoga, para que o método possa estavel |e* < 1]. Note que, e* < 1 sempre,
pois o > 0. Para o caso —1 < e tem-se:

—1<¢e* = —1<1—40sin? (g) = —2 < —40sin? (g)

468in2(§)§2:>9§ =0<

1
2 sin? (g) 2’

Portanto, para que a equagao (8.27) possa ser estavel 0 < %, esta condicao nos d4 uma
restricao para o passo temporal que é:
no\
- 4OZWJ'Z' )

Método Implicito

O método Euler regressivo ¢ um método implicito cujo o termo temporal é aproximado
por:

ou ur—ur!
— (x5, tn ~_r "t 8.28
Método SPH
Substituindo as equagoes (8.28) e (5.33) na equagao do calor (8.22) obtém-se:
ur—ur! U =ur
JEV; v

De forma anéaloga ao método explicito, toma-se o dominio de influéncia V; = {x; 1, x;11},

entdo apos algumas manipulagoes pode-se reescrever a (8.29) como:
oU, + U1 —20) +oUp, = UM (8.30)
Aplicando o critério de Von Neumann na equagao (8.30) tem-se:
O_eAnelﬁ(ifl) + (1 . 20_)6/\716[62' + 0_6)\n615(i+1) _ eA(nfl)elﬁi
= geelfie=IB | (1 — 20)eMelfi 4 getnelBiglh — An=AIfi
=1-20+o(? +eP)y=¢

A

= 1—20+20cos(f) =€~
= 1+ 20(cos(f) — 1) = e
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1 — 40 sin? (g)

Lembrando que o < 0, a condigao de estabilidade (|e*| < 1) é satisfeita para todo o,
quando isso acontece diz que o método é incondicionalmente estavel.
Método MPS

Substituindo as equagoes (8.28) e (6.15) na equagao do calor (8.22) obtém-se:

Ur — 2d
Lt —a— > (U = U)Wy (8.31)

Considerando V; = {z;_1, x;41} e ap6s algumas manipulagoes pode-se reescrever a
equagao (8.31) da seguinte maneira

—0U | + (1 +20)U" — 0U |, = U 8.32
H— 1 [ 7

Aplicando o critério de Von Neumann na equagao (8.25) tem-se:

_eMmeI B o (] 4 2g)eMnelfi 4 genel B+ — A1) 161
= — elPie 18 1 (1+ 29)6/\n615i — PeelPielB = Ane=AIB
= 14+20 —0(e? 1Py =
= 1+20—20cos(f) = e
= 1—20(cos(f) — 1) =e"

= 1 + 40 sin® (g) —e

A 1
1 + 40 sin? (g)

A condigao de estabilidade |e*| < 1 ¢ satisfeita para todo 6, portanto o método ¢
incondicionalmente estavel.

Método de Crank-Nicolson para o SPH

No método de Crank-Nicolson a derivada segunda de u é dado por:

aQu 1 s Un Un -y Un+1 Un+1
— - |2 2t _J Wi +2 4 J
Or2 9 Z p; r2. Vi it Z

JEV; i JjEV; Pi

Xij - ViWij

e a derivada temporal é aproximada pelo método de Euler progressivo (8.23), mas como a
derivada segunda de u é uma média tem-se um sistema de equacoes caracterizando assim
um método implicito. Considerando V; = {x;_1, z;11} e apos algumas manipula¢oes
tem-se:

oUM 4+ (2 = 20)UM + oUM = —oU"y + (2 + 20)U — oU},,. (8.33)

Aplicando o critério de Von Neumann na equagao (8.33) obtém-se:
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geremelPie=1B (2—2(7)6)‘6)‘n+0€/\€/\n615i615 = —ae’\"ewie*m—l—(2+20)e)‘"—ae’\”emiem

= eMoe ™ 4 (2 -20) + 0e!?) = —ge™ P + (2 + 20) — 0e!?
= M2 — 20 + 20 cos(f)) = 2+ 20 — 20 cos(3)
= eM2 4 20(cos(B) — 1)) = 2 — 20(cos(B) — 1)

= e2 — 40 sin? (§>) = 2 + 40 sin? (g)

_ 2+4osin® (5)

2 —dosin? (8)

= e

Lembrando que o < 0, pode-se concluir que o método de Crank-Nicolson para o SPH
é incondicionalmente estavel, pois |e}| < 1 sempre ¢ satisfeita para todo o.

Método de Crank-Nicolson para o MPS

No método de Crank-Nicolson a derivada segunda de u é dado por:

Pu 1| 2d o 2d
g2~ 7 ox 27 VWit 5y
JjeV;i JeV

(U — U,

J

e a derivada temporal é aproximado pelo método de Euler progressivo (8.23). Conside-
rando V; = {x;_1, x;11} e ap6s algumas manipulagoes tem-se:
—QUM + (24 20)UM — HU[fll =0U" , + (2-20)U;" + 0U;, ;. (8.34)

Aplicando o critério de Von Neumann na equagao (8.34) obtém-se:

—fPereMelPie 1P 4 (2+ 2(9)6/\6)‘n — et melPiclh = gernelPie—IB 4 (2— 20)6)‘" + 0 elPielh

= eM—e P 4 (24 20) — 0e'P) = e 1% + (2 — 20) — Ge!P
= M2 420 — 20 cos(B)) = 2 — 20 + 20 cos(3)
= 2 —20(cos(B) — 1)) = 2 + 20(cos(B) — 1)

= (2 4 46 sin® (g)) = 2 — 40 sin? (g)

_ 2—46sin® (§)
2+ 40sin? (2)

A

Assim, pode-se concluir que o método de Crank-Nicolson para o MPS é incondicional-
mente estavel.
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8.2.2.2 Exemplos da equagao do calor

Exemplo 5 Considere o sequinte problema

o,
ot~ ox? -
(8.35)

uw(0,t) =e* e wu(l,t) =¥t

cuja a solugao é u(w,t) = e**e.

Neste primeiro problema sera analisado o conceito de estabilidade dos métodos SPH
e MPS usando o método de integracao de Euler progressivo. Na primeira simulagao feita
com o operador SPH foram utilizados a fungao ntcleo new quartico (5.39) com os paré-
metros kK = 2 e h = 0.99dz, o dominio foi discretizado por 20 particulas e o dt = 0.00062,
para obter o < 0.5. Na simulacao feita com o operador MPS foi utilizada a funcao peso
(6.4) com o parametro r, = 1.1dx, analogamente o dominio é discretizado por 20 parti-
culas e o 0t = 0.00062, assim obtém-se o < 0.5. Os graficos das duas simulagoes podem
ser observados através da Figura 8.27(a). Na segunda simulacao feita com os operadores
SPH e MPS foram utilizados o mesmos dados mudando apenas o passo temporal para
0t = 0.00065. Os resultados entao na Figura 8.27(b)

5

x 10

35

25

Exata t=0.13s
SPH

Exata t=0.182s
MPS

15p

L L L © MPS L L L
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 08 1

(a) Estavel (b) Instavel

Figura 8.27: Em (a) tem-se que o < 0.5 ¢ § < 0.5. Em (b) tem-se que ¢ > 0.5 ¢ § > 0.5.

Exemplo 6 Considere o sequinte problema

u(z,0) = sin(mx) + (1 — x) (8.36)

u(0,t)=0 e wu(l,t)=0
cuja a solugio € u(x,t) = sin(rz)e ™ + z(1 — z).

Neste segundo problema o método de integracao implicita seré explorado com os ope-
radores dos métodos SPH e MPS. Tando o método de Euler regressivo quanto o método de
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Crank-Nicolson sao incondicionalmente estaveis, o passo temporal utilizado sera dt = 0.01
e o dominio sera discretizado com 50 particulas. Os dados da fung¢ao nicleo e da fungao
peso sao os mesmos utilizados no método de integragao Euler progressivo. Na Figura
8.28(a) estéa o grafico do método de integracao Euler regressivo e na Figura 8.28(b) a do
método de integragao de Crank-Nicolson. Na Tabela 8.13 sao apresentados os erros dos
métodos SPH e MPS com os métodos de integracao Euler regressivo e Crank-Nicolson.

0.3

0.25F

0.2

0.15-

0.1

0.05

Exata
* SPH
O MPS

0.3

0.25F

0.2

0.15-

0.1

0.05[

Exata
* SPH
O  MPS

(a) Euler regressivo (b) Crank-Nicolson

Figura 8.28: Grafico das solugoes aproximada do problema (8.36) em t=1s. Em (a)
método de integragao Euler regressivo e (b) método de integragdo Crank-Nicolson.

Tabela 8.13: Erros dos métodos SPH e MPS para a equagao do calor (8.36).

MPS C-N
9.5284¢ — 07

SPH E-R
0.0072

MPS E-R
1.1703e — 04

SPH C-N
0.0073

Erro

Observacoes:

1. Os métodos SPH e MPS apresentaram resultados satisfatorios.

2. O erro mostrado na Tabela 8.13 é o erro relativo dado pela seguinte expressao:

|Ezata — Aprozximadal|s
||Ezatal|s

Errog =

3. O critério de Von Neumann se mostrou bem satisfatorio com respeito a estabilidade
dos operadores SPH e MPS.

8.2.3 Equacao de Adveccao Linear

A equacao de adveccao linear, faz parte da classe de EDP hiperbolica.

ou ou 0

i g t>0
8t+a8:v -

—00 < x < +00,
(8.37)
u(z,0) = up(x)

A dedugdo da solugao analitica para a equagao (8.37) pode ser encontrada em [8|.
Nesta se¢ao serao tratados problemas que tem descontinuidade na condi¢ao inicial também
conhecidos como problemas de Riemann.
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8.2.4 Condigao CFL

A condigao de Courant, Friedrichs e Lewys (CFL) é uma exigéncia minima necessaria
que devemos impor a um esquema numérico voltado a equagoes hiperbodlicas para que ele
seja estavel.

O principal objetivo desse critério esta em permitir que a solucao numeérica possa se
propagar com a velocidade fisica correta. Em outra palavras, a condicao CFL procura
estipular uma proporcao entre os passos da malha de modo que todos os seus pontos
estejam na regiao de dependéncia da solucao exata. Isso se da porque se existir um ponto
da malha na regiao de dependéncia da solucao em um ponto P que nao contribua para
a solucao numérica corre-se o risco da solugao pelo método nao convergir para a solucao
exata em P quando refina-se a malha mantendo a razao entre os passos constantes.

Uma maneira simples de descobrir as condigoes que devemos impor para que a condi¢ao
CFL seja satisfeita consiste em observar a molécula de calculo para U(P) e a construgao
do “cone” de pontos que se forma a partir da condi¢ao inicial, pelo repetido uso do es-
quema, até chegar na solucao numérica em P. Como esse critério estipula que a regiao de
dependéncia analitica, na “base” desse cone devera estar a condicao inicial que se propaga
pela curva caracteristica até chegar em P. (Vide por exemplo [§].)

Considerando o conjunto V; = {x;_1, z;11}, tanto o operador gradiente SPH II (5.22)
quanto o operador gradiente MPS (6.10) utilizam 3 pontos (u}_;, uf e u},,) para calcular
UM entdo condicio CFL exige que a curva caracteristica que passa por P = (idz, (n +
1)dt) corte a linha t = ndt, entre os pontos ((¢ — 1)dx, ndt) e ((i + 1)dx, ndt), ou seja:

Tio1 <@ —adt < xip
= (i — 1)dz < idx —adt < (i + 1)ox
I LY
ox
Portanto, conclui-se que a condi¢ao CFL para os operadores SPH II e MPS sao:

ot
V= \a|£ <1

Exemplo 7 Considere o sequinte problema de Riemann

ou ou_
ot Or

) (8.38)
0, sex <0

u(:v,O):{ 1, sex >0
cuja a solugao € dada por

0, sex <t
u(:c,t)—{ 1, sex >t

Adotando uma malha com passo temporal 6t = 0.01 e passo espacial dx = 0.06, o perfil
da solucao em ¢t = 0.1 produzida pelos métodos SPH e MPS é apresentado na Figura 8.29.
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Exata
* SPH
O MPS

Figura 8.29: Grafico das solugoes numeérica do problema (8.38) dos métodos SPH e MPS.

Observa-se na Figura 8.29 que as solu¢oes numéricas apresentam oscilagoes proximo a
descontinuidade. Para resolver esse problema de oscilagao é introduzido um termo viscoso

62
(68—2) na equagao (8.37), desta forma seré resolvido o seguinte problema:
x

ou N ou 0*u < >0
— 4 a—=e——, —-<=zx 00
ot or or?’ - ’

) (8.39)
u(z,0) = ug(x)
sendo € dado por:
€= a(%x. (8.40)

Note que, a condi¢ao CFL e o parametro € estao conectadas pelo passo temporal dz.
Adotando o passo temporal ¢t = 0.001 observe através da Figura 8.30 a influéncia da
condigao CFL.

Conclusao

Como pode ser observado na Figura 8.30, se v — 1 a solugdo numérica de ambos
os métodos tende para a solucao exata do problema, mas se v > 1 a solucao numérica
apresenta oscilacoes.

Exemplo 8 Considere o sequinte problema de Riemann

ou ou
ot * 281‘ =0

1, se 0 <x<0.2

4o — %, se02<2x<04 > (8.41)
u(z,0) =3 —dz+2, 504 <2<0.6

1, se 0.6 <2x<0.8

0, caso contrdrio
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Exata
* SPH
+  MPS
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Exata
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(d) v =1.0017

Figura 8.30: Graficos do perfil das solugdes numérica do problema (8.38) em ¢ = 3.

cuja a solucao é dada por

u(z,t)

se2t <x <0242t
se02+2t <z <04+ 2t
se04+2t<zx<06+2¢
se 0.6 +2t <z <08+ 2t
caso contrdrio

Este exemplo tem como objetivo verificar qual é a melhor funcao nicleo e a melhor
funcao peso para os métodos SPH e MPS respectivamente. Primeiramente adotado uma
malha com passo temporal 6t = 0.005 e passo espacial dx = 0.01, tem-se que v = 1. A
Figura 8.31 mostra o perfil das solucoes no tempo ¢t = 0.125.
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12 1.2
Exata

Exata

*  Spline Il *  Koshizuka e Oka
+ New quartico k Ao
O  Spline VvV

* Yoon

02 i i i i 0.2 i i i i
-0.5 0 0.5 1 15 -0.5 0 0.5 1 15

(a) SPH (b) MPS
Figura 8.31: Gréaficos do perfil das solugdes numérica do problema (8.39) em ¢ = 0.125.

Observacgoes:

1. No método SPH os parametros utilizados para as fungoes spline ciibica e new quar-
tico sao k = 2 e h = 0.9999dx, ja para a funcao spline quintico sao k = 3 e
h = 0.666dx.

2. No método MPS o parametro utilizado para a funcao peso de Koshizuka e Oka e
para a fung¢ao peso de Yoon é r, = 1.1dx.

3. Note que no problema (8.41) nao colocamos a viscosidade artificial, pois ela s6 faz
parte da formulagao numeérica.

Conclusao

Visualmente, pode-se observar pouca diferenca entre as solugoes numéricas com exce-
¢ao da funcgao spline quintica, desta forma para uma maior compreensao dos resultados
obtidos pelos métodos com suas respectiva fungoes nicleo ou peso foram calculados o erro
absoluto como segue na Tabela 8.14.

Tabela 8.14: Erros dos métodos SPH e MPS para a equagao de advecgao (8.41).

Spline IIT | New quértico | Spline V | Koshizuka Yoon
Erro | 9.1451e — 07 0.0034 2.6688 | 5.2114e — 12 | 9.4688e — 12

Portanto, conclui-se que a melhor aproximacao é dada pelo método MPS utilizando a
funcao peso de Koshizuka e Oka.

Exemplo 9 Considere o sequinte problema de Riemann

ou n ou 0
ot or
[ exp[—1og(50)(5332)%], se 0 <z <0.2
1, se0.3<x <04 (8.42)
20z — 10, se 0.5 <z <0.55 '
u(z,0) =14 12 - 20, se 0.55 <z < 0.6
1 — (£5905)2 se 0.7 <2 <038
L 0, caso contrdrio
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cuja a solucao é dada por

(exp|—log(50)(2=t22)?], set<x<02+¢
1, se0.3+t<zxz<04+t¢
20(x —t) — 10, se 0.5+t <x<055+1
w(@,t) = § 12— 20(z — ¢), se 055+t <2 <06+t
V1 - (e se 0.7+t <z <08+t
0, caso contrdrio

\

Esta serd a ultima equagao de adveccao linear a ser trabalhada. O seu objetivo é
verificar a influéncia do parametro € na solugdo numeérica. Adotando um malha com
passo temporal 0t = 0.005 e com passo espacial dz = 0.005, tem-se que v = 1 e que
e = 0.0025 calculado pela equagao (8.40). Na Figura 8.32 sdao apresentadas os perfis das
solucoes numeéricas no tempo t = 0.5 com diferente valores de e.

1.2 12
Exata * Exata

* SPH * *  SPH
- MPS

[

0.8

0.6

0.4

0.2

*

*

-0.2 . L d -0.2 i L i
0 0.5 1 15 0 0.5 1 15

(a) € = 0.00249 (b) € = 0.00250

14

Exata
1.2 * SPH *
+  MPS

1F

0.8

0.6

-0.4 L L |
0 0.5 1 15

(c) € = 0.00251

Figura 8.32: Graficos do perfil das solugdes numérica do problema (8.42) variando o
parametro e.

Conclusao

Pode-se observar através da Figura 8.32 que quando € sofre uma pequena pertubagao
a solucao numérica apresenta oscilagoes proximo as descontinuidades, desta forma parece
que a equagao (8.40) fornece o melhor valor para e.
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Conclusao Final

A estratégia proposta em conjunto com a equagao (8.40) se mostrou eficiente para
resolver o problema de oscilagoes proximo as descontinuidade.
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8.2.5 Equacgao de Burgers

A equacao de Burgers é uma equacao diferencial nao linear. Ela serve como um modelo
simplificado para o entendimento da turbuléncia, combinando convecc¢ao nao linear e
difusdo linear, como pode ser visto através na equagao (8.43)

ou N ou 0*u < L0
— FU— =v— r<uz
ot ox ox? L="="R -

u(z,0) = ug(x) (8.43)

w(zp,t) = f(zr,t) e u(zg,t)=g(zpt).

Quando v = 0 a equagao de Burgers é dita ser inviscida e se assemelha a equacao de
adveccao linear, a menos do fato de que agora tem-se uma velocidade de convecgao nao
constante, entao as retas caracteristica nao serao mais retas paralelas, sendo assim em um
certo momento elas podem se interceptar, levando a formacao de choques mesmo quando
tem a condicao inicial suave, este fendmeno é caracteristico dos problemas nao lineares.

Da mesma forma que na equacao de advecgao linear a equagao de Burgers inviscida

também apresenta oscilagoes proximo a descontinuidade, entao de forma anéloga a equa-
_ - . . . d%u N .
¢ao de advecgao linear é introduzido um termo viscoso | e— | na equagao. Considera

or?

se também a equagao na sua forma conservativa, portanto tem-se a seguinte equacao:

%—Fg( t) = @ <z< t>0
ot oz Y T fgpz TE=TSIR P=

sendo f(x,t) = ”(th)Q e € é dado pela equacgao (8.40).

Exemplo 10 considere o sequinte problema

ou Of
— + = = <zx< >
8t+8x(x’t) 0 0<xz<06 t>0
05, sex=0 (8.44)
u(:v,O)—{ 0, sex>0

u(zr,t) =05 e u(xg,t)=0

cuja a solucao € dada por

0.5, sex < it
_ ? 4
w(,?) { 0, sex> it ’

Este problema tem como objetivo verificar qual é a melhor funcao ntucleo e a melhor
funcao peso dos métodos SPH e MPS respectivamente. Na Figura 8.35 pode-se observar
os resultados da simulacao adotando uma malha com passo temporal §t = 0.004 e passo
espacial dx = 0.002 e desta forma tem-se que v < 1.

Observacao:

1. Os parametros utilizados neste problema s@o iguais a do problema (8.41).
2. Na condigao CFL toma-se |a| = |tmaz|-

3. Observe na Tabela 8.15 que o erro do método SPH usando a fungao spline III é o
mesmo que a do método MPS. No método SPH utilizando a func¢ao new quartico
quando h — dx a solucao do SPH tende para a a solucao do MPS.
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Exata : g
Exata *  Spline Il
0.05 *  Koshizuka e Oka 0.05 « New quartico 2

o +  Yoon ; ; 3 ; o & spline vV ; ; % %

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

(a) MPS (b) SPH

Figura 8.33: Gréficos da solugdo numérica do problema (8.44) no tempo ¢t = 2.

Conclusao

Visualmente observa-se pouca diferenca entre as solugoes numéricas com excecao da
funcao spline quintica, desta forma foi construido a Tabela 8.15 onde apresenta o erro
absoluto dos métodos com suas respectivas fungoes.

Tabela 8.15: Erros dos métodos SPH e MPS para a equagao de advecgao (8.44).

Spline IIT | New quartico | Spline V | Koshizuka | Yoon
Erro | 0.4412 0.4464 2.6706 0.4412 0.4412

Portanto, pode se observar que com excegao do método SPH utilizando a fungao spline
quintica, que ambos os métodos sao equivalentes.

Exemplo 11 considere o sequinte problema

ou Of

— + —(z,1) = 1 <x<3. >
1, sex < 1.5

u(x,0) =4 25—z, selb<x<25 (8.45)
0, sex > 2.5

u(zrp,t)=1 e u(zxg,t)=0

cuja a solugcao exata é:

- Parat <1:
1, sex <1b—t
u(r,t) = 25, selb+t <z <25
0, sex > 2.5
- Parat > 1:

(1) = 1, sex <240.5
10, sex>2+0.5t

Neste problema tem-se duas situagoes, a primeira ¢ quando ¢ < 1 e a segunda ¢ quando
t > 1. Quando t < 1 a funcao u tem um certo comportamento e quando ¢ > 1 a funcao
u tem outro comportamento, isso ocorre por causa dos choques das curvas caracteristica.
O objetivo desse problema ¢ verificar a condigcao CFL, entao adotando o passo temporal
0t = 0.01 observe através da Figura 8.34 a influéncia da condigao CFL.
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Exata Exata
* SPH * SPH
% 1+ MPS 1 1 - w™ps

0.8 0.8

0.6 0.6

04r 0.4
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(a) CCFL = 0.600 (b) CCFL =1

1.2p

Exata
" * SPH
+  MPS

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2 L L L I |
1 15 2 25 3 35

(¢c) Copr = 1.0598

Figura 8.34: Gréficos da solugdo numérica do problema (8.45) variando o parametro .

Conclusao

Pode-se observar através da Figura 8.34 que quando v < 1 nao ocorreram oscilagoes
proximo a descontinuidade diferentemente de quando v > 1. Portanto, para se obter uma
solucao sem oscilacoes a condigao CFL deve ser satisfeita.

Exemplo 12 considere o sequinte problema

ou Of
— + —=(x,t) = —1<r<1 t>
8t+8x(x’) 0 <z< >0
1, se |z] < 3 (8.46)
u(:p,O)—{ —1, ses <|z] <1

w(zp,t) =—1 e wu(xg,t)=—1
cuja a solucao € dada por
-1, sex< —t—%
1 1
u(z,t) = t se—t1—§<x1<t—§
1, set—3 <z <3
-1, sex>%

Este problema tem como objetivo mostrar a influéncia do parametro e. Adotando o
uma malha com passo temporal 6t = 0.01 e dx = 0.01 a condigao v < 1 é sempre satisfeita
e o valor calculado pela equagao (8.40) é e = 0.005. Na Figura 8.35 sao apresentadas os
perfis das solucoes numéricas no tempo ¢t = 0.5.
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Exata
—— SPH
MPS

Exata
—— SPH
MPS
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(a) e = 0.0049 (b) € =0.005
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(¢) € =0.0051

Figura 8.35: Gréaficos da solugdo numérica do problema (8.46) variando o parametro e.

Conclusao

Pode observar através da Figura 8.35 que quando ¢ = 0.0049 obtém-se uma solugao
suave ao contrario dos outros. Quando € = 0.005 houve uma pequena oscilagao na solugao,
mas por outro lado foi a que obteve o melhor erro absoluto como mostra a Tabela 8.16.

Tabela 8.16: Erros dos métodos SPH e MPS para a equagao de advecgao (8.46).

€ =0.0049 | € =0.005 | € = 0.0051
SPH 0.8590 0.6747 3.3273
MPS 0.8590 0.6747 3.3273

Portanto, o valor do € dada pela equagao (8.40) é satisfatorio.

Conclusao Final

A estratégia adotada, nao se mostrou tao satisfatéria como para a equagao de advecgao
linear da Secao 8.2.3, pois em alguns problemas ainda ocorreram pequenas pertubagoes.

8.3 Equacao de Poisson Bidimensional

Nesta secao estéa o principal objetivo deste trabalho, pois como ja mencionado ter uma
boa aproximacao da equagao de Poisson é de extrema importancia para garantir uma boa
aproximacao das equagoes de Navier-Stokes.
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Exemplo 13 Considere o sequinte problema

Pu  0%u

@Jra_zﬂzzl, 0<z<l O<y<l;

w(0,y) =22, u(l,y)=(x—1)2 0<y<I; (8.47)

u(z,0) =v% wu(z,1)=(1-y)?* 0<z<1.

Primeiramente, de acordo com a literatura os parametros utilizados pelas fungoes
nicleo spline cibica e new quértico sdo k = 2 e h = 1.3dz [28]. Este problema tem com
objetivo, verificar se o parametro h = 1.3dz é a melhor opgao para resolver a equagao de
Poisson. Neste problema nao foi considerado nenhum tratamento de fronteira.

Visualmente pode-se observar através da Figura 8.36 que a solucao numérica esta de
acordo com a solucao analitica. Uma analise quantitativa é mostrada nas Tabelas 8.17,
8.18 e 8.19 onde sao apresentados os erros relativos de cada funcao ntucleo variando o
parametro r,.

0 o

(a) Exata (b) Numérica
Figura 8.36: Em (a) tem-se o grafico da solugao exata do problema (8.47) e em (b) é

apresentado a solu¢ao numérica pela fungao niicleo new quartico com h = 1.3dx.

Tabela 8.17: Erros do método SPH utilizando as fungoes niicleo spline cubica e new
quértico com os parametros k =2 e h = 1.2dx.

Particulas 400 900 1600 | 2500 | 3600 | 4900 | 6400 | 8100
Spline III 0.0745 | 0.0444 | 0.0304 | 0.0223 | 0.0170 | 0.0134 | 0.0106 | 0.0085
New quartico | 0.0142 | 0.0178 | 0.0324 | 0.0408 | 0.0463 | 0.0502 | 0.0531 | 0.0553

Tabela 8.18: Erros do método SPH utilizando as func¢oes nucleo spline cubica e new
quartico com os parametros k =2 e h = 1.3dx.

Particulas 400 900 1600 | 2500 | 3600 | 4900 | 6400 | 8100
Spline III 0.0794 | 0.0533 | 0.0413 | 0.0344 | 0.0299 | 0.0267 | 0.0244 | 0.0226
New quéartico | 0.0512 | 0.0255 | 0.0138 | 0.0073 | 0.0038 | 0.0046 | 0.0057 | 0.0069
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Tabela 8.19: Erros do método SPH utilizando as fungoes niicleo spline cubica e new
quéartico com os parametros k =2 e h = 1.4dzx.

Particulas 400 900 1600 2500 | 3600 | 4900 | 6400 | 8100
Spline III 0.0737 | 0.0514 | 0.0412 | 0.0353 | 0.0315 | 0.0288 | 0.0269 | 0.0253
New quértico | 0.0789 | 0.0574 | 0.0476 | 0.0420 | 0.0384 | 0.0358 | 0.0340 | 0.0325

Através das Tabelas 8.17, 8.18 e 8.19 pode-se observar:

1. Quando h = 1.2dx os erros obtido pela funcao new quartico vao aumentando quando
aumenta o nimero de particulas.

2. Quando h = 1.3dx os erros obtido pela fungao new quértico vao diminuindo até o
numero de particulas 3600, depois o erros vao aumentando.

3. Na funcao spline cubica os erros obtidos vao diminuindo quando refina-se a malha
independente do parametro h.

Conclusao

Os parametros que apresentaram os melhores resultados para a funcgao spline ctibica
sao k =2 e h = 1.2dx e para a funcao new quartico os parametros sao k =2 e k = 1.3dx.

Exemplo 14 Considere o sequinte problema

Pu  O*u

@—1—8—?;2:—2005(3:)008(3/), O<z<m O<y<m,

uw(0,y) = cos(y), u(m,y)=—cos(y), 0<y<m; (8.48)

u(z,0) = cos(x), u(x,m)=—cos(x), 0<x<m.

Neste problema sera usada a fun¢ao nicleo new quéartico com os parametros k = 2 e
h = 1.3dx. O seu objetivo é verificar se a solugao numérica da equagao de Poisson melhora
com algum tipo de tratamento de fronteira proposto no capitulo 7.

Visualmente os gréaficos das solucoes numeéricas estao semelhante ao da solugao exata
como pode ser observado através da Figura 8.37, mas para saber qual obteve os melhores
resultados foi calculado o erro relativo de cada estratégia e o resultado é mostrado na
Tabela 8.20.

Tabela 8.20: Erros do método SPH.

Normal @) Dummy @) Fantasma @)
400 | 0.0217 - 0.0145 - 0.0757 -
1600 | 0.0115 | 0.4580 | 0.0050 | 0.7680 0.0681 0.0763
6400 | 0.0067 | 0.3897 | 3.56e — 4 | 1.9060 0.0647 0.0369

Conclusao

Como pode ser observado através da Tabela 8.20 os melhores resultados, foram obtidos
aplicando o tratamento de fronteira pelas particulas dummy e a ordem de convergéncia
também aumentou.
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Figura 8.37: Gréaficos das solugoes do problema (8.48).
Exemplo 15 Considere o sequinte problema:
2 2
0°u  0%u )
— + = = —2sin(mz)cos(mz), O0<z<m, 0<y<m;
or?  Jy?
sin(7?) cos(my) (8.49)
w(0,y) =0, u(m,y)= 2 , 0<y<m ’ :
sin(mx) sin(7x)
u(z,0) = —5—, u(z,m) = — , 0<z<nm
T

cuja a solugao € u(x,y) =

sin(mzx) cos(my) '

Na literatura do método MPS os parametro utilizados pelas fungoes peso sao r, = 2.1
para o calculo do pnd® e r, = 4.0dz para o calculo do operador laplaciano MPS (6.15) em

duas dimensoes [31]. A funcao peso utilizada é a proposta por Koshizuka e Oka (6.4).

A primeira a anélise a ser realizada seré fixando o valor do parametro r, = 2.1 para o
célculo do pnd® e variando o 7. para o calculo do operador laplaciano. Na simulacao nao
foi utilizado nenhum tratamento de fronteira, desta forma so sera usada a equagao (8.8)

para o calculo de A quando r, < 2dz. Os resultados sao mostrados na Figura 8.37.

Na Tabela 8.21 sao apresentados os erros das solugoes numeéricas conforme o parametro

Te.
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(a) Exata (b) re = 1.495dx

(¢) re = 2.1dx (d) r. = 4.0dz

Figura 8.38: Gréficos das solugoes do problema (8.49) variando o parametro 7.

Tabela 8.21: Erros do método MPS variando o parametro r..

Particulas 400 900 1600 | 2500 | 3600 | 4900 | 6400 | 8100
re = 1.495dx | 0.0612 | 0.0297 | 0.0174 | 0.0114 | 0.0080 | 0.0059 | 0.0045 | 0.0036
re = 2.1dx | 0.0776 | 0.0382 | 0.0228 | 0.0152 | 0.0110 | 0.0083 | 0.0066 | 0.0053
re = 4.0dz | 0.7416 | 0.7428 | 0.7412 | 0.7397 | 0.7386 | 0.7377 | 0.7369 | 0.7363

Conclusao

Visualmente pode-se observar através da Figura 8.37 que as solu¢oes numéricas quando
re = 1.495dx e r, = 2.1dx sao semelhantes ao da solucao exata do problema. Quando se
aumenta o parametro r, ha uma grande suavizacao na solu¢gao numérica como também
pode ser observado. Portanto, quando nao se faz nenhum tratamento no contorno o
parametro r, = 4.0dz nao é uma boa opcao.

Exemplo 16 Considere o sequinte problema:

Pu  *u
o T ~ 02 “l<w<l —l<y<l

wr,—1) =249, u(z,1)=2*+9, —-1<zx<1.
cuja a solugao é u(x,y) = x> — y? + 10.

A segunda analise sera feita fixando o parametro r. = 2.1dx para o célculo do pnd®,
mas desta vez sera utilizado o tratamento de fronteira por particulas dummy para o seu
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calculo. Para o calculo do laplaciano nao sera utilizado nenhum tratamento de fronteira,
desta forma s6 serd usada a equagao (8.8) para o célculo de A quando r. < 2dx. Os
resultados sao apresentados na Figura 8.39 e na Tabela 8.22.
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Figura 8.39: Gréaficos das solugoes do problema (8.50) variando o parametro 7.

Tabela 8.22: Erros do método MPS variando o parémtro r..

Particulas | r. = 1.495dx | r.=2.1dx | r.=4.1ldx
400 1.6019e — 05 | 5.2262e — 04 0.0319
900 1.5769¢e — 05 | 4.0670e — 04 0.0321
1600 1.5646e — 05 | 3.2878e — 04 0.0322
2500 1.5572e — 05 | 2.7495¢ — 04 0.0322
3600 1.5524e — 05 | 2.3594e — 04 0.0323
4900 1.5489¢ — 05 | 2.0649¢ — 04 0.0323
6400 1.5463e — 05 | 1.8352e — 04 0.0324
8100 1.5443e — 05 | 1.6511e — 04 0.0324

Conclusao

Na Figura 8.39 pode-se observar que as solu¢oes numéricas com os parametros r, =
1.495dx e r. = 2.1dz sao semelhantes a da solucao exata, ja a solugdo numérica com o
parametro r. = 4.0dx apresenta o grafico mais suavizado. Portanto, quando s6 se faz o
tratamento de fronteira para o calculo do pnd® a melhor opc¢ao é tomar r, = 1.495dx.
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Exemplo 17 Considere o sequinte problema

0%u N 0%u 2cos(z 4 3) o o
—— + -5 = —2cos(z T <x < —7 -
o2 Oy? Y) , y :
U(_7T7y) = COS(—T[' + y), u(ﬂ"y) = COS(ﬂ' + y)’ —r<y<m’ (851)

u(x,—m) =cos(x — ), wu(z,7m))=cos(zx+m), —nm<z<m.
cuja a solugao € u(x,y) = cos(z + y).

Neste problema, seré realizado o tratamento de fronteira por particulas dummy tanto
para o calculo do pnd® quanto para o célculo o laplaciano. Os resultados sdo mostrados
através da Figura 8.40 e da Tabela 8.23.

XSRS
D% 0050
e
K577
A
v/ 4

(c) re =2.1dx (d) re = 4.0dx

Figura 8.40: Gréaficos das solugoes do problema (8.51) variando o parametro 7.

Tabela 8.23: Erros do método MPS variando o parametro r..

Particulas | r. = 1.495dx | r. = 2.1dz | r. = 4.0dx
400 0.0125 0.0259 0.7902
900 0.0053 0.0126 0.8023
1600 0.0028 0.0078 0.8070
2500 0.0017 0.0054 0.8095
3600 0.0010 0.0041 0.8109
4900 6.6639¢ — 04 0.0032 0.8119
6400 4.2042¢ — 04 0.0027 0.8126
8100 2.5182¢ — 04 0.0022 0.8131
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Conclusao

Como pode ser observado na Figura 8.40 para os valores r, = 1.495 e r, = 2.1dz os
graficos sao semelhante a da solugao exata. Quando r. = 4.0dz ha uma grande suavizagao
na solugao, mas esta suavizagao nao esta no contorno, logo o problema é o grande ni-
mero de particulas que o parametro r. = 4.0dz utiliza para aproximar uma determinada
particula.

O valor do parametro que obteve melhores resultados é r. = 1.495dz conforme mostra
a Tabela 8.23.

Exemplo 18 Considere o sequinte problema

0? 0?
6_7;+6_7“2L:(x2+y2)e$y, O<z<1l O0<y<l;
x Y

w(0,9) =1, u(l,y)=¢", 0<y<1; , (8.52)

u(z,0) =1, wu(x,1))=¢Y, 0<zx <1,
cuja a solugao € u(z,y) = ™.

Como pode ser observado nos problemas anteriores o parametro que obteve melhores
resultados foi r, = 1.495dx, desta forma sera analisada a solu¢ao numeérica com e sem o
tratamento de fronteira por particulas dummy para o calculo do pnd®. Os resultados sao
apresentados através da Figura 8.41 e da Tabela 8.24.
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SRIRERNNess
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(a) Normal (b) Dummy

Figura 8.41: Graficos das solugdes do problema (8.52) sem e com o tratamento de fronteira.

Tabela 8.24: Erros do método MPS sem e com o tratamento de fronteira.

Particulas Normal @) Dummy (@)
400 9.2514e — 004 - 4.6131e — 005 -
1600 2.5199e — 004 | 0.9382 | 1.9178e — 005 | 0.6331
6400 7.1520e — 005 | 0.9085 | 1.2589¢ — 005 | 0.3036

Conclusao

Através dos resultados da Figura 8.41 e da Tabela 8.24, pode se concluir que a solugao
numérica sem e com o tratamento de fronteira por particulas dummy sao satisfatorias,
mas a que apresentou melhores resultados foi a com o tratamento de fronteira.
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Exemplo 19 Considere o sequinte problema
Pu  Pu Ty
—t=—=—4+=, 1<r<2, 1<y<?2
ox?  0y? y + x . Y
(8.53)

u(l,y) = xlog(x), u(2,y)=xzlog(4z?), 1<y <2;’

u(z,1) = ylog(y), wu(z,2)) =ylog(4y?), 1<z <2

cuja a solugao € u(z,y) = zylog(xy).

Neste ultimo problema serao comparados os métodos SPH e MPS. No método SPH
serd utilizada a fungao niicleo new quartico com os parametros k = 2 e h = 1.3dz, ja
no método MPS seré utilizada a fungao proposta por Koshizuka e Oka com o parametro
r. = 1.495dx. Em ambos os métodos sera utilizado o tratamento de fronteira por particulas
dummy. Os resultados sao apresentados na Figura 8.42 e na Tabela 8.25.
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Figura 8.42: Gréficos das solugdes do problema (8.53) utilizando os métodos SPH e MPS.

Tabela 8.25: Erros dos métodos SPH e MPS.

Particulas SPH @) MPS @
400 0.0032 - 2.3993¢ — 005 -
1600 0.0012 0.7075 | 1.7074e — 005 | 0.2454
6400 4.7299¢ — 004 | 0.6716 | 1.5285e¢ — 005 | 0.0798

Conclusao

Através dos resultados da Figura 8.42 e da Tabela 8.25, pode se concluir que a solugao
numérica dos métodos SPH e MPS sao satisfatorias, mas a que apresentou melhores

resultados foi a obtida pelo método MPS.

Conclusao Final

Os métodos SPH e MPS se mostraram satisfatorios para resolver numericamente a
equagao de Poisson bidimensional.
No método SPH utilizando a fungao ntcleo new quartico os parametros que melhor
apresentaram a solugao numérica sao k = 2 e h = 1.3dzx, j4 quando se utiliza a fungao
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spline cibica os pardmetros sao k = 2 e h = 1.2dx. Dentre os tratamento de fronteira
apresentadas no capitulo 7 aquele que apresentou melhores resultados foi o tratamento de
fronteira por particulas dummy.

No método MPS o parametro que apresentou melhor resultado foi r, = 1.495dx muito
diferente do que é apresentado na literatura [31], ja o tratamento de fronteira por par-
ticulas dummy para o célculo do pnd® ¢ uma boa estratégia para melhorar a solucao
numeérica.
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Consideracoes Finais

1. Para a equacao de Poisson unidimensional com condigoes de contorno de Dirichlet,
os métodos SPH e MPS se mostraram semelhante ao método de diferencas finitas
quando o dominio de influéncia era V; = {x;_1, x;41}. A matriz resultante do sistema
linear dos Métodos SPH e MPS tem as mesmas propriedade da matriz resultante
do MDF, ou seja, é tridiagonal, simétrica e definida positiva. Ja para a equagao
de Poisson unidimensional com condi¢oes de contorno de Neumann héa perda de
simetria o que também acontece no método de diferengas finitas.

2. Para a equagao do calor quando o dominio de influéncia era V; = {x;_1, 211}
os métodos SPH e MPS obtiveram as mesmas restri¢coes de estabilidade que a do
método de diferencas finitas em relagao a integragao temporal.

3. Em relagao a equagao de advecgao a estratégia de adicionar uma viscosidade artificial

0u

(eﬁ> , sendo € dada pela equagao (8.40) se mostrou bem eficiente em relacao as
x

oscilagoes proximas a descontinuidade e a condigao CFL.

4. Para a equacao de Burgers a estratégia de adicionar a mesma viscosidade artificial da
equagao de advecgao nao se mostrou tao eficiente como para a equagao de advecgao,
pois em alguns problemas ocorreram pequenas oscilacoes.

5. Para a equacao de Poisson bidimensional com condig¢oes de contorno de Dirichlet,
os valores dos parametros k e h sugeridos na literatura do SPH se mostram os mais
eficientes, ja em relacao ao tratamento da fronteira o que apresentou melhores resul-
tados foi o tratamento de fronteira por particulas dummy. O valor do parametro r,
sugerido na literatura para o calculo do operador laplaciano nao apresentou resulta-
dos satisfatorios, pois devido ao grande niimero de particulas a solugao era bastante
suavizada. O valor que apresentou melhores resultados foi r, = 1.495dx com o tra-
tamento de fronteira por particulas dummy para o célculo do pnd®. Tanto o método
SPH quanto o método MPS apresentaram resultados satisfatérios na solugao da
equagao de Poisson.
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