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RESUMO

Neste trabalho apresentam-se condições descritas por desigualdades matriciais lineares, LMIs
(do inglês: Linear Matrix Inequalities), para o projeto de controladores robustos para sistemas
dinâmicos de ordem α ∈ (0,1]. Os controladores propostos utilizam a realimentação da deri-
vada de ordem α ∈ (0,1] do vetor de estado, a chamada realimentação α-derivativa, e também
a realimentação do vetor de estado. A literatura clássica apresenta resultados que utilizam o
método direto de Lyapunov e a estabilização quadrática no projeto de controladores para sis-
temas de ordem inteira. Os teoremas propostos neste trabalho para sistemas fracionários são
condições suficientes análogas a estes resultados. Esta analogia é possível através da extensão
fracionária, recentemente disponível na literatura, do método direto de Lyapunov e de um limi-
tante superior para a derivada de ordem α ∈ (0,1] da função de Lyapunov do tipo quadrática,
cDα

t V (x(t)). Nesse sentido, as LMIs propostas para estabilização quadrática são análogas aos
casos clássicos, pois não dependem da ordem α ∈ (0,1] do sistema. Em particular, o foco deste
trabalho recai no controle do tipo chaveado, que trata da minimização do limitante superior de
cDα

t V (x(t)). O controle chaveado dispensa o conhecimento das funções de pertinência quando
da utilização de modelos fuzzy Takagi-Sugeno, permitindo trabalhar com plantas lineares e não
lineares, ambas incluindo parâmetros incertos. Dessa forma, a estabilização quadrática pos-
sibilitou a obtenção de novos resultados para o problema de controle robusto de sistemas de
ordem α ∈ (0,1], contemplando os principais resultados análogos, com o projeto da realimen-
tação α-derivativa em sistemas lineares e com o projeto de controladores chaveados, utilizando
a realimentação do vetor de estado, em sistemas lineares e não lineares.

Palavras-chave: Sistemas de ordem fracionária. Método direto de Lyapunov fracionário. De-
sigualdades matriciais lineares. Controle robusto. Controle chaveado. Modelos fuzzy Takagi-
Sugeno.



ABSTRACT

This work proposes linear matrix inequalities (LMIs) conditions for the design of robust con-
trollers for dynamic systems of order α ∈ (0,1]. The proposed controllers use the feedback of
the state vector derivative of order α ∈ (0,1], the so-called α -derivative feedback, and also
the feedback of the state vector. The classical literature presents results that use the Lyapunov
direct method and the quadratic stabilization in the design of the controllers for integer order
systems. The theorems proposed in this work for fractional systems are sufficient conditions
analogous to these results. This analogy is possible through the fractional extension, recently
available in the literature, of the direct Lyapunov method and an upper bound for the α ∈ (0,1]
order derivative of the quadratic Lyapunov function, cDα

t V (x(t)). In this sense, the proposed
LMIs for quadratic stabilization are analogous to the classical ones, since they do not depend
on the order α ∈ (0,1] of the system. In particular, the focus of this work lies in the switched
control, which deals with the minimization of the upper bound of cDα

t V (x(t)). The switched
control dispenses the knowledge of the membership functions when using the Takagi-Sugeno
fuzzy models, allowing to work with linear and nonlinear plants, both of them with uncertain
parameters. Therefore, the quadratic stabilization allowed to obtain new results for the robust
control problem of α ∈ (0,1] order systems, considering the main analogous results, with the
α-derivative feedback design in linear systems and with the design of switching controllers,
using state vector feedback, for linear and nonlinear systems.

Keywords: Fractional order systems. Fractional Lyapunov direct method. Linear matrix ine-
qualities. Robust control. Control switch. Takagi-Sugeno fuzzy models.
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1 INTRODUÇÃO

A origem do questionamento acerca do cálculo de ordem arbitrária remonta ao final do
século XV II. Por mais de três séculos a teoria permaneceu vinculada ao campo da matemá-
tica pura. Apenas nas últimas décadas surgiram aplicações nos campos da física, engenharia
de controle, processamento de sinais, probabilidade e estatística, viscoelasticidade, redes neu-
rais, entre outras (CAMARGO, 2009). Apresentamos a seguir alguns dos desenvolvimentos e
aplicações do cálculo fracionário.

Em Charef (2006) é apresentado um método de aproximação dos operadores de ordem
fracionária por funções racionais, para uma determinada faixa de frequências, incluindo uma
realização através de circuitos analógicos. Em Rana (2016) encontra-se um procedimento sis-
temático para a implementação em hardware com circuitos integrados em FPGA (do inglês:
Field Programmable Gate Array) dos operadores básicos do cálculo fracionário, utilizando a
definição de derivada fracionária segundo Grünwald-Letnikov. Simulações e resultados da im-
plementação para a integral e derivada fracionárias de sinais senoidais e de onda quadrada são
apresentados para determinadas ordens dos operadores. Os modelos de ordem fracionária for-
necem precisão e são capazes de representar perfeitamente qualquer ordem real do sistema.
Um modelo de alta ordem contendo integradores e diferenciadores de ordem inteira pode ser
aproximado por módulos de ordem fracionária, os quais são mais simplificados. Assim, o cres-
cente interesse da indústria em sistemas de ordem fracionária reside no fato de que os módulos
funcionais podem ter sua estrutura simplificada significativamente (EFE, 2011).

No contexto da teoria de circuitos, encontra-se definida a impedância elétrica generalizada
no domínio da frequência, proporcional a sα , (s = jω), conhecida como fractância (NAKA-
GAWA; SORIMACHI, 1992). A impedância elétrica dos elementos clássicos de circuito são
casos particulares de fractância. Por exemplo, quando a ordem α é igual a −1, 0 e 1, obtém-se
a impedância do capacitor, resistor e indutor, respectivamente. Um capacitor de ordem fraci-
onária, também conhecido como elemento de fase constante, é caracterizado pela impedância
Z = (1/Cα)sα , com Cα a capacitância de ordem α . Um método para a construção de um ele-
mento de fase constante, adequado para aplicações em circuitos, foi proposto em Biswas, Sen e
Dutta (2006). A incorporação de um capacitor de ordem fracionária em um circuito resulta em
um sistema de ordem fracionária que encontra aplicações, por exemplo, em processamento de
sinais e sistemas de controle (CHEN; VINAGRE, 2003; SILVA; MACHADO; LOPES, 2004).
Em Freeborn, Maundy e Elwakil (2015) são examinados modelos de circuitos elétricos fraci-
onários vigentes na literatura, os quais tem o objetivo de proporcionar um melhor ajuste aos
dados de impedância coletados experimentalmente a partir de elementos de armazenamento e
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geração de energia, como supercondensadores, baterias e células combustível. Em todos os mo-
delos pesquisados, o emprego de capacitores de ordem fracionária é imperativo não apenas para
a precisão do modelo, mas para refletir as propriedades eletroquímicas e físicas do dispositivo.

As equações de Maxwell constituem o formalismo para a descrição de fenômenos eletro-
magnéticos. Segundo Machado et al. (2006), um olhar mais atento para o fenômeno de efeito
pelicular, presente em linhas de transmissão, motores elétricos e transformadores, motivou uma
nova perspectiva para a substituição de modelos clássicos por modelos de ordem fracionária,
introduzindo o conceito de potencial elétrico fracionário estático. Em Zheng (2016) é proposta
uma modelagem de ordem fracionária para um servo sistema de velocidade de um motor sín-
crono de íman permanente, PMSM (do inglês: Permanent Magnet Synchronous Motor), combi-
nando a modelagem de peças eletromagnéticas e de peças mecânicas. Com base no modelo de
ordem fracionária proposto e no esquema de identificação utilizado, as experiências de identifi-
cação são realizadas na parte eletromagnética e na parte mecânica. Verificou-se que a resposta
em frequência do modelo de ordem fracionária é mais próxima da resposta em frequência real
do PMSM, em comparação com o modelo de ordem inteira.

Em geral, sistemas físicos podem ser caracterizados pela derivada e integral fracionárias,
como, por exemplo, sistemas viscoelásticos (LORENZO et al., 2017), osciladores (SAID et
al., 2017) e baterias de lítio (MU et al., 2017). Inúmeras pesquisas consideram operadores
fracionários na descrição de circuitos RLC, (RADWAN; SALAMA, 2012; GÓMEZ-AGUILAR
et al., 2016, 2017).

Em Jacyntho (2015) são apresentados métodos de identificação de sistemas lineares invari-
antes no tempo, descritos através de funções de transferência, estáveis ou instáveis, de ordem
fracionária, utilizando como entrada um degrau.

Novos resultados surgem em controle fracionário por modos deslizantes (BAYRAMO-
GLU; KOMURCUGIL, 2014; YIN; CHEN; ZHONG, 2014), controle fracionário com a técnica
backstepping (SHUKLA; SHARMA, 2017; SHENG et al., 2017) e controle fracionário adap-
tativo (ODIBAT, 2010; LUO; LI; TAJADDODIANFAR, 2017).

Mediante o exposto, certos fenômenos físicos, que não eram bem explicados por modelos
baseados no cálculo tradicional, têm sido melhor modelados por derivadas e integrais de ordem
não inteira. Uma definição unificada para o cálculo de ordem não inteira ainda é discutida na
literatura. A escolha da definição depende do tipo de aplicação. Para modelos que utilizam
equações diferenciais ordinárias, as definições de Riemann-Liouville e de Caputo são as mais
utilizadas. Para os modelos com equações diferenciais parciais, a definição de Riez é a mais
adequada. Na maioria dos casos não é possível obter soluções analíticas dos modelos que
utilizam sistemas de ordem fracionária, assim como não o é na maioria dos casos para modelos
que utilizam sistemas de ordem inteira. Em vista disto, métodos numéricos são utilizados para
a obtenção de soluções aproximadas. Entretanto, ainda são poucos os métodos de solução
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encontrados na literatura para sistemas de ordem fracionária, pois estes sistemas dependem da
definição utilizada para o operador fracionário e, além disso, a sua implementação requer uma
computação intensiva dada sua característica intrínseca de memória hereditária (SALGADO,
2015).

A necessidade de consolidar uma teoria de estabilidade para sistemas dinâmicos fracioná-
rios culmina em produções relevantes. Em Petrás (2011), por exemplo, estão reunidos alguns
dos principais teoremas de estabilidade relacionados aos autovalores e polos de sistemas fra-
cionários lineares, envolvendo equações no espaço de estados e função de transferência. A
análise da estabilidade de sistemas fracionários tem o seu maior êxito com a extensão fracioná-
ria do método direto de Lyapunov, que se encontra estabelecida em Li, Chen e Podlubny (2009,
2010). A princípio, a utilização deste método é onerosa para determinados sistemas, dadas as
dificuldades associadas à derivada de ordem fracionária do produto e composição de funções.
Entretanto, novos lemas relacionados à derivada de Caputo trouxeram fluidez ao método direto
de Lyapunov fracionário (AGUILA-CAMACHO; DUARTE-MERMOUD; GALLEGOS, 2014;
DUARTE-MERMOUD et al., 2015; ANAYA et al., 2017).

A perspectiva desse trabalho consiste na busca por condições de estabilização da planta
fracionária utilizando o vetor de estado ou a derivada de ordem α ∈ (0,1] do vetor de estado.
Inicialmente é apresentado o estado atual da análise de estabilidade de sistemas lineares e não
lineares de ordem fracionária. Em Matignon (1994) foi estabelecido o primeiro teorema relacio-
nado à estabilidade de sistemas lineares fracionários. Desde então, como mencionado em Liu et
al. (2016), a estabilidade a tempo finito, a estabilidade assintótica, a estabilidade Mittag-Leffler
e a BIBO estabilidade de sistemas fracionários lineares e não lineares têm sido investigadas
pela comunidade científica. Em seguida são apresentados alguns lemas recentes relacionados
à derivada de Caputo, utilizados na extensão fracionária do método direto de Lyapunov, como,
por exemplo, o lema proposto em Duarte-Mermoud et al. (2015), o qual estende a regra da
cadeia para a derivada de Caputo de V (x(t)) = xT (t)Px(t), com PT = P. Esta teoria é então
aplicada na proposta do controle de sistemas lineares incertos via realimentação α-derivativa e
na extensão da teoria de controle robusto chaveado, com realimentação do vetor de estado, para
sistemas fracionários lineares e sistemas fracionários não lineares descritos por modelos fuzzy
Takagi-Sugeno.

Segue a organização deste trabalho:

• O Capítulo 2 traz uma breve abordagem dos fatos históricos mais conhecidos e considera-
dos acerca do desenvolvimento do cálculo de ordem fracionária e apresenta, ao final, uma
referência contendo informações técnicas para introduzir o leitor na história mais recente
do cálculo fracionário;

• O Capítulo 3 traz uma base teórica do cálculo fracionário para utilização ao longo deste
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trabalho, com as definições e desenvolvimentos pertinentes;

• O Capítulo 4 descreve a extensão do método direto de Lyapunov para sistemas de ordem
fracionária, bem como alguns lemas recentes relacionados à derivada de Caputo, os quais
serão úteis no desenvolvimento desse trabalho;

• O Capítulo 5 propõe a extensão de alguns resultados teóricos sobre o controle chaveado
de sistemas lineares de ordem inteira, para uma classe de sistemas lineares de ordem
fracionária com incertezas politópicas. Exemplos numéricos validam a teoria;

• O Capítulo 6 propõe a extensão de alguns resultados teóricos sobre o controle chaveado
de sistemas não lineares de ordem inteira, para uma classe de sistemas não lineares de or-
dem fracionária com incertezas politópicas, descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno,
contendo exemplos que validam a teoria;

• O Capítulo 7 propõe a extensão de alguns resultados teóricos sobre o controle robusto
de sistemas lineares de ordem inteira com realimentação da derivada do vetor de estado,
para uma classe de sistemas lineares de ordem fracionária, via realimentação α-derivativa.
Exemplos numéricos validam a teoria;

• Por fim, o Capítulo 8 traz as conclusões desse trabalho, perspectivas futuras e a referência
bibliográfica do artigo publicado em congresso nacional, intitulado ‘Condições em LMIs
para estabilidade Mittag-Leffler e taxa de decaimento de sistemas de ordem fracionária
com realimentação de estados α - derivativa’.
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8 CONCLUSÕES GERAIS

Este trabalho considera a dinâmica fracionária de sistemas lineares ou não lineares, autonô-
mos ou não autônomos e fornece uma metodologia para o projeto de controladores robustos em
sistemas fracionários Caputo de ordem α ∈ (0,1].

Conforme apresentado no Capítulo 4, é possível extender o método direto de Lyapunov
para sistemas fracionários de ordem α ∈ (0,1]. Basicamente, se existe uma candidata a função
de Lyapunov V (x(t)) > 0, tal que cDα

t V (x(t)) < 0, para todo x 6= 0, então a estabilidade do
sistema é exibida. Este método é válido para uma definição arbitrária de derivada fracionária,
em particular para a derivada de Caputo, Riemann-Liouville e Grünwald-Letnikov. Em sequên-
cia, são apresentados lemas inseridos no contexto do método direto de Lyapunov fracionário,
quando utilizada a derivada segundo Caputo. Por exemplo, mediante o Lema 4, tem-se que
cDα

t V (x(t)) = 2xT (t)cDα
t x(t), em que cDα

t V (x(t)) denota o limitante superior de cDα
t V (x(t)),

resultado este utilizado em toda a sequência deste trabalho na dedução de condições em desi-
gualdades matriciais lineares que garantem a estabilidade assintótica do sistema.

O Capítulo 5 propõe o projeto de controladores robustos chaveados para sistemas fracioná-
rios Caputo lineares de ordem α ∈ (0,1], via realimentação do vetor de estado e compensação
distribuída paralela. Os ganhos do controlador foram calculados através de condições suficien-
tes em desigualdades matriciais lineares, fundamentadas na estabilização quadrática e podendo
incluir taxa de decaimento maior ou igual a γ . A taxa de decaimento Mittag-Leffler, incorpo-
rada no projeto dos ganhos de realimentação, diminui o tempo de estabelecimento das respostas
do sistema fracionário. Exemplos numéricos validam a teoria. O Capítulo 6 propõe o projeto
de controladores robustos chaveados para sistemas fracionários Caputo não lineares de ordem
α ∈ (0,1] descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno, via realimentação do vetor de estado
e compensação distribuída paralela. Novamente, os ganhos do controlador foram calculados
através de condições suficientes em desigualdades matriciais lineares, fundamentadas na estabi-
lização quadrática, incluindo ou não a taxa de decaimento. O projeto para o sistema de Lorenz
valida a teoria. O controle chaveado dispensa o conhecimento das funções de pertinência da
descrição exata em sistemas Caputo fuzzy Takagi-Sugeno. O Capítulo 7 novamente trata do
controle robusto de sistemas lineares, agora utilizando a realimentação da derivada de Caputo
do vetor de estado. São calculados ganhos robustos do controlador através de desigualdades
matriciais lineares, os quais também incorporam taxa de decaimento.
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8.1 TRABALHOS FUTUROS

• Em Galvão et al. (2013), a planta de ordem fracionária representa com maior precisão
o comportamento real do sistema físico em análise. Dessa forma, pretende-se aplicar a
teoria deste trabalho em sistemas físicos de natureza fracionária ou em modelos de ordem
fracionária que melhor descrevem sistemas físicos.

• Neste trabalho a taxa de decaimento considera apenas o semi-plano complexo esquerdo.
Entretanto, conforme o Teorema 15, a região de estabilização do plano complexo consi-
derando taxa de decaimento pode ser ampliada e redefinida.

• Na metodologia em Sabatier, Moze e Farges (2010), por exemplo, condições em LMIs
necessárias e suficientes são propostas para verificar a estabilidade de sistemas de or-
dem α ∈ (0,1). Pretende-se propor condições necessárias e suficientes de estabilização
baseadas em LMIs.

• Para a utilização prática pretende-se considerar índices de desempenho, como a restrição
da norma dos ganhos do controlador e/ou a saturação do sinal de controle, considerando
uma região de operação do sistema, baseando-se na metodologia proposta nos trabalhos
de Assunção et al. (2007), Alves et al. (2016) e Oliveira et al. (2018), aplicada a sistemas
de ordem inteira.

8.2 PUBLICAÇÃO
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