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"I believe there is no philosophical
high-road in science, with epistemological
signposts. No, we are in a jungle and find

our way by trial and error, building
our road behind us as we proceed. "
(Max Born)



Resumo

Nesse trabalho propomos o desenvolvimento de redes neurais artificiais capazes de fornecer
a energia do estado fundamental do modelo de Hubbard para nanoestruturas fermionicas
interagentes e homogéneas. Uma vez otimizado o funcional via rede neural, este pode ser
usado como input em célculos de funcionais da densidade para sistemas heterogéneos. O
modelo neural obtido mostrou um desempenho excelente, com desvios menores que ~ 0,2%,
recuperando todos os regimes de densidade, magnetizacao e uma vasta extensao de regimes
de interacao, quando comparado com resultados numéricos exatos. Comparado a funcionais
analiticos, o modelo neural é mais preciso em todos os regimes de parametros, especialmente
no regime de fraca interacao, onde o funcional analitico mais recente apresenta um grande
desvio: ~ 7%, contra ~ 0,1% para o nosso modelo neural. Aplicado em aproximacoes
de densidade local para célculos de DFT para cadeias finitas e com heterogeneidades,
como impurezas localizadas e potenciais confinantes, nosso modelo neural se mostrou uma
alternativa confiavel e usando apenas uma fragdo dos recursos computacionais de outros

tratamentos numéricos.

Palavras-chave: Teoria do Funcional da Densidade. Redes Neurais Artificiais. Nanoes-

truturas. Modelo de Hubbard. Informagao Quéntica.



Abstract

In this work we propose an artificial neural network model to the ground-state energy of
fermionic interacting particles in homogeneous chains described by the Hubbard model.
Once the neural network functional is optimized, it can be used as input in density
functional calculations for inhomogeneous systems. The neural network model obtained,
showed excellent performance, deviating by less than ~ 0.2%, recovering all regimes
of density and magnetization and for a vast range of interactions when compared to
exact numerical results. Compared to analytical functionals, the neural network is more
accurate in all regimes of parameters, especially at the weakly interacting regime, where
the most recent analytical parametrization fails the most: ~ 7%, while only ~ 0.1% for
our neural network model. When applied in local density approximations for density
functionals calculations for finite chains with inhomogeneities, such as localized impurities
and confining potentials, our neural model has proven to be a reliable alternative, while

using only a fraction of the computational resources from other numerical treatments.

Keywords: Density Functional Theory. Artificial Neural Networks. Nanostructures. Hub-

bard Model. Quantum Information.
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1 Introducao

Para descrevermos de forma completa a matéria, sua estrutura e suas propriedades,
estudos tedricos a nivel quantico sdo imprescindiveis. A abordagem usual envolve a solucao

da equagao de Schrodinger (ES), processo que pode ser sumarizado do seguinte modo

ES (¥]...|'¥) ..
v(ir)= Y (ri,ro...,ry) = observaveis, (1.1)
onde inicia-se especificando o sistema através do potencial v(r) e entao resolve-se a ES

para a funcao de onda W (r,r2...,ry) e em seguida calcula-se os observaveis de interesse.

Embora esse formalismo seja exato, ele torna-se computacionalmente inviavel
em sistemas complexos envolvendo muitas particulas, mesmo com poderosos recursos
computacionais a disposicao. Tratamentos exatos se tornam especialmente proibitivos
quando adicionamos as simulagoes tedricas heterogeneidades espaciais, tais como: bordas,
impurezas, desordem, entre outros. Muitas vezes inevitaveis, essas heterogeneidades sao

importantes para tornarmos nossas simulagoes tedricas mais realistas!!].

Nesse contexto, a Teoria do Funcional da Densidade (DFT)[274], apresenta-se como
uma alternativa interessante. A DFT tem como pilar o teorema de Hohenberg-Kohn
(HK)[Q], que promove a densidade de particulas ng(r), um dos observaveis do sistema, a
variavel principal, sendo possivel obter todos os outros observaveis a partir de ng(r). A

abordagem de DFT, resume-se em:
no(r) = Wy (r1,...,rny) = vo(r), (1.2)

onde dada uma densidade ng(r), a funcao de onda Wy e o potencial v(r) sdo univocamente
determinados, logo, todos os observaveis podem em principio ser determinados por ng(r),
sem o conhecimento de Wy. A simplificacdo computacional é imensa: substitui-se a func¢ao

de onda ¥y, uma funcao 3N-dimensional, pela densidade ng(r) 3-dimensional.

O esquema Kohn-Sham (KS)[5], é um mapeamento comumente usado para obter
a densidade de um sistemas interagentes. Ele mapeia um sistema interagente de muitos
corpos em um sistema nao-interagente ficticio através do potencial de KS, vkg. O potencial
vks é construido para reproduzir a densidade ng(r) do sistema interagente. Entretanto, vgg
depende da energia de troca e correlacao, cujo funcional nao é tipicamente conhecido de
forma explicita. Deste modo, aproximacoes sao necessarias e o desempenho dos resultados

da DFT dependem das aproximacgoes e funcionais utilizados.

Neste trabalho, o foco esta no estudo de cadeias unidimensionais homogéneas e
heterogéneas, que sao descritas com sucesso pelo modelo de Hubbard!®. O modelo de

Hubbard, muito explorado no estudo de sistemas fortemente correlacionados, é o modelo
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mais simples que descreve a itinerdncia (através do termo f) e interagao (através do termo
U) entre elétrons em uma cadeia (de densidade n e magnetizagao m), como por exemplo,

™12 Embora seja simples, é capaz de descrever

em nanoestruturas, solidos e atomos frios
fen6menos importantes [13], como a transigdo de Mott de metal para isolante (para U > 0
en= 1)[14}, a transicao de superfluido de Bardeen-Cooper-Schrieffer para condensado de

14] )[11,15,16}‘

Bose-Einstein (para U <0 em = 0)[ e superfluidez exética (para U <0em # 0

O modelo de Hubbard apresenta alguns funcionais analiticos da densidade de
relativo sucesso para a obtencao da energia do estado fundamental por sitio: LSOC 17 ¢
rvcl®l o primeiro, apresenta desvios relativamente pequenos (~ 6%), mas é limitado a
sistemas nao-magnetizados, m = 0. Ja o funcional FVC, descreve adequadamente sistemas
magnetizados e apresenta desvios menores que o LSOC (~ 2% para a maioria dos regimes);
contudo, no regime de fraca interacao, bastante comum em ligas e atomos frios, os desvios

ainda sdo maiores do que o desejavel (~ 7%).

Assim, existe uma comunidade ativa de pesquisadores buscando aperfeicoar e
desenvolver novos funcionais da densidade. Ferramentas como as Redes Neurais Artificiais
(RNA)[w’QO], tem sido pouco exploradas para atacar esse tipo de problema. As RNAs sdo
modelos computacionais que se referem ao funcionamento do cérebro humano e sdo capazes
de calcular fungoes matematicas nao lineares. Assemelham-se ao cérebro bioldgico, pois sdo
capazes de extrair informacoes de exemplos apresentados e generalizar esse conhecimento

21 Outras vantagens incluem: alta precisao, baixo custo computacional

posteriormente
e facil implementacao. Tem sido usadas em muitas dreas: engenharia biomédica, neuro-
computacao, engenharia quimica, aplicagoes industriais, geologia, medicina, quimica e

fisical22 32,

Neste trabalho, usamos conceitos de RNA para estimar a energia do estado funda-
mental de sistemas fermionicos interagentes em cadeias homogéneas descritas pelo modelo
de Hubbard. Obtivemos com sucesso funcionais baseados em RNAs, e os usamos como
input em céalculos de DFT para o estudo de sistemas heterogéneos, como na presenca de
impurezas e potenciais confinantes. Nossos funcionais via RNAs mostraram desempenho
superior aos funcionais analiticos em todos os regimes de pardmetros e se revelaram uma
alternativa confiavel e menos custosa computacionalmente para calculos de DFT em cadeias

finitas e heterogéneas.
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?2 Fundamentos Tedricos

2.1 Teoria do Funcional da Densidade

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT)[2’4} ¢ fundamentada no teorema de
Hohenberg-Kohn (HK), que estabelece a relagao univoca entre a densidade ng(r), de um
sistema de N particulas no estado fundamental sob a acao de um potencial externo v(r),
com a func¢ao de onda do sistema Wq (r1,72...,ry). Desse modo, a funcao de onda é um
funcional da densidade

Yo (ri,ra ..., ry) = Polno(r)], (2.1)

onde a densidade ng(r) é definida como

no(r)y =N / d’ry / d’rs ... / d3r]\/‘I’[)k (r,ro...,rn) Yo (r,ra...,rn). (2.2)

O teorema de HK tem como consequéncia que o valor esperado do estado fundamental de

um dado observavel O é, também, um funcional da densidade

0o = O [ng] = (¥ [10] 10|y [no]) . (2.3)

Um dos observaveis mais importantes é a energia do estado fundamental
Ey = E [no] = (¥ [no] |H[¥ [no]), (2.4)
onde H = T+U+V é a soma dos operadores de energia cinética T, de interacdo Coulombiana

U, e do operador do potencial externo V, que também sdo funcionais da densidade.

Os funcionais da densidade para a energia cinética, T[n], e para interacao Coulom-
biana, U[n], sao independentes do potencial externo v(r) e portanto, sao determinados
apenas pela estrutura dos operadores T e U. Desse modo, podem ser escritos como o

funcional universal F[n]
F[n] = T[n] + Uln]. (2.5)

O funcional da densidade para o potencial externo V[n], é dependente de v(r), que

define o sistema. E escrito como
Vin] = /dgrn(r)v(r), (2.6)

onde, uma vez determinado o sistema através de v(r), V[n] é conhecido explicitamente.

A energia do estado fundamental pode ser obtida minimizando o funcional E[n]

E[n] = F[n] + V[n]. (2.7)
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Em relagao a densidade,
Ey = min, E[n]

(2.8)
= min,[F[n] + V[n]].
A minimizagdo do funcional da energia E[n] leva a
0E[n]  6F([n] N oV[n]
on(r)  6n(r)  on(r) (2.9)
_ OF[n] '
~ on(r) ),

onde v(r) = 6V[n]/on(r) refere-se ao potencial externo.

Embora com o teorema de HK seja possivel, em teoria, obter todos os observaveis
do sistema, uma vez que sao funcionais da densidade ng(r), na pratica, o funcional F|[n]
nao ¢ conhecido explicitamente. Desse modo, sao necessarias aproximagoes para a energia

cinética e para a interacao Coulombiana.

2.1.1 Aproximacoes de Thomas-Fermi e LDA

A aproximacao mais simples para o funcional F[n] é a aproximacao de Thomas-

Fermi. A energia Coulombiana do sistema interagente U[n] é aproximada para a energia

Uln] ~ Eg[n] = § / d3r / d3r’M (2.10)

=T

de Hartree,

que ¢é a energia eletrostatica classica.

A energia cinética T[n] é obtida através de duas aproximacoes. A primeira, a

aproximacao de densidade local (LDA — do inglés local density aproximation)[17]

T[n(r)] = T*PA[n] = / d*rt"™ ()i (2.11)

onde aproxima-se o funcional da densidade T[n] de um sistema interagente heterogéneo,
através da integracdo da densidade volumétrica de energia t"°"(n) = limy_e T (n)/V de
um sistema interagente homogéneo, substituindo localmente a densidade n por n(r). A
segunda aproximacao consiste em assumir a energia cinética de um sistema homogéneo

nao-interagente, no lugar da densidade de energia do sistema homogéneo interagente,

372 2/3
hom ~ hom — 2 5/3
1""(n) ~ t{""(n) Tom (37%)7" " nl°. (2.12)
Logo, T[n] adquire a forma
T[n(r)] ~ T/PA[n] = /dgrff"m (M yn(r) (2.13)

e desse modo, a energia total, Eq.(2.7), na aproximagao de Thomas-Fermi é dada por

E[n] =~ ETF[n] = TEPA[n] + Exln) + V(n), (2.14)
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assim como o funcional universal F[n], Eq.(2.5)

F[n] = F'¥[n] = TEPA[n] + Ey[n]. (2.15)

Embora a simplicidade da aproximagao de Thomas-Fermi facilite sua implementa-
¢ao, as aproximagoes da interacao, Eq.(2.10) e, da energia cinética, Eq.(2.13), ignoram os

efeitos de correlacao e portanto afetam a precisao.

2.1.2 Energia de troca e correlacao

O funcional da energia de troca e correla¢ao é definido como
Excln] =T[n] - Ty[n] + Uln] — En(n], (2.16)

e contém as informacdes perdidas na aproximacao de Thomas-Fermi, T[n] =~ T[n] e

Uln] = Eg[n]. O funcional Ex¢, pode ser decomposto em Ey + Ec, onde,

Ey _quzk/d3r/d3r'¢j(r)¢k () ; (') ¢x(r) (2.17)
J

[r—r|

refere-se a energia de troca, correspondente ao principio de exclusao de Pauli, escrito
em fungao dos orbitais ¢;(r), de um sistema nao interagente. O funcional E¢ refere-se as

correlacoes e nao é conhecido explicitamente.

Desse modo, é possivel escrever o funcional da energia para sistemas interagentes
E[n] = Ty[n] + Eg[n] + Exc[n] + V[n], (2.18)

e sua minimizacao leva a

_ OE[n] _ 6Ts[n] N oV(n] N oUg[n]
on(r) on(r)  on(r) on(r)
0Eyc[n] _ 6T;[n]
on(r)y — on(r)

(2.19)

+v(r) + va(r) + vie(r).

Como consequéncia da Eq.(2.6), o potencial externo v(r) = 6V[n]/én(r) é adicionado.
O termo vy(r) = 6Ey[n]/on(r) é o potencial de Hartree e vxc(r) = 6Exc[n]/on(r) é o

potencial de troca e correlagao.

Embora, as equagoes Eq.(2.18) e Eq.(2.19) sejam formalmente exatas, os funcionais
Ts[n] e Exc nao sao conhecidos de forma explicita. Desse modo, é possivel abordar o
problema através do esquema proposto por Kohn e Sham[‘r)]7 onde a minimizagao Eq.(2.19)

¢é realizada indiretamente.
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2.1.3 Esquema de Kohn-Sham

O esquema de Kohn-Sham (KS) propoe o mapeamento de um sistema interagente,
com densidade n e energia E[n], em um sistema auxiliar ndo-interagente, com a mesma

densidade n e energia Exg[n]

Egs[n] = Txs[n] + Vgs[nl, (2.20)

uma vez que para um sistema nao-interagente Ey = 0 e Exc = 0. A minimizagao da energia

Eks[n], leva a
0Egs[n]  6Tks[n] = 6Vks[n]

on(r)  on(r) " on(r)
_ 0Tks(n]
~ 6n(r)

(2.21)

+ vgs(r)

Igualando as equagoes Eq.(2.19) e Eq.(2.21), observamos que o potencial de Kohn-
Sham é dado por:

vis(r) =v(r) + vg(r) + vxe(r). (2.22)

Consequentemente, é possivel calcular a densidade de um sistema interagente de
muitos corpos sob efeito de um potencial v(r), descrito por uma equacao de Schrodinger,
resolvendo-se a equagdo para um sistema nao-interagente (ou de particula tinica) sob efeito

do potencial vgs(r). A equagao de Schrodinger para o sistema auxiliar de KS, é dada por

h22

[_ + VKS(V)] ¢i(r) = €i(r), (2.23)

2m

onde n(r) = ngs(r) é dada por
N
n(r)= 16l (2.24)

e ¢;(r) sdo os orbitais de Kohn-Sham.

O conjunto de equagdes Eqs.(2.22 — 2.24), constitui as equagoes de Kohn-Sham.
Desse modo, substitui-se o problema da minimizacao de E[n] ao se resolver a equagao de

Schrodinger para um sistema nao-interagente.

Uma vez que vxc depende de ¢;, que por sua vez depende de vkg, a solucao
das equagoes de KS requer um processo auto-consistente, como ilustrado na Figura 1.
Assim, inicia-se com uma suposicao para a densidade n’é(r), calcula-se o potencial de
KS correspondente vgs(r) e, entdo resolve-se a equacao Eq.(2.23) para ¢;. Em seguida,
calcula-se uma nova densidade através da equacao Eq.(2.24), que serd usada em um novo
ciclo do calculo. Continua-se o ciclo até que haja convergéncia entre as densidades, isto é,
| ng“(r) - ng(r) |< convergéncia. Uma vez concluido o célculo, é possivel obter o funcional

da energia do estado fundamental Ey[ng(r)].
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Suposigéo de

ni(r)
A 4 Resolve-se ES de sistema Calcula-se nova densidade
Calcula-se o potencial efetivo de KS _ nao-interagente _ N
= y y ] T -hiv2 v E+ — 2
vis(r) = v(r) + vu(r) + vxce(r) [ r’ Y vis)| 8ir) = e6itr) ngt(r) = Z Ii(r)
A 2m i
Processo auto-consistente 7
= | né“(r) - né(r) |< conv.?
NAO
SIM
v
Obtém-se
Eg[no(r)]

Figura 1 — Calculo auto-consistente das equagoes de Kohn-Sham

2.2 Modelo de Hubbard

Dada uma cadeia unidimensional de tamanho L, o movimento e a interagao de
férmions, como os elétrons, sao descritos pelo modelo de Hubbard como ilustrado na Figura
2. Cada sitio representa um orbital eletronico nao-degenerado e, seguindo o Principio de
Exclusao de Pauli, s6 pode ser ocupado por no maximo dois elétrons de spins opostos. Dois
elétrons em um mesmo sitio i sofrem uma interagdo Coulombiana U;. A energia cinética
dessas particulas ¢ dada pelo termo de hopping t;; , que é a probabilidade de uma das
particulas se mover do sitio i para o sitio vizinho j. O potencial externo que pode, em
principio ser distinto em cada sitio, é dado por v, onde 7 refere-se ao sitio em questao e
o ¢é a orientagdo do spin (para cima ou para baixo). Desse modo, o Hamiltoniano para o

modelo de Hubbard unidimensional é dado por

H == 1i( ¢, + Hee) + Y Uity + ) Viehicr, (2.25)
i io

ijo

onde, él e , sa0 os operadores de criacao e aniquilagao de particulas de spin oo em um
ioc-jo
K

dado sitio i e H.c. é o operador Hermitiano Conjugado do termo cl.géjg.
. . PPN BN NN _
O operador densidade do sistema ¢ fi;e = ¢; ¢, com Y, (flig) =n=N/L, N =
(Ar) + () ¢ o nimero total de particulas no sistema e m = (i) — (A}) a magnetizacao.
A itinerancia de elétrons ao longo da cadeia depende das probabilidades de hopping
t;j entre os sitios i e j, assim como da interagao Coulombiana U. Por exemplo, se em um
sitio i h& apenas um elétron com spin o, a probabilidade de um elétron nos sitios vizinhos
J =i+ 1 migrar para o sitio i serd nula, #;; = 0, caso tenha mesmo spin o, e baixa, se
estiver sozinho no sitio j, pois o custo energético de manter dois elétrons em um mesmo

sitio ¢ maior por causa da interacao U. Entretanto, caso um sitio i esteja vazio e um sitio
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U.

T T T

L

Figura 2 — Representacdao de uma cadeia unidimensional com L sitios do modelo de
Hubbard. Cada sitio pode ser ocupado por dois elétrons de spin opostos
que sofrem interagoes Coulombianas U, onde o movimento desses elétrons é
descrito pelo termo de hopping t;;, com j =i+ 1.

vizinho j estiver duplamente ocupado, a probabilidade de hopping de um elétron do sitio

J para o sitio i sera alta, tendendo a atingir a configuracao de menor energia.

Para o caso em que a interagao é igual em todos os sitios, U; = U, o movimento
dos elétrons entre o sitio i e o sitio j, pode ser analisado de forma simétrica através do

movimento de buracos ou auséncia de particulas, como ilustrado na Figura 3.

T

¢le.

U THTH T ’\b

bTh.
17

1=

S,

. . , e e , < afa

Figura 3 - O Hoppzng de um elétron do sitio ¢ para o /Slt.IO j, através da operagao ¢;¢;,
seguida de uma operagao do movimento simétrico de buraco do sitio j para o
sitio 1, bjbj, onde b;f = (=1)'¢; e b, = (=1)'¢; sao os operadores de criagao e
aniquilagao de buracos.

O modelo de Hubbard também é capaz de descrever sistemas homogéneos e hetero-
géneos. Por exemplo, dado um sistema de tamanho infinito, L = oo, sem a presenca de
potenciais externos v, = 0, com a mesma interacao Coulombiana U; = U e energia cinética
t;j = t em todos os sitio, a distribuicao de densidades n;, serd uniforme n; = n = N/L e
teremos um sistema homogéneo. Do mesmo modo, caso o sistema seja finito com condicao
de contorno peridédica (PBC — do inglés periodic boundary conditions), isto é, sem a
presenca de bordas, também tera distribuicao de densidades homogénea, n; = n = N/L.
Por outro lado, o sistema serd heterogéneo caso apresente condi¢ao aberta de contorno

(OBC — do inglés open boundary conditions), uma vez que a presenga de bordas afeta o
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perfil de densidade apresentando oscilagdes de Friedel® nos sftios préoximos as bordas. O
sistema também sera heterogéneo caso apresente potencial externo v, # 0 a distribuicao

de densidades dependera da forma de v;, .

O Hamiltoniano do modelo de Hubbard apresenta soluges exatas para alguns casos.
Para sistemas pequenos, L < 20, a solucdo numérica exata ¢ obtida via diagonalizacao
de matrizes. No limite termodindmico, L — oo, onde o sistema ¢ homogéneo, a solugao

numérica exata ¢ obtida através das integrais de Lieb-Wul?% %]

, porém as integrais nao
sao fungoes diretas de n e m, assim os parametros nao sao diretamente controlaveis. Para
L < 200 pode-se resolver via DMRG[0) (do inglés — Density matriz renormalization group),
mas com elevado custo computacional. Por exemplo, para uma cadeia homogénea de
tamanho L = 100, o calculo via DMRG leva cerca de 10 horas utilizando-se computacao
paralela em 16 processadores do GridUNESP. Para cadeias de até cerca de L ~ 103,
podemos utilizar a DFT e varias informagoes do Hamiltoniano podem ser obtidas, inclusive
a energia por sitio, utilizando-se aproximacoes para o modelo. Calculos via DFT podem

ser realizados em computadores pessoais e levam poucos minutos para serem concluidos.

Para o modelo de Hubbard unidimensional, existem dois funcionais de relativo
sucesso que retornam a energia do estado fundamental por sitio eg: LSOC 17 e pyols,
O primeiro, apresenta desvios relativamente pequenos (~ 6%), mas é limitado a sistemas

nao-magnetizados. A parametrizacao do funcional LSOC é dada por

26(U) . ( nn )
LSOC
e (n,U) =— sin , 2.26
onde n = ny + n| ¢ a densidade e a funcao B(U), que é determinada pela equagao transcen-
onted 2B(U) o @A)
. 7 o(x)J1(x
— =—4 d , 2.27
L Sin (,B(U)) ‘/0 xx (1 +e0772) (2.27)

onde J;j(x) sao funcoes de Bessel de ordem i.

O funcional FVC descreve adequadamente sistemas magnetizados com desvios

menores que 2% para a maioria dos regimes, com exce¢ao dos regimes de fraca interacao,

U < 7, com desvios maiores que o desejavel (~ %4)[16’37]

FVC ¢ dada por

FVC _ _2Bn,mU) . nn m
ey (n,mU) = - sin (,B(n,m, U)) coS (y(n,m, U)) , (2.28)

. A parametrizacao do funcional
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onde
B(n.m,U) = BU)*"™Y), (2.29)

VU

’)/(l’l, m, U) = 2€Xp W (230)
w221 V0
a/(n,m, U) = [W (231)

Aqui, B(U) é o mesmo empregado na parametrizacao LSOC, isto é, obtido através
da igualdade da Eq.(2.27).

2.3 Redes Neurais Artificiais

Redes neurais artificiais (RNAs) sao definidas como sistemas paralelos distribuidos
compostos de unidades bésicas de processamento, os neuronios, que calculam fungoes
matematicas, por exemplo, fungoes nao-lineares. Esses neuronios sdo distribuidos em uma

ou mais camadas.

As redes neurais artificiais tém como inspiracao a estrutura biolégica do cérebro.
Assemelham-se principalmente na capacidade de adquirir conhecimento do ambiente através
de um processo de aprendizagem e de armazenar o conhecimento em pesos sinapticos, que

ponderam a informacao recebida por cada neurénio de entrada.

A resolugao de problemas utilizando RNAs se dd em duas etapas: uma etapa
de aprendizagem, em que se alimenta a rede com exemplos e ela é treinada, extraindo
caracteristicas pertinentes a descricao do problema, seguindo um algoritmo de aprendizado
adequado; uma etapa de generalizagdo, na qual a rede usa as caracteristicas extraidas

anteriormente para gerar respostas coerentes ao problema.

Nossos neuronios, constantemente utilizam padroes que aprendemos ao longo da
vida para aplica-los em situagoes novas. Nosso cérebro ¢ formado por bilhdes de neuronios,
cada qual constituido pelo corpo central, pelos dendritos — que sao os terminais de entrada

— e pelo ax0Onio, que contém os terminais de saida, como ilustra a Figura 4. Os dendritos
recebem os estimulos (as informagoes) e os propagam ao corpo do neur6nio, onde sao
processados até atingir um limite, quando sao entao transmitidos ao axonio, que os enviam
ao neurdnio vizinho através das sinapses. Assim, a informacao é processada e transmitida

através dos neuronios e nosso cérebro emite comandos para que executemos nossas tarefas.
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sinapse

neurdnio anterior

nucleo

axdnio

neurénio seguinte

sinal elétrico
corpo celular

dendritos /

Figura 4 — Esquema de neur6nio biologico

2.3.1 Modelos Matematicos de Neurdonios

Um neuronio artificial é uma unidade béasica de processamento de informagao,
fundamental no funcionamento de redes neurais artificiais. A figura Figura 5 ilustra o

modelo de um neurdnio artificiais, que é definido por trés elementos basicos:

& Funcao de

Somador
\ ativacao Saida

vk o(Ur) i
/ U Potencial

de ativacao

Y

Entradas (X2

Xp
Ok

Pesos sinapticos ’
bias

Figura 5 — Neuronio nao-linear baseado no perceptron.

(i) Conjunto de sinapses: cada qual com um peso wy; caracteristico. O sinal de entrada

x; da sinapse j conectada ao neuronio £ ¢ multiplicado pelo peso sinaptico wy;;

(ii) Somador: soma os sinais de entrada, cada qual ponderado pelas respectivas sinapses

do neuronio;

(iii) Funcao de ativagdo ou fungdo de transferéncia: limita a amplitude da saida do

neuronio.

O modelo do neurénio da Figura 5 também inclui um bias aplicado externamente,
denotado por by. O bias by tem o efeito de aumentar ou diminuir a entrada da funcao de

ativacao, dependendo se a mesma ¢ positiva ou negativa, respectivamente.
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Em termos matematicos, o neurdnio k na Figura 5 é descrito pelas equagoes

p
ug = Z WijXj, (2.32)
Jj=1
Vi = Ug + bk, (2.33)
Yk = ¢ (u + bi), (2.34)
onde Xxi,Xx3,...,X, sao os sinais de entrada; wii, wia,..., Wi, sdo os respectivos pesos

sinapticos do neurdnio k; uy, nao mostrado na Figura 5, é o somador devido os sinais de
entrada; vi é o potencial de ativagdo; by é o bias; ¢(-) € a funcao de ativagdo; yy € o sinal

de saida do neuronio.

Assim como os neur6nios biologicos, Figura 4, no neurénio computacional, Figura
5, a informagao chega nos canais de entrada (dentridos), é processada no somador (corpo

celular) é transmita até a saida (sinapses) passando pela func¢ao de ativa¢ao (axo6nio).

2.3.1.1 Funcoes de Ativacao

A fungao de ativacao ¢(v), define a saida de um neurénio em termos do potencial

de ativagao v. Existem alguns tipos de fungbes de ativagdo. A Figura 6 apresenta algumas

delas.
2 T 2
1 —— Degrau Linear Linear por partes L
1 1
= = 0 = ol N
T 0.5 o ¥ h=4
-1 -1 |
0 I Q I ] -2 | | | -2 | | |
-1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1
%
a) Degrau. b) Linear por partes. c¢) Linear por partes.
g por p por p
1 1 *—Tan. hiperbdlica "
= B | = B N
5 0.5 5 0
0 .
\ \ \ \ \ 1= \ \ \ |
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
1%
(d) Sigmoide. (e) Tangente hiperbdlica.

Figura 6 — Funcgoes de ativagao comumente utilizadas.

Matematicamente, essas fungoes podem ser definidas como:
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(a) Funcao de ativacao degrau:

1, sev>0
o(v) = (2.35)
0, sev<0

(b) Funcao de ativagdo linear ou identidade:
p(v)=v (2.36)
(c¢) Fungao de ativagao linear por partes:

1, sev>a
p(v) =19 v, se —a<v<a (2.37)

-1, sev<-a

(d) Fungao de ativagao sigmdide:

1
) =1 (2.38)
(e) Fungao de ativagao tangente hiperbdlica:
2

2.3.2 Arquiteturas de Redes Neurais Artificiais

As RNAs sao definidas segundo trés parametros que as constituem, sendo eles: a

arquitetura, o tipo de neuronio e o tipo de aprendizagem.

No que se diz respeito a arquitetura, a rede neural é formada por diferentes camadas.

Usualmente, uma rede neural ¢ constituida pelas seguintes camadas:

(i) Camada de Entrada: onde informagoes sao introduzidas a rede;
(ii) Camadas Intermediarias: onde a maior parte do processamento é realizado;

(iii) Camada de Saida: onde o resultado final é apresentado.

As arquiteturas das redes neurais sao dividas em trés classes fundamentais: redes feed-
forward de uma tnica camada, redes feed-forward de multiplas camadas e redes recorrentes,
como mostram as Figuras 7 — 9. Nas redes neurais feed-forward, sejam elas de uma, Figura
7, ou mais camadas, Figura 8, a informagdo sempre se propaga para frente, passando por
todos os neurdnios e nunca no sentido oposto. A diferenca entre as redes feed-forward
de uma tnica ou multiplas camadas, consiste no nimero de camadas intermediarias, que

ficam entre a camada de entrada e a camada de saida.
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Camada Camada Camada
de entrada intermediaria de saida

e
Entrada xg — (X2 . (y2)— Saida ys

Entrada x; — (X1 1— Saida y;

Figura 7 — Rede neural feed-forward de uma tnica camada

Camada Camadas intermediarias Camada
de entrada de saida

Entrada x; — X1 /.M.\
e — @ B
ntrada xo 2 — .

Y1 — Saida y;

Figura 8 — Rede feed-forward de multiplas camadas

Camada Camada Camada
de entrada intermediaria de saida
Realimentacao

| e
o Y Saida y;
Entrada xo —— (X2

Entrada x; — (X1

Figura 9 — Rede neural recorrente

Nas redes neurais recorrentes, Figura 9, existem conexoes de realimentacao, onde
as conexoes de um neuronio podem estar ligadas em neurénios da mesma ou de camadas
anteriores. As conexoes de realimentagao, agem na rede neural analogamente a memdria

de curto prazo.

As redes de multiplas camadas, também podem ser totalmente conectadas, parcial-

mente conectadas ou localmente conectadas.

Nas redes totalmente conectadas, todos os neuronios de uma dada camada estao
ligados a todos os neurtnios da camada seguinte. Nas redes parcialmente conectadas,
apenas parte dos neuronios de uma dada camada estao ligados a apenas uma parte dos

neurdonios da camada seguinte. Nas redes localmente conectadas, certas regioes de uma
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camada se ligam a outras regioes da camada seguinte.

2.3.3 Tipos de Aprendizagem

Os processos de aprendizagem através dos quais as redes neurais funcionam podem

ser classificados em trés tipos:

(i)

(iii)

Aprendizagem supervisionada: ¢ o método de aprendizagem mais comum visto
em redes neurais. A rede é treinada através do fornecimento de padroes de entrada
e de saida desejados para a rede. O objetivo é ajustar os parametros da rede, de
forma a encontrar uma ligacao entre os pares de entrada e saida fornecidos. Assim, a
cada saida gerada, compara-se com a saida desejada e efetua-se um ajuste nos pesos

sindpticos de modo a minimizar este erro;

Aprendizagem nao-supervisionada: Nesse caso, nao sao fornecidos a rede pares
de entrada e saida, apenas padroes de entrada. Desse modo, a rede procurar algum

tipo de correlacao ou redundancia nos dados de entrada;

Aprendizagem por reforgo:Considerada como um caso particular de aprendiza-
gem supervisionada. No aprendizado supervisionado, utiliza-se um critério de erro
conhecido, enquanto que no caso por reforco, defini-se uma regra a priori para aquele

sistema que possa indicar se a saida é boa ou ruim.
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3 Métodos Computacionais

Consideramos cadeias unidimensionais homogéneas descritas pelo modelo de Hub-
bard, Eq. (2.25). Para o treinamento da rede neural, inicialmente foram obtidos 20.891
resultados de energia do estado fundamental através da solucao das integrais de Lieb-Wu)

nos regimes 0 < U <10,0<n<le0<m<n.

O treinamento do modelo neural se deu através do algoritmo de aprendizagem de
Levenberg-Marquardt (LM)[?’S}, em uma rede do tipo feedforward, onde a informacao se
propaga para frente, camada a camada. O algoritmo utiliza uma modificagdo do método
de GauSS-Newton[gg], bastante utilizado em aplicagoes que se reduzem a um problema de

minimos quadrados

Wy =5 Y BN, (3.1)

jeC
onde W sdo os pesos e C ¢ conjunto de todos os neurdnios da rede, onde E;(k) é o erro

relativo ao neuronio de saida j do exemplo de treinamento k dado por
Ej(k) = dj(k) - y;(k), (32)

sendo d;(k) se refere a resposta desejada para o neurdnio j, aqui sendo a energia do estado
fundamental exata {eg NU,n,m)} ey (k) a resposta da rede, aqui sendo a energia do estado
fundamental via RNA, {eéw AU, n,m)}.

O desempenho da rede é calculado pelo erro quadrado médio
L
EQM = — kz_; W), (3.3)

onde K é o niumero total de dados para energia, {eg N(U,n,m)}, fornecidos a rede.

A equagao usada no método de Gauss-Newton para atualizagdo dos pesos da RNA

e consequente minimizagao do valor do EQM é
-1
Wi = = [V2f(W)| 7 VW), (34)

onde V2 f(W) é a matriz Hessiana

af 0 _9f
0x1 0x10x1 0x;0x1
JI = A (3.5)
af 0 9
Ox 0x10x; Ox1 O X

que ¢é a matriz quadrada das derivadas parciais de segunda ordem, ou seja, a matriz

jacobiana do gradiente.
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A matriz Jacobiana J é

JE1(x) OEi(x) JE1(x)
6x1 BXQ 6xk
0Eslr) B0 . 9B
Jay=| e B (3.6)
G OB .. 9Ek()
0x1 0xo Oxy

Se f(W) = %Zjec eJQ.(n) e V(W) é o gradiente de f(W), entao
ViWw)=JT e, (3.7)

sendo JT a matriz Jacobiana transposta.

Assim, podemos escrever a matriz Hessiana como
ViFW)=JTJ+8, (3.8)
onde S é

I
S=) EV’E, (3.9)
i=1

Assumindo § ~ 0 quando comparado ao produto da matriz Jacobiana, entao a

matriz Hessiana pode ser aproximada por
V2F(W) ~ JT(x)J(x). (3.10)
O que nos dé o algoritimo de Gauss-Newton
Wist = W, — (JTJ)_l JTE. (3.11)

A modificagao dada pelo algoritimo de Levenberg-Marquardt ao método de Gauss-

Newton ¢ dada pela adicao do termo u, que torna possivel a inversao da matriz Hessiana

T Lor
Wis1 = Wi — (J J+ul) JTE, (3.12)

onde I ¢ a matriz identidade, E é o erro, J é a matriz Jacobiana e u, um parametro que

torna a matriz Hessiana definida positiva.

O uso do algoritimo de Levenberg-Marquardt se da da seguinte forma:

1) Apresenta-se a rede todos os padrdes de entrada (U,n,m) com as saidas correspon-
dentes {egN(U, n,m)};

2) A rede entdo calcula novas saidas, {egN A(U,n,m)}, referentes aos padroes de entrada;

3) Calcula-se o erro Eq.(3.2) e a soma dos erros quadraticos médios Eq.(3.3);
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4) Calcula-se a matriz Jacobiana;
3) Resolve-se a equacao Eq.(3.12);
4) Recalcula-se a soma dos erros quadraticos;

5) O treinamento converge quando o gradiente Eq.(3.7) atinge um valor menor que o

pré-determinado ou quando o erro quadratico médio atinge o valor desejado.

O algoritimo é implementado na ferramenta Neural Network Fitting Toolbox do
software MATLAB. O conjunto de dados utilizado para treinar a rede foi dividido aleatori-
amente em trés conjuntos. O primeiro conjunto, contendo 70% dos dados, é usado para
computar o gradiente e atualizar os pesos e bias. O segundo conjunto, contendo 15%, é o
de validacao, onde o erro tende a diminuir junto com o erro do conjunto de treinamento
durante o treino.Caso o erro da validagdo aumente consecutivamente para um ntmero
pré-estabelecido de épocas, o treinamento para. E o tltimo conjunto, contendo 15% dos

dados é usado para teste.

A densidade n, a interacgao intra-sitio U e a magnetizagdo m sao as entradas da rede
neural (U,n,m), seguida de camada(s) intermedidria(s) com um certo nimero de neurénios
e a saida da rede é a energia do estado fundamental {egN A(U,n,m)}. Considerou-se como
critérios de parada do treinamento, o niimero de 1000 épocas e 6 falhas na validacao. Esses
critérios foram considerados com o intuito de evitar o fenomeno de overffting, onde o erro
do treinamento tem um valor muito pequeno, mas na etapa de generalizagao o erro é

muito maior.

Uma vez obtido um modelo neural com um desempenho 6timo, o mesmo foi
utilizado para gerar novos valores de energia do estado fundamental em diferentes regimes

de U, n e m, mas ainda dentro dos mesmos intervalos do conjunto de treinamento.

Para a descri¢ao das nanoestruturas heterogéneas — como por exemplo na presenca
de impurezas, desordem e confinamento harmonico — usamos DFT implementada com a
local-spin-density approzimation (LSDA):

L

1
glhom  eLSDA = - Z el (n,m, U] (3.13)

i=1 n—n;
m—m;

onde egom é o funcional homogéneo para a energia total do estado fundamental e n;, m;

sao as densidades locais para o sistema heterogéneo. Assim, a aproximagcao da Eq. (3.13)
permite aproximar a energia do estado fundamental do sistema heterogéneo através da
energia do estado fundamental do sistema homogéneo, aproximando n,m, pelas densidades
locais, n;, m;.

Utilizamos como input para a DFT-LSDA a energia do estado fundamental do

sistema homogéneo obtida via os funcionais: eg N e(lfN A e e(IfN A. Consideramos como
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resultados exatos, aqueles obtidos via DM RG, uma vez que o funcional FN é exato apenas

em sistemas infinitos homogéneos.
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4 Resultados e Discussoes

A Figura 10 apresenta a arquitetura 3—20—1 do modelo neural que obteve o melhor
desempenho dentre aqueles treinados. Foram consideradas 1000 épocas de treinamento,
com o intuito de evitar over-fitting do modelo neural, o que resultaria em uma pior
generalizacao. O desempenho, medido através do erro quadrado médio, foi de 2,70E — 07.
Os neur6nios da camada intermediaria apresentam fungao de ativagao sigmoide e o neurdnio
de saida apresenta funcao de ativacao linear. A Tabela 1 apresenta o desempenho do
treino de todas as arquiteturas consideradas. Para a rede 3 — 5 — 1, o treinamento parou
em 172 épocas, apos 6 falhas consecutivas na validacao, com um erro quadrado médio de
5,67E — 06. Para a rede 3 — 10 — 1, o treino parou apds 1000 épocas de treinamento com
melhora em uma ordem de grandeza no erro quadrado médio e em mais uma ordem de
grandeza para a rede 3 — 20 — 1. Para as arquiteturas com duas camadas intermedidrias,
3—-10-10-1e3-12—-12 -1 nao foram observadas melhoras apreciaveis em relacao a

rede 3 — 20 — 1. Para todos os casos, o treinamento foi completado em poucos minutos.

Tabela 1 — Arquitetura e desempenho dos modelos neu-
rais treinados. O desempenho é medido pelo
erro quadrado médio.

Arquitetura  Epocas de treinamento  Erro Quadrado Médio

3-5-1 172 5,67E — 05
3-10-1 1000 1,25E - 06
3-20-1 1000 2,70E - 07
3-10-10-1 1000 9,84E - 08
3-12-12-1 1000 1,18E - 07

Fonte — Produzido pelos autores

4.1 Sistemas homogéneos

Nessa se¢ao comparamos o desempenho do nosso modelo neural com a parametriza-
cao FVC e o quanto ambas divergem da energia numericamente exata obtida via integrais
de Lieb-Wu, aqui chamada de "FN" (Fully numerical). Consideramos cadeias homogéneas
unidimensionais de tamanho L = oo em diferentes regimes de interagao, densidade e

magnetizagao.

A Figura 11 apresenta o comportamento da energia por sitio do estado fundamental
para o modelo de Hubbard em relacao a densidade n. O regime estudado é de um sistema
metalico fortemente correlacionado, U = 6t e nao magnetizado m ~ 0. Para pequenas

densidades, até n ~ 0,6, é possivel observar diminuicao na energia por sitio do estado
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Figura 10 — Estrutura da rede neural de arquitetura 3-20-1 e seu desempenho durante
treinamento

fundamental & medida em que a cadeia é preenchida. Isso ocorre porque para baixas
densidades ha grande mobilidade dos elétrons no metal e, portanto, o termo negativo da
energia cinética é mais relevante que o positivo de interacdo. Em n ~ 0,6 a energia por sitio
atinge um minimo e rapidamente aumenta a medida que o sistema se aproxima de n = 1,
onde o metal se torna um isolante de Mott, que ¢ a localizacao das particulas induzida pela
interagdo Coulombiana elétron-elétron. Comparamos os resultados da energia obtidos via
RNA e via FVC com o resultado numericamente exato FN. E possivel observar que ambas
as abordagens, RNA e FVC, conseguem descrever com sucesso o perfil energético desse
sistema. A RNA tem o melhor desempenho, com desvios menores que 0,1%, enquanto a

FVC, considerada suficientemente precisa, tem desvios menores que ~ 1,5%.

Na Figura 12 apresentamos a energia no estado fundamental por sitio para o modelo
de Hubbard em func¢ao da interagdo U em um sistema nao-magnético, m = 0. Observa-se
que, com o aumento da interacao U, a energia do estado fundamental por sitio aumenta.
Esse comportamento se deve ao fato de que com uma interacio repulsiva mais intensa, a
itinerancia de elétrons de um sitio i duplamente ocupado, para um sitio j, requer mais
energia, refletindo no perfil energético para esse sistema. Observa-se que a RNA apresenta
resultados excelentes nao s6 em regimes fortemente correlacionados, como também em
todo o intervalo 0 < U < 10. No inset observa-se desvios percentuais menores que ~ 0,08%,
enquanto o desvio percentual médio da RNA é de 0,03%. Para o funcional FVC temos

desvio percentual médio de 0,5% e no inset vemos desvios de até ~ 1%.

A Figura 13 mostra a energia do estado fundamental por sitio em func¢ao da
magnetizacao m, dada pela populagao desbalanceada de spins, para diversos regimes de

interacao U. O comportamento observado é o do aumento na energia por sitio do estado
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Figura 11 — Energia do estado fundamental por sitio em fun¢do da densidade n para os
funcionas FVC e RNA em comparacao com o resultado numericamente exato
FN. Regime de interacdo U = 6¢, magnetizacao m ~ 0. Inset: erro percentual
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Figura 12 — Energia do estado fundamental por sitio em func¢ao da interagao intra-sitio
U (em unidades de f), para os funcionais FVC e RNA em comparagao
com o resultado numericamente exato FN. Regime de densidade n ~ 0,5 e

magnetizacao m ~ 0. Inset: erro percentual 100 (eg VCRNA) _ eg Ny/ eg N ‘ D

é o desvio médio percentual definido como 100 ), eg VCRNA) _ eg Ny/ eg N ‘
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fundamental a media em que aumenta-se a magnetizacao do sistema. Isso acontece pois
com o aumento da magnetizacdo, um maior nimero de elétrons é forcado em uma mesma
orientacao de spin. Para sistemas com menor interagao elétron-elétron, em U = 0,5¢ e
U = 1t, a variacao da energia é maior enquanto para forte interacao, em U = 6t e U = 10¢,
apresenta uma variagao menor. Isso é devido a maior probabilidade de itinerancia em
sistemas com fraca interacao em relacao aqueles com forte interacdo. Comparando-se os
funcionais RNA e FVC, o funcional FVC apresenta desvios grandes e falha até mesmo
na descricao qualitativa do perfil de energia. Os maiores desvios encontram-se no regime
de fraca interagao e maior magnetizacdo. A RNA, por outro lado, apresenta um 6timo
desempenho em todos os regimes de interacao e magnetizagao, com desvios percentuais

médios menores que 0,1%.
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energia
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U=05t e FVC  D(%): 292 201 075 1,04
L___RNA D(%): 0,04 003 0,04 007
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Figura 13 — Energia do estado fundamental por sitio em funcao da magnetizacao m,
para os funcionais FVC e RNA em comparacao com o resultado numeri-
camente exato FN. Regime de densidade n ~ 0,5. Inset: erro percentual

100 ‘(eg VCRNA) _ eg Ny/ eg N ‘ D é o desvio médio percentual definido como

100 3, ‘(egVC(RNA) - egN)/egN‘.

4.2 Sistemas heterogéneos

Nessa secao comparamos o desempenho dos funcionais FN, FVC e RNA com
DMRG em célculos DFET-LSDA para sistemas heterogéneos. Simulamos sistemas finitos,
com impureza localizada e sistemas harmonicamente confinados, alterando o termo do

potencial externo v;, do Hamiltoniano do modelo de Hubbard Eq. 2.25.
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Na Figura 14 (a), temos o perfil de densidade para uma cadeia finita de tamanho
L =40, em regime de densidade n = 0,8, interagdo U = 1t e sem magnetizagdo em condigao
de cadeia aberta (OBC). A Figura 14 (b) ilustra essa cadeia. O perfil de densidade para
essa cadeia finita, ndo-confinada e, sem a presenca de impurezas, apresenta oscilagoes de
Friedel®®! nas densidades locais. As oscilagoes sao maiores proximo as bordas, que atuam
como um tipo de impureza localizada de densidade infinita. Nas bordas o ntimero de
sitios disponiveis para a movimentagao de elétrons também é menor, o que contribui com
oscilagoes maiores nessas regioes. Os funcionais FN, FVC e RNA recuperam com sucesso o
comportamento qualitativo do perfil de densidade. O desvio percentual médio para ambos
os funcionais sao pequenos: o funcional FVC (D = 0,43) apresenta o maior desvio, seguido
do funcional RNA (D = 0,36%) e por fim do FN (D = 0,22%). Mesmo com desvio médio
percentual pequeno para o funcional FVC, ao analisar o perfil de densidade ponto a ponto,
podemos observar que este funcional ora subestima, ora sobrestima os valores do perfil
de densidade, especialmente nas regioes onde as oscilacoes sao maiores. Por outro lado, o

funcional FN e RNA, se mantem consistentes ao longo de toda a cadeia.

A Figura 15 (a) mostra o perfil de densidade para um sistema de tamanho L = 15

com impureza localizada (V; = V6;;,) de intensidade V = 2t em regimes de interagao

iiv
U = 1t e nao-magnetizado, com condigdo de cadeia aberta. A Figura 15 (b) ilustra essa
cadeia. Observa-se que, para uma impureza repulsiva, V = 2¢, localizada no meio da
cadeia, a densidade é praticamente nula no ponto da impureza, dividindo a cadeia em
dois subsistemas. Desse modo, para elétrons se moverem de um subsistema para outro,
obrigatoriamente devem passar pela impureza. Também ¢é possivel observar oscilagoes de
Friedel® no perfil de densidade surgindo ao redor da impureza e nas bordas. Em sistemas
metalicos qualquer perturbagao localizada gera oscilagoes, assim como nas bordas de cadeias
finitas abertas, que também agem como impurezas. Comparamos os resultados DFT-LSDA
obtidos através dos funcionais FN, FVC e RNA com os resultados exatos via DMRG.
Observa-se que todos os funcionais mostraram-se capazes de recuperar qualitativamente o
perfil de densidade para este sistema. O inset apresenta o erro percentual de cada funcional
em relacdo & DMRG. E possivel observar que os funcionais apresentam desvios maiores
para a densidade no sitio da impureza. Entretanto, o funcional FVC apresenta o maior
desvio (~ 10%). O desvio médio percentual é também ligeiramente maior para o funcional

FVC em relagado aos outros.

Na Figura 16 (a), comparamos o perfil de densidade obtido & partir dos funcionais
em célculos DFT-LSDA com resultados via DMRG para um sistema cujo potencial externo
é parabdlico ou harmoénico, V; = k(i —ip)®. A Figura 16 (b) ilustra essa cadeia. Este
potencial simula, por exemplo, o confinamento de atomos ultra-frios via lasers e tem como
caracteristica o acimulo das particulas nos sitios centrais. Assim a densidade é maxima em
torno do sitio central e minima nas bordas. Em torno de densidade n ~ 0,6, observamos

a formacao de um pequeno platd, que reflete a maior probabilidade de dupla ocupacao.
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Figura 14 — (a) Perfil de densidade e (b) ilustragdo para uma cadeia finita de tamanho
L =40, n=0,8 U =1t e m ~ 0 com condi¢cao de cadeia aberta. Os
resultados exatos sao via DMRG e os aproximados via DFT-LSDA com um
dos funcionais: FN, FVC ou RNA. D refere-se ao desvio médio percentual

definido como 100 }; egN(FVC’RNA) - eé)M RkGy/ eé) MRG|,

Observamos que para uma dada curvatura k do potencial, todos os funcionais recuperam

qualitativamente o perfil de densidade, mas enquanto o desvio médio da RNA é comparavel

ao do FN, da ordem de 0,5%, o desvio médio da FVC é consideravelmente maior, ~ 1,7%.

Na Figura 17 analisamos o perfil energia em funcao da intensidade k£ do potencial do

sistema descrito na Figura 16. Apesar dos desvios médios dos trés funcionais serem baixos

em comparacao a DMRG, verifica-se que o funcional FVC apresenta sistematicamente

desvios maiores que os demais, como pode ser observado no inset.
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Figura 15 — (a) Perfil de densidade e (b) ilustracao para um sistema com impureza
localizada, de tamanho L = 15, intensidade da impureza V = 2t, n = 0,4,
U =1t e m ~ 0 com condicao de cadeia aberta. Os resultados exatos
sao via DMRG e os aproximados via DFT-LSDA com um dos funcio-

nais: FN, FVC ou RNA. Inset traz os desvios percentuais definido como

FN(FVC,RNA N
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Figura 16 — (a) Perfil de densidade e (b) ilustracdo para uma cadeia harmonicamente
confinada de tamanho L = 40, curvatura harmonica k& = 0,01, n = 0,8,
U =1t e m ~ 0 com condicao de cadeia aberta. Os resultados exatos
sao via DMRG e os aproximados via DFT-LSDA com um dos funcionais:

FN, FVC ou RNA. D refere-se ao desvio médio percentual definido como
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Energia por sitio do estado fundamental em funcao da curvatura harmo-
nica confinada em cadeias de tamanho L = 40, n = 0,8, U = 1t
e m ~ 0 com condicio de cadeia aberta. Os resultados exatos sdo
via. DMRG e os aproximados via DFT-LSDA com um dos funcionais:
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MRG‘. D refere-se ao desvio médio percen-
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5 Conclusao

Nesse trabalho propusemos o desenvolvimento de um funcional da densidade para
a energia do estado fundamental de cadeias fermidnicas unidimensionais descritas pelo
modelo de Hubbard, utilizando conceitos de redes neurais artificiais. Posteriormente,

aplicamos o funcional obtido em calculos DFT-LSDA para explorar sistemas heterogéneos.

O modelo neural obtido de arquitetura 3 — 20 — 1 descreve com sucesso sistemas
homogéneos em todos os regimes de interagao, densidade e magnetizacao estudados nesse
trabalho. Na Tabela 2 temos o comparativo da RNA e FVC em relacao ao resultado nume-
ricamente exato FN. E possivel observar que a RNA mantém desvios médios percentuais
menores que 0,07% em todos os regimes do sistema homogéneo. Por outro lado o funcional
FVC apresenta desvios maiores principalmente no regime de fraca interacao, com desvios

que variam entre ~ 2% a ~ 3%.

Tabela 2 — Desvios médios percentuais para energia do
estado fundamental de sistemas homogéneos
obtida via funcionais FVC e RNA.

Desvio médio %

FVC RNA
Energia em relagao a densidade 0,46 0,03
Energia em relagao a interacao 0,52 0,03

U=05t 292 0,04
U=1t 201 0,03
U=6t 075 0,04
U=10t 1,04 0,07

Energia em relagdo a magnetizacao

Fonte — Produzido pelos autores

Para sistemas heterogéneos, simulamos uma cadeia finita, uma cadeia com impureza
localizada e cadeia com confinamento harménico. Utilizamos como input na aproximagao
LSDA a energia do estado fundamental obtida via FN, FVC e RNA e comparamos com a
energia do estado fundamental exata obtida via DMRG. Na Tabela 3 temos o comparativo
do desvio médio percentual para os trés funcionais. Observamos que os desvios médios
percentuais sdo pequenos para ambos os funcionais. Entretanto, para o funcional FVC o
desvio médio percentual ndo mede o desempenho real em todos os regimes. Analisando
ponto a ponto, é possivel observar que o este funcional ora subestima, ora sobrestima
os valores da energia do estado fundamental. Por outro lado, tanto FN, quanto RNA, se
mantém consistentes. Entretanto, o funcional FN tem desvantagens em relagao a RNA,

pois nao temos total liberdade da escolha dos parametros.

Comparando os métodos explorados nesse trabalho para a obtencao da energia do
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Tabela 3 — Desvios médios percentuais para
energia do estado fundamental de
sistemas homogéneos obtida via fun-

cionais FN, FVC e RNA.

Desvio médio %

FN
Sistema finito 0,22
Impureza localizada 1,41
Confinamento harmonico 0,56

Energia x curvatura harmoénica 0,02

FVC
0,43
1,85
1,72
0,19

RNA
0,36
1,42
0,5
0,06

Fonte — Produzido pelos autores

estado fundamental de sistemas homogéneos e heterogéneos, concluimos que o funcional

obtido via redes neurais artificiais se sobressai em relacao aos outros métodos explorados

nesse estudo. A RNA apresenta desvios pequenos e consistentes, com precisao na ordem de
~ 0,1% da DMRG, com custo computacional de ~ 1073 da DMRG. Também apresenta total

liberdade na escolha dos parametros de densidade, interagao e magnetizacao, diferentemente

do funcional FN.

Por fim, os resultados obtidos nesse trabalho foram publicados em artigo na revista

Scientific Reports[4o].
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