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Resumo

Investigamos as solugoes estacionarias e dinamicas da equagao de Gross-Pitaevskii
generalizada para sistemas atomicos com um potencial confinante e termos nao-
conservativos associados a dissipacao e a alimentacao atomica, visando a descricao de
condensados de Bose-Einstein. Consideramos os casos de comprimentos de espalhamento
negativos (interagoes atrativas) e positivos (interagdes repulsivas) entre dois atomos.
Verificamos como a variacao dos parametros associados aos termos nao conservativos pode
produzir situacoes de instabilidade resultando no fenémeno conhecido como caos espago-
temporal. Por outro lado, verificamos também quais combinagoes de parametros leva a
solugoes de equilibrio, tipo solitonica. Nessa pesquisa, utilizando esse modelo de campo
médio com uma parametrizacao conhecida, estudamos as propriedades de tais sistemas
para alguns valores dos parametros nao-conservativos, por meio de métodos numéricos e

variacionais.

Palavras Chaves:
Condensados de Bose-Einstein; Equacao de Gross-Pitaevskii; Dinamica Nao-Linear;

Caos Espaco-Temporal; Autoséliton.

Areas do conhecimento:

Dinamica Nao-Linear; Ondas de Matéria.
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Abstract

We investigate the stationary and dynamical solutions of the Gross-Pitaevskii equation
extended for atomic systems with confining potential in the presence of nonconservative
terms associated to atomic dissipation and feeding, in order to describe Bose-Einstein
Condensates. We considered the cases of negative (attractive interaction) and positive
(repulsive interaction) two-body scattering length. We verified how the variation of
the parameters associated to those nonconservative terms could produce instabilities
resulting in occurrence of spacetemporal chaos. In other hand, we looked for parameters
combinations that give us stable solitonic-like solutions. In this research, by using the
mean-field approach with a particular parameterization, we studied the properties of these
systems for some values of the nonconservative parameters, by means of numerical and

variational methods.

Key words:
Bose-Einstein condensation; Gross-Pitaevskii equation; Nonlinear dynamics; Space-

temporal chaos; Autosoliton.

Research Fields:

Nonlinear dynamics; Matter waves.
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Capitulo 1

Introducao

No estudo de sistemas fisicos complexos, como os que envolvem muitos corpos,
deparamo-nos com equagoes integrais ou parciais nao-lineares, cujo tratamento requer
o conhecimento e dominio adequado de métodos avancados de célculo, sejam numeéricos,
analiticos ou semi-analiticos.

No estudo de estados fisicos como os condensados de Bose-Einstein (CBE), o
formalismo utilizado é tipico dessa forma de abordagem, uma vez que o condensado é
descrito através de aproximagao de campo médio, na qual se considera que as particulas
estao tao separadas umas das outras, que acabam sentindo apenas uma interacao média
de dois corpos em sua dinamica (em geral, o parametro de dilui¢ao é da ordem de 1073).
Assim, a evolugao temporal destas particulas pode ser determinada por meio das solucoes
de um tipo de equacao de Schrodinger nao-linear denominada equacao de Gross-Pitaevskii.

Equacgoes nao-lineares do tipo Schrodinger descrevem uma série de fenomenos fisicos
interessantes, presentes em varias areas da Fisica, mesmo na Fisica Cléassica. Podemos
ainda encontrar equagoes desse tipo em outros dominios cientificos como nas Engenharias
e Biociéncias.

A maioria dos sistemas nao-lineares nao tém solucao analitica exata. HEsses sistemas
envolvem andlises mais complexas do que os sistemas lineares, uma vez que estes podem
ser divididos em partes. Cada uma destas partes pode ser resolvida separadamente
e, finalmente recombinadas para se obter a resposta do sistema inteiro (superposigao).
Porém isso nem sempre é possivel. Quando as partes do sistema interferem ou cooperam,
ocorrem interagoes nao-lineares, e o principio da superposi¢cao nao se aplica mais.

Neste trabalho, investigamos as propriedades estaciondrias e a dinamica associada
ao formalismo nao-linear obtido através de variantes da equacao de Gross-Pitaevskii.
Visamos, desta forma, estudar e dominar as técnicas de calculo numérico e variacional
para resolver equacgoes deste tipo, bem como entender uma de suas aplicagoes: descrever

propriedades de um condensado de Bose-Einstein. Neste contexto, pretendemos verificar
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a existencia de solugoes estaveis conhecidas como sélitons, bem como a ocorréncia de

situagoes instaveis e cadticas, para certos regimes dos parametros utilizados.

1.1 Motivacao

A condensacao de Bose-Einstein para sistemas em que os atomos tém um comprimento
de espalhamento de dois corpos na onda s repulsiva, é favorecida em relacao a sistemas com
interacoes de dois corpos atrativa, pois no caso atrativo o sistema fica instavel colapsando
para um numero finito de atomos. Sistemas repulsivos sao estdveis mesmo para um
nimero grande de dtomos aprisionados (pode-se atingir até 107 particulas condensadas
nesses sistemas) e sua deplecao (esgotamento ou tempo de vida) ocorre devido a efeitos
nao-conservativos.

A condensacao de Bose-Einstein para sistemas em que os atomos tém um comprimento
de espalhamento de dois corpos na onda s negativo (interagoes efetivas de dois corpos
atrativa) nao é estavel para um nimero grande de 4tomos aprisionados, levando o sistema
a sofrer um efeito chamado de colapso da fungao de onda do condensado. O colapso de
um sistema gasoso é o fendomeno em que o raio quadratico médio do sistema tende a
zero em um tempo extremamente pequeno devido as interagoes atrativas muito intensas
entre seus atomos, ao se atingir uma densidade atomica critica. Um dos fenomenos
associados a condensados de Bose-Einstein de atomos com comprimento de espalhamento
negativo, é a existéncia de um nuimero critico de atomos, abaixo do qual é possivel a
ocorréncia do estado condensado e acima do qual ocorre o fenomeno do colapso da fungao
de onda correspondente. Nesse efeito, o condensado tende a ter seu raio quadratico
médio contraido até aproximadamente um ponto, o que s6 nao ocorre devido as perdas
por recombinacao de trés corpos, que se tornam relevantes nesta escala e causam uma
nova expansao do condensado. Com base nestes fenomenos presentes em um CBE
descritos na literatura, vamos estudar (1) as solugbes estacionérias de tal sistema fisico,
visando reproduzir propriedades como a existéncia do nimero critico no caso atrativo e
a estabilidade no caso repulsivo; e (2) as solugoes dinamicas de um CBE para interagoes
atrativas e repulsivas, considerando efeitos nao conservativos.

Deseja-se também realizar um estudo da estabilidade de sistemas condensados, visando
descrever sistemas realisticos e descobrir efeitos ou fenomenos decorrentes da evolucao
temporal. Estudaremos a equacao de Gross-Pitaevskii que inclui um potencial de
aprisionamento e termos nao conservativos que visam descrever a entrada e saida de
atomos do sistema condensado para a nuvem térmica que o envolve. Especificamente,
analisaremos o efeito de colisoes ineldsticas de dois corpos na dinamica de um CBE.

Neste ensejo, resumimos o conteudo de cada capitulo dessa dissertacao.
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e No capitulo 2, faremos uma breve descricao sobre condensados de Bose-Einstein.
Descreveremos o tratamento dado a um gas diluido aprisionado por uma armadilha
de potencial harmonico no caso esfericamente simétrico. Daremos énfase a
importancia da temperatura na condensacao, analisando o caso de bdsons
aprisionados em temperatura finita. Analisaremos ainda os efeitos de interagoes
no condensado de Bose-Einstein. Na descricao do géds nao-ideal usaremos a hipotese
de que somente colisoes binarias sao relevantes para a dinamica do condensado,
aplicaremos entao a aproximacao de campo médio, obtendo a equacao de Gross-

Pitaevskii.

Mostraremos que equagcoes nao-lineares do tipo Schrodinger podem ser generalizadas
acrescentando potenciais externos ou termos nao-conservativos. Veremos que uma
das formas da equacao de Schrodinger nao-linear é a equacao de Gross-Pitaevskii
generalizada e apresentaremos as generalizagoes utilizadas nos calculos. Em seguida,

faremos a descricao dos métodos que serao utilizados.

e No capitulo 3, estudaremos as solucoes estacionarias, para interacoes atrativas e
repulsivas. Por meio da aplicacao do método variacional independente do tempo,
obteremos alguns observaveis, para os dois tipos de interacao. Em seguida, através
do calculo numérico, faremos um estudo para interacoes repulsivas e interacoes

atrativas, com potencial harmonico e potencial anarmonico.

e No capitulo 4, estudaremos a dinamica de condensados nao-conservativos.
Inicialmente, descreveremos o modelo nao-conservativo, fazendo a caracterizacao do
caos e a descricao dos Solitons de Pereira-Stenflo. Aplicaremos o método variacional

dependente do tempo, para interacoes atrativas e repulsivas.

Através dos resultados numéricos (para os casos de interac¢ao repulsiva e atrativa),
exploraremos a ocorréncia de instabilidade na equacao de Gross-Pitaevskii

Generalizada.

e No capitulo 5, destacaremos as principais conclusoes obtidas nessa dissertacao.



Capitulo 2

Condensados de Bose-Einstein

2.1 Introducao

Quando um gas é resfriado a temperaturas muito baixas, é possivel atingir um regime
onde seu comportamento deixa de ser cldssico e a visao tradicional de que um gas é
constituido de particulas animadas com movimento desordenado nao mais se sustenta.
As particulas bosonicas no regime de ultra-baixas temperaturas atingem um estado que
denominamos de Condensado de Bose-Einstein (CBE).

A pesquisa sobre a condensagao iniciou-se com o artigo de S. N. Bose em 1924 [1],
no qual o fisico indiano apresentou uma derivacao original para a estatistica de fétons
e a distribuicao de Planck. Com base nesse artigo, nos anos de 1924 e 1925, Einstein
apresentou um trabalho [2] (o segundo de um total de trés artigos que escrevera sobre
mecanica estatistica de um gds monoatomico ideal), estendendo o tratamento a um
sistema de particulas livres, mostrando que em temperaturas suficientemente baixas ocorre
o “empilhamento” de uma fracao finita das particulas no estado de menor energia. Ea
esse empilhamento que se passou a chamar de condensagao de Bose-Einstein [3, 4].

Os trabalhos de Bose e de Einstein precederam o nascimento da Moderna Mecanica
Quantica, do conceito de estatistica de Fermi e da divisao das particulas em duas classes
(férmions e boésons), dependendo do spin delas [3]. No artigo de Einstein, havia, pela
primeira vez desde seu surgimento, a utilizacao da idéia de ondas de matéria de de Broglie.
Einstein justificou aplicar o célculo de Bose usando o argumento de que se as particulas
fossem ondas, elas deveriam obedecer a mesma estatistica que os fétons.

Desde entao, muitos trabalhos relacionados ao conceito foram realizados [3]. Em
1947, Bogoliubov escreveu um trabalho muito importante para o tratamento de sistemas
de muitos corpos que consistia em separar a contribuicao do estado fundamental daquela
devido a todos os demais estados [5], idéia chave para aplicagdo em CBE anos depois.

Em 1956, Penrose e Onsager estenderam o conceito de parametro de ordem para um

4
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liquido de Bose uniforme e discutiram as correlagoes de longo alcance que ela implicava.
Feynman escreveu artigos no periodo 1953-1954, visando determinar a funcao de onda
de estados quanticos de muitas particulas e descobrir como ela seria afetada no hélio
liquido pela estatistica de Bose. Entretanto, nao havia mencao significativa e direta
sobre condensacao de Bose-Einstein. O periodo de 1957-1965 ficou conhecido como
a era dourada, pois muitos e importantes estudos tedricos foram feitos atacando o
problema do gas condensado de Bose, muito embora fosse um sistema previsto apenas
teoricamente a época, mas nao realizado experimentalmente [3]. Trinta anos depois,
muitos desses trabalhos foram relevantes para a pesquisa de gases nao-ideais aprisionados.
Nesse periodo, um desenvolvimento muito importante para gases aprisionados foi aquele
devido a Pitaevskii [6] (1959-1961). Além da contribui¢ao relevante para a drea com
sua equacao para o parametro de ordem, um conceito importante trabalhado por
Pitaevskii foi o de uma funcao de onda macroscépica que poderia depender da posicao
e do tempo. Essa idéia foi, sem duvida, inspirada na funcao de onda de Ginzburg
e Landau em sua teoria pioneira de supercondutores espacialmente nao-homogéneos.
Independentemente, Gross também desenvolveu a equacao para o parametro de ordem
[6], motivo pelo qual tal equagao é conhecida como equagao de Gross-Pitaevskii. Apds
esse periodo de grande desenvolvimento teodrico, iniciou-se intensa pesquisa experimental,
principalmente da década de 80 em diante, para a obtencao de uma forma pura de
condensado de Bose-Einstein, sem as complicagoes de um liquido. Antes de 1995, os
principais sistemas em estudo eram excitons (excitagoes do tipo buraco-elétron ou h-
e”) em semicondutores, atomos de Hidrogénio e gases diluidos de metais alcalinos (os
mais promissores). Procurando a realizagao experimental de CBE num sistema gasoso,
varios cientistas passaram a investir no desenvolvimento de técnicas que permitissem o
resfriamento de um gés confinado a temperaturas da ordem de 107?K (como resfriamento
a laser). Durante o ano de 1995, trés grupos de pesquisa, utilizando técnicas que conjugam
resfriamento com lasers, aprisionamento magnético de dtomos e resfriamento evaporativo,
conseguiram reunir as condigoes necessarias para observacao da condensacao de Bose-
Einstein em gases, cujas amostras atomicas eram de metais alcalinos. Num primeiro
experimento [7], 4tomos de 3’Rb a uma densidade de 10'? dtomos/cm? foram resfriados a
cerca de 100n K, mostrando nesse regime uma variacao de comportamento com respeito a
sua distribuicao espacial e de momentos, o que assegura que o sistema sofreu a condensacao
de Bose-Einstein (CBE). Em seguida, um experimento realizado com dtomos de **Na [§]
também demonstrou a ocorréncia da CBE. Em outro experimento [9], dtomos de Li
sofreram quase o mesmo tratamento para atingirem a CBE.

Acompanhando os recentes sucessos experimentais em condensados atomicos, as
pesquisas teodricas foram reiniciadas, dessa vez no sentido de simular as condigoes

experimentais, em que havia potencial confinante externo. Muitos progressos nas
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pesquisas tedricas e experimentais sobre gases condensados de Bose diluidos e aprisionados
tém sido feitos, como a obtencao de condensacao para atomos de Hidrogeénio, obtida por
Fried et al. [10] em 1998 no MIT, e em outras espécies, atomicas ou nao.

De acordo com a mecanica quantica, os constituintes de um gas confinado nao
apresentam um espectro de energia continuo, sendo possivel somente valores discretos.
As particulas que constituem este sistema apresentam-se estatisticamente distribuidas
por estes estados de energia e todas as propriedades do sistema advém da contribuigao
estatistica destas varias particulas contidas nos vérios estados de energia. Nenhum dos
estados apresenta-se ocupado com um numero macroscopico de particulas, de modo que
nenhum estado contribui diferentemente para as propriedades termodinamicas do sistema,
além daquela que advém de seu “peso” estatistico. Como observado por Einstein, um gés
constituido por bosons poderia em ultra-baixas temperaturas apresentar uma populacao
macroscépica no seu estado de mais baixa energia (nimero este da ordem do ntimero
total de particulas do sistema). Neste estado especifico, as particulas contribuiriam para
as propriedades do gas de uma forma diferente das demais, com um “peso” maior. Esta
mudanca de comportamento com relacao as propriedades termodinamicas caracteriza a
chamada transi¢cao de fase. Neste contexto, a CBE leva o sistema para uma nova fase
com propriedades bastantes peculiares.

Os sistemas fisicos mais simples para obtencao e constatagao de condensacao de
Bose-FEinstein sao os formados por gases de atomos alcalinos diluidos e confinados por
armadilhas, uma vez que para esses atomos o espectro de niveis de energia pode ser
excitado de modo mais eficiente na fase de resfriamento a laser e de confinamento 6ptico.

Nos experimentos realizados em 1995, para obter o fendmeno de condensacao,
utilizaram-se técnicas magnéticas e dépticas de aprisionamento de gases, formando-se,
assim, armadilhas que confinavam esses gases diluidos de metais alcalinos. Apds os
atomos serem confinados em armadilhas magnéticas, eles eram resfriados a temperaturas
extremamente baixas, da ordem de fracoes de microkelvins. Abaixo de uma temperatura
critica T, os atomos dos gases de metais alcalinos se condensam, formando, por um
curto intervalo de tempo, o condensado de Bose-Einstein. Para se fazer uma medida do
estado condensado, o procedimento foi o de liberar os atomos, desligando-se a armadilha
confinante, que podiam, assim, se expandir livremente. Em seguida, efetuavam-se medidas
de tempo de voo ou da distribuicao de momentos, por meio de métodos opticos. Nessas
medidas, um pico estreito na distribuicao de momentos era observado abaixo de uma certa
temperatura critica, fornecendo uma clara assinatura experimental de um condensado de
Bose-Einstein. Pelo fato dos atomos alcalinos possibilitarem a obtencao facil de amostras
densas e frias, eles se apresentaram como excelentes candidatos a formacao de gases no
regime quantico ou, mais precisamente, a obten¢ao do condensado.

Até o momento, a condensacao de Bose-Einstein foi obtida com os seguintes sistemas
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atomico/moleculares: 8Rb [7], 2Na [8], “Li [9, 11], 'H [10], ®*Rb [12], Hélio metaestavel
[13], 19K [14], 133Cs [15], 1™YDb [16], OK, [17] e ®Liy [18].

2.2 Condensacao de bdésons

2.2.1 Gases de Bose Nao-Homogéneos

Uma das mais relevantes caracteristicas dos gases aprisionados de Bose formados por
metais alcalinos é a de que eles sao gases nao-homogéneos e formam sistemas de tamanho
finito. Eles tém um nimero de atomos limitado a poucos milhares, para sistemas com
interacoes de dois corpos atrativa, e da ordem de milhoes de particulas, no caso com
interacoes repulsivas.

Na maioria dos casos, as armadilhas confinantes sao bem aproximadas por potenciais
harmonicos, sendo que a frequéncia de aprisionamento wjy fornece uma escala de
comprimento caracteristica para o sistema, o comprimento do oscilador harmonico:
ap = y/h/(mwy), que é da ordem de poucos micrometros para as amostras disponiveis.
No caso do ®Rb e do #*Na, o tamanho do condensado é aumentado como conseqiiéncia
das forcas de dois corpos repulsivas; assim, os gases aprisionados podem se tornar quase
objetos macroscopicos, podendo atingir, em certos casos, uma extensao axial média de
0,3mm.

Como conseqiiéncias importantes da nao-homogeneidade dos gases aprisionados,

podemos citar:

1. O estado condensado pode ser descrito tanto no espaco dos momentos quanto no
espaco das coordenadas. Assim, torna-se mais ampla a investigacao dos efeitos de
condensacao e a utilizacao de novos métodos de estudo de quantidades relevantes,
como a dependéncia com a temperatura, as distribuicoes de densidade e energia,

fenomenos de interferéncia, freqiiéncias de oscilagoes coletivas, etc.

2. O papel importante desempenhado pelas interacoes de dois corpos. Apesar da
natureza muito diluida desses gases (uma distancia média tipica entre a&tomos maior
que dez vezes o alcance das forgas interatomicas), a combinagao de condensagao de
Bose-FEinstein e aprisionamento harmonico aumenta significativamente os efeitos
das interacoes atomo-atomo em muitas quantidades mensuraveis importantes. Por
exemplo, a densidade central do gas nao-ideal, em temperaturas muito baixas, pode
atingir até uma ou duas ordens de magnitude menores que a da densidade prevista

para um gas ideal na mesma armadilha.
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Apesar da nao-homogeneidade desses sistemas, o que complica muito o problema de
muitos corpos, a natureza diluida do gds possibilita que os efeitos da interacao sejam
descritos de um modo um tanto fundamental. Na pratica, um tnico parametro fisico, o
comprimento de espalhamento na onda s, é suficiente para se obter uma descri¢ao precisa.

A primeira e mais natural abordagem no estudo do comportamento desses sistemas é
a teoria de bdsons interagindo fracamente, a qual, para sistemas nao-homogeéneos, assume
a forma de uma Aproximacao de Campo Médio, chamada de Formalismo ou Teoria de
Gross-Pitaevskii. A aproximacao de campo médio para o parametro de ordem fornece
equacoes simples para descrever os fenomenos relevantes associados a condensacao de
Bose-Einstein. Em particular, ela reproduz propriedades tipicas de sistemas superfluidos,
como a propagacao de excitagoes coletivas e efeitos de interferéncia originarios da fase
do parametro de ordem. A teoria é adequada para descrever a maioria dos efeitos de
interacoes de dois corpos de gases diluidos em temperatura zero, podendo ser generalizada

para explorar também efeitos térmicos [19].

2.2.2 O gas ideal de Bose em uma armadilha harmonica

Em todos os experimentos citados, o potencial que confina os atomos pode ser
aproximado por um potencial confinante do tipo harmonico.

Viwr = %(wixQ + Wy 4 wi?) (2.1)

Assim, a investigacao desses sistemas inicia-se através da andlise de um sistema
quantico nao-relativistico de particulas idénticas em um potencial externo harmonico.
Nesse caso, o Hamiltoniano de muitos corpos é a soma dos Hamiltonianos de particula
Unica, cujos auto-valores sao dados pelas freqiiéncias e por trés niimeros quanticos inteiros
nao-negativos, ng, n, e n., na forma

1 1 1
annynz = <nm + 5) hwx —+ <77,y + §> ﬁwy + (nz + §> hwz . (22)

O estado fundamental ¢(r1,...,75) de N bdsons sem interacdo confinados pelo
potencial harmoénico (2.1) é obtido fazendo n, = n, = n, = 0 (todas as particulas no

mais baixo estado de energia), isto é

N
(b(fi7 7TN> = H (b(](f;) ) (2 3)
i=1
onde
/4
¢o(T) = <%)3 exp [—%(wwﬁ + wyy® + w,2%) (2.5)
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e wy é a média geométrica das freqiiéncias do oscilador nas trés direcoes espaciais, neste

trabalho, dada por
Wh, = YWpyw, (2.6)

Estamos considerando uma freqiiéncia de aprisionamento simetricamente esférica, ou
seja Wy = Wy = W, = W, 0 que gera wy, = w.

O tamanho da nuvem ¢ fixado pelo comprimento do oscilador harmonico, que
corresponde a largura média da Gaussiana. Nos experimentos existentes, tem-se a; =
1pum.

O aprisionamento do condensado tem sido, em geral, anisotrépico (por exemplo,
no caso cilindrico em forma de disco ou pizza, w, > w, ou parametro de assimetria
A =w,/w, > 1; e no caso cilindrico em forma de charuto w, < w, ou A < 1). Calculadas
as larguras radial e axial médias, pode-se obter a denominada “razao de aspecto”, dada
por

o\ 1/2
R=V)\= (%) . (2.7)
Py
A razao de aspecto R é fixada pelo parametro de assimetria da armadilha e nos da a

anisotropia desse sistema.

2.2.3 Bosons aprisionados em temperatura finita

Abaixo de uma determinada temperatura, a populacao do mais baixo estado torna-se
macroscopica, o que corresponde ao comeco da condensacao de Bose-Einstein.

Vamos admitir que um grande ntimero de particulas esteja no estado fundamental e
determinar a que temperatura isso ocorre [20]. O nimero de particulas que em média

ocupam um dos estados de energia €, a uma dada temperatura 7', é dada por [19, 20, 21]

9

Ne = —(F——
€ eBe—p _ 1’

(2.8)

em que g ¢ a degenerescencia do estado, aqui considerado como unitario, p é o potencial
quimico do sistema e 3 = (kgT)~!, onde kp é a constante de Boltzmann. O potencial
quimico é um importante parametro termodinamico que, em geral, depende do ntimero
de particulas e da temperatura. Se ele apresenta o mesmo valor em todos os pontos do
sistema, dizemos que o sistema estd em equilibrio termodinamico. O potencial quimico u
para um sistema de bdsons ¢ sempre negativo ou nulo, de modo a assegurar um nimero
de ocupacao dado pela equagao (2.8) sempre positivo. Em outras palavras, o potencial
quimico p deve ser menor que o menor dos estados €,,n,n, 0U f < €goo. Quando o potencial

quimico se aproxima do estado menos energético:

3
Mn — €pp0 = 577/@, (29)
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o numero de particulas no estado fundamental N,

1

No = eBleooo—p) — 1’

(2.10)
torna-se macroscopico. Assim, quando u se aproxima do limite superior (2.9), o nimero

total de particulas é dado por

1

N=N+ >, eBh(wanatwyny+wsnz) _ 1’

Mg, Ny, Mz 70

(2.11)

Para calcular a soma acima, geralmente usa-se a aproximacao semiclassica para os estados
excitados [19] e assume-se que o espacamento dos niveis de energia torna-se muito pequeno
quando N — oo, de modo que se pode substituir (2.11) por

N =N, + /Oo /Oo /OO dngdnydn. (2.12)
0 0 0

eBh(wanatwyny+wznz) _ |

A precis@o da aproximagcao semicldssica (2.12) é boa quando kgT >> hwyg, sendo wyg a

média geométrica. Resolvendo-se (2.12), encontra-se

kT \*
N — Ny =((3 2.13
=) (2] 213
sendo ((3) = Y22, 5 = 1.202, chamada funcdo Zeta de Riemann [21]. Da tltima
expressao, pode-se extrair a temperatura critica de transicao 7, assumindo-se que Ny = 0
para T' = T:

N 1/3
kBTc = hwhO (@) = 0.94hwh0N1/3. (214)

Com a equacao acima, podemos calcular a que temperatura é esperada a ocorréncia
da CBE quando sao conhecidas as caracteristicas da armadilha e o ntimero de particulas.
Para um valor “tipico” de freqiiéncia da armadilha de 200H z, a temperatura critica é da
ordem de 200nK para 1000 bésons, e 400nK para 10000 bésons.

Uma vez conhecida a temperatura critica, podemos determinar a fracao de particulas

no estado fundamental (Ny/N) como fungao da temperatura:

3/2
No_y_ (Z) " (2.15)
N T,
Este tipo de curva, caracteristica de uma transicao de fase, ¢ uma “assinatura” marcante
da ocorréncia de CBE.

Vamos analisar na se¢ao que segue as mudancas nas propriedades de um condensado
de Bose-Einstein, quando se passa do caso de um gés de Bose ideal para o caso de um

gas de Bose com interagoes.



CAPITULO 2. CONDENSADOS DE BOSE-EINSTEIN 11

2.3 Formalismo de Gross-Pitaevskii

2.3.1 Introducgao

Segundo [4], os condensados atomicos de Bose-Einstein produzidos em laboratérios
sao nao apenas muito frios mas também bastante rarefeitos. Isso faz com que a distancia
média entre atomos seja suficientemente grande para que, quando dois deles interagem,
a probabilidade de que um terceiro esteja também por perto, apto a participar da
interacao com os dois, seja também bastante pequena. Como os dtomos do condensado
sao extremamente frios, a interacao de dois deles é essencialmente eldstica, entretanto
processos inelasticos como recombinacdao de trés corpos e relaracao dipolar também
podem ocorrer, principalmente quando a densidade é significativa. Os processos elasticos
conservam energia e momento, e uma combinacao dessas duas condigoes é o que da ao
condensado sua relativa estabilidade. A interacao entre os atomos é rica em estados
ligados, mas para que dois atomos nao ligados passem para um desses estados é preciso
que eles se livtem de parte da energia com a qual iniciam a interagao. O modo mais
viavel para que isso aconteca é a participagao de um terceiro atomo no processo, que fica
encarregado de carregar consigo a energia sobressalente. Esse mecanismo, chamado de
recombinacao de trés corpos, é, de fato, um fator limitante para a vida dos condensados.
Entretanto, ele é inibido pela baixa densidade, o que possibilita que a vida dos condensados
seja da ordem de varios segundos.

Se considerarmos um sistema suficientemente diluido e a auséncia de colapsos, o
processo de colisoes é extraordinariamente insensivel as particularidades da interacao, e
pode ser muito bem caracterizado através de um tnico parametro diretamente relacionado
com a se¢ao de choque para o espalhamento (eldstico) dos dois d&tomos. Quando interagdes
de trés corpos sao relevantes (casos em que a densidade é um pouco maior e colisdes
ineldsticas de dois ou mais corpos tornam-se importantes), a interacao efetiva deve levar
em conta mais parametros para a descricao do sistema fisico, como condensados, como
os parametros de colisao elastica de trés corpos ou os parametros de colisao inelastica de

dois e trés corpos, que passamos a considerar nas secoes seguintes.

2.3.2 Efeitos de interacoes no condensado de Bose-Einstein

A Hamiltoniana de muitos corpos descrevendo N bdsons interagindo, confinados por
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um potencial externo V.., é dada por [19]

~

H= /dF Tt (7) [_j_mw + Vm(f‘)] () + %/dFdF’ AT PV (F = 7B (F ) (7),
(2.16)

onde ¥ (7) e UT() sdo os operadores de campo bosonicos que, respectivamente, aniquilam

e criam uma particula na posigao 7 e V(7 — ") é o potencial interatémico de dois corpos.

O estado fundamental do sistema pode ser calculado diretamente, comecando da
Hamiltoniana (2.16). Por exemplo, pode-se usar o método de Monte-Carlo para calcular
grandezas de equilibrio termodinamico dos atomos, o que fornece resultados exatos a
menos de erros estatisticos. Entretanto, o calculo pode ser quase que impraticavel para
sistemas com valores muito grandes de N [22, 23] (por exemplo, para 10* ou mais 4tomos).
Em sistemas muito rarefeitos, como acontece no caso dos condensados atomicos de Bose-
Einstein, existe um tipo de aproximagao que, sem ignorar completamente a interacao
entre particulas, ignora efeitos de correlacao devido a essa interacao. Esse tipo de
tratamento consiste em tratar a dinamica de uma particula levando em conta apenas
o efeito “médio” de sua interagao com as outras. Esse efeito médio se traduz simplesmente
num potencial adicional, ao qual cada uma das particulas estd sujeita, o qual depende
do estado das demais. Como o estado de cada uma das particulas que contribui para
esse potencial adicional depende, por sua vez, dele mesmo, o que se perde nesse tipo de
tratamento ¢é a linearidade caracteristica das equacoes da mecanica quantica: o potencial
que define a dinamica de cada particula depende dessa dinamica. Esta aproximacao
¢ conhecida como aproximacao de campo médio, e foi desenvolvida para sistemas com
interacao, a fim de superar o problema de resolver exatamente a equacao de Schrodinger
completa de muitos corpos.

A idéia basica para a descricao de campo médio de um gas de Bose diluido foi
formulada por Bogoliubov em 1947 [5]. O ponto-chave consiste em separar a contribuigao
do condensado para o operador de campo bosonico. Em geral, os operadores de campo

de criacao e aniquilagao podem ser escritos como
V() = tha(Paa , () =D ¢i(Pal, (2.17)

onde 1),(7) sdo as funcdes de onda de particula tnica e @, e a, sao os operadores de
aniquilagdo e criacio. Os operadores @, e a, sdo definidos no espago de Fock por meio

das relacoes
al | no,na, e Ny ) = Ve + 1| ngyna, oy a +1,.00) (2.18)

Qo | 0y M1y ooy Ny v ) = /N | MOy M1y ey — 1,000 ) (2.19)
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onde n,, o nimero de atomos no estado de particula unica «, sao os autovalores do
operador numero

~

N = GG (2.20)

Os operadores de criacao e destruicao obedecem as regras de comutagao usuais

[0, @5 = Oag. [Ga,a5) =0 e [al,al) =0 . (2.21)

(e

A condensacao de Bose-Einstein ocorre quando o ntimero de atomos ng do estado
fundamental torna-se muito grande: ng = Ny > 1 e a razdo Ny/N permanece finita
no limite termodinamico N — oo. Neste limite, os estados com Ny e Ny =1 ~ N
correspondem a mesma configuracao fisica e, conseqiientemente, os operadores ag e &5

podem ser tratados como niimeros, com valores

ap = ah = /Ny . (2.22)

Para um gas uniforme em um volume V', a condensacao de Bose-Einstein ocorre no
estado de particula tinica ¥y =1/ vV com momento nulo e o operador campo \if(F) pode,
entdo, ser decomposto na forma W(7) = \/Ny/V 4+ ¥(F). Tratando o operador ¥’ como
uma pequena perturbacao, Bogoliubov desenvolveu a teoria de primeira ordem para as

excitacoes de gases de Bose com interacao.

A generalizagao da teoria de Bogoliubov [5] para o caso da configuragoes dependentes

do tempo e nao-uniformes é dada por

(7, t) = U(Ft) + V(7 1) , (2.23)
onde usamos a representagao de Heisenberg para os operadores campo. Aqui, ¥(7,t) é a

funcao complexa definida como o valor esperado do operador campo,

() = (U(F) (2.24)
cujo modulo fixa a densidade do condensado:

no(7,t) =| W(7t) |* . (2.25)

A funcdo ¥(7,t) também possui uma fase bem definida. Essa fungao V(r,t) é um
campo classico com o significado de um parametro de ordem, que é freqlientemente
chamada de funcao de onda do condensado.

A decomposicao (2.23) torna-se particularmente util se 0 6 pequena, isto é, quando
a reducao do condensado é pequena. Entao, uma equacao para o parametro de ordem
pode ser deduzida expandindo a teoria para as mais baixas ordens em Nz , COMO NO €aso

de gases uniformes. A principal diferenca é que aqui também se obtém uma teoria de
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ordem zero nao trivial para U(7,t).

Para deduzir a equagdo para a fungao de onda do condensado (7, t), tem-se que
escrever a evolucao temporal do operador campo \if('F, t), usando a equagao de Heisenberg

com a Hamiltoniana de muitos corpos (2.16), a partir da qual chega-se a

ih%@(ﬁ t) = [U(7,t), H) = (2.26)
d - h?V? . . .
2 — . >IN\t (! 2 —/ —
ih =D (7 1) — +vm<f‘)+/dr Vi OVE - A | B . (2.27)

Entao, temos que substituir o operador U pelo campo classico ¥. Na integral contendo
a interacao dtomo-atomo V(77 —7), esta substituigao é, em geral, uma aproximacao pobre
quando distancias curtas (77 — 7) estao envolvidas. Em um gés frio e diluido, entretanto,
pode-se obter uma expressao adequada para o termo de interacao observando-se que,
neste caso, somente colisoes bindrias em baixa energia sao relevantes e essas colisoes
sao independentes dos detalhes do potencial de dois corpos e sao caracterizadas por um
parametro unico: o comprimento de espalhamento na onda s. Isto permite que se substitua

V(7 — 7) na equagao (2.27) por uma interacao efetiva
V(' —7) = Xd(r —7) (2.28)

onde a constante de acoplamento A\, esta relacionada ao comprimento de espalhamento a

por
B drh’a
-—.

A2 (2.29)

O uso do potencial efetivo (2.28) na equagao (2.27) é compativel com a substituigao

de U por ¥ e produz a seguinte equacao fechada para o parametro de ordem

L0 < hAv? , 2> .
ih=U(7 t) = | — + Vet (F) + X | O(7,8) 2| O(7,8) . (2.30)
ot 2m

Esta equacao do tipo Schrédinger nao-linear é conhecida como equacao de Gross-
Pitaevskii (EGP) [6]. Sua validade é baseada na condi¢cdo de que o comprimento de
espalhamento na onda s seja muito menor que a distancia média entre dtomos e que o
nimero de atomos no condensado seja muito maior que 1.

Com a hipétese de que ¥ = 0, o formalismo de Gross-Pitaevskii ¢ estritamente valido
somente no limite de temperatura zero, quando todas as particulas estao no condensado.

O parametro adimensional que controla a validade da aproximacao de géas diluido,
exigido para a deducdo da equagao (2.27), é o nimero de particulas em um volume de

espalhamento | a |>. Esse parametro de diluigao pode ser escrito como

v=mlal (2.31)
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onde 7 é a densidade média do gas.

Recentes determinacoes do comprimento de espalhamento das espécies atomicas usa-
das nos experimentos em condensacao de Bose-Einstein fornecem: a = 2,75 nm para
2Na [24], a = 5,77 nm para 'Rb [25] e a = —1,45 nm para "Li [26]. Valores tipicos de
densidade variam de 10'3 a 10'® cm ™2, de modo que sempre se tem y < 1073.

Quando y < 1, dizemos que o sistema ¢é diluido ou fracamente interagente. Entretanto,
o fato de y ser pequeno nao implica necessariamente que os efeitos de interacoes sejam
pequenos. Esses efeitos, de fato, tém que ser comparados com a energia cinética dos
atomos na armadilha. Uma primeira estimativa pode ser obtida calculando-se a energia
de interagao Ej,; do estado fundamental do oscilador harmonico. Esta energia é dada por
Eini = AaN7, onde a densidade média é da ordem de m = N/a;, de modo que se obtém
Eini o< N? | a | /a;. Por outro lado, a energia cinética é da ordem de Nhiw e, assim,

E.,~N a,’LQ. Finalmente, encontra-se

Eint - N | a |
Ecz’n ap,

(2.32)

Este é o parametro que expressa a importancia da interacao atomo-atomo comparada com
a energia cinética. Ele pode ser facilmente maior que 1 mesmo quando xy < 1, de modo
que muitos gases diluidos podem exibir também um importante comportamento nao-ideal.
Nos primeiros experimentos com os dtomos de 3’Rb no JILA [7] a razao r, =| a | /a; era
de aproximadamente 7 x 1073, com N da ordem de alguns milhares. Assim, a razao (2.32)
é maior que um. Nos experimentos com "Li em Rice [11], 0 mesmo parametro é menor que
1, visto que o ntimero de particulas é da ordem de 1000 e r, ~ 5 x 10~%. Finalmente, nos
experimentos com sédio no MIT [8], o nimero de dtomos no condensado é muito grande
(10% — 107) e a razao (2.32) varia de 10* a 10%.

2.4 Equacoes de Schrodinger nao-lineares

As equagbes nao-lineares do tipo Schrodinger (ESNL) sdo muito importantes porque
descrevem um grande nimero de fenomenos em Fisica, tendo extensoes relevantes em
outros dominios cientificos como, por exemplo, em Engenharias e Biociéncias.

Muitos sistemas fisicos podem ser explicados por uma equacao diferencial nao-linear de
22 ordem do tipo Schrodinger. Como exemplo, fluidos atravessando duas placas paralelas
ou ondas induzidas por vento podem ser descritos por uma equacao de Schédinger nao-

linear unidimensional denominada equagao de Ginzburg-Landau [27]:

M
ot

oY 0? 9
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onde ¢ = ¢(z,t) é a funcdo de onda do sistema, v é a velocidade de grupo do modo mais
instavel e a, b e ¢ sao parametros complexos do sistema.
Pode-se também considerar a introducao do termo quintico para descrever estruturas

localizadas rodeadas por um estado estacionario estavel. Em outras palavras, tem-se

2
W el p e —d|v Y (2.34)
onde Re(a) < 0, Re(c) <0 e Re(d) > 0.
O comportamento estatico e o comportamento dinamico de condensados de Bose-
Einstein, como vimos, pode ser descrito por um tipo de ESNL chamada de Equacao de
Gross-Pitaevskii. Essa equacao, sem potencial confinante, em 3D e simetria esférica pode

ser escrita como

L OU(7 1) R, 4rh*a
= VX N
ih py 2mv (7 t) + -

onde m é a massa da particula, a o comprimento de espalhamento da interacao de dois

| W2 W(7 1) (2.35)

corpos do sistema e N o nimero de d4tomos no sistema [28].

Vamos analisar a seguir os casos de sistemas em que o formalismo de Gross-Pitaevskii
apresenta generalizagoes que utilizaremos em nossos calculos. Generalizacoes para a
equagao (2.35) sdo possiveis, tais como a introducdo de um potencial externo e de
termos nao-conservativos nessa equacao. No primeiro caso, temos a equacao de Gross-
Pitaevskii tradicional, com potencial harmonico confinante, a qual apresenta a seguinte

forma tridimensional

ov(rt) R, e 4mh*a
T == —%V \I/(T,t) + Vharm(’l“)\I/(T,t) + N

Em casos que envolvam outras generalizacoes como diferentes potenciais de

ih |2 U(rt).  (2.36)

aprisionamento, termos com coeficientes reais para descrever colisoes elasticas de 3 corpos
ou termos nao-conservativos, tem-se outras formas de ESNL, que sao Equacoes de Gross-
Pitaevski Generalizadas (EGPG).

Por exemplo, no caso de termos dissipativos e de alimentacao para descrever sistemas
em que ha perdas e ganhos de atomos na regiao onde o potencial externo os confina, temos
a equagao de Gross-Pitaevskii nao-conservativa ou generalizada (EGPG), cuja forma com

perdas por colisoes inelasticas de dois e trés corpos é dada por

LoV R _, , 4rh*a
’Lha = —%V \I/*F‘/emt(’l")\l/—N m

| U 20 +iG 0 — (G, | U > +Ge | T YW,
(2.37)

onde ¥ = ¥(r,t), G, é o parametro de alimentacdo atomica do condensado pela nuvem
térmica externa, G, ¢ o parametro de dissipacao atomica por relaxacao dipolar e G¢ é o
parametro de dissipacao atomica por recombinacao de trés corpos.

Vamos agora destacar mais o caso estaciondrio generalizado.
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2.5 Formalismo de Gross-Pitaevskii estacionario

generalizado

A partir da Lagrangiana efetiva que descreve a funcao de onda do condensado na
aproximacao de Hartree, deduzimos uma generalizacao para a equagao de Gross-Pitaevskii
6], caracterizada pela inclusdo de um termo proporcional ao quadrado da densidade,
correspondente a interacao de trés corpos.

A seguir, nés a reduzimos a uma equacao adimensional para, em seguida, obter
numericamente as suas solugoes na onda s. Como particularmente observado em [29, 30],
para incorporar todos os processos de espalhamento em sistemas de muitos corpos,
o potencial de dois corpos deveria ser substituido pela matriz T de muitos corpos.
Geralmente, em energias muito baixas, isto é aproximado pela matriz de espalhamento
de dois corpos, que é diretamente proporcional ao comprimento de espalhamento [31].

Assim, para obter a equacao desejada, ndés primeiro consideramos a Lagrangiana
efetiva que descreve a funcao de onda do condensado na aproximacao de Hartree-Fock,
o que implica no funcional de energia de Gross-Pitaevskii generalizado [30]. A equagao
de Schrodinger nao-linear generalizada que descreve a funcao de onda do condensado,
na aproximagao de campo médio, é obtida da Lagrangiana efetiva dada na Ref. [30].
Considerando o céalculo e o referencial adotado neste trabalho, bem como a solucao
estacionaria

W, 1) = exp <_;Mt>@/)(f') , (2.38)

onde p corresponde ao potencial quimico, que nos indica a resisténcia do sistema a entrada

ou saida de dtomos, essa equagao pode ser escrita como [32]

2

h
VR Vi) -

4mh? |al
Y el
m m

AP+ Ml 0) = ) 239
onde V4, € 0 potencial geral de aprisionamento, p é o potencial quimico, fixado pelo

numero de atomos N no estado condensado

/d3r|w(ﬂ|2 ~ N. (2.40)

As escalas fisicas apresentadas na equagao (2.39) podem ser facilmente reconhecidas
trabalhando-se com equagdes adimensionais. Reescalonando (2.39) para a solugao na onda

s, obtemos a equagao independente do tempo

l 1, [P ()l

x4

|
T T e e

1 O(zx) = BO(), (2.41)

onde

r=\2mw/hr ; ®(z)=./8r|a| r)(r) , (2.42)
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sendo a funcdo de onda adimensional ®(z) a solugao radial da equacao.
Os parametros adimensionais, relacionados ao potencial quimico e a intensidade de

trés corpos sao, respectivamente, dados por

2

L m
= — d = Mhw |———

(2.43)

e a normalizagdo para ®(x), obtida da equagao (2.40), define um nimero n relacionado

ao numero de dtomos N:

o0 2
/ dz|®(z)]* =n, onde n=2N|q| % : (2.44)
0
As condigoes de contorno em (2.41) sao dadas por [28]
®(0) =0 e ®(00) ~ Cexp|-2/4+ (8- 1/2)In(z)] . (2.45)

2.6 Meétodos de solucao

Para se obter as solugoes da equagao de Gross-Pitaevskii generalizada independente
do tempo, aplicamos o método variacional (aproximagao gaussiana) e calculo numérico
exato, por meio da combinacao do método de Runge-Kutta com o método de “chute”
(shooting method).

J& no caso dinamico, empregamos o método ou aproximacao variacional dependente
do tempo, confirmado pelo célculo numérico exato, em que foi usado o algoritmo de
Crank-Nicolson. Estes dois ultimos métodos foram aplicados no Capitulo 4. E importante
ressaltar que resolvemos a equacao de Gross-Pitaevskii generalizada no caso tridimensional
com simetria esférica em todos os casos.

Os algoritmos numéricos empregados neste trabalho para os calculos numéricos exatos

dos casos estacionario e dinamico estao descritos na secao seguinte.

2.6.1 Métodos numéricos

Método de Runge-Kutta

Para resolver equagoes diferenciais ordinarias do tipo

du
i F(t,u) (2.46)
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com condigao inicial u(t,) = wu,, pode-se aplicar o método de Runge-Kutta classico de

quarta ordem. Neste método, devemos definir

= At F(t,, un)
=At F +1
EE(t + fkl) (2.47)
= At F(t, + + 5k2)
de modo que o valor da func¢do u da equagao (2.46) é dado por
1

Para obter as solugoes da equacao de Gross-Pitaevskii generalizada independente do
tempo, através do calculo numérico, como faremos no Capitulo 3, temos que resolver uma

equagao diferencial de segunda ordem do tipo

y' =9y, ), (2.49)

que pode ser desmembrada em duas equacoes de primeira ordem

v =z¢e 2 =g(zy,1). (2.50)

Para obter as solucoes da equacao de Gross-Pitaevskii generalizada dependente do
tempo, através do método variacional, teremos que resolver um sistesma de trés equagoes

diferenciais, como faremos no Capitulo 4. Nesse caso, temos o seguinte sistema:

dx

E = f(taxayaz)

d

d_g; :g(taxayv'z) ) (251)
d

d_i =h(t,z,y, z)
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com condi¢ao inicial (t,,z(t,), y(tn), 2(tn))=tn, Tn, Yn, 2n) definimos

kl - At f(tnaxnayna Zn)
li = At g(ty, T, Yn, 2n)

my = At h(tn,xn,yn, Zn)

At kl ll mq
ky = At f(t, + — M 1 i
5 [t + 5o nt o Yn G 2)

At ]{?1 ll my
ly = At g(t, + — “ 2 e
5 g(tn + 5o nt o Yn g 2)

At ]{?1 ll my
=A n n y Yn a0 cn
Mo th(t+2,:c+2y+2z+2)
(2.52)
At ks ls ms
ks = At f(t, + — - = —=
3 ftn + 5o nt o Yn S 2)

At k’g l2 mo
lo = At g(t, + — 2 2 2
3 g(t, + 5o Tnt o Yn g 2)

At k’g l2 mo
:Athtn - n a0 9In 5 °n 5
ms (+2,x+2y+2z+2)

ky = At f(t, + Atz + ks, yn + 13, 2, + m3)

l4 - At g(tn + Ataxn + k?nyn + lg,Zn + m3)

my = At h(t, + At,x, + k3, yn + I3, 2, +m3)

de modo que o valor de (z,y, z) é dado por

k1 + 2kg 4 2k3 + ky
Tyl = Tn 6

Yn+1 = Yn + 6

my + 2ms + 2ms + my

Zn4+1 = Zn 6
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Método de Crank-Nicolson

Equacoes diferenciais parciais parabdlicas da forma
Upp = (1, t, uy Uy, uy) (2.54)

podem ser solucionadas numericamente utilizando o Método de Elementos Finitos, o
Método da Transformada de Fourier ou o Método de Diferencas Finitas. Neste trabalho,
optamos por utilizar um dos Métodos de Diferencas Finitas denominado de Método de

Crank-Nicolson, devido a estabilidade incondicional que esse método possui.

Essa equacao pode ser colocada muitas vezes na forma
Upy + f(’/’, t u)ur + 9(7“7 2 u) = p('r’, L u)ut (2'55>

que, em geral, dependendo das atribui¢oes dadas a f, g e p, é nao-linear.

A aplicagao do Método de Crank-Nicolson para a equac¢ao nao-linear (2.54) nos leva a

7502 (Usj1 + Usj) =

(2.56)
=V [ihu (j + %) k, 5 (Ui jir + Uiy), ﬁ/ﬂsr(UmH +Uij), %(Ui,jﬂ — Ui,j)} )
onde usamos a notagao de operadores de discretizagao
07U jr1 = Uirjin = 2Uig41 + Uisi i (2.57)
0Uijrr = Uiygjin = Uinp i e (2.58)
pU; g1 = % (Ui+%,j+1 + U‘—%,jﬂ) : (2.59)

A solugao da equagao de diferengas (2.56) converge para a solucao de (2.54) sem

nenhuma restricao sobre a razao de estabilidade

k

Rest = ﬁ )

(2.60)

onde k = At e h = Ar correspondem aos intervalos de discretizacdo no tempo e na
malha espacial da equagao, respectivamente. A razao de estabilidade R,y tem por grande
utilidade possibilitar uma analise da convergéncia dos métodos de discretizagao aplicados
as equacoes diferenciais. No caso do Método de Crank-Nicolson, quaisquer valores de k e
h escolhidos para gerar a malha de diferencas finitas - ou seja, para todo R.q - a equagao
de diferencas finitas converge para a solucao da equacao diferencial correspondente, sendo
o erro da ordem de O(k* + h?).
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Assim, dizemos que o método de Crank-Nicolson é incondicionalmente estavel, o que
o torna extremamente adequado para resolucao de equacgoes diferenciais tais como as
equagoes de Schrodinger nao-lineares, a equacao de Navier-Stokes e a equagao de difusao
nao-linear.

A seguir, descreveremos o método variacional independente do tempo e mostraremos

os resultados obtidos com os cédlculos variacionais e numéricos exatos, no caso estacionario.



Capitulo 3

Solucoes estacionarias

3.1 Método variacional independente do tempo

3.1.1 Interacoes atrativas

Consideremos um fluido de N bdsons regido pela equagao
h2
b = | ==V Dt — N | P ¢ (3.1)
2m 2

sendo ¥ = ¥ (7) e ¥ é normalizada a 1. Esta expressao representa uma equagao de campo
médio com uma interacao efetiva ou uma interacao de dois corpos. Neste caso, Ay < 0,
onde \y = 47rh2a/m, o que significa que o sistema apresenta interagoes de dois corpos
atrativas.

Vamos calcular uma funcao de onda aproximada para o estado condensado e
observaveis correspondentes, usando o formalismo variacional. Inicialmente, calculamos

a energia F do sistema, que é dada por

N 1 . (3.2)

h? m
| VY P +N—wr? | ¢ |? _7>\2 ||

E=N[dr|Ng -
drl 2m 2

Para obter a solugao, devemos minimizar E ou resolver a equagao (3.1). Vamos assumir

na equagao (3.2) a forma gaussiana para 1, tendo como parametro variacional a largura

7= () "o () e

Calculando os termos nao-lineares da energia potencial, obtemos para a energia

da Gaussiana o:

E = hwN E (02 + %) - ﬁ} . (3.4)

23
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sendo que n estd relacionado ao numero de dtomos N, como mostrado na equacao (2.44).

Minimizando E em relacao a o, ou seja

oF

| = 0, (3.5)
g0
obtemos o polinomio
n
O'S—O'O—i-ﬁ:o . (36)

Em seguida, procede-se com a determinacao das raizes desse polinomio e verifica-se
quais sao as de maximo e de minimo, que nos fornecem as solucoes para os observaveis
do sistema.

Por meio desta analise, pode-se determinar também outros observaveis como o
potencial quimico, a densidade central e a freqiiéncia de oscilacoes coletivas em torno

do ponto gy. As expressoes para ji, definido como

oFE
r=3N (3.7)
e pe, definido como
pe=N |y (3-8)

sao dadas por

3 1 n
—hwl|s |+ =) - ——— ,
p=nw [4 (00 + 03> 2\/%08] (39)

mw\3? 1
o (Mt L 3.10
P (Wh) od (3.10)

O valor do raio quadratico médio para o sistema é dado por

(r?) = <3L2> . (3.11)

mw 2

A frequiéncia de oscilagoes coletivas é dada variacionalmente em funcao da freqiiéncia

do oscilador w por
2 1 0’FE

Weol = WA 5

3 Nhw 0o? (312)

Y

g0

a qual pode ser obtida por analogia com o caso mecanico de um sistema massa-mola. Seu

1
Weol = W1 [ — 0—3 ) (3.13)

Dessa forma, o valor do numero critico pode ser obtido analiticamente nessa

valor é dado por:

abordagem variacional [33], pois para n = n. devemos ter w.; = 0, o que conduz a

o4 = o} =1/5. Esse resultado em conjunto com a equagao (3.6) nos fornece

ne = /7 E (%)1/41 — 11,8965 . (3.14)
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O valor do potencial quimico critico é dado por

D
fe = \1/—0_7’%0 . (3.15)

Nas figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, temos o comportamento dos observaveis. A energia
total F é dada em unidades de Nhw/n, o potencial quimico p é dado em unidades de hw,
o raio quadratico médio < r? > possui unidades de fi/mw e a densidade central p é dada
em unidades de N(mw/h)*?. Em todos os casos, podemos notar a existéncia do limite
critico do nimero de particulas do condensado nesse caso especifico (a < 0).

O método variacional consiste em se fazer o calculo da variacao de uma determinada
quantidade, de modo a minimiza-la. O que fizemos foi aplicar o principio de minimizacao
da energia com relagao a largura da funcao de onda o e, por meio dessa minimizacao,
determinar os pontos de maximo e de minimo do sistema, que define a solucao do estado
fundamental.

Um outro método que estudamos [34] consiste em um meio mais simples para calcular
os observaveis, usando o formalismo variacional. Isolamos o numero de particulas n
no polinémio (3.6), obtido através da minimizagdo da energia, e tracamos os graficos
dos observaveis, calculados em funcao desse ntimero de particulas para cada valor de o,
considerado como um parametro. Essa técnica nos fornece os mesmos resultados obtidos
pelo método variacional descrito anteriormente. Trata-se de um método mais simples e

de igual eficacia.

3.1.2 Interacoes repulsivas

Consideremos um fluido de N bésons regido pela equagao
h2
= | =V 4 TP £ Nag |9 Pl (3.16)
2m 2

onde 1) = 9(r) e ¥ é normalizada a 1. Esta expressao representa uma equacao de campo
médio com uma interacao de dois corpos. Agora, temos Ay > 0, e o sistema apresenta
interacoes de dois corpos repulsivas.

Como no caso onde o sistema apresentava interacgoes atrativas, calculamos uma funcao
de onda aproximada para o estado condensado e observaveis correspondentes, usando o
formalismo variacional. Em seguida, calculamos a energia E do sistema. Aplicamos o
principio de minimizacao da energia com relacao a largura da fungao de onda, obtendo o
polinémio

08—00—#:0 : (3.17)
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Por meio desta analise, pode-se determinar também outros observaveis como o
potencial quimico, a densidade central e a freqiiéncia de oscilacao coletiva em torno do

ponto gy. Nesse caso repulsivo, a expressao para j €

3( o5 1 n
2 1
= hw Ll (Uo - a%) - 2\/%08’1 , (3.18)

para a densidade central é

mw\3/2 1
pe=N ()T (3.19)

mh logit

e para o raio quadratico médio é

mw

(r2y = <%‘2> _ (3.20)

Na figura 3.5, temos o comportamento do potencial quimico u, dado em unidades de
hw.

3.2 Calculo numérico

3.2.1 Interacoes atrativas

Potencial harmonico

Nas Refs. [30, 35], os autores utilizaram uma combinac¢ao dos métodos de chute
(“shooting”) e de Runge-Kutta para obter as correspondentes solugoes estaciondrias de
(2.41). A atribuicao de estabilidade foi feita estudando a correspondente equacao de
Schrodinger dependente do tempo, usando o método de Crank-Nicolson, como na Ref.
[36]. A seguir, descrevemos os resultados numéricos exatos obtidos por meio desse método
citado [30, 35].

Na figura 3.6, apresentamos o potencial quimico adimensional # como funcao de n.
O célculo concorda com o resultado apresentado na Ref. [28], com o nimero méximo de
atomos limitado a n. ~ 1,62 *.

Na figura 3.7, tracamos também o grafico da densidade central p, como uma funcao do
nimero reduzido n. Confirmam-se as conclusoes obtidas do grafico do potencial quimico
quanto aos setores de estabilidade.

Todos os resultados encontrados via variacional tém qualitativamente a mesma forma
dos resultados exatos mostrados nas figuras dessa secao; diferencas quantitativas podem
ser observadas, por exemplo, através do grafico da energia, em que os calculos variacionais

fornecem resultados maiores do que os exatos.

*O parametro n é igual ao |C3P| da Ref. [28].
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Potencial anarmonico

A ESNL que descreve um problema quantico de muitos corpos para um géds muito
diluido, em simetria esférica e potencial confinante anarmoénico [37], no caso de uma

interacao de dois corpos atrativa, tem a seguinte forma:

. 2 2

By + Van(r) —

2m m

wmw@¢mm (3.21)

sendo ¢ (7, t) a fungao de onda e V,, o potencial de aprisionamento. a é o comprimento de
espalhamento da interacao de dois corpos na onda s e m a massa do atomo aprisionado.

A funcéo de onda (7, t) = v é normalizada ao nimero de particulas V:

/ |0 2 d*F = N. (3.22)

No caso especifico de potenciais anarmonicos do tipo lei de poténcias, em simetria esférica,

nos podemos escrever o potencial de aprisionamento como:

Van(r) = ; (*/Z;T> ,

sendo lp = (/h/(mw) definido como unidade de comprimento. Para o = 2, nds temos

o potencial do oscilador harmonico tridimensional, sendo w a média geométrica das

(3.23)

freqiiéncias no espaco tridimensional (w? = wiwsws). As solugoes estacionérias da equacio
(3.21) em funcdo do potencial quimico p podem ser obtidas supondo (7, t) = e/,

de forma que se obtém a equacao

(=357 4 Vo) = L 09 P ) = (3:21)

A armadilha é esféricamente simétrica e nds estamos interessados nas solugoes no estado
fundamental. Assim, na equagao (3.24), nds assumimos o sistema na onda-s, e redefinimos

a funcao de onda, a variavel r e o potencial quimico como

o(z) =8 |alre(r), x= lifr’ g = % (3.25)

Usando as relagoes (3.25) na equacao (3.24), obtemos

_d9(x) | o(x) |2

dz? 2

Como () é normalizada a N, a partir de (3.25) nds obtemos normalizagdo cor-

Bo(x) = L ¢( ) - o(z). (3.26)

respondente a ¢(z):

/0 ®dr | o(x) P=2v2Y z|0a 3 (3.27)
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Sejam as condigoes de contorno de (3.26), ¢(0) =0 e ¢(x — o0) = 0. A energia total do

sistema ¢é dada por

I
By = hoo [ —2— ) ¢ 3.28
o u)(2ﬂ|a|>€ (328)

}dcb(l“) :
dx

ez/oodx
0

Nos aplicamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem, combinado com o método

222

+ o) 2 - L2 ] | (3.20)

de chute (“shooting”) para satisfazer as condig¢bes de contorno.

Na figura 3.8, nds apresentamos os resultados para o potencial quimico pu, dado pelo
observavel adimensional correspondente (3, como uma funcao do numero de atomos.
Conforme podemos visualizar no grafico, o nimero de particulas aumenta para menores
valores de a. Se nés fixamos o nimero de particulas, observamos que os valores de (3
sao menores para menores valores da forca a somente quando a escala do ntmero de
particulas, n, nao for muito grande. O inverso deste comportamento pode acontecer
préoximo do limite critico dos potenciais com maior valor de «. Isto acontece porque os
numeros criticos n. sao menores para maiores valores de . Para estender a regiao de
estabilidade para um ntimero de particulas maior, nés devemos diminuir significativamente
a forca do potencial de aprisionamento.

Com base nesses calculos, fomos capazes de obter o grafico da variacao do nimero
de particulas como fungao da poténcia o da armadilha. Essa curva é mostrada na figura
(3.9). Nessa figura, podemos constatar que hd um aumento significativo no ntimero critico
de particulas a medida em que a diminui. Por exemplo, no caso de confinamento linear

temos um aumento de aproximadamente 38% em relacao ao caso harmonico.

3.2.2 Interagoes repulsivas

Como no caso das interacoes atrativas, utilizamos a combinacao dos métodos de chute
(“shooting”) e de Runge-Kutta para obter as correspondentes solugoes estaciondrias.

Nas figuras 3.10, 3.11, 3.12 e 3.13, temos o comportamento dos observaveis. A energia
total £ é dada em unidades de Nhw/n, o potencial quimico p é dado em unidades de hw,
o raio quadratico médio < r? > possui unidades de h/mw e a densidade central p é dada
em unidades de N(mw/h)>/2.

No grafico 3.10, apresentamos a energia F como fungao de n. Podemos observar que,
no caso de interacoes repulsivas a > 0, nao temos a ocorréncia de um numero critico de
particulas (como aconteceu no caso de interagoes atrativas).

Na figura 3.11, do potencial quimico adimensional 3 como funcao de n, na figura
3.12 do raio quadratico médio e na figura 3.13 da densidade central p., confirmam-se as

conclusoes obtidas do gréafico da energia, em relagao ao ntimero critico de particulas.
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Gréaficos do Capitulo

10

Figura 3.1: Energia obtida para interagao atrativa por meio do método variacional. E é
dado em unidades de Nhw/n e n esta relacionado ao nimero de atomos N, conforme a

equacao (2.44).
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Figura 3.2: O potencial quimico, dado pelo observavel adimensional correspondente

B(= p/(hw)),obtida para interagao atrativa por meio do método variacional.
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Figura 3.3: Raio quadratico médio obtido para interagao atrativa por meio do método

variacional. < r? > em unidades de i/mw.
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15
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Figura 3.4: Densidade central obtida para interacao atrativa por meio do método

variacional. p é dado em unidades de N(mw/h)%/2.
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10
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Figura 3.5: O potencial quimico, dado pelo observavel adimensional correspondente

B(= p/(hw)), obtida para interagao repulsiva por meio do método variacional.
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Figura 3.6: O potencial quimico, dado pelo observavel adimensional correspondente

B(= p/(hw)), obtido para interacao atrativa por meio do célculo numérico.
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Figura 3.7: Densidade central, dada em unidades N(mw/mh)*?, como uma funcao de n.

Obtido para interacao atrativa por meio do calculo numérico.
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Figura 3.8: O potencial quimico, dado pelo observavel adimensional correspondente
B(= p/(hw)), versus n. Os resultados numéricos sao mostrados para diferentes potenciais

confinantes para interacao atrativa, equacao (3.23), como indicado na figura.
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Figura 3.9: Ntmero critico de particulas V., escalonado pelo fator | a | /ly, como funcao
da poténcia inversa da armadilha, para interacao atrativa. A linha sélida interpola os

resultados numeéricos, representados por circulos.

1.0
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Figura 3.10: Energia obtida para interacao repulsiva por meio do método numérico. E é
dada em unidades de Nhw/n.

12
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3.2

Figura 3.11: O potencial quimico, dado pelo observavel adimensional correspondente

B(= p/(hw)), versus n. Para interagao repulsiva por meio do método numérico.
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3.5

Figura 3.12: Raio quadratico médio obtido para interagao repulsiva por meio do método

numérico. < r? > é dado em unidades de h/mw.

12
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Figura 3.13: Densidade central obtida para interacao repulsiva por meio do método

numérico. p é dado em unidades de N(mw/h)%/2.



Capitulo 4

Dinamica de condensados nao

conservativos

4.1 Introducao

Investigamos a dinamica da equacao de Gross-Pitaevskii com um potencial de
aprisionamento, com termos de dissipacao e de alimentacao atomica aplicada a
condensados atomicos de Bose-Einstein com comprimento de espalhamento negativo
(a < 0) e positivo (a > 0). Procuramos fazer um estudo da dinamica da equacao,
considerando alguns valores para os parametros de dissipacao e alimentagao. Constatamos
os comportamentos na escala de evolugao de longo tempo jé descritos na literatura [38, 39).
Nessa descricao de condensados de Bose-Einstein, verificamos que o ntimero de dtomos
pode ultrapassar o limite de estabilidade estatico do sistema, para um grande ntimero de
combinagoes desses parametros.

Inicialmente, reproduzimos alguns resultados [40] para condensados de "Li; em seguida,
analisamos a extensao desse calculo para a interacao repulsiva. Além disso, consideramos
também o parametro de dissipagdo atomica por relaxagao dipolar (para interagao atrativa
e repulsiva), com o objetivo de comprovar os possiveis comportamentos dinamicos que
poderiam ser observados em sistemas bosonicos nao-conservativos para esse parametro.
Verificamos os casos de estabilidade das solucoes, bem como casos de instabilidade, uma

parte dos quais dando origem ao fenomeno de caos espago-temporal.

42
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4.2 Modelo nao-conservativo

A condensacao de Bose-Einstein para sistemas atomicos com interagoes repulsivas de
dois corpos (a > 0) é favorecida em relagdo a sistemas com interagoes de dois corpos
atrativas (a < 0), jd que essas tltimas ficam instaveis e colapsam para um numero finito
de dtomos. Apesar disso, tem sido mostrado experimentalmente [11] que a condensagao
de Bose-Einstein é viavel em sistemas atomicos aprisionados, mesmo com interacoes
atrativas, como no caso do "Li. Neste caso, conforme previsto numericamente [2§],
foi observada a ocorréncia de um nimero méximo critico de a&tomos (/N,) condensados no
nivel do estado fundamental; acima deste limite, ocorre o fenomeno de colapso por atracao
de dois corpos. O colapso é o fenomeno em que o raio quadratico médio do condensado
sofre grande reducao em um tempo extremamente curto. Perdas por recombinagao de trés
corpos impedem o condensado de colapsar a um ponto. Experimentalmente, constatou-
se diretamente o fenomeno de colapso em condensados de 7Li, como descrito em [41].
Observou-se que, ao se atingir um numero critico de atomos N, o sistema sofria uma
rapida transicao para um estado com nimero de particulas sensivelmente menor, apos a
qual se reiniciava o crescimento no nimero de particulas do sistema, com a repeticao de
ciclos de colapso e crescimento.

No caso atrativo, o termo cinético é significativo comparado aos termos do potencial
efetivo, ao contrario do caso repulsivo em que se pode fazer a aproximacao de desprezar
o termo cinético.

Estudamos a evolucao de um condensado por longos periodos, através da solucao
numérica da equacao de Schroédinger nao-linear correspondente, com a mesma para-
metrizagdo utilizada em [42]. Nosso objetivo era o de verificar os possiveis
comportamentos existentes nestes sistemas, tais como esse fenomeno interessante do
colapso.

E sabido também que sistemas com dinamica complexa podem apresentar
comportamentos cadticos para alguma escala apropriada de parametros. Em particular,
deve-se notar que a transicao de uma dinamica complexa ao caos foi anteriormente
considerada na equacao de Schrodinger nao-linear dependente do tempo nas Refs.
[43, 27, 44]. Deissler e Kaneko, na Ref. [27, 44|, desenvolveram um critério util e
conveniente para diagnosticar caos espago-temporal na equagao de Schrodinger nao-linear,
que usamos nesse trabalho para verificar a existéncia de caos espaco-temporal em nossos
estudos.

Descrevemos a seguir o modelo nao-conservativo ou a equagao de Gross-Pitaevskii
generalizada, proposta por Kagan et al., para analisar a evolucao temporal de um
condensado realistico de Bose-Einstein de atomos com interagao atrativas, perdas e ganhos

atomicos.



CAPITULO 4. DINAMICA DE CONDENSADOS NAO CONSERVATIVOS 44

A equagao de Gross-Pitaevskii pode ser generalizada para incluir termos nao-conserva-
tivos (coeficientes imaginarios puros) ou, alternativamente, podemos considerar a equagao
de Ginzburg-Landau 3D com um potencial confinante harmonico esférico e atribuir
nimeros complexos aos parametros a, ¢ e d em (2.34). Em ambos os casos, obtém-
se a equacao que pode descrever um condensado de Bose-Einstein em uma armadilha
magnética, a equagao de Gross-Pitaevskii generalizada ou nao-conservativa (EGPG), dada
por

ov RAV? mwr? 4nhla

Zha | 2m + 2 + m ‘ v |2 _'_ZG’Y - ZG# ‘ v |2 —iGg | v ‘4 v, <41>

sendo U = V(7 t), G¢ é o parametro de dissipagdo de dtomos do sistema por colisdes
ineldsticas de trés corpos, GG, é o parametro de dissipagao atomica do sistema por colisoes
ineldsticas de dois corpos, G, é um parametro relacionado a alimentacao do condensado
por atomos provenientes da nuvem térmica externa, a é o comprimento de espalhamento
de dois corpos, que caracteriza a intensidade da interacao de dois corpos e m é a massa de
um atomo do sistema condensado. A funcao de onda do condensado ¥(7,t) na equagao

(4.1) é normalizada ao ntimero total de atomos N (t):
/ P |7 )2 = N(1) . (4.2)

Com os termos nao-conservativos, esse numero de atomos nao mais se conserva. Em
nossos estudos neste capitulo, temos como efeitos nao-conservativos o caso de dissipacao
atomica por relaxacao dipolar (parametrizado por G,), o decréscimo na densidade devido
a recombinagdo de trés corpos (parametrizado por G¢) e a alimentagdo atomica do
condensado pela nuvem térmica externa (parametrizada por G.). A equagdo de Gross-
Pitaevskii generalizada ¢ valida e é obtida na aproximacao de campo médio para o
problema quantico de muitos corpos de um gas diluido em que a distancia média
interparticulas é muito maior que o valor absoluto do comprimento de espalhamento e
sua validade é também restrita aos casos de comprimentos de onda muito maiores que a
distancia média interparticulas.

A EGP nos fornece solugoes estaveis para sistemas com comprimento de espalhamento
positivo; assim, ela pode descrever, por exemplo, a condensacao com ¥ Rb, 2Na ou 'H
[7, 8, 10]. No caso atrativo, a EGP pode descrever condensados quando o sistema possui
um nimero de particulas inferior ao critico (por exemplo, a condensagao de "Li [9, 11]).
Em ambos os casos, podem ocorrer colisoes ineldsticas que levam ao esgotamento do
condensado e ¢é esse efeito dinamico que visamos descrever por meio da equagao (4.1)
(42, 45].

A equacao (4.1) foi proposta em [42] por Kagan et al. para descrever os resultados
experimentais, obtidos na Universidade de Rice pelo grupo de Hulet [9, 11], para
condensados de "Li.
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A fim de reconhecer facilmente as escalas fisicas existentes na equagao (4.1) e facilitar
os nossos calculos, é conveniente a utilizacao de quantidades adimensionais.
No presente caso, em que temos simetria esférica, podemos substituir o médulo do

raio fisico | 7| e o tempo ¢ pelos adimensionais correspondentes

r=\2mw/h|rl , T=wt , (4.3)

onde r e T sa0, respectivamente, o raio e o tempo adimensionais e w é a freqiiéncia da
armadilha harmonica.

A funcéo de onda fisica (7, t) pode ser redefinida em forma adimensional como

O(w,7) = /87|al|[F1U(F, ¢) . (4.4)

Os parametros de amplificacao G, e de dissipagao G¢ e G, sao redefinidos em forma

adimensional por

hw [ m 1?2
SZGV?LM#Q (46)
2
m (4.7)

p=G,——
"1 /87 | a |

Com essas transformacoes, obtemos a equacao generalizada de Gross-Pitaevskii na

onda s adimensional

.00 d?

| /*

_ 2 |2P

+1 @ 2ie
1— . 7 — 2
or dz? 4 2 K 2

Y

Com as transformacgoes (4.3) a (4.7), a funcdo de onda adimensional ®(z,7) é

normalizada ao ntimero reduzido de atomos, definido por

n(r) = 2N(t)|a|]\/2mw/h | (4.9)

ou seja, temos a condicao de normalizacao
/ dz |®(x, 7)|? = n(r) . (4.10)
0

Nossos estudos tiveram por objetivo verificar a estabilidade da EGPG com a < 0 e

a > 0, seja pelo método numérico exato ou pelo variacional dinamico.

4.2.1 Caracterizacao das dinamicas

Resolvemos a EGPG para alguns valores dos parametros (v,£), (7,&,u) e verificamos

casos de estabilidade (sdlitons), instabilidades e caos espago-temporal. Verificamos a
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existéncia de ciclos de crescimento e colapso do condensado para sistemas atomicos com
interagoes atomo-dtomo atrativas, como em [38, 39, 42|, e determinamos na escala
analisada quando uma dinamica de colapsos aparece e quando ela nao esta presente. Para
caracterizar o comportamento cadtico da equagao (4.8) para um dado conjunto de valores
dos parametros, calculamos o equivalente do maior expoente de Lyapunov das equagoes
diferenciais ordinarias, como dado em [27, 44]. Para obter o expoente de Lyapunov
estendido, devemos tracar o grafico do logaritmo da separacgao entre dois estados muito

proximos como uma funcao do tempo, ou seja, o logaritmo da fungao

C(r) = (/OLM(I)(J:,T)Fd:c)l/z . (4.11)

A inclinacao média do logaritmo de  em funcao de 7 nos da o maior expoente de Lyapunov
estendido [27, 44] em um periodo de tempo arbitrario. O comportamento cadtico de um

dado sistema é caracterizado por uma inclinacao positiva dessa fungao.

4.3 Calculo variacional dinamico

Nesta secao, examinamos um dos possiveis comportamentos dinamicos dos
condensados: a possibilidade de existéncia de sélitons do tipo Pereira-Stenflo - também
conhecidos por autosélitons ou sélitons dissipativos - na equacao de Gross-Pitaevskii
generalizada. Para tal, introduzimos o calculo variacional dinamico.

Os autosolitons podem ser diferenciados dos solitons ordinédrios. Os sélitons ordinérios
existem em meio conservativo e sua origem esta ligada ao balancgo entre efeitos dispersivos e
efeitos nao-lineares na propagacao da onda em meio dispersivo nao-linear. As propriedades
dos sélitons gerados sao definidas pelas condigoes iniciais (o0 niimero deles e parametros dos
sélitons como amplitudes, larguras, etc.) [46]. As solugoes sdo caracterizadas pela familia
de parametros. Autosolitons, por outro lado, sao formados em meio nao-conservativo
quando existem os efeitos de amplificacao e dissipacao no meio. Para a existéncia de
autosolitons, junto com a condicao de equilibrio entre dispersao e nao-linearidade, deve-se
acrescentar a exigéncia de equilibrio entre amplificacao, amortecimento dependente da
freqiiéncia e dissipacao nao-linear. Como distin¢ao dos sélitons usuais, os parametros dos
autosolitons, em regra, sao fixados pelos coeficientes da equacao de Schrodinger nao-linear
e quaisquer perturbagoes iniciais atraem as solu¢oes a um ponto fixo do sistema (atrator
no espago de coeficientes).

A existéncia de autosélitons em uma dimensao em um meio nao-linear homogéneo
com dissipagao e amplificacao foi demostrada por Pereira e Stenflo para o caso de plasmas

[47]. Mais tarde, a existéncia de autosélitons foi verificada experimentalmente em: (1)
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6ptica de fibras nao-lineares [48, 49], no caso de fibras com amplificadores e de filtros
distribuidos (essa tultima verificacdo corresponde ao caso de amortecimento dependente
da freqiiéncia na equacdo de Schrédinger nao-linear) e em (2) ondas na superficie da
dgua em reservatérios com grande profundidade [50] (caso com amortecimento nao-
linear). A existéncia do anédlogo bidimensional dos sélitons de Pereira-Stenflo [51] em
meios homogéneos 2D com amortecimento nao-linear e amplificacao foi considerada
recentemente através da abordagem variacional. A ocorréncia do andlogo dos autosélitons
na equacao em 3D que descreve o condensado de Bose-Einstein com potencial de
aprisionamento externo é possivel, conforme mostraremos a seguir.

As simulagoes numéricas da equagao de Gross-Pitaevskii generalizada executadas em
(38, 39, 42] mostram que existem oscilagoes periédicas do condensado e, para certas
escolhas dos parametros de alimentacao atomica e dissipacao por recombinacao de trés
corpos, existe o estado estavel da nuvem atomica. Assim, nés podemos esperar a existéncia
do andlogo de autosélitons em condensados de Bose-Einstein 2D e 3D. O problema
¢ descrito pela equacao de Gross-Pitaevskii nao-conservativa no limite de pequenas
perturbacoes.

Usaremos a abordagem variacional dependente do tempo para comprovar tais solugoes.
Como mostrado na Ref. [52], a abordagem variacional dependente do tempo é efetiva
para estudar a dinamica do condensado de Bose-Einstein 3D com um potencial de
aprisionamento e perturbacoes conservativas.

As previsoes analiticas sao confirmadas pela solucao numérica exata dessa equacao de

Schrodinger nao-linear com amplificagao linear e termos dissipativos nao-lineares.

4.3.1 Sodlitons de Pereira-Stenflo

Pereira e Stenflo analisaram um tipo de ESNL a qual acrescentaram o termo
oW +iy2(0*W /0x?), que corresponde a uma razao de crescimento linear vy — 72k? para a
funcdo ¥ com numero de onda k. Adicionaram um termo referente a um amortecimento
nao-linear (dependente da amplitude), —iv, | ¥ |*> U, para levar em conta dissipagoes
que poderiam ser causadas por colisoes entre particulas confinadas em armadilhas. Para
coeficientes y positivos, a equagao nao-linear de Schrodinger pode ser escrita na forma

2

ov NCA ,
iy — 0V + (L= im) 55 + (L +im) | PU=0. (4.12)

Uma solucao exata, em equilibrio, para a equacao (4.12), que pode ser verificada por

substituicao direta, é dada por

(z,t) = V2A [sech(Kx)]" 7 exp (i) | (4.13)
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sendo A a amplitude e §2 o deslocamento nao-linear da freqiiéncia. Substituindo (4.13)

em (4.12), temos
a=—-0+4/24+ 5%, (4.14)

8= g [(1 —727n) (2 + %)‘1} : (4.15)

Expandindo até primeira ordem nas constantes v de amortecimento e de crescimento,

temos 1 9

o= 3 =302t m) (4.16)

O inverso da largura ao quadrado é dado por

K= 5— ’YZO—F = (4.17)

ou
K? = K? <1 4 2200 — %2 6727”) , (4.18)
3 20—+ iy

sendo K. o valor de equilibrio entre crescimento e amortecimento (dK/dt = 0), que ocorre
quando:

K?=K?= _ 3 (4.19)

Y2 + 4y

Nesse caso, a estimativa de K2 para a condicao de equilibrio, dada pela equacao (4.19),
fica correta até primeira ordem, mas pode ser maior ou menor do que K? para valores

reais de K até segunda ordem.

A amplitude A é dada por

1
A% = K? <1 + ;aw — §a2) : (4.20)
enquanto que 2 é dado por
Q=—K*(1+2av —a?) . (4.21)

4.3.2 Método Variacional Dependente do Tempo

Nessa secao, vamos estudar a equagao de Gross-Pitaevskii generalizada em 3D por
meio do método variacional dependente do tempo. A dinamica da funcao de onda
do condensado pode ser descrita na aproximagao de campo médio pela equagao (4.1).

Podemos escrever a equacao para a funcao de onda u(7,t) na seguinte forma '

9
i+ V2u— ru AofulPu o+ Maful'u = iy — ipfufu = ilul'u = Rlu,u”) | (4.22)

TEssa equacdo difere da equacao (4.1) da secdo anterior pela escala de tempo que é o dobro da usada

anteriormente.
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onde r é dado em unidades \/h/(mw) e o tempo t em unidades 2/w, sendo w a freqiiéncia
do oscilador. Os coeficientes Ay e A3 explicitam os parametros de interacao de dois e trés
corpos; v > 0, p > 0 e & > 0 sao, respectivamente, os coeficientes de alimentacao, de
relaxacao dipolar e de recombinacao ineldstica de trés corpos.
Usamos como solugao de (4.22) a fungao tentativa na forma gaussiana
r? b(t)r?

u(7,t) = A(t) exp [—2a2<t)+i i) (4.23)

onde A, a, b e ¢ sdo parametros variacionais dependentes do tempo que correspondem,
respectivamente, a amplitude, a largura, a distorcao de fase e a uma fase linear. Nao
incluimos as coordenadas do centro no ansatz porque os termos de amplificacao e
dissipacao nao sao influenciados por ele. O caso rotacionalmente simétrico é considerado.

O método variacional ¢ aplicado a Lagrangiana do sistema conservativo

— [Lwndr (4.24)

onde a densidade Lagrangiana £(r,t) é dada por

ou * ou* 9 )\2 4 )\3 6 91 19
L= <8t ot “) [Val™ + - ful™ + 2P ful” =7l (4.25)

Substituindo a funcao tentativa (4.23) nas equagoes (4.25) e (4.24), encontramos a

Lagrangiana em termos dos parametros da funcao de onda do condensado

3 db do 37r3 /2 1
L(t) = _ZF:WAQQSE - 7T3/2A2a3£ N o + b?)
il T anAtad+ 2 )\ ASa® — 37r—3/2A2a5 (4.26)
Vo 35/273 2 ' '

Para levar em conta formalmente a parte nao-conservativa da equagao (4.22), vamos

adicionar um termo Lg a equacao (4.25), onde L satisfaz a expressao

0Lp
ou*

sendo R dado pelo lado direito de (4.22), ou seja,

= —R(u’u*) , (427)

R(u,u*) = iyu — iplul®u — i€|ul*u . (4.28)
Dessa forma, a densidade Lagrangiana correspondente a equagao (4.22) é dada por
L'=L+Lp, (4.29)

e a Lagrangiana ¢é dada por
L'=L+Lp . (4.30)
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Aplicando as equacgoes de Euler-Lagrange a £, com respeito a u*, obtemos
oL doL oL d oL
ou*  dtour  Our  dtour

que nos leva a equagao (4.22) (a equacao conjugada é obtida de uma forma similar).

— R(u,u*) =0, (4.31)

O principio variacional correspondente é dado por

t
5/ Ldt=0 | (4.32)

0

onde
Ln— /d3r£R . (4.33)
Para um pequeno deslocamento d7; do parametro variacional 7;, temos
of(u,u*

e+ o) = o)+ 09T (1.39)

onde f(n) = f(n(u,u*)). Em nosso caso, f(u,u*) = L ou f(u,u*) = Lg, a partir das
quais resulta o seguinte sistema de equagoes para os parametros variacionais 7;
8L_i8L /d3 [ ou* 8u]
on;  dt On; 8772 on; |’

onde 7; a0 os parametros variacionais presentes na equagao (4.23).

(4.35)

Substituindo as equagoes (4.23) e (4.26) na equagao (4.35), obtemos o sistema de

equacgoes diferenciais ordinarias para os parametros da funcao de onda do condensado,

dado por
d o5\ _ 4425 2.5 Foqa 5 6,5
d(A%a’) 2 3 K443 6,3
T 2vA%a® — EA a 33/25/1
, (4.36)
db 2 02 _ 9 MA% 43 AY
dt  at 2/2a?  3%/2a?
a 27/2 S AT + o 33/2 a7z e
A equacao para a fase é desacoplada do sistema para os outros parametros.
E ttil reescrever o sistema usando as notacoes r = a? e y = A?, obtendo-se
dx 0
pn = 4xb + ny T+ Qﬁxy
dy 4 Ti
—Z = —6yb+ 2vy — —=&y> — ——9? )
o yb+ 20y = 5558 o’ (4.37)
@ . 3 262 9 )\23/ 4)‘3y2
dt a2 202 352z
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Esse sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDO) nao-lineares permite analisar a
dinamica dos observaveis do condensado, como o nimero de particulas e o raio quadratico
médio, e verificar comportamentos como colapso, instabilidades e autosodlitons, como
verificadas por também por nossos cdlculos numéricos exatos. Vamos agora apresentar
alguns casos significativos que obtivemos a partir da resolugao do sistema de equacoes
acima. Apresentamos especificamente os casos mais interessantes de formacao de sélitons
por meio dessa técnica variacional. No caso repulsivo, o sistema apenas troca de sinal no
termo de campo médio e pode-se também obter sua dinamica. Resolvemos os sistemas de
equacoes ordindarias correspondentes por meio do algoritmo de Runge-Kutta, ja descrito
anteriormente.

Analisamos agora a evolucao temporal variacional do nimero de particulas sobre o
nimero critico de particulas (N/N.) nos casos de interacdo de dois corpos atrativa ou

repulsiva.

Interacgao repulsiva

Na figura 4.1, mostramos a evolucdo temporal do ntimero de atomos para v = 1073 e
¢ = 1073, para a condicdo inicial N(t = 0)/N, = 0.1 e a > 0. A abordagem variacional
nos da um nimero de atomos um pouco maior que os calculos exatos. Pode-se perceber
da figura, que o sistema tende a formar os estados de séliton dissipativo, mesmo que o

processo de sua formacao demore um pouco.

Interacao atrativa

Na figura 4.2, mostramos a evolucao temporal do ntimero de dtomos para v = 1073 e
€ = 1073, para a condicao inicial N(t =0)/N. = 0.1 e a < 0.

Analogamente ao caso anterior, conseguimos obter o estado de equilibrio (autoséliton).
Célculos com o algoritmo numérico estao em concordancia com os resultados variacionais
aqui apresentados. Assim, tanto no caso repulsivo quanto atrativo, pode-se atingir os

estados de soliton dissipativo.

4.4 Resultados numéricos para a EGPG

Para obter as solugoes da equagao (4.8), nés utilizamos tanto métodos aproximados
semi-analiticos como métodos numeéricos exatos. Lembrando que estamos considerando

o caso dinamico, para as solu¢oes numéricas da EGPG o algoritmo de Crank-Nicolson
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semi-implicito é o mais apropriado devido a sua estabilidade. Usamos em nossos calculos
a mesma condicao inicial para o nimero de d&tomos no condensado (N(t)/N. = n(7)/n. =

0,75) das Refs. [38, 39, 42].

Assim, resolvemos a EGPG adimensional (4.8) com ¢ < 0 ou a > 0 fixo (coe-
ficiente do termo de campo médio proporcional a | ¥ |? parametrizado a 1), calculamos o
nimero de atomos e o raio quadratico médio para varias combinacoes dos parametros nao-
conservativos £ e 7, tracamos os graficos do espaco de fase para a raiz do raio quadratico
médio e para a func¢ao ((7), considerando uma longa evolugao do sistema. Em seguida,
analisamos o caso de dissipagao atomica por relaxagao bipolar (i), juntamente com os
termos de v e £.

Como veremos a seguir, para muitos casos é possivel explicar propriedades tais como

o numero critico de atomos no condensado, colapsos e até mesmo caos.

4.4.1 Andilise de instabilidades na EGPG para interacao

repulsiva

Fizemos um estudo da EGPG considerando interagao repulsiva, variando alguns
parametros (,£,1). Em um estudo sistemético, primeiramente desligamos . e estudamos
o comportamento do sistema com os parametros de dissipacao & e de alimentacao v. Em
seguida, ligamos o parametro de dissipacao p, mostrando os resultados para o caso dos
trés parametros ligados. Tragamos os graficos do espaco de fase nos casos mais relevantes,
calculamos os observaveis e os expoentes de Lyapunov estendidos e analisamos quais deles
apresentavam caos espaco-temporal. Os principais resultados e conclusoes para a condicao
inicial dada (a mesma de Kagan et al.) e escala de evolugao temporal estudada (7 = 500

para todos os casos) sdo dados nas segoes a seguir.

EGPG comy>0,({>0epu=0

Analisaremos a seguir a equagao (4.8) com os parametros de alimentacao () e
dissipagao (§) nao-nulos. E um objetivo importante o estudo do comportamento
dinamico do sistema repulsivo para valores extremamente pequenos dos parametros nao-
conservativos, casos mais realisticos que correspondem aos estimados experimentalmente.

No grafico 4.3, temos a dinamica do nimero de particulas sobre o ntimero critico
(N/N,.) de um CBE para v =1 x 1073 e alguns valores de £. Podemos notar que nao ha
ocorréncia de caos em nenhum caso. Isso é confirmado olhando a figura 4.4 do expoente

de Lyapunov. Nesse caso, o aumento da funcao ¢ nao é exponencial.
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Observando o gréfico 4.5, vemos o nimero de dtomos (normalizado) N/N,. para o caso
€ =1x 1073 e v variando. Se a alimentacao é muito pequena, pode ocorrer decaimento
no numero de particulas. Entretanto, como esperado, o mais natural é a ocorréncia de
um crescimento nao muito acentuado em N para pequenos valores de v (v = 1073). Para
uma intensa alimentacgao, entretanto, percebe-se um crescimento bem mais acentuado,
que pode chegar a estabilizar em um nivel dez (v = 1072) ou cem vezes (y = 0.1)
maior do que nos casos anteriores. Devido a escala, nao apresentamos esse ultimo caso
neste grafico (ele pode ser visto, entretanto, na se¢ao de comparagdes). Desses célculos,
podemos perceber como possiveis dinamicas: casos de estabilidade (sélitons), decaimento
e crescimento. No caso de intenso crescimento (para 7 = 0.1), percebemos que hé uma
aparente estabilizacao. Entretanto, percebem-se oscilagoes na funcao de onda que indicam
a presenca de uma dinamica complexa no sistema. De fato, confirmamos esse caso como
caos espaco-temporal no grafico 4.6, pelo sinal positivo do expoente de Lyapunov. Como
confirmacao qualitativa, observamos que as trajetorias do raio quadratico médio no espaco
de fase indicam o comportamento de um atrator estranho (vide figura 4.7). Para casos em
que v é pequeno, como v = 5x 1074, os graficos do espaco de fase sdo muito similares, com
a forma mostrada na figura 4.8. As trajetorias fazem um movimento espiral, formando

uma aparente elipse que encolhe em torno de um centro bem definido em torno de X = 1.9.

EGPG comy>0,{>0e u>0

Na figura 4.9, temos N/N, versus 7 com ~ e £ fixos e variando p. Observamos
crescimento (u = 1 x 107%), estabilidade para um valor ainda bem pequeno de u
(p = 3.5 x 107) e, para u = 1072, também observamos o efeito de decaimento do
nimero de particulas como no caso anterior.

Em nenhum desses casos mostrados, verificou-se a presenca de caos por meio do

Lyapunov.

4.4.2 Anadlise de instabilidades na EGPG para interagao atrativa

Fizemos um estudo da EGPG com interacao atrativa, variando os parametros (y,&,u).
Em um estudo sistemético, primeiramente desligamos p e estudamos o comportamento
do sistema com os parametros de dissipacao £ e de alimentacao v nao-nulos. Em seguida,
novamente, ligamos o parametro de dissipacao p e mostramos os resultados para o caso dos
trés parametros ligados. Para algumas parametrizagoes estudadas, tracamos os graficos
do espaco de fase nos casos mais relevantes, calculamos os observaveis e os expoentes de

Lyapunov estendidos e analisamos quais deles apresentavam caos espago-temporal. Os
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principais resultados e conclusoes para a mesma condicao inicial dada no caso repulsivo e

escala de evolugao temporal estudada (em geral, pelo menos 7 = 500) s@o dados a seguir.

EGPG comy>0,({>0epu=0

Analisando os graficos do nimero de atomos sobre o nimero critico versus 7, nos
vemos na figura 4.10 uma série de colapsos para & muito pequeno (£ = 1075 ou & = 107°).
O caso mais interessante ocorre para & = 5 x 107%, em que podemos observar a formacao
de um autosdliton.

Quanto ao expoente de Lyapunov (ndo mostrado), nao se percebe um crescimento
exponencial da funcao ¢ em nenhum caso, mas apenas discontinuidades para £ = 1075 e
£ = 107, devido aos colapsos, e ndo se pode afirmar que haja caos espaco-temporal no

sistema.

EGPG comy>0,(>0e u>0

Nesse caso, a analise do nimero de atomos versus 7 nao apresenta qualitativamente
significativas alteragoes; entretanto, percebemos que se atinge o colapso mais lentamente
porque v é um pouco menor do que no caso anterior, com p desligado, apesar das
diferencas dos valores dos parametros dissipativos. Podemos concluir também que quando
diminuimos o valor da relaxagao dipolar (u), mais rapidamente o sistema atinge o valor
critico e ocorre o colapso.

No célculo do expoente de Lyapunov, obtivemos o mesmo resultado que no caso
anterior, com pu desligado: presenga de descontinuidade e auséncia de caos espaco-

temporal.

4.5 Comparando interacoes repulsivas e atrativas

Nos graficos da figura 4.12, comparamos o ntimero de dtomos sobre o valor critico
(N/N.) versus 7 do caso atrativo com o caso repulsivo. Observamos que para a interac¢ao
repulsiva (a > 0) o ntmero de dtomos cresce rapidamente até N/N. ~ 125 e, para a
interagao atrativa (a < 0), o ntimero de dtomos também cresce, mas sé até atingir o valor
critico, apds o qual segue-se o colapso. Como pode ser verificado nos graficos da figura
4.13, em ambos os casos (interagao atrativa e repulsiva) existe caos.

Os graficos 4.14 e 4.15 mostram a funcao de onda para interagao repulsiva e

atrativa, respectivamente. Para a interacao repulsiva, percebemos o surgimento de
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uma complexidade na fungdo de onda, isto é, o aparecimento de muitas oscilagdes (ou
flutuagdes) para um longo tempo de evolugao (7 = 900). Quando analisamos a interagao
atrativa, constatamos que a funcao de onda apresenta o mesmo comportamento, mas de
uma forma extremamente mais acentuada, devido aos colapsos. Isto também se inicia
mais rapidamente, por volta de 7 = 50.

Podemos comparar os graficos do espago de fase para v = 0.1 do caso repulsivo
(dado na figura 4.7, mostrada anteriormente) com o caso atrativo, apresentado na figura
4.16. Ambos mostram uma desordem, tipico de atrator estranho, que é caracteristica do
fenomeno de caos.

Na figura 4.17, tracamos os graficos do ntimero de particulas sobre o critico versus 7
para parametros muito pequenos (mais realisticos), como v =1 x 107% e £ = 2 x 1075.
Quando analisamos esse caso, verificamos que o nimero de atomos aumenta sutilmente,
e que para a interacao repulsiva esse aumento é levemente maior. Mas, nao ha a
ocorréncia de colapsos ou caos, como pode ser verificado nos graficos da figura 4.18,
em que tragcamos os expoentes de Lyapunov para esses valores dos parametros. Pode-se
perceber, nitidamente, que hé enormes flutuagoes ou oscilagoes no expoente de Lyapunov,
mas em uma escala muito pequena (In ¢ varia poucas unidades e, inclusive, decai no caso
atrativo), e o Lyapunov ndo apresenta um crescimento exponencial.

Esses comportamentos também podem ser verificados ao observarmos os graficos da
fungao de onda (figuras 4.19 e 4.20). Verificamos nesses graficos que, para curtos e longos

tempos, os graficos da funcao de onda sao todos bem comportados.
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Resultados (Figuras) do Capitulo
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Figura 4.1: Evolucao do nimero de atomos na equagao de Gross-Pitaevskii com interagao
repulsiva, obtida através do método variacional. Alimentacao v = 1073 e dissipacao por

trés corpos £ = 1072 (u = 0).
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Figura 4.2: Evolucao do nimero de atomos na equagao de Gross-Pitaevskii com interagao

atrativa, obtida através método variacional. Alimentacao v = 1073 e dissipacao por trés
corpos £ = 1073 (= 0).
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Figura 4.3: Razdao N/N. em funcdao do tempo para interacdo repulsiva, wt < 500,

v =1x 1072 e um conjunto de valores de €.
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Figura 4.4: Grafico do logaritmo da separagao entre dois estados infinitesimalmente
préximos para um CBE com interacao repulsiva, ¥ = 1 x 1073 e um conjunto de valores

de £. 7 = wt e ( sao dados em unidades adimensionais.
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Figura 4.5: Razao N/N. em funcdo do tempo para interacao repulsiva, wt < 1000,

€ =1x 1073 e um conjunto de valores de ~.
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Figura 4.6: Gréafico do logaritmo da separagao entre dois estados infinitesimalmente
proximos para um CBE com interacao repulsiva, £ = 1 x 1072 e um conjunto de valores

de 7. 7 = wt e ( sao dados em unidades adimensionais.
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Figura 4.7: Grafico do espago de fase para o raio quadréatico médio, dado por X(7) =
\/< 22(7) >, em unidades adimensionais, para interacao repulsiva, £ = 1 x 1073 e
v=1x10"%
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Figura 4.8: Gréfico do espaco de fase para o raio quadratico médio, dado por X (1) =
< 22(7) >, em unidades adimensionais, para interacao repulsiva, & = 1 x 1073 e
v=5x10"%
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Figura 4.9: Razdao N/N. em funcdo do tempo para interacdo repulsiva, wt < 500,

v=1x10"% £ =1 x 107% e um conjunto de valores de .
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Figura 4.10: Razao N/N. em funcdo do tempo para interacao atrativa, wt < 500,

v =3 x 1073 e um conjunto de valores de &.
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Figura 4.11: Razao N/N. em funcdo do tempo para interacdo atrativa, wt < 500,

7=1x1073 £ =1x107° e um conjunto de valores de p.
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Figura 4.12: Razao N/N, em fungao do tempo para wt < 1000, v = 1x107 e = 1x1073.

No caso a < 0, ampliamos 20 vezes N/N, para melhor visualizacao do grafico.
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Figura 4.13: Gréfico do logaritmo da separagao entre dois estados infinitesimalmente
proximos para v = 1 x 1071 e € = 1 x 1073, 7 = wt e ¢ sdao dados em unidades

adimensionais.
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Figura 4.15: | @ |? como fungao da posigao z. Paraa < 0,y=1x10"1e =1 x 1073
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Figura 4.16: Grafico do espago de fase para o raio quadratico médio, dado por /< z2(7) >,

em unidades adimensionais, paraa <0, y=1x 10"t e & =1 x 1073,
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Figura 4.17: Razao N/N, em funcao do tempo parawt < 1000,y = 1x107% e & = 2x107°.



CAPITULO 4. DINAMICA DE CONDENSADOS NAO CONSERVATIVOS 73

-22.5
-23

-23.5

In[C] -24
-24.5

-25

955 | | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 4.18: Gréfico do logaritmo da separacgao entre dois estados infinitesimalmente

préoximos. ¥ =1x107% e £ =2 x107%. 7 = wt e ¢ sao dados em unidades adimensionais.
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Figura 4.19: | ® |? como funcao da posicao z. Paraa >0,y =1x10"%*e £ =2 x 1075,
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Figura 4.20: | ® |? como funcao da posicao z. Paraa <0,y =1x10"%*e £ =2 x 1075.



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, estudamos uma equagao nao-linear que descreve sistemas condensados
nao-conservativos, a equacao de Gross-Pitaevskii generalizada. Pesquisamos a
estabilidade de sistemas condensados com interagao atrativa ou repulsiva.

No caso estacionario, resolvemos a equacao de Gross-Pitaevskii pelo método de
shooting-Runge-Kutta e verificamos muitas propriedades das solugdes de um condensado
de Bose-Einstein, ja descritas anteriormente na literatura. Por exemplo, verificamos o
nimero critico de particulas no caso atrativo, usando método numérico exato e pelo
método variacional de Ritz. No caso dinamico, usamos o método de Crank-Nicolson e o

método variacional dependente do tempo.

No caso estacionario, resolvemos a equacao de Gross-Pitaevskii, por técnicas numéricas
e variacionais estaciondarias, para interacao de dois corpos atrativa ou repulsiva e potencial

de aprisionamento harmonico ou anarmonico. Verificamos os seguintes resultados:
e Inexisténcia de ntimero critico de particulas no caso repulsvivo;
e Existéncia do ntimero critico de particulas no caso atrativo;
e Confirmacao de resultados obtidos na literatura;

e Determinacao dos observaveis para confinamento anarmonico e da variacao do
nimero critico de particulas com a poténcia da armadilha (por exemplo, no caso de

confinamento linear, temos um aumento de 38% em relagao ao caso harmonico).

No caso dinamico, resolvemos a equagao de Gross-Pitaevskii generalizada (EGPG)

considerando sistemas atomicos condensados com as seguintes caracteristicas:

e Comprimento de espalhamento de dois corpos positivo ou negativo;

76
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e Aprisionados por um potencial esférico harmonico ou anarmoénico;

e Alimentacdo atomica a partir da nuvem externa que envolve o condensado,

parametrizada por v;

e Dissipacao por recombinacao de trés corpos ou colisoes inelasticas de trés corpos,
parametrizada por &;

e Dissipacao atomica por relaxacao dipolar ou colisoes inelasticas de dois corpos,
parametrizada por pu.

Tanto no caso variacional quanto no numérico, com excecao do caso caotico,
encontramos os seguintes comportamentos dinamicos no caso de interacao de dois corpos

atrativa:

e Variagao inicial da magnitude da fungao de onda do condensado com posterior
estabilidade das solugoes para longos intervalos de tempo, caracterizados como
autosolitons (ou sélitons de Pereira-Stenflo), aplicando-se métodos numéricos exatos

ou o método variacional dependente do tempo;
e Instabilidade apds os intervalos de solugoes estacionarias ou constantes;
e Instabilidades sem a presenca de colapsos ou caos;
e (iclos de crescimento e colapso da funcao de onda do condensado;
e Seqiiéncias de colapsos;

e Instabilidade com crescimento acentuado da magnitude da funcao de onda do

condensado, caracterizado como caos espago-temporal

No caso cadtico, analisamos evolucoes suficientemente grandes para a variavel
adimensional de tempo, de no minimo 7 2 500 (unidades de tempo), pois nosso objetivo
era verificar a estabilidade do sistemas descritos pela EGPG e, em particular, averiguar
a presenca de caos espaco-temporal, ja verificada na literatura.

A partir dos resultados numéricos exatos apresentados, concluimos que o fenémeno
de caos espaco-temporal deve ocorrer na descrigao de sistemas condensados de interacao
atrativa para 7 intenso (y ~ 0.1), v > £ e grande razao /£. Para «y intenso, o fen6meno
de caos pode surgir quando £ assume valores inferiores ao parametro de alimentacao por
cerca de duas ordens de grandeza. Além desse comportamento, verificamos a propriedade
de estabilizacdo do sistema (autosdliton) e diversos tipos de instabilidades como, por

exemplo, seqiiéncias de colapsos.
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No caso repulsivo, constatamos:

Decaimentos simples quando a dissipacao é muito maior que o efeito de expansao
devido ao termo de campo médio e o efeito de alimentacao pela nuvem térmica

externa;

e Crescimento simples do niimero de particulas e do tamanho do sistema, quando os

termos dissipativos sao muito pequenos face aos termos de expansao e alimentacao;

e Caos espaco-temporal, verificado no caso em que a alimentacao é muito grande

(v =0.1).

Autosdlitons, obtidos tanto no cdlculo numérico exato como no variacional.

Quanto aos calculos variacionais dinamicos, concluimos que a técnica é extremamente
util na descricao qualitativa das possiveis dinamicas do sistema, inclusive conseguindo
reproduzir os casos com colapsos (embora nao seja possivel evoluir mais a partir da
ocorréncia desse efeito).

Usando o ansatz gaussiano no método variacional dependente do tempo para a equagao
nao-conservativa, estudamos a possibilidade de existéncia de sélitons dissipativos em
condensados de Bose-Einstein 3D aprisionados, na presenca de processos inelasticos de
dois e trés corpos, relacionados aos efeitos de relaxacao dipolar e recombinagao por trés
corpos. Por meio desse método, deduzimos expressoes para os parametros do autoséliton e
obtivemos as solucoes do sistema pelo método de Runge-Kutta. As simulagdes numéricas
da equacao de Gross-Pitaevskii 3D generalizada com termos dissipativos nao-lineares
e de alimentacao estao em concordancia com as previsoes da aproximagao variacional
dependente do tempo, quando os valores dos parametros sao tais que a estabilizacao
é atingida. Concluindo, mostramos que a transicao de um ponto instavel para estével
depende apenas da magnitude dos parametros de alimentacao e de dissipacao por
recombinacao de trés corpos. Consideramos também efeitos dissipativos de dois corpos
que modelam as perdas por relaxacao dipolar e que podem ser associados com valores

medidos em gases de “Li ultra-frios.
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