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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar propriedades topoldgicas e aritméticas dos fractais de Rauzy.
Em particular provamos que o fractal de Rauzy é um subconjunto compacto de C, conexo, com
interior simplesmente conexo e que ele induz um azulejamento periddico do plano complexo.
Além disso, construimos um automato finito capaz de gerar a fronteira do fractal de Rauzy.
Com isto demos uma parametrizacao para a fronteira e calculamos sua dimensao de Hausdorff.

Estudamos também os pontos extremos do fractal de Rauzy.

Palavras-Chave: Substituicoes, sistemas dinamicos, fractais.



Abstract

The aim of this work is to study some topological and arithmetical properties of the Rauzy
fractals. In particular we proved that the Rauzy fractal is a compact subset of C, connected, its
interior is simply connected, and it induces a periodic tiling of the complex plane. Furthermore,
we studied the construction of a finite automaton able to generate the boundary of the Rauzy
fractal, allowing us to provide a parametrization for its boundary, and calculate its Hausdorff

dimension. We also studied the extremal points of the Rauzy fractal.

Keywords: Substitutions, dynamical systems, fractals.
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Introducao

3

Consideremos o polinémio P(z) = x — x — 1. Este polinémio possui uma raiz real 3 > 1
e duas raizes complexas conjugadas a e @ de modulo estritamente menor que 1.

O Fractal de Rauzy é o conjunto
&= {Z;I—:ogo EiOéi|8i S {O, 1}, Ei€i+1€i42 = O,VZ > 3}

O Fractal de Rauzy foi descoberto por G. Rauzy em 1982 [11], com o intuito de estabelecer
uma representacao geométrica do sistema dinamico simbélico associado a substituicao o definida
por: c(0) =01, (1) =02, 0(2) = 0.

Desde entao tem sido objeto de estudo de varios mateméticos (ver por exemplo [1], [2],
[6], [8]) e relacionado a diversas areas da Matemética como sistemas dinamicos, teoria dos
nimeros, dentre outras. Ele possui vérias propriedades: é um conjunto compacto de C, conexo,
com fronteira fractal e interior simplesmente conexo e induz um azulejamento periddico de C
médulo Z + Za. E divido em trés regioes similares que induzem um azulejamento auto-similar
do plano complexo. Essas regices sao: £y = af, €1 = o® +a?€ e £y = o + a* + a%E.

Neste trabalho estudamos as propriedades topoldgicas e aritméticas dos fractais de Rauzy.
Em particular provamos que o fractal de Rauzy ¢ um subconjunto compacto de C, conexo, com
interior simplesmente conexo e que ele induz um azulejamento periddico do plano complexo.
Construimos também um automato finito capaz de gerar a fronteira do fractal de Rauzy e assim
obter uma uma parametrizagao para esta fronteira e calcular sua dimensao de Hausdorff.

Organizamos este trabalho da seguinte forma.

No primeiro capitulo mostramos alguns métodos para a construcao do fractal de Rauzy
e estudamos suas propriedades topoldgicas como conexidade, compacidade e que esse fractal
induz um azulejamento periédico do plano complexo.

O segundo capitulo ¢é dedicado ao estudo da fronteira do fractal de Rauzy. Mostramos quais
sao as regioes que compoem sua vizinhanga e como a caracterizacao dos pontos que pertencem a

sua fronteira estd diretamente relacionado com os pontos que possuem varias a-representacoes



e, utilizando esse conceito, construimos um automato que fornece explicitamente os pontos
pertencentes a fronteira do fractal e permite parametrizarmos a fronteira do fractal de Rauzy,
mostrar que ela é uma Curva de Jordan e calcular sua dimensao de Hausdorff.

No terceiro capitulo mostramos como obter os pontos extremos do fractal de Rauzy.

Por fim, no Anexo, demonstramos alguns resultados que foram utilizados ao longo do texto

e além disso mostramos algumas propriedades complementares sobre o fractal de Rauzy.
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Capitulo 1

O Fractal de Rauzy

O objetivo deste capitulo ¢ mostrar como pode ser construido o fractal de Rauzy e quais sao suas
propriedades topoldgicas. Em particular mostramos que este fractal induz um azulejamento

periodico do plano complexo.

1.1 Meétodos de Construcao do Fractal de Rauzy

Como vimos anteriormente, o fractal de Rauzy é o conjunto
&= {Z:;o; giot|e; € {0,1}; 585116540 = 0,Vi > 3},

em que « ¢é uma das raizes complexas de moddulo menor que 1 do polinomio
Plx) =23 —2*> —o — 1.

H4 varias maneiras de se obter o fractal de Rauzy, como por exemplo o Método de Rauzy,
através das Substitui¢oes Generalizadas, pelo Método de Dekking entre outros. Mostraremos

dois métodos de construcao deste fractal.

1.1.1 Primeiro Método: Método de Shunji Ito

Consideremos o alfabeto A = {1,2,3} e A" o conjunto das palavras finitas sobre 4. Seja
o: A — A" a aplicagdo (chamada de substitui¢ao) definida por o(1) = 12, ¢(2) = 13 e
o(3) = 1. Podemos estender o a AY, o conjunto das palavras infinitas sobre A, por con-
catenagdo, da seguinte maneira: se w = wy - --wy, - € AY entdo o(w) = o(wy -+ wy,--+) =
o(wy)---o(wy,)---. Exemplo: o(1111) = 12121212.

Aplicando o a letra 1 obtemos o(1) = 12. Aplicando ¢ a palavra 12 obtida, temos

0(12) = o(1)o(2) = 1213. Aplicando ¢ novamente a palavra 1213 obtemos o(1213) =

11



1213121. Notemos entao que usando o repetidamente obteremos uma palavra v = uguy... =
1213121121312112131... € AY. Notemos que u é o ponto fixo para a substituicio o, uma vez
que o(u) = u.

Por outro lado, consideremos o espago R? com a base candnica (€1, €5, €3) e I os segmentos
de origem O e de extremidade Nj tal que O—Nk> = Zle €u;, U1 - U sendo a parte inicial do
ponto fixo u de . Projetando os pontos Nj sobre um plano conveniente paralelamente ao vetor

1
=1 6 |,em que =3 ¢araiz real do polindmio P(z) = 2 — 2% — 2 — 1, obteremos um
52

conjunto limitado nesse plano (figura abaixo). O fecho desse conjunto é o Fractal de Rauzy ([1]).

A -
I i
Vi Fi T
<
BN e i -
e i P r\'\‘ 2
\’M - ’..Iu \\
e—— >
/ . /
P o \\ /r"
/ b

1.1.2 Segundo Método: Via Sistemas de Numeracao

Seja (T,,)n>0 a sequéncia recorrente definida por 7o = 0,7y = 0,75 = 1, T3 = Thqo+Thi1+ 10,
para todo n > 0. Essa sequéncia é chamada de sequéncia de Tribonacci. E conhecido que,
usando o algoritmo ”greedy” (fominha), todo inteiro natural n pode ser representado de maneira
Unica como soma de termos dessa sequéncia como n = Zf\i?) e;T;, com g; € {0,1} e g;6;116112 =
0, para todo ¢ > 3 (ver [12]).
O nimero 21 por exemplo, pode ser escrito como soma de termos dessa sequéncia como
21=13+7+1 = T7 + T + T3. Logo, 21 = Z::3 gTj,emquees =cg=¢c7y=1ee4 =c5=0.
Consideremos agora o polinomio P(r) = x* — 2? — x — 1, o polinomio caracteristico da
sequéncia (7},),>0. Este polinémio possui uma raiz real 5 > 1 e duas raizes complexas conju-

gadas a e @ de médulo estritamente menor que 1.
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Definimos o fractal de Rauzy como sendo o conjunto

&= {ZJFO;: €iai|€i € {O, 1}, €i€it1€i42 = 0,Ve > 3}

1=

Notagoes

Denotaremos por N o conjunto N' = {(¢;)i>1,! € Z,g; € {0,1} e ggi118140 = 0,Vi > 1}.
Seja (g;)i>1 € N. Se existir p tal que para todo i > p, ¢; = 0, entdo essa sequéncia serd
denotada por (g;)k<i<p € 0 conjunto dessas sequéncias por Ny. Seja z € C e X C C. Definimos
X+z={r+zlr € X} ezX = {zz|xr € X}. O interior de X serd denotado por int(X) e sua
fronteira por 0.X.

13



1.2 Propriedades do Fractal de Rauzy

Nesta secao mostraremos as propriedades citadas anteriormente que o fractal de Rauzy possui,

as quais estao resumidas no Teorema a seguir.

Teorema 1.2.1 O fractal de Rauzy é um conjunto compacto de C, conero e com interior
simplesmente conexo, além do mais ele induz um azulejamento periodico de C modulo Z + Za,

isto €, C = ez zq(E+u) € para todo u,v € Z + Za, se u # v entao int(E+u) N (E4v)= 0.
A demonstracao deste teorema sera feita através de varias proposicoes.
Proposicao 1.2.1 O conjunto £ € compacto.

Demonstragao:

Seja (z,)n>0 uma sequéncia de elementos em £ tal que lim 2z, = z. Vamos mostrar que
- n—-—+00
(n)

z € £. Suponhamos que z, = Y .—.€, «a; em que (65"))123 € N. Como N esti contido em

{0, 1} que é compacto pela topologia produto das topologias discretas sobre {0,1}, entdo

(pn)

existe uma subsequéncia (£,7"');>3 convergente para (g;);>3 em {0,1}N. Pode-se provar que

(¢i)i>3 pertence a N. Assim liI}_l Zpn =2 g €0 = z € £. Logo & é fechado. Por outro lado,
n—-+0oo

| >t <32 el < Y ts ot = 1'?—:; Logo & ¢é limitado. Portanto £ é compacto.

g

Definicao 1.2.1 Dizemos que uma seqiiéncia (a;)g<n<p € sSuperior lexicograficamente a sequéncia

(bi)k’gngp’ se existe um inteiro s € 7Z tal que para todon > s a, = b, e as > by.
Proposicao 1.2.2 O Fractal de Rauzy induz um azulejamento periodico de C modulo 7 + Zcx.
Para a demonstragao usaremos a seguinte proposi¢ao (demonstracao em Anexo):

Proposicao 1.2.3 As sequintes afirmagoes sao validas:

1. Para todo n > 3 tem-se o™ = T,0* + (Ty—1 + Ty—2)a + T,_1. Em particular, para todo
(€i)3<i<n € Ny tem-se Zf\ig g0 = na’+a,a+b, onden = le\ig) T, a, = 22113 ei(Ti1+T;—9)
€ bn = 2513 62'7-;71-

2. Seja z € ZIB) NRY entdo existe (g;)1<i<y € Ny tal que z =S~ &3,

3. Sejam (&L)lgigN S Nf (& (5;)l§i§oo S N, onde g = 8; =1. Se Zz]\il 61'Oéi = Zfiz 8;0/ entao
para todo 1 <i < N, &; = ¢, e para todo i > N, ; = 0.

4. Seja (€)3<icn € Nj. Entdo SN, e;0 € int(€). Em particular, 0 € int(E).
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5. Seja o = ca+d, ¢,d € R. Entdo o conjunto {1,c,d} é Q-linearmente independente.
6. O conjunto Z + Za € discreto.
7. Sejam (£;)3<i<n € (€;)3<i<nr dois elementos de N'. Se (g;) € maior lexicograficamente que

(), entdo YiLye T > Ly e T

Observagao 1.2.1 Sejam (a;)i<i<k € (bi)i<i<k duas sequéncias de nimeros inteiros. Entao

Zf:z a0 = Zf:z b <= Zf:l a3 = Zf:l bi3'.

Demonstragao da Proposicao 1.2.2:

1. Vamos provar que C = {J,c7., 7, (E+u).

Pelo item (5) da Proposi¢ao 1.2.3 e usando o Teorema de Kronecker, deduzimos que o
conjunto {na? + pa + q,n € N,p,q € Z} é denso em C. Seja 2 € C e ¢ > 0, existe um inteiro
positivo N tal que para todo k > N, |2 — 2| < ¢, e para todo k > N, 2z, = npa® + pra + q,
(nk, Pk, qx) € N x Z2?. Para todo k, sejam a,, e b,, os nimeros definidos no item (1) da
proposi¢ao anterior. Temos z + (an, — pr) + (b, — qx) = nka® + ay,a+ b, =z, € E.

Para todo k > N, |z — 2| < |z — 2| + |z — 2| < e+ |2| + M onde M = maz{|z|,z €E}.
Por outro lado como zp — 2 € Z + Za que é um grupo discreto, entao existe uma sequéncia
crescente (k;);>1 de inteiros tais que para todo i, xy, — 2, = Yo, €m que Yo = ¢ + pa pertence
a Z + Za. Logo para todo i > 1, |z — xy, + yo| < €. Como & é compacto e xy, € &, existe
um elemento 2* € & tal que |z — z* +y| < e. Logo z € (E—yo) = E—¥o. Portanto obtemos o
resultado.

2. Vamos provar que int(E+u) N (E4v)# @ implica que u = v. Basta provar que se

int(E+u) N E # () entdo u = 0. Suponhamos que existam inteiros p,q € Z e um elemento

2=y . gal € € tal que z+p+ g € int(£). Como JE&ZE“M +p+qa = z+p+qa, entao
i=3
existe N € N tal que para todo n > N,

Zeiai +p+qo € int(€) (1.1)
i=3

Caso 1. O conjunto {i > 3,¢; # 0} é infinito. Neste caso, como # > 1, entdo existe um
inteiro N > nyq tal que vazg gl +p—+qB>0.

Pelo item (2) da Proposicao 1.2.3 deduzimos que
N M
Y el +p+as=) df (12)
i=3 i=l
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em que (d;)i<i<m € Ny, I, M € Z.

Por (1.1) e (1.2) temos que SN ;i + p+ qa = Y2 e = S dia’ € €.

Assim, pelo item (3) da proposigao 1.2.3, existe um inteiro X' < M tal que e¢; = 0 para todo
1 > K. Logo

K K
Y el +ptas=>) el
=3 =3

Pelo item (1) da proposi¢ao 1.2.3 temos

nB* 4 (r(n) + q)B + (s(n) + q) = 16% + ()8 + s(1)

em que n = Zf; gl;el= Zf; e;T;. Logo [ = n e e; = e;, para todo i, por causa da unicidade
da representacao na base T;. Portanto p = ¢ = 0.

Caso 2. O conjunto {i > 3,; # 0} é finito. Seja N = max{i > 3,&; # 0}. Se SN &3 +
P+ qB > 0 entao faremos como no caso 1.

Vamos supor que Zi\ig g8 +p+qB < 0. Temos que

N 00
Zsiof +p+qa= Z d;a".
=3 =3

Se ZfV::,) g;a’ é um ponto interior de £ entao existe um inteiro M > 0 tal que
—p—qa+ Zf\i;; dia =Y 2 et € E.
Se —p —qB + M. d;3' > 0 entdo
M i 00 i K i 0o i
—p ot )i difft = Y et = ) fiod =) e

onde (fz’)lgigK € Nf el, K € Z.
Pelo item (3) da proposigao 1.2.3 existe um inteiro L tal que e¢; = 0 para todo i > L e pelo

mesmo argumento usado no Caso 1 obtemos p = ¢q = 0.

O
Proposigao 1.2.4 O conjunto £ € conexo.
Para essa demonstragao precisamos da definicao e do lema a seguir.

Definigao 1.2.2 Dizemos que um espago métrico X satisfaz a Propriedade (F) se para todo
ey em X e para todo € > 0, existe uma sequéncia x1,...x, de elementos de X tal que v = x,

Tp, =Y € |rip1 — x| <&, para todoi € {1,...,n—1}.
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Lema 1.2.1 Seja X um espaco compacto. Entao X € conexo se e somente se X satisfaz a

Propriedade (E).

Demonstracao: Seja z € X. Seja Y, = {y € X| existe uma sequéncia zy,...,x, com
Ty = z,x, =y e |ri — x| <e}. Temos que Y, é aberto. De fato, pois se y € Y, entao a
bola aberta com centro em y e raio € > 0, B(y,¢) estd contida em Y,. Por outro lado Y, é
fechado, pois se z ¢ Y, e 2/ é um ponto de X tal que |z — 2/| < £ entdo 2’ também nao pertence
a Y, pois caso contrario, existiria uma sequéncia x1, ..., x, tal que 1 = x e x,, = 2’ e, tomando
Tni1 = Z, entao obteriamos uma sequéncia zq, ..., r, com xr; = & € T,.1 = 2 ou seja, z € Y, 0
que nao ocorre pois tomamos z ¢ Y.

Provemos a reciproca. Suponhamos que X satisfaga a Propriedade (E) e que X seja de-
sconexo. Seja X = AUB, A e B uma desconexao para X. Vamos mostrar que a distancia entre
os conjuntos A e B éigual a 0. Sejam z € A ey € B. Como por hipdtese existe uma sequéncia
T1,... T, tal que 1 = , x,, = y, existem dois pontos consecutivos ,, € Ty,., que estao em A
e B respectivamente tal que |z,, — Zp,,,| < €. Entéo a distancia entre A e B, d(A,B) < ¢, e
assim para todo € > 0, d(A, B) = 0. Por outro lado, como X é compacto, pode-se obter duas
sequéncias (an)n>0 € (bn)n>0, com (a,)n>o em A e (by)n,>0 em B tal que |a, — b,| — 0. Logo
existem duas subsequéncias convergentes que convergem para um mesmo ponto, digamos, p.
Como A e B sao fechado entao p € Aep € B. Ou seja, AN B # (), o que contraria a hipétese.
Portanto X é conexo.

O

Demonstragao da Proposigcao 1.2.4:

Como & é compacto, precisamos mostrar somente que ele satisfaz a Propriedade (E). Sejam
x e y dois elementos de £. Mostremos por indugao sobre k que existe uma sequéncia (z1, ... xz,)
pertencente a £ tal que 1 = =z, x, = y e para todo j pertencente a {1,...,n — 1}, existe
(ar,...ax) € {0,1,2}"* tal que z; e z;,; pertencem a 1),, o- - -0, (£) onde os ¢; sao as fungoes
de C em C definidas por:

o iz oz, Pz o+ oz
ey 2z o +at + oz

Para k = 1 a afirmacao é valida. Suponhamos que seja valida para k e mostremos para k—+1.
Seja j um elemento de {1,...,n — 1} tal que z; e x;; pertencem a ¢, o--- 01, (£). Como
& = U2, i(€) (proposicio 4.0.1 em Anexo), necessariamente 2; € 1, 0+ 0y, © Vay,, (E)
e Tjy1 € Vg, 0+ 01, 01y, (E) onde 08 ary1 e byyy pertencem a {0,1,2}. Agora seja zp =

%) i ~
Y s @, entdo
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_ 3 0 3+l _ .3 4 0 342 _ X003
0 =« +Zi:2a =a’to +Zi:204 _Zi:fia )

ou seja, zy pertence a (\r_,¥i(E). Segue que 1y, 0 - 0 Py, (2) é um ponto comum de
@Z)m 0---0 ¢ak o ¢@k+1(8) € 77ZJ¢11 0---0 ¢ak © ¢bk+1(5)'
Logo podemos ligar dois pontos quaisquer de £ por uma sequéncia (z1, ... z,) que satisfaca
|.’lfj+1 — LU]'| < \a|k>< dlam(E)

Tomando k arbritrariamente grande obtemos o resultado.

Proposicao 1.2.5 O interior de £ € simplesmente conezxo.

Demonstragao:

Consideremos I" como sendo uma curva de Jordan simples e fechada contida no int(£). Seja
C' a componente conexa limitada de I" (C' é o aberto compreendido por I') e C’ a componente
conexa nao-limitada. Mostremos que C' estd no int(E).

Primeiramente vamos mostrar que aC' N € C a&. De fato, seja zy pertencente a aC' N &,
suponhamos que 2y nao pertence a af, logo existe i € {0, 1,2} tal que zg € &;, em que &y =
al, &1 = +a*€ e &y =a’+a+a’E. O conjunto al estd contido em int(af), fagamos

r =d(al',C—int(af)) = inf{lx —y|;x € al',y € C—int(af)}.

O conjunto &; esta incluido em C—int(af&), logo, d(&;,al') > r. Como &; é conexo e a
intersecao de &£; com aC' nao é vazia segue que ele esta incluido em aC'. Por outro lado, os
conjuntos &, j em {0, 1,2} tem um ponto em comum que pertence a aC' (pois £; C aC). Logo

&1 e €5 estao contidos em o', assim:
aC’' N E C ak.

Seja z um elemento de £ tal que |z| = max{|z|;z € £}, entdo x deve pertencer a aC’, e
portanto pertence a a&. Mas isto é impossivel, pois assim £ seria um elemento de £ de médulo
estritamente maior do que o moédulo de x. Portanto, aC' N & C af.

Temos que aC N &€ C af implica que aC' N € = aC N af. Aplicando o mesmo raciocinio

para a curva o™ 'I" obtemos
Vn e N*, o"C NE =a"C N ak.

Vamos mostrar por indugao que o"C' N &€ = a"C' N a™€.
De fato, esta propriedade é vélida para n = 0. Suponhamos que seja valida para n e

provemos para n + 1, entao
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a"liCNE=a"'CNnal=ax(a"CNE) =ax(a"CnNaf)=a"CnNa"&.

Seja z um elemento de C, como 0 é ponto interior de £, existe um inteiro natural n tal que
a"z pertence a £ e assim pertence também a o”C N o"E. Consequentemente z é um elemento
de £. Logo C C £. Como C é um aberto, 9 C C = (), o que implica que C' C int(&).

O

Figura 1. Fractal de Rauzy.

Figura 2. Azulejamento periédico do plano através do fractal de Rauzy.
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Capitulo 2
Caracterizacao da Fronteira de &

O objetivo deste capitulo é estudar a fronteira do fractal de Rauzy. Veremos que ele possui
6 vizinhos e que os pontos que compoem sua fronteira estao relacionados com os pontos que
possuem varias a-representacoes. A partir deste fato, construiremos um automato que permite

obter todos os pontos pertencentes a fronteira do fractal.

Proposigao 2.0.6 A Fronteira de £ satisfaz as sequintes propriedades:
1. 08= Uuea€ N (E4u), em que A= {1, £ao, £(1 + a)}.
2. Seja z € OE entio z =Y, %5 et = > 22 et onde (;)i>3, (€)is1 € N el < 3.

i=l =1

Demonstragao:

1. Sejaz € 9E= E\int(E)=E\int(€). Como C = |J,,cz 7. (E+u), entdo existe uma sequéncia
(zn)n>0 de elementos de C tal que

limz,=zez, ¢ &, Yn>0.

Pela proposigao 1.2.2 existe uma sequéncia (uy),>0 de elementos de Z + Za\{0} tal que
Zn € E4uy,, para todo n > 0. Logo (up)n>o ¢ limitada. Como Z + Za é um grupo discreto
entdo (u,)n>o ¢ uma sequéncia que possui um numero finito de termos. Assim, existe uma
subsequéncia (ug, )n>0 de (uy)n>o0 tal que ug, = u € Z + Za\{0}. Como zi, € E+uy, = E+u
temos que

z =lim 2, € E+u,

pois E4u é fechado. Portanto € C |J,cz47,.E N (E+u).

Por outro lado, se z € € N (E4u), u € Z + Za\{0}, como int(E) N (E+u) = 0, entdo z ¢
int(£). Portanto z € 0€.

Portanto, 08 = (J,cz1z.E N (EFu)= U,esé N (E+u), em que A = {u € Z + Za\{0},
E N (E+u) # 0}.
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Agora vamos provar que A = {£1,+«, +(1 + «)}.
Seja u = p + ga # 0 e suponhamos que £ N (E+u) # ().

Assim,

+oo +o0
p+qa+25iai = Zs;.ai, (2.1)
=3 =3

em que (£;);>3, (€;)iz3 € N

A equagao (2.1) pode ser reescrita como

+oo +00
ptaa+) 7o =Y wa®
=1

=1

com y;,w; €S ={0,1, 0,0 1+ a,1+a? a+ a?}.

Assim,
“+oo

p+qe =Y (wi—v)a.
=1
Logo,

+o0 +oo 3
i i a
I+ g0l =1 3 = 200 < - (ws = lla®] < 21
=1 =1

Seja K = 2-12L Entdo K < 2|a].

I=laf"

Analisemos os valores possiveis para p e q.

Caso 1. Sep=0e q # 0, entao
P+ qo| = [qal.
Como |qa| tem que ser menor que K, entdo os possiveis valores que ¢ pode assumir sao

q=1ouq=-—1.

Caso 2. Se ¢ =0 e p # 0. Nesse caso |p+ qa| = |p|.

Como no caso acima, os unicos valores que p pode assumir sao p =1 ou p = —1.

Caso 3. Se ¢ # 0 e p # 0. Nesse caso, para que |p + ga| < K podem ocorrer somente trés
situagoes: p=q=1,p=q= —1oup=1e q= 2. Vamos mostrar que podemos desconsiderar
ocasop=1eqg=2.

De fato, temos

+o00 —+o00

;o .

1+2a= E g, — E g
1=3 i=3
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ou

+00 +o0o

3_ ./ 3 o i

1+ 20 + e30” — g5 :E sia—g gl
i=4 i=4

Entao

+o0
1+ 20+ (5 — e5)0’| = | > (g, — &)a’| < 1,33]a] =
i=4
Por outro lado, temos que |1 +2a| > K, [1+2a+a?| > K e |14+ 2a —a®| > K', 0 que é

uma contradi¢ao. Logo podemos excluir esse caso.

Portanto o conjunto A = {£1, +a, (1 + a)}.

2. Seja z € 0&, entao existe u € A tal que
+oo !

r=u+ YN el =3 % el

Caso 1. Se u € {1,,1 + a}. Nao ha o que demonstrar.

Caso 2. Se u = —1. Entao,

=1+ et =35 el
Seja t = min{i,e; # 0}. Logo,
— +00
z=—l+a + 377 1 €i0t i g0

Por outro lado, temos §* — 1 € Z[G] NR*, pois 5 > 1
Pela proposicao 1.2.3, item (2),
1+ =L,
em que (&} )j<i<k € Ny, &, > 0.
Logo,
Bt=1+31 60,
em que ¢, > 0. Logo k < t.
Portanto,
14 Zt 1. i
Entao,
al =1+ Zt Lol
A sequéncia 10 - 052/52;1 g &N, # pois senao obterfamos uma contradi¢ao com o item
(3) da Proposigao 1.2.3.
Logo [ <1 e portanto [ < 3.
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Assim,
1 =Sy <3
—1+a'=) ;g coml<
Portanto,
. t—=1 1" 4 400 PN +oo ! 4
z=3 50+ s =3 gal
" !

em que [ < 3, (82» )iZl (§ (52‘)123 € N

Os outros dois casos sao obtidos do mesmo modo.

2.1 Relacao com as representacoes improéprias na base «

Como 0 esté contido no interior de £ (Proposi¢ao 1.2.3) e o médulo de o é menor que 1, entao
para todo nimero complexo z, existe um inteiro k tal que oz € £. Desse modo todo ntimero
complexo z pode ser escrito na base oo como z = Zfiz g;a',ondel € Ze (g;)i> € N. A sequéncia
(€:)i>1 serd chamada de uma a-representagao de z. Pelo item (2) da proposi¢ao 2.0.6, um ponto
da fronteira de € tem pelo menos duas a-representagoes. Por outro lado, um niimero complexo z
que tenha pelo menos duas a-representacoes distintas pode ser escrito como z = Zf:k a;a’+aN
em que (a;) € N é a parte inicial comum das duas a-representacoes de z e N um inteiro relativo
escolhido de forma que x € £ N (E+v), onde v € {1,a,0?, 1+ a,1 + a? o + a*}. Assim z €
0&. Vemos entao que o problema da fronteira de £ esta relacionado com os niimeros complexos

que possuem varias a-representacoes.

Teorema 2.1.1 Sejam x = > 2, a;a" ey = Y 2, b, em que as sequéncias (a;)i>1 € (b;)i>
pertencem a N'. Entao existe um inteiro s = s(3) < 2 tal que x =y se e somente se para todo

k> 1, tem-se x(k) —y(k) € S = {+ 37 &, (6:)scica € Ny} em que

k k
p(k) = a™"2 "a;at e y(k) = a2 biat, VE > 1.
i=l

i=l
Demonstragao:

Temos,
k2 (a(k) — y(k) = i aa’ = L biad.
Se z(k) —y(k) € S, entdo

L im o (a(k) —y(k) =0=z—y,
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pois |a| < 1. Logo = = y.

Vamos provar a implicagao direta. Sejam z =Y .2 a;a’ e y = Y .2 b;a’. Suponhamos que

r =y, portanto a **t2z = o **2y, entao
SL’(]{Z) - y(k) = Z (bz - ai)aiikJrQ - Z(bi%*? - ai%,g)oﬂ'.
i=k+1 =3

Por outro lado,

k I+k+3

z(k) —y(k) = Z(ai — bR = gl Z cial.

i=l
em que ¢; = a;_;—3 — bi_;_3.

Pelo item (1) da proposigao 1.2.3, z(k) — y(k) = o/ =*"Y(na® + (p + q)a + p), com

I+k+3 I+k+3 I+k+3
n = g cili, p= E cili—1, q= E cili—a.
=3 =3 =3

Suponhamos que ¢;4x+3 = 1, logo ap = 1 e by = 0. Portanto a sequéncia (a;);<;<x ¢ maior
lexicograficamente que (b;);<;<x. Assim, pelo item (7) da proposigao 1.2.3 temos que n, p e ¢ s@o
positivos, e entdao z(k) — y(k) € Z*[a]. Da mesma forma z(k) — y(k) € Z™ [a] se ¢jypr3 = —1.
Logo, pelo item (2) da proposi¢ao 1.2.3,

(k) —yk) =+ Zeiai em que (&;)s<i<m € N.

1=s

Suponhamos que z(k) = y(k) = >_" _&;a’. Entao,

i=s
m/
z(k) = 25;0/ em que (8;)5§i§m eNem >m.
i=s

Como (k) = a=F+2 Zf:z a;o’, apelo item (3) da proposi¢ao 1.2.3 implica que m’ = 2, logo,

m < 2.

Portanto,
o0 m
Z(bi+k_2 - (IH_k_Q)OéZ = ﬂ:ZsZaZ, S S m S 2.
=3 1=s

Colocando g; = 0, Vm < i < 2, entao
2
w(k) —y(k) =) e’
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Observacao 2.1.1
1. Denotaremos por Ay = (k) —y(k) = S7__e;at.

=5

2. Definimos Ay = Z?:S ;8. Seque da proposicio anterior que Ay, < (3.

3. Adiante provaremos que

S ={0,%1,+a, +(1 + a), (1 + a?), £(a + a?), £a?}).
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2.1.1 Construgao Algoritmica dos nimeros complexos duplos

Definicao 2.1.1 Dizemos que um niumero complexo € duplo se ele tem pelo menos duas -

representacoes distintas.

Sejam z = Y a;a' e y = Y77 by, Suponhamos que z = y e coloquemos, para todo k > [,
Ay, = z(k) — y(k). Dessa forma,

A
Apy1 = Ek + (aps1 — bps1)a” (2.3)

Seja t o menor inteiro tal que a; # b;. Entao A; = 0 para todo i em {[,...,t—1}. Suponhamos
que (ag, b)) = (1,0), logo A; = a?. Por (2.2) e (2.3) temos

A1 = a+ (a1 — bgr) 2=

o+ 062, se (at—i-lubt-‘rl) = (17 0)7

Q, se (aer1,bi41) = (0,0) ou (1,1).

Definigao 2.1.2 Um autdémato finito ¢ a uma terna (S, A,C), onde A é o alfabeto do

automato, S o conjunto dos estados e C um subconjunto de S x S x A.

Observacao 2.1.2 Podemos adicionar ao automato um conjunto I dos estados iniciais e um
congunto F' dos estados finais. Neste trabalho vamos precisar somente do conjunto dos estados

mecrais, 1.

Definigao 2.1.3 Dizemos que uma palavra ay - - - a, (resp. uma palavra infinita ay -+ - ay, -+ )
¢ reconhecivel pelo autémato (S, A,C), se existe uma palavra So - - - s, de A*, so € I (resp.

uma sequéncia (s, € AY) tal que s;_1,s;,a; € C, para i =1,...,n (resp. para todo i € N).

Construiremos um automato B cujos estados sao elementos do conjunto S. Sejam V e W
dois elementos de S. Colocaremos uma flecha nomeada por (x,y) € {0, 1} que vai de V a W se
e somente se W = % + (z — y)a?. O estado inicial do autémato B serd denotado por 0, estado
esse em que as duas a-representagoes ainda sao iguais.

O estado inicial sera ligado ao estado a? por uma flecha nomeada por (1,0). O estado a?
é ligado ao estado o + a? por uma flecha nomeada (1,0) e ao estado a por duas flechas, uma
nomeada por (0,0) e outra nomeada (1,1). Como o conjunto dos estados S é finito, obteremos

um autoémato finito (figura 3).
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Figura 3. Representagao do automato B.
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Como consequéncia do Teorema 2.1.1 temos o seguinte resultado:

o0

Teorema 2.1.2 Sejam (a;)i>1 e (b;)is; dois elementos distintos de N, entio Y ;- a;a =

Soo2 bt se e somente se a sequéncia ((a;, b;))is; € reconhecivel pelo automato B.

Teorema 2.1.3 O conjunto dos estados do automato €

S =10,41, £a, (1 + a), £(1 + a?), £(a + a?), £a?}.

Demonstragao:
Denotaremos os elementos de S por A, = ny + pro + qra®, Ny, Piy G € Z.

Seja t = maz{|ng|, k > 0}. Suponhamos que ¢ = 1, entao existe k > 0 tal que
Ay =1+pa+qa® p,q € L.

Logo,
Agp1 = = 4+ p+ qa+da?, onde |d] < 1.
Dessa forma,
Appr= (=1 +(¢= Da+(d+1)a’
Como t =1entao —1 <p—1<1,isto é, pe {0,1,2}.
Vamos analisar o que ocorre com cada Ay, para os possiveis valores de p.
Caso 1. p=2.
Entao,
A1 =1+ (¢—Da+ (d+ 1)
Repetindo o mesmo raciocinio que acima obtemos que ¢ € {0,1,2}.
Temos Ay, = 1 + 2a + qo®. Logo,
Ay =1426+ g3~
Caso 1.1. Se ¢ =1 ou g = 2 entao
A > 1428+ 32> B2
Absurdo, pelo item (2) da observacao 2.1.1.
Caso 1.2. Se ¢ = 0 entao,

Ak:1+2@,
A =1—a+(d+1)a?
(§]

Aprs = =1+ a+(f+1)a2, |f| < 1.
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Absurdo, pelo item (2) da observacao 2.1.1.

Caso 2. p=1
Nesse caso temos:
Ay =1+ a+ qa?,
Ap1 = (¢ — Da+ (d+1)a?

Apio=(¢g—Da+ (d+ Da+ fo?, |f] < 1.
Logo —1 < ¢q¢—1<1, ouseja, q € {0,1,2}.
Caso 2.1. Se g =1ouq=2.

Nesses casos
A > 1+ 6+ p2=p°

Absurdo.
Caso 2.2. Se ¢ = 0, entao
Ak = 1 —|— .
Logo Ar = 1+ «a é um estado valido.
Caso 3. p=0.
Temos
Ak =1+ q0427
Apri=-14(¢g—Da+ (d+1)a?
e

Appz = ¢+ (d+2)a+ (f +1)a”.

Dessa forma, ¢ € {0,1, —1}.
Vamos estudar os comportamento de cada A, para os possiveis valores que ¢ pode assumir.

Caso 3.1. Se ¢ = 0, entao

Ay =1,

o qual é um estado valido.

Caso 3.2. Se ¢ = 1, entao

Ay =1+a2,

Vemos entao que Ap = 1+ a? também é um estado valido.

Caso 3.3. Se q= —lentao A, =1—0a? e Apyy = —1 —2a + (d+ 1)
Assim, —Apy 1 =1+ 2a — (d+1)a® € S, o que é um absurdo pelo Caso 1.
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Portanto Ay € {1,1+ o, 1 + o?}.

Agora seja Ay, = ny + pr + qpo® € S, tal que n, = 0. Dessa forma, A, = pa + qo? e
A1 =p+qa+da?, em que |d| < 1. Logo, p € {—1,0,1}.
Novamente vamos analisar o que ocorre com cada Aj, para esses valores de p.
e Se p =0, entdao A = qa’® e Ay, 1 = qa + da?. Assim ¢ € {0,1, —1}.
Portanto A € {0,a?, —a?}.
e Sep=1,entdo Ay, = 1+ qa + da?. Logo q € {0,1}.
Portanto Ay, € {a,a + o?}.
e Se p=—1, entdo Apy; = —1 + ga + da?. Logo q € {0, —1}.
Portanto Ay € {—a, —a — a?}.

Suponhamos agora que t > 2.
Seja k € N tal que
A =t + pa + qa’.
Logo,
Aep = (p— 1) + (g = 1) + (d + t)o?,
em que |[d| < 1. Entao —r < p—1t <t isto é 0 < p < 2t.
Temos,

Apio=(q—p) + (d+2t — p)la+ea?, |e| < 1.

Apz=(d+2t—q)+(e—q+pa+(f+q—p)4, |f] <1
Logo —t < d+2t—q <touseja,t+d < q<3t+d. Como—-1<d<1,entaot—1<q < 3t+1.

Caso 1. Se p > 1.
Nesse caso,

Ay=t+pB+qf>t+8+(t—1)p>1+6+ =75
Absurdo.

Caso 2. Sep>0eq>t.

Para esse caso,

Ay =t4+q¢FP>t+t32>2+262>2+ 3+ 52> [
Absurdo.
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Caso 3. Sep=0eq=1t—1.
Temos entao,
Ap=t+(t—1)p%
Caso 8.1 Se t > 3 entdo A, > 3+ 232 > (5.

Absurdo.

Caso 3.2 Set =2, entao Ay, =2+ a? e Ay = —2 — a+ (d+ 2)a’.
Dessa forma,

—Ap1=2+2—(d+2)a*€S.
Absurdo, pelo Caso (1).

Portanto o conjunto S = {0, +1, £, £(1 + ), (1 + o?), £(a + a?), £a?}.
U

Observagao 2.1.3 Existem sequéncias ((a;,b;)); reconheciveis pelo automato B tais que (a;);
ou (b;); que nao pertencem a N (a sequéncia (a;); ou (b;); contém trés “1” consecutivos). Pode-
se retirar essas sequéncias. Construiremos portanto um autéomato dos complexos duplos a partir
do autémato B da sequinte maneira: Substituiremos o estado a por dois estados («,0) e (a, 1)
e o estado —a pelos estados (—a,0) e (—a,1); e excluiremos a flecha nomeada (1,1) que liga
0 estado a + a* ao estado 1 + a e o estado —a — o? ao estado —1 — a.. Obteremos entdio o

automato sequinte (figura 4).
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Figura 4.
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2.1.2 Numeros complexos triplos

Definicao 2.1.4 Dizemos que um niumero complexo € triplo se ele possui trés a-representacoes

diferentes.

Sejam z = > 2 a;at, y=> " biat e z = 2 ¢;a'. Suponhamos que x = y = z, e defini-
i=l ) i=l i=l ’

mos para todo inteiro k£ maior ou igual a [
Ay = x(k) —y(k), By, = y(k) — 2(k), C, = z(k) — x(k)

Sk = (A, Bg, Ck).

Pelo Teorema 2.1.1 para todo k& > [, S;, € S°.

Construiremos um automato C em que os estados sao os Si. Dois estados Si e Sky1 sao
ligados pelas flechas nomeadas por (agi1,bgr1,cri1). O estado inicial do autémato serd deno-
tado por (0,0,0). Seja t o menor inteiro maior que [ tal que (a;, by, ¢;) # (ag, at, a;). Podemos
supor que (at, b, ¢;) = (1,1,0) ou (0,0,1) e que existe um inteiro k > [ tal que ap =1 e by =0
e para todo i € {l,....k — 1}, a; = bi.

Suponhamos que (ag, b, ¢;) = (1,1,0), e entao S; = (0,a?, —a?). Portanto, utilizando a

relagao que liga S; a S;41 obtemos

2 2
0,0[—f—O{ y T — o )7 se at+1abt+17ct+1

07 «, —CY), s€ at-‘rla s+1) Ct+1

( ( ) =( )
Sy = ( ( ) =( )
(a? a, —a — a?), se (atr1,bs11, 1) = (1,0,0),
( ( ) = ( )

, —Q), se (air1, bir1, Crpn
Excluiremos o estado S;41 = (—a?,a + o?, —« ois caso contrario, estariamos no caso
+ 9 9 9 )
a;y1 =0 e b1 = 1 0 que contradiz a hipdstese acima.

Estudando todos os casos (ver [7]) obteremos o autémato C' (fig. 5) e o seguinte Teorema:

Teorema 2.1.4 Sejam (a;)i>1, (b;)is1 € (¢i)is trés elementos distintos de N, entdo

[e.9] oo [e.9]

Za,oz —Zb,oz —Z cal
i=l

i=l
se e somente se a sequéncia ((a;,b;,¢;))i>1 € reconhecivel pelo autéomato C (as sequéncias

(ai), (b;) e (¢;) podem ser permutadas).
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Observacao 2.1.4 O automato C é constituido de uma parte central que coincide com o
automato B e de dois ciclos. Como consequéncia, se um ponto x =Y, a;a* € triplo entao

a sequéncia (a;);>; € ultimamente periddica de periodo 001 ou 110.
Corolario 2.1.1 Um nidmero complexo tem no mdximo trés a-representacoes.

Demonstragao:
Seja x um numero complexo que tenha pelo menos quatro a-representacoes diferentes.

Vamos supor que

o0 o0 o0 (o]
T = E a;' = E b, = E cat = E d; o
i=l i=l i=l i=l

As quatro sequéncias (a;), (b;), (¢;) e (d;) sao ultimamente periédicas de mesmo periodo:
001 ou entao 110. Entao necessariamente duas de suas sequéncias coincidem a partir de um

certo indice. Suponhamos que exista um inteiro natural ¢ tal que para todo ¢ > ¢, a; = b;, entao

o) t—1 t—1
T — E a;t = E a; o = E b’
i=t i=l i=l

Pelo item (3) da proposi¢ao 1.2.3, temos:
Vi € {l, ..,t - 1},@2‘ = bz

Portanto obtemos o resultado.
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Figura 5. Representagao do Automato C
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2.2 Parametrizacao da Fronteira de &£

Nesta secao utilizamos o automato definido na secao anterior para parametrizar a fronteira do

fractal de Rauzy. Construiremos uma bije¢ao continua entre [0,1] e X =€ N (£ +a«) e assim

calcularemos a dimensao de Hausdorff da fronteira de £. Mostraremos também que qualquer

uma das seis curvas que compoem a fronteira de £ é imagem de uma outra curva através de

uma transformacao afim.

Denotaremos as seis curvas que compoem a fronteira de £ por X =€ N (€ +a), Y =€ N (€
l+a) Z=EN(E+) X' =£N(€ —a),Y=EnN(E -1-a)eZ =EnN(E—1) (figura 6).

Iniciamos com o lema a seguir.

Lema 2.2.1 As sequintes relacoes sao verdadeiras:

1.
2. YNZ={5}.

3. ZN X' ={-a*—a}.
4.
)
6

XNY ={-a?}.

XNy ={/=

1—a3 )"

L Y'NnZ = {-a%}.
L Z'NX = {155

Demonstragao:

Seja z um elemento de X NY =& N (E+a) N (E+1 + a).

Utilizando o automato para os numeros complexos triplos entao z pode ser escrito da

seguinte forma:

ZZE :Oé3l+0537’+2:1+05+§ :a31+1+&3l+3:a+§ :Oé3z—|—043Z+2:—Oé2.
i>1 i>1 i>1

Da mesma forma, o conjunto Y NZ =& N (£+1) N (E+1+ «) é reduzido a um dnico ponto
{z} onde

x:ZO‘gi_1+ZO‘3iH_1+O‘+Za3i+2_1?23'

i>1 i>1 i>1

As outras relacoes sao obtidas observando-se que ZNX' = XNY —a, X'NY' =YNZ—-1—q,
Y'NZ =XNY—-1—-aeZNX'=XNY -1

U
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Lema 2.2.2 As relagoes sequintes sao verdadeiras:

1. Y=14+a+aX.

2. 7 =a*+a?X.

3. X' = —a + X.

4. Y =aX.

5. 7 =a+a?+ a?X.

Demonstragao:
1. Seja z um elemento de Y. Utilizando o automato dos niimeros complexos duplos, temos

trés casos a analisar:

z=l-a _ a4—|—a2w1

/ /
e z=1+a+a’+atw = a3—|—oz6—|—oz4w1 onde wy,w; € &. Neste caso,
’
= a+a’ + adw;.
!’ /
e 2 =1+a+a*+a®+atwy =a®+at + a® + atw, onde wy, wy, € €.

—1— /
Logo == = o + o + dw, = a + a® + o + aPw,.

o z=1+a+a’+a” +aw; =a’+a*+a’ + a’wy onde w, wy € E.

. —1— /
Assim 22122 = o' 4+ o + a'wy = o+ & + & + atws.

z—1—«a
Temos entao que — € X.
«

Reciprocamente, se z pertence a X, entao
az+1l+a€ (aE+l+a)N (a&+a’) CY.

2. Seja z um elemento de Z, entdao z = 1 + a* + a?w = o® + o*w’ onde w,w' € &, assim
z—ad
2

—a+w=uw€X
«

Por outro lado, a® + o?X = (a® + %) N (222 + a%E). Como 202 = a* + 1, temos que
A +a?X = (a® +a?6) N (1+a* +a2€) C Z. Segue que
Z =a®+a*X.

As outras relagoes sao obtidas observando-se as seguintes relacoes:

Y=Y -1-a, 72 =7-1,X'"=X—qa.
O
Agora vamos estudar o conjunto X (figs. 6 e 7). Vamos mostrar que qualquer uma de suas

regides correspondem & imagem de X por uma das trés fungoes g¢;, i € {0,1,2}, definidas por
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VzeC: go(z) =a* + a3z, g1(2) =a+a® +a° +a'z e ga(2) = a® + ot + a2,
Para isto, utilizaremos o seguinte lema:

Lema 2.2.3 O conjunto X satisfaz as sequintes propriedades:
1) X = go(X) U gi(X) U ga(X).

2) go(X)Ng1(X) = —a® — .

3) 1(X) Nga(X) = o + 1?:3-

4) go(X) U g2(X) = 0.

Demonstragao:
1. Como X = & N (E+a), temos
go(X) = (a* +a%8) N (2a* + 2E)=(a* + *E) N (a + a® + 3E),
a(X) = (a+a®+a°+a*E) N (a* +ab + ),
$(X) = (®+ o' +a%E) N (a+a® +o” +a%E).
Portanto, para todo i pertencendo a {0, 1,2}, g;(X) estd incluido em X.
Seja z um elemento de X . Utilizando o automato para os niimeros complexos duplos, temos

trés casos para analisar:

/ ’ — !
o z=a+a’+alwy = ot +aPwy onde wy, wy € E. Neste caso, gy ' (2) = a*+wp = w, € X,

logo z € go(X).

! / —
e z=a+a®+a+atw = ot + a4+ a*w, onde wy,w; € £. Neste caso, g;'(2) = w; =

a+w, € X, logo z € g1(X).

e z=a+a’+a’+ Pwy = @+ a* + ow, onde wy, wy, € & logo, g5 (2) = a + wy =

wy € X, logo z € go(X).

Portanto X = go(X) U ¢1(X) U g2(X).

2. Suponhamos que z pertenga a go(X) N g1(X), existem z e 2z’ dois elementos de X tais

que
r=a'+az=a+a’+a° +a'?
Logo z = 1+ o+ az’, o que implica que

ze &N (E+a)N (E+1+a)
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Assim z = —a?, logo © = —a® — o?.

3. Seja x um elemento de g;(X) N go(X). Entdo z = a® +a* + a2 = a+ a® + o’ + a2/,
segue que z e 2’ € X, logo z = a+ az € €N (a€+a). Por outro lado, utilizando o autémato
dos nimeros complexos duplos segue o conjunto € N (a€+a) estd incluido em & N (E+a).
Entao,

4

a
1—a3

d=2-1€EN(E+a)N(E-1) ={ 2

Portanto z = o + .
4. Sejam z e Z' dois elementos de X tais que a* + o®z = o + a* + a7/, entao 2 = 1 + 2/,

logo z € €N (E+a) N (E+1) = 0. Segue que go(X) N go(X) = 0.
U

2.2.1 Parametrizacao de X

Sejam a e b pertencentes a JE. Denotaremos por I(a,b) o arco da d€ com origem em a e de
extremidade b no sentido trigonométrico. Pelo lema 2.2.3 temos:

90(X) = I(%5, —a® — a?) = I(go(1%5), 9o(—0?)),

gi(X) = I(=a® — a?,0® + 1255) = I(g1(—a?), g1 (%)),

9:(X) = I(0® + 1255, —a?) = 1(g2(1255), g2(—0?)).

Para parametrizar X, definiremos trés fun¢oes complexas f;, i € {0,1,2}, tais que f;(X)

seja igual a I(f;({% O43) fi(—a?)). Para isso usaremos a simetria de X.

Lema 2.2.4 O conjunto X tem um centro de simetria Cy = 3(a + %)

af B S _ i 5
>—. Como C'=) ",a' se z =) " e;a" €€ entao

Demonstragao: Seja C' =

[e.e]

C—z:Z(l—gi)aieg

1=3

Entao % é um centro de simetria de £. Por outro lado

200 — X = (a4 25-&) N (+2

1—a3 1—as

_5)
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=(E+a)N €& =X.
O
Denotaremos por S a simetria central de centro Cy, S(z) = 2Cy — z para todo z € X, e

consideremos as trés fungoes complexas fy, f1 e fo definidas por:

fo(z) = go(2) = a* + a3z,
f1(z) = q1(S2) = a* + ab + 1011;)3 —atz,
f2(2) = g2(2) = a3 + a* + a3z,

Seja z um elemento de X. Como X = fy(X) U f1(X) U fo(X), existe z; pertencente a X
e ap um elemento de {0,1,2} tal que z = f,,(21). Construiremos uma sequéncia (a,)nen €m

{0, 1,2} e uma sequéncia (2, )n,eny em X, tal que para todo inteiro natural n:

Z = fao ° f(ll © "'fan<zn+1)

Como as fungoes f; sdo contragoes, pode-se mostrar que z = f,, 0 fo, © ... fa, (2n+1) tende a 2
quando n tende ao infinito, e que para todo x € X, z = f,, 0 fo, 0... 0 f,, (x) tende a z quando
n tende ao infinito.

Fixemos 2y € X e definimos uma correspondéncia f entre o conjunto [0, 1] e X da seguinte
maneira:

Seja t um elemento de [0, 1], se Y oo, ;37" a; € {0, 1,2} é a representacao de ¢ na base 3, entao

f(t) = lim z= fs 0 fo, 0 ... fa,(20)

n—-+00
Vamos supor que se ¢ e t' pertencem a [0, 1], entdo ¢t = > > a;3 " et/ =Y 7, b;37, em que

a; e b; sao elementos do conjunto {0, 1,2} tal que a; = b; para i < k e ar < by, k € N.

Proposigao 2.2.1 A aplicagao f € bijetiva, continua e satisfaz f(0) = % e f(1) = —a?.

Para a demonstracao, precisamos dos seguintes lemas:

Lema 2.2.5 Sejam t e t' dois elementos de [0,1] entdo

1) Se |t —t'| <3N onde N >k, entio by, = ar, + 1, b; = 0 e a; = 2 para todo i tal que
E+1<i<N.

2) Set =1 entao by =ar+1,b; =0 e a; =2, para todo i > k + 1.

Demonstragao:

1. Temos que
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3_N > Z(bz — CLi)?)ii = (bk — ak?ﬁk + Z (bl — ai)?fi
i=1 i=k+1

= (b —ar—1)37F+ > (24 b —a;)37".

1=k+1

O item (2) é uma consequéncia do item (1).

g

Lema 2.2.6 Sejam h e k dois elementos de {0, 1,2} tais que h < k e sejam x ey dois elementos
044

1—a3 -

de X, entao fi(x) = fi(y) se e somente sek=h+1, 2 =—-a’ ey =

Demonstragao:

Provemos a implicacao direta.

O conjunto fo(X) N fo(X) sendo vazio, os inteiros h e k sdo necessariamente consecutivos.
Temos portanto dois casos para analisar:

Se h =0, k=1, entao fo(x) = fi(y) se e somente se, go(x) = g1(Sy), entao pelo lema 2.2.3,

temos go(x) = ¢1(Sy) = —a® — a?, ou ainda, x = S(y) = —a?. Segue que

at

11—«

r=—0ao?ey= 2.

4

Se h =1, k=2, entao fi(z) = fa(y) se e somente se g1(Sz) = g2(y), entdo Sr =y = 2

11—«
dai

r=—-a%, Yy =173

A reciproca ¢é imediata.

g

Lema 2.2.7 A aplicagio f satisfaz a propriedade: f(t) = % se e somente set =0e f(t) =1

se e somente se t = —a?.

Demonstracao: Como % ¢ [LX)U fo(X) e f(t) = fay 0 (OO0, a;37%) temos

ol
1—a3

f(t)

<:>CL1:0.

ot , . . o0 —i\ ot ~ .
Como %= ¢é o tinico ponto fixo de fy, ou seja f(D =, a;37") = 1%, entdo iterando esse

procedimento, mostra-se que para todo inteiro natural nao nulo n, a,, = 0, e entao t = 0.
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2

Utilizando o mesmo raciocinio e o fato de que —a” é o tinico ponto fixo de fs, prova-se que

f(t) =1 se e somente se t = —a?.

O
Demonstracao da Proposigao 2.2.1:
1. A aplicagao f esta bem definida
Sejam t e t' em [0,1]. Se t = ¢/, pelo lema 2.2.5, by = a, + 1, b; = 0 e a; = 2 para todo
1 > k + 1. Portanto,

) = forooors o Y £ (00)) € S(F) = fuyoo fur s Jorn lim fe™ ()

Ou
4 4
. (n) ST (n)_ & _ @
pois fo(%) = %, da mesma forma

lirf fén)(xo) = liIJqu f2n)(—a2) = —a?

pois fo(—a?) = —a?. Pelo lema 2.2.6 segue que f(t) = f(¥').

2. A aplicagao f é injetiva
Temos,

o0

f(t) = fa1"‘fak—1 o f(z ai-‘rk—lg_i) € f(t,) = fbl"'fbk—l © f(z bi+k‘—13_i)'
=1

=1

Como as fungoes f; sao bijetivas (lembremos que a; = b; para 1 <i <k — 1),

ft) = f(t") = f<Zai+k_13—i> = f(Z bir-137").

Logo,
far © f(3t1 — ag) = fo, 0 f(3t; — b).
onde t; = Zai+k_13_i e tll = sz’—&-k—l?’_i- Pelo Lema 2.2.6, by = ajy1, f(3t1 —ax) = —a?
i=1

i=1 -
e f(3t, — by) = 2. Pelo lema 2.2.7 temos que:

= 1-a3"

3t —ap =1e 3t — by = 0.
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ou by = a4+ 1. Logo t; =t] e entdo t = t. Como f é sobrejetiva por construcio entdo f é

bijetiva.

3. A aplicagao f é continua

Suponhamos que 0 < [t — /| < 37N N € N, N > k. Pelo lema 2.2.5

(&) = FE)] = farfay © F(01) = farfary 0 F(ED)],

em que

ftr) = far 0 f3 7" (=) @ f(1)) = fars o o (=),

/ .
em que 21, 2; € X. Assim:

() = FU < fa 0 27 (210) = farin 0 fo (2] x a®D).

— _ 4
Como f,, o N k(—a2) = fapss © éV k(li“T), temos que

() = FE < (fuy 0 S5 51) = fu 0 FYH(=0)
Ffapr © FV (1) = a0 FETRGEES)]) X |aPOHD

< (|a|3(N—k)+3 + |a’3(ka)+4> % |a|3(k—1)

< diam(X) x (1 + |a|)|a*N.

Como consequéncia da Proposicao anterior temos o seguinte resultado:

Corolario 2.2.1 A fronteira de £ € uma curva de Jordan.

2.2.2 Calculo da dimensao de Hausdorff

Vimos que a € é a uniao de seis regioes que sao de alguma forma imagem de uma transformacao
afim. Entao, dimg(X) = dimg(0€). O conjunto X = UL, f;(X) pertence ao caso dos conjuntos
compactos invariantes por similaridades (isto é, ele é estavel pelas fungoes f;). A dimensao de
Hausdorff desta classe de compactos é marjorada pela sua dimensao fractal ou como ocorre
em alguns casos, sao iguais. Uma cota superior da dimensao de Hausdorff dessa classe de

compactos ¢ dada pela proposicao seguinte.

Proposicao 2.2.2 (ver [3]) Seja A um subconjunto de C tal que A = Ul h;(A) € o com-
pacto invariante pelas similaridades h; dos coeficientes de similaridades r; (ou seja, Va,y € C,

|hi(x) — hi(y)| = rilz —y|). Entao dimg(A) < s onde s € o unico real que satisfaz > . rf = 1.

=0 "1
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Observagao 2.2.1 Hd casos em que dimyg = s, em particular quando os h;(A) se intersectam

em um numero finito de pontos ([3]).

O conjunto X satisfaz essa condigao, pois a intersegao fo(X)N f1(X) resulta em apenas um
ponto, assim como f1(X) N fo(X) e fo(X)N fo(X) é vazia. Calculemos entao os coeficientes de
similaridades das fungoes f;.

Para todo z,y € X, temos:

[fo(z) = foy)l = o + @’z — a* — o’y| = |af’|z — y|. Logo ro = |af’.

[f1(@) = fily)] = o' +0® + 255 —a'e —a' —af — 25 +a'z| = |af'[z — y|. Entdo r; = |af"
e

[f2(z) = fo(y)l = |0’ + 0 + o’z — o — o — o’y| = |a’|z — y|. Assim 7y = [0?].

Logo dimy(X) = s, em que s satisfaz

2lal? + [a* =1

Portanto, dimy(X) = +292 ~ 1,09338, em que p é a raiz real maximal do polinémio

logle|
X44+2X3—-1=0.
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Figura 6.

Figura 7.
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Capitulo 3

Os pontos extremos do fractal de

Rauzy

Neste capitulo mostraremos um método para a construcao dos pontos extremos do fractal de

Rauzy.

No plano complexo, consideremos uma reta A, passando pela origem, com vetor diretor
@ e de dire¢ao um real a € [0,27[. Seja p, a projegao ortogonal de £ sobre A, : Vz € &,
Pa(2) = ca(2), onde c,(z) € R. Como & é compacto, o maximo dos ¢,(z), z € &, é atingido em

pelo menos um ponto = pertencente a &.
Definicao 3.0.1 Um ponto x € £ € dito extremo na diregdo a se c,(x) = max{c,(z);z € E}.
Observagao 3.0.2 Um ponto extremo de € pertence a OE.

Seja a = |ale’®, onde ¢ é um argumento de a pertencente ao conjunto [0, 27r[(§ ~ 0,69).

Sejaa e Reze & tal que z =)~ . &,a", entdo
Pa(2) =Re(ze7i0) = (D eqla"cos(ng — a))ii (1)
n=3
Seja (an)n>3 uma sequéncia em que os termos estao em {0, 1}, satisfazendo

a, =1, se cos(ng —a) > 0,
a, =0, se cos(ng — a) < a,

a, arbitrario em {0,1} se cos(ng —a) = 0.
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Proposicao 3.0.3 Seja (a,)n>3 wma das sequéncias definidas acima, entao (a,),>3 € N e

S s ana™ € um ponto extremo para a dire¢do a
n=3 an p p ¢ .

Demonstracao: Mostremos que (a,),>3 € N. Suponhamos que exista n > 3 tal que
Ay, = Gpy1 = 1; ent@o cos(ng — a) e cos((n+ 1)¢ — a) sao positivos. Logo existem dois inteiros

relativos k e k' tais que
T T
—§+2k7r§ngb—a§ §+2k7re%+2k’7r§ (n+1)¢p —a < 5+ 2k,

ou seja,

1
2k§n?—g+§§2k’+1e2kj’§(n+1)%—%+%§2k’+1.
T T

Temos que k' > k, pois (n+1)%—%+%>n%—%+%.

Logo,

< 1.

3 e

2k =2k —1<((n+De—-2+H—m2-24+ )=

o que implica que 2(k" — k) < 2, ou seja k' < k+ 1. Como k" > k, entao k' = k.

Por outro lado,

1 1
n%—%+§<(n%—%+§)+(2;—1)<(n+1)

_|_

3 |
N | —

SRS

pois % ~ 0,69. Portanto, 2k < (n+2)%—%+%—1 < 2k+1, ou seja, 2k+1 < (n+2)%—%+%—1 <
2k 4+ 2. Logo cos((n = 2)¢ —a) < 0, e entdo, a,o = 0, o que implica que (a,),>3 € N. Por

outro lado seja (,,),>3 em N. Pela relacao (1) e a defini¢ao de (a,), deduzimos que
Z€n|a|”cos(n¢ —a) < Z an|al"cos(ng — a).
n=3 n=3

Portanto ) -, a,a™ é um ponto extremo para a diregao a.
U

A principio, a definigdo da sequéncia (a,),>3 leva-no a pensar que podemos ter uma in-
finidade de pontos extremos para a direcao a. O que é falso. Vamos provar que para uma

direcao dada, nao podemos ter mais do que dois pontos extremos.

Lema 3.0.8 % é irracional.
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Demonstragao:

Suponhamos que % é racional, existe portanto um inteiro natural n tal que a” seja real.
Logo, @™ = a™. Entao o seu possivel Galois conjugado de ", diferente de o™, é 5", onde 3 é
o conjugado real de a. Logo o™ é de grau menor ou igual a 2, ou ainda os corpos Q(a") esta
estritamente incluido no corpo cibico Q(a). O que implica que Q(a™) = @, pois um corpo
cubico nao pode conter um corpo quadratico. Consequentemente, existem dois inteiros relativos
m e r talque ma™ — r = 0, assim o polinomio Q(X) = mX™ — r é um multiplo do polinémio
minimal de . O que é impossivel pois todas as raizes de Q(X) tém o mesmo médulo.

g

Corolario 3.0.2 Seja a € [0,27], entao o conjunto {n > 3;cos(ng — a) = 0} caso nao seja

vazio € reduzido a um unico elemento.

Demonstragao: Suponhamos que existam dois inteiros diferentes m e n maiores ou iguais
a 3 tais que cos(ng —a) = cos(m¢ —a) = 0. Logo ng —a = £ + 2km e m¢ —a = £7 + 2k'~,
onde k, k' € Z. Portanto existe s € Z tal que (n — m)¢ = sm. Dessa forma, % =—-e€Qo
que contradiz o lema 3.0.8.

g

Veremos agora como obter os pontos extremos.

3.1 Construcao de um ponto extremo

Primeiro caso: O conjunto {n > 3;cos(ng —a) = 0} = (), entao tem um tinico ponto extremo

na dire¢ao a. O ponto é z, = >~ a,a”, em que

a, =1, se cos(np —a) >0,
a, = 0 caso contrario.
ou

a, =1, seexistekGZ,Qk—lgn%’—%—%§2k‘,

a, = 0 caso contrario.

Como para todo inteiro n > 3 e k € Z, n2 — 2 — L ¢ {2k — 1,2k}, pois cos(ng — a) # 0

temos



em que [ng — £ — 1] é parte inteira de n — £ — Le (.) mod2 é a aplicacdo de Z em {0,1}
que a um inteiro associa 1 se é impar e 0 caso contrario.
Segundo caso: Existe um inteiro m > 3 tal que cos(m¢p—a) = 0, oua = m¢(%—p)7r,p € 7.

Neste caso, obtemos dois pontos extremos que sao z, = » 5 a,o" onde

a, = 1,se cos(ng — a) > 0,

a,, = 0 caso contrario.

o0
€Yo =, _5bpa", em que

b, = 1,se cos(ng — a)
b, = 0 caso contrario.

Para todo n > 3, se n # m entao a, = b, e a,, = 1, b,, = 0. Consequentemente

Ya = i by

n=3,n#m

o0

Ty = E ana” +a™

n=3,n#m

= Z ana 4 |a|ele G,
n=3,n#m
Assim, T, = yo + |a[me @GP g0 p & par, 1, = Yo — |a|me @GP se p ¢ fmpar e

Yo = D g ppm GnQ", € qUE @y, = ([n€ — 2 — 1)) mod 2, para todo n > 3.

Figura 9. Pontos extremos do fractal de Rauzy.
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Capitulo 4

Anexo

Nesta secao provaremos alguns itens da proposicao 1.2.3 e apresentaremos outras propriedades

do fractal de Rauzy.

Demonstracao da Proposi¢ao 1.2.3 - (Capitulo 1)
Item 1. Provemos que para todo n > 3 tem-se a” = T,a* + (T,,_1 + T),_2)a + T},. De fato, para

n = 3 a férmula é valida pois

o =Tsa? + (Ta + T )a+Ty =’ +a+ 1.
Suponhamos que a férmula seja verdadeira para n e provemos para n + 1.
Temos:
a" ™ =T, + (T + Tp_2)a®* + T, 1«
Comoo?=a’+a+1leT, =T, + T, + T, o, entao

" =T (* + a4+ 1)+ (The — Tn)a? + T
Sen = Y1, &1}, definindo a, = S e(Tim1 + Ti—z) € by = > 1y 5T entdo Sor ;50

= na® + a,a +b,.

Item 2. Ver [2].

Item 3. Se SN a;0f = 37 bal. Entao temos associado no autémato o caminho
(al7 bl) e (aNa bN)(07 bN+1)(07 bN+2)(O7 bN+3) e

Porém, analisando o automato, vemos que essa sequéncia nao ocorre.
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Item 5. Seja o = ca +d. Entao 1, ¢ e d sao Q-linearmente independentes.

De fato. Sejam c,d € R tais que a? = ¢ + da. Vamos mostrar que {1,c,d} é Q-linearmente
independente. Sejam P(x) = 23 —2? —x — 1 e Q(x) = 2? — cx — d. Dividindo o polinémio
P(x) por Q(x), resulta que P(z) = S(z)Q(z) + R(z), com S(z) = 2+ (¢ — 1) e R(z) =
[(c(c=1)+ (d—1)]z + (¢ — 1)d — 1. Temos que R(«) = 0. Como a € C\R entao

cc=1)+(d—-1)= 0
(= 1)+ (d—1) o

dlc—1)—1= 0
Suponhamos que {1, ¢,d} seja Q-linearmente independente. Entao existem p, ¢, r € Z tais

que

pt+tqg-ct+d-r=0 (4.2)

Multiplicando a 1* e a 2% equagoes de (4.1) por g e r respectivamente e somando-as obtemos

0 seguinte sistema

—p-c+q-d= r—p+
p q pT4q <4.3)
q - C + T d — —p
Analisemos os casos para a solucao do sistema acima:

Caso 1. —pr — g% # 0. Nesse caso as solucoes sao

2 —rp+rq+qp
c= c

—rp — ¢ ©

g oarta—¢

;— €Q
—Tp—q

Logo, a® = ca +d = 2o+ ™. Seja p = mmc(t,m). Entdo existem k,l € Z tais que
pa? = ka +t. Assim o é um inteiro algébrico de grau 2, o que nao ocorre.

Caso 2. pr — ¢> = 0. Nesse caso vamos analisar o sistema

ccatd= o
(4.4)
C'q‘f‘d'T: —p
Vamos supor que ar — g # 0 ou ar # q.

As solugoes sao
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_ra’+p

C

ar —q
e
2
—ap — «
"
ar —q
. 2 , ra® + == ar —q q
Caso 1.1. 7 # 0. Entao, p = =%. Assim ¢ = L = =a— -.
ar —q r r

Logoc=a—*%oua=c+ % eR. Absurdo.
Portanto » = 0 e ¢ = 0, implica que p = 0. Temos entao que {1,c,d} é Q-linearmente

independente.

Item 6. Vamos provar Z + Za é discreto e para isto vamos mostrar que qualquer ponto perten-
cente ao conjunto Z+ Za« é isolado. Seja p = m+na € Z + Za um ponto arbitrario e consider-
emos py € Z + Za um ponto adjacente a p. Logo pg pertence ao conjunto A = {(m + 1) + na,
(m=x1)+(nt1l)a, m+(nEl)a}. Seja C =max{d(p,po)| po € A}. O cdlculo direto das distancias
entre p e um de seus pontos adjacentes mostra que C' = 1. Como |a| ~ 0,73, entdo tomando
uma bola B C Z + Z«a com centro em p e raio € = % temos que B(p,e) N (Z + Za) = {p}.

Portanto, como p foi tomado de modo arbitrario segue que todo ponto de Z + Za« ¢ isolado.
Item 7. Ver [4].

Antes de demonstrarmos o item (4) precisamos dos seguintes resultados:
Lema 4.0.1 £ N (Z+ Za) = {0}.

Demonstragao:

Seja z um elemento de €. Entdo z =Y - a’"y, onde y, pertence ao conjunto
S={0,1,a,0* 1+ a,1+a* a+a?}.

Temos:

2] = 12205 @yl < 32050 [0 ynl = 32020 [0 lynl-
Logo |z| < Kl K= maz{|u|;u € S}. Como a ~ —0,419 — 0,606i. Calculando os

1—]af3?
modulos dos elementos de S obtemos que K = 1. Resulta que |z| ~ 0, 669.

lof?
I=af?"

Seja (n, p) pertencente a Z*—(0, 0), mostremos que |[na+p| > Com efeito, coloquemos

a = a + 1b, temos entao
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Ina + p|? — |a]? = (na + p)? + n?b* — a® — b*
> (na+ p)? + (n? — 212

Logo,

Se |n| > 2, entao |na + pl? > |al.

Sen =1, |a+p]*—|a|* = (a+p)? —a® = p(p+2a)> 0, pois |a| < 0,5. Da mesma forma,
sen=—1|—a+p—|af’ = (-a+p)’—a® = p(p—2a)>0.

Sen=0ep=#0, entao |na+ p| = |p| > |al.

|of?

=, obtemos o resultado.
1—|af3?

Como |a| ~ 0,73 >

g

Corolario 4.0.1 FEuxiste um real estritamente positivo ¢ tal que para todo inteiro natural n e
inteiros relativos p e q, se [na® + pa + q| < ¢ entdo existe (;)3<i<y € N tal que na® + pa +q

=Y N el € €.

Demonstragao:

Seja ¢ = inf{|x — z| |[v € E e 2z € Z+ Za —{0}}. Seja n um inteiro natural. Suponhamos
que [na?+pa+q| = na?+r(n)a+s(n) —(r(n) —p)a—(s(n) — q)|< ¢, como na’+r(n)a+s(n)
€ &, entao (r(n) —p)a — (s(n) —q) = 0. Como « é um numero algébrico de grau 3, segue que
p=r(n) e ¢ = s(n). Portanto na® + pa+q € £.

0
Item 4. Vamos mostrar que 0 é um ponto interior de &.

Como (1,a) é uma base do R—espago vetorial C, existem dois reais bc e d tais que o?
= b+ da. Pelo item (5) da proposicao 1.2.3, 1, b e d sao Q—linearmente independentes e o
conjunto A = {na® +qa +p, n € N, p,q € Z} é denso em C . Em particular ele é denso no
conjunto B = {z € C;|z| < ¢/2}, em que ¢ é o nimero real do corolario 4.0.1. Seja z € B.
Existe z, € A tal que lim z, = z. Pelo Corolario 4.0.1 z, € £. Como £ é compacto entao z €
E. Logo B C €.

O

Proposicao 4.0.1 O conjunto £ satisfaz as sequintes propriedades:

1. int(€) = €.
2. 8e &y =a, & =aP+a’€ ey =+ a* + € entio E; N int(E;) =0 para i # j.

Demonstragao:
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1. Como £ é compacto entdo int(€) C E. Mostremos que £ C int(E). De fato, o conjunto
(N et |(e1)3<icn € N'} é denso em €. Vamos provar que , Son , &;0%,(g;)s<icy € N, é um
ponto interior de £. Sejam as funcgoes de C em C definidas por:

Vo1 z— az, Py z—ad 4+ o’z
ey :z— ad+at+adz

Para SN g0, existe ag € {0,1,2} e 2 = Zf\[:/?) £;0) em que (62)395]\,/ e N, N <N,
tais que ZZ]\;S g;0" = 1y, (20). Utilizando esse argumento repetidamente construiremos uma
sequéncia de indices (a;)o<i<m € {0,1,2}™! tal que

N
1= 3 0 = g0+ 01, 011 0)

i>3
Como 0 é um ponto interior de &, existe um real estritamente positivo r tal que a bola

aberta B(0,7) de centro 0 e raio r estd contida em £. Como as fungoes 1); sdo transformagoes
afins, resulta que ¢,, 0+ 01, o1y (B(0,7)) é um aberto de £ contendo Zfig g;a'. Logo z €
int(&).
2. Seja A a medida de Lebesque em C. Como £ é compacto entao £ é mensuravel e tem-se
para todo i € {0, 1,2}
AME) = [a?TFD] x A(&).

Por outro lado, como § = ﬁ, temos:
0?| + o] + | = 1.

Assim,

2

Y AED= ([0 + o] + [ DAE)=AE) =AU E0)-

=0

Logo, A(£; N &;) = 0 para i # j.
Consequentemente &; N int(€;) = () para i # j.
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