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RESUMO

O campo espinorial ELKO associado as particulas de matéria de spin 1/2 e dimensao de
massa 1, construidos em um conjunto completo de autoespinores de helicidade dual do
operador conjugacao de carga, é um canditado a descrever a matéria escura. Devido a sua
natureza, possui diversas aplica¢oes cosmologicas. Neste trabalho, o estudo de tais espinores
é realizado sob universo de Friedmann-Robertson-Walker plano, homogénio e isotrépico. A
luz da Teoria Quéantica de Campos em Espacos-Tempo Curvos, com as transformacoes de
Bogoliubov, obteve-se a densidade de particulas criadas em uma métrica modelo de regime
assintoticamente plano no passado e no futuro, permitindo-se comparar com solugoes exatas
presentes na literatura para producao de particulas escalares e férmions de Dirac. Discute-
se, também, a compatibilidade do fenomeno de criacao de particulas provenientes da Teoria
Quantica de Campos em Espago Curvos com os estudos de Prigogine para descri¢ao deste

fendmeno a escala cosmoldgica, considerando-se um universo termodinamicamente aberto.

Palavras-chave: Cosmologia, Teoria Quantica de Campos em Espacos-Tempo Curvos,
ELKO, Criagao de particulas.



LIMA, R. C. Creation of ELKO spinor particles by gravitational effects 2017. 90f.
Thesis (Master in Physics) - Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta,
Universidade Estadual Paulista, 2017.

ABSTRACT

The ELKO spinor field associated with spin 1/2 particles and mass dimension 1, con-
structed on a complete set of dual helicity eigenspinors of the charge conjugation operator,
is a candidate for describing dark matter. Due to its nature, it has several cosmological
applications. In this work, the study of such spinors is performed under a homogenous
and isotropic Friedmann-Robertson-Walker universe. In the light of the Quantum Field
Theory in Curved Space-Time, with the Bogoliubov transformations, we obtained the
density of particles created in a model of asymptotically plane metric in the past and
in the future, allowing to compare with exact solutions present in the literature for the
production of scalar particles and Dirac fermions. It is also discussed the compatibility of
the phenomenon of particle creation from the Quantum Field Theory in Curved Space with
the studies of Prigogine to describe this phenomenon at the cosmological scale, considering

a thermodynamically open universe.

Keywords: Cosmology, Quantum Field Theory in Curved Spacetimes, ELKO, Particle’s

Creation.
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1 INTRODUCAO

A busca por uma teoria capaz de descrever fendmenos quanticos por influéncia da
gravidade, ou mesmo o comportamento quantico do espago-tempo, tem sido um dos mai-
ores interesses da fisica teérica desde Einstein. Enquanto a formulagdo para uma teoria
gravitacional consistente a nivel quantico, Gravitagdo Quéntica (GQ), ndo é encontrada,
teorias efetivas e semicldssicas sao usadas para atender ao tema. Dentre estas, a Teo-
ria Quéntica de Campos em Espagos-Tempo Curvos (TQCETC) (BIRRELL;DAVIES,
1994)[1], (PARKER; TOMS, 2009)[2], (MUKHANOV; WINITZKI, 2004)[3] surge como
uma juncao entre a Relatividade Geral (RG) e a Teoria Quéantica de Campos (TQC), cujo
objetivo é descrever a evolugao dos campos quanticos de matéria no cenario de métricas
classicas, buscando solugoes para as equacoes de Einstein com o método padrao da Teoria
Quéantica de Campos.

Historicamente, os mecanismos fundamentais da TQCETC foram apresentados, de
forma consistente, na tese de Leonard E. Parker em 1966 (PARKER, 1966)[4], trazendo
como consequéncia o fenomeno de producgao de particulas em espagos curvos. Na década
de 70 do século passado, outros trabalhos para criagao de particulas a partir do vacuo
de um campo gravitacional sob um universo em expansao como os de Grib, Mamayev e
Sterobinskii (GRIB et al, 1970)[5], (GRIB et al, 1980)[6], (ZEL’'DOVICH; STEROBINS-
KII, 1972)[7], (ZEL’'DOVICH, 1993)[8], a descoberta da evaporacao de buracos negros por
Hawking (HAWKING, 1975)[9], (GIBBONS; HAWKING, 1977)[10] e o estudo acerca do
espectro de energia de atomos de hidrogénios no espaco-tempo curvo realizado pelos fisicos
Audretsch e Shéifer (AUDRETSCH; SHAEFER, 1978)[11] refletiram bons resultados a
esta teoria.

Solugoes exatas para criacdo de particulas escalares em (1+3)D em um universo de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) foram estudadas por Bernard e Duncan (BERNARD;

DUNCAN, 1977)[12], com o fator de escala comével a(n) = \/A+Btgh(pn)z| que por sua

vez implica regides assintoticamente planas no passado a(n) — /(A — B) e no futuro

a(n) — +/(A+ B), fornecendo uma taxa de producdo nao nula de particulas massivas
com spin 0. Em 2009, Moradi (MORADI, 2009)[13] calculou a densidade de particulas
fermionicas que obedecem a equacao de Dirac em condigoes cosmoldgicas similares as

propostas por Duncan, com fator de escala a(n) = A+ Btgh(pn).

'A, B e p sdao constantes.
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Paralelamente a estes trabalhos, sabe-se que entre as possiveis particulas capazes de
descrever a natureza da Cold Dark Matter (CDM), encontra-se o ELqu-L proposto por
Ahluwalia e Grumiller (AHLUWALIA; GRUMILLER, 2005)[14], (ibdem, 2005)[15] para
referir particulas fermionicas de spin 1/2 e com dimensao de massa 1.

Nao obstante, em 1989, Ilya Prigogine deu um passo importante na compreensao de
criagdo de particulas no universo, trazendo do ponto de vista macroscépico, a primeira
formulagao consistente no que diz respeito ao mecanismos de criagao dentro da termodi-
namica de sistemas abertos. Ele reinterpretou o tensor energia-momento ao incorporar a
criagao irreversivel de matéria as equagoes de campo de Einstein através de um termo
adicional de pressdo, que por ventura é designado como pressao de criagdo (PRIGOGINE
et al, 1989)[16]. Tal termo é negativo, o que pode levar a uma possibilidade de explicar a
expansao acelerada do universo.

Devido a estas ultimas pesquisas, é natural surgir a seguinte questao: Assim como
ocorre para campos escalares e férmions de Dirac, é possivel obter uma taxa de produgao
associada as particulas “escuras” de spin 1/27

O objetivo deste trabalho, portanto, consiste em obter a densidade de particulas
espinoriais ELKO criadas no cenario de FRW a la Bernard e Duncan, afim de comparé-las
com a producao de particulas escalares e fermionicas que satisfazem Klein-Gordon e Dirac.
Além de discutir, qualitativamente, a relacdo desta taxa de criagdo com o mecanismo
desenvolvido por Prigogine, ao relacionar o espinor ELKO como particula “escura” contri-
buinte a aceleracao do universo.

O texto encontra-se estruturado nos seguintes capitulos: (2) Cosmologia - descreve a
termodinamica da cosmologia atual, partindo das equacoes de Einstein, até a proposta de
criagdo de matéria por Prigogine em cendrios cosmolégicos de sistemas abertos; (3) Teoria
Quéantica de Campos em Espacos-Tempo Curvos - apresenta as bases para o tratamento
de campos de matéria em espacos curvos, partindo da TQC e sua extensao para TQCETC,
com um processo conhecido por transformagoes de Bogoliubov; (4) Campo Espinorial
ELKO - discorre sobre a natureza e dindmica do campo espinorial ELKO, no que tange
a sua estrutura e descrigdo de seu campo quantico; (5) Criacao de particulas espinoriais
ELKO por efeitos gravitacionais - desenvolve os calculos para criagdo de particulas ELKO
em um universo de Friedmann-Roberson-Walker plano, homogéneo e isotrépico, compa-
rando as densidades de criagao de particulas escalares e férmions de Dirac; (6) Conclusoes
- discute os resultados obtidos quanto a criagao de particulas ELKO com aqueles ja exis-
tentes na literatura para particulas escalares e de Dirac, associando qualitativamente a

predicao de criacao de matéria em cendrios cosmologicos, segundo Prigogine.

2Do acronimo alemao, Eigenspinoren des Ladungskojugationsoperator, cuja traducio é Autoespinor do
Operador Conjugacao de Carga.
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1.1 NOTACAO

As unidades e notacao usadas neste trabalho sao:
e Unidades naturais: c=h =1;
e Assinatura da métrica g,,: diag(+, -, -, -);
e Indices latinos: i = 1,2,3. Indices gregos: u=0,1,2,3;
e Relagao algébrica de comutagao: [A,B] = AB — BA,;
e Relagao algébrica de anti-comutacao: {A,B} = AB+ BA,;
e Derivada usual: dy;
e Derivada covariante: V ;
e Escalar curvatura de Ricci: R = g“)‘RM\;
e Tensor de Ricci: R, = R

e Tensor curvatura de Riemann em termos da conexao afim: RZV \ = 0L —ayr/f s L

TUTVA
g .
_FOPIJ uA?

P
(2%

e Conexao afim em termos da métrica: Iﬁ‘y = 1/2¢™(0ugvp + OwGup — Opgu);

01 0 —i 1 0
e Matrizes de Pauli: o1 = , 09 = ! , 03 = ;
10 i 0 0 —1

e Fator de escala a tempo césmico t: a(t);
e Fator de escala a tempo conforme n: a(n);

e Fungdo gama de Euler: I'(z2), para z complexo.
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2 COSMOLOGIA

A Cosmologia ¢ designada como um ramo da Astronomia, tendo inicio com as pri-
meiras civilizagoes. Etimologicamente, “cosmos” - ordem e “logia” - estudo. Seu principal
objetivo consiste em estudar o universo como um todo, preocupando-se com sua origem,
conteudo, estrutura e evolucao. Este capitulo apresenta alguns aspectos da cosmologia
usual, baseando-se na Teoria da Relatividade Geral de Einstein, desde a descricao do uni-
verso de Friedmann-Roberson-Walker homogénio e isotrépico até a hipdtese da aceleracao

do universo devido a criacao de particulas, por Prigogine, Lima e seus colaboradores.

2.1 TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

Em 25 de novembro de 1915, Albert Einstein apresentou sua versao final das equa-
¢oes da gravidade a Academia Prussiana, estabelecendo a teoria da Relatividade Geral
(RG). A construgao desta teoria foi realizada ao longo de quase uma década, tendo inicio
com um insight de seu criador, em 1907, de que seria impossivel distinguir localmente a
aceleracao de origem gravitacional e a aceleracao causada por um referencial nao inercial,
elaborando o principio de equivaléncia entre a massa gravitacional (m) e a massa inercial
(m;) (experimentos atuais mostram que o principio permanece valido em 1 — mg/m; <
10~1) (TURYSHEV, 2008)[17].

Nos anos seguintes, Einstein precisou aprender e aplicar uma geometria que man-
tivesse invariante o elemento de linha ds? = Guv(x) dxt dz¥ em transformagoes gerais
de coordenadas (esta notacdo para ds® generaliza a notacao de Minkowski utilizada nas
descricoes da Relatividade Restrita, valida somente em referenciais inerciais, ds? = dt? —
de? — dy? — dzz), pois a esta altura ele sabia que o tensor métrico, objeto g, consis-
tiria na dinamica do campo capaz de descrever a gravidade. Com a ajuda de seu amigo
Marcel Grossmann, Einstein fundamentou a covariancia geral que necessitava a sua teoria,
moldando-a sob os alicerces da Geometria Riemanniana e culminando nas equagoes de
campo G, = —kT),. A elaboragao de sua equacao garante que nos limites cldssicos
newtonianos, a RG recupera a equacao de Laplace na auséncia de matéria p para um
potencial gravitacional @, V2® = (0 ou a equacao de Poisson quando hé presenca de ma-
téria, V2@ = 47Gp. Isto significa que as equacoes de campo de Einstein generalizam as
equagoes de campo de Poisson e Laplace, andlogas para o eletromagnetismo e gravitagao

newtoninana, para uma entidade geométrica dinamica que corresponde ao proprio tecido
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do espago-tempo (PAIS, 2005), p. 177-298 [1§].
O tensor de Einstein G, representa a dindmica do espago-tempo frente um tensor

14

energia-momento 7}, que o define, ou, segundo Wheeler: “... o espaco-tempo diz a matéria
como se mover e a matéria diz ao espago-tempo como se curvar” (TAYLOR; WHEELER,

1992), p. 275 [19].

2.2 EQUACOES DE EINSTEIN

As equagoes de campo de Einstein podem ser obtidas, formalmente, pelo principio
variacional. Neste formalismo, o procedimento inicia-se com a descri¢ao apropriada da acao
que conduz a dindmica dos campos da teoria em questao. Para a gravitacao de Einstein, a
acao total é a soma da acao gravitacional de Einstein-Hilbert Sgp e a acdo para matéria

Sy (HOBSON et al, 2006)[20], (CARROLL, 2014)[21], p. 159-165 e (SILVA, 2012)[22:
S=Sgg+Sum. (2.1)

Considerando-se uma regiao limitada Q do espago-tempo (14 3)D onde os campos de inte-
resse estao imersos e construidos pelas densidades de lagrangianas gravitacional Lpy = %

e de matéria L,,, S € reescrito como:

_ i — 4 — 4
S= 2/{/()\/ gRd x—l—/Q\/ gLmd x, (2.2)

em que k = 871G, /—gd*z é o elemento de volume invariante, g o determinante do tensor
métrico g, R = g”)‘RH x 0 escalar curvatura de Ricci, R\ = RZ o) O tensor de Ricci, RZV =
P\ —8yl"lf>\ +I2. L0 —Tf I o tensor curvatura de Riemann e I'l;\l, = 1/29™(0ugvp +
Ov9up — Opguv) & conexao afim. Segundo o principio variacional, obtendo-se a minima
acao, 05 = 0, consequentemente tem-se as equagoes de campo do fendmeno tratado.

Tomando-se a varia¢do na agao do primeiro termo de (2.2]), tem-se:

1
5SEH = 5 /Q (V99" SRy +~/—G R, 8¢" + RSv/—g)d'z. (2.3)

Descrito em termos dos produtos das conexoes afins e suas derivadas, a variagdo do tensor
de Ricci 0R,;, torna-se:
_ P TA P STA P TA P sTA
ORy, = 0p0L), — 0,01}, + (5FpAFW + FpA(SF,,M — oL\ 7, —L\00,. (2.4)
Mesmo a conexao afim sendo um objeto nao tensorial, sua variagao é. Desse modo, pode-
se tomar a derivada covariante sobre 6L/, tendo como resultado V,(6If,) = 9,01, +

v

L8055, — L5,0I8, — L7014, permitindo que 0Ry,, de 1D seja compactada na forma:

SRy = Vp(0T2,) =V, (6T,). (2.5)
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O termo variacional 6 /—g¢g é descrito como

0v/—g = [aa\;j} 0Guv = _2\/1_—9 (a?]i/)éguu- (2.6)

Sabendo-se que o determinante da matriz métrica, g, pode ser expresso na forma g =

> guwCof(g") = %, sendo Cof(g") o cofator do elemento g, do tensor métrico,
v

Guv

segue de imediato que, Cof(g") = % = gg"¥. Deste modo, a expressao 1} torna-se:

59 = — 5o/~ (2.7
Usando-se e na expressao , tem-se
SSon = 5 [ (V99" IV,0T) — V(615 Jate (23
A R
que, por sua vez, pode ser reescrita como

55pn = 5 [ (VEAIV AT, — Vot ' (29)

1 1
b (e
+ 2/1/Q< 999"\ Fpwr = 5 1t v

pois V,g"” = 0. Por uma questao de simetria nas conexoes afins, realizando-se a troca de

indices p <> v na segunda parcela da primeira integral acima, obtem-se:

1 v v 4
3Sen = 5 L (V=AY 0T — g ey )d'a (210)

1 1
(o
* 2/{/Q< 9097\ By = 5y ) |
Fazendo-se uso do Teorema de Gauss covariante,
/Q dte/—gVos = fég d3x\/—ghvs, (2.11)

em que 0Q é a borda da regido Q, \/—gd®z é o elemento de hiper-superficie covariante e

fic é o versor normal a hiper-superficie, na equacao (2.10)), tem-se:

1

- — BV STP _ 4HP STV A g3
0SEH 5 o (\/ 9l(g"" oL, —g 5fw)])npd$ (2.12)

1 1
U o
+ 21{/Q< 909"\ o = 5 1t v
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Uma vez que a integral de superficie é nula na fronteira da regiao (), a parcela Einstein-

Hilbert da acado reduz-se em:

1 1
_ — % = 4
0SEH 2/{/()« gog (RW 2Rgm,>d x. (2.13)

Tomando-se, agora, a variagdo na acgao do segundo termo de (2.2) e fazendo-se uso

da expressao , tem-se:
5y = /Q 5(V=gLm)d*x (2.14)

P
Q aghv
oLy, 1

_ — . uv g4
/Q\/ g(ag#l’ 2£mgw>5g d*x.

De modo geral, o tensor energia-momento é definido como

T = =5 g~ Zags ~ Em 219
permitindo-se visualizar a expressao (2.14)) na forma:
1
Sy = 5/Q V=9T,,6g" d*z. (2.16)

Em posse das expressoes (2.13)) e (2.16)), a variacao da agdo total torna-se

1 ) . X V

1
= /Q (RW—2ng,—|—f£TW)5g“V\/—gd4x:0.

Assim, para toda e qualquer variacao arbitraria da métrica dg"”, as equagoes de campo

de Einstein se revelam como:
1
Guw =R — iRgW = —rTy, (2.18)
em que G, ¢ o tensor de Einstein com quadri-divergéncia conservada V,GH =0 e

k= &7(.

2.3 CONSERVACAO DO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

A lei de conservagao do tensor energia-momento assegura que o fluxo total do con-

teido de energia e momento que atravessa uma regiao Q em (14 3)D é nula (CARROLL,
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2014)[21], p. 159-165, (GRON; HERVIK, 2007)[23], p. 185,

T n,do =0, (2.19)
0Q)

em que JQ) é a borda da regiao () e n” é o vetor normal a superficie infinitesimal do.

Aplicando-se o Teorema de Gauss covariante, dado pela expressao (2.11]) em (2.19)) obtem-

se
/Q V=gV, T d'z =0, (2.20)

para toda e qualquer regido arbitraria (). Desse modo, pode-se apresentar a formulagao

para lei de conservacao de energia-momento na formas:
Vv, TH = 0. (2.21)

Lé-se as componentes do tensor energia-momento como: T densidade de matéria e
energia; T densidade de momento na direcdo y, com p = 0; T% fluxo de densidade de
energia na direcdo v, com v #0; THY fluxo de densidade de momento na direcdo p, com
w#0 e TH fluxo de densidade da tensao de cisalhamento na dire¢ao v, com p # v.

E vélido notar que a expressio generaliza a ideia de for¢a, F = —V¢, como
gradiente de uma energia potencial. E, uma vez conservada, significa que a densidade
de quadri-for¢a f* é nula, garantindo-se que nao haja interacao atuando sobre a regiao
externa a borda 0Q de Q.

2.4 TENSOR ENERGIA-MOMENTO DE FLUIDOS PERFEITOS

No ambito de estudo sobre as equagoes de Einstein em diversos cendrios, o tensor
energia-momento estd associado a fonte responsavel em gerar a curvatura do espaco-
tempo dos mesmos. Uma vez que o presente capitulo tem como intuito apresentar as bases
cosmoldgicas para o desenvolvimento deste trabalho faz-se necessario compreender sua
fonte de energia-momento.

A palavra fluido é usada, em cendarios cosmoldgicos, para caracterizar nao somente
fluidos em seu sentido ordinario, mas também gases, radiacao e energia do vacuo. Um fluido
é designado perfeito quando nao ha viscosidade e condugao térmica. Ele é caracterizado
por um quadri-vetor velocidade u em um sistema de coordenadas comoéveis e por certas
quantidades escalares, tais como densidade propria p, pressao isotropica p, temperatura 7T,
entropia especifica s e entalpia especifica w = (p+p)/n, em que n é densidade de niimero
baridonico. Tais quantidades sdo definidas em bases ortonormais ao campo do fluido. Aqui,
n é dado em termos de um vetor densidade de fluxo de matéria (barions) (GRON; HERVIK,
2007)[23], p. 186,

n* = ny/—gut, (2.22)
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em que u* é a componente do quadri-vetor velocidade u e

UV
n= 2 (2.23)
g

Quando a taxa de entropia e producao de particulas é conservada para qualquer
variacao da métrica, a densidade de lagrangiana do fluido perfeito é representada por sua
densidade proépria:

L=—p (2.24)

Ao atentar-se novamente a expressao (2.15)), nota-se que a definicdo do tensor energia-
momento permite variar a densidade lagrangiana em relagao a métrica somente, implicando

que as quantidades s e n# variem como:

ds = 0, (2.25)
omt =0
para se conservarem.
Através da relagao termodinamica
dp
7Yy = 2.26
<87’L>s o ( )

em que o sub-indice s designa que tal variacao é realizada a entropia especifica constante,

e deste modo tem-se
dp = won. (2.27)

Fazendo-se uso das equagoes (2.22)), de (2.23)) e (2.25)) obtem-se:

1 /nHn” Ju n utu
) :(5 —ntnV 2§ >:(— Hu¥o =5 ) 2.28
n o p Juv —nt'n 7 g 2 utu"o0guy + P g ( )

Usando-se das propriedades 0¢/0g,, = 99", 09/09"" = =99, 09ap = —9apgpdg e

utuy, = —1, em (2.28), tem-se:

M:%W%+WM¢% (2.29)

A partir das equagdes (2.24)), (2.27) e (2.29)) obtem-se:

oL nw
89NV = _T(U,uuu"’guy)‘ (230)

Com a expressao para w = (p+p)/n, (2.30) torna-se:

oL (p+p)
Dghv == 9 (uuuu "’.Quu)- (2'31>
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Recordando-se que o tensor energia-momento de (2.15)) pode ser visualizado como

0L
gt

T,uu =-2 "‘Emgum
e que neste caso, L, = —p, fazendo-se uso de ([2.31]), a expressdo que designa o tensor

energia-momento de um fluido perfeito é:

Ty = <p+p)uuuu + P9uv- (2.32)

Assumindo autovalores \(,) e autovetores u(,), o tensor energia-momento também

pode Ser exXpresso Ccomo uIn operador:
T’uul(/a) = )\(a)u“ . (2.33)

Tal expressao admite que dado um conjunto de autovetores indexados u e u;, com
1 = 1,2,3, como bases ortonormais coméveis ao campo do fluido, a atuacao de um tensor
energia-momento sobre os mesmos, gera autovalores correspondentes A(g) associado a
densidade de matéria ou energia p e A1) = A;g) = A;g) = p associado a sua pressao
isotropica (GRON; HERVIK, 2007)[23], p. 187.

2.5 UNIVERSO HOMOGENIO E ISOTROPICO

Pode-se dizer que a Teoria da Relatividade Geral de Einstein tem se revelado pro-
missora no campo da cosmologia, desde sua formulagao. Antes de 1920, cosmoélogos e
astrofisicos acreditavam que a Via-Lactea era a tnica galdxia imersa em um universo
estatico. Agora, sabe-se que esta é apenas uma entre bilhdes de galdxias em um universo
dindmico.

A observacao das galaxias, com técnicas cada vez mais sofisticadas, permitiu aos
pesquisadores fundamentar dois principios basicos da cosmologia, por vezes chamados de
principios cosmolégico:

e Nao existe um ponto privilegiado no universo, as galdxias estao igualmente distribuidas
no espaco em imensas distancias. O universo é dito homogénio em grande escalaE].

e Nao existe uma dire¢ao privilegiada no universo, as galdxias estdo igualmente distribuidas
em diferentes dire¢oes angulares conforme o universo evolui. O universo é dito isotréopico
em grande escala, (GRON; HERVIK, 2007)[23], p. 267-268, (CARROLL, 2014)[21], p.
323-324.

LA partir de 100 Mpc, em que 1 pc (parsec) é 3,26 anos-luz.
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2.6 MODELO DE FRIEDMANN-ROBERTSON-WALKER

Assumindo-se a homogeneidade e isotropia do universo, seu elemento de linha é dado
pelo modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)EL desenvolvido entre os anos de 1920

e 1930, expresso em coordenadas esféricas como:

dr?

2 2 2

+7r2(d6? + sen29dg02)> : (2.34)
em que a fun¢do a(t) é chamada fator de escala, representando o raio entre um objeto
(uma galdxia, por exemplo) até um ponto arbitrario no tempo césmico t. O pardmetro K
representa a curvatura do universo, podendo ser K =0 para um universo plano, K =1
para um universo fechado (esférico) e K = —1 para um universo aberto (hiberbdlico).

Admitindo-se que o tensor energia-momento para este cendrio seja descrito por

T,uV = dmg(ﬂa —D,—D, _p)a (235)

em um referencial co-mdvel, com a quadri-velocidade do fluido v* = (1,0,0,0), as equagoes

de campo de Einstein (2.18]), com uso de (2.34) e (2.35)), sao:

-2
a“+ K
3 2 = 8nGp, (2.36)
i a*+K
—2— — 5 = 8nGp, (2.37)
a a

em que a=d(a(t))/dt. Estas duas expressdes sdo as equagoes de Friedmann (GRON;
HERVIK, 2007)[23], p. 268-272.

Inserindo-se (2.36) em (2.37) tem-se:

a e
g = —T(p—i—Bp). (238)

Nota-se que a energia gravitacional efetiva é determinada por (p+3p), e a pressdo passa
a ser um contribuinte da gravitagao. Para casos em que p < —p/3 a gravidade torna-se
repulsiva.

Antes de haver observacoes astrofisicas mais apuradas, Einstein acreditava em um
universo estacionario. Deste modo, ele corrigiu suas equagoes de campo adicionando

um termo conhecido como constante cosmologica Ac, afim de garantir sua hipdtese:

Guv —Acgu = —81GT ). (2.39)

2As vezes, é possivel verificar na literatura a sigla FLRW, em que L é a abreviacao de Lemaitre, que
desenvolveu uma ideia similar ao dos trés primeiros, considerando o inicio do universo como um atomo
primordial.
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Com este novo termo, a equacao de Friedmann que descreve a dinamica do universo, ,
torna-se: ) Ao

L (2.40)
Com o avanco de pesquisas cosmoldgicas no estudo de supernovas do tipo A, notou-se que
o universo expande-se aceleradamente d¢ >0 (HORVATH, 2007), p. 276-277 [24], (RIESS
et al, 1998)[25], implicando que a constante cosmolégica, associada & energia escura, seja
responsavel por tal acelera¢ao, impondo-se a condigao de que Ac > 0 e |Ac| > |47G(p+ 3p)|.

A discussdo desta entidade “escura” estd melhor reportada na secao 2.8

2.7 TERMODINAMICA DE UM UNIVERSO EM EQUILIBRIO

Retornando as equagbes de Friedmann, (2.36]) e (2.37)), é possivel extrair a relagao
) a
p+35(p +p) =0 (2.41)

que, por sua vez, pode ser reescrita como

d

%(pa?’) ia =0, (2.42)

dt
em que V = a® é o volume de uma regido expandindo junto com o fluido césmico, chamado
de volume co-mdvel. A energia em um volume co-mével é descrita como U = pa®. Em
termos de U e V', a equagao ([2.42)) tem a forma:

dU +pdV = 0. (2.43)

A primeira lei da termodinamica para o estado de um fluido em equilibrio é ditada

por

TdS = dU + pdV, (2.44)

em que T é a temperatura e S a entropia. Um processo com dS = 0 é chamado de processo
adiabdtico. Deste modo, a equacao (2.43)) mostra que um universo homogéneo e isotropico
para um fluido perfeito expande-se adiabaticamente.

Assumindo-se que a equacao de estado de um fluido perfeito seja

p=wp, (2.45)
a equagao ([2.42)) torna-se:
d d
— —a’ =0. 2.4
9 (pa®) +up - a® = 0 (2.46)
Tal equagao admite a solugao
pa®( ) = pg, (2.47)
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em que pp ¢ uma constante interpretada como o atual valor da densidade. Através da
expressao (2.47)), é possivel catalogar trés diferentes situagoes para o conteudo de energia
do universo: 1. Dominado por um ente, cuja densidade é constante, (w = —1); 2. Dominado

por matéria (w = 0); 3. Dominado por radiagao (w = 1/3). Assim, compactamente, tem-se:

Pv = Pv0,
Pm = Pmoa”?, (2.48)
Pr= pr0a_4‘

Este conjunto de densidades, revela algo interessante acerca do comportamento do universo:
a expansao modifica o estado da matéria e define a escala de energia das reacoes das
particulas que o compoem. A matéria nao-relativistica, p,,, por exemplo, sofre diluicao
conforme o volume do universo aumenta. Enquanto a temperatura do gas de radiacao
cai com o aumento do fator de escala, T oca(t)™!, ja que p, xa™ e p, x T* (GRON;
HERVIK, 2007)[23], p. 272-273, (HORVATH, 2007), p. 93-96 [24].

2.8 MATERIA ESCURA E ENERGIA ESCURA

As entidades matéria e energia escura foram incorporadas nos estudos cosmologicos
em contextos distintos. A primeira teve inicio ha mais de 70 anos, com o estudo das curvas
de rotagao das galdxias espirais. Na época acreditava-se que toda massa de gas e estrelas
contidas numa certa galdxia deveriam ter drbitas keplerianas (6rbitas em torno de uma
massa aproximadamente constante) e suas velocidades de rota¢ao deveriam diminuir com a

1/2 mas isso nao ocorria. As observagoes indicavam que a velocidade

distancia segundo r~
e curvas de rotagdo permaneciam constantes, inclusive em regioes que nao haviam mais
corpos celestes. Uma maneira de interpretar esse fenémeno era que, além de estrelas e gases,
as galaxias possuem uma matéria desconhecida e que nao interage eletromagneticamente
sendo, portanto, denominada matéria escura, segundo (ZWICKY, 1933)[26] e (HORVATH,
2007), p. 149-159 [24]. A segunda surgiu a partir de 1998, através de resultados para
explicagao do baixo brilho de supernovas do tipo IA. O fato foi atribuido a um aumento da
taxa de expancao do universo, acelerado. Andlises posteriormente apresentadas chegaram a
conclusao de que era necessario a existéncia de um componente distribuido uniformemente
em todo o universo, com pressao negativa e em grande quantidade. Por ter uma natureza
nao eletromagnética, como a matéria escura, tal componente levou o nome de energia
escura, associada a constante cosmolégica Ao (RIESS et al, 1998)[25] e (HORVATH, 2007),
p. 161-170 [24].

Retornando & primeira das equagoes de Friedmann, (2.36)), tem-se que esta pode ser
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expressa em termos do parametro de Hubbleﬂ H =a/a e da solucio (2.47) como:

. 8rG £0 K

2
H ===~ (2.49)

Usando-se o sub-indice 0 para designar o presente, t =y, assumindo-se um universo ho-

mogéneo, isotrépico e plano, K = 0, sua atual densidade critica, via , é (BAUMANN,
2015), p. 25-27 [27]:

3H}

Perit,0 = %

em que h= H/100kms 'Mpc~!. Adotando-se as condicoes obtidas em e uma

densidade critica para definir (37 o como um parametro adimensional,

=1,9x1072h%g/em?, (2.50)

Qo= 20 (2.51)
Perit,0
em que (I,0) é a abreviagao para conteudo energético I no presente 0, a equagdo de
Friedmann (2.49)) pode ser escrita na forma:

4 3 2
H2<a):Hg[QT,O<?) +Qm70<0;0> +QK70<?> +QAC,O], (2.52)

em que Qr0, Qpo, Qg = —K/(agHp)? e Q.0 sdo os parametros de densidade para
radiacao (fétons e neutrinos), matéria (barionica e escura fria “nao relativistica”), curva-
tura e energia escura respectivamente.

Segundo (ibdem, 2015), p. 26 [27] e (RIESS et al, 1998)[25], os parametros de densi-
dade Q7 presentes na expressao (2.52) sao, quantitativamente, dados por: |QQx | < 0,01,
Qro=9,4x 1072, Qo031 e Qy,0~0,68 O parametro relacionado a distribuigao de
matéria pode, ainda, ser visto como Q0 = Qp + Qgrm.0, sendo Qg = 0,04 (barionica)
e Qgm0 ~ 0,27 cold dark matter (matéria escura fria). Através dessa andlise numérica,
nota-se que a quantidade de matéria e energia escura no universo somam quase 95% de

tudo que existe.

2.9 TERMODINAMICA E CRIACAO DE MATERIA

Nas seg¢oes anteriores, o estudo cosmologico tratado levou em consideracao a evolugao
de um universo com ntimero de particulas constante n = én = 0. Esta é uma consequéncia

decorrente de sistemas termodinamicos isolados. Em 1989, Ilya Prigogineﬁ e seus cola-

3Hubble deu um passo decisivo em 1929, utilizando um conjunto de dados de distancias entre galdxias
medidas cuidadosamente por seu colaborador M.Humason. Como consequéncia, seus resultados mostraram
pela primeira vez uma correlagdo entre a velocidade v e a distdncia D estimada as galaxias, v=H x D
(HORVATH, 2007), p. 80-81 [24].

4Prémio Nobel de Quimica de 1977 por seus estudos e desenvolvimento da termodindmica de processos
irreversiveis a luz da teoria de estruturas dissipativas.
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boradores (PRIGOGINE et al, 1989)[16] propuseram uma aplicagdo da termodindmica
de sistemas abertos a cosmologia, tendo como resultado uma taxa de producao de par-
ticulas e entropia especifica nao nulas, apresentando do ponto de vista macroscopico, a
primeira formulagdo auto-consistente de mecanismos de criacao. Posteriormente, em 1992,
Calvao, Lima e Waga ampliaram os estudos de Prigogine no comportamento evolutivo
da temperatura de um universo que admite criagdo de matéria (LIMA et al, 1992)[28§]
e discutiram o processo de criacao de particulas gravitacionalmente induzido através da
teoria relativistica para processos irreversiveis que generaliza a formulagao proposta por

Prigogine.

2.10 CRIACAO DE MATERIA PARA FLUIDOS SIMPLES

Naquilo que tange a descricao de criacao de particulas no contexto cosmoldgico, a
questao fundamental a ser entendida é como o fenémeno de criagao pode ser incorporado
nas equacoes de campo de Einstein. A inicio de desenvolvimento desta secao, deve-se

considerar as seguintes densidades:

V
S 2.
v=", (2:53)
S
= — 2.54
o= (2.54)
U
=— 2.
u=", (2:5)

em que v ¢é a densidade de volume por particula, o é a densidade de entropia por particula

e u ¢ a densidade de energia interna do sistema por particula, bem como

U
== 2.
N
= — 2.
n= 3 (2.57)
S
== 2.
=2, (2.59)

em que p ¢ a densidade de energia interna por volume, n é a densidade de particulas por
volume e s é a densidade de entropia por volume.

A energia total de um sistema aberto, contexto para criacdo de matéria na visao de
Prigogine, é dado por (CALLEN, 1985), p. 146-149 [29]:

U=TS—pV +uN, (2.59)

em que 1" é a temperatura, S é a entropia, p é a pressao, u ¢ o potencial quimico e N ¢é

o numero de particulas do sistema termodinamico em questao. Tomando-se o elemento
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infinitesimal de energia de (2.59)), tem-se
dU =TdS+ SdT —pdV —Vdp+ pudN + Ndpu,
que através da condicao de Gibbs
SdT =Vdp— Ndpu, (2.60)
obtem-se a seguinte equacao de conservagao de energia:
dU =TdS —pdV + pdN. (2.61)

Considerando-se a quantidade por volume de energia descrita em ([2.59)), com uso de
(2.54)), (2.56) e (2.58]),

= Ts—p+un=
po= PEP s _pEp oo
n n n

implica que a densidade de entropia especifica (por particula) é

ptp
_ _HK 2.62
0= (2.62)

permitindo-se estabelecer a quantidade denominada vetor fluro de entropia (LIMA et al,
1992)[28]:
S =nou®. (2.63)

Uma vez que a densidade de energia p pode ser descrita como p = T's — p + un, seu elemento

infinitesimal é

dp — an<S>~|—p+pdn
n n
d 1
= nT—S—nTs—Zdn—i-wdn
n n n
= Tds—TEdn+p+pdn:>
n n
Tds—T2dn = dp—(p+p)dn,
n n

gerando-se a seguinte relacao de Gibbs para este sistema (ibdem, 1992)[28]:

(p+p) n.
n

nT'do = dp— (2.64)
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Considerando-se os vetores fluxo de particulas e entropia como N = nu® e S¢ =

su® = onu® respectivamente, tem-se que as quadri-divergéncias dos vetores N e S sao:

ValN® = Vo(nu®) = (Van)u® +n(Veu®) = W (2.65)

VaS® = Va(onu®) = (Vao)nu® +o(Van)u® +onVouc. (2.66)

Admitindo-se que o estudo termodindmico em questao seja construido para analise de um
universo de FRW plano,
ds® = dt* — a(t)?dx?, (2.67)

cujas conexdes nao nulas sao I‘jo =a/ aé{ e Eg =aad;; (f =df(t)/dt), a parcela V,u® de

(2.65) e (2.66)), para u® = (1,0,0,0), reduz-se a

Vou® = 0qu®+T%u" =0+ T%u’ + T%° 2.68
ak a0 at
= rf_‘o O =Tgo+ Ty + Lo + Iy
= 3g =0.
a

Deste modo, aplicando (2.68) em ([2.65)), a quadri-divergéncia do vetor N se estabelece

CcOoImo

VoN® = (Van)u® +nVau® = (9an)u® +nVau® (2.69)

Da mesma forma, a quadri-divergéncia do vetor S segue como

VaSY = Va(onu®) = (040)nu®+o(dgn)u® 4+ onVu® (2.70)
= o+on+on® =odn+o(n+nd),

que através do resultado (2.69), pode ser compactada na forma
VoS =0dn+oW. (2.71)

A hipétese de Prigogine, para um cenério cosmolégico capaz de criar matéria, consiste

em descrever um tensor energia-momento
T = (p+ P)u®u’ — Pg*’, (2.72)

no qual
P=p+II, (2.73)
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em que p é a pressao de equilibrio termostatico, visto na se¢ao [2.6 e IT é um termo de
correcao presente em situacoes dissipativas, relacionado a viscosidade do fluido. Sabe-se,
por instancia, que a termodinamica cosmolégica convencional trata o fluido de componentes
do universo considerando-o com interagao nula ou muito fraca IT =0, mas de modo geral
[T+#0 (PRIGOGINE et al, 1989)[16] e (LIMA et al, 1992)[28]. A equacao deve,

ainda, satisfazer a lei de conservagao VgT' aB — (. Assim, segue que

VT = 0577 + 15,7 4+ 1) T°"

= 0T+ 0T + T T + I T + T T
_i_rllﬁTom + FﬁT’Q + I~22l$Tom + r?i;T/i?) + ré}ﬂTa/g’

a qual, para a = 0, usando-se das conexoes afins nao nulas de FRW, tem-se:
VT = p+3aa<—P(—1>)+3a (2.74)
a? a
= p+3=(p+P)=0.

Sabendo-se que ©® = 3a/a e P =p+1TII, a lei de conservagao do tensor-energia momento
implica em

p=—O(p+p+II). (2.75)

Da equagao ([2.64)), a variagdo da entropia especifica no tempo ¢é descrita na forma

p (p+p).
_r 2.76
T TR ™ (2.76)

que ao ser inserida em V5% de (2.71)) e com auxilio de (2.62)), (2.69)) e (2.75)), tem-se

o p ptp.
o8 = L-Slatow
Vasd T a7 'O
(p+P) (p+p)
- — — W Y
C) 7 T (W —nO)+o
) (p+p) (p+p)
= T(p+p+H) o v+ T ©+oW¥
_ eIl (p+p) <p+p u)
N T nT Yt nT T ¥
_ e up¥
N T T

permitindo-se dizer que a condicao termodinamica para estabelecer a quadri-entropia de

um universo com fluido dissipativo é tal que:

VoSt =——--E" >0, (2.77)
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E possivel notar que a expressao acima generaliza as condi¢des termodindmicas no campo
de estudo da cosmologia convencional, em que a condi¢ao imposta para dS > 0 seja tratar
(W =V,N*=0), que diz haver conservagdo no nimero de particulas do universo (ibdem,
1992)[28]. Para o caso particular V5% =0, o termo de pressao dissipativa presente no
tensor-energia momento é v

1= ~lg (2.78)

implicando relagao direta com a criagdo de matéria (W = 0) e, portanto, reconhecido como

“pressao de criacao”.

2.11 ACELERACAO DO UNIVERSO E TAXA DE CRIACAO DE MATERIA

Invocando-se, novamente, a primeira equagio de Friedmann ([2.36)) e derivando-a em

relacao ao tempo, decorre que

2HH = &;Gp. (2.79)
Usando-se (2.75)) em (2.79)) segue, de imediato
- &G
OHH = %[—3H(p+p+n)]: (2.80)
H = —47G(p+p+II) =
i a2
- = () —47G(p+p+11)
a a
8rG
= 7TTp—47TG’p—47rG(10+1_[)
Ar G

Logo, a equacao de Friedmann que descreve um universo de FRW, plano e acelerado,

segundo a hipotese de Prigogine, é caracterizada como:

o
g: —%(p+3p—|—3l_[). (2.81)

Se ¢ = 0 (entropia especifica por particulas constante), entdo a pressao de criagdo torna-se

(p+p)
|\ T
n® 3H

(2.82)

em que ' =W /n é a densidade de taxa de producao de particula com a evolugao temporal
do universo (W =V,N®=0) (LIMA et al, 1992)[28]. Inserindo a expressao (2.82)) na

equagao (2.81)), a aceleragao do universo é descrita como:

a 4G e r

c=——5 () + 5 (p+p) 7 (2.83)
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Para G > 0, implica que T' > 0 e [(p+p) 1| > |(p+3p)|. Comparando-se a equagio (2.83)
com a , nota-se que a pressao de criagao pode assumir a mesma fun¢do desempenhada
pela constante cosmolédgica A¢c. Nesta perspectiva, ao invés de considerar um fluido perfeito
que preenche o universo de FRW plano, contendo a presenca de uma entidade escura
responsavel em criar uma pressao negativa e contribuir para a aceleracao do mesmo,
também é admissivel supor um universo com fluido com pressao dissipativa Il em que

toda matéria, baridnica e escura gerada, garanta uma pressao de criagdo que o faga acelerar.
Um caso particular de (2.83) é para p=0:

a AtGp r
—-=— 1—— 2.84
a 3 < H)’ (2.84)

implicando que I' > H para a > 0. Com o auxilio da equagao ([2.69)), tem-se portanto:

'Y
I'>H=—>H=n+3nH >nH,
n

sendo possivel reconhecer que _
r=" 430 (2.85)
n

Além disso, segundo (PRIGOGINE et al, 1989)[16] e (LIMA et al, 1992)[28], para entropia

especifica de particulas, a taxa de criacao I' pode ser visualizada como:

v S N
r = —— = — 7’ (2-86)

n S N
em que S é a entropia total e N o nimero de particulas total do sistema. Se S e n sao
positivos, devido a segunda lei da termodinamica, S >0, o espaco-tempo s6 pode criar

matéria.
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3 TEORIA QUANTICA DE CAMPOS EM ESPACOS-TEMPO CUR-
VOS

A Teoria Quantica de Campos em Espagos-Tempo Curvos (TQCETC) é uma ge-
neralizagdo da Teoria Quantica de Campos (TQC) padrao, descrevendo a evolugao do
campo de matéria em variedades nao minkoswkianas e trazendo como predicao o fenémeno
de criacao de particulas por efeitos da propria dindmica do espago-tempo. Este capitulo
apresenta as bases para o tratamento da quantizacdo de campos de matéria em espacos
curvos classicos, partindo da formulacgao e quantizagdo candnica da TQC e sua extensao
para TQCETC, através de um processo conhecido como transformacoes de Bogoliubov,

sendo de suma importancia para o final do capitulo 5]

3.1 FUNDAMENTOS DA TQC

A presente secao aborda, de maneira geral, os processos basicos para a quantizagao
canonica de campos de matéria no espago de Minkowski. Por simplicidade, o campo aqui
tratado sera o escalar, detalhes desse e de outros campos podem ser encontrados em
(ASHOK, 2008)[30], p. 257-284 e (RYDER, 1996)[31], p. 127-153.

A agdo de um campo escalar ¢, (x) = ¢q(x,t) em (341)D minkoswkiano é dada por

S = / 5L (ba,0uba), (3.1)

em que L ¢ a densidade de lagrangiana que depende do campo e suas primeiras derivadas.
A equacao de movimento para ¢, é obtida aplicando o principio da minima acao

35S = 0. Usando integragdo por partes na equagao (3.1]), tem-se:

o foc or
5 = / d:clﬁ 500t 5 %)5@%)1 (3.2)

o2 ) o )] -

Considerando que no infinito, x — 0o, a variagdo do campo se anula, d¢p, — 0, (3.2))

leva a equacao de Euler-Lagrange:

0. (3.3)

o (0L oL
"\0(0uta)) 000
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A densidade de lagrangiana para o campo escalar real é dada por:

1
L= ﬂ]“”@ugba L Dg — m qba (3.4)

Com a assinatura de Minkowski n*¥ = (41,-1,-1,-1), aplicando-se em . tem-se a

equacao de movimento de Klein-Gordon,
0 (0" pa) + Mg = 0, (3.5)

em que J,0" = (%2 — V2. Assim, 1) pode ser visualizada como:

0? 9
(8752 Voi+m ) da(x,t) = 0. (3.6)

O campo ¢, expresso em termos da transformada de Fourier, é dado por

3 .
o00) = [ Ggae*oulle) @

que por sua vez, ao ser aplicado em (13.6)), leva a equagao de um oscilador harménico com

frequéncia wi = k? +m?
82
(8152 +wk> ba(k,t) =0. (3.8)

Os operadores de criacao e aniquilagao do oscilador harmonico sdo definidos como:

af (k) = \/“;»k (gb(k,t) _ ”fi’”) , (3.9)
R o Jwk iﬂ'(—k,t)
09 = /5 {0k + T,

em que ¢(k,t) é o campo e 7(k,t) seu momento conjugado no espago dos momentos. Assim,

o(k,t) e m(k,t) podem ser escritos em termos dos operadores de criacao e aniquilacdo a

partir de (3.9) como:
1

d(k,t) = Tm(ﬁ(—k)ei“’kt +a(k)e ), (3.10)
m(k,t) =i °“’2k( a(k)e x4 4T (—k)e'). (3.11)

Usando-se (3.10) na transformada de Fourier (3.7)), o campo ¢(x,t) é expresso na forma:

EBr1 L
P(xt) :/ (2m)32 o (af e t=thx 4 gy eminttikx) (3.12)
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Uma vez que m(x,t) = é(x,t), em que o “ponto” denota a derivada em relacido ao tempo,

seu momento conjugado é:

Pk @ T O
7T<X’t):/(27.r)3/2 Qk(a;r(ezwkt ik —age twit+ik ) (313)

A relagao de comutagao entre ¢(x,t) e m(y,t) ocorre simultaneamente em diferentes

pontos do espaco, estabelecendo-se de modo

[o(x,0), (y,t)]—cb(xt) (v.t) = m(y.t)o(x.t) (3.14)
3143 1./ /
/d kd°k' i |w k([&k’ali’]e(kx Ky)_ [GL ak]e—i(k.x—k -y))
:Z(SS(X—y),

em que a funcao delta de Dirac é expressa na forma:

RII
3 ik-(x—
) (x—y)Z/(27r)3/2e (x=y), (3.15)

A condigao para que (3.14]) seja verdade, consiste na exigéncia da seguinte regra de

comutagao entre os operadores:

[, al,] = (2m)*26% (k — k), (3.16)
assumindo também que
i) = g, af, ] = 0, (3.17)
para que
[¢(X’t)a¢(Y7t)] = [W(X7t)>7r(Yat>] =0. (318)

Escrevendo um modo de solugao uy na forma

1 1
ug(X,t) = ——=7~ ¢kl tikx (3.19)

(2m)3/2 /2wy ’

o campo ¢(x,t) de (3.12) pode ser visualizado como um conjunto completo de solugoes
dos modos (uk,uy,), com z* denotando o complexo conjugado de qualquer quantidade

complexa z sendo, portanto, escrito como:

ox.t) = [ d*k(ann+afui),
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em modos continuos de ux. A expressao acima para o campo ¢(x,t) também pode ser

descrita em modos discretos:

B0t) = 3 (ancur + afug). (3.20)
k

Uma vez obtida a quantizagao do campo ¢(x), pode-se definir o produto interno
(BIRRELL; DAVIES, 1994), p. 11-12 [1]:

(r.62) = i [[1(@)h03(x) — @61 (2)) 05 )]’ (321)
= —i [ 1) 0 63 (a)d"s,

em que a integracao é realizada em todo o espaco a t fixo, denotando um hiper-plano
do tipo-espago simultdneo no instante t. A equagao (3.21)) pode ser descrita em termos

explicitos do produto interno dos modos (uy(),u,/(z)),

(uge(x) 1y () = — /t Tl )d3z, (3.22)
. o -
em que Jy[uy,uy /] = —ifuy (z) Oy uys ()] é a densidade de corrente, dos modos de solugdes,

conservada 0".J, = 0. Da expressao ([3.22) se estabelece a relagao de ortogonalidade entre

os modos completos (uy(z),uy/ (x)):

<Uk,uk/> = 5kk/7 (323)
(Ui, Uy r) = —Oigers
(g, upr) = 0.

E possivel também analizar o significado dos estados de Fock, a saber, estados quan-
ticos de sistemas com duas ou mais particulas. Antes de obté-los, deve-se primeiramente
descrever o tensor energia-momento em termos dos operadodores criagao e aniquilacao,
assim como foi feito para o campo ¢(z) na equagao .

O tensor-energia momento, no espago de Minkowski, é construido com o auxilio de

(2.15) sobre a densidade de lagrangiana de matéria (3.4)),
1 af 1 242
T;w = au¢au¢ - 577/w77 aa¢8ﬂ¢+ im ¢ Nuv (3'24)

conduzindo, por sua vez, as densidades de energia e momento, respectivamente:

3

[(0e0)% + > (9i9)% +m?¢?], (3.25)

=1

1
Ty = 5
Tii = 0190;¢.
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Substituindo o campo quantizado ¢(¢,x) de (3.20)) nas densidades de energia e momento
de (3.25) e integrando em todo o espago, tem-se (BIRRELL; DAVIES, 1994), p. 14-15 [1]:

1
H= / Tuds = 53 (ain+incif (3.26)
t
k
P, = /Ttid?’w = ZaLakk,,
k

em que w = wyx = (k2 —|—m2)1/ 2. Conhecida a relacdo de comutacio entre os operadores de
criagdo e aniquilagao de (3.16]) e (3.17), tem-se o operador hamiltoniano:

H= Z (afax+1/2)w =3 (N +1/2)w. (3.27)
k
De posse da construcao acima tem-se o espago de Hilbert, formado por elementos nor-
malizados de vetores kets |), no qual os operadores de criagao e aniquila¢ao, por meio da
algebra (3.16)) e (3.17)), atuando sobre estes vetores descrevem os estados (ibdem, 1994), p
15 1] :

al [m) = (n+1)Y?|(n+1)y), (3.28)
ax|ni) = (n)/%|(n—1)x).

Assim, define-se o estado de vacuo ou estado de nao-particula como aquele em que,
atuado um operador de aniquilagao nada produz e, atuado um operador de criagao, produz

o estado de particula tinica com modo k:

4|0 = 0, Yk, (3.29)
ay|0) = [1y).

O valor médio do nimero de particulas N é revelado tomando-se seu valor esperado
para o estado de Fock que, por sua vez, generaliza a ideia do espago de Hilbert para descrever

o estado quantico com um ntmero variavel ou desconhecido de particulas. Portanto, com

as propriedades de (3.28) e (3.29)), tem-se:

(0[Nie0) = 0,Vk, (3.30)
J . . .
= Z<1nk1""’]nkj ’Nkiylnkla---ajnkj>-
7

3.2 FUNDAMENTOS DA TQCETC

De modo geral, como visto no topico anterior, as etapas para a quantizagao de

campos de matéria em um espago-tempo minkowskiano sdo: (i) obtencao da lagrangiana
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que leva as equacoes de movimento da dinamica do sistema classico a ser quantizado;
(ii) escolha do procedimento de quantizagao, podendo ser o método candnico ou integrais
de caminho (os mais comumente adotados); (iii) a caracterizagdo dos estados quanticos
obtidos e (iv) a interpretacao fisica dos observaveis. Sendo esse procedimento realizado em
espagos-tempo planos, o estado de vacuo é independente do observador, garantindo sua
invariancia a qualquer mudanca de referencial e definindo-se, de maneira tinica, o conceito
de particula.

Em espagos-tempo curvos, as etapas para quantizacao dos campos sdo as mesmas
usadas na TQC usual, salvo que ao considerar-se a dinamica de uma particula sob as

equagoes de campo de Einstein,
G = —8rGTy, (3.31)

a auséncia da invariancia no espago-tempo, ja que a RG nao é invariante frente as transfor-
macoes de Lorentz, impoe dificuldades na caracterizacao dos estados quanticos e consequen-
temente na descricao fisica dos observaveis, tornando o conceito de particula dependente do
observador, segundo Unhuh e Fulling (UNRUH, 1976)[32] e (DAVIES; FULLING; UNHUH,
1976)[33]. Além disso, em TQCETC, deve-se considerar duas importantes caracteristicas
inerentes ao espaco-tempo curvo para que a quantizacao do campo de matéria nele pre-
sente nao altere a unicidade das equagoes de campo (preservem a solugao e que dadas as
condigoes iniciais em uma superficie tipo-tempo, essa solugao seja unica) (VILLAVERDE,
2012)[34]:

e Hiperbolicidade global - Garante a nao existéncia de “buracos” e “singularidades” en-
tre dois eventos p e ¢ do espaco-tempo. Ou seja, a geometria trabalhada deve ser bem
comportada. A presenca de uma singularidade acarreta na nao validade da unicidade das
equagoes de campo de matéria;

e Orientacdo temporal - Diz-se que um espago-tempo é orientavel temporalmente quando,
para quaisquer dois eventos p e ¢ nele contido, a escolha de “futuro” e “passado” de p
coincide com a de ¢ ao aproximar-se p e ¢q. Se tal orientagdo for dita causal entdo nao
existem curvas causais fechadas. A existéncia de tais curvas levaria a diversos paradoxos,
permitindo por exemplo que um sinal volte ao seu préprio passado infinitas vezes ao longo
destas.

A fim de facilitar o procedimento nas etapas de quantizacao da TQCETC, sera con-
siderado, a seguir, um campo escalar ¢(x). Ressalta-se que as técnicas envolvidas também
sao aplicaveis a bdsons e férmions, como sera desenvolvido no capitulo |5 deste trabalho
para o campo espinorial ELKO.

A agdo classica do campo escalar ¢(z) evoluindo em um espago-tempo curvo em
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(1+3)D ¢é descrita como

§ =5 [ Aoy =glg" V66— (m? +ER)G, (3.32)

sendo essa andloga ao caso usual da TQC, pois 1, — guw(x), 0y — Vy, d*r — d*z\/=g,
& é a constante de acoplamento entre o campo escalar e gravitacional e R é o escalar curva-
tura de Ricci (BIRRELL; DAVIES), p. 43-44 [1]. A variagdo da agdo (3.32) com respeito
a ¢(x) garante a equagdo de movimento do campo escalar, que consiste na generalizagdo

da equacao de Klein-Gordon

(;Z =0= (O+m?+£R)p =0, (3.33)
em que 0= g""V,V, = ¢"(0,V, -T},V,) = (—g)‘lﬂﬁu[(—g)lpg“”@y] ¢ o operador
d’Alembert covariante.

Uma vez que & carrega informagao da interagdo do campo de matéria com a curvatura,
deve-se atentar a duas escolhas de interesse fisico: £ = 0 chamado de acoplamento minimo
e & =¢(d) = §[(d—2)/(d—1)] conhecido por acoplamento conformeﬂ, assumindo o valor
E=¢&4) = % no contexto em questao. Neste ultimo caso, no limite de campo nao massivo,
m =0, a teoria que descreve a acao ¢é invariante frente transformacoes conformes da
métrica:

G (T) — g, = Q2(2) gy (3.34)

em que () é uma funcao real. Por exemplo, frente a transformacao conforme da métrica

G (1) — G = g, (3.35)

os campos de matéria sofrem variagoes, sem modificar a agao original que os descrevem,

dadas por:

b—sd =e"@g (3.36)
Ay — A, = A,
Vg = 320y,

em que ¢ = ¢(z) representa os campos escalares, A, = A, (z) os campos vetoriais de gauge
e W =W(zr) os campos fermidnicos.

E vélido notar que os campos vetoriais de gauge, A, nao variam frente a transforma-
¢oes conformes da métrica, revelando portanto que a teoria eletromagnética é relativistica
em sua natureza.

A partir da equagao de transformagao conforme na métrica (3.34]), o simbolo de

1d é o ntimero da dimensio do espaco-tempo.

38



Christoffel I'f,, o tensor de Ricci Ry, e o escalar curvatura de Ricci R transformam-se,

respectivamente, como (BIRRELL; DAVIES), p. 38 [1I:

I, — I, =T0 + Q7 (0/V,Q+ 6V, Q — g g”* V), (3.37)
Ry, — Ry, = Q 2Ry — (d—2)Q 7'V, (Q7 gl + (d—2) QY 0 (Q472) 976,00,
R— R =Q2R+2(d—1)Q*V,,Qg¢" + (d—1)(d— 4)Q~*V,QV,Qg" .

Avaliando-se (3.33)) no limite de m — 0, aplicando-se a transformacao conforme da métrica
(3.34) e utilizando as transformacao sobre R de (3.37) tem-se:

O+£R)p = [0+ i(d_ 2)R/(d—1)]6 — (3.39)
0+ (A~ 2)R (d=1)]6 = (=g )20ul(~¢ )¢ 3, + S (d~2)R J(d—1))6
= Q @=22g 4 i(d—2)R/(d— 1)]¢.

Portanto, sob uma transformacao conforme na métrica, o campo escalar deve se transformar

CO1mo:

d(x) — ¢ (2) = Q)" g(x). (3.39)
Verificando-se o exemplo dado em ,

/
20
G =€ (

¢ (x) = (7)) =2

x) G =

é confirmado a transformacao para o campo escalar como em (|3.36]).
O produto interno para duas solugoes de (3.33) é uma generalizacao de (3.21)), dado
por (ibdem), p. 44 [1]:

(61(2).02(2)) =1 [ (63() 01 () (y/ =gz (@))az*,

em que dXF = dXn* representa o elemento de volume de uma hiper-superficie tipo-espaco
Y, orientavel e em espaco-tempo globalmente hiperbdlico, com n* denotando um vetor
tipo-tempo, orientado para o futuro e normal a superficie ¥.

Se X1 e X sao duas hiper-superficies diferentes, entao (¢1,02)y, = (¢1,62)5,. Usando-

se o teorema de Gauss, a demonstragao para esta afirmacao segue como:

(61.02)5, — (010203, =1 §, (630,008 =i [ V(650 61)av
—i /V VA (G30,01 — 310,65)dV
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/ (V630,01 + 030,61 = V610,05 — 017"0,63)4V
(¢30¢1 — p10¢3)dV

(—¢2[<m +ER)p1]+ o1[(m? +ER)P3])dV = 0.

=1

<\\

Assim, o produto interno para os modos (uy(z),u,(z)) visto em (3.22)) é, em espago curvo,

generalizado para:

(ure() 1y () = — /E T gt} A5, (3.40)

em que J, [uk,uk = —ifup(z Vuk (z)] é a densidade de corrente conservada V*.J, = 0.
Existindo uma base completa de solugoes uy para (3.33)), essas serdo ortonormais através
do produto interno (3.40)), satisfazendo

(ute,us) = Oy
<uik(,uii/> = _5kk/’

(uk,upr) =0

e o campo ¢(x) pode ser expandido como em (3.20): ¢(x,t) = Z(dkuk+&£ul*{). Dessa
k

maneira a covariancia da teoria é implementada, obedecendo as rela¢des de comutacgao:
e, ) = e, afal ] = [anng] = 0.

A construgao do estado de vacuo e do espaco de Fock procede da mesma forma
como descrito na TQC usual. No entanto, hd um adendo: o conjunto dos modos
foram construidos naturalmente em Minkowski, que por sua vez esta associado ao grupo
de Poincaré, que leva a unicidade do vacuo e a existéncia de um conjunto natural de modos
que sao diretamente associados ao sistema de coordenadas (t,x,y,z), assim o elemento de
linha, ds?, ¢ invariante sob transformacoes de Poincaré (boosts + translacoes). Porém, este
grupo nao é mais um grupo de simetria no espago-curvo (BIRRELL; DAVIES, 1994), p
45 [1] e (DAVIES; FULLING; HUNRUH, 1976)[33]. Uma forma de resolver este aparente
problema para evolucao dos campos quanticos de matéria em uma variedade pseudo-
Riemaniana ¢ por meio das transformacoes de Bogoliubov (BOGOLIUBOV, 1958)[35],

descritas a seguir.

3.3 TRANSFORMACAO DE BOGOLIUBOV E CRIACAO DE PARTiCULAS POR
EFEITOS GRAVITACIONAIS

Os principios béasicos da Relatividade Geral de Einstein ndao impdem referenciais
absolutos, assim pode-se, por exemplo, supor um espago-tempo arbitrario dividido em trés
regioes distintas: (A) - minkoswkiana que representa o passado; (B) - minkoswkiana que

representa o futuro; (C) - intermedidria & (A) e (B) com curvatura nao nula, RZuA = 0.

40



Para as regides (A) e (B), a quantizacdo do campo ¢ em modos discretosﬂ torna-se,

respectivamente:

Gin(x,t) = 3 (ancuse + afuy,), (3.41)
k

Pout (X,t) = > (515 + 4] i),
J
em que os subindices in e out designam o passado e futuro, nesta ordem. Na regiao (A) os
operadores de criagao e aniquilagao atuam no estado de vacuo como: &L|0>m = |1k)in
e ax|0)in =0]0)in. J& na regido (B), os operadores atuam no estado de vacuo como:
§;|0)0ut = |15)out © §j|0)0ut = 0]0) put- E importante notar que agora hi dois estados de
vacuo distintos.

Usando a chamada transformagao de Bogoliubov, pode-se expressar o modo 3 do
futuro em termos das combinagoes dos modos (uy,uy) do passado, bem como o inverso
(BIRRELL; DAVIES, 1994), p. 46-48 [1], (PARKER; TOMS, 2009), p. 51-53 [2] e (BO-
GOLIUBOV, 1958)[35]:

a5 = (i + Bikuic) (3.42)
k
€
uie = ) (it + Bk, (3.43)

j
em que ajk e Bjk sao os coeficientes de Bogoliubov. Os campos ¢, € ¢ous sd0 a evolucao

de um mesmo campo ¢ do passado ao futuro. Portanto, eles podem ser comparados:

> (aux +afui) = Y- (a5 + 6l @) (3.44)
Kk j

Usando (3.42) em (3.44)) tem-se:

S (A + afui) (3.45)

k
=[5> (o + Bcuie) + @] (i + Bicne)]
J k k

=> > (ajia; + Bj*ka;r)uk + (Bjka; + a}‘ka;)ul*{-
k j

Como consequéncia de ([3.45)), tem-se os operadores de aniquilagao e criagdo do passado

em termos dos que atuam nos estados do futuro:

ax = Z(Oéjkaj + ﬁj*kéj), (3.46)
J

2A decomposicio também pode ser feita a modos continuos de uy.

41



Z BJkaJ + onkaT)
J

Analogamente, usando (3.43)) em ({3.44) tem-se os operadores de aniquilacdo e criacao do

futuro em termos dos que atuam nos estados do passado:

b

= Z( el — Braly), (3.47)

@I>

Z (it — Bicdn)-
K

Impondo que a algebra de ay e a;r{ deve valer para aJ e otT tem-se, a partir de (3.47)),

que

[a5.a]] = Y [(ofiein — B (gl — Biwiine) — (gl — Bicdn) (ol — B, )]
k

= Z(|0{jk|2dk&L — & Bkl — Bicaieaga + | Bik|*akax

—|04ka akak+ajk63kak&k+ﬂjk ckix — | Bk axay,)

= JagicPlanc.af] + aeBilat.al] + o B laran] — B *[a.af] = 1,

sendo estabelecida a seguinte condicao sobre os coeficientes de Bogoliubov para o caso

escalar:

> (lajkl* = 18x*) = 1. (3.48)

k

Paralelamente, pode-se analizar o que ocorre ao aplicar o operador de aniquilagao da regiao
(B) sobre o vacuo da regiao (A) com uso de (3.47)):

a510)in = Y (filnc — Bical) |0)in (3.49)
k
= > (afka|0)in — By 0)in)
k

= Z _Bj*k|1k>in
k

O ntimero esperado de particulas em (B) a partir do vacuo de (A) torna-se:

(Nout) = {(in0lNout|0in) = (in0]a] a5/0n) (3.50)
= (=85 (—Bik) lin 1k 1xkin)
k

= Y 1Bl
K

O procedimento inverso também ¢ valido, ou seja, aplicando-se o operador aniquilagao

da regiao (A) sobre o vacuo da regiao (B), com uso de (3.46)) e calculando o niimero esperado
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de particulas em (A) a partir do vacuo de (B), tem-se respectivamente:

ax|0)out = D Bl 15) out; (3.51)
J

<Ni > = <outO’Nin|00ut> = Z |5jk|2'
J

Percebe-se, através das equacgoes e , que a noc¢ao de vacuo em espagos
curvos difere daquela obtida em um espago-tempo minkoswkiano, pois mesmo comecando
com um vacuo sem particulas, um observador presente em outra regiao de um espaco-tempo
arbitrario percebera um estado de nao-vacuo. Consequentemente, como se nota em e
(3.51)), caso qualquer coeficiente de Bogoliubov Sk seja nao nulo, um observador de (B)/(A)
medird um ntimero nao nulo de particulas sobre o vacuo de (A)/(B), respectivamente. Esse
nimero nao nulo de particulas detectado por ambos os observadores é atribuido ao processo
de criagao de particulas pelo campo gravitacional da regiao intermediaria (C), uma vez
que nenhum outro campo externo foi levado em consideracao.

No capitulo a seguir sera apresentado algumas propriedades do campo espinorial
ELKO, objeto central neste trabalho.
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4 CAMPO ESPINORIAL ELKO

O capitulo em questao apresenta alguns aspectos importantes no que tange a natu-
reza e dinamica do campo espinorial ELKO, candidato associado a particula fermionica
“escura” de spin 1/2. Detalhes da construgao algébrica e etapas para sua quantizacao sao
encontrados em (ALHUWALIA; GRUMILLER, 2005)[14], (ibdem, 2005)[15], (ROGERIO,
2014)[36] e (LEE, 2012)[37].

4.1 ESTRUTURA DOS ESPINORES ELKO

Motivados pelo estudo dos espinores de MajoranaE], Ahluwalia e Grumiller propu-
seram uma classe de autoespinores que, ao serem atuados pelo operador conjugacao de
carga, devolvem autovalores +1. Batizados como ELKO, tais espinores sao definidos no
espago dos momentos por (ALHUWALIA; GRUMILLER, 2005)[14] e (¢bdem, 2005)[15]:

ONS (k) = +1.0%(k)
CAk) = £A(k) = (4.1)
CAM (k) = —1.23(k)

em que C' é o operador conjugagiao de carga na representagio de Weyl, a saber (4.2)), e
(M (k) , M (k)) é o conjunto dos autoespinores de C' com autovalores +1 e —1, sendo self-

conjugate (autoconjugado) e anti-self-conjugate (anti-autoconjugado), respectivamente.

©
8. W:eyl O2x2 1 K, (4.2>
—i0  02x2

0 —1
em que © = ( ¢ o operador de reversao temporal de Wigner e K um operador

que toma o complexo conjugado de qualquer quantidade a sua direita.
A construgao do objeto que obedece (4.1]) é implementada na representagio de Weyl,
0 I . (0 —ab
em que as matrizes gama de Dirac sdo da forma v% = S I v = ixz 22
Iox2 O2x2 05xa  O2x2
na qual o' = 0; sdo as matrizes de Pauli. Neste processo, é verificado que os espinores

IEttore Majorana foi um italiano, supervisionado por Enrico Fermi, que desenvolveu trabalhos pro-
missores com neutrinos e desapareceu misteriosamente no ano de 1938. Os espinores de Majorana sao
autoespinores do operador conjugacao de carga com autovalor positivo +1.
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ELKO tem helicidades duais 3 = ({+,—},{—,+}) para cada um dos autoespinores auto-
conjugado e anti-autoconjugado, sendo dados, formal e pictoricamente, por (ROGERIO,

2014)[36]:

AL 4(0) = ”Z}?(ZO()O " 1 , (4.3)
0= (71610 (8
0= (0T (1),
A1 (0) = _Ujg(z(f)o)]* — i ,

sendo qbf(O) os espinores de mao esquerda de Weyl no repouso k =0,

coSs et /2
¢I(0)=\/E( (0/2)e"" ) (4.4)

sen(0/2)eti#/?

—sen et /2
¢L(0):\/E< (0/2)e~ )7

cos(6/2)etie/?

em que m representa a massa do espinor. Nota-se que no limite de massa nula, os espinores
de Weyl da equagao (4.4)) zeram, deixando claro que os espinores ELKO devem ser massivos
para existirem.

Aplicando um boost sobre os espinores no repouso (4.3)), tem-se para momentos

E+m k
Megy (k) =1/=— <1 + E+m> Mi+(0), (4.5)

E+m k
M (k) = =5 (1 + E+m> M) (0)

arbitrarios:

em que F = (k2 +m?)Y/2 é a energia relativistica.

As equagdes apresentadas entre e descrevem a estrutura do espinor ELKO
usual. Analogamente como ocorre para os espinores de Dirac (RYDER, 1996), p. 46-47 [31],
a cada espinor usual Ag(k) deve haver um dual ;\5 (k) tal que, ;\ﬂ (k)As(k) seja invariante
por transformagoes de Lorentz arbitrarias. Com os passos apresentados em (ROGERIO,
2014)[36], encontra-se o dual do espinor ELKO na forma:

S/A

\ .1\ S/A
Aty (k) = F=EL (0], (4.6)
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em que AT denota o transposto conjugado de qualquer objeto A. Com (4.5) e (4.6, a

invariancia é respeitada:

-

s (k)X (k)° = 2ms6 (4.7)

e
Mg (1) g (k)4 = —2md g

sendo 56,8' =0 para 57:6/ e 555' =1 para 5:6,. Um novo dual tem sido proposto
recentemente (AHLUWALIA, 2016)[42] e (ROGERIO; SILVA, 2016)[43], satisfazendo a

invariancia (4.7)).

4.2 CAMPO QUANTICO DOS ESPINORES ELKO

Uma vez que os espinores ELKO generalizam os espinores de Majorana e, este tltimo
nao obedece a equagao de Dirac, é natural que tais objetos também nao satisfagam esta
equagao, como mostrado em (ibdem, 2014)[36]. Contudo, eles obedecem a equagio de
Klein-Gordon, pois como esperado para qualquer campo, a conservacao de energia deve ser
mantida. Expandindo o campo quantico do ELKO no espago das posi¢oes minkoswkiano,

f(z) = £(x,t), em termos da transformada de Fourier, assim como feito para o caso escalar

3.12)), seus espinores )\g/ A(k) tornam-se coeficientes da expansao:

3L a — "
E(x) = / (;lw';?) 2;’?1))%:[65(k))\§(k)elkl‘m + b (k)AF (K)ethn"), (4.8)

em que ¢g(k) e 6E(k) sdo os operadores de aniquilacdo e criacao (ibdem, 2014)[36], cuja

relagdo algébrica deve ser determinada e a(k*) € R seré obtido a seguir. O campo (4.8))
conduz as solugoes de ondas planas da equagao de Klein-Gordon:

(O+m?)E(x). (4.9)
A densidade de lagrangiana livre do ELKO é a de Klein-Gordon

L=0"F (2)0,F(x) —m>F (2)E(x). (4.10)

A densidade de hamiltoniana, por sua vez, é

@) 9F(e) =
H=TI(x) 5 T o I (x)— L. (4.11)
Usando (4.10) tem-se:
oL OFf (v)
IM(z) = — =
() o)~ ot



- oL Of (x)
IM(r)=——= .
OF () ot

Integrando H em todo espaco, se obtem a hamiltoniana:

H= / dBr(3°F (2)3F (x) — 0" £ (2)9,E(x) +m? E (2)n(x)). (4.12)

Substituindo os operadores de campo quantico usual e dual a partir da expressao

(4.8) e realizando as operagoes necessarias, obtem-se:

= () (i 00 o o

-S —A
x (el (k)2a(k) Ag (K)A5 (k) +2(k)eh (k) Ay (K)AF (K))].

Usando a condigao (4.7)), a equagao (4.13)) passa a ser escrito como:

3
H= / (;lﬂljga?(kﬂ)m%j[eg(k)eﬁ(k)—eﬂ<k)a};(k)]. (4.14)

E preciso notar que se é£(k> e ¢g(k) comutarem, a hamiltoniana pode assumir valores

negativos, assim as seguintes relagoes de anticomutacao precisam ser satisfeitas:

{es(l).cl, (K)} = b(k")(2m)*2B (k)8 (k — K )3 ., (4.15)
de modo que
H= / @k a2 (k)ym S [eh (K)ea (k) — b(k™) (27)°2 B (k) 6% (k — K ) + ¢l (k) ez (k)]
(27 )3 ~ A BURIEBARIL:
Assim, a equacao (4.14) torna-se compativel com quando:
2E(k)
K g _—
a(kH) ) (4.16)
b(kH) = ;
2E(k)

Com os valores de a(k*) e b(k*) e munido da forma integral da delta de Dirac, a Hamilto-

niana torna-se, entao:

3
H=Hy+ / (;Z7T]§32E(k) zﬁ:zag(k)éﬁ(k), (4.17)
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em que Hy = — (2;)3 fd?’xfd?’k;.QE(k) assume o papel da energia do ponto zero do oscilador

harmonico. Desta forma, as relagoes de anti-comutacao entre os operadores de criagao e

aniquilagao se estabelecem como:

55 (4.18)

T
B
{ehl).el, ()} = {es(k).2 ()} =0,

Por fim, aplicando-se o valor de a(k*) de (4.16) sobre o campo quantico para o ELKO em

(4.8), tem-se:

#r 1 . il iyt
() = | o QmE(k)%:[CB(k))\g(k)e B 1 ¢ ()M (ke ), (4.19)

com seu dual dado por

. dk 1 o 1) T2 ey ikt a4y T ey ik
f@)= | o QmE(mzﬁj[Cg(k)Aﬁ ()™ 4 e5(k) Ng (K)e ®0e" ). (4.20)

Uma outra maneira de escrever o campo quantico para o ELKO é distinguindo
os operadores de criagao e aniquilagdo, estando em sua forma nao majoranizada (LEE,
2012)[37] e (AGARWAL, et al, 2015)[38]:

o) - &’k 1 4 S (e~ HFn™ 1B (A () eikne”
£ )—/(%)3 QmE(k)%[ s(k)A3 (k) +05(k) A5 (k) J,  (4.21)
A

k Fr 1 I N
f(ac)—/(%)3 2mE(k)zﬂj[a}3(k)Aﬁ ()™ 4 Ba(k) Ny (K)e "),

Os operadores de (4.21)) satisfazem a seguinte relacao de anti-comutagao:

(4.22)

B

J(K)} = {bp(k) by (K)} = 0.

De posse do ferramental apresentado para o tratamento de campos em espagos curvos
e com a estrutura dos espinores ELKO, o capitulo seguinte tem como propésito conduzir
aos calculos para obtencao do nimero esperado de particulas ELKO, cujo campo evolui

num universo de FRW.
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5 CRIACAO DE PARTICULAS ESPINORIAIS ELKO POR EFEITOS
GRAVITACIONAIS

Este capitulo apresenta os cdlculos para obtencao da taxa de particulas ELKO no

cenario de FRW plano, homogéneo e isotropico.

5.1 EQUACOES DE MOVIMENTO PARA O ELKO EM FRW

A agdo do espinor ELKO em espago-tempo curvo é dada por (SILVA; PEREIRA,
2014)[39:

1 1 A N 1 3
S = 2/\/—_g(2g‘”'(vu AVIA+ VL AVLA) —m? AA—ER X A) d'z, (5.1)

em que g = detg,,. As derivadas covariantes atuantes no espinor ELKO sao V/, j\ =0y 7\ +
A e VA =0,A — I\, sendo I, as conexoes de spin. £ ¢ uma constante de acoplament
do campo de matéria em questao com a curvatura e R é o escalar de Ricci. Em um universo

espacialmente plano, homogéneo e isotrépico
ds? = dt? — a®(t)(dz® + dy* + d2?), (5.2)

as conexoes de spin sao dadas por [p =0¢e I[; = %fm%, com “ponto” denotando derivada
em relagao ao tempo, v, v; sendo as matrizes gama de Dirac.
Tomando-se o principio da minima agdo em 1} em relagdo a A e )\, tem-se respec-

tivamente:

8o V=99 (DA =T\ +vV=3glg" (TLA =T (9,\)) + m* A+ ERN] = 0,
BalvV/=099" (O X+ AT)] + vV=g[g" (T.L, X +(9 A)T,) +m? X +ER \] = 0.

As equacoes de movimento explicitas para o campo usual e dual do ELKO, neste

cenario, sao:

. a\: 1 .. 3/a\%, a 9
343 (5) A= 500 () A Sa0n(@0) + (mP+ ERA=0, (53)
15 =¢(d) = i%, no caso conforme, em que d é a dimensao do espaco-tempo.
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SoofaNt 1 o0 3raNtc a,, o 2 N
Para os propositos deste trabalho é conveniente tomar a evolugao do espinor em questao
sob o chamado tempo conforme, dn = ﬁdt, transformando o elemento de linha 1 em
ds? = a?(n)(dn? — do? — dy® — d=?) (carécter minkoswkiano) implicando A(x,t) — A(x,n)

e a(t) — a(n). Desta maneira, assumindo a notagao f =i d ¢ tem-se as transformacdes:

- 1d 1 /
A = A —/\ —Ca 2\ = —A ——)\ 4
adn( ) a? a’ a? a3 (54)

. 1 /o
aho= (P (PN = Ly,
advy a dn a?
N
@ _ (11d N _(d
az aadn a2
@ _ 11d _a
a? azadna_a?”

/ ! 2 A
1 » a 7 31 /. 1 2 3 a a )
4 ! / N\ 2 /
1-" a- 31,5 1 ,- 3fa) - a,, - 5 -
?A —g A +E-¥a A _ﬁai )\—1 (GQ) )\—a*?)(ai )\)’YO%—F(TTL +£R) A=
Ou simplesmente:
" a 2 a m2a2 3a>

_n (Z/ _! - Cl, _ 5 9 3a D) _
A 2N =0 A =—(0i Aovi+ | m7a —1—2+§R A=0.

Reescrevendo A(x,n) em termos de um campo A(x,n) tal que A(x,n7) = A(x,n)/a(n),

as derivadas de primeira e segunda ordem sob o tempo conforme de A\ e )\ tornam-se:

/ d A 1 a
Vo= LA ZIA %A 5.6
dn(a) a a2’ (56)
7 d 1 CI,/ 1 » a/ / CLH CL/2
A= —|-A—=A|=-A —2—-A ——A+2—A
dn (a a? ) a a? a? * as”’
—|/ 1 —|I a/ -
A= A S A,
a a
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- a -
A= A 25 A —5 A2 A,

de modo que (5.5)) é reescrita como:

/ // / / l

1\ _2 A _7A+2 A+2—7A —2——2A—782A+ 270%(3/\)
a a a a

—l—m2a2é - ia/\ §Ra2é =0,
a CL

17 !’ / 1 ! ! /
- a - -

fA—&—Am{%A+2 A+%~w\—%~—A——yA——ﬂ?M%%

a a?

+m

!

" 9 a 9 9 3a?
A —3¢A+570%(5¢A)+ (m*+£&R)a a2 A =0, (5.7)
_ 82 _ a/ ) . ) " 3@/2 _
A — iA_E( i A)yovi + | (m”+ER)a T A=0

/! "

Avaliando-se o escalar curvatura de Ricci R(a(t),a(t),a(t)) — R(a(n),a (n),a (n))
da equagao de FRW ([5.2)), tem-se:

e assim torna-se:

l

A — A+ “07(0i) +

" !
4

- a -
A =07 A —g(@' A)vovi +

"

Tomando-se £ = 1/6 em (34 1)D, as equagoes de movimento dos campos A e Ade e
sao estabelecidas como:

/

A= 2A+ Ly (M) + m%%féEA:o (5.9)
a 4 a2 ’

;\/I —6? K —a/(ai ;\)70%+ m2a® — é(ﬁ ;\: 0.
a 4 a?
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5.2 DECOMPOSIGAO DO CAMPO A(x,n)

Pode-se definir o campo A de forma independente para cada auto-espinor com suas
respectivas helicidades:
S/A
A(x.n) = Ag/ (x,7), (5.10)

sendo

AG = Ay =NAYL o (K)g ) (e, (5.11)
AG = Afigy = N4 o (K)g T (e ™,

em que N é uma constante de normalizagao, f = {£,F} sdo as helicidades, S/A denominam
autoconjugado/anti-autoconjugado, gjE (n) as fungoes de propagagao positiva e negativa
no tempo conforme.

Aplicando (5.11)) em (5.9), para o campo usual, tem-se:

a ~ 3a2 k-
N (8,% + K ik +m?e” - 4@2> gD Nz R)eE* =0 (5.12)

,a/ ; a,2 _ e,
N (037 +k2— ik +m?a® — a) g MAL 4 (K)e ™ =0,

Considerando-se as matrizes gama de Dirac, v,, na representagao de Weyl, uma
vez que os espinores ELKO sdo construidos em tal representacio, o termo ~ovy;k* das
expressoes de ((5.12)) vém da forma:

—k3 —k1 + ko 0 0
7()%']# _ —k1 — ko ks 0 0
0 0 ks ki—iky |
0 0 k1 +iks —ks

podendo-se, por isso, visualizar ([5.12]) como:

NDH g mrg, o (k)e* =0, (5.13)
ND(—)g(—)(n)A?i7qz}(k>e—ik~x —0,

sendo os operadores D).

p D o 0

+ +
D) _ piy) Dy 0 0
0 o D D&

0 o »p pif
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em que

_ — .a
D(()—(i)_) = Dé—;) = Dgl) = DéQ) = 8$+k2+m2a2 — 1? —/LEkB,
T + _ _ 3a2 _a/
D§1) :Déz) :D(()O) :Dég) :8£+k2+m2a2—1¥+zgk3,
— _ .a a
p§P =-p{) = —pf) = D) = ik =k,
_ — .a a
Diy) = -D§}) = -Diy) = D) = i k1 + k.

Admitindo-se, a principio, que )\? L © )\f[4i +) Dossam ser escritos comoﬂ

)‘f{giﬁ}(k>

Mo (K)

entao NDZ(&LQ(H(n))\f{qi;}llxleik'x =04x1€ NDz(L;)ALQ(_) (77>/\f[4i,:F}4><16_

b1,2

o2

d1,2
f1’2

kX — (041, Assim,

(5.13) passa a ser escrita como o seguinte conjunto de equagoes:

N{ _(03 + k24 mPa® — iij - ZC;/C?,) ¢ )
N{ _(8,%+k2+m2a2 - CCL: ic(ikg) ¢ )
N{ _<8,%+k2 +m?a®— ?12122 iik‘g) g )
N{ — (8,% +k?+m?a® — 0;,22 - Z'(Zlk’?j g n)

b+ Z/(—ikl - k2)01’29(+)(77)} =
s i<—z‘k1 +kg)bh7gtH) (n)} kX =0,
o Z/wkl + /cz)f”g(*)(n)} X =0,
fr+ Z/(ﬂ'kl — kp)d"2g(*) <n>} X =0,

2As entradas b'2,c12 db2, 152 representam as componentes do espinor ELKO autoconjugado, com o

super-indice 12

assinalando as helicidades {+,—} e {—,+} respectivamente. As entradas h'2,1%2 m12 n':2

fazem o mesmo papel para o espinor elko anti-autoconjugado.
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_ ; g
N{ 02 + k> + m*a® 422 z—kg
B 3 /2 /
N{ 02 + k% +m?d® —Za—z—ia—kg

a a
B 3 /2 /
N{ 02+ k* +m?a’ —Za—z—z’a—kg
a a
| 342 4
2, 1.2 2 2 oa” .4
N{ 8n+l€ +m-a 4a2+zak3

h2 4

l12

1,2

nt? +

/

a . - —ik-x
E(+2k1+k2)ll’2£/( )(n)}e kx— 0,

l

(+zk1 — ko)ht2g= >(n>}e‘“""=0,

!

+ 2 (—iky — kp)nt2g) () } e kX =,
a

/

%(—ml + kg)mb2g) (n)} emkx—,

Como N é nao nulo, pode-se visualizar o conjunto de equagbes acima comorf]:

(a§+k2+m2a2—i‘£+
(aﬁ+k2+m a2—22
8%+k2+m2a2—i2/22
82+k2+m i(;/j
8$+k2—|—m2a2—22/22
6%+k2+m2a2—icz:
(872]+k2+m2 2—36;/22
(a§+k2+m2a2—i‘£+

!~

a

CL L

ik -

a L

a

que, por sua vez, reduz-se a (ver Apéndice [A]):

3
(8727 + k2 m2d?— 2

3A aparente singularidade nos termos entre [ ], quando

a +a
a?  a

/2 /

b2 =c

o2
(—iky —k2)yr —iks| | 6™ () =0,
bl 2
(—ik1 + /f2) 5+ zk:g g =0,
r 1,2
(+Zk1 + kZ) q1.2 + ks g(+) (77) =0,
_ 1.2 ]
(+iky — kQ)ﬁ — ik 9(+)(77) =0,
i 11,2
(+ik1 + kQ) pL2 9(_)(77) =0,
i h1’2
(+ik1 — kQ)ﬁ — k3 9(_)(77) =0,
2 :
k2> —iks| | g (n) =0,
1,2 1
(—ik1+ k2) T2 +iks3 g(_)(n) =0,

(5.14)

L2 - 12

= 0, desaparece quando

se faz a decomposicdo do momento k do espinor em coordenadas esféricas (Ver Apéndice j
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em que X; = X;(k1,k2,0,p) e Y; =Y;(k1,k2,k3,0,) com j= 1,2, 3, 4 para g(+)(77) de
Afﬁ_}; j=5,6,7, 8 para g(+)(n) de Af_7+}; j =29, 10, 11, 12 para g(*)(n) de A‘{4+7_} e
j =13, 14, 15, 16 para ¢\=)(n) de Af{‘*_’+}.

A equacao diferencial de segunda ordem ¢é a equacao principal para iniciar-se o
estudo da criagdo de particulas para o campo ELKO. Algumas conseqiiéncias sdo obtidas
a partir dela. Em primeiro lugar, usando-se coordenadas esféricas no termo [X; + iYj],

pode-se mostrar que X; = 0 para todas as componentes e Y; = Fk = F|k|, sendo —k para

A?Jr’_}, Af{‘l_’ﬂ A.8) e +k para Ak{g_’ﬂ, A?Jm_} A.9). Além disso, os dois ultimos termos
'2

em colchetes, ou seja, os termos proporcionais a “ e a/, sao especificos para o campo ELKO.
O primeiro leva o acoplamento do espinor ao campo gravitacional, oriundo da conexao
de spin I}, e o segundo carrega a estrutura espinorial explicita do campo. Quando ambos
os termos sao descartados obtem-se exatamente a mesma equagao para o campo escalar
padrao (BIRRELL; DAVIES, 1994)[I] e (BERNARD; DUNCAN, 1977)[12]. A principio,
se abordara as componentes gerais [X; + Y] em sistema de coordenadas arbitrério e, no
final da secdo [p.4] se tomard o sistema de coordenadas esféricas para obtencao da taxa de

criacdo de tais particulas.

5.3 SOLUCOES PARA A(x,) SOB UMA METRICA ASSINTOTICAMENTE PLANA
NO PASSADO E NO FUTURO

Considera-se uma métrica com o fator de escala tendo um comportamento assintoti-
camente plano em 7 — oo (BERNARD; DUNCAN, 1977)[12]:

a*(n) = A+ Btgh(pn), (5.15)

em que A, B e p sao parametros reais, com A > B >0 e p >0, como pode ser visto na

imagem abaixo:

Fator de escala assintoticamente plano no passado e futuro
2
a’(n) = A + B.tgh(pn) |

- 0 ©

n

Figura 5.1: grafico do fator de escala 1j
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Para uma andlise comparativa da ([5.14) com a equacdo de um oscilador harménico,

identifica-se a massa efetiva m? 7(n) e a frequéncia w?(n) deste como:

3 /2 !
mzp(n) = ma® = £ 55+ = (X 44Y)), (5.16)

! 12
- a—Z — 0,
a a
a*(n) — A+ B,

podendo-se definir as frequéncias do passado e do futuro:

wm:\/kQ—i—mQ(A—B), n — —00,

w(n) = (5.17)
wout:\/k2+m2(A—|—B), n — +00.
Inserindo ((5.15)) em (|5.14)), chega-se a equagao:
2,72 2 3 1 o [ 1—tgh?(pn) \*
0:+k A+ Btgh ——.—(B - 5.18
4 Bra(on) - 1802 () Gy

1 1 —tgh*(pn) ‘ N
350 (4 ) (617, o) =o.

Deve-se, por instancia, ressaltar algumas importantes consideracoes sobre a equagao .
Os tultimos dois termos dentro do colchetes, como ja frisado, sdo contribuigoes explicitas do
espinor ELKO, derivados de a2ea respectivamente. Entretanto esta equagao diferencial
nao tem solugao analitica. Embora o comportamento assintético da métrica permita des-
cartar esses termos nos limites 7 — +00, é bem conhecido que o processo de criagao pelo
formalismo de Parker compara o niimero de particulas criadas entre os estagios assintoticos
e, portando, deve-se levar em conta a contribuicao explicita desses termos nao nulos na
evolucao temporal —oo <1 < 400, caso contrario, tem-se simplesmente a mesma taxa
de criagao a partir do campo escalar padrao (ibdem, 1994)[1] e (ibdem, 1977)[12]. Faz-se
necessario, portanto, ter uma equagao diferencial que apresente o mesmo comportamento
da equacao e que seja soliuvel analiticamente. Isso pode ser feito substituindo tais
termos por alguma fun¢ao aproximada com o mesmo comportamento no intervalo, a saber
f1ap de e foqp de . Uma funcdo que preserva a mesma forma da anterior
contribuird com quase a mesma quantidade para os calculos finais, uma vez que o total
de particulas criadas é tomado apenas no limite do tempo assintético de —oo para +oc.

Tomando-se a substitui¢ao £ = Htgfh(pn) = tgh(pn) = (26 — 1), cujo motivo é condu-
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zir as solugdes em termos de fungoes hipergeométricasﬂ os operadores de (5.18)) tornam-se:

d déd p ) d N
dn ~ dnde =5 (1—tgh (pn))df = 2p¢(1 g)df’ (5.19)
e o d? d
7772—4/)252(1—5) f2+4p E1-6(1 -2 2.

k?+m?(A+ Btgh(pn)) = k> +m?(A+B(2¢—-1)) (5.20)

= kE2+m?*A—B)+2Bm%*
= wm—'—( Wout wzzn)f

= win<1 - 5) +wout£7

As contribuigbes dos dois ultimos termos de ([5.18)) serdo aproximados para:

/

a _ 1Bp(1—tgh*(pn)) 1 Bp(1—tgh*(pn)) _
o = eSS A B ~39 arp) e 52
2c1Bp
-9,
a? . _1BY(1—tgh%(pm)* _ 1aB?p*(1—tgh*(pm)) _
@ = P Bk 1 (arpe e 5%)
0232 2

em que ¢ e ¢ sao constantes de proporcionalidades a serem ajustadas, entre os termos de
e respectivamente, mantendo-se a area abaixo da fun¢ao na mesma ordem.
Uma andlise gréafica e numérica das fungoes exatas (fiez,f2ex) € fungdes aproximadas
(f1apsf2ap) sugerem uma escolha razodvel para os pardmetros como ¢; = (A+B)/Aeca =
(2/3)c3. Alguns exemplos sdo plotados (vide grificos da Figura para diferentes valores
dos parametros A e B com p = 1. Verifica-se que as fungoes fie; € fiqp sdo praticamente
iguais a todos os valores de A e B que satisfazem A/B > 2. A diferenca entre a area abaixo
das curvas é menor que 9% para A/B > 2 e menos de 1% para A/B > 6. Para as fungoes
f2ex € foqp a diferenca na amplitude é mais evidente, no entanto verifica-se numericamente
que a diferenga entre a drea abaixo das curvas é menor que 7% para A/B > 3 e menos
de 1% para A/B > 8. Assim, conclui-se que tais aproximagoes sao boas o suficiente para

garantir um erro menor que 1% em ambas as fungoes se a condicao A/B > 8 for satisfeita.

4Neste tipo de abordagem, é possivel obter uma relacio entre solucdes de diferentes regides assintéticas
400 podendo-se, assim, descrever as solugdes da regido assintética —oo em termos da +oo ou vice-versa,
por meio de transformagcoes dentro da classe das fungdes hipergeométricas.
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() - Comportamento f; . (n) e f; ﬂp(n) (b) - Comportamento f, ,.(n) e f, ap

0,07 1
0,25

0,06
0,20

0,05
0,15 0,04

fi(n) fo(n)

0,03
0,10

0,02
0,05

0,01 1

0 T T T T 0
-10 -5 0 5 10 - O
n
(c) - Comportamento f; ,.(n) e f; ap(n) (d) - Comportamento f, ,.(n)e f, ap
0,06 1
0,05 1
0,003
0,04
! ,002
A0 05 f,(n) 0,00
0,024
0,001
0,01
0 T T T T T 0
10 -5 0 5 10 - 0
n

Figura 5.2: Andlise gréifica para as fungoes exatas (fies,f2er), em linhas pretas e fungdes aproxi-

madas (fiap,f2ap), em linhas vermelhas, das equacoes (5.21)) e (5.22) para ¢; = (A+B)/A, c2 =
(2/3)c? e p=1, com os seguintes valores de pardmetros: (a) A =2, B=1; (b) A =2, B =1;
(c)A=8,B=1;(d) A=8, B=1

Com a substituicao adotada, ao fazer-se uso de (5.19)), (5.20)), (5.21) e (5.22) em

(5.18), tem-se:

2
497631 ¢)? +4p5<1—5><1—25) + w2 (1= )+ wly€

g2 d§
8 a0+ A (e —6)]ate) =o.
e ao se tomar a divisao por 4p2£2(1 —€)? e reescrever (1 — &) = —(£ — 1), a expressao acima
fica organizada como:
()i (B By o
+8(A]i B) (2(?XQ+BB) - 4CI(X;+ in)) ' 5(51— 1)]§(5> -
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que é, por sua vez, uma EDO de segunda ordem do tipo Riemann-Papperitz. A solucao
para §(£) de (5.23)) é (ver solugdo em Apéndice [B)):

0 1 %)
G =Py igm g BT gh (5.24)
_jWin  _jwout 1FV1-—dr
2p 2p 2

em que P é o simbolo de Riemann e r = 8(AB+B) (2(?15%53) — 461(Xz+iyj) B.10

que, a partir da discussdo tida anteriormente (em coordenadas esféricas tem-se Y; = Fk,

. Nota-se

B S A s A Loy -
sendo —k para A{+’_}, A{_7+} e +k para A{_’+}, A{+7_}) assumindo-se dois valores
distintos para r, ou seja r = 712, de acordo com o sinal de Y;. A equagao (5.24) pode ser

escrita como:

, . 0 1 00
HO-cFa-g el 0 0 WEEe
_M _iwout 1:!:\/@_’_%.}7_;’_
P 14 2 P

em que w4 = %(wout +win) (B.11)).
Solugoes de equacoes hipergeométricas sao casos particulares de solugoes do tipo
Riemann-Papperitz, denotadas como (BARATA, 2015), cap. 7 e 13 [40]:

0 1 00
oF1(e,v;wm;2) =P 0 0 € 2/, (5.26)

l-w w—e—v w
em que a funcao hipergeométrica ¢ dada pela série:

e-v  ele+lv(v+1) 4
F sy z) =1 5.27
2 F1(€e,0;0; 2) +w~1z+ w(w+1).1.22 +.., ( )

sendo os sub-indices 9 e 1 designados ao niimero de poélos para os coeficientes do numerador
e denominador da série, respectivamente. As virgulas entre os coeficientes ¢ e v indicam
que ambos estao no numerador da série, enquanto o ponto e virgula entre w indica que
este permanece no denominador. Por fim, o iltimo ponto e virgula indica que o termo a

sua direita é a varidvel da série.

Comparando P de (5.25)) com P de ([5.26]), obtem-se:

€ — 1i\/21—4r + u;+

U= 1:Fx/2174r + w,;_;.

W;
w=1+4 =
+ p

e=¢
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e, assim, tem-se g(&) escrito em termos de uma solugao hipergeométrica:

Win Wout
)

g€ = ¢» (1-¢ % (5.28)
1£vV1—-4r wy 1FV/1-4r w W;
« 2F1< + +’ + + +;1+ m;£>.
2 P 2 p p
Contudo, a solugao de ([5.18)) se dard ao obter g(n). Assim, nota-se que:
Win 1+tgh(pn) u;# . &Pl igin _ i‘*’inn — “in In(2cosh(pn))
i e i R e
(1-¢) %" = (1—1595(;"7))7 _ oty = =gt In(2cosh(pn))
Portanto, usando ([5.29) em (/5.28)), tem-se que g(§) — g(n):
. W4
gn) = exp|—ilw_n+ 7ln(2cosh(pn)) (5.30)
1++/1—-4 ' 1 1-4 ' iwin 14+tgh
« oF, VI—dr ey 1FVI=Ar ey ) dwin 1+t (p)\
2 p 2 p p 2
Com a equacao ((5.30)) serd possivel obter gin (1) € gout(n)-
Retornando a §(§), pode-se usar a seguinte transformagao (ibdem, 2015)[40]:
oF (v 2) = (1—2)"" 7Y X9 Fi(w — 6,0 —v;w; 2), (5.31)
permitindo g(§) ser escrito como:
GO =€ (1-€) (1= xa Fi(w - e — v m32), (5.32)
em que
ey _ Wout
w—e—v=—*
w—€= 713F‘21_4T _in, )
b — 1i\/21—4r B in_
que permite visualizar (5.32)) na forma:
g = ¢ (5.33)
1F+/1-4 w_ 1++/1—4 W Wi
% 2F1< + ; r_zc;’ : r_zc; ;1+w;m;§>‘
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Pode-se retornar a g(n), por meio de (5.29)), obtendo-se:

g(n) = explz' (w;nn_(;:ln@cosh(pn))ﬂ (5.34)
_— <1$\/1—4r iw_ 1£/1—4r  iw_ szm 1—|—tgh(p77)>
27l T, - : .
2 p 2 p p 2

Pela anélise de (5.34) em n — —o0, tem-se que

1+tgh
2 F1 loéﬁ;% JFQQW] — 1, (5.35)
In(2cosh(pn)) — —pn,
de modo que
( ws wi .
oo e [ (0= 52 ) ) [ 1 = om (5.30)

como esperado, pois seu limite assintético no passado caracteriza solu¢ao de ondas planas.

Desta maneira, pode-se escrever g(n) que garanta g, (n):

, w_
o = eop i (s + Sintzeos(on) ) (537
w o F (142\/1—47“ iw_ 1+v1—4r dw_ 1+iwm 1+tgh(p7]))
2477 - ) - ; )
2 p 2 p p 2

= giln) =

com z* designando complexo conjugado de qualquer quantidade z. Consequentemente,

gin(n) = (g5,(n))*, possibilitando evidenciar as solugdes para g(i) (n) no passado:

. W
00 = eon|iwin-imeosno) ) (5.39)
1F(V1—=4r)* dw_ 1x£(V1—-4r)" dw_ iwin 1+tgh(pn)
X oF) +—, +—1- ; ;
2 p 2 p p 2
(=) _ ~ “
§0) = emp [ (—w_n—pm(zcosh(pn))ﬂ (539
< P <1q:(\/;—47=)* +¢¢:)+7 11(\/;_@)* +i¢;+;1+iu;jn; 1—|—t92h(,077)> '

As expressoes acima deixam claro que na regiao in: gz(: )(17) = eTFiwin®l,
Analogamente, é esperado que ao se tomar n — 400 obtenha-se g(i)(n)|n_>+oo =

; + N . ~
eTiWoutl = ggut) (n). Mas, primeiramente, deve-se descrevé-los em termos de solugoes hiper-
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geométricas, assim como foi feito com gl(f )(77). Usando uma propriedade importante das

()

i (1) em termos de g(i)(n)

funcoes hipergeométricas é possivel achar um vinculo entre g out

através da seguinte transformagao (ibdem, 2015), cap. 13 [40]:

[(@)[(w—e—v)
[(w—e)l(w—v)
[(@)l(e+v—w)
[(e)T(v)

oF1(e,v;m;2) = X9 Fi(evie+v—w;l—2) (5.40)

+(1 _ Z)w—e—v

xXoFi(w—ew—vmw—e—v+1;1—2),

sendo I' as fung¢oes gama de Euler. Aplicando-se a transformacao ([5.40|) nas hipergeomé-
tricas presentes em (5.38)) e ([5.39), identificam-se os coeficientes:

w—e—v:—iw%“t
1+(/T=4r)* i
w_ezM_wf
1F(VI=dr)* i
o — v = L ! r) — e (5.41)

e+v—w= —“";“t

w—e—v—i—lzl——i‘*’gut

()

para a transformacao em g;, (1) e

w—e—v = —Wout
P
o — li(\/é—élr)* . iu;)_
1 1—4r)* i
o — 4:(\/2 r) —e (5.42)
e+v— o= Wout
P
w—e—v—i—l:l——wzut

=)

para a transformacao em g;, " (n).
(

(+)

mn

Portanto, escrevendo g

de (5.41]), chega-se a:

n) em termos da transformagao ((5.40|) com os coeficientes

. w_
o870 = o 1 s~ “intzcostiom)) )| (543
< [Cy 52 Fy <1:F(\/1 —dr)* N iw,’ 14 (V1 —4r)* N iw_ ; iwout; 1 —tgh(pn))
2 p 2 p p 2
+(1 —z)_wgw
1+ (V/1—4r)* dwy 1F(W1—4r)* dwy iwout 1 —tgh(pn)
xCy X2 I 5 - 5 -—— 1= PR 5 J;
p p

62



em que

Cr = —* L (5.44)
r(li( é ar)* MT+)I~<1:F(V; 4r) WTJr)
§ (1~ )T
2= —4r)* | w_ —4r)* | dw_
r(lI(v; 4r) +7>I‘(1i( ; 4r) +7)

(=)

in

Fazendo-se o mesmo para g, ’(n), com os coeficientes e a notagao de (5.42)), tem-se:

_ , w
o700 = e i (o= ZenC2cosnion) )| (5.45)
(Cy x5 Fy <1:F (v1—4r)* N inr? 1+ (v/1—4r)* N iuur; iwout; 1—tgh(p77)>
2 p 2 p p 2
+(1— z)_M%ut
1+ (V1I—=4r)* dw_ 1F(1-4r)" dw_ iwour 1 —1tgh(pn)
xCy X9 Fy - ) - 11— ) L
2 P 2 P P 2
em que
I‘ 1+iwin I‘ _iwout
Cs = 1+( 14r)<* iwp, : (1:F(\/p121r)* iw_ (5.46)
(=57
o (L4 S0)r()
r( IZF(\/ ;—47‘) + WT’L)I‘( 1:|:( 12—47“) + ’Lw7+>
Ainda ha a propriedade das fungoes hipergeométricas dada por
oF1(evymwm;z) = (1—2)9" 7Y X9 Fi(w — 6,0 —v;w; 2), (5.47)

que, ao ser aplicada nas segundas hipergeométricas de ([5.43)) e (5.45]),respectivamente,

resulta em:

7 <1j:(\/1—47’)* iwy 1FHN1—4r)*  dwy . iWout 1—tgh(p77)>
241 - ’ - L= ;

2 p 2 p’ p 2
_ (Lttgh(pm)) ¢
B 2
o <1:F(\/1—47’)* iw_ 1E£(/1—4r)*  dw_ . iWout 1—tgh(pn)>
2471 - ) - L= ;
2 p 2 p p 2
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" 1+ (V1—4r)* dw_ 1F(V1—4r)* z'w_'l iwout 1 —1tgh(pm)
21471 9 P ) 9 P ) P ) 2
_(L+tghom))
N 2
o I (IZF(\/1—47’)* iwy 1E(V1—4r)*  dwy | iWout 1—tgh(p77)>
21471 - ) - L= ; .
2 p 2 p p 2

Sabendo que:
L+tgh(pn)

— 5.48
92 €2P77 + 17 ( )
as equagoes ([5.43)) e (5.45)), com a propriedade (5.47)), sdo reescritas como:
, w_

o) = exp [ (—wm - pm@cosh(pn»)] (5.49)

«Cy xo F 1F (V1—4r)* N z'w_’l + (\/1 —4r)* N iw— ’ iwout; 1—tgh(pn)

2 p p 2
e2Pm N 1 — Hout
+Co X exp |i [ ( wyn— —ln 2c05h(p77))> ( 2o 1) X (M>
o F) ( ( V1—4r)* zw,’li VI=dr)* Wy zwowg, 1— tgh(,on))
p 2 p p 2
e

gm [ ( w_mn— —ln 2cosh( pn)))] (5.50)

><Cg><2F1< 1—47" +zw+71j: (V1-— zw+’zwout71 tgh(pn))

p 2 p P 2
- 1o\
+Cy xexp |i | —w_n— —ln (2cosh(pn)) m X (62p77+1)
V1 —4r)* zw+ 1+ (V1I=4Ar)"  dwy iwout 1 —tgh(pn)
X9l 11— : .
2 p 2 p p 2

Paralelamente a esta construcao, tomando-se a transformagao de Bogoliubov para se
descrever o modo de solugao da regiao in em termos de out, quando n — +o00, tem-se
1 +¢e2PM ~ €2 e In(2cosh(pn)) =~ pn. Logo

gi) (1) = e~ o  gelon (5.51)
9l (n) = me w4 peiontn, (5.52)

sendo o, o, m e T os coeficientes de Bogoliubov.
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Pode-se enfim comparar ((5.49)) e (5.50) com (5.51)) e (5.52)) respectivamente, identificando-

se g5 ), a5l (), 0, 0, T e T

, w_
&) = exp [ (—ww— pm<2cosh<pn>>)] (55
<1IF(\/1—47“)* iw_ 1+ (V1—=4r)"  dw_ iweu 1—tgh(p77)>
X of] + ) + ; ; )
2 p 2 p p 2
(=) _ - Wt
&) = eap [ (w_n+pm<2cosh<pn>>ﬂ (5.54)
w oF LF(VI=dr)* dwy 1£(V1-4r)" iwy  iwow 1—tgh(pn)
241 9 P ) 2 P ) P ) 9 )
(1 - Win )T (- Wout
c=C1= ( — )T 2 ) — (5.55)
I (u( T—4r)* w+> r (1:;( T—4r)* M)
2 p 2 p
(1= Win )T (wout
0=C2= 17( 14)( j p) gj:(pl)4) ' ’ (5.56)
F —4r)* Tw_ —4r)* Tw_
[ (G S ) (B 5

(145 r(-5m

R=Cym (5.57)
r(z—p>r(z—p)
T (1+ %in )T (%ou
r=04= *< ‘ P) ( P - ‘ . (5.58)
r(u:( §—4r) +w;)r(1i(\/12—4r) +zwp+>

As expressoes ((5.53]) e (5.54]) deixam claro que na regiao out: ggft) () = eFiwoutn,

Portanto, o campo A(x,n) nas regioes in e out é

Para n — —oc:

—1

w6

—1c0S ( e

—ise e—i—ik-x—iwmn
b

3
NSV TS

— NI

('G\'/
)
%
6

|
. M
s ™

A;S;l{%_}(x,n) ~ Nanf\/m

|
»
D
S
7N
~.
(NS

/N
DI

COSs

]
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5.4 TAXA DE CRIACAO DE PARTICULAS ELKO

] e+zk~

] e—ik-x—i—iwmn.

]e

X—iWin1
)

] 6—ik~x—|—z‘wmn7

(5.59)

+ik-x— zwoutn

+ik-Xx—iwoutn
)
] e—ik~x+iwoum’

] oIk X+ iwoutn (5.60)

As duas bases completas de solugoes para as particulas espinoriais ELKO autoconju-
in(

gados e anti-autoconjugados nas regioes in e out sdo, respectivamente, { A2 (
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e {AS,(k,31),Ad,(k,5,m)}, com B denotando as helicidades. A decomposicdo do campo
ELKO em termos de Fourier traz a descrigdo do campo quantico usual (4.21]), evidenciados

no passado e no futuro como:

= [ @k Yl B)AS (e B+ B, (e )AL (e S)e ™ ] (5.61)
B

OUt /d kzaout aﬁ out( 7&7 ) ka—{_bout( 76) Out( ,6,n)€_ik.x], (562)

em que os operadores de criacdo e aniquilacao satisfazem as seguintes relagoes de anti-

comutacao:
{ain fout (K,8) 1L, (K Zﬁ’)} =50k —K )35, (5.63)
{Ein/out(kaﬂ) [;I /out( /)} = 53(1{ - k/)%ﬁ/,
{&in/out(kvﬁ)@in/out( )} {am/out(k B) m/out(kl 6/)} - 07
{Ein/out(kvﬂ)agm/out( ) )} - {bm/out(kaﬁ)a m/out(k/aﬁl)} =0.

Por meio das transformacgoes de Bogoliubov é possivel descrever os modos de solugoes

in em termos de out, assim como foi feito com os gz(f )(77) em termos dos g(()i:t) (n):
Ak, B.) = Y [055 A (6,8 1) + 055 A (.5 1), (5.64)
/B/
Afn . Ban) = Sl A (6,5 ) 75 A (5 )
in\X; 0,7 ﬂ-ﬁﬁ out \X;0 7] Tﬁﬁ out \X:0 1),
ﬁ/

€I qUe Tyyr, Qg Mag € Ty SA0 OS coeficientes de Bogoliubov. Os operadores, por meio

da mesma transformacao, sao descritos como:

&out(kyﬂ) = Z[Uﬁﬁ’&ina{aﬁl) +7Tﬁﬁ m( 7B )] (565)
,BI

bout (k,3) = D173 1 bin(,8) + 0t (16,8)].
,8/

Ao tomar-se o () de (5.65]), tem-se:
out( 75) Z[ ;5 m( 75 )_’_Wﬁg’bm( 76 )]7 (5'66)
B

out( 75) Z[ 55 m( ,6)"‘@65’@211( 7ﬁ )]
e
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Através das equacgoes e pode-se verificar as condigdes para os coeficientes
de Bogoliubov afim de preservar as relagoes de comutagao dos operadores de criacao e
aniquilagao.

Para {aou (k,3), out(k B)}e {bout( B, biut(k7ﬂ)}7 respectivamente:

{aouxk,@),aiuxk,ﬁ)}

IBZ 5B/am +7Tﬁﬁ m ,% Bﬂlamkﬁ +7Tﬂ,6’bm( 75 )}
%: ﬁﬂ/azn ’6)+7rﬁﬁ zn( 75 )) ( ;B Zn(kﬁ>+7rﬁﬁ/bzn(kﬁ>>

(0% b, (6,8) 475 bin (k,8)) x (0 ain (k,8) 478, (k,67))]

Z |055 ‘ CLm k B) m(k 6 >+055’W;5'&in(k75/) m<k76>
e

05 b (0,8, (16,8) 4 [ 281, (1,8 i (i, 6)
+|Ugg |2Am(k 5 )ain(k, 5 )+035 B8 m(k 5 ) m(k B )
Wﬁﬁ’aﬁﬂ’bin< aﬁ )am( :6 )"“77/35”2 m( :ﬁ )bm(kaﬁ )]7

portanto

{aou (k. 8), a5, (k. 3)}
= Z 03¢ *tin (k,8), 8, (k.58 } 4 077 tin (k. 8), i (e, 8}

Wﬁ 50k k8, al, < ,B)}+|ﬂ5| {bin(.5), b}, (1,5) )]
)=

—Z |J 5’ +|7TB@‘
g’

{bout (k. 3), B4 (k. 8)}
= {Z Bﬂlbm kﬁ )+Qﬁﬁlam kﬁ ,Z 55 m kﬁ —|—Q5/B/am(kﬁ )}
/8/
_Z ﬁﬁ’bm( 75 )‘1‘965 (k 5 )) ( 5 m( 76 )_‘_Qﬁﬁ’am(kﬁ ))
e
(7Bl (k,8) + 0 in (k,8)) X (75 bin (k.3 ) + 05 1l (k,8)]
—Z ’Tﬁﬁ ’ bm 75) zn( 76) ’Qﬁﬁ’bm(k 6 )am( :B)

+@mwam< BB, (B ) + oy [Pal, (k.68 )ain(k.5)
7550 8L, (06,8 Ybin (. 8) 4 75 07, B, (6,8, (,8)
05 T in(,8)bin (k.8) + |00 P (.8 )4, (. 6)),
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portanto

{ ( 76)7 out( 76)}
Z |Tﬁﬁ | {b’LTL 76 )’ zn( 75/)}+T;[g’Q[jﬂ/{Bln<k76/>7dzn(k75/)}
g

+0% 5 T {itd (k8,81 (1,8} + |01 {ain (k,8). af, (k,87) )]

_Z |7—55| +|Qﬁg| )_1-
&4

Assim, a relagdo de comutacao entre os operadores de criagao e aniquilacao sera satisfeita

com as seguintes condi¢oes sobre os coeficientes de Bogoliubov:

= (logg +lmgg ) =1. (5.67)
B/

- Z(ngﬁ’ |2+’955’ |2) =1
B/

O valor esperado de particulas espinoriais ELKO autoconjugado para um observador

em out a partir do vacuo de in é:

(NS) = <om|aiut<k B)aout (k,8)|0n) (5.68)
m‘z 55 k B )+755’b2n(k 6 )) ( 55’&in<k75/)+ﬁ B8 m( ))’02n>

= Z <|‘755 | m|am( ) ain(k,B )|0in) +U;5’7Tg5’ <Oin|d;rn(k76 )Bjn(kaﬁ )0in)

+7T;5/0'55’ <0m|bm(ka6 )&m(kyﬁ )|Om> + |7T55’ |2<0m|8m(kyﬁ )[A);rn(k’ﬂ )|0m)

_ 2
= %]7%51] )

Do mesmo modo, o valor esperado de particulas espinoriais ELKO anti-autoconjugado

para um observador em out a partir do vacuo de in é:

<NA>—< m|bout< vﬁ)Aout( 3)|0in) (5.69)
m|2 T D (6,8) + 0 in(6,8)) X (75, bin (6, 8) + ], (6,8)) | 0in)

-3 (\w\ (OB, (0.8 b 0 5)]0in) 73505, 0B, (0,8 ), (1 5) 03
5/

+Qﬁ5’7';5/ <0in‘&in<k7ﬁ )bin(k75 )‘Om> + |Qﬁ5’ |2<Oin‘&in<kvﬁ )d;-fn(k,ﬂ )‘Om>

:Z|955’|2'
ﬁ,
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Assim, o niimero esperado de particulas espinoriais ELKO para um observador em out a

partir do vacuo de in sera:

(N2) = (NS) 4 (NA) = S (1m0 + o0 - (5.70)
/6/
Os modos {Azsn(kvﬁan)al\ﬁz(kaﬂﬂﬁ} em termos de {AS (kﬂ,??%/\fut(kﬁﬂ?)}’ no

out

fim, dependem unicamente da descricao de ngﬁ )(n) em termos de Noutgsft) (n). Ao

correlaciond-los através das equagoes (5.40) e (5.47), quando n — +o0, tem-se:

Win _ Wou
U s I e e
mYin ou Nout I‘(li( é_4T),.< —i‘*“r)r(l;( é_4r)* _W)
p p
()T
P\ Nt r(lq:(\/14r)*+iw>r(1:l:( 14r)*_|_iw) ’
2 P 2 p
Win _ Wou
Ningly () =~ N t(Nm) r(1+7)r( pt) e~ Wout'l
min U\ Nyt r(li( 1—dr)* iw_>l—~(1¥( T—dr)* z'w_)
2 T o 2 T o
Win Wou
() PO
7\ Nout r(lﬂF( oy m)r(li( Ty e
p p

Como Ny, oyt assinala a normalizagdo do campo quantico do espinor ELKO nas regioes
minkowskiana do passado e do futuro, e sabendo-se que a normalizacdo N = (2mFE(k))~ /2

= (2mw)~ Y2 conforme visto em (4.21)), das expressdes acima decorre que:
) ) p q

Win _ Wou
Nin. ,(+)( ) ~ Wout F(l— P )F( P t) e~ out (5.77)
N in \1 ] . ) .
out Win T <1i< 1=4r)° s p <1¢< o) iy
P P
Win Wou
+ Wout ! ( _ p ) r ( t> eiwoutn
Win T (13F(\/;—4T)* 4 W—> r (HE( 1n)* | i ’
p
Nin (~ T (14 “in )T (—Lout A
n gl(n)<n) ~ Wout ( : P ) ( 4 ) : e~ Wout (572>
Nout Win T (1i<124r>*_w)r (14:(12410*_ w)
o P
Win Wouy
+ Wout r (1 + D ) r ( t) eiwoum‘
Win T (1;(\/5—470 n zw+) [ (1EW/i-an +iw+)
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Identificando-se os coeficientes de Bogoliubov das equagdes ((5.71)) e (5.72)), quando compa-
radas a equagao ((5.64]), e fazendo-se uso desses coeficientes em ([5.70]), denota-se a densidade
de criacao de particulas espinoriais ELKO, em termos das fungoes gama de Euler, como:

;i ; 2
(Ny) = ZLout 1’(1—“‘#)1’(%) (5.73)
Win, Sl <1$(,/124rj)* n w:)) T <1i(1 /12*47"3')* N m;))
Win _ lWout 2
N L1+ 50 (=2)
I <1:|:(«/1—4rj)* B uu_> I (11(”1—41"]-)* B zw_) ’
2 P 2 p

_ B 3coB 4i61]€) _ B ( 3coB  dicik
€m que 71 = gr41B) (2(A+B) += ) en=samm \sate ~ o,

cussao tida em (5.24). O fato de haver dois valores de r deve-se a existéncia de duas
helicidades para o campo espinorial ELKO, 5 = {4 ,F}. Através dos gréaficos nas imagens
abaixo, pode-se observar certas caracteristicas qualitativamente interessantes no tocante

ao comportamento da densidade de criagao de particulas ELKO, como consequéncia da

equacao (5.73)).

), de acordo com a dis-

(a) - Producdo de particulas ELKO Nx( k, m)

15x% 10’151"'-—--7

1,x10'15‘
Nl(.k, m)

5J><10"54

Figura 5.3: Grafico 3D para a densidade de nimero de particulas ELKO criadas em funcao
da massa m e do momento k, com pardmetros A=30, B=1e p=1. (a) Regido de massa e
momento “grandes”; (b) Regido de massa e momento “pequenos”.
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(a) - Producdo de particulas ELKO Nl(k, m)

0,0014-{ .
0,0012—
0,0010 ]
N, (& m) 0,0008—
0,0008

Figura 5.4: Grafico 3D para a densidade de nimero de particulas ELKO criadas em funcao
da massa m e do momento k, com parametros A =50, B=10 e p=3. (a) Regido de massa e
momento “grandes”; (b) Regido de massa e momento “pequenos”.

A partir dos graficos das Figurasevé—se que: (1) Para massas muito pequenas,
o niamero de particulas criadas tende a ser muito alto. No primeiro caso, avaliando-se a
diminuicdo da massa entre 100 e 1072, a producao de particulas aumenta em cerca de
102, E no segundo, para mesma ordem de grandeza na diminuicdo da massa, a producio
de particulas aumenta em cerca de 103. Embora tal resultado aponte para uma quanti-
dade infinita de particulas ELKO criadas, quando m — 0, no repouso k = 0, a propria
defini¢cao do campo ELKO garante que ele deve ser massivo. Assim, a producao infinita
dessas particulas (requerendo energia infinita do campo gravitacional) torna-se absurdo,
como esperado, ja que nao pode-se ter particulas ELKO de massa nula sendo criadas,
concordando com a teoria deste espinor; (2) Entre os graficos e , o parametro p
aumentou em trés vezes, tendo como consequéncia um aumento quanto ao ntmero de
particulas produzidas para massas “grandes” e massas “pequenas”, respectivamente. Deste
modo, pode-se verificar que quanto maior o pardmetro p (proporcional ao grau de expansao
do fator de escala adotado ([5.15])) maior é a producao de particulas. Esta consequéncia
também concorda com a teoria de criagdo em espagos curvos, ja que, com a analise re-

versa, quando p — 0 = a%(n) — A = cte = R, =0, acarretando na nao producao
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de particulas; (3) Em ambos os graficos, conforme a massa e o momento aumenta, vé-se
que o numero de densidade de particulas tende a zero pois, como esperado, para se criar
particulas muito massivas ou relativisticas é necessario uma enorme conversao de energia

por parte do campo gravitacional.

5.5 COMPARACAO COM CRIACAO DE ESCALARES E FERMIONS DE DIRAC

Pode-se comparar a densidade (Ny) com a densidade de criacao de particulas escala-
res (Ng), por Bernard e Duncan (BIRRELL; DAVIES, 1994)[1], (BERNARD; DUNCAN,
1977)[12] e (BAUER, 2013)[41]:

r(1-S)r ()
()T (+5)

em que o fator 2 é devido a criacao em igual quantidade de particulas e anti-particulas do

Wout
Win

: (5.74)

(Ng) =2

campo escalar. Nota-se que quando 71 = 0 = rg para ([5.73]) obtém-se, como caso particular,
a mesma densidade de criagao de particulas escalares ([5.74)).
A produgao de particulas fermionicas de Dirac (Ny), por (MORADI, 2009)[13], é

dado em termos das fungoes gama de Euler como:

e e |
Vo \[ (57 =T (54 30)

(Ny) =2 +1| (5.75)

em que

1
\/sz(A + B)2 + Qm(A + B)win/out

in/out —

sob um fator de escala a(n) = A+ Btgh(pn). Uma vez que o ELKO é uma particula fermi-
Onica, ¢ interessante compara-lo com a producao de férmions de Dirac. Entretanto, o con-
texto no qual este trabalho foi realizado admitiu um fator de escala a?(n) = A+ Btgh(pn).
Tendo em conta que tgh(pn) é limitado a +1 e considerando o limite B/A < 0,1, a mé-
trica pode ser expandida como a(n) ~ VA + [B/(2V/A)] tgh(pn) + ... em (5.75),
permitindo-se entao comparar o resultado com a correspondente particulas de Dirac
(ibdem, 2009)[13]:

o o
RIS L st 9 L G )| I
L e L e S L ]
(5.76)

Nout/m: !

\/2m2(C + D)2 42m(C £ D)Wout /in 7

73



em que o fator 2 implica no niimero de particulas e anti-particulas produzida em igual quan-
tidade, wi = (Wout +Win)/2, Wout /in = \/kz +m2(C £ D)2, com C=+Ae D=B/(2VA).
A seguir, estao plotados alguns graficos que comparam a producgao de particulas

ELKO, fermionicas de Dirac e escalares:

(a) - Producdo de particulas (Nx(k)’ Nw(k)’ NQ(k)) (b) - Producao de particulas (N
2,5%1078+
3,x10° 15
2,x107 8 2,5%x107 1% 1
15 ]
1,5><10'8' 2,x10"
N(k) N(K)
1,5%x107 1%
1,x10784
1,x107 1% 1
-9
5,x 10 5% 10-1
0 T T T
0 1 2 3
k k
— N() — N, (k) — N, (k) — N,(k) — N, (k) — N(K)
(c) - Producdo de particulas (Nx(k), Nw(k), N¢(k)) (d) - Producdo de particulas (N
4,%10 28
0,00010 A
-28 |
3,x10 0,00008
N(k) 2, x 10728 N N(k) 0,00006 T
0,00004 A
1,x 10728 1
\ 0,00002 _
T T T I T T
0 1 2 3 0 1 2 3
k k
[— N — N, (k) — N, (0] [— N, (k) — N, (k) — N,(K)|

Figura 5.5: Analise grafica para Ny (Dirac - linha vermelha), Ny (ELKO - linha preta) e N
(Escalar - linha azul) em fungdo dos momentos, com os seguintes parametros: (a) A =10, B=1,
m=1lep=1; (b) A=30,B=1,m=1,p=1; (c) A=100, B=1,m=1, p=1; (d) A=230,
B=1,m=1, p=5.

Através da Figura vé-se que para as mesmas massas, o espectro de particulas de Dirac
criada é sempre maior do que as particulas ELKO e escalares. Para todos os tipos de
particulas o maximo ocorre a momentos nulos, indicando-se novamente que particulas
no repouso sao criadas em maior quantidade pois, como ja mencionado, particulas com
momentos mais elevados exigem mais energia do campo gravitacional para serem criadas,

sendo dessa forma suprimidas. Tomando-se r1 2 = 0 para a densidade do nimero de ELKO,
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recupera-se exatamente o espectro das particulas escalares, com um fator 2 provenientes
dos dois tipos de ELKO, ou seja, autoconjugado e anti-autoconjugado. Observa-se também
que quanto maior a distancia entre os parametros A e B, menor o nimero de particulas
criadas. No grafico (d) da figura vé-se o efeito do parametro p, que aumenta o niimero
de particulas criadas e amplia a forma do espectro (isso é mais evidente quando comparado

ao grafico (b), com os mesmos pardmetros a menos de p).

(a) - Producdo de particulas (NA( m), Nw(m), N‘D( m)) (b) - Producdo de particulas (Nx( m), Nw( m), N(D(m))
0,0015 7
0,0020 A
0,0015 A 0,0010 1
N(m) N(m)
0,0010 A
0,0005 1
0,0005 A
0 T T 1 O T T 1
0 0,1 0,2 0,3 0 0,1 0,2 0,3
m m
— N, (m) —Nw(m) — N,(m) — N, (m) —Nw(m) —Nq)(m)
(c) - Producao de particulas (Nx( m), Nw(m), Nm( m)) (d) - Producdo de particulas (Nx( m), Nw( m), NG’( m))
0,0005 A 0,00008
0,00007 4
0,0004 A
0,00006 A
0,0003 0,00005 7
N(m) Nm) 0,00004 -
0,0002 0,00003 4
0,00002 4
0,0001 A
0,00001 4
0 T T T T 1 0 T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
m m
|[—— N,(m) — N, (m) — N,(m)| |[— N, (m) —— N, (m) — N,(m)|

Figura 5.6: Analise gréafica para N, (Dirac - linha vermelha), Ny (ELKO - linha preta) e N
(Escalar - linha azul) em fungao das massas, com os pardmetros A = 30, B =1, p = 1 a momentos
fixos: (a) k=0,01; (b) k=0,1; (c) k=0,5; (d) k=1,0.

Na Figura [5.6| compara-se o nimero de particulas criadas em funcao de suas massas para
alguns valores constantes de momentos. Vale observar que para particulas de Dirac e
escalares tem-se que a densidade de niimero de particulas criadas tende a zero no limite
de massa nula para cada momento, enquanto que para particulas ELKO a densidade de

numero de particulas aumenta no limite de massa nula. Um segundo maximo ocorre para
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ELKO de pequenas massas e momentos (graficos (a) e (b)), de acordo com o maximo
também existente para particulas escalares e de Dirac. No caso especifico de massa nula
e momentos nulos, a densidade de nimeros diverge para as particulas de ELKO, compa-
tivel com a discussao tida em e5.4] em que particulas de massa nula é absurdo, por

construcao da teoria deste férmion.

(a) - Producao de particulas (Nx( k), N\v( k))

7,x107 1% 1
6,x107 1%
5,107 1% 1

NG 4 * 10-151
3,x107 15 7
2,x107 151

1,x107 1>+

0 1 2 3

——Nx(k) m, <m, —Nw(k) —Nx(k) m, > mw

(b) - Producéo de particulas (Nx( k), Nw( k))

1,2 %1027 1
1,%x10°%7 1
S,XIO’ZB'
N(k) 6,%10- 28+

4,x107 28 4

2,x107 %8 1

0 1 2 3
k

|—— N,k m, < m, — N, (k) — N, (k) m, >m,|

Figura 5.7: Andlise gréfica para produgao de particulas Dirac Ny e ELKO Ny em funcao
dos momentos para diferentes massas, assumindo como parametro p=1: (a) A=30, B=1,
M pirac = 1 (linha vermelha), mprxo = 1,05mpjrqc (linha preta) e mprxo = 0,95mpjrqc (linha
preta tracejada); (b) A =100, B =1, mpjrac = 1 (linha vermelha), mgrxo = 1,03mpirec (linha
preta) e mprxo = 0,97mpirqc (linha preta tracejada);

Em dultima andlise, compara-se na figura a densidade de niimero de particulas criadas
apenas para ELKO e Dirac as massas ligeiramente diferentes em fungdo dos seus momen-
tos. Observa-se que a criagao de particulas ELKO é maior do que as particulas de Dirac
quando sua massa ¢ menor que este dltimo (normalizada a um). Isso implica em uma

interpretagao interessante considerando-se o ELKO como o candidato a matéria escura
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no universo pois, supondo que tais férmions escuros sejam em média menos massivo que
os férmions barionicos, esses sao criados em quantidades maiores. Tal diferenca poderia
ser responsavel pela presenca de cerca de 5% de matéria baridnica e 25% de particulas
de matéria escura no universo real. Além disso, sendo menos massivas, tais particulas sao

mais dificeis de serem detectadas em aceleradores, por exemplo.

5.6 ANALISE QUALITATIVA: ELKO E A ACELERACAO DO UNIVERSO

No capitulo [2] foi visto duas possibilidades em caracterizar a aceleragao @ do universo,
através das equagoes para cosmologia padrao e para cosmologia d la Prigogine:
e Um universo termodinamicamente fechado, com presenca de matéria (barionica e escura),
radiacao e constante cosmolégica, regido pela equagao de Friedmann, a tempo coésmico t,

) _ T )+ 3p(1)) + €

a(t) 3
em que [A¢| > |47G(p(t) +p(t))| para a(t) > 0;
e Um universo termodinamicamente aberto, com presenga de matéria (barionica e escura),

radiacao e pressao de criagao, regido pela equacao de Friedmann, a tempo césmico ¢,

)
(t)’

a(t)  4nG ArG

ale = 5 O+ 3(0) + T (olt) +2(0)

)1
—~
~

=

em que |(p(t) +p())T(8)/H(®)| > |(p(t) +3p(t))| para a(t) > 0.

Mesmo nao representando um fator de escala mais realista na prescricao evolutiva do
universo, segundo os dados cosmologicos atuais, o termo utilizado neste trabalho ,
a tempo conforme 7, é um modelo muito interessante que condiz com as solugoes anali-
ticas. Deste modo, pode-se comparar o processo de criagao de particulas escalares (Ny),
fermibnicas de Dirac (Ny) e ELKO (NVy), como averiguado em (5.73), (5.74)) e (5.76), em

termos de massas e momentos. A luz dessa caracteristica presente em TQCETC, na qual

a producao de particulas é permitida, vé-se a possibilidade de associa-la qualitativamente
a termodindmica de Prigogine com a taxa de criagdo I' =T'(n). Assim, é sensato dizer que
validando-se o fenémeno de criagdo, ao quantizar campos de matéria em espagos curvos, o
numero total de particulas produzidas em um instante conforme 7 = —oo até um instante
n pode garantir uma pressao de criacao Il e consequentemente uma taxa de criacao I'
positiva, contribuinte para um universo acelerado. No modelo estudado nesta dissertacao,
por exemplo, supondo um universo composto apenas por particulas escalares, barionicas e
“escuras” ELKO, em que a massa do espinor ELKO mpgr o seja ligeiramente menor que
a de férmions barionicos mpjyqc, @ contribuicao deste primeiro para a taxa I' faz-se mais

significativo que o segundo para a aceleracao do universo, como mostrado nos graficos da

Figura
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi apresentado o estudo de criacao de particulas a nivel da TQCETC,
partindo como motivac¢ao do fenémeno de producao de matéria segundo a termodinamica
de Prigogine para sistemas abertos em cendrios cosmoldgicos. Posteriormente, foi apresen-
tado certas caracteristicas estruturais e quanticas do campo espinorial ELKO, candidato
a descricao da matéria escura.

De posse destes topicos, deu-se inicio os célculos para obtencao da densidade de
nimero de particulas espinoriais ELKO sob um fator de escala métrico da forma a(n) =

A+ Btgh(pn), uma vez que este modelo admite solugoes analiticas exatas para particulas
escalares em geral e também para férmions de Dirac no limite B/A < 0,1, permitindo-se,
portanto, condigoes de comparar o espectro de criacdo de particulas. Observou-se que a
equacao diferencial que rege a funcao do modo de tempo para o campo ELKO, ,
é exatamente uma generalizacdo daquela de particulas escalares. As solugoes analiticas
de tal equacao foram obtidas para o fator de escala acima mencionado apds usar uma
aproximacao que permite escrever as solugoes por meio de fungoes hipergeométricas gene-
ralizadas, como visto em ([5.25)). Em seguida, utilizando-se das propriedades das fungoes
hipergeométricas e dos preceitos das trasnformacoes de Bogoliubov, obteve-se a densidade
numérica das particulas ELKO criadas, , tendo como resultado a generalizagao da
densidade de niimero de particulas escalares geradas sob o mesmo modelo cosmolégico,
. Mesmo sendo de natureza fermionica, a parte dependente do tempo do campo
deste espinor “escuro” segue uma evolugao semelhante a particulas escalares, ja que ambos
nao obedecem a equacao de Dirac (somente a de Klein-Gordon). Frente a isto, no que diz
respeito ao espectro de particulas criadas, varias propriedades interessantes estao presentes:
(i) para particulas de mesma massa obteve-se que a densidade de nimero de particulas
ELKO criadas é maior do que as particulas escalares e menor que as particulas de Dirac;
(ii) para os trés tipos de particulas o maximo de criagdo ocorre para momentos nulos, ji
que a producao de particulas com alto momento precisa de muito mais energia do campo
gravitacional para serem geradas; (iii) o espectro de densidade de particulas criadas em
funcao das suas massas também foi analisado para alguns valores constantes dos momentos.
As particulas de Dirac e escalares tém uma producao maxima para massa nao nula e vao
para zero no limite de massa nula ou massas altas, semelhante a um espectro de radiagao
de corpo negro. Enquanto que as particulas ELKO apresenta um comportamento peculiar,

onde no limite de massa zero a criacao é méaxima, indo para o infinito para momentos
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nulos, revelando que isto é um absurdo tanto do ponto de vista de conservagao de energia
(ndo pode-se criar infinitas particulas) quanto do ponto de vista estrutural deste espinor
(ndo se pode permitir ELKO com m = 0); (iv) particulas ELKO mais leves podem ser
criadas em maior quantidade do que as particulas de Dirac. Neste sentido, vale observar
que ao se considerar as particulas ELKO como candidatas a matéria escura no universo,
interpreta-se que existem particulas escuras muito mais leves criadas gravitacionalmente
do que as particulas fermionicas barionicas. Tal resultado é confirmado por observacoes,
uma vez que hé cerca de 25% de matéria escura contra cerca de 5% de matéria baridnica,
de acordo com o modelo padrao da cosmologia.

Por 1ltimo, e nao menos importante, foi analisado qualitativamente que a descri¢ao
microscopica para criacao de particulas através dos preceitos da TQCETC e a descricao
macroscopica para taxa de producao de matéria em cenarios cosmolégicos de FRW em
sistema termodinamico aberto, segundo Ilya Prigogine, sao razoavelmente compativeis,
permitindo enxergar, como exemplo, que a densidade de particulas criada para ELKO
de massas ligeiramente menores do que as de Dirac, pode resultar em uma contribuicao
maior para a pressao de criacao do tensor energia-momento de Prigogine, possibilitando a

aceleracao do universo.
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Apéndice A - COMPONENTES X; e V)

De forma explicita, as estruturas espinoriais ELKO sao:

bt —1c0S (g) e~ i%
1 0\ it
c —isen <7) e'2
2N (k) = = E.vm 277
{Jﬁ*}( ) pLt +\/_ —sen (g) e—z%
I cos (g) s
b2 —iSen (g) e~ iF
c 1cos (7) e'2
A (k)= —E_vm 2,
(k) d? vm cos (g) e~
f? sen (g) s
ht 1c0S (g) e~
I 1sen (Q) els
M (k) = =FE.\/m 207,
Crop () m! +Vm —sen %) e~ig
nt cos (g) els
h? 1sen (g) e~i%
12 —icos (%) ei%
Monk=| ,|=Evm 9(2) 2 |, (A1)
’ m cos (5 e "2
n? sen (g) ez
em que E sao os boosts aplicados a partir do repouso de )\?ﬁ/_LAi}(O), dados por
E+m k
EL= 1+ ) A2
+ 2m ( E—i—m) (A-2)
Portanto, pode-se explicitar os termos que levam a ((5.14)):
Para A?Jr -y

/

Cl

a . . a . 0\ ;o .
" [(—Zk?l — kQ)bT —Zk‘g] = " [(—Zkl — kg)tg <2> e'? —Zk‘g] ,
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!

bl ’
Zkzm+@)

0 )
+zk3] % [(—ikl + ko)cotg <2> e —1—z‘k’3] :

/ 1 / 0 ‘
% l(—i-ikl +k2) i;l —i—Zkg] = % [(—ikl — ka)cotg <2> e'¥ —i—ikg] ,
al, b al, 0\ . .
" [(4—2]{31 — kg)ﬁ — ’Lkg] = = [(—Zl{il + kz)tg <2> e W Z/{;g] .

Separado as partes reais e imaginarias das equagoes acima, tem-se

/

e {(k:lsengp — kacosp)tg (g) [ (k1cosp + kasenyp)tg ( ) k)g] }
a

0 0
e {(—klsengo + kacosp)cotg <2> l (k1cosp + kasengp)cotg (2> + k3] }
a

/

0 0
e {(k;lsengo — kacosp)cotg <2> +1 [—(klcoscp—l— kaseny)cotg <2> + k3‘| } ,
a
a 0\ 0

— 1 (kiseng +kacospltg | 5 | +i | = (kicosp+kaseng)ig | 5 | k3| o
a

Identifica-se em sua respectiva ordem:

/

a .
E(Xl +ZY1),

a .
7(X2 +ZY2),
a
%uymn%

a .

(A.3)
S
Para A{_,+}
d(—k—kfg—k —d(+k+k)t O cie i
a (231 2)32 Z3fa Ry 200926 R3],
CL/ bQ CL/ . 0 — .
o (— zk:l—HCQ) +iks| = = (+iky1 — ko)tg 3¢ Y +iks|,

2 /
% l(—i-ik‘l + ko) 22 —i—zkg] a [ (+iky + ko)t < ) i —l—Zk‘g]

2 !

] o 2],

84

SHIR



Separado as partes reais e imaginarias das equacoes acima, tem-se:

/

0 0
a {(_klsengp + kacosp)cotg <2> [(leOSSO‘F kaseny)cotg <2> 1 } )
a

0
{(k:lsengo — kocosp)tg <2> [(kjlcosgo—l— kaseny)tg ( ) + kg] }
a 0
— {(—klsengo + kacosp)tg <2> [(k;lcosgo + kasenp)tg <2> + kg] }
a

/

0 0
e {(klsengp — kacosp)cotg <2> +1 [(klcosgo—l— kaseny)cotg <2> - k31 } .
a

Identifica-se, em sua respectiva ordem:

SN

!/

a .
g(XE) +1Y}>)7

a .
7<X6 +l}/6)’
a
%(X7+2'Y7),

a .
E(Xg ‘l—'L}/g)

(A.4)
Para A{Jr -

@ (+ik +k)l1+kz _a (Fiky + ko)t O eie it

. 1K1+ R2 X IR3| = p R+ R2)lg 5 e R3],
a . a . 0\ o .
— [ (+iky — /{:2 zkgl =— [(—Hkl — ko)cotg () e ¥ —2/53] ,
a a 2
a a 4 0\ . ,
— [ —ik — /{32 e st] — [(+zk1 + ko)cotg () e — st] ,
a a 2
a mt a _ 0\ _. .
— (—Zk’l —i—k‘g)fl +ik3| = — (—Hk‘l — k’g)tg — e " +iks|.
a n a 2

Separado as partes reais e imaginarias das equacoes acima, tem-se:

/

0 0
% {(—klsengo + kacosp)tg <2> +1 [(klcosgo + kasenp)tg <2> + kg] } ,

/

@ {(k:lsencp — kocosp)cotg (Z) +i [(k1008@+ kasenyp)cotg (Z) - k31 } ,
a
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/

Q

0 0
” {(—klsemp + kocosp)cotg <2> +1 [(kwosgo%— kasenip)cotg <2> — k’g] } ,

/

0 0
{(klsengo — kacosp)tg <2> +1 [(klcosgo + kasenp)tg <2> -+ k’3] } .
a

Identifica-se em sua respectiva ordem:

@ (Xo+1iYy),
a
CL/ .
E(X10+2Y10)7
CL/ X
E(X11+ZY11)>

/

a .

Q(Xlz-l—lylz), (A.5)

Para A4
{_7+}

. 2o Al . AV
[(%—zkl +k2)ﬁ +Zl€3‘| = [(—@kl — ko)cotg <2> e'? +Zk3] ,

2

h ’ 0\ _;
l(—i-’ikl — kz)ﬁ — ikg] = % l(—ilﬁ + ko)tg <2> e — ikg] ,

a n? a 0\ .

a |, no. _ A O\ i

. [( 1k kz)mz Zkg} . [( ik kg)tg <2> e Zk?g} ,
2 /

e (—Z'kl—f—kiz)mf—{—ik?g :g (—ikl—l—kz)cotg Q 6_i(‘p+ik33 .
a n? a 2

Separado as partes reais e imaginarias das equacoes acima, tem-se:

SRS

SHIER

!

/

% {(k‘lsengo — kocosp)cotg (Z) +1 [—(klcosgojL kasenip)cotg (Z) + kfg] } ,

/

0 0
e {(—klsengo + kacosp)tg <2> +1 l—(klcosgo + kasenp)tg <2> - ]{53‘| } ,
a

/
a

@ {(klsengp — kacosp)tg (Z) +i [—(klcosgp + kaseny)tg <Z> - /{33] } ,
a

- {(—klsemp + kocosp)cotg <z> +1 [—(kwosap#— kasenip)cotg (Z) + k’g] } )

/
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Identifica-se em sua respectiva ordem:
a ,
E(X 13 +1Y13),
a ,
E(XM +1iY14),
a ,
E(X 15 +1Y15),

a .
E(Xl(j +1Y16).

O momento k é parametrizado em coordenadas esféricas:
k = kk = (k1,k2,k3) = (ksenfcosp, ksenfseny, kcosh),

Ao aplicar as componentes de (A.7)) de forma explicita em X; e Y}, tem-se
Para X;:

(k1seny — kacosp)tyg (g) ,j=16,12,15,
(—k1senp + kacosp)tyg (g) ] =4,7,9,14,
(k1seny — kacosp)cotg (g) ,j =3,8,10,13,
(—

k1senp + kacosp)cotg (g) ,j =2,5,11,16;

ksenfcospseny — ksenfsenpcosp)tyg (g) 0,7 =1,6,12,15,
ksenfcospseny + ksenfsenpcosp)tyg (g) 0,7 =4,79,14,

(
X = =
(ksenfcospseny — ksenfsenpcosyp)cotg (g) 0,7 =3,8,10,13,
(=

ksenfcospseny + ksenlsenpcosp)cot (g) =0,7=2,5,11,16;

- X;=0,¥j=[1,16] € N.

Para Yj:

(klcosgo—i- koseny)tg (g) k?g} ] =1,4,14,15,
[ (k1cosp + kasengp)cotg (%) +k } ,Jj = 2,3,13,16,
(klcos<p+kgseng0 cotg( ) ]{?3} ,j=5,8,10,11,
(klcoscp—l— kasenip)tg ( ) + /{:3] ,] =16,7,9,12;

87

(A.8)



—(ksenfcos?p+ ksenfsenp)tyg (g k:cos@} ,7=1,4,14,15,

-(ksenGCos @ + ksenfsen’y cotg( ) kcos&} ] =5,8,10,11,

_(k:senﬁcos ¢+ ksenflsen gp)tg( ) —i—kCOS@} ] =16,7,9,12;

- 0
—ksend (Sen(§)> kcosg] ,J=1,4,14,15,
L COS g
—ksenf <COS ¥ ) kcos@] ,j=2,3,13,16,
Yj — g(é)
ksenf (COS(%)) — kcos@] ,j =5,8,10,11,
sen(g)
ksenf (58”(3)) + k:cos@} ,j=6,7,9,12;
cos(3)

v _ (ksen@cos © + ksenfsen? )cotg (g) + k:cos@} .7 =2,3,13,16,
I

—2ksen (g) cos (%) <iZZ((§))> — kcos@} =—k (236712 (g) +cos€) ] =1,4,14,15,
0
Y= :—kaen (g) cos (g) <§Z§((Qg))> + k‘cos@] =k (—20032 (g) +cos€) ,7=2,3,13,16,
:2ksen (g) cos (g) <§ZZ((2§§ — kcos@] =k (2005 (g) cos@) ,J =15,8,10,11,
_2/~csen (g) cos (g) (ii:((gg))) + kcos@} =k (2$en (g) + 0059> ,] =16,7,9,12;
Com as propriedades trigonométricas cos?(x) = 2% 22) ¢ sen?(z) = Lo (22)

ke [2 (1 cose> +0059} = —k,j=1,4,14,15,
9 1+cos€) +6039} =—Fk,j=23,13,16,
2(1+c 0) — cost)| = k,j =5,8,10,11,
2( )4—0050} =k,j=6,79,12;

=Y =Tk,

sendo —Fk para A?—h—} e Af_7+}; +k para A?_7+} e A1{4+7_}.
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Apéndice B - EQUACOES DE RIEMANN-PAPPERITZ

A equacgao de Riemann—PapperitzE] ¢ uma equacao diferencial de segunda ordem que
representa a generalizagao de equacoes FuchianasE], com trés pontos de singularidades.
Para uma func¢do w = w(z), a mesma ¢é dada por (BARATA, 2015), cap. 13 [40]:

d>w l—a—a 1—6—5/ 1—7—7/ dw
— B.1
dzz—'—{ z—21 + 2 —29 + z—23 | dz (B-1)
N 040/(21—22)(21—2’3)+55/(22—23)(22—21)+W/(Z3—21)(23—22)
z2—21 Z— 29 Z—2Zz3
X v =0,

(z—21)(2—22)(2 — 23)

/ / li
em que z1, z3 € 23 sdo os poélos da equacdo, a, o, 5, B, v e v sdo os coeficientes de

Riemann que satisfazem a seguinte condigao:
a+a/+ﬂ+5/+7+7/—120. (B.2)

Escolhendo-se os pélos como z1 =0, 23 =1 e 23 = 00, tem-se que (B.1]) torna-se:

d*>w 1—ﬁ—6/ l—a—a | dw BBI aa / w
= _ — =0 B.3
dz? -1 z ] dz+[z—1 2(z=1) 7 (B3)

cuja solucao é:

N
A
N
[\
N
w
o o

(B.4)

\@\Q —
= 2 8
N

)
=
2

o

1Foi encontrada primeiramente por Papperitz em 1885. E denominada equacdo de Papperitz, equacio
de Riemann ou ainda equacao de Riemann-Papperitz.
2Equacoes diferenciais lineares de uma variavel complexa.
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compactada pelo simbolo P de Riemannﬁ que, por sua vez, admite a seguinte transformacao,
para os polos adotados:

0 1 o0 0 1 o
P3S4k e+l (—r—-1 zp=2(1-2)'P{s ¢ (¢ = (B.5)
(5/—1—5 el—i—l C/—/i—l 5 & C/

Agora, comparando-se ((5.23|) com (B.3)), em que z — £ e w(z) — g(§), identificamos
os coeficientes de Riemann, para a equagao de g(§) tratada:

d? 1 1\d [wi; 1 Wil 1

(e e (e ine) @ B0
B 3coB B 4cq (Xj —|—ZYJ) . 1 - _

s e ) wesplro =0

com o0s coeficientes:

;L2 =a= —a :i%, (B.7)
aa = 4 P
1-8-4 =1 Wt
ﬁﬁ w?)ut /BZ_B - 2p ’ (B8)
= 2
l—y—7 =0 1+VI—4r + 17J/1=4r
Y =T
em que r = 8(AEB) (2(35353) — 401(X2+iyj)>. Portanto, g(¢) de (B.6) = (5.23), tem-se
0 1 9]
GE) =P ityn  qepm IR ¢ (B.10)
jWin  _;Wout 1Fv/1—4r
2p 2p 2

3Em seus trabalhos de 1857, Riemann introduziu uma notacio para representar esquematicamente
" /
a depéndencia de equagdes com varidveis complexas do tipo w (z) 4+ a1(z)w (2) + apw(z) =0, em que
!
fz)=

df (z)/dz. As trés primeiras colunas contém os pontos singulares e os respectivos indices, em que os
pontos singulares sdo dispostas na primeira linha. A quarta coluna contém apenas a variavel da equacéo.
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Agora, usando-se da transformagao (B.5]) em (B.10)), segue

0 1 00 0 1 00
GO =Pq g s G (L= Pld+r e+l (—r—l £y,
i e LEVIH §+k e+1 (—r—1

em que K = “5:7” el= “’%”. Logo:

6=0
e=0
C_ 1:‘:\/1—47‘ _i_ZUJi

= =5 »

/ - Y
5 — _zwm

p

e — _iWout

p
C’ _ 13v/1-4r _|_iwi+
= 3 )

com wy = %(wout + win).
Portanto, g(¢) de (B.10]) através da transformacao de (B.5]) é escrito como:

, , 0 1 00
Q=67 1-9F Py 00 EEELE G (B
_MJ _iwout 1?\/@_’_%
P 14 2 P
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