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Resumo

As ressonâncias seculares no Sistema Solar são mecanismos importantes para

explicar instabilidade ou transporte de asteroides e cometas entre diferentes regiões. Por

exemplo, asteroides localizados na ressonância ν6 tornam-se NEOs (Nears Earth Objects)

por aumento da excentricidade devido a esta ressonância [8]. Os estudos sobre ressonân-

cias seculares encontrados na literatura foram desenvolvidos em sua maioria para órbitas

prógradas.

Os asteroides experimentam ressonâncias seculares quando suas frequências de

precessão são ressonantes com uma das frequências de oscilação fundamentais das órbitas

dos planetas que compõem o sistema (semelhante aos osciladores harmônicos acoplados).

Podemos dividir as órbitas em órbitas prógradas, isto é, 0◦ < I < 90◦ e órbitas retrógradas,

90◦ < I < 180◦ .

Neste trabalho é apresentada a modelagem analítica de ressonâncias seculares

para órbitas prógradas e retrógradas de planetas e satélites, dando mais enfoque na úl-

tima. Esta nova abordagem analítica para expansão da função perturbadora para o caso

retrógrado permitiu-nos obter as localizações das ressonâncias seculares. Mostraremos evi-

dências sobre ressonâncias seculares para órbitas retrógradas, quando ocorrem e quando

são importantes.

As simulações numéricas usando condições iniciais em torno dos valores calcu-

lados do semieixo maior confirmaram a libração dos ângulos seculares, que são previstos

pelos resultados teóricos.
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Abstract

Secular resonances in the Solar System are an important mechanism to explain

the instability or transport of asteroids between different regions. For example, asteroids

located in the resonance ν become NEOs (Near Earth Objects) by increasing eccentricity

due to this resonance . The studies on secular resonances found were mostly developed

for prograde literature.

Asteroids experience secular resonances when their oscillation frequencies are

resonant with one of the oscillation frequencies of the orbiting of the planets that acom-

pose the system (similar to coupled harmonic oscillators). We can divide the orbits into

prograde orbits, 0◦ < I < 90◦ and retrograde orbits, 90◦ < I < 180◦ .

In this work, we will show the analytical modeling of secular resonances for

prograde and retrograde orbits of planets and satellites is presented, focusing on the last

one. This new analysis for expansion of the perturbing function to the retrograde case,

allowed us to obtain the locations of the secular resonances. We will show images about

secular resonances for retrograde orbits, when they occur and when they are important.

Numerical simulations using initial conditions of the calculated semi-major axis

values confirmed the libration of the secular angles, which are predicted by the theoretical

results.

Keywords: Secular ressonance, Retrograde orbit, Asteroid, Celestial Dynamics, Gravi-

tational Perturbation, N-body simutation.
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1 Introdução

O Sistema Solar foi formado a 4, 5 bilhões de anos a partir de uma nuvem

interestelar de gás e poeira, que após seu colapso gravitacional formou-se um disco em

rotação dando origem ao Sol e aos planetas. Isto explica o fato dos planetas, do cinturão

de asteroides e dos asteroides Transneptunianos orbitarem na mesma direção e de serem

aproximadamente coplanares.

Figura 1.1: Diagrama dos planetas do Sistema Solar e sua direção [20].

No final da formação do Sistema Solar parte dos detritos foram expulsos das ór-

bitas dos planetas e formaram uma casca esférica, através das forças de maré da Galáxia,

dando origem a nuvem de Oort. Esta tem formato esférico e abriga milhões de objetos

que orbitam em diversas direções, inclusive em direções opostas as órbitas dos planetas

[11]. A Figura 1.2 exibe a distribuição das famílias de asteroides e outros pequenos obje-

tos presentes no Sistema Solar. Os asteroides do cinturão principal estão em sua grande

maioria entre as órbitas dos planetas Terra e Júpiter, enquanto que os asteroides Trans-

23



24 Introdução

neptunianos orbitam regiões próximas da órbita de Netuno. A nuvem de Oort começa a

tomar a forma de casca esférica próxima de 5000 UA, estendendo-se a aproximadamente

100.000 UA, como mostra a figura a seguir.

Figura 1.2: Diagrama da nuvem de Oort, Cinturão de Kuiper e do Cinturão de Asteroides

em escala com o sistema planetário [22].

Os asteroides com órbitas polares e retrógradas, cujas inclinações estão próximas

a I ≈ 90◦ e 90◦ < I < 180◦, respectivamente, existem em sua maioria entre as órbitas dos

planetas gigantes (Centauros), no cinturão de Kuiper (Transneptunianos) e na nuvem de

Oort. Este último é um grande reservatório de cometas. Estudos indicam que Centauros

retrógrados tiveram origem na nuvem de Oort, bem depois que os planetas se estabelece-

ram dinamicamente [15]. Investigar a natureza do movimento retrógrado pode ajudar a

compreender como se deu a evolução do Sistema Solar. Por exemplo, entender a origem

do asteroide 2015BZ509, que está em ressonância coorbital retrógrada com Júpiter, pode

ser a chave para explicar a existência de asteroides extrassolares no Sistema Solar [15].

Estudos mostraram que uma ressonância retrógrada em sistemas de dois planetas é mais

estável do que uma órbita prógrada equivalente, uma vez que a duração do cruzamento

dos planetas é menor devido suas velocidades relativas, isto é, o tempo de duração das per-

turbações mútuas é menor [18]. Simulações estatísticas mostraram que pequenos corpos

em ressonância coorbital retrógrada com o planeta hospedeiro têm maior probabilidade de



Introdução 25

serem capturados [12]. Estudos realizados com o grupo de satélites que orbitam Júpiter,

denominado Himalaia, mostraram que a maioria dos satélites irregulares estão em orbitas

retrógradas, uma vez que o fenômeno de evecção pode excitar mais a excentricidade de

satélites em movimento prógrado, tornando sua órbita mais instável [3].

Existem milhões de pequenos corpos celestes que orbitam o Sol e que estão

próximos das órbitas dos planetas. Uma categoria destes objetos que são especialmente

monitorados são os chamados Objetos Próximos da Terra (sigla em inglês NEO’s, Near

Earth Asteroids). Acredita-se que os NEO’s são injetados em órbitas que se aproximam

da Terra através de canais ressonantes, isto é, pela passagem de ressonâncias de mo-

vimento médio 3/1 com Júpiter e da ressonância secular ν6. As ressonâncias seculares

podem mudar substancialmente as excentricidades e inclinações sem alterar o valor do

seu semi-eixo. A ressonância secular é um mecanismo que pode explicar a instabilidade

ou transporte de asteroides entre diferentes regiões [8].

O estudo da ressonância secular pode ser dividido em duas categorias. A primeira

categoria é denominada ressonância secular linear, onde a comensurabilidade entre as

frequências de precessão ocorre para a longitude do pericentro, g, ou para a longitude do

nodo ascendente, s. A segunda categoria de ressonância secular é a não linear que ocorre

quando há uma combinação de frequências de precessão.

As ressonâncias seculares são caracterizadas por períodos com evolução de longo

prazo, podendo chegar a milhões de anos. Os asteroides experimentam ressonâncias secu-

lares quando as frequências associadas a precessão dos ângulos que definem a orientação

da órbita são ressonantes com uma das frequências de oscilação fundamentais das órbi-

tas dos planetas que compõem o sistema. Comportamento semelhante aos osciladores

harmônicos acoplados.

As ressonâncias seculares lineares mais importantes no Sistema Solar são ν5 = g5,

ν6 = g6 e ν16 = s6; e estão relacionadas às comensurabilidades de precessão da longitude

do pericentro de Júpiter e Saturno e da longitude do nodo ascendente de Júpiter, respec-

tivamente. Para o caso não linear existem muitas combinações destes ângulos, como por

exemplo, −g5 + 2g6 e s7 + g5 + g6, [19], [21], [7].

Quando um asteroide possui uma comensurabilidade da frequência de precessão
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dos ângulos ϖ ou Ω próximo às frequências fundamentais dos planetas do Sistema Solar,

sua excentricidade e/ou inclinação podem aumentar consideravelmente. As regiões pró-

ximas às curvas das ressonâncias seculares são pouco povoadas por asteroides, conforme

ilustrado na Figura 1.3.

Figura 1.3: Localização das ressonâncias seculares em função da inclinação e do semi-eixo

maior (ua) [24].

Uma maneira de estudar a dinâmica de um sistema de N-corpos que interagem

gravitacionalmente é por meio da análise das acelerações gravitacionais dos corpos que

compõem o sistema, onde o campo gravitacional dominante é produzido pelo corpo central

(Sol). Entretanto, é bem conhecido que o problema deN ≥ 3 corpos não pode ser resolvido

analiticamente, isto é, não é um problema integrável. Um procedimento consiste em

desenvolver uma função perturbadora por meio da Segunda Lei de Newton, considerando

apenas os termos seculares desta função. Ou seja, desprezando os argumentos que contém

longitudes médias, isto é, oscilações de curto período, é possível obter uma equação de

movimento com o uso das equações planetárias de Lagrange. Este modelo permite obter

as localizações das ressonâncias seculares no espaço o que possibilita explicar parte dos

comportamentos dos asteroides no Sistema Solar [8] e [16].

Os estudos sobre ressonâncias seculares presentes na literatura foram realizados

quase que exclusivamente para órbitas prógradas, com as localizações das ressonâncias

seculares conhecidas. Este trabalho mostrou evidências sobre ressonâncias seculares para
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órbitas retrógradas, explicando quando ocorrem e quando são importantes. O modelo

analítico desenvolvido forneceu valores que foram utilizados como condições iniciais em

integrações numéricas realizadas com o Software Mercury6. Os resultados obtidos con-

firmaram a libração dos ângulos seculares, que são previstos pelos resultados teóricos

[2].

O presente trabalho irá estudar a dinâmica secular de uma partícula teste em

órbita retrógrada. Através da função perturbadora calculada para o modelo Linear e

Não Linear, respectivamente foi possível obter o comportamento dos ângulos orbitais em

função do tempo fazendo uso das equações planetárias de Lagrange. Através do modelo

analítico obtido, iremos testar a validade deste modelo por meio de simulações numéricas

com o software Mercury6.

O estudo realizado ao longo do trabalho foi dividido em:

• Capítulo 1: Introdução: Apresentação do assunto a ser abordado e principais moti-

vações.

• Capítulo 2: Dinâmica Secular Linear para Órbitas Prógradas: nesta seção é apre-

sentada a construção da função perturbadora de segunda ordem nas excentricidades

e inclinações baseada nos cálculos de Brouwer e van Woerkom (1950) [23] e como

obteve-se a parte secular da função perturbadora. Posteriormente, com o uso das

Equações Planetárias de Lagrange foi possível estudar a dinâmica secular de uma

partícula teste em movimento prógrado.

• Capítulo 3: Dinâmica Secular Linear para Órbitas Retrógradas: neste caso foi ob-

tida uma função perturbadora de segunda ordem nas excentricidades e inclinações

de maneira análoga ao movimento prógrado, mas redefinindo alguns parâmetros or-

bitais responsáveis por definir a orientação da órbita, como inclinação e longitude

do pericentro como, c = cos(I/2) e ϖ = −ω + Ω, respectivamente. Obteve-se as

Equações Planetárias de Lagrange utilizando estes novos parâmetros orbitais para o

caso linear. Deste modo foi possível estudar o comportamento da dinâmica secular

de uma partícula teste em órbita retrógrada.

• Capítulo 4: Dinâmica Secular Não Linear para Órbitas Prógradas: o estudo da di-
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nâmica secular realizada nesta seção foi dividido em duas análises. Primeiramente

utilizamos a função perturbadora de quarta ordem nas excentricidades e de segunda

ordem nas inclinações desenvolvido no trabalho [24]. Em seguida utilizamos a função

perturbadora de quarta ordem nas inclinações e de segunda ordem nas excentrici-

dades estudada em [6]. Posteriormente, com o uso das Equações Planetárias de

Lagrange de ordem superior foi possível estudar a dinâmica secular de uma partí-

cula teste em movimento prógrado. Reproduzimos alguns resultados já publicados e

também obtivemos novos resultados ao estudar o comportamento secular variando

as inclinações de 0◦ e 90◦.

• Capítulo 5: Dinâmica Secular Não Linear para Órbitas Retrógradas: o estudo da

dinâmica secular realizada nesta seção também foi dividido em duas análises. Obti-

vemos uma função perturbadora de quarta ordem nas excentricidades e de segunda

ordem nas inclinações. Em seguida obtivemos a função perturbadora de quarta or-

dem nas inclinações e de segunda ordem nas excentricidades. Para isso redefinimos

os parâmetros orbitais responsáveis por definir a orientação da órbita, como inclina-

ção e longitude do pericentro como, c = cos(I/2) e ϖ = −ω + Ω, respectivamente.

Posteriormente, com o uso das Equações Planetárias de Lagrange de ordem superior

utilizando estes novos parâmetros orbitais foi possível estudar a dinâmica secular

de uma partícula teste em movimento retrógrado. Obtivemos novos resultados ao

estudar o comportamento secular variando as inclinações de 90◦ e 180◦.

• Capítulo 6: Discussão e Conclusão.



2 Dinâmica Secular Linear para

Órbitas Prógradas

O impacto das interações gravitacionais entre os N-corpos celestes podem ser

estudados através da função perturbadora. O problema de três corpos ou mais não pode

ser resolvido analiticamente, isto é, não é um problema integrável. Entretanto é possível

estudar o comportamento dos elementos angulares dos astros por meio da análise das

acelerações relativas dos planetas.

A teoria de perturbação linear desenvolvida neste capítulo é baseada nos cálculos

de Brouwer e van Woerkom (1950) [23]. Realiza-se a expansão da função perturbadora

(Rp) de segundo grau nas excentricidades e inclinações, e depois substitui-se nas equações

planetárias de Lagrange de ordem mais baixa para obtenção das equações de movimento

do sistema e estudo da evolução dos parâmetros orbitais.

2.1 Função Perturbadora

Considere um corpo central mc, também denominado de corpo primário, orbi-

tado por outros dois corpos secundários com massas mi e mj e com distâncias ao corpo

primário dadas por ri e rj, respectivamente, de acordo com a Figura 2.1.

Para obtenção de uma expressão das acelerações relativas dos planetas é necessá-

rio primeiro determinar os vetores posição dados por Rc, Ri e Rj em relação ao referencial

inercial O.

29
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Figura 2.1: Vetores posição com relação ao corpo central mc e com relação a um ponto

inercial no espaço [16].

A partir da Segunda Lei de Newton, as forças resultantes dos corpos com respeito

ao referencial inercial são

mc
¨⃗
Rc = Gmcmi

r⃗i

r3
i

+Gmcmj
r⃗j

r3
j

, (2.1)

mi
¨⃗
Ri = Gmimj

(r⃗j − r⃗i)
|r⃗j + r⃗i|3

+Gmimc
r⃗i

r3
i

, (2.2)

mj
¨⃗
Rj = Gmjmi

(r⃗i − r⃗j)
|r⃗i + r⃗j|3

+Gmjmc
r⃗j

r3
j

. (2.3)

Para a determinação das expressões que dependam somente da distância relativa

entre os corpos, reescreve-se os vetores posição como

¨⃗ri = ¨⃗
Ri − ¨⃗

Rc e ¨⃗rj = ¨⃗
Rj − ¨⃗

Rc. (2.4)

Portanto,

¨⃗ri +G(mc +mi)
r⃗i

r3
i

= Gmj

(
(r⃗j − r⃗i)
(r⃗j − r⃗i)3 − r⃗j

r3
j

)
, (2.5)

¨⃗rj +G(mc +mj)
r⃗j

r3
j

= Gmj

(
(r⃗i − r⃗j)
(r⃗i − r⃗j)3 − r⃗i

r3
i

)
. (2.6)
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As expressões acima podem ser escritas como gradientes de duas funções esca-

lares
¨⃗ri = ∇i(Ui +Ri) , ¨⃗rj = ∇j(Uj +Rj), (2.7)

com

Ui = G
(mc +mi)

ri

e Uj = G
(mc +mj)

rj

,

Ri = G
mj

|r⃗j − r⃗i|
−Gmj

|r⃗ir⃗j|
r3

j

e Rj = G
mi

|r⃗i − r⃗j|
−Gmi

|r⃗ir⃗j|
r3

j

, (2.8)

onde os operadores ∇i e ∇j representam a operação gradiente. As variáveis Ui,j são os

potenciais gravitacionais dos corpos mi e mj, e as variáveis Ri,j são chamadas de funções

perturbadoras.

As funções perturbadoras acima estão definidas em termos das massas e das

distâncias r e r’. Reescrevendo (2.8) como

R = µ′

|r − r′|
− µ′ |r.r′|

r′3 , (2.9)

R′ = µ

|r − r′|
− µ

|r.r′|
r3 , (2.10)

onde µ = Gm e µ′ = Gm′. A função perturbadora para órbita prógrada será designada

por Rp. Cada corpo secundário que compõe o sistema possui uma função perturbadora,

o corpo interno m possui a função perturbadora Rp e o corpo externo de massa m′ possui

a função perturbadora R′
p.

Para obtenção da função perturbadora que dependa dos elementos orbitais, con-

sidere que os vetores r e r’ formam um ângulo ψ. Logo,

Rp = µ′

a′

(
a′

|r − r′|

)
− µ′

a′α

(r
a

)(
a′

r′

)2

cosψ
 = µ′

a′RD + µ′

a′αRE, (2.11)
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R′
p = µ

a′

(
a′

|r − r′|

)
− µ′

a′
1
α2

((
r′

a′

)(
a

r

)2
cosψ

)
= µ′

a′RD + µ

a′
1
α2RI , (2.12)

onde α = a

a′ e |rr’| = rr′ cosψ. O termo RD designa a parte direta da função per-

turbadora e RE e RI designam as partes indiretas das funções perturbadoras Rp e R′
p,

respectivamente. Como adotou-se referencial astrocêntrico, não haverá termos seculares

nas partes indiretas das funções perturbadoras dos corpos celestes interno e externo. Esta

escolha pelo referencial astrocêntrico facilita o estudo desenvolvido neste trabalho uma

vez que obtém-se uma função perturbadora mais simplificada.

Para determinar a função perturbadora em termos dos elementos orbitais a

(semi-eixo maior), e (excentricidade), I (inclinação), Ω (longitude do nodo ascendente),

ω (argumento do pericentro), ϖ = ω+ Ω (longitude do pericentro) e λ (longitude média),

pode-se escrever

|r − r′|2 = r2 + r′2 − 2rr′ cosψ.

Figura 2.2: Ilustração dos parâmetros angulares [16].

Como foi visto, |r.r’| = rr′ cosψ, logo
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cosψ = |r.r’|
rr′ = xx′ + yy′ + zz′

rr′ . (2.13)

Definindo um novo ângulo

Ψ = cosψ − cos(θ − θ′), (2.14)

onde θ = ϖ + f e θ′ = ϖ′ + f ′, considere a parte direta da função perturbadora

RD = a′

|r − r′|
⇒ RD

a′ = 1
∆ = 1√

r2 + r′2 − 2rr′(Ψ + cos(θ − θ′))
, (2.15)

onde ∆ = |r − r′|.

Realizando a expansão em série de Taylor de 1
∆ em relação a Ψ, obtém-se

1
∆ =

∞∑
i=0

(2i)!
(i!)2

(1
2rr

′Ψ
)i 1

∆2i+1
0

, (2.16)

onde ∆0 =
√
r2 + r′2 − 2rr′ cos(θ − θ′).

Desenvolvendo agora a expansão de Taylor de ordem 2 de 1
∆0

em torno de (a, a′),

temos de acordo com [9],

1
∆2i+1

0
= 1

∆2i+1
0 (a, a′)

+(r−a) ∂
∂a

(
1

∆2i+1
0 (a, a′)

)
+(r′−a′) ∂

∂a′

(
1

∆2i+1
0 (a, a′)

)
+· · · , (2.17)

onde

∆2i+1
0 (a, a′) = ρ2i+1

0 =
√
a2 + a′2 − 2aa′ cos(θ − θ′).

Logo,
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1
∆2i+1

0
= 1
ρ2i+1

0
+ (r − a) ∂

∂a

(
1

ρ2i+1
0

)
+ (r′ − a′) ∂

∂a′

(
1

ρ2i+1
0

)
+

1
2!

[
∂2

∂a2

(
1

ρ2i+1
0

)
(r − a) + 2 ∂2

∂a∂a′

(
1

ρ2i+1
0

)
(r − a)(r′ − a′) + ∂2

∂a′2

(
1

ρ2i+1
0

)
(r′ − a′)

]

+ · · · +
∞∑

l=0

1
l!

l∑
k=0

(
l

k

)
∂k

∂ak∂a′l−k

(
1

ρ2i+1
0

)
(r − a)k(r′ − a′)l−k. (2.18)

Definindo um operador diferenciação como

Dm,n = ama′n ∂m+n

∂am∂a′n , (2.19)

e escolhendo ε = r

a− 1, a expressão (2.18) reescreve-se como

1
∆2i+1

0
=
[
1 + εD1,0 + ε′D0,1 + 1

2!(ε
2D2,0 + 2εε′D1,1 + ε′2D0,2) + · · ·

] 1
ρ2i+1

0
. (2.20)

Reescrevendo ρ2i+1
0 ,

1
ρ2i+1

0
= a′−(2i+1) 1

2

∞∑
j=−∞

b(j)i+1/2(α) cos j(θ − θ′), (2.21)

Definindo um novo operador, tem-se

Ai,j,m,n = Dm,n

(
a′−(2i+1)b

(j)
i+1/2(α))

)
. (2.22)

Portanto,

1
∆2i+1

0
= 1

2

∞∑
j=−∞

[ ∞∑
l=0

1
l!

l∑
k=0

(
l

k

)
εkε′l−kAi,j,k,l−k

]
cos j(θ − θ′). (2.23)

Substituindo (2.23) em (2.16) e depois em (2.15), tem-se
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RD =
∞∑

i=0

(2i)!
(i!)2

(
1
2
r

a

r′

a′ Ψ
)i

ai

a′i+1

∞∑
j=−∞

[ ∞∑
l=0

1
l!

l∑
k=0

(
l

k

)
εkε′l−kAi,j,k,l−k

]
cos j(θ − θ′). (2.24)

Uma forma de obter uma expressão para a função perturbadora que seja função

dos elementos orbitais é reescrever (2.14) utilizando as relações de ângulos,

x

r
= cos Ω cos(ω + f) − sen Ω sen(ω + f) cos I, (2.25)

y

r
= sen Ω cos(ω + f) − cos Ω sen(ω + f) cos I, (2.26)

z

r
= sen(ω + f) sen I, (2.27)

Os termos da parte direta da função perturbadora que correspondem à pertur-

bação secular são aqueles que não contém longitudes médias, uma vez que estes são de

rápida variação no tempo, isto é, argumentos do cosseno j = 0.

Inicialmente, obteve-se uma função perturbadora para dois corpos secundários

orbitando um corpo central primário. Pode-se estender esse conceito para quantos corpos

secundários se queira. É possível também estender este conceito para estudar a dinâmica

de uma partícula teste sofrendo a influência gravitacional dos corpos secundários que

compõem o sistema.

Para pequenas inclinações, pode-se empregar as relações

cos I = 1 − 2s2

e

sen I ≈ 2s,

onde s = sen(I/2). O mesmo é valido para I ′.
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A partir de relações entre ângulos presentes em [16], obtém-se a parte direta da

função perturbadora para o caso secular

R
(secular)
D = 1

8[2α12D + α2D2]b(0)
1/2(e2

1 + e2
2) − 1

2αb
(1)
3/2(s2

1 + s2
2)+

1
4[2 − 2αD − α2D2]b(1)

1/2e1e2 cos(ϖ1 −ϖ2) + αb
(1)
3/2s1s2 cos(Ω1 − Ω2). (2.28)

Para que as séries dos coeficientes de Laplace convirjam é necessário que α < 1.

Logo

α =

 aj/a se aj < a,

a/aj se aj > a
(2.29)

e

ᾱ =

 1 se aj < a,

a/aj se aj > a.
(2.30)

Empregando as propriedades das derivadas dos coeficientes de Laplace, tem-se

2α
db

(0)
1/2

dα
+ α2d

2b
(0)
1/2(α)
dα2 = αb

(1)
3/2 , 2b(1)

1/2 − 2α
db

(1)
1/2

dα
− α2d

2b
(1)
1/2

dα2 = −αb(2)
3/2(α). (2.31)

Portanto, a expressão reduz-se a

R
(secular)
D = 1

8αb
(1)
3/2(e2

1 + e2
2) − 1

2αb
(1)
3/2(s2

1 + s2
2)−

αb
(2)
3/2(α)e1e2 cos(ϖ1 −ϖ2) + αb

(1)
3/2s1s2 cos(Ω1 − Ω2). (2.32)

Entretanto, decorre de (2.11) e (2.12) que
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Rp = µ

a′R
(secular)
D = Gmj

a′ [18αb
(1)
3/2(e2

1 + e2
2) − 1

2αb
(1)
3/2(s2

1 + s2
2)−

αb
(2)
3/2(α)e1e2 cos(ϖ1 −ϖ2) + αb

(1)
3/2s1s2 cos(Ω1 − Ω2)], (2.33)

onde Gmc ≈ n2a3.

É possível obter uma função perturbadora para estudar a dinâmica tanto de

um planeta quanto de uma partícula teste. Neste estudo será desenvolvida uma fun-

ção perturbadora para estudar o movimento de partículas testes, ou seja, a massa do

corpo em comparação com as massas dos planetas que compõem o sistema é desprezível.

Multiplicando a expressão acima por mj

mc
a função perturbadora, tem-se

Rp = na2

1
2Ae

2 + 1
2BI

2 +
∑
j=1

Ajeej cos(ϖ −ϖj) +
∑
j=1

Bjssj cos(Ω − Ωj)
 , (2.34)

onde

A = n

4

2∑
j=1

mj

mc

αjᾱjb
(1)
3/2(α), (2.35)

Aj = −n

4
mj

mc

αjᾱjb
(2)
3/2(α), (2.36)

B = −n

4

2∑
j=1

mj

mc

αjᾱjb
(1)
3/2(α), (2.37)

Bj = n

4
mj

mc

αjᾱjb
(1)
3/2(α). (2.38)

É possível observar que A = −B. A expressão (2.35) depende somente das

massas do Sol, dos planetas e dos semi-eixo maior dos planetas e da partícula teste.
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2.1.1 Dinâmica de uma partícula teste em órbita com o Sol so-

frendo perturbações de Júpiter e Saturno

Considere uma partícula teste em movimento prógrado, com inclinação próxima

do plano orbital (I ≈ 0◦), órbita circular (e ≈ 0) sobre efeito gravitacional de Júpiter e

Saturno.

As equações que descrevem a evolução dos elementos orbitais com relação ao

tempo são obtidas por meio das equações planetárias de Lagrange

ė = − 1
na2e

∂Rp

∂ϖ
, ϖ̇ = + 1

na2e

∂Rp

∂e
, (2.39)

İ = − 1
4na2s

∂Rp

∂Ω , Ω̇ = + 1
4na2s

∂Rp

∂I
. (2.40)

onde s = sin(I/2).

Reescrevendo as excentricidades e as inclinações nas novas variáveis para a par-

tícula teste, tem-se

h = e senϖ, (2.41)

k = e cosϖ, (2.42)

p = s sen Ω, (2.43)

q = s cos Ω. (2.44)

Multiplica-se o terceiro e quarto termos de (2.34) por 2
2 e 4

4 , respectivamente. As

variáveis com subíndices hj, kj, pj e qj são referentes aos planetas. Reescrevendo (2.34)

nas novas variáveis, tem-se

Rp = na2

1
2A(h2 + k2)2 + 1

2
2
2B(p2 + q2)2 +

2∑
j=1

Aj(hhj + kkj) + 4
4

2∑
j=1

Bj(ppj + qqj)
 ,

(2.45)

ou ainda
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Rp = na2

1
2A(h2 + k2)2 + 1

22B(p2 + q2)2 +
2∑

j=1
Aj(hhj + kkj) + 4

2∑
j=1

Bj(ppj + qqj)
 .

(2.46)

A frequência A está relacionada como a taxa de variação temporal da longitude

do pericentro. A frequência B está relacionada com a taxa de variação temporal da

longitude do nodo ascendente. É possível notar pelas expressões acima que A = −B.

Realiza-se uma nova transformação que permite obter uma relação entre as novas

e antigas variáveis simplificando as equações diferenciais do problema, sendo possível a

obtenção de um um sistema de equações de movimento

ḣ = + 1
na2

∂R

∂k
, (2.47)

k̇ = − 1
na2

∂R

∂h
, (2.48)

ṗ = + 1
4na2s

∂R

∂q
, (2.49)

q̇ = − 1
4na2s

∂R

∂p
. (2.50)

Substituindo a expressão (2.46) nas novas equações Planetárias de Lagrange,

tem-se

ḣ = +Ak +
2∑

j=1
Ajkj, k̇ = −Ah−

2∑
j=1

Ajhj, (2.51)

ṗ = +Bq +
2∑

j=1
Bjqj, q̇ = −Bp−

2∑
j=1

Bjpj. (2.52)

onde
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hj = ej sen(ϖj) =
8∑

i,j=1
eji sen(git+ βi), (2.53)

kj = ej cos(ϖj) =
8∑

i,j=1
eji cos(git+ βi), (2.54)

pj = cj sen(Ωj) =
8∑

i,j=1
eji sen(fit+ γi), (2.55)

qj = cj cos(Ωj) =
8∑

i,j=1
eji cos(fit+ γi), (2.56)

sendo j os subíndices dos 8 planetas do Sistema Solar e i os subíndices referentes aos

auto-valores do sistema.

Derivando novamente (2.51) e substituindo os valores das primeiras derivadas,

tem-se

ḧ = +A(−Ah−
2∑

j=1
Aj

2∑
i=1

eji sen(git+ βi)) −
2∑

j=1
Aj

2∑
i=1

ejigi sen(git+ βi), (2.57)

ḧ = −A2h−
2∑

i=1
νi(A+ gi) sen(git+ βi). (2.58)

O mesmo procedimento é aplicado para a variável k

k̈ = −A(Ak +
2∑

j=1
Aj

2∑
i=1

eji cos(git+ βi)) −
2∑

j=1
Aj

2∑
i=1

ejigi cos(git+ βi), (2.59)

k̈ = −A2k −
2∑

i=1
νi(A+ gi) cos(git+ βi). (2.60)

Derivando novamente (2.52) e substituindo os valores das primeiras derivadas,

tem-se

p̈ = +B(−Bp−
2∑

j=1
Bj

2∑
i=1

sji sen(fit+ γi)) −
2∑

j=1
Bj

2∑
i=1

sjifi sen(fit+ γi), (2.61)

p̈ = −B2p−
2∑

i=1
µi(B + fi) sen(fit+ γi). (2.62)
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O mesmo vale para a variávei q

q̈ = −B(Bq +
2∑

j=1
Bj

2∑
i=1

sji cos(fit+ γi)) −
2∑

j=1
Bj

2∑
i=1

sjifi cos(fit+ γi), (2.63)

q̈ = −B2q −
2∑

i=1
µi(B + fi) cos(fit+ γi). (2.64)

As soluções das equações de movimento, presentes em [16], de um asteroide em

movimento prógrado são dadas por:

h(t) = efree sen (At+ β) −
2∑

i=1

νj

(A− gi)
sen(git+ βi), (2.65)

k(t) = efree cos (At+ β) −
2∑

i=1

νj

(A− gi)
cos(git+ βi), (2.66)

p(t) = sfree sen (Bt+ γ) −
2∑

i=1

µj

(B − fi)
sen(fit+ γi), (2.67)

q(t) = sfree cos (Bt+ γ) −
2∑

i=1

µj

(B − fi)
cos(fit+ γi). (2.68)

As frequências dadas por gi são referentes à precessão apsidal, relacionada com

a excentricidade, e as frequências fi são referentes à precessão nodal, relacionada com

a inclinação. Isto é, quando o valor da taxa de precessão apsidal do asteroide ( ou do

planeta) for igual a taxa de precessão apsidal de algum dos planetas do sistema solar

(A = gi), acontecerá um aumento da excentricidade do asteróide. Quando o valor da taxa

de precessão da longitude do nodo ascendente do asteroide ( ou do planeta) for igual a

taxa precessão da longitude do nodo ascendente de algum dos planetas do sistema solar

(B = fi), acontecerá um aumento da inclinação do asteroide.

É possível localizar as ressonâncias seculares por meio da análise das frequências

dada por (2.35). Na Figura 2.3, as retas horizontais são os valores das frequências g5

(curva azul) e g6 (curva verde). A curva em vermelho foi obtida com a contribuição das

perturbações gravitacionais de Júpiter e Saturno, isto é, j = 5 e j = 6. A intersecção do

gráfico com as retas fornece a localização no espaço das ressonâncias seculares 1.

Considerando as contribuições das interações gravitacionais dos 8 planetas do

Sistema Solar é possível obter mais localizações de ressonâncias seculares presentes no
1Gráfico produzido com o software MAPLE.
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Figura 2.3: Gráfico da frequência A(graus/ano) em função do semi-eixo maior.

espaço uma vez que as retas horizontais passam a intersectar a curva A em mais pontos,

pois a curva desta função se estende para mais localizações, como ilustrado nas figuras

2.4 e 2.5. A curvas da frequências do asteroide referente a frequência A (associada à

frequência da longitude do pericentro) difere da frequência B (associada à frequência da

longitude do nodo ascendente) por um sinal menos. As retas horizontais são obtidas a

partir dos valores das frequências g5 e g6, ver Tabela B.1. As figuras 2.4 e 2.5 considera

os 8 planetas do Sistema Solar.

Figura 2.4: Frequência A(graus/ano) em função do semi-eixo maior com a contribuição

das perturbações gravitacionais dos 8 planetas do Sistema Solar no intervalo de 0(ua) à

5.5(ua).
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Figura 2.5: Frequência A(graus/ano) em função do semi-eixo maior com a contribuição

das perturbações gravitacionais dos 8 planetas do Sistema Solar no intervalo de 9(ua) à

40(ua).

As figuras 2.3, 2.4 e 2.5 reproduz resultados já conhecidos sobre ressonâncias

seculares para o caso linear na literatura, o que valida o uso dele para estudar dinâmicas

prógradas e retrógradas.





3 Dinâmica Secular Linear para

Órbitas Retrógradas

A ressonância secular é um mecanismo que pode excitar os elementos orbitais

excentricidade e inclinação, causando instabilidade no movimento. Neste capítulo será

reproduzida a análise da dinâmica secular para o caso linear considerando uma partícula

teste em órbita retrógrada. A orientação da partícula teste em movimento retrógrado

é dada por órbitas planares cujas inclinações I estão próximas de 180◦. Para isso são

estabelecidos novos valores para os parâmetros angulares da inclinação e do argumento

do pericentro - os ângulos que definem a orientação da órbita do asteroide.

Por definição, a orientação de uma órbita prógrada dá-se no sentido anti-horário e

uma órbita retrógrada no sentido horário. Para alterar o sentido de rotação que será usado

como referência pode-se substituir s = sen
(
I

2

)
por c = cos

(
I

2

)
na expansão da função

perturbadora. O argumento do pericentro é definido como o ângulo entre o pericentro (ω),

que determina onde o plano orbital do asteroide cruza com o plano orbital de referência,

e a longitude do nodo ascendente (Ω). Para uma órbita retrógrada este ângulo assume o

valor −ω, uma vez que o sentido de rotação é oposto ao sentido de rotação do sistema de

referência. A longitude do pericentro altera-se para ϖ = −ω+Ω. Estes novos parâmetros

descreve o novo sistema e possibilitará obter a função perturbadora para órbita retrógrada.

45
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3.1 Órbita Retrógrada

Primeiramente será apresentado o estudo de ressonâncias seculares de uma par-

tícula teste em movimento retrógrado sob influencia gravitacional do Sol, de Júpiter e de

Saturno. Em seguida será discutido o estudo ressonâncias seculares de uma partícula teste

em movimento retrógrado sob influencia gravitacional de todos os 8 planetas do Sistema

Solar.

Para órbita prógrada foi definido o parâmetro inclinação do sistema como sendo

sen(I), entretanto para pequenas inclinações, isto é, I ≈ 0◦, este parâmetro se anula para

órbitas coplanares. Deste modo este parâmetro foi redefinido para sen(I/2). Para órbita

retrógrada define-se como parâmetro de inclinação cos(I/2), uma vez que para pequenas

inclinações I ≈ 180◦.

A função perturbadora Rr (retrógrada) de segunda ordem nas variáveis excen-

tricidade e inclinação descrita pela teoria linear é dada por

R
(secular)
D = 1

8
[
2αD + α2D2

]
b

(0)
1/2(e2

1 + e2
2) + 1

4
[
2 − 2αD − α2D2

]
b

(1)
1/2e1e2cos(ϖ1 −ϖ2)

+ 1
2αb

(1)
3/2(s2

1 + c2
2) − αb

(1)
3/2s1c2cos(Ω1 − Ω2). (3.1)

Usando as identidades derivadas dos Coeficientes de Laplace (2.31), têm-se

Rr = µ

a′R
(secular)
D = Gmj

a′

[1
8αb

(1)
3/2(e2

1 + e2
2) − 1

4αb
(1)
3/2(s2

1 + c2
2)−

αb
(2)
3/2(α)e1e2 cos(ϖ1 −ϖ2) − αb

(1)
3/2s1s2 cos(Ω1 − Ω2)

]
, (3.2)

onde Gmc ≈ n2a3 e µ = Gm.

Reescrevendo os parâmetros e e c em termos das novas variáveis para a partícula

teste, obtém-se
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h = e sen(ϖ), (3.3)

k = e cos(ϖ), (3.4)

p = c sen(Ω), (3.5)

q = c cos(Ω), (3.6)

onde c = cos
(

I
2

)
.

E para os planetas, as novas variáveis são

hj = ej sen(ϖj), (3.7)

kj = ej cos(ϖj), (3.8)

pj = cj sen(Ωj), (3.9)

qj = cj cos(Ωj), (3.10)

onde j representa os subíndices dos 8 planetas do Sistema Solar.

Multiplicando o terceiro e quarto termos de (3.2) por 2
2 e 4

4 , respectivamente,

obtém-se

Rr = na2

1
2A(h2 + k2) +

2∑
j=1

Aj(hh(j) + kk(j)) + 2
2

1
2B(p2 + q2) − 4

4

2∑
j=1

Bj(pp(j) + qq(j))
 ,

(3.11)

ou ainda

Rr = na2

1
2A(h2 + k2) +

2∑
j=1

Aj(hh(j) + kk(j)) + 2B(p2 + q2) − 4
2∑

j=1
Bj(pp(j) + qq(j))

 .
(3.12)

onde

A = +n1
4
mj

mc

α12ᾱ12b
(1)
3/2(α12), (3.13)
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Aj = −n1
4
mj

mc

α12ᾱ12b
(2)
3/2(α12), (3.14)

B = −n1
4
mj

mc

α12ᾱ12b
(1)
3/2(α12), (3.15)

Bj = +n1
4
mj

mc

α12ᾱ12b
(1)
3/2(α12). (3.16)

A frequência A está relacionada como a taxa de variação da longitude do peri-

centro. A frequência B está relacionada com a taxa de variação temporal da longitude

do nodo ascendente. É possível notar pelas expressões acima que A = −B.

As equações planetárias de Lagrange para o movimento retrógrado são dadas

por

ė = + 1
na2e

∂Rr

∂ϖ
, (3.17)

ϖ̇ = − 1
na2e

∂Rr

∂e
, (3.18)

ċ = + 1
4na2c

∂Rr

∂Ω , (3.19)

Ω̇ = − 1
4na2c

∂Rr

∂c
. (3.20)

Nas novas variáveis, as equações planetárias tornam-se

ḣ = − 1
na2

∂R

∂k
, (3.21)

k̇ = + 1
na2

∂R

∂h
, (3.22)
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ṗ = − 1
4na2

∂R

∂q
, (3.23)

q̇ = + 1
4na2

∂R

∂p
. (3.24)

Substituindo (3.12) nas expressões acima obtém-se

ḣ = −Ak −
2∑

j=1
Ajhj = −Ak −

2∑
j=1

Aj

2∑
i=1

eji cos(git+ βi), (3.25)

k̇ = +Ah+
2∑

j=1
Ajhj = +Ah+

2∑
j=1

Aj

2∑
i=1

eji sen(git+ βi), (3.26)

ṗ = −Bq +
2∑

j=1
Bjqj = −Bq +

2∑
j=1

Bjcji cos(fit+ γi), (3.27)

q̇ = +Bp−
2∑

j=1
Bjpj = +Bp−

2∑
j=1

Bjcji sen(fit+ γi). (3.28)

As derivadas de segunda ordem das expressões acima são dadas por

ḧ = −A(+Ah+
2∑

j=1
Aj

2∑
i=1

eji sen(git+ βi)) +
2∑

j=1
Aj

2∑
i=1

eji(gi) sen(git+ βi), (3.29)

k̈ = +A(−Ak −
2∑

j=1
Aj

2∑
i=1

eji cos(git+ βi)) +
2∑

j=1
Aj

2∑
i=1

eji(gi) cos(git+ βi), (3.30)

p̈ = −B(+Bp−
2∑

j=1
BjIji sen(fit+ γi)) −

2∑
j=1

Bjcji(fi) sen(fit+ γi), (3.31)

q̈ = +B(−Bq +
2∑

j=1
BjIji cos(fit+ γi)) −

2∑
j=1

Bjcji(fi) cos(fit+ γi). (3.32)
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Definindo νi = ∑2
j=1 Ajeji e µi = ∑2

j=1 Bjcji, tem-se

ḧ = −A2h−
2∑

i=1
νi(A− gi) sen(git+ βi), (3.33)

k̈ = −A2k −
2∑

i=1
νi(A− gi) cos(git+ βi), (3.34)

p̈ = −B2p+
2∑

i=1
µj(B − fi) sen(fit+ γi), (3.35)

q̈ = −B2q +
2∑

i=1
µj(B − fi) cos(fit+ γi). (3.36)

As expressões obtidas são equações diferenciais ordinárias de segunda ordem

cuja solução completa é a soma das soluções homogênea e particular. Para determinar a

solução geral, calcula-se a solução particular e a homogênea da expressão ḧ. Considere

como proposta de solução particular

hp(t) = a sen(git+ βi), (3.37)

onde a é uma constante arbitrária. As derivadas de primeira e segunda ordem são, res-

pectivamente,

ḣ(t) = agi cos(git+ βi), (3.38)

ḧ(t) = −ag2
i sen(git+ βi). (3.39)

Substituindo estas derivadas em (3.33), resulta

(−g2
i + A2)a sen(git+ βi) = −νi(A− gi) sen(git+ βi),

que por sua vez implica em
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(A− gi)(A+ gi)a = −νi(A− gi)

a = −νi

(A+ gi)
.

Dessa forma a solução particular é dada por

hp(t) = −
2∑

i=1

νi sen(git+ βi)
(A+ gi)

. (3.40)

A solução da equação diferencial homogênea é dada por

hh(t) = efree sen(−At+ β), (3.41)

com as constantes arbitrárias do sistema efree e β dependendo das condições iniciais.

Portanto, a solução da equação diferencial (3.33) é dada por

h(t) = efree sen(−At+ β) −
2∑

i=1

νi

(A+ gi)
sen(git+ βi). (3.42)

A solução completa para a EDO (3.34) possui a forma

k(t) = efree cos(−At+ β) + kp(t) (3.43)

onde kp(t) é a solução particular da EDO. Analogamente, para obtenção da solução par-

ticular, considere a proposta de solução

kp(t) = b cos(git+ βi), (3.44)

onde b é uma constante arbitrária. A primeira e segunda derivadas são

k̇p(t) = −bgi sen(git+ βi), (3.45)
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k̈p(t) = −bg2
i cos(git+ βi). (3.46)

Substituindo as derivadas em (3.34), tem-se

− bg2
i cos(git+ βi) + A2kp cos(git+ βi) = −νi(A− gi) cos(git+ βi),

b(−g2
i + A2) = −νi(A− gi),

ou ainda

b = − νi

(A+ gi)
.

Logo,

kp(t) = −
2∑

i=1

νi

(A+ gi)
cos(git+ βi). (3.47)

A solução da equação diferencial homogênea é obtida de forma análoga ao caso

ḧ e dada por

k(t) = efreecos(−At+ β) −
2∑

i=1

νi

(A+ gi)
cos(git+ βi). (3.48)

A solução completa para (3.35) possui a forma

p(t) = cfree sen
(−B

4 t+ γ
)

+ pp(t), (3.49)

onde pp(t) é a solução particular, com as constantes cfree e γ dependentes das condições

iniciais.

Para calcular a solução particular considere a proposta de solução
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pp(t) = m sen(fit+ γi), (3.50)

onde m é uma constante arbitrária. As derivadas de primeira e segunda ordem são

ṗp(t) = mfi cos(fit+ γi), (3.51)

p̈p(t) = −mf 2
i sen(fit+ γi). (3.52)

Substituindo-as em (3.35), tem-se

−mf 2
i sen(fit+ γ) +B2m sen(fit+ γ) = µj(B − fi) sen(fit+ γi), (3.53)

(−fi +B2)m = µj(B − fi),

(B + fi)(B − fi)pp = µj(B − fi),

m = µj

(B + fi)
.

Logo

p(t) = cfree sen (−Bt+ γ) +
2∑

i=1

µj

(B + fi)
sen(fit+ γi), (3.54)

ou ainda

p(t) = cos
(
Ifree

2

)
sen (−Bt+ γ) +

2∑
i=1

µj

(B + fi)
sen(fit+ γi) (3.55)
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A solução completa para a EDO q̈ tem a forma

q(t) = cfree cos (−Bt+ γ) + qp(t) (3.56)

onde qp(t) é a solução particular. Para obter a solução particular considere a proposta de

solução

qp(t) = d cos(fit+ γi), (3.57)

onde d é uma constante arbitrária. Derivando

q̇p(t) = −dfi sen(fit+ γi), (3.58)

q̈p(t) = −df 2
i cos(fit+ γi).

Substituindo em (3.36), obtém-se

− df 2
i cos(fit+ γ) +2 d cos(fit+ γ) = µj(B − 4fi) cos(fit+ γi),

(−fi +B2)d = µj(B − fi),

(B + fi)(B − fi)d = µj(B − fi),

d = µj

(B + fi)
. (3.59)

Assim,

q(t) = cfree cos (−Bt+ γ) +
2∑

i=1

µj

(B + fi)
cos(fit+ γi), (3.60)
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ou ainda

q(t) = cos
(
Ifree

2

)
cos (−Bt+ γ) +

2∑
i=1

µj

(B + fi)
cos(fit+ γi). (3.61)

A frequência da partícula teste em (3.13) depende da sua localização, das massas

dos planetas e da massa do Sol. As constantes de integração efree, ϖfree, cfree e Ωfree

são chamadas de excentricidade própria, longitude própria do periélio, inclinação própria

e longitude do nodo ascendente própria, respectivamente.

Para a uma partícula teste em movimento retrógrado, pode-se observar pelas

soluções encontradas em (3.42) e (3.48) ou em (3.54) e (3.60) que A+gi ≈ 0 e B+fi ≈ 0.

Isto é, as ressonâncias seculares ocorrem quando A = −gi e B = −fi a teoria linear para

ressonâncias seculares de corpos em movimento retrógrado abrange valores negativos de

autofrequências do sistema.

A Figura 3.2 apresenta o comportamento da frequência A da partícula teste

resultante das interações gravitacionais com os 8 planetas do Sistema Solar. As retas

horizontais são obtidas a partir dos valores das frequências dos planetas.

Figura 3.1: Frequência A em função do semi-eixo maior a (ua).
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Por meio das frequências fornecidas na Tabela (B.4), pode-se determinar as lo-

calizações das ressonâncias seculares. Para confirmar suas localizações no espaço obtidas

pelo modelo analítico, utiliza-se o integrador numérico de N-corpos MERCURY [2] que

fornece as librações dos ângulos seculares. Utiliza-se como condições iniciais os valores

teóricos e analisa-se a evolução dos parâmetros orbitais ao longo do tempo. A intersec-

ção da curva com as retas horizontais fornece a localização no espaço das ressonâncias

seculares.

3.1.1 Simulação Numérica

A partir das condições iniciais fornecida pelo modelo analítico foi possível iden-

tificar as localizações das ressonâncias seculares. Os resultados a seguir [10] foram obtidos

por meio de simulação numérica utilizando o software Mercury6.

A libração do ângulo secular inicia-se em 1×107 anos até aproximadamente 1, 7×

107. É possível observar que a excentricidade aumenta simultaneamente com a libração

deste ângulo. Ao final da libração, a curva em preto passa a circular. As partículas testes

em órbita retrógrada experienciam as ressonâncias seculares quando suas frequências de

precessão são próximas ou iguais às frequências de precessão dos planetas do Sistema

Solar, entretanto com sinal oposto, pois quando A+ gi ≈ 0 e B + fi ≈ 0.

Para uma partícula teste que atravessa uma ressonância secular do tipo A, ou

seja, ressonância secular relacionada à longitude do pericentro o parâmetro angular que

será excitado será a excentricidade. Para uma partícula teste que atravessa uma resso-

nância secular do tipo B, ou seja, ressonância secular relacionada à longitude do nodo

ascendente o parâmetro angular que será excitado será a inclinação. É possível obser-

var numericamente um aumento da excentricidade ou inclinação no momento em que se

observa a libração do ângulo secular.
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Figura 3.2: Curva em preto: Semi-eixo: 3, 059 UA, Inclinação: 180◦, Excentricidade:

0, 01. Curva em preto: frequência: −g6 +2s6. Curva em vermelho: frequência: −s6 +2g6.





4 Dinâmica Secular Não Linear para

Órbitas Prógradas

A modelagem do movimento dos corpos celestes cuja dinâmica é caracterizada

por longo período pode ser estudada através da função perturbadora gerada pela análise

das interações gravitacionais entre os planetas do sistema em estudo, como demonstrado

nos capítulos 2 e 3.

Os trabalhos [8] e [24] demonstraram por meio de simulações numéricas de N-

corpos a distribuição dos asteroides próximos às ressonâncias seculares ν5, ν6 no intervalo

1.5 UA a 3.5 UA, e apontaram que a distribuição dos asteroides sobreviventes nas proximi-

dades de ν16 possuem uma alta variação de inclinação, de I = 0◦ até I = 40◦. No Sistema

Solar as ressonâncias seculares são um importante mecanismo para explicar a instabili-

dade e o transporte de asteroides entre diferentes regiões, uma vez que tais ressonâncias

são responsáveis pela excitação das excentricidades e ou inclinações dos corpos.

4.1 Equações de movimento para as variáveis h e k

Para obtenção das equações de movimento de um corpo prógrado foi considerado

termos de até quarta ordem nas excentricidades e de segunda ordem nas inclinações

para a função perturbadora da partícula teste [24]. Com esta nova função perturbadora,

é possível obter as soluções das suas equações de movimento por meio das equações

planetárias de Lagrange. As variáveis a, e,I, Ω, ϖ correspondem à partícula teste e aj,

ej, Ij, Ωj, ϖj são referentes às quantidades dos corpos secundários.

59
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A expansão da função perturbadora fornecida em [24] é dada por

R =
8∑

j=1
Gmj[Aje

2 +Bje
4 + Cj sen2(I/2) +Dje

2 sen2(I/2) + Ejeej cos(ϖ −ϖj)], (4.1)

ou ainda

R =
8∑

j=1
Gmj[Aje

2 +Bje
4 + Cjs

2 +Dje
2s2 + Ejeej cos(ϖ −ϖj)], (4.2)

onde s = sen(I/2) e os coeficientes são

Aj = 1
8a′αb

(1)
3/2, (4.3)

Bj = 1
16a′

α3

2
d3b

(0)
1/2

dα3 + α4

8
d4b

(0)
1/2

dα4

 , (4.4)

Cj = − 1
8a′αb

(1)
3/2, (4.5)

Dj = 1
16a′

−αb(1)
3/2 − 2α2db

(1)
3/2

dα
− α3d

2b
(1)
3/2

dα2

 , (4.6)

Ej = − 1
4a′αb

(2)
3/2. (4.7)

onde Aj = −Cj e α pode assumir os seguintes valores

α =


a/aj e a′ = aj, se aj > a.

aj/a e a′ = a, se aj < a,

(4.8)

Os coeficientes de Laplace são calculados por meio da expressão
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b(m)
s (α) = 2

π

∫ π

0

cos(mθ)
(1 − 2α cos(θ) + α2)s

dθ, (4.9)

e são convergentes quando α < 1.

Para obtenção das soluções das equações de movimento realiza-se uma nova

transformação, que permite obter uma relação entre as novas variáveis h e k com as antigas

variáveis e e ϖ, simplificando assim as equações diferenciais do problema. Reescrevendo

(5.1) em termos de h e k e substituindo em (A.9) e (A.15), tem-se

R =
8∑

j=1
Gmj[Aj(h2+k2)+Bj(h2+k2)2+Cj sen2(I/2)+Dj(h2+k2) sen2(I/2)+Ej(hhj+kkj)],

(4.10)

onde eej cos(ϖ −ϖj) = e cos(ϖ)ej cos(ϖj) + e sen(ϖ)ej sen(ϖj) = (kkj + hhj).

dh

dt
= Gmj

na2

(
1 − (h2 + k2)

2

)
[Aj(2k) + 4Bjk(h2 + k2)+

2Djk sen2(I/2) + Ejkj + k tg(I/2)(Cj sen(I)/2 +Dj(h2 + k2) sen(I)/2)], (4.11)

Portanto,

dh

dt
= bk + ck(h2 + k2) −

∑
i

di cos(νit+ βi), (4.12)

onde

b = 1
na2

8∑
j=1

Gmj(2Aj + 2Dj sen2(I/2) + Cj sen2(I/2)), (4.13)

c = 1
na2

8∑
j=1

Gmj(4Bj − Aj), (4.14)

di = 1
na2

8∑
j=1

GmjEjiMji. (4.15)
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Os termos selecionados da equação de movimento foram propostos em [24]. Para

a variável k são feitos os mesmos passos

dk

dt
= Gmj

na2

(
1 − (h2 + k2)

2

)
[−Aj(2h) − 4Bjh(h2 + k2)−

2Djh sen2(I/2) − Ejhj) − h tg(I/2)(Cj sen(I)/2 −Dj(h2 + k2) sen(I)/2)], (4.16)

Logo,

dk

dt
= −bh− ch(h2 + k2) +

∑
i

di sen(νit+ βi), (4.17)

onde

b = 1
na2

8∑
j=1

Gmj(2Aj + 2D2
j (I) + Cjs

2), (4.18)

c = 1
na2

8∑
j=1

Gmj(4Bj − Aj), (4.19)

di = 1
na2

8∑
j=1

GmjEjiMji. (4.20)

A partir da expressão (4.13) é possível obter as localizações das ressonâncias

seculares em função da inclinação e do semi-eixo-maior, como mostradas nas figuras 4.1 e

4.2. Entretanto, este modelo analítico tem uma limitação, pois envolve pequenas excen-

tricidades.

As curvas da Figura 4.2 mostram valores para as frequências b em função do

semi-eixo maior a para valores fixos de inclinação.

As figuras 4.1 e 4.2 reproduz resultados já conhecidos sobre ressonâncias seculares

para o caso não linear na literatura, o que valida o uso dele para estudar dinâmicas

prógradas e retrógradas.
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Figura 4.1: Valores da frequência b no plano I e a para órbita prógrada. As curvas

possuem os valores b = g5 e b = g6. Os pontos pretos representam as localizações das

ressonâncias seculares identificadas através de simulações numéricas.

Figura 4.2: Valores da frequência b em função do semi-eixo-maior a para órbita prógrada.

No trabalho [19], as frequências de precessão do Sistema Solar foram obtidas

por meio da Análise de Fourier, sendo possível observar valores de frequências positivas
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e negativas. A teoria linear para órbitas prógradas indica que A ≈ +gi, isto é, utiliza-se

somente frequências positivas. Entretanto, neste trabalho obteve-se um novo resultado. A

partir da construção da superfície referente às frequências b em função de todo o intervalo

de inclinações para órbita prógrada, isto é, 0◦ < I < 90◦ obtido a partir da expressão

(4.18) têm-se frequências positivas e negativas.

Figura 4.3: Valores da frequência b no plano I e a para órbita prógrada.

O plano (em vermelho) na figura 4.3 foi inserido para auxiliar na visualização

das frequências positivas e negativas obtidas por meio da expressão b.

4.1.1 Simulação Numérica

A partir das condições iniciais fornecidas pelo modelo analítico foi possível iden-

tificar ressonâncias seculares. O resultado a seguir foi obtido por meio de uma simulação

numérica utilizando o software Mercury6.

A ressonância secular linear é um importante mecanismo de transporte e ejeção

de pequenos objetos como asteroides, cometas e luas. Estes pequenos corpos em órbita

prógrada experienciam as ressonâncias seculares quando suas frequências de precessão

são próximas ou iguais às frequências de precessão dos planetas do Sistema Solar, isto é,

quando A − gi ≈ 0 e B − fi ≈ 0. A teoria linear limita o estudo da dinâmica de corpos
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celestes a pequenas excentricidades e inclinações.

Para uma partícula teste que atravessa uma ressonância secular do tipo A, ou

seja, ressonância secular relacionada à longitude do pericentro, o parâmetro angular que

será excitado será a excentricidade.

Verifica-se na maioria dos resultados das simulações presentes nas figuras a seguir

que a excentricidade está em fase com o ângulo secular, isto é, quando o ângulo está

librando a taxa de variação da excentricidade aumenta, e quando o ângulo secular está

circulando a taxa de variação da excentricidade diminui.

Na Figura 4.4 é possível observar a libração do ângulo secular acompanhada do

aumento expressivo da excentricidade. A libração deste ângulo está presente nos inter-

valos de 0 ano a 1, 7 × 106 ano, 3 × 106 anos a 4 × 106 anos e 4, 4 × 106 anos a 5 × 106

anos. Nestes intervalos onde foi possível observar a libração do ângulo secular houve

aumento da excentricidade de 0, 075 chegando a 0, 3. Entre os intervalos de libração ocor-

reu circulação do ângulo acompanhada com duiminuição da excentricidade. O semi-eixo

maior não variou ao longo da simulação o que confirma a natureza do comportamento

secular. A inclinação varia ao longo do movimento em torno de 29, 1◦. Na Figura 4.5 é

possível observar a libração do ângulo secular acompanhada do aumento expressivo da

excentricidade nos intervalos 1 × 106 ano a 2 × 106 anos e 4, 2 × 106 anos a 5, 5 × 106 anos.

Nestes intervalos onde foi possível observar a libração do ângulo secular houve aumento

da excentricidade de 0 chegando a 0, 4. Entre os intervalos de libração ocorreu circulação

do ângulo acompanhada com duiminuição da variação excentricidade. O semi-eixo maior

não variou ao longo da simulação. A inclinação varia ao longo do movimento em torno de

29, 1◦. Já na Figura 4.6 é possível observar a libração do ângulo secular acompanhada do

aumento da excentricidade desde o começo da simulação até aproximadamente 4, 2 × 106

anos. Nestes intervalos onde foi possível observar a libração do ângulo secular houve au-

mento grau de variação da excentricidade de 0, 012 chegando a 0, 3. A partir de 4, 2 × 106

anos o ângulo passa a circular e a taxa de variação da excentricidade diminui. O semi-eixo

maior se manteve constante ao longo da simulação. É possível observar a diminuição da

inclinação no momento que que o ângulo secular passa a circular e isso pode acontecer

nas próximas simulações. Não está claro o motivo deste fenômeno ocorrer. Estes resul-

tados só avaliam a libração do ângulo secular e não outros fenômenos que podem ocorrer
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simultaneamente.

A libração do ângulo secular visto na Figura 4.7 está presente nos intervalos

1, 2×106 ano a 1, 8×106 ano, 2, 5×106 anos a 3, 2×106 anos e 3, 5×106 anos a 4, 8×106

anos. O aumento da excentricidade ocorreu em fase com o ângulo secular, variando de

0, 048 até aproximadamente 0, 5. Entre as librações há circulação do ângulo acompanhada

de diminuição do grau de variação da excentricidade. A inclinação varia em torno do valor

29, 1◦ que foi utilizado como parâmetro inicial nas integrações. Na Figura 4.8 observa-se o

efeito da ressonância secular a partir de 1, 4×106 anos seguidas de circulações em 2, 6×106

anos, 3, 5 × 106 anos e 4 × 106 anos seguida de um decréscimo da taxa de variação da

excentricidade ao longo do tempo. O aumento da excentricidade ocorreu em fase com

o ângulo secular. O semi-eixo maior se manteve constante ao longo da simulação o que

confirma a natureza do comportamento secular. A inclinação pouco varia, o que confere

com a teoria secular uma vez que a frequência em análise é a g5 (relacionada a longitude

do pericentro) de Júpiter.

Na Figura 4.9 o aumento da excentricidade ocorreu em fase com o ângulo secular,

isto é, quando o ângulo secular librava a excentricidade aumentava simultaneamente. O

semi-eixo maior permanece invariante ao longo da integração e a inclinação aumentou

sutilmente e em fase com o ângulo secular estava a librar. A libração ocorre nos intervalos

aproximados 1, 6 × 106 ano a 1, 7 × 106 ano, 2, 2 × 106 anos a 2, 5 × 106 anos, 2, 9 × 106

anos a 3, 3 × 106 anos, 3, 7 × 106 anos a 2, 6 × 106 anos a 4, 3 × 106 anos, 4, 5 × 106 anos

a 5 × 106 anos e 5 × 106 anos a 5, 5 × 106 anos. A inclinação varia muito pouco, o que

confere com a teoria secular uma vez que a frequência em análise é a g5 (relacionada a

longitude do pericentro) de Júpiter.

A Figura 4.10 também exibe libração nos intervalos aproximados de 1, 2 × 106

ano a 1, 6×106 ano, 2×106 anos a 2, 5×106 anos, 2, 6×106 anos a 4, 2×106 anos e 5×106

anos a 5, 5 × 106 anos acompanhada de aumento na taxa de variação da excentricidades.

Entre estes intervalos há circulação do ângulo junto com decréscimo da variação da excen-

tricidade. A inclinação oscila próximo ao valor de 29, 1◦ e o semi-eixo maior permanece

constante em toda a integração.
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Figura 4.4: Semi-eixo: 2, 1932 ua, Inclinação: 29, 1◦, Excentricidade: 0, 07491 e Frequên-

cia: g6.
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Figura 4.5: Semi-eixo: 2, 1421 ua, Inclinação: 29, 1◦, Excentricidade: 0, 005044 e Frequên-

cia: g6.
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Figura 4.6: Semi-eixo: 2, 19035 ua, Inclinação: 29, 1◦, Excentricidade: 0, 012406 e

Frequência: g6.
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Figura 4.7: Semi-eixo: 2, 303457 ua, Inclinação: 29, 1◦, Excentricidade: 0, 04843 e

Frequência: g5.
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Figura 4.8: Semi-eixo: 2, 26489 ua, Inclinação: 29, 1◦, Excentricidade: 0, 02027 e Frequên-

cia: g5.
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Figura 4.9: Semi-eixo: 2, 26461 ua, Inclinação: 29, 1◦, Excentricidade: 0, 02718 e Frequên-

cia: g5.
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Figura 4.10: Semi-eixo: 2, 2705 ua, Inclinação: 29, 1◦, Excentricidade: 0, 01806 e Frequên-

cia: g5.

4.2 Equações de movimento para as variáveis p e q

Considere a função perturbadora [6]

R =
8∑

j=1
Gmj[Aje

2+Cj sen2(I/2)+Dje
2 sen2(I/2)+Fj sen4(I)+Gj sen(I) sen(Ij) cos(Ω−Ωj)].

(4.21)

Redefinindo as novas variáveis na forma

p = s sen Ω,
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q = s cos Ω.

Reescrevendo a função perturbadora nas variáveis p e q, tem-se

R =
8∑

j=1
Gmj[Aj(h2 +k2)+Cj(p2 +q2)+Fj(p2 +q2)2 +Dj(h2 +k2)(p2 +q2)+Gj(ppj +qqj)],

(4.22)

onde

sen(I) sen(Ij) cos(Ω − Ωj) = sen(I) cos(Ω) sen(Ij) cos(Ωj)+

sen(I) sen(Ω) sen(Ij) sen(Ωj) = (ppj + qqj).

Expandindo em série de Taylor obtém-se

1√
1 − e2

≈ 1 − e2

2 , cos(I) ≈ 1. (4.23)

Substituindo (4.22) em (A.66), resulta

dp

dt
=

8∑
j=1

Gmj

na2

(
1 − e2

2

)
[2qCj + 4q(p2 + q2)Fj + qjGj + 2qe2Dj], (4.24)

ou ainda
dp

dt
= bq + cq(p2 + q2) − di cos(fit+ γi), (4.25)

onde

b = 1
na2

8∑
j=1

Gmj(2Cj + 2Dje
2), (4.26)

c = 1
na2

8∑
j=1

Gmj(4Fj − 2Fje
2), (4.27)

di = − 1
na2

8∑
j=1

Gmj(GjNji). (4.28)
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Analogamente, substituindo (4.22) em (A.68) obtém-se

dq

dt
=

8∑
j=1

Gmj

na2

(
1 − e2

2

)
[2pCj + 4p(p2 + q2)Fj + pjGj + 2pe2Dj], (4.29)

ou ainda
dq

dt
= −bp− cp(p2 + p2) + di sen(fit+ γi), (4.30)

onde

b = 1
na2

8∑
j=1

Gmj(2Cj + 2Dje
2), (4.31)

c = 1
na2

8∑
j=1

Gmj(4Fj − 2Fje
2), (4.32)

di = − 1
na2

8∑
j=1

Gmj(GjNji). (4.33)

É possível obter uma relação entre a presença de asteroides nos cinturões com as

ressonâncias seculares tanto em função da excentricidade quanto em função da inclinação.

O gráfico da Figura 4.11 mostra as curvas das frequências b no plano e − a. Os valores

das frequências plotados estão na Tabela B.4.

No trabalho [19], as frequências de precessão do Sistema Solar foram obtidas

por meio da Análise de Fourier, sendo possível observar valores de frequências positivas e

negativas para as variáveis p e q. A teoria linear para órbitas prógradas indica que A ≈

+gi ≈ −fi, isto é, utiliza-se somente frequências negativas para as taxas das frequências

de precesão.

A Figura 4.12 exibe as frequências b no plano e−a. Note que este resultado está

de acordo com a teoria linear, exibindo somente frequências negativas.

4.2.1 Simulação Numérica

A partir das condições iniciais fornecidas pelo modelo analítico foi possível iden-

tificar ressonâncias seculares. Os resultados a seguir foram obtidos por meio de uma
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Figura 4.11: Valores dos coeficientes b para movimento prógrado no plano e - a.

Figura 4.12: Valores dos coeficientes b para movimento prógrado no plano e - a.

simulação numérica utilizando o software Mercury6.

Para uma partícula teste que atravessa uma ressonância secular do tipo B, ou

seja, ressonância secular relacionada à longitude do nodo ascendente, o parâmetro angular

que será excitado será a inclinação. É possível observar numericamente um aumento da
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excentricidade ou inclinação no momento em que se observa a libração do ângulo secular.

Os pontos presentes na Figura 4.11 são as localizações de onde foram identificadas as

librações dos ângulos seculares nas simulações numéricas. As curvas em azul e em preto

são as localizações das ressonâncias seculares geradas por meio do modelo analítico.

Nas simulações presentes nas figuras 4.13, 4.14 e 4.15 é possível observar o cres-

cimento abrupto da excentricidade concomitante à libração do ângulo secular, o que não

era esperado uma vez que a frequência secular analisada é a s6, que por sua vez está

associada a taxa de variação da longitude no nodo ascendente de Saturno. A simulação

numérica considerou a perturbação gravitacional de todos os 8 planetas do Sistema Solar

e fenômenos ressonantes podem estar ocorrendo em conjunto com a ressonância secu-

lar. Neste trabalho contemplamos somente a descrição matemática e física da dinâmica

secular o que não prejudica o estudo aqui realizado, uma vez que a libração do ângulo

secular ocorre de forma clara com semi-eixo maior constante acompanhada da excitação

da inclinação.

Na Figura 4.13 a libração do ângulo secular inicia-se em 1, 3×106 ano aproxima-

damente até o final da simulação. O semi-eixo maior permanece constante e a inclinação

aumenta significativamente com o início da libração variando de 4, 5◦ atingindo o valor de

25◦. O comportamento presente na Figura 4.14 é semelhante ao apresentado na simulação

anterior. No início da simulação observa-se a circulação do ângulo que passa a librar em

aproximadamente 1×106 ano acompanhada do aumento da inclinação de 4, 17◦ chegando

a 15◦. O semi-eixo maior permanece constante durante a integração, o que confere com

a teoria secular. Já na Figura 4.15 a integração inicia-se com a circulação do ângulo com

pouco aumento da inclinação. A libração do ângulo secular inicia-se próximo a 1, 6 × 106

ano junto com aumento expressivo da inclinação que varia ao longo da integração de 2, 96◦

chegando a 25◦. Semi-eixo maior permanece inalterado.
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Figura 4.13: Semi-eixo: 1, 65135 ua, Excentricidade: 0, 0625, Inclinação: 4.5633◦ e

Frequência: s6.
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Figura 4.14: Semi-eixo: 1, 63277 ua, Excentricidade: 0, 0625, Inclinação: 4, 1749◦ e

Frequência: s6.
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Figura 4.15: Semi-eixo: 1, 591263 ua, Excentricidade: 0, 0625, Inclinação: 2, 9579◦ e

Frequência: s6.



5 Dinâmica Secular Não Linear para

Órbitas Retrógradas

Na literatura, os estudos sobre ressonâncias seculares estavam restritos em sua

maioria para orbitas prógradas. Neste capítulo serão mostradas evidências sobre resso-

nâncias seculares para órbitas retrógradas. Convencionou-se que para órbitas prógradas

a inclinação do corpo astronômico esteja restrita ao intervalo de 0◦ < I < 90◦, e para

órbitas em movimento retrógrado no intervalo 90◦ < I < 180◦.

Mediante o uso de termos de ordem superior, tanto das equações planetárias

de Lagrange quanto da função secular, é possível estudar a dinâmica dos corpos celestes

cujas órbitas não sejam coplanares e ou circulares.

Por exemplo, asteroides que atravessam a ressonância secular ν6 podem se tornar

NEOs devido ao aumento da sua excentricidade [8]. Já os asteroides localizados próximos

a 2 ua, denominados Hungarias, possuem elevada inclinação (I ≈ 20◦), como exibido na

Figura 5.1. Estes e outros exemplos citados neste trabalho são algumas das situações que

evidenciam a importância de se aprofundar no estudo de órbitas não coplanares.

A teoria de perturbação linear possibilita descrever a dinâmica de corpos celestes

para pequenas excentricidades e inclinações. Para objetos cujo movimento não está mais

contido no plano é necessário obter uma função perturbadora que contenha termos de

ordem superior a dois nas excentricidades e inclinações. É possível desenvolver diferentes

funções perturbadoras para descrever um sistema de corpos celestes. A depender da

abordagem adotada é possível estudar a dinâmica de um satélite, como por exemplo em

81
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Figura 5.1: Distribuição de asteroides em função da inclinação [1].

[5]. Neste trabalho desenvolveu-se uma função perturbadora para descrever a dinâmica de

um satélite perturbado gravitacionalmente por Netuno e seu maior satélite, Tritão. Esta

configuração é única no Sistema Solar, uma vez que Tritão tem movimento retrógrado,

elevada inclinação e sua presença interfere nas órbitas dos satélites vizinhos. Outros

trabalhos que desenvolveram funções perturbadoras para inclinações arbitrárias foram

objeto de estudo em [13] e [14].

Órbitas retrógradas no Sistema Solar estão restritas a pequenos corpos como

satélites, asteroides e cometas. Tanto os Centauros como os objetos provenientes da nuvem

de Oort podem ter órbitas retrógradas com elevadas inclinações. A abordagem analítica

explorada em [24] aplicada ao caso da órbita retrógrada permite obter as localizações das

ressonâncias seculares.

5.1 Equações de movimento para as variáveis h e k

A expansão da função perturbadora para o movimento retrógrado que permita

obter as equações de movimento para as variáveis h e k serão apresentadas no trabalho

[4] como como resultado parcial desta dissertação.
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A expansão da função perturbadora fornecida em [24] é dada por

R =
8∑

j=1
Gmj[Aje

2 +Bje
4 + Cj sen2(I/2) +Dje

2 sen2(I/2) + Ejeej cos(ϖ −ϖj)], (5.1)

onde s = sen(I/2) e os coeficientes são

Aj = 1
8a′αb

(1)
3/2, (5.2)

Bj = 1
16a′

α3

2
d3b

(0)
1/2

dα3 + α4

8
d4b

(0)
1/2

dα4

 , (5.3)

Cj = − 1
8a′αb

(1)
3/2, (5.4)

Dj = 1
16a′

−αb(1)
3/2 − 2α2db

(1)
3/2

dα
− α3d

2b
(1)
3/2

dα2

 , (5.5)

Ej = − 1
4a′αb

(2)
3/2., (5.6)

com os valores de α definidos por

α =


a/aj e a′ = aj se aj > a,

aj/a e a′ = a se aj < a.

(5.7)

O coeficiente de Laplace é dado pela expressão

b(m)
s (α) = 2

π

∫ π

0

cos(mθ)
(1 − 2α cos(θ) + α2)s

dθ. (5.8)

Reescrevendo a função perturbadora em termos das novas variáveis, tem-se
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R =
8∑

j=1
Gmj[Aj(h2+k2)+Bj(h2+k2)2+Cjc

2(I/2)+Djc
2(h2+k2)+Ej(hhj +kkj)], (5.9)

onde c = cos (I/2).

Substituindo (5.9) em (A.9) e (A.15), onde

eej cos(ϖ −ϖj) = e cos(ϖ)ej cos(ϖj) + e sen(ϖ)ej sen(ϖj) = (kkj + hhj),

resulta

dh

dt
= Gmj

na2

(
1 − (h2 + k2)

2

)
[−Aj(2k) − 4Bjk(h2 + k2)−

2Djk cos2(I/2)−Ejkj+k cotg(I/2)(Cj(− sen(I) cos(I))/2+Dj(h2+k2)(− sen(I) cos(I))/2)],

(5.10)

Logo,

dh

dt
= −bk − ck(h2 + k2) +

8∑
i=1

di cos(νit+ βi), (5.11)

onde

b =
8∑

j=1

Gmj

na2 [2Aj + 2Djc
2 + Cjc

2], (5.12)

c =
8∑

j=1

Gmj

na2 (4Bj − Aj), (5.13)

d = −
8∑

j=1

Gmj

na2 EjMji. (5.14)

Para a variável k os mesmos passos fornecem

dk

dt
= Gmj

na2

(
1 − (h2 + k2)

2

)
[+Aj(2h) + 4Bjh(h2 + k2)+
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2Djh cos2(I/2)+Ejhj−h cotg(I/2)(Cj(− sen(I) cos(I))/2+Dj(h2+k2)(− sen(I) cos(I))/2)],

(5.15)

que pode ser reescrita como

dk

dt
= +bh+ ch(h2 + k2) −

∑
i

di sen(νit+ βi). (5.16)

Entretanto, a parte homogênea da solução geral das equações de movimento

indica que a taxa de precessão da partícula teste em órbita retrógrada é dada por −A.

Logo, a taxa de precessão dada em (5.12) deverá assumir o valor −b. Vale ressaltar que

a mudança do sinal está relacionada ao sentido de rotação da partícula em estudo. Isto

é, a frequência positiva representa a órbita prógrada e frequência negativa representa a

órbita retrógrada. Portanto, os resultados a seguir foram obtidos por meio da expressão

b = − 1
na2

8∑
j=1

Gmj(2Aj + 2Djc
2 − Cjc

2). (5.17)

Para a uma partícula teste em movimento retrógrado, pode-se observar pelas

soluções encontradas em (3.42) e (3.48) ou em (3.54) e (3.60) que A+gi ≈ 0 e B+fi ≈ 0.

Como foi visto anteriormente, A = −B. Deste modo, A ≈ −gi ≈ +fi.

Ao considerar o semi-eixo maior assumindo valores em um intervalo de maior

amplitude, observa-se que as curvas convergem para uma região próxima de 180◦. Estas

regiões de convergência coincidem com as localizações dos planetas Terra e Marte.

Entretanto, a Figura 5.3 exibe valores positivos e negativos. Nota-se a depen-

dência dos sinais das frequências com a inclinação da órbita da partícula teste. Neste caso,

não há uma relação direta com a excentricidade, o que dificulta a obtenção da localização

das librações dos ângulos seculares. Contudo, a análise desenvolvida na próxima subseção

mostra o comportamento da frequência com relação à excentricidade e semi-eixo maior.

Por meio do resultado anterior é possível estudar uma das ressonâncias secula-

res positivas mais importantes do Sistema Solar, g5 e g6. Uma vez que a teoria linear

para ressonâncias seculares para órbitas retrógradas não contemplava valores positivos de

frequências.
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Figura 5.2: Valores da frequência b no plano I e a para órbita retrógrada para diversas

frequências. Semi-eixo varia de 1 ua à 3, 5 ua.

Figura 5.3: Valores da frequência b no plano I e a para órbita retrógrada. Semi-eixo varia

de 1.8 ua à 3 ua.

5.2 Equações de movimento para as variáveis p e q

Para obter as equações de movimento para um corpo retrógrado foi considerado

termos de até quarta ordem nas excentricidades e de segunda ordem nas inclinações [4].
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Figura 5.4: Valores da frequência b no plano I e a para órbita retrógrada para diversas

frequências. Semi-eixo varia de 1 ua à 3, 5 ua.

Figura 5.5: Valores da frequência b no plano I e a para órbita retrógrada para diversas

frequências. Semi-eixo varia de 1 ua à 3, 5 ua.

É possível escrever expressões p e q para os planetas que fazem parte do sistema na forma
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pj = Ij sen(Ωj) =
∑

i

Nji sen(fit+ γi), (5.18)

qj = Ij cos(Ωj) =
∑

i

Nji cos(fit+ γi), (5.19)

onde Nji, fi e γi são constantes conhecidas. Considere a função perturbadora

R =
8∑

j=1
Gmj[Aje

2+Cj cos2(I/2)+Dje
2 cos(I/2)(I)+Fj cos4(I/2)+Gj cos(I/2) sen(Ij) cos(Ω−Ωj)].

(5.20)

A função perturbadora nas variáveis p e q é dada por

R =
8∑

j=1
Gmj[Aje

2 + Cj(p2 + q2) + Fj(p2 + q2)2 +Dje
2(p2 + q2) +Gj(ppj + qqj)], (5.21)

onde

cos(I/2) sen(Ij) cos(Ω − Ωj) = cos(I/2) cos(Ω) sen(Ij) cos(Ωj)+

cos(I/2) sen(Ω) sen(Ij) sen(Ωj) = (ppj + qqj).

Substituindo (5.21) em (A.52), obtém-se

dp

dt
= −Gmj

4na2

(
1 − e2

2

)
(2qCj + 4q(p2 + q2)Fj + 2qe2Dj +Gjqj), (5.22)

ou ainda

dp

dt
= −bq − cq(p2 + q2) + di cos(fit+ γi), (5.23)

onde

b = − 1
4na2

8∑
j=1

Gmj(2Cj + 2Dje
2), (5.24)
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c = 1
4na2

8∑
j=1

Gmj(4Fj − 2Fje
2), (5.25)

di = − 1
4na2

8∑
j=1

Gmj(GjNji). (5.26)

Substituindo (5.21) em (A.56), tem-se

dq

dt
= +Gmj

4na2

(
1 − e2

2

)
(2pCj + 4p(p2 + q2)Fj + 2pe2Dj +Gjpj), (5.27)

dq

dt
= +bp+ cp(p2 + q2) − di sen(fit+ γi), (5.28)

É possível analisar a relação entre excentricidade e frequências ressonantes dos

planetas por meio da expressão (5.24).

Figura 5.6: Coeficiente b para movimento retrógrado no plano e - a.
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A Figura 5.6 exibe o comportamento das frequências de precessão. As curvas

convergem nas localizações dos planetas Terra e Marte devido aos coeficientes de Laplace

divergirem para razões a/aj → 1.

Um resultado importante da teoria linear é de que a taxa da frequência do objeto

sob influência gravitacional dos oito planetas do Sistema Solar é −A = +B. No trabalho

[19], as frequências para as variáveis p e q do Sistema Solar foram obtidas por meio da

Análise de Fourier. A teoria linear para órbitas prógradas sugere que A ≈ −gi ≈ +fi,

isto é, utiliza-se somente frequências positivas.

Figura 5.7: Valores dos coeficientes b para movimento prógrado no plano e - a.

A Figura 5.7 exibe as frequências b no plano a− e. Note que este resultado está

de acordo com a teoria linear, exibindo somente frequências positivas.

A figura 5.8 exibe as frequências b das taxas de precessão do nodo ascendente B

para órbitas prógrada e retrógrada. O plano (na cor vermelha), como mencionado ante-

riormente auxilia na visualização dos planos positivo e negativo. O plano correspondente

aos valores positivos são referentes ao movimento retrógrado e o plano correspondente aos

valores negativos são referentes ao movimento prógrado da partícula teste. Vale ressaltar

que a diferença das equações que descrevem este plano para ambos os movimentos é de
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Figura 5.8: Valores dos coeficientes b para movimento prógrado no plano e-a.

um sinal, gerando uma imagem simétrica.

5.2.1 Ângulo secular

A identificação da passagem de uma partícula teste por uma ressonância secular

pode ser definida pela libração do ângulo secular ao longo de um período. Este ângulo

secular pode variar de acordo com a direção da órbita do corpo analisado (geralmente

asteroide, lua ou planeta), isto é, se a órbita é prógrada ou retrógrada.

O comportamento qualitativo do ângulo secular que permite a identificação

da passagem do asteroide por uma ressonância secular ocorre quando há uma libração

em torno de 0◦ ou 360◦. Esta libração ocorre quando o ângulo secular assume o valor

∆ϖsecular = ∆Ωsecular = 0.

• Órbita prógrada

De acordo com (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68), a ressonância secular deve satisfazer

a relação

A = ϖpróprio = gi e B = Ωpróprio = fi.
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onde ϖpróprio e Ωpróprio são quantidades ditas fundamentais da partícula teste.

Como ∆ϖsecular = 0, o ângulo secular para dinâmica prógrada é dado por

∆ϖsecular = ϖ − git. (5.29)

De maneira semelhante para as variáveis p e q, têm-se

∆Ωsecular = Ω − fit. (5.30)

• Órbita retrógrada

De acordo com (3.42), (3.48), (3.54) e (3.60), ressonância secular ocorre quando

−A = ϖpróprio = gi e −B = Ωpróprio = fi.

onde ϖpróprio e Ωpróprio são quantidades ditas fundamentais da partícula teste.

Logo,

∆ϖsecular = ϖ − git. (5.31)

De maneira semelhante para as variáveis p e q, têm-se

∆Ωsecular = Ω − fit, (5.32)

onde ϖ = Ω − ω.

Para obter o ângulo secular a quantidade ∆ϖsecular = 0 deve ser satisfeita. Tal

condição permitiu construir os ângulos seculares tanto para órbitas prógradas quanto para

órbitas retrógradas.
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5.3 Simulações numéricas

Por meio das condições iniciais obtidas a partir do modelo analítico foram re-

alizadas simulações com o software Mercury6 para estudar a evolução dos parâmetros

orbitais ao longo do tempo, utilizando o integrador numérico Hybrid. As órbitas são inte-

gradas utilizando-se as condições iniciais obtidas em (5.3). A partir dos resultados destes

experimentos é possível identificar se houve libração dos ângulos seculares da partícula

simulada.

Analisando a variação temporal dos ângulos seculares próximos as curvas referen-

tes às frequências, é possível observar uma dependência da excentricidade com a libração

do ângulo secular apsidal e a dependência da inclinação com a libração do ângulo secular

relacionado a precessão nodal, expressos, respectivamente, por ∆ϖsecular ou ∆Ωsecular.

5.3.1 Gráfico 1

Os pontos presentes na Figura 5.9 são as localizações das librações dos ângulos

seculares nas simulações numéricas. As curvas de libração em azul e em preto são as

localizações das ressonâncias seculares geradas por meio do modelo analítico.

Figura 5.9: Comparação das ressonâncias seculares do modelo analítico e dos resultados

numéricos.
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As figuras 5.10, 5.11 e 5.13 exibem o comportamento de libração do ângulo

secular que predomina durante toda a integração numérica acompanhada de aumento

gradativo da excentricidade. O semi-eixo maior permanece constante. Na Figura 5.12

é possível verificar a libração do ângulo secular principalmente próximos do início da

integração até 8 × 106 anos. Neste momento há uma queda do valor da excentricidade e

o ângulo secular passa a circular a medida que a excentricidade cresce, enquanto que a

taxa de variação permace pequena. Na Figura 5.14 a libração está localizada no intervalo

de 7, 5 × 106 anos a 2, 5 × 107 anos aproximadamente acompanhada do crescimento da

excentricidade que está em fase com o ângulo secular. Neste exemplo a inclinação pouco

varia e o semi-eixo maior permanece constante.

Figura 5.10: Semi-eixo: 1, 83 ua, Inclinação: 170◦, Excentricidade: 0, 001 e Frequência:

g5 − g6 + g7.
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Figura 5.11: Semi-eixo: 1, 74 ua, Inclinação: 180◦, Excentricidade: 0, 001 e Frequência:

g5 − g6 + g7.
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Figura 5.12: Semi-eixo: 1, 70 ua, Inclinação: 180◦, Excentricidade: 0, 001 e Frequência:

g5 − g6 + g7.
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Figura 5.13: Semi-eixo: 1, 7 ua, Inclinação: 174, 8◦, Excentricidade: 0, 015 e Frequência:

g9.
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Figura 5.14: Semi-eixo: 1, 71 ua, Inclinação: 173, 6◦, Excentricidade: 0, 0416 e Frequên-

cia: g9.
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5.3.2 Gráfico 2

Os pontos presentes na Figura 5.15 são as localizações das librações dos ângulos

seculares nas simulações numéricas. As curvas em azul e em preto são as localizações das

ressonâncias seculares geradas por meio do modelo analítico.

Figura 5.15: Comparação das ressonâncias seculares do modelo analítico e dos resultados

numéricos.

As integrações para as frequências g5 e g6 presentes nesta seção foram realizadas

considerando a perturbação gravitacional dos 8 planetas do Sistema Solar. A evolução dos

parâmetros orbitais obtidos foram avaliados em 750 mil anos, isto é, foi necessário reduzir

o intervalo de tempo para observar com mais nitidez o comportamento dos elementos

orbitais.

A libração presente na Figura 5.16 é observada no início da integração, fina-

lizando aproximadamente em 200 mil anos seguida da circulação do ângulo secular. É

possível verificar que a excentricidade está em fase com o ângulo secular, isto é, quando

o ângulo está librando a taxa de variação da excentricidade aumenta, e quando o ângulo

secular está circulando a taxa de variação da excentricidade diminui. O ângulo libra

novamente em 350 mil anos até aproximadamente 450 mil anos acompanhada de um cres-

cimento abrupto da excentricidade. A libração na integração na Figura 5.17 também está

presente desde o começo da integração e finaliza próximo a 100 mil anos. Neste intervalo
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a excentricidade varia de 0, 065 até aproximadamente 0, 6. Quando o ângulo passa a cir-

cular a taxa de variação da excentricidade diminui. O ângulo volta a librar próximo de

360 mil anos acompanhado do aumento abrupto da excentricidade.

A libração presentes nas figuras 5.18, 5.19 e 5.24 ocorre logo no início da simula-

ção e em ambos os casos são intercaladas com a circulação do ângulo secular acompanhado

de uma diminuição expressiva da excentricidade. Em todos os casos citados nesta seção

o ângulo secular está em fase com a excentricidade, uma vez que o crescimento da ex-

centricidade acompanha o ângulo secular. O semi-eixo maior permanece constante e a

inclinação varia próximo da condição inicial utilizada na simulação.

Nas figuras 5.20, 5.21 e 5.23 o ângulo secular circula antes do início da libração.

Nestes exemplos é possível observar claramente o ângulo secular em fase com a excen-

tricidade. Em nenhum dos casos acima houve variação significativa do semi-eixo maior

e da inclinação. Já nas figuras 5.18, 5.22 e 5.25 o ângulo secular libra desde o início da

integração com o crescimento simultâneo da excentricidade . Logo após a libração ocorre

a circulação do ângulo acompanhada da diminuição do valor da excentricidade.
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Figura 5.16: Semi-eixo: 3, 219 ua, Inclinação: 135, 6◦, Excentricidade: 0, 043 e Frequência:

g6.
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Figura 5.17: Semi-eixo: 3, 07 ua, Inclinação: 135, 6◦, Excentricidade: 0, 065 e Frequência:

g6.
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Figura 5.18: Semi-eixo: 3, 214 ua, Inclinação: 135, 6◦, Excentricidade: 0, 058 e Frequência:

g5.
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Figura 5.19: Semi-eixo: 3, 2626 ua, Inclinação: 132, 36◦, Excentricidade: 0, 02252 e

Frequência: g6.
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Figura 5.20: Semi-eixo: 3, 0281 ua, Inclinação: 137, 3◦, Excentricidade: 0, 02068 e

Frequência: g5.
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Figura 5.21: Semi-eixo: 3, 2 ua, Inclinação: 137, 3◦, Excentricidade: 0, 076531 e Frequên-

cia: g5.



Simulações numéricas 107

Figura 5.22: Semi-eixo: 2, 7671 ua, Inclinação: 130, 36◦, Excentricidade: 0, 042768 e

Frequência: g5.
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Figura 5.23: Semi-eixo: 2, 8869 ua, Inclinação: 130, 36◦, Excentricidade: 0, 07389 e

Frequência: g5.
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Figura 5.24: Semi-eixo: 2, 8970 ua, Inclinação: 130, 36◦, Excentricidade: 0, 06296 e

Frequência: g6.
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Figura 5.25: Semi-eixo: 2, 8589 ua, Inclinação: 123, 2◦, Excentricidade: 0, 006846 e

Frequência: g5.



6 Discussão e Conclusão

Este trabalho teve como foco principal o estudo de órbitas retrógradas. Foram

realizadas modelagens das órbitas construindo primeiramente duas expansões para a fun-

ção de perturbação: uma de segunda ordem nas excentricidades e inclinações; e outra de

quarta ordem nas excentricidades e de segunda ordem nas inclinações.

A função perturbadora e as equações planetárias de Lagrange para o movimento

retrógrado foram calculadas a partir de resultados já conhecidos na literatura sobre res-

sonâncias seculares para órbitas prógradas (caso linear e não linear). Para isso foi re-

definido os parâmetros responsáveis por descrever a orientação da órbita. Por meio da

primeira expansão, desenvolveu-se uma teoria linear para ressonância secular, ou seja, vá-

lida para pequenas excentricidades e inclinações próximas a 180◦. Na segunda expansão,

desenvolveu-se a teoria não-linear para ressonância secular, isto é, para altas excentrici-

dades e inclinações.

A abordagem analítica para a expansão da função perturbadora para o caso

retrógrado permitiu-nos obter as localizações das ressonâncias seculares. As simulações

numéricas empregando as condições iniciais dos valores calculados do semi-eixo maior

confirmaram a libração dos ângulos seculares que são previstos pelos resultados teóricos.

Neste trabalho obteve-se novos resultados ao estudar a superfície das frequên-

cias responsáveis por descrever o comportamento da taxa de precessão da longitude do

pericentro. Tanto no caso prógrado quanto no caso retrógrado foi verificado a existência

de frequências positivas e negativas, contradizendo o resultado da teoria linear.

As condições inicias obtidas com o modelo analítico e implementadas nas inte-
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grações numéricas realizadas com o software Mercury6 permitiu confirmar os resultados

teóricos. Foi observado nas soluções das equações de movimento, obtidas por meio das

equações planetárias de Lagrange, que houve a libração dos ângulos seculares.



A Obtenção das Equações

Planetárias de Lagrange nas

variáveis h, k, p e q.

A.1 Equações Planetárias de Lagrange para as variá-

veis h e k

A.1.1 Órbita prógrada

Considere as Equações Planetárias de Lagrange de ordem maior [16]

de

dt
= −

√
1 − e2

na2
∂R

∂ϖ
(A.1)

e
dϖ

dt
=

√
1 − e2

na2
∂R

∂e
+ tg(I/2)
na2

√
1 − e2

∂R

∂I
. (A.2)

Uma vez que a função h e k depende das variáveis e e ϖ, pode-se escrever a

derivada da variável h na forma

dh

dt
= ∂h

∂e

de

dt
+ ∂h

∂ϖ

dϖ

dt
. (A.3)

Usando as equações (A.2), (A.1) e reescrevendo as derivadas parciais, levando

em consideração que ∂e = ∂k(e/k) e que ∂ϖ = −∂k/h
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dh

dt
= h

e

(
−

√
1 − e2

na2e

∂R

∂ϖ

)
+ k

(√
1 − e2

na2e

∂R

∂e
+ tg(I/2)
na2

√
1 − e2

∂R

∂I

)
, (A.4)

dh

dt
= h2

e2

√
1 − e2

na2
∂R

∂k
+ k2

e2

√
1 − e2

na2
∂R

∂k
+ k tg(I/2)
na2

√
1 − e2

∂R

∂I
, (A.5)

dh

dt
=
(
h2 + k2

e2

) √
1 − e2

na2
∂R

∂k
+ k tg(I/2)
na2

√
1 − e2

∂R

∂I
. (A.6)

Portanto,

dh

dt
=

√
1 − e2

na2
∂R

∂k
+ k tg(I/2)
na2

√
1 − e2

∂R

∂I
. (A.7)

Expandindo em série de Taylor os termos

1√
1 − e2

≈ 1,
√

1 − e2 ≈ 1 − e2

2 . (A.8)

Logo,

dh

dt
= (1 − e2/2)

na2
∂R

∂k
+ k tg(I/2)

na2
∂R

∂I
. (A.9)

Analogamente para a variável k:

dk

dt
= ∂k

∂e

de

dt
+ ∂k

∂ϖ

dϖ

dt
. (A.10)

Reescrevendo as derivadas parciais, levando em consideração que ∂ϖ = ∂h/k e

que ∂e = ∂h(e/h), tem-se

dk

dt
= k

e

(
−

√
1 − e2

na2e

∂R

∂ϖ

)
− h

(√
1 − e2

na2e

∂R

∂e
+ tg(I/2)
na2

√
1 − e2

∂R

∂I

)
, (A.11)
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dk

dt
= −k2

e2

√
1 − e2

na2
∂R

∂h
− h2

e2

√
1 − e2

na2
∂R

∂h
− h tg(I/2)
na2

√
1 − e2

∂R

∂I
, (A.12)

dk

dt
= −

(
h2 + k2

e2

) √
1 − e2

na2
∂R

∂h
− k tg(I/2)
na2

√
1 − e2

∂R

∂I
. (A.13)

Portanto,

dk

dt
= −

√
1 − e2

na2
∂R

∂h
− h tg(I/2)
na2

√
1 − e2

∂R

∂I
. (A.14)

Substituindo (A.7), resulta em

dk

dt
= −(1 − e2/2)

na2
∂R

∂h
− h tg(I/2)

na2
∂R

∂I
. (A.15)

A.1.2 Órbita Retrógrada

A partir das equações planetárias de Lagrange para o caso retrógrado presente

em [17], foi possível obter as equações que descrevem a variação da excentricidade e

longitude do pericentro dadas por

de

dt
= + η

na2e

∂R

∂ϖ
, (A.16)

dϖ

dt
= − η

na2e

∂R

∂e
+ cotg I/2

na2η

∂R

∂I
, (A.17)

onde η =
√

1 − e2.

Mudando as equações de movimento para novas variáveis h e k, tem-se

dh

dt
= ∂h

∂e

de

dt
+ ∂h

∂ϖ

dϖ

dt
, (A.18)

onde ∂e = ∂k(e/k) e ∂ϖ = −∂k/h, tem-se



116 Obtenção das Equações Planetárias de Lagrange nas variáveis h, k, p e q.

dh

dt
= h

e

(
+ η

na2e

∂R

∂ϖ

)
+ k

(
− η

na2e

∂R

∂e
+ cotg I/2

na2η

∂R

∂I

)
. (A.19)

Logo

dh

dt
= − η

na2
∂R

∂k
+ k cotg(I/2)

na2η

∂R

∂I
. (A.20)

O mesmo vale para obter k. A variação de k no tempo é dada pela expressão:

dk

dt
= ∂k

∂e

de

dt
+ ∂k

∂ϖ

dϖ

dt
, (A.21)

onde ∂h/∂e = k/e e ∂k/∂ϖ = −h. Substituindo (A.16) e (A.17), obtém-se

dk

dt
= k

e

(
+ η

na2e

∂R

∂ϖ

)
− h

(
− η

na2e

∂R

∂e
+ cotg I/2

na2η

∂R

∂I

)
. (A.22)

Logo

dk

dt
= + η

na2
∂R

∂h
− k cotg(I/2)

na2η

∂R

∂I
. (A.23)

Expandindo em série de Taylor

1√
1 − e2

≈ 1,
√

1 − e2 ≈ 1 − e2

2 . (A.24)

Substituindo os valores das expansões nas expressões dh
dt

e dk
dt

dh

dt
= −(1 − e2/2)

na2
∂R

∂k
+ k cotg(I/2)

na2
∂R

∂I
, (A.25)

dk

dt
= +(1 − e2/2)

na2
∂R

∂h
− k cotg(I/2)

na2
∂R

∂I
. (A.26)
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A.2 Equações Planetárias de Lagrange para as variá-

veis p e q

A.2.1 Órbita prógrada

Considere as equações Planetárias de Lagrange presentes em [16] dada por

dI

dt
= −tg(I/2)

na2η

∂R

∂ϖ
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω , (A.27)

dΩ
dt

= + 1
na2η sen(I)

∂R

∂I
. (A.28)

Escrevendo a quantidade sen(I/2) na forma

p = sen(I/2) sen(Ω), (A.29)

q = sen(I/2) cos(Ω). (A.30)

onde
∂p

∂I
= 1

2 cos(I) sen(Ω) = cos(I) sen(Ω)sen(I)
sen(I) = p

2
cos(I)
sen(I) , (A.31)

∂q

∂I
= 1

2 cos(I) sen(Ω) = cos(I) cos(Ω)sen(I)
sen(I) = q

2
cos(I)
sen(I) , (A.32)

∂p

∂Ω = q, (A.33)

∂q

∂Ω = −p. (A.34)

A derivada temporal da variável p é dada por:

dp

dt
= ∂p

∂I

dI

dt
+ ∂p

∂Ω
dΩ
dt
. (A.35)

Substituindo as expressões (A.57) e (A.58) e as derivadas parciais (A.59) com

relação a I e Ω, temos
dp

dt
= p

2
cos(I)
sen(I)

(
−tg(I/2)

na2η

∂R

∂ϖ
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω

)
+ p

(
1

na2η sen(I)
∂R

∂I

)
, (A.36)
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ou ainda,
dp

dt
= − p

2na2η

cos(I)
(1 + cos(I))

(
k
∂R

∂h
− h

∂R

∂k

)
+ cos(I)

na2η

∂R

∂q
. (A.37)

A derivada temporal da variável q é dada por

dq

dt
= ∂q

∂I

dI

dt
+ ∂q

∂Ω
dΩ
dt
. (A.38)

Substituindo as expressões (A.57) e (A.58) e as derivadas parciais (A.60) com

relação a I e Ω, temos

dq

dt
= q

2
cos(I)
sen(I)

(
−tg(I/2)

na2η

∂R

∂ϖ
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω

)
− p

(
1

na2η sen(I)
∂R

∂I

)
, (A.39)

dq

dt
= − q

2na2η

cos(I)
(1 + cos(I))

(
k
∂R

∂h
− h

∂R

∂k

)
− cos(I)

na2η

∂R

∂p
. (A.40)

A.2.2 Órbita retrógrada

As equações planetárias de Lagrange para o caso retrógrado são [17]

dI

dt
= +cotg(I/2)

na2η

∂R

∂ϖ∗
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω ⇒ dI

dt
= −cotg(I/2)

na2η

∂R

∂ϖ
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω ,

(A.41)

dΩ
dt

= 1
na2η sen(I)

∂R

∂I
. (A.42)

Escrevendo a quantidade cos
(

I
2

)
na forma

p = cos(I/2) sen(Ω), (A.43)

q = cos(I/2) cos(Ω), (A.44)

onde

∂p

∂I
= −sen(I/2)

2 sen(Ω) = −sen(I/2)
2 sen(Ω)cos(I/2)

cos(I/2) = −p

2 tg(I/2), (A.45)
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∂q

∂I
= −sen(I/2)

2 cos(Ω) = −sen(I/2)
2 cos(Ω)cos(I/2)

cos(I/2) = −q

2 tg(I/2), (A.46)

onde
∂p

∂Ω = q, (A.47)

∂q

∂Ω = −p. (A.48)

A derivada temporal da variável p é dada por

dp

dt
= ∂p

∂I

dI

dt
+ ∂p

∂Ω
dΩ
dt
. (A.49)

Substituindo as expressões (A.41) e (A.42) e as derivadas parciais A.43 com

relação a I e Ω, obtém-se

dp

dt
= −p

2 tg(I/2)
(

−cotg(I/2)
na2η

∂R

∂ϖ
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω

)
+ q

(
1

na2η sen(I)
∂R

∂I

)
, (A.50)

dp

dt
= + p

2na2η

(
k
∂R

∂h
− h

∂R

∂k

)
− tg(I/2)

2na2η sen(I)
∂R

∂q
, (A.51)

onde
tg(I/2)
sen(I) = sen(I)

1 + cos(I)
1

sen(I) = 1
2 cos2(I/2) .

Expandindo em série de Taylor

1
2 cos2(I/2) ≈ 1

2 , η = 1√
1 − e2

= 1 − e2

2 .

Substituindo os valores das expansões nas expressões dp
dt

e dq
dt
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dp

dt
= + p

2na2η

(
k
∂R

∂h
− h

∂R

∂k

)
− 1

4na2η

∂R

∂q
. (A.52)

A derivada temporal da variável q é dada por

dq

dt
= ∂q

∂I

dI

dt
+ ∂q

∂Ω
dΩ
dt
. (A.53)

Substituindo as expressões (A.41) e (A.42) e as derivadas parciais (A.44) com

relação a I e Ω, tem-se

dq

dt
= −q

2 tg(I/2)
(

−cotg(I/2)
na2η

∂R

∂ϖ
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω

)
− p

(
1

na2η sen(I)
∂R

∂I

)
, (A.54)

dq

dt
= + q

2na2η

(
k
∂R

∂h
− h

∂R

∂k

)
+ tg(I/2)

2na2η sen(I)
∂R

∂p
, (A.55)

ou ainda,

dq

dt
= + q

2na2η

(
k
∂R

∂h
− h

∂R

∂k

)
+ 1

4na2η

∂R

∂p
. (A.56)

As equações Planetárias de Lagrange para o movimento prógrado são

dI

dt
= −tg(I/2)

na2η

∂R

∂ϖ
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω , (A.57)

dΩ
dt

= + 1
na2η sen(I)

∂R

∂I
. (A.58)

Escrevendo a quantidade sen(I) na forma

p = sen(I) sen(Ω), (A.59)
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q = sen(I) cos(Ω). (A.60)

de modo que

∂p

∂I
= cos(I) sen(Ω) = cos(I) sen(Ω)sen(I)

sen(I) = p
cos(I)
sen(I) , (A.61)

∂q

∂I
= cos(I) sen(Ω) = cos(I) cos(Ω)sen(I)

sen(I) = q
cos(I)
sen(I) , (A.62)

onde

∂p

∂Ω = q, (A.63)

∂q

∂Ω = −p. (A.64)

A derivada temporal da variável p é dada por

dp

dt
= ∂p

∂I

dI

dt
+ ∂p

∂Ω
dΩ
dt
. (A.65)

Substituindo as expressões (A.57) e (A.58) e as derivadas parciais (A.59) com

relação a I e Ω, obtém-se

dp

dt
= p

cos(I)
sen(I)

(
−tg(I/2)

na2η

∂R

∂ϖ
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω

)
+ p

(
1

na2η sen(I)
∂R

∂I

)
, (A.66)

ou ainda,

dp

dt
= − p

na2η

cos(I)
(1 + cos(I))

(
k
∂R

∂h
− h

∂R

∂k

)
+ cos(I)

na2η

∂R

∂q
. (A.67)

A derivada temporal da variável q é dada por
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dq

dt
= ∂q

∂I

dI

dt
+ ∂q

∂Ω
dΩ
dt
. (A.68)

Substituindo as expressões (A.57) e (A.58) e as derivadas parciais (A.60) com

relação a I e Ω, resulta em

dq

dt
= q

cos(I)
sen(I)

(
−tg(I/2)

na2η

∂R

∂ϖ
− 1
na2η sen(I)

∂R

∂Ω

)
− p

(
1

na2η sen(I)
∂R

∂I

)
, (A.69)

dq

dt
= − q

na2η

cos(I)
(1 + cos(I))

(
k
∂R

∂h
− h

∂R

∂k

)
− cos(I)

na2η

∂R

∂p
. (A.70)



B Tabelas

As tabelas a seguir fornecem valores de parâmetros utilizados ao longo deste

trabalho.

Constantes Valores

Massa do Sol (mc) 1, 98911 × 1030kg

Constante gravitacional (G) 6, 672 × 10−11m3kg−1s−2

Unidade astronômica (1UA) 1.49597870711m

Tabela B.1: Constantes astronômicas [16].

Planeta m(1024kg)

Mercúrio 0, 3302

Venus 4.8685

Terra 5, 9736

Marte 0, 64185

Júpiter 1898, 6

Saturno 568, 46

Urano 86, 832

Netuno 102, 43

Tabela B.2: Massa dos planetas [16].
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Planeta a0 (ua) e0 I0(◦) ϖ0(◦) Ω0(◦)

Mercúrio 0, 38709893 0, 20563069 7, 00487 77, 45645 48, 33167

Venus 0, 72333199 0, 00677323 3, 39471 131, 53298 76, 68069

Terra 1, 00000011 0, 01671022 0, 00005 102, 94719 348, 73936

Marte 1, 52366231 0, 09341233 1, 85061 336, 04084 49, 57854

Júpiter 5, 20336301 0, 04839266 1, 30530 14, 75385 100, 55615

Saturno 9, 53707032 0, 05415060 2, 48446 92, 43194 113, 71504

Urano 19, 19126393 0, 38709893 0, 76986 170, 96424 74, 22988

Netuno 30, 06896348 0, 38709893 1, 76917 44, 97135 131, 72169

Tabela B.3: Elementos orbitais a0 (semi-eixo maior), e0 (excentricidade), I0 (inclinação),

Ω0 (longitude do nodo ascendente), ω0 (argumento do pericentro), ϖ0 = ω0+Ω0 (longitude

do pericentro) [16].

Frequência associadas a longitude do pericentro Valores (graus/ano)

g5 0, 001179083

g6 0, 007844045

g9 = 2g5 − g6 −0, 005485878

−g6 + 2s6 −0, 022476919

Tabela B.4: Valores das frequência seculares [19].

Frequência associada a Longitude do nodo Valores (graus/ano)

−s6 + 2g6 0, 023004518

s6 −0, 0073166667

−s6 + g5 + g6 0, 016339565

−s6 + 2g5 0, 009674

−s7 + g5 + g6 0, 009854

s7 − g6 + g7 −0, 007817848

s8 + g5 − g6 −0, 006857025

Tabela B.5: Valores das frequência seculares [19].
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