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Resumo

As ressonéncias seculares no Sistema Solar sdo mecanismos importantes para
explicar instabilidade ou transporte de asteroides e cometas entre diferentes regides. Por
exemplo, asteroides localizados na ressonancia vg tornam-se NEOs (Nears Earth Objects)
por aumento da excentricidade devido a esta ressonancia [§]. Os estudos sobre ressonan-
cias seculares encontrados na literatura foram desenvolvidos em sua maioria para orbitas

progradas.

Os asteroides experimentam ressonancias seculares quando suas frequéncias de
precessao sao ressonantes com uma das frequéncias de oscilagao fundamentais das érbitas
dos planetas que compdem o sistema (semelhante aos osciladores harmonicos acoplados).
Podemos dividir as 6rbitas em orbitas progradas, isto é, 0° < I < 90° e 6rbitas retrogradas,

90° < I < 180° .

Neste trabalho ¢ apresentada a modelagem analitica de ressonancias seculares
para éOrbitas progradas e retrégradas de planetas e satélites, dando mais enfoque na 1l-
tima. Esta nova abordagem analitica para expansao da func¢ao perturbadora para o caso
retrogrado permitiu-nos obter as localizacoes das ressonancias seculares. Mostraremos evi-
déncias sobre ressonancias seculares para oérbitas retrégradas, quando ocorrem e quando

sao importantes.

As simulagdes numéricas usando condigoes iniciais em torno dos valores calcu-
lados do semieixo maior confirmaram a libragdo dos angulos seculares, que sao previstos

pelos resultados teoricos.
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Abstract

Secular resonances in the Solar System are an important mechanism to explain
the instability or transport of asteroids between different regions. For example, asteroids
located in the resonance v become NEOs (Near Earth Objects) by increasing eccentricity
due to this resonance . The studies on secular resonances found were mostly developed

for prograde literature.

Asteroids experience secular resonances when their oscillation frequencies are
resonant with one of the oscillation frequencies of the orbiting of the planets that acom-
pose the system (similar to coupled harmonic oscillators). We can divide the orbits into

prograde orbits, 0° < I < 90° and retrograde orbits, 90° < I < 180° .

In this work, we will show the analytical modeling of secular resonances for
prograde and retrograde orbits of planets and satellites is presented, focusing on the last
one. This new analysis for expansion of the perturbing function to the retrograde case,
allowed us to obtain the locations of the secular resonances. We will show images about

secular resonances for retrograde orbits, when they occur and when they are important.

Numerical simulations using initial conditions of the calculated semi-major axis
values confirmed the libration of the secular angles, which are predicted by the theoretical

results.

Keywords: Secular ressonance, Retrograde orbit, Asteroid, Celestial Dynamics, Gravi-

tational Perturbation, N-body simutation.
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1 Introducao

O Sistema Solar foi formado a 4,5 bilhdes de anos a partir de uma nuvem
interestelar de gas e poeira, que apds seu colapso gravitacional formou-se um disco em
rotacao dando origem ao Sol e aos planetas. Isto explica o fato dos planetas, do cinturao
de asteroides e dos asteroides Transneptunianos orbitarem na mesma direcao e de serem

aproximadamente coplanares.

Sun

Venus \ / Mercury

Neptune
Jupiter

Pluto

Figura 1.1: Diagrama dos planetas do Sistema Solar e sua dire¢ao [20].

No final da formacao do Sistema Solar parte dos detritos foram expulsos das or-
bitas dos planetas e formaram uma casca esférica, através das forcas de maré da Galaxia,
dando origem a nuvem de Oort. Esta tem formato esférico e abriga milhdes de objetos
que orbitam em diversas diregoes, inclusive em direcoes opostas as érbitas dos planetas
[11]. A Figura exibe a distribuicdo das familias de asteroides e outros pequenos obje-
tos presentes no Sistema Solar. Os asteroides do cinturao principal estao em sua grande

maioria entre as érbitas dos planetas Terra e Jupiter, enquanto que os asteroides Trans-

23



24 Introducao

neptunianos orbitam regioes proximas da érbita de Netuno. A nuvem de Oort comega a
tomar a forma de casca esférica proxima de 5000 UA, estendendo-se a aproximadamente

100.000 UA, como mostra a figura a seguir.

T3 .
B g 3 }
s ¢ '
=] i
= 1
52z .
“ Dort eloud ragion i
scattered disk region [becomes spherical beyond about 5,000 Au) |

T T
10,000 Au 100,000

Oibjects in this diagram are not to scale

Figura 1.2: Diagrama da nuvem de Oort, Cinturao de Kuiper e do Cinturao de Asteroides

em escala com o sistema planetério [22].

Os asteroides com érbitas polares e retrégradas, cujas inclinagdes estao préoximas
a l ~90° e 90° < I < 180°, respectivamente, existem em sua maioria entre as o6rbitas dos
planetas gigantes (Centauros), no cinturao de Kuiper (Transneptunianos) e na nuvem de
Oort. Este tltimo é um grande reservatério de cometas. Estudos indicam que Centauros
retrogrados tiveram origem na nuvem de Oort, bem depois que os planetas se estabelece-
ram dinamicamente [I5]. Investigar a natureza do movimento retrégrado pode ajudar a
compreender como se deu a evolugdo do Sistema Solar. Por exemplo, entender a origem
do asteroide 2015B27509, que esta em ressonancia coorbital retréograda com Jupiter, pode
ser a chave para explicar a existéncia de asteroides extrassolares no Sistema Solar [I5].
Estudos mostraram que uma ressonancia retrégrada em sistemas de dois planetas é mais
estavel do que uma oOrbita prégrada equivalente, uma vez que a duragao do cruzamento
dos planetas ¢ menor devido suas velocidades relativas, isto ¢, o tempo de duragao das per-
turbagoes mutuas é menor [I8]. Simulagoes estatisticas mostraram que pequenos corpos

em ressonancia coorbital retrégrada com o planeta hospedeiro tém maior probabilidade de
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serem capturados [12]. Estudos realizados com o grupo de satélites que orbitam Jupiter,
denominado Himalaia, mostraram que a maioria dos satélites irregulares estdo em orbitas
retrogradas, uma vez que o fendomeno de eveccao pode excitar mais a excentricidade de

satélites em movimento préogrado, tornando sua érbita mais instavel [3].

Existem milhdes de pequenos corpos celestes que orbitam o Sol e que estao
proximos das érbitas dos planetas. Uma categoria destes objetos que sdo especialmente
monitorados sao os chamados Objetos Préximos da Terra (sigla em inglés NEO’s, Near
Earth Asteroids). Acredita-se que os NEO’s s@o injetados em 6rbitas que se aproximam
da Terra através de canais ressonantes, isto ¢, pela passagem de ressonancias de mo-
vimento médio 3/1 com Jupiter e da ressonincia secular 5. As ressonancias seculares
podem mudar substancialmente as excentricidades e inclinagoes sem alterar o valor do
seu semi-eixo. A ressonancia secular é um mecanismo que pode explicar a instabilidade

ou transporte de asteroides entre diferentes regices [g].

O estudo da ressonéancia secular pode ser dividido em duas categorias. A primeira
categoria é denominada ressonancia secular linear, onde a comensurabilidade entre as
frequéncias de precessao ocorre para a longitude do pericentro, g, ou para a longitude do
nodo ascendente, s. A segunda categoria de ressonancia secular é a nao linear que ocorre

quando ha uma combinac¢ao de frequéncias de precessao.

As ressonancias seculares sao caracterizadas por periodos com evolucao de longo
prazo, podendo chegar a milhdes de anos. Os asteroides experimentam ressonéncias secu-
lares quando as frequéncias associadas a precessao dos angulos que definem a orientacao
da orbita sao ressonantes com uma das frequéncias de oscilacao fundamentais das 6rbi-
tas dos planetas que compoem o sistema. Comportamento semelhante aos osciladores

harmonicos acoplados.

As ressonancias seculares lineares mais importantes no Sistema Solar sdo v5 = gs,
Vg = gg € V16 = Sg; € estao relacionadas as comensurabilidades de precessao da longitude
do pericentro de Jupiter e Saturno e da longitude do nodo ascendente de Jupiter, respec-
tivamente. Para o caso nao linear existem muitas combinagoes destes angulos, como por

exemplo, —gs + 296 € s7 + g5 + gs, [19], [21], [7].

Quando um asteroide possui uma comensurabilidade da frequéncia de precessao
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dos angulos @ ou {2 préximo as frequéncias fundamentais dos planetas do Sistema Solar,
sua excentricidade e/ou inclinagdo podem aumentar consideravelmente. As regides pro-
ximas as curvas das ressonancias seculares sao pouco povoadas por asteroides, conforme

ilustrado na Figura [I.3]

40.0

30.0

Inclination (degrees)
M
e
(o]

1.5 2.0 2.3 3.0 3.5
Semimajor Axis (AU)

Figura 1.3: Localizacao das ressonancias seculares em fungao da inclinagao e do semi-eixo

maior (ua) [24].

Uma maneira de estudar a dindmica de um sistema de N-corpos que interagem
gravitacionalmente é por meio da andlise das aceleragoes gravitacionais dos corpos que
compoem o sistema, onde o campo gravitacional dominante é produzido pelo corpo central
(Sol). Entretanto, é bem conhecido que o problema de N > 3 corpos nao pode ser resolvido
analiticamente, isto é, nao é um problema integravel. Um procedimento consiste em
desenvolver uma fun¢ao perturbadora por meio da Segunda Lei de Newton, considerando
apenas os termos seculares desta funcao. Ou seja, desprezando os argumentos que contém
longitudes médias, isto é, oscilagdes de curto periodo, é possivel obter uma equacao de
movimento com o uso das equagoes planetarias de Lagrange. Este modelo permite obter
as localizagoes das ressonancias seculares no espago o que possibilita explicar parte dos

comportamentos dos asteroides no Sistema Solar [§] e [16].

Os estudos sobre ressonancias seculares presentes na literatura foram realizados
quase que exclusivamente para érbitas progradas, com as localizagoes das ressonancias

seculares conhecidas. Este trabalho mostrou evidéncias sobre ressonancias seculares para
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orbitas retrégradas, explicando quando ocorrem e quando sao importantes. O modelo
analitico desenvolvido forneceu valores que foram utilizados como condi¢oes iniciais em
integracoes numéricas realizadas com o Software Mercury6. Os resultados obtidos con-
firmaram a libracdo dos angulos seculares, que sao previstos pelos resultados tedricos

2.

O presente trabalho ird estudar a dinamica secular de uma particula teste em
orbita retrograda. Através da funcao perturbadora calculada para o modelo Linear e
Nao Linear, respectivamente foi possivel obter o comportamento dos angulos orbitais em
funcao do tempo fazendo uso das equacoes planetarias de Lagrange. Através do modelo
analitico obtido, iremos testar a validade deste modelo por meio de simulagoes numéricas

com o software Mercury6.

O estudo realizado ao longo do trabalho foi dividido em:

o Capitulo 1: Introducao: Apresentacao do assunto a ser abordado e principais moti-

vacoes.

o Capitulo 2: Dindmica Secular Linear para Orbitas Progradas: nesta secio é apre-
sentada a construcao da funcao perturbadora de segunda ordem nas excentricidades
e inclinagoes baseada nos calculos de Brouwer e van Woerkom (1950) [23] e como
obteve-se a parte secular da funcao perturbadora. Posteriormente, com o uso das
Equacoes Planetarias de Lagrange foi possivel estudar a dindmica secular de uma

particula teste em movimento progrado.

« Capitulo 3: Dinamica Secular Linear para Orbitas Retrégradas: neste caso foi ob-
tida uma funcao perturbadora de segunda ordem nas excentricidades e inclinagoes
de maneira analoga ao movimento progrado, mas redefinindo alguns parametros or-
bitais responsaveis por definir a orientacao da érbita, como inclinagao e longitude
do pericentro como, ¢ = cos(1/2) e w = —w + (2, respectivamente. Obteve-se as
Equagoes Planetarias de Lagrange utilizando estes novos parametros orbitais para o
caso linear. Deste modo foi possivel estudar o comportamento da dindmica secular

de uma particula teste em oOrbita retrograda.

o Capitulo 4: Dinamica Secular Nao Linear para Orbitas Prégradas: o estudo da di-
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namica secular realizada nesta secao foi dividido em duas analises. Primeiramente
utilizamos a funcao perturbadora de quarta ordem nas excentricidades e de segunda
ordem nas inclinagoes desenvolvido no trabalho [24]. Em seguida utilizamos a fung¢ao
perturbadora de quarta ordem nas inclinagoes e de segunda ordem nas excentrici-
dades estudada em [6]. Posteriormente, com o uso das Equacoes Planetarias de
Lagrange de ordem superior foi possivel estudar a dindmica secular de uma parti-
cula teste em movimento progrado. Reproduzimos alguns resultados ja publicados e
também obtivemos novos resultados ao estudar o comportamento secular variando

as inclinacoes de 0° e 90°.

Capitulo 5: Dinamica Secular Ndo Linear para Orbitas Retrégradas: o estudo da
dindmica secular realizada nesta se¢ao também foi dividido em duas anélises. Obti-
vemos uma funcao perturbadora de quarta ordem nas excentricidades e de segunda
ordem nas inclinagoes. Em seguida obtivemos a fun¢ao perturbadora de quarta or-
dem nas inclinagoes e de segunda ordem nas excentricidades. Para isso redefinimos
os parametros orbitais responsaveis por definir a orientacao da orbita, como inclina-
¢ao e longitude do pericentro como, ¢ = cos(I/2) e w = —w + ), respectivamente.
Posteriormente, com o uso das Equacoes Planetarias de Lagrange de ordem superior
utilizando estes novos parametros orbitais foi possivel estudar a dinamica secular
de uma particula teste em movimento retrégrado. Obtivemos novos resultados ao

estudar o comportamento secular variando as inclinagoes de 90° e 180°.

e Capitulo 6: Discussao e Concluséao.



2 Dinamica Secular Linear para

Orbitas Prégradas

O impacto das interagoes gravitacionais entre os N-corpos celestes podem ser
estudados através da funcao perturbadora. O problema de trés corpos ou mais nao pode
ser resolvido analiticamente, isto ¢, nao é um problema integravel. Entretanto é possivel
estudar o comportamento dos elementos angulares dos astros por meio da analise das

aceleragoes relativas dos planetas.

A teoria de perturbacao linear desenvolvida neste capitulo é baseada nos calculos
de Brouwer e van Woerkom (1950) [23]. Realiza-se a expansao da fungao perturbadora
(R,) de segundo grau nas excentricidades e inclinagdes, e depois substitui-se nas equagoes
planetarias de Lagrange de ordem mais baixa para obtencao das equagoes de movimento

do sistema e estudo da evolucao dos parametros orbitais.

2.1 Funcao Perturbadora

Considere um corpo central m,., também denominado de corpo primario, orbi-
tado por outros dois corpos secunddrios com massas m; e m; e com distancias ao corpo

primdrio dadas por r; e 7;, respectivamente, de acordo com a Figura [2.1]

Para obtencao de uma expressao das aceleragoes relativas dos planetas é necessé-
rio primeiro determinar os vetores posi¢ao dados por R, IR; e R; em relagao ao referencial

inercial O.

29
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Figura 2.1: Vetores posicao com relagao ao corpo central m. e com relacao a um ponto

inercial no espago [16].

A partir da Segunda Lei de Newton, as forgas resultantes dos corpos com respeito

ao referencial inercial sao

— —

= T T
meR, = Gmem;— + Gmem; %, (2.1)
rs T3
i J
(75 — 7) 7
|75+ 7 i
s o G o6
ijj = m]mzm + mjmcﬁ. (23)
7 7 J

Para a determinacao das expressoes que dependam somente da distancia relativa

entre os corpos, reescreve-se os vetores posicao como

=R —R. ¢ 7;=R;,—R.. (2.4)
Portanto,
B Glme 4 m) = G, (G0 T (2.5)
=\ )
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As expressoes acima podem ser escritas como gradientes de duas fungoes esca-

lares
ri=ViUi+Ri), 7 =V,;(U;+Ry), (2.7)
com
U= glmetm) g glmetmy)
r; rj
Ry =G _,mj = — Gm; ’ri§j| Rj = G# — Gm; \7”1'7;]'|7 (2.8)
|75 — 7il T |73 — 7] T

onde os operadores V; e V; representam a operacao gradiente. As varidveis U; ; sdo os
potenciais gravitacionais dos corpos m; e m;, e as varidveis R?; ; sao chamadas de fungoes

perturbadoras.

As fungoes perturbadoras acima estdo definidas em termos das massas e das

distancias r e r’. Reescrevendo (12.8) como

/

1 )Jrr

|

R = _ 2.9
r—v| M (2.9)

JE R 104 (2.10)
Ir — /| rs '

onde p = Gm e i/ = Gm’. A funcdo perturbadora para orbita prograda serd designada
por R,. Cada corpo secundario que compoe o sistema possui uma fun¢ao perturbadora,
o corpo interno m possui a funcao perturbadora R, e o corpo externo de massa m’ possui

a funcdo perturbadora R,

Para obtencao da funcao perturbadora que dependa dos elementos orbitais, con-

sidere que os vetores r e r’ formam um angulo . Logo,
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ko d w1 raN? NG pol
Rp—af<|r_rf|>‘mz<<w (7) conv) = ot Gk @12

onde o = % e |rr’| = rr'cosyp. O termo Rp designa a parte direta da funcao per-
turbadora e Rp e Ry designam as partes indiretas das funcdes perturbadoras R, e R,
respectivamente. Como adotou-se referencial astrocéntrico, nao havera termos seculares
nas partes indiretas das func¢oes perturbadoras dos corpos celestes interno e externo. Esta
escolha pelo referencial astrocéntrico facilita o estudo desenvolvido neste trabalho uma

vez que obtém-se uma funcao perturbadora mais simplificada.

Para determinar a fungdo perturbadora em termos dos elementos orbitais a
(semi-eixo maior), e (excentricidade), I (inclinagdo), €2 (longitude do nodo ascendente),
w (argumento do pericentro), w = w+ 2 (longitude do pericentro) e A (longitude média),

pode-se escrever

v —1')> = r? + 7" — 2rr' cos 9.

A7
orbit
Z
y

focus _ >

Q Y

w pericentre
T reference
plane
ascending
node

reference
direction X

Figura 2.2: Tlustracdo dos parametros angulares [16].

Como foi visto, |r.r’| = rr’ cos ), logo
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!/

rr’|  xx’ +yy 42z

_ 2.13
cosy rr’ rr! ( )
Definindo um novo angulo
U = cosp — cos(6 — 6'), (2.14)
onde 0 =w+ feb =w + f', considere a parte direta da funcao perturbadora
! R 1 1
r—r'| a A \/r2+r'2—2rr/(\11+cos(0—«9/))

onde A = |r —r/|.

1
Realizando a expansao em série de Taylor de A em relacao a ¥, obtém-se

LSO g ] o1

onde Ag = \/7"2 +7'2 = 2rr' cos(f — 6).

Desenvolvendo agora a expansao de Taylor de ordem 2 de — em torno de (a, a’),

1
Ag

temos de acordo com [9],

1 1 0 1 0 L
- )L V(- ) (217
A(Q)H_l A(Q)H-l (a’ a/) +(7” a) da (A(%Z—H(a, a/)>+(7“ a )8&/ (Agz-i-l (CL, a/>>+ ) ( )

onde

AXHl (g ) = ppitt = \/a2 + a’? — 2aa’ cos(6 — 0").

Logo,



34 Dinémica Secular Linear para Orbitas Prégradas

1 1 o[ 1 ,
AZiH1 = p2i+1 + (r — a)% p2z’+1 + (' —d) 5

>+

2'L+1

X1 G (1 o 1 ko s NIk
++Zﬁz k) BaFgaiF \ EH (r—a)*(r' —a")".

Definindo um operador diferenciacao como

am—‘rn
damoa™’

r ~
e escolhendo € = 7 @ expressio 2.18]) reescreve-se como
a

1 1
A%Jrl =|14+¢eD; o0te Do 1+ = o] (62D2,0 + 2€€/D171 + 8/2D072) +
0
Reescrevendo ptt,
1 —(2i+1) Z ()it1 2 i /
leH— Z bWDit12 () cos j (6 — 0'),
0 ]——oo

Definindo um novo operador, tem-se

Aiann = Do (=009, ().

Portanto,

2141
Po

1 > 1 ! ,_ . )
A2z+1 = 9 ; [Z; il 2_: < > : kAi,j,k,l—k] COSJ(Q -0 )-

Substituindo (2.23)) em (2.16]) e depois em ([2.15)), tem-se

)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)
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% 00

m-S i (o) o £

o 1
=0 2aa Pt

) I > (2) gkgllkAi,j,k,lk] cosj(0—0"). (2.24)

=0 "" k=0

Uma forma de obter uma expressao para a fun¢ao perturbadora que seja funcao

dos elementos orbitais é reescrever (2.14) utilizando as relagoes de angulos,

% = cosQcos(w + f) —senQsen(w + f)cos I, (2.25)
v _ sen {2 cos(w + f) — cos Qsen(w + f)cos I, (2.26)
”
- sen(w + f)senl, (2.27)
”

Os termos da parte direta da fungdo perturbadora que correspondem a pertur-
bacao secular sao aqueles que nao contém longitudes médias, uma vez que estes sao de

rapida variagdo no tempo, isto é, argumentos do cosseno j = 0.

Inicialmente, obteve-se uma func¢ao perturbadora para dois corpos secundarios
orbitando um corpo central primério. Pode-se estender esse conceito para quantos corpos
secund4rios se queira. E possivel também estender este conceito para estudar a dinamica
de uma particula teste sofrendo a influéncia gravitacional dos corpos secundarios que

compoem o sistema.

Para pequenas inclinagoes, pode-se empregar as relacoes

cosl =1 — 25>

sen [ =~ 2s,

onde s = sen(//2). O mesmo ¢é valido para I’.
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A partir de relagoes entre dngulos presentes em [16], obtém-se a parte direta da

funcao perturbadora para o caso secular

1
Sab5h(st + 53)+

secutar 1
Rzt = g[QamD + OéQDZ]bg%(@% +e3) — 5

1
1[2 —2aD — Oé2D2]b§1/)26162 cos(wwy — wa) + Ozbél/)28152 cos(£2; — Q). (2.28)

Para que as séries dos coeficientes de Laplace convirjam é necessario que o < 1.

Logo
aj/a se aj <a,
= (2.29)
a/a; se aj;>a
e
B 1 se a;<a,
= (2.30)
ala; se aj > a.
Empregando as propriedades das derivadas dos coeficientes de Laplace, tem-se
db)y L) PR S v )
20—yl = a2 20— P = —ali(a).  (231)

Portanto, a expressao reduz-se a

secular 1 1 1
RS = gabs/z(el +e3) - 504[):(3/)2(31 +53)—
Oébé2/)2<04)61€2 cos(wy — ws) + @bgl/)25182 cos(€ — Q). (2.32)

Entretanto, decorre de (2.11]) e (2.12)) que
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secular Gm 1
Ry = B RGreen = SEU bl (e + ) — Sab{)y (st + 5D
Oéb3/2( )6162 COS(Wl — WQ> + Oébél/)QSlsg COS(Ql — QQ)], (233)

onde Gm, ~ n?a®.

E possivel obter uma funcdo perturbadora para estudar a dinfmica tanto de
um planeta quanto de uma particula teste. Neste estudo sera desenvolvida uma fun-
cao perturbadora para estudar o movimento de particulas testes, ou seja, a massa do
corpo em comparagao com as massas dos planetas que compoem o sistema é desprezivel.

Multiplicando a expressao acima por - ™ a funcao perturbadora, tem-se

1 1
R, = na® <2Ae2 - §B]2 + > Ajee; cos(w — w@;) + Y Bjss;cos(Q — QJ)) . (2.34)
=1 =1

onde
n G m;
A= 1 y a]ozjbél/)Q(oz) (2.35)
j=1 Me
nm; _ (2
A= _Z#%% :())/)2(04) (2.36)
RSy
nm;  _
By = ol aidibia). (2.38)

E possivel observar que A = —B. A expressao 1) depende somente das

massas do Sol, dos planetas e dos semi-eixo maior dos planetas e da particula teste.
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2.1.1 Dinamica de uma particula teste em 6rbita com o Sol so-

frendo perturbacoes de Jupiter e Saturno

Considere uma particula teste em movimento progrado, com inclinagao préxima

do plano orbital (I ~ 0°), érbita circular (e &~ 0) sobre efeito gravitacional de Jupiter e

Saturno.

As equagdes que descrevem a evolugao dos elementos orbitais com relagao ao

tempo sao obtidas por meio das equagoes planetarias de Lagrange

1 oR,

1 OR,

na2e 0w’

 4na2s 0N

1 OR,
—_— 2.
na2e Oe ’ (2.39)
1 OR,
dna?s OI (2.40)

onde s = sin(I/2).

Reescrevendo as excentricidades e as inclinagdes nas novas variaveis para a par-

ticula teste, tem-se

h =esenw, (2.41)
k = ecosw, (2.42)
p = ssenfl, (2.43)
q = scos (L. (2.44)

Multiplica-se o terceiro e quarto termos de 1) por 3 2e é, respectivamente. As
varidveis com subindices h;, k;, p; e g; sdo referentes aos planetas. Reescrevendo

nas novas variaveis, tem-se

2

2
+ =B’ 4+ ¢*) + D Aj(hh; + kk;)

2
55 Z i (ppj + qq5) |

(2.45)

»-b\»-b

1
R, = na?® (2A(h2 + k%)?

Jj=1

ou ainda



Funcao Perturbadora 39

1 1 2 2
R, = na’® (Qz‘l(h2 + B+ 52B0° + ¢°)° + X Aj(hhy + kky) +43 Bi(pp; + qu)> :
j=1 j=1
(2.46)
A frequéncia A esta relacionada como a taxa de variacao temporal da longitude

do pericentro. A frequéncia B esta relacionada com a taxa de variacdo temporal da

longitude do nodo ascendente. E possivel notar pelas expressdes acima que A = —B.

Realiza-se uma nova transformacao que permite obter uma relagao entre as novas
e antigas variaveis simplificando as equagoes diferenciais do problema, sendo possivel a

obten¢ao de um um sistema de equagoes de movimento

1 OR

h = o (2.47)
k= —77;2‘25, (2.48)
p=+ 471223%];, (2.49)
q= _zmi%aai' (2.50)

Substituindo a expressao (2.46)) nas novas equacoes Planetarias de Lagrange,

tem-se
. 2 . 2
=1 =1
2 2
p=+Bq+) Bjg, ¢=-Bp—)Y_ Bjp; (2.52)
Jj=1 Jj=1

onde
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8

hj = ejsen(w;) = > ejsen(git + 5;), (2.53)
ij=1
8
ki = ejcos(w;) = Y ejicos(git + i), (2.54)
ij—=1
8
p; = ¢sen(Q;) = > ejisen(fit + ), (2.55)
ij=1
8
g = cjeos(Qy) = Y ejicos(fit + ), (2.56)
ij=1

sendo j os subindices dos 8 planetas do Sistema Solar e ¢ os subindices referentes aos

auto-valores do sistema.

Derivando novamente (2.51]) e substituindo os valores das primeiras derivadas,

tem-se

2 2 2
.}.L = +A(—Ah — Z Aj Z €ji Sen(git + 61)) — Z Aj Z ejigi sen(git + Bl)a (257)

j=1  i=1 j=1  i=1

h=—A%h — 22: vi(A+ g;)sen(git + 5;). (2.58)

=1

O mesmo procedimento ¢é aplicado para a variavel k

2 2 2
k=—AAk+ YA} ejicos(git + 5i) — DA > ejigicos(git + 5;), (2.59)
=1 =1 =1 =1
. 2
k= —A2/{Z — Z V,(A + g,) COS(git + ﬁz) (260)

=1

Derivando novamente ([2.52)) e substituindo os valores das primeiras derivadas,

tem-se
2 2 2
p=+4+B(—Bp—>Y_B;> spusen(fit +v)) — > B; Y _sjifisen(fit + ), (2.61)
j=1 =1 g=1 =l
2

i=1
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O mesmo vale para a variavei q

2 2 2 2
q = —B(Bq + Z Bj Z Sji COS(fit + ’}/1>> - Z B] Z S]zfz COS flt + 7@) (263)
j=1 =1 J=1 =1
2
i=—B—> w(B+ fi)cos(fit + ). (2.64)
=1

As solugbes das equagdes de movimento, presentes em [16], de um asteroide em

movimento progrado sao dadas por:

h(t) = egree sen (At +5) =3 (A’ig) sen(git + B), (2.65)

k(t) = efree cos (At + ) — Zzzl A=g) cos(git + i), (2.66)

p(t) = Spreesen (Bt 4+ 7y) — Z: (be—f) sen( fit + ), (2.67)
2

q(t) = Sfree cos (Bt + ) — Z: @llﬂ cos( fit + ). (2.68)

As frequéncias dadas por g; sao referentes a precessao apsidal, relacionada com
a excentricidade, e as frequéncias f; sdo referentes a precessao nodal, relacionada com
a inclinagao. Isto é, quando o valor da taxa de precessdao apsidal do asteroide ( ou do
planeta) for igual a taxa de precessdo apsidal de algum dos planetas do sistema solar
(A = g¢;), acontecerd um aumento da excentricidade do aster6ide. Quando o valor da taxa
de precessao da longitude do nodo ascendente do asteroide ( ou do planeta) for igual a
taxa precessao da longitude do nodo ascendente de algum dos planetas do sistema solar

(B = f;), acontecerd um aumento da inclinacdo do asteroide.

E possivel localizar as ressondncias seculares por meio da analise das frequéncias
dada por . Na Figura , as retas horizontais sao os valores das frequéncias gs
(curva azul) e gg (curva verde). A curva em vermelho foi obtida com a contribuicao das
perturbagoes gravitacionais de Jupiter e Saturno, isto é, j =5 e 7 = 6. A interseccao do

grafico com as retas fornece a localizacdo no espaco das ressonancias seculares E|

Considerando as contribuicoes das interagoes gravitacionais dos 8 planetas do

Sistema Solar é possivel obter mais localizagoes de ressonancias seculares presentes no

LGrafico produzido com o software MAPLE.
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0.0s
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0.03
Algrausiana)
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Setni-elxo mator (ua)
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Figura 2.3: Gréafico da frequéncia A(graus/ano) em fungdo do semi-eixo maior.

espaco uma vez que as retas horizontais passam a intersectar a curva A em mais pontos,
pois a curva desta funcao se estende para mais localizagoes, como ilustrado nas figuras
e . A curvas da frequéncias do asteroide referente a frequéncia A (associada a
frequéncia da longitude do pericentro) difere da frequéncia B (associada & frequéncia da
longitude do nodo ascendente) por um sinal menos. As retas horizontais sdo obtidas a
partir dos valores das frequéncias g5 e gg, ver Tabela [B.I] As figuras 2.4 e 2.5] considera,

os 8 planetas do Sistema Solar.

n.os
.04
0oz
Algrausfano)
0.0z U
0.0
U S Y—

1}

1 2 3 4 3

Semi-elxo maior (ua)
[ © Mercirio © Vénus < Terra Marte Tipiter afy a5]

Figura 2.4: Frequéncia A(graus/ano) em func¢ao do semi-eixo maior com a contribuigdo
das perturbagoes gravitacionais dos 8 planetas do Sistema Solar no intervalo de O(ua) a

5.5(ua).
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Figura 2.5: Frequéncia A(graus/ano) em fungao do semi-eixo maior com a contribuigao
das perturbagoes gravitacionais dos 8 planetas do Sistema Solar no intervalo de 9(ua) a

40(ua).

As figuras 2.3 e reproduz resultados ji conhecidos sobre ressondncias
seculares para o caso linear na literatura, o que valida o uso dele para estudar dinamicas

progradas e retrogradas.






3 Dinamica Secular Linear para

Orbitas Retrégradas

A ressonancia secular é um mecanismo que pode excitar os elementos orbitais
excentricidade e inclinacao, causando instabilidade no movimento. Neste capitulo serd
reproduzida a andlise da dinamica secular para o caso linear considerando uma particula
teste em Orbita retrograda. A orientacao da particula teste em movimento retrégrado
¢ dada por drbitas planares cujas inclinagoes I estao préoximas de 180°. Para isso sdao
estabelecidos novos valores para os parametros angulares da inclinacao e do argumento

do pericentro - os angulos que definem a orientacao da drbita do asteroide.

Por defini¢ao, a orientagao de uma orbita prograda da-se no sentido anti-horario e
uma orbita retrégrada no sentido horario. Para alterar o sentido de rotagao que sera usado
como referéncia pode-se substituir s = sen <;> por ¢ = cos (;) na expansao da funcao
perturbadora. O argumento do pericentro é definido como o dngulo entre o pericentro (w),
que determina onde o plano orbital do asteroide cruza com o plano orbital de referéncia,
e a longitude do nodo ascendente (£2). Para uma érbita retrégrada este angulo assume o
valor —w, uma vez que o sentido de rotagao é oposto ao sentido de rotacao do sistema de
referéncia. A longitude do pericentro altera-se para w = —w+ (). Estes novos parametros

descreve o novo sistema e possibilitara obter a fungao perturbadora para érbita retrograda.

45
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3.1 Orbita Retrégrada

Primeiramente sera apresentado o estudo de ressonancias seculares de uma par-
ticula teste em movimento retrogrado sob influencia gravitacional do Sol, de Jupiter e de
Saturno. Em seguida sera discutido o estudo ressonancias seculares de uma particula teste
em movimento retrogrado sob influencia gravitacional de todos os 8 planetas do Sistema

Solar.

Para orbita prograda foi definido o parametro inclinagdo do sistema como sendo
sen(/), entretanto para pequenas inclinagoes, isto é, I & 0°, este parametro se anula para
6rbitas coplanares. Deste modo este pardmetro foi redefinido para sen(//2). Para érbita
retrograda define-se como parametro de inclinagao cos(//2), uma vez que para pequenas

inclinacgoes I ~ 180°.

A funcao perturbadora R, (retrégrada) de segunda ordem nas varidveis excen-
tricidade e inclinacao descrita pela teoria linear é dada por
secular 1 0 1 1
st ) = 3 2aD + 042D2} bg/)Q(ef +e3) + 1 [2 —2aD — 042D2} bg/éelegcos(wl — 3)
+ 1ozb(l) (s2+3) —abl)s (2 — Q) (3.1)
9 3/2\71 2 3/251C2C05(341 2)- .

Usando as identidades derivadas dos Coeficientes de Laplace (2.31]), tém-se

K S(secular) Gm; 11 (1) 1 (1)
R, = ERD - ’ gab3/2(e% +e3) — Zab3/2(5% +65)—
b) — @) — abl) 0 - Q 3.2
aby jy(a)erez cos(wr — @2) — aby 182 cos((h 2) |, (3.2)
onde Gm, ~ n%a® e p = Gm.

Reescrevendo os parametros e e ¢ em termos das novas variaveis para a particula

teste, obtém-se
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h = esen(w), (3.3)
k = ecos(w), (3.4)
p = csen(Q), (3.5)
¢ = ccos(Q), (3.6)

onde ¢ = cos (é)

E para os planetas, as novas varidveis sao

h; = ejsen(w,), (3.7)
k;j = ejcos(w,), (3.8)
pi = cisen(%;), (3.9)
¢ = cjcos(€), (3.10)

onde j representa os subindices dos 8 planetas do Sistema Solar.

Multiplicando o terceiro e quarto termos de (3.2) por 2 e 1, respectivamente,

obtém-se

YIRS

R, = na® (;4(112 HI)+ 3 A (G) + BRG) + 52 BOP +) - 13 Bilonli) + qq<j>>) ,

j=1 J=1
(3.11)

ou ainda

R, = na? (;A(iﬂ + k) + i Aj(hh(j) + kk(5)) + 2B(p* + ¢*) — 4 i B;(pp(j) +q4(j)) | -

j=1 j=1

(3.12)

onde

1m,;  _
A= +n1#a12a12b§1/)2(0412), (313)

C
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1m;

Aj = —nzﬁjau&mbé%(am), (314)
lm;

B = —HZHOQQOQQI??)/Q(CQQ), (315)
Im;

Bj = +niﬁa12a12b3/z(alg). (316)

(¢

A frequéncia A estd relacionada como a taxa de variacao da longitude do peri-
centro. A frequéncia B esta relacionada com a taxa de variagao temporal da longitude

do nodo ascendente. E possivel notar pelas expressoes acima que A = —B.

As equagdes planetarias de Lagrange para o movimento retrogrado sao dadas

por

€= +n;26 (ZZ’ (3.17)
w= _n;e 88}27", (3.18)
e ] (3.19)
Q= —4711(126%}?". (3.20)
Nas novas variaveis, as equacoes planetarias tornam-se
h = —%2881:, (3.21)
p=p L 08 (3.22)

na? oh’
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1 OR
)= ———— 3.23
p 4na? Oq’ (3.23)
1 OR
] = —. 3.24
q +4not2 dp ( )
Substituindo (3.12)) nas expressoes acima obtém-se
‘ 2 2 2
h=—Ak — Z Ajhj = —Ak — Z Aj Z €ji COS(git + 57,), (325)
=1 j=1 =1
' 2 2 2
j=1 j=1 =1
2 2
p=—Bq+Y_ Bjg; =—Bq+ ) Bjcjcos(fit + ), (3.27)
j=1 Jj=1
2 2
q — +Bp — Z ijj == +Bp — Z Bjcji sen(fit + ’7,) (328)
j=1 j=1
As derivadas de segunda ordem das expressoes acima sao dadas por
) 2 2 2 2
j=1  i=1 j=1 =1
) 2 2 2 2
k= —f—A(—AI{? — Z Aj Z €ji COS(git + 52)) + Z Aj Z 6]2(90 COS(gZ’t + 61)7 (330)
j=1 =1 j=1 =1
2 2
p=—B(+Bp—Y_ Bjlisen(fit+)) — > _ Bjcyi(fi)sen(fit + ), (3.31)
j=1 j=1
2 2
G =+B(=Bq+)_ Bjljcos(fit + 7)) — D Bjcjil fi) cos(fit + ). (3.32)

J=1 J=1
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: _ N2 _ 2
Definindo V; = Zj:l Ajeji e Uu; = Zj:l Bjcji7 tem-se

h=—A%h— 22: vi(A — g;)sen(g;t + 5;), (3.33)
i=1
k=—A%k—> vi(A—g)cos(git + B;), (3.34)
i=1
2
p=—B’p+ Y (B~ fi)sen(fit + ), (3.35)
i=1
2
i=1

As expressoes obtidas sao equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem
cuja solucao completa é a soma das solu¢oes homogénea e particular. Para determinar a
solucao geral, calcula-se a solucao particular e a homogénea da expressao h. Considere

como proposta de solucao particular

h,(t) = asen(g;t + f3;), (3.37)

onde a é uma constante arbitraria. As derivadas de primeira e segunda ordem sao, res-

pectivamente,

h(t) = ag; cos(git + ), (3.38)

h(t) = —ag?sen(git + f3;). (3.39)

Substituindo estas derivadas em (3.33)), resulta

(—g7 + A%)asen(git + B;) = —vi(A — g;) sen(git + 53;),

que por sua vez implica em
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(A—=gi)(A+ gi)a = —v;(A— g;)

‘- (A+gi)

Dessa forma a solugao particular é dada por

2
’Lt K3
_ _y-visenlgit + Bo) (3.40)
=1 A + gl)
A solugao da equacao diferencial homogénea é dada por
hh(t) = €free sen(—At + 6), (341)

com as constantes arbitrarias do sistema ey, ¢ 8 dependendo das condicoes iniciais.

Portanto, a solugao da equagao diferencial (3.33)) é dada por

2
h(t) = €efpree sen(—At + 3) Z sen(git + ;). (3.42)
z:l

9:)

A solugao completa para a EDO (3.34]) possui a forma

k(t) = €free cos(—At + B) + k(1) (3.43)

onde k,(t) é a solugao particular da EDO. Analogamente, para obtengao da solucao par-

ticular, considere a proposta de solugao

kp(t) = beos(git + By), (3.44)

onde b é uma constante arbitraria. A primeira e segunda derivadas sao

kp(t) = —bgi sen(git + ), (3.45)
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kp(t) = —bg? cos(git + ). (3.46)

Substituindo as derivadas em ([3.34)), tem-se

— bg? cos(git + ;) + A2k‘p cos(git + ;) = —vi(A — g;) cos(git + Bi),

b(—g; + A%) = —vi(A — g),

ou ainda
»
b _ [
(A+ gi)
Logo,
2
Z 7 cos(git + 5;). (3.47)
=1

A solucao da equacao diferencial homogénea é obtida de forma analoga ao caso

h e dada por

2
k(t) = efreecos(—At + () — Z ) cos(git + ;). (3.48)
z:l
A solugao completa para (3.35) possui a forma
PUE) = cqrecsen (=4 7) + pyl0), (3.49)

onde p,(t) é a solugdo particular, com as constantes cf... € v dependentes das condigoes

iniciais.

Para calcular a solucao particular considere a proposta de solucao
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py(t) = msen(fit + ), (3.50)
onde m é uma constante arbitraria. As derivadas de primeira e segunda ordem sao
Pp(t) = mficos(fit + ), (3.51)
Pp(t) = —mf?sen(fit + 7). (3.52)
Substituindo-as em ([3.35]), tem-se
—mf?sen(fit + ) + B*msen(fit + ) = p;(B — f;) sen(fit + ), (3.53)
(—fi + B)m = (B - f),
(B + fi)(B = fi)pp = 13 (B — fi),
_ My
(B+ fi)
Logo
2 1
p(t) = Ctree sen (—Bt + ) + ! sen(fit + i), 3.54
(1) = cpecsen (=BL+7) + 3 5 senft 4 (3:54)
ou ainda
Ifree 2 i
p(t) = cos ( 5 ) sen (—Bt +7) + > sen(fit + i) (3.55)

= (B+fi)
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A solugao completa para a EDO § tem a forma

q(t) = Cfree cos (—Bt +7) + g,(t) (3.56)

onde g,(t) é a solucao particular. Para obter a solucao particular considere a proposta de
solugao

qp(t) = dcos(fit + ), (3.57)

onde d é uma constante arbitraria. Derivando

dp(t) = —dfisen(fit + ), (3.58)

gp(t) = —df? cos(fit + ;).

Substituindo em ([3.36)), obtém-se

— dff cos(fit +7) 47 dcos(fit +7) = (B — 4f;) cos(fit + 7),

(—fi + B*)d = pi;(B — f2),

(B+ fi)(B = fi)d = pi(B — fi),

My
d=——"—. 3.59
CEY (3:59)
Assim,
2 0
q(t) = Cfree cos (—Bt + ) + Z ——cos(fit + i), (3.60)

= (B+fi)
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ou ainda

2

q(t) = cos (If;e> cos (—Bt +7) + Z J;f) cos(fit + 7i)- (3.61)

A frequéncia da particula teste em (3.13)) depende da sua localizacao, das massas
dos planetas e da massa do Sol. As constantes de integracao €free, @Wrees Crree € free
sao chamadas de excentricidade prépria, longitude propria do periélio, inclinagao propria

e longitude do nodo ascendente prépria, respectivamente.

Para a uma particula teste em movimento retrogrado, pode-se observar pelas
solucoes encontradas em e ou em e que A+¢g; ~0e B+ f; = 0.
Isto é, as ressonancias seculares ocorrem quando A = —g; e B = —f; a teoria linear para
ressonancias seculares de corpos em movimento retrogrado abrange valores negativos de

autofrequéncias do sistema.

A Figura [3.2| apresenta o comportamento da frequéncia A da particula teste
resultante das interagoes gravitacionais com os 8 planetas do Sistema Solar. As retas

horizontais sao obtidas a partir dos valores das frequéncias dos planetas.

0.03
0.02 4 J
Algrausfano)
0.01
D j ) I I I | 1
1 2 3 4 5 f
Semt-eixo mator (ua)
| $ vems O Terra Marte <& Mercitio Jupiter —g6+2sﬁ—g5—gﬁ+g?|

Figura 3.1: Frequéncia A em fungao do semi-eixo maior a (ua).
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Por meio das frequéncias fornecidas na Tabela , pode-se determinar as lo-
calizagOes das ressonancias seculares. Para confirmar suas localiza¢des no espaco obtidas
pelo modelo analitico, utiliza-se o integrador numérico de N-corpos MERCURY [2] que
fornece as libragdes dos angulos seculares. Utiliza-se como condig¢Oes iniciais os valores
tedricos e analisa-se a evolugao dos parametros orbitais ao longo do tempo. A intersec-
¢ao da curva com as retas horizontais fornece a localizacdo no espago das ressonancias

seculares.

3.1.1 Simulacao Numérica

A partir das condigOes iniciais fornecida pelo modelo analitico foi possivel iden-
tificar as localizagoes das ressonancias seculares. Os resultados a seguir [10] foram obtidos

por meio de simulagao numérica utilizando o software Mercury®6.

A libracdo do angulo secular inicia-se em 1x 107 anos até aproximadamente 1,7 x
107. E possivel observar que a excentricidade aumenta simultaneamente com a libraco
deste angulo. Ao final da libracdo, a curva em preto passa a circular. As particulas testes
em Orbita retrégrada experienciam as ressonancias seculares quando suas frequéncias de
precessao sao proximas ou iguais as frequéncias de precessdo dos planetas do Sistema

Solar, entretanto com sinal oposto, pois quando A+ ¢g; 0 e B+ f; = 0.

Para uma particula teste que atravessa uma ressonancia secular do tipo A, ou
seja, ressonancia secular relacionada a longitude do pericentro o parametro angular que
sera excitado sera a excentricidade. Para uma particula teste que atravessa uma resso-
nancia secular do tipo B, ou seja, ressonancia secular relacionada a longitude do nodo
ascendente o pardmetro angular que serd excitado serd a inclinacio. E possivel obser-
var numericamente um aumento da excentricidade ou inclinagdo no momento em que se

observa a libracao do angulo secular.
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Figura 3.2: Curva em preto: Semi-eixo: 3,059 UA, Inclinacao: 180°, Excentricidade:

0,01. Curva em preto: frequéncia: —gg+ 2s¢. Curva em vermelho: frequéncia: —sg+2¢s.






4 Dinamica Secular Nao Linear para

Orbitas Prégradas

A modelagem do movimento dos corpos celestes cuja dindmica é caracterizada
por longo periodo pode ser estudada através da funcao perturbadora gerada pela andlise
das interacoes gravitacionais entre os planetas do sistema em estudo, como demonstrado

nos capitulos [2 e 3|

Os trabalhos [8] e [24] demonstraram por meio de simulagoes numéricas de N-
corpos a distribuicao dos asteroides proximos as ressonancias seculares vs, 14 no intervalo
1.5 UA a 3.5 UA, e apontaram que a distribui¢ao dos asteroides sobreviventes nas proximi-
dades de v14 possuem uma alta variagao de inclinagao, de I = 0° até I = 40°. No Sistema
Solar as ressonancias seculares sao um importante mecanismo para explicar a instabili-
dade e o transporte de asteroides entre diferentes regides, uma vez que tais ressonancias

sao responsaveis pela excitacao das excentricidades e ou inclinacoes dos corpos.

4.1 Equacoes de movimento para as variaveis h e k

Para obtencao das equagoes de movimento de um corpo progrado foi considerado
termos de até quarta ordem nas excentricidades e de segunda ordem nas inclinagoes
para a funcao perturbadora da particula teste [24]. Com esta nova fungao perturbadora,
¢ possivel obter as solugoes das suas equagoes de movimento por meio das equacoes
planetarias de Lagrange. As variaveis a, e,l, {2, @ correspondem a particula teste e a;,

e;, 1;, Q;, w; sao referentes as quantidades dos corpos secundarios.

29
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A expansdo da funcao perturbadora fornecida em [24] é dada por

8
R =Y Gm;[Aje® + Bje' + Cjsen®(1/2) + Dje’ sen®(1/2) + Ejee; cos(w — w;)], (4.1)

Jj=1

ou ainda

8
R =Y Gm;[A;e® + Bje' + Cjs* + D;e’s*> + Ejee; cos(w — ;)]
=1

onde s = sen(//2) e os coeficientes sao

L

o L [ai ot
T 16d | 2 dod 8 dat |’
1
1) 27(1)
D o o2 dby)
7 16a’ 3/2 do do? |’
L @
onde A; = —C; e a pode assumir os seguintes valores
a/a; e da =a;, sea;>a.
o =

aj/a e d =a, sea;<a,

Os coeficientes de Laplace sdo calculados por meio da expressao

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.8)
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) = i/oﬂ = 222(5?99))+ a2y ™ (49)

e sao convergentes quando o < 1.
Para obtencao das solugoes das equacoes de movimento realiza-se uma nova
transformacao, que permite obter uma relagdo entre as novas variaveis h e k com as antigas

variaveis e e w, simplificando assim as equagoes diferenciais do problema. Reescrevendo

(5.1) em termos de h e k e substituindo em (A4.9) e (A.15)), tem-se

8
R =Y Gmj[A;(*+k*)+B;(h*+k*)*+C; sen®(1/2)+D;(h*+k*) sen®(I/2)+ E;(hh;+kk;)],

j=1
(4.10)
onde ee; cos(w — w;) = ecos(w)e; cos(w,) + esen(w)e; sen(w;) = (kk; + hh;).
dh  Gm; (R + k%) 9 o
P (1 5 [A;(2k) + 4B;k(h” + k*)+
2D,k sen*(1/2) + E;jk; + ktg(I/2)(Cysen(I)/2 + D;(h* + k*)sen(1)/2)], (4.11)
Portanto,
dh 5 o
i bk + ck(h® + k*) = > d; cos(vit + ), (4.12)
onde
1 8
b= " Zl Gm;(24; + 2D;sen*(1/2) + C;sen*(1/2)), (4.13)
]:
1 8

1 8
7j=1



62 Dinémica Secular Nao Linear para Orbitas Prégradas

Os termos selecionados da equacao de movimento foram propostos em [24]. Para

a variavel k sdo feitos os mesmos passos

dk  Gm, (1 (PR

= = 5 ) [—A;(2h) — 4B;h(h* + k*)—

2Djhsen*(1/2) — Ejh;) — htg(1/2)(Cysen(I)/2 — Dj(h* + k*)sen(1)/2)],  (4.16)

Logo,

dk
—op = ~bh = ch(h® + k) + 3" disen(uit + ), (4.17)
onde
1 8
b= ]Zl Gm;(24; + 2D (I) + Cys?), (4.18)
1 8
c= W; Gm;(4B; — A;), (4.19)
1 8
j=1

A partir da expressao (4.13)) é possivel obter as localizagoes das ressonancias
seculares em fungdo da inclinagao e do semi-eixo-maior, como mostradas nas figuras [.1] e
4.2l Entretanto, este modelo analitico tem uma limitagao, pois envolve pequenas excen-

tricidades.

As curvas da Figura mostram valores para as frequéncias b em funcao do

semi-eixo maior a para valores fixos de inclinacao.

As figuras[d.I|e[d.2reproduz resultados j& conhecidos sobre ressonéncias seculares
para o caso nao linear na literatura, o que valida o uso dele para estudar dinamicas

progradas e retrogradas.
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Figura 4.1: Valores da frequéncia b no plano I e a para Orbita prograda. As curvas
possuem os valores b = g5 e b = gg. Os pontos pretos representam as localizagoes das

ressonancias seculares identificadas através de simulagdes numéricas.
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Figura 4.2: Valores da frequéncia b em fun¢ao do semi-eixo-maior a para orbita prograda.

No trabalho [19], as frequéncias de precessao do Sistema Solar foram obtidas

por meio da Anélise de Fourier, sendo possivel observar valores de frequéncias positivas
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e negativas. A teoria linear para érbitas progradas indica que A = +g;, isto é, utiliza-se
somente frequéncias positivas. Entretanto, neste trabalho obteve-se um novo resultado. A
partir da construgao da superficie referente as frequéncias b em fungdo de todo o intervalo
de inclinagoes para oOrbita prograda, isto ¢, 0° < I < 90° obtido a partir da expressao

(4.18) tém-se frequéncias positivas e negativas.

Figura 4.3: Valores da frequéncia b no plano [ e a para orbita prégrada.

O plano (em vermelho) na figura foi inserido para auxiliar na visualizacao

das frequéncias positivas e negativas obtidas por meio da expressao b.

4.1.1 Simulacao Numérica

A partir das condigoes iniciais fornecidas pelo modelo analitico foi possivel iden-
tificar ressonancias seculares. O resultado a seguir foi obtido por meio de uma simulacao

numérica utilizando o software Mercury®6.

A ressonéncia secular linear é um importante mecanismo de transporte e ejecao
de pequenos objetos como asteroides, cometas e luas. Estes pequenos corpos em orbita
prograda experienciam as ressonancias seculares quando suas frequéncias de precessao
sao proximas ou iguais as frequéncias de precessao dos planetas do Sistema Solar, isto ¢,

quando A — g; ~ 0 e B — f; =& 0. A teoria linear limita o estudo da dinamica de corpos
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celestes a pequenas excentricidades e inclinacoes.

Para uma particula teste que atravessa uma ressonancia secular do tipo A, ou
seja, ressonancia secular relacionada a longitude do pericentro, o pardmetro angular que

sera excitado sera a excentricidade.

Verifica-se na maioria dos resultados das simulagoes presentes nas figuras a seguir
que a excentricidade estd em fase com o angulo secular, isto é, quando o angulo esté
librando a taxa de variacao da excentricidade aumenta, e quando o angulo secular estd

circulando a taxa de variagao da excentricidade diminui.

Na Figura 4.4] ¢ possivel observar a libragao do angulo secular acompanhada do
aumento expressivo da excentricidade. A libragdo deste angulo estd presente nos inter-
valos de 0 ano a 1,7 x 10% ano, 3 x 10% anos a 4 x 10°% anos e 4,4 x 10° anos a 5 x 10°
anos. Nestes intervalos onde foi possivel observar a libracdo do angulo secular houve
aumento da excentricidade de 0,075 chegando a 0, 3. Entre os intervalos de libracao ocor-
reu circulagdo do angulo acompanhada com duiminuicao da excentricidade. O semi-eixo
maior nao variou ao longo da simulagdo o que confirma a natureza do comportamento
secular. A inclinagdo varia ao longo do movimento em torno de 29,1°. Na Figura [4.5] é
possivel observar a libracao do angulo secular acompanhada do aumento expressivo da
excentricidade nos intervalos 1 x 10% ano a 2 x 10% anos e 4,2 x 10% anos a 5,5 x 10® anos.
Nestes intervalos onde foi possivel observar a libragao do angulo secular houve aumento
da excentricidade de 0 chegando a 0,4. Entre os intervalos de libragao ocorreu circulacao
do angulo acompanhada com duiminuicao da variacao excentricidade. O semi-eixo maior
nao variou ao longo da simulagdo. A inclinagao varia ao longo do movimento em torno de
29, 1°. J4 na Figura [4.6[ é possivel observar a libracao do angulo secular acompanhada do
aumento da excentricidade desde o comeco da simulacdo até aproximadamente 4,2 x 106
anos. Nestes intervalos onde foi possivel observar a libragao do angulo secular houve au-
mento grau de variacao da excentricidade de 0,012 chegando a 0,3. A partir de 4,2 x 10°
anos o angulo passa a circular e a taxa de variagdo da excentricidade diminui. O semi-eixo
maior se manteve constante ao longo da simulacdo. E possivel observar a diminuicdo da
inclinacdo no momento que que o angulo secular passa a circular e isso pode acontecer
nas préoximas simulagoes. Nao estd claro o motivo deste fendomeno ocorrer. Estes resul-

tados s6 avaliam a libragdo do angulo secular e nao outros fenémenos que podem ocorrer
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simultaneamente.

A libragao do angulo secular visto na Figura [4.7] estd presente nos intervalos
1,2 x10% ano a 1,8 x 10% ano, 2,5 x 10° anos a 3,2 x 10% anos e 3,5 x 10° anos a 4, 8 x 10°
anos. O aumento da excentricidade ocorreu em fase com o angulo secular, variando de
0,048 até aproximadamente 0, 5. Entre as libragoes ha circulagao do angulo acompanhada
de diminuicao do grau de variagao da excentricidade. A inclinagdo varia em torno do valor
29, 1° que foi utilizado como parametro inicial nas integracoes. Na Figura 4.8 observa-se o
efeito da ressondncia secular a partir de 1,4 x 10° anos seguidas de circulagoes em 2, 6 x 10°
anos, 3,5 x 10°% anos e 4 x 10% anos seguida de um decréscimo da taxa de variacio da
excentricidade ao longo do tempo. O aumento da excentricidade ocorreu em fase com
o angulo secular. O semi-eixo maior se manteve constante ao longo da simulagdo o que
confirma a natureza do comportamento secular. A inclina¢do pouco varia, o que confere
com a teoria secular uma vez que a frequéncia em andlise é a g5 (relacionada a longitude

do pericentro) de Jupiter.

Na Figura4.9/0 aumento da excentricidade ocorreu em fase com o angulo secular,
isto é, quando o angulo secular librava a excentricidade aumentava simultaneamente. O
semi-eixo maior permanece invariante ao longo da integracao e a inclinacdo aumentou
sutilmente e em fase com o angulo secular estava a librar. A libracao ocorre nos intervalos
aproximados 1,6 x 10°% ano a 1,7 x 10° ano, 2,2 x 10° anos a 2,5 x 10® anos, 2,9 x 10°
anos a 3,3 x 10% anos, 3,7 x 10% anos a 2,6 x 10° anos a 4,3 x 10% anos, 4,5 x 10° anos
a b x 10° anos e 5 x 10°% anos a 5,5 x 10% anos. A inclinacdo varia muito pouco, o que
confere com a teoria secular uma vez que a frequéncia em andlise é a g5 (relacionada a

longitude do pericentro) de Jupiter.

A Figura também exibe libracdo nos intervalos aproximados de 1,2 x 10°
ano a 1,6 x 10% ano, 2 x 10°% anos a 2,5 x 10° anos, 2,6 x 10° anos a 4,2 x 10° anos e 5 x 10°
anos a 5,5 x 10% anos acompanhada de aumento na taxa de variacao da excentricidades.
Entre estes intervalos ha circulagao do angulo junto com decréscimo da variacao da excen-
tricidade. A inclinagao oscila préximo ao valor de 29, 1° e o semi-eixo maior permanece

constante em toda a integracao.
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4.2 Equacgoes de movimento para as variaveis p e q

Considere a fungao perturbadora [6]

8
R=> Gm;[A;e’+C;sen®(1/2)+D;e* sen®(I1/2)+F; sen’(I)+G; sen(I) sen(I;) cos(2—8;)].
j=1
(4.21)

Redefinindo as novas varidveis na forma

p = ssen{,
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q = scos{).

Reescrevendo a fungao perturbadora nas variaveis p e ¢, tem-se

8
R =Y Gm;[A;(P+k*)+C;(p*+¢*)+ F; (> +¢°)* + D;(R* + k) (0* + ¢*) + G (pp; + q4;)),

j=1
(4.22)
onde
sen(/) sen(Z;) cos(2 — ;) = sen(I) cos(£2) sen(/;) cos(€2;)+
sen(1) sen(€2) sen(1;) sen(%) = (pp; + 40y
Expandindo em série de Taylor obtém-se
L~ 1-— < cos(I) =~ 1 (4.23)
Vi—e = 2 A '
Substituindo (4.22)) em (A.66)), resulta
8 G 2
Z m] ( e2> 2¢C; + 4q(p* + q2)Fj +¢;G; + 2qe2Dj], (4.24)
j=1
ou ainda
d
= = bat e’ + ¢7) — dycos(fit + 7). (4.25)
onde
mz ZGmJ (2C; + 2Dje?), (4.26)
c= naQ ZGm] (4F; — 2Fje?), (4.27)

7j=1

d; = m2 Z Gm;j(GjNj;). (4.28)
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Analogamente, substituindo (4.22)) em (A.68|) obtém-se

dq 8 Gm; e
7D Dl (1 - 2) 20C; + 4p(p* + ¢*) F; + ;G + 2pe* D], (4.29)
j=1
ou ainda
d
d—z = —bp — cp(p® + p*) + d;sen(fit + ), (4.30)
onde
138 2
na2 ZGmJ (4F; — 2Fe?), (4.32)
d; = na2 ZGmJ (GjNji). (4.33)

E possivel obter uma relacao entre a presenca de asteroides nos cinturoes com as
ressonancias seculares tanto em funcao da excentricidade quanto em fun¢ao da inclinacao.
O gréfico da Figura mostra as curvas das frequéncias b no plano e — a. Os valores

das frequéncias plotados estao na Tabela

No trabalho [19], as frequéncias de precessao do Sistema Solar foram obtidas
por meio da Anélise de Fourier, sendo possivel observar valores de frequéncias positivas e
negativas para as variaveis p e q. A teoria linear para Orbitas progradas indica que A =
+g; =~ — f;, isto é, utiliza-se somente frequéncias negativas para as taxas das frequéncias

de precesao.

A Figural4.12| exibe as frequéncias b no plano e — a. Note que este resultado esta

de acordo com a teoria linear, exibindo somente frequéncias negativas.

4.2.1 Simulacao Numérica

A partir das condicoes iniciais fornecidas pelo modelo analitico foi possivel iden-

tificar ressonancias seculares. Os resultados a seguir foram obtidos por meio de uma
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Figura 4.12: Valores dos coeficientes b para movimento prégrado no plano e - a.

simulagao numérica utilizando o software Mercury®6.

Para uma particula teste que atravessa uma ressonancia secular do tipo B, ou
seja, ressonancia secular relacionada a longitude do nodo ascendente, o pardmetro angular

que sera excitado sera a inclinacao. E possivel observar numericamente um aumento da
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excentricidade ou inclinagdo no momento em que se observa a libracao do angulo secular.
Os pontos presentes na Figura sao as localizacoes de onde foram identificadas as
libragoes dos angulos seculares nas simulagoes numéricas. As curvas em azul e em preto

sao as localizacoes das ressonancias seculares geradas por meio do modelo analitico.

Nas simulacoes presentes nas figuras [£.13] [£.14] e [£.15] é possivel observar o cres-

cimento abrupto da excentricidade concomitante a libragao do angulo secular, o que nao
era esperado uma vez que a frequéncia secular analisada é a sg, que por sua vez estd
associada a taxa de variacao da longitude no nodo ascendente de Saturno. A simulagao
numérica considerou a perturbacao gravitacional de todos os 8 planetas do Sistema Solar
e fendmenos ressonantes podem estar ocorrendo em conjunto com a ressonancia secu-
lar. Neste trabalho contemplamos somente a descricio matematica e fisica da dinamica
secular o que nao prejudica o estudo aqui realizado, uma vez que a libracao do angulo
secular ocorre de forma clara com semi-eixo maior constante acompanhada da excitacao

da inclinagao.

Na Figura a libracao do angulo secular inicia-se em 1,3 x 10° ano aproxima-
damente até o final da simulagdo. O semi-eixo maior permanece constante e a inclinagao
aumenta significativamente com o inicio da libracao variando de 4, 5° atingindo o valor de
25°. O comportamento presente na Figura[4.14)é semelhante ao apresentado na simulagio
anterior. No inicio da simulacao observa-se a circulagao do angulo que passa a librar em
aproximadamente 1 x 10 ano acompanhada do aumento da inclinacao de 4, 17° chegando
a 15°. O semi-eixo maior permanece constante durante a integracdao, o que confere com
a teoria secular. Ja na Figura [4.15]a integracao inicia-se com a circulacao do angulo com
pouco aumento da inclinacdo. A libracao do angulo secular inicia-se préximo a 1,6 x 106
ano junto com aumento expressivo da inclinagado que varia ao longo da integragao de 2, 96°

chegando a 25°. Semi-eixo maior permanece inalterado.
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5 Dinamica Secular Nao Linear para

Orbitas Retrégradas

Na literatura, os estudos sobre ressonancias seculares estavam restritos em sua
maioria para orbitas progradas. Neste capitulo serdo mostradas evidéncias sobre resso-
nancias seculares para drbitas retrégradas. Convencionou-se que para érbitas progradas
a inclinagdo do corpo astronomico esteja restrita ao intervalo de 0° < I < 90°, e para

6rbitas em movimento retrégrado no intervalo 90° < I < 180°.

Mediante o uso de termos de ordem superior, tanto das equacoes planetarias
de Lagrange quanto da funcao secular, é possivel estudar a dindmica dos corpos celestes

cujas Orbitas nao sejam coplanares e ou circulares.

Por exemplo, asteroides que atravessam a ressonancia secular vg podem se tornar
NEOs devido ao aumento da sua excentricidade [§]. J& os asteroides localizados préximos
a 2 ua, denominados Hungarias, possuem elevada inclinagao (I = 20°), como exibido na
Figura[5.1] Estes e outros exemplos citados neste trabalho sao algumas das situagoes que

evidenciam a importancia de se aprofundar no estudo de orbitas nao coplanares.

A teoria de perturbacao linear possibilita descrever a dinamica de corpos celestes
para pequenas excentricidades e inclinagoes. Para objetos cujo movimento nao estd mais
contido no plano é necessario obter uma fun¢do perturbadora que contenha termos de
ordem superior a dois nas excentricidades e inclinacées. E possivel desenvolver diferentes
fungoes perturbadoras para descrever um sistema de corpos celestes. A depender da

abordagem adotada ¢é possivel estudar a dinamica de um satélite, como por exemplo em

81
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Figura 5.1: Distribui¢do de asteroides em fungao da inclinagao [1].

[5]. Neste trabalho desenvolveu-se uma fungao perturbadora para descrever a dindmica de
um satélite perturbado gravitacionalmente por Netuno e seu maior satélite, Tritao. Esta
configuragdo ¢ tnica no Sistema Solar, uma vez que Tritdo tem movimento retrégrado,
elevada inclinacdo e sua presenca interfere nas orbitas dos satélites vizinhos. Outros
trabalhos que desenvolveram fungoes perturbadoras para inclinagoes arbitrarias foram

objeto de estudo em [13] e [14].

Orbitas retrégradas no Sistema Solar estdo restritas a pequenos corpos como
satélites, asteroides e cometas. Tanto os Centauros como os objetos provenientes da nuvem
de Oort podem ter orbitas retrogradas com elevadas inclinagoes. A abordagem analitica
explorada em [24] aplicada ao caso da drbita retrograda permite obter as localizagoes das

ressonancias seculares.

5.1 Equacgoes de movimento para as variaveis h e k

A expansao da func¢ao perturbadora para o movimento retréogrado que permita
obter as equagoes de movimento para as variaveis h e k serdo apresentadas no trabalho

[4] como como resultado parcial desta dissertacao.
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A expansdo da funcao perturbadora fornecida em [24] é dada por

8
R=> Gm;[A;e® + Bje' + Cjsen®*(1/2) + D;e* sen’(1/2) + Ejee;jcos(w — w;)], (5.1)

j=1

onde s = sen(//2) e os coeficientes sdo

1
A= SQ,abg s (5.2)
0 0
g _ L [adW  atd, (5.3)
T 16a | 2 dod 8 da?* |’ '
L
(1) 27 (1)
_ 1 (1) 2 dbg s g dby)
Di= 16a’ {_abim —2 do da? |’ (5:5)
L @

com os valores de « definidos por

afa; e d =a; sea;>a
a= ’ ’ T (5.7)
aj/a e d =a sea;<a.

O coeficiente de Laplace é dado pela expressao

b (a) = i/oﬂ 1- 222:80(s790))+ o2y (5:8)

Reescrevendo a fungao perturbadora em termos das novas variaveis, tem-se



84 Dinémica Secular Nao Linear para Orbitas Retrdgradas

8
R =Y Gm;[A;(*+k*)+B;(h*+k*)*+C;c*(1/2)+ D;c*(W*+k*)+ E;(hhj+ kk;)], (5.9)

j=1
onde ¢ = cos (1/2).

Substituindo (5.9) em (A.9) e (A.15), onde

eej cos(w — w;) = ecos(w)e; cos(w;) + esen(w)e; sen(w,) = (kk; + hh;),

resulta

@ _ Gmy - (h? + k?)
dt  na? 2

2D,k cos®(1/2)—E;k;+k cotg(I/2)(Cj(—sen(I) cos(I))/24+D;(h*+k*)(— sen(I) cos(1)) /2)],

) [—A;(2k) — 4Bjk(R* + k*)—

(5.10)
Logo,

dh 2 2y N
o= bk~ ck(h® 4+ k) + > d; cos(vit + ), (5.11)

=1

onde
5. Gm; 2 2
b=>" — [24; +2D;c* + Cjc?, (5.12)
j=1
8 ij
c=D, (4B — A, (5.13)
j=1
8 ij
=

Para a variavel k os mesmos passos fornecem

dk  Gm (% + k?) .
o= o (1 -y [+A;(2h) + 4Bjh(h* + k*)+



Equacoes de movimento para as variaveis h e k 85

2D;hcos®(I/2)+E;jh;—hcotg(I/2)(Cj(—sen(I) cos(I))/2+D;(h*+k*)(— sen(I) cos(1))/2)],

(5.15)
que pode ser reescrita como
dk 9 9

Entretanto, a parte homogénea da solugao geral das equacoes de movimento

indica que a taxa de precessao da particula teste em érbita retrégrada é dada por —A.
Logo, a taxa de precessao dada em deverd assumir o valor —b. Vale ressaltar que
a mudanca do sinal estd relacionada ao sentido de rotacao da particula em estudo. Isto
é, a frequéncia positiva representa a oérbita prograda e frequéncia negativa representa a
orbita retrograda. Portanto, os resultados a seguir foram obtidos por meio da expressao
b= —— }8: Gm;(2A; + 2D;c* — C;c?). (5.17)

2
nas 5=

Para a uma particula teste em movimento retrégrado, pode-se observar pelas

solugoes encontradas em ([3.42)) e ou em ([3.54) e (3.60) que A+g; =~ 0e B+ f; = 0.

Como foi visto anteriormente, A = —B. Deste modo, A ~ —g; =~ +f;.

Ao considerar o semi-eixo maijor assumindo valores em um intervalo de maior
amplitude, observa-se que as curvas convergem para uma regiao proxima de 180°. Estas

regides de convergéncia coincidem com as localizagoes dos planetas Terra e Marte.

Entretanto, a Figura [5.3| exibe valores positivos e negativos. Nota-se a depen-
déncia dos sinais das frequéncias com a inclinacao da érbita da particula teste. Neste caso,
nao ha uma relagao direta com a excentricidade, o que dificulta a obtencao da localizacao
das libragoes dos angulos seculares. Contudo, a anélise desenvolvida na proxima subsegao

mostra o comportamento da frequéncia com relacdo a excentricidade e semi-eixo maior.

Por meio do resultado anterior é possivel estudar uma das ressonancias secula-
res positivas mais importantes do Sistema Solar, g5 e g¢. Uma vez que a teoria linear
para ressonancias seculares para orbitas retrégradas nao contemplava valores positivos de

frequéncias.
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Figura 5.2: Valores da frequéncia b no plano I e a para orbita retrograda para diversas

frequéncias. Semi-eixo varia de 1 ua a 3,5 ua.

Figura 5.3: Valores da frequéncia b no plano I e a para érbita retrograda. Semi-eixo varia

de 1.8 ua a 3 ua.

5.2 Equacoes de movimento para as variaveis p e ¢

Para obter as equagoes de movimento para um corpo retrogrado foi considerado

termos de até quarta ordem nas excentricidades e de segunda ordem nas inclinagoes [4].
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Figura 5.4: Valores da frequéncia b no plano I e a para orbita retrograda para diversas

frequéncias. Semi-eixo varia de 1 ua a 3,5 ua.
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Figura 5.5: Valores da frequéncia b no plano [ e a para dérbita retrograda para diversas

frequéncias. Semi-eixo varia de 1 ua a 3,5 ua.

E possivel escrever expressoes p e ¢ para os planetas que fazem parte do sistema na forma
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pj = I;sen( ZN sen(fit + ), (5.18)

= I; cos(Q2 Z Njicos(fit + i), (5.19)

onde N

ji» fi e 7; sao constantes conhecidas. Considere a funcao perturbadora

8
R =Y Gm;[A;e*+C;cos*(I/2)+D;e? cos"?(I)+F; cos*(1/2)+G cos(I/2) sen(I;) cos(2—Q;)].
j=1

(5.20)

A funcao perturbadora nas variaveis p e ¢ é dada por

8
R=> Gm;|A;e* + C;(p” + ¢*) + F;(p* + ¢*)* + D;je*(0* + ¢*) + G;(pp; + qq;)], (5.21)

=1

onde
cos(1/2)sen(;) cos(2 — €2;) = cos(I/2) cos(§2) sen(l;) cos(£2;)+
cos(1/2) sen(§2) sen(I;) sen(€;) = (pp; + q4;)-
Substituindo (5.21)) em (A.52), obtém-se
dp Gm; e? 5 o )
E = —4na; (1 — 2) (2(]Cj + 4q(p +4q )Fj + 2qe Dj + Gij), (5.22)
ou ainda
dp 2 2
i —bq — cq(p” + ¢°) + d; cos(fit + i), (5.23)
onde

8
> Gm;(2C; +2Dje?), (5.24)

4na? —
]7

h=—
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! 28: Gm;j(4F; — 2F;e?) (5.25)
= m; . —2Fse .
Ana? = GAFE i€ )
1 8
Substituindo (5.21)) em (A.56)), tem-se

dgq Gm; e? 2 | 2 2

% = Tna? (1 — 5 (QPCJ‘ + 4p(p +4q )Fj + 2]?6 Dj + Gjpj), (527)
dq _ 2 2

pri +bp + ep(p” + ¢°) — d;sen(fit + ), (5.28)

E possivel analisar a relacdo entre excentricidade e frequéncias ressonantes dos

planetas por meio da expressao ((5.24]).
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04
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01
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-s6 + 225 57— g5+ g6

[—— -s6+ 226

Figura 5.6: Coeficiente b para movimento retrégrado no plano e - a.

12
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A Figura [5.0] exibe o comportamento das frequéncias de precessdo. As curvas
convergem nas localizagoes dos planetas Terra e Marte devido aos coeficientes de Laplace

divergirem para razoes a/a; — 1.

Um resultado importante da teoria linear é de que a taxa da frequéncia do objeto
sob influéncia gravitacional dos oito planetas do Sistema Solar ¢ —A = +B. No trabalho
[19], as frequéncias para as varidveis p e ¢ do Sistema Solar foram obtidas por meio da
Anélise de Fourier. A teoria linear para érbitas progradas sugere que A ~ —g; = +f;,

isto é, utiliza-se somente frequéncias positivas.

Figura 5.7: Valores dos coeficientes b para movimento progrado no plano e - a.

A Figura exibe as frequéncias b no plano a — e. Note que este resultado esta

de acordo com a teoria linear, exibindo somente frequéncias positivas.

A figura [5.§] exibe as frequéncias b das taxas de precessao do nodo ascendente B
para Orbitas prégrada e retrograda. O plano (na cor vermelha), como mencionado ante-
riormente auxilia na visualizacao dos planos positivo e negativo. O plano correspondente
aos valores positivos sao referentes ao movimento retrogrado e o plano correspondente aos
valores negativos sao referentes ao movimento prégrado da particula teste. Vale ressaltar

que a diferenca das equagoes que descrevem este plano para ambos os movimentos é de
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Figura 5.8: Valores dos coeficientes b para movimento progrado no plano e-a.

um sinal, gerando uma imagem simétrica.

5.2.1 Angulo secular

A identificacdo da passagem de uma particula teste por uma ressonancia secular
pode ser definida pela libragao do angulo secular ao longo de um periodo. Este angulo
secular pode variar de acordo com a dire¢do da drbita do corpo analisado (geralmente

asteroide, lua ou planeta), isto é, se a érbita é prégrada ou retrograda.

O comportamento qualitativo do angulo secular que permite a identificacao
da passagem do asteroide por uma ressonancia secular ocorre quando ha uma libracao
em torno de 0° ou 360°. Esta libracao ocorre quando o angulo secular assume o valor

Awsecular = AQsecular =0.

« Orbita prégrada

De acordo com (2.65), (2.66)), (2.67)) e (2.65)), a ressonancia secular deve satisfazer

a relacao

A= Wpréprio = Gi € B = Qpréprio = fi-
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onde @prsprio € Qpreprio a0 quantidades ditas fundamentais da particula teste.

Como Awgeeuiar = 0, 0 dngulo secular para dinamica prograda é dado por

Awsecular =w — git. (529)

De maneira semelhante para as variaveis p e ¢, tém-se

Asteculow = - f’Lt (530>

Orbita retrégrada

De acordo com (3.42)), (3.48)), (3.54) e (3.60)), ressonancia secular ocorre quando

A= Wpréprio — i € —B= Qpréprio = fz
onde @Wprsprio € Qpreprio @0 quantidades ditas fundamentais da particula teste.

Logo,
AW geentar = @ — git. (5.31)

De maneira semelhante para as variaveis p e ¢, tém-se

Agzs&cular =0 - fzta (532)

onde w =) — w.

Para obter o dngulo secular a quantidade Aw, ccuiar = 0 deve ser satisfeita. Tal

condicao permitiu construir os angulos seculares tanto para orbitas préogradas quanto para

orbitas retrogradas.
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5.3 Simulacgoes numéricas

Por meio das condigbes iniciais obtidas a partir do modelo analitico foram re-
alizadas simulagoes com o software Mercury6 para estudar a evolucdo dos parametros
orbitais ao longo do tempo, utilizando o integrador numérico Hybrid. As érbitas sao inte-
gradas utilizando-se as condigoes iniciais obtidas em . A partir dos resultados destes
experimentos é possivel identificar se houve libracao dos angulos seculares da particula

simulada.

Analisando a variacao temporal dos angulos seculares préximos as curvas referen-
tes as frequéncias, é possivel observar uma dependéncia da excentricidade com a libragao
do angulo secular apsidal e a dependéncia da inclinagao com a libracao do angulo secular

relacionado a precessao nodal, expressos, respectivamente, por Awgecuiar 00 AQsecuiar-

5.3.1 Grafico 1

Os pontos presentes na Figura sao as localizacgoes das libragoes dos angulos
seculares nas simulagoes numéricas. As curvas de libracdo em azul e em preto sdo as

localizagoes das ressonancias seculares geradas por meio do modelo analitico.

1su<}U

170
1a0
I <> Terra
130 Marte
— ressondncia 2/1
Il gaus 140 =‘_/ ressondncia 5/2
130 ressonancia 7/3
ressonancia 3/1
120 — .E;j - .E;fs + g?
— g+ 256
110 2g3 — g6
100

1 135 2 15 3 35
Setni-elt o thalot (1)

Figura 5.9: Comparacao das ressonancias seculares do modelo analitico e dos resultados

numéricos.
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As figuras [5.10] [5.11] e [5.13] exibem o comportamento de libragdo do angulo

secular que predomina durante toda a integragdo numérica acompanhada de aumento
gradativo da excentricidade. O semi-eixo maior permanece constante. Na Figura [5.12
é possivel verificar a libracdo do angulo secular principalmente préximos do inicio da
integracao até 8 x 10% anos. Neste momento hd uma queda do valor da excentricidade e
o angulo secular passa a circular a medida que a excentricidade cresce, enquanto que a
taxa de variacao permace pequena. Na Figura[5.14] a libragao esta localizada no intervalo
de 7,5 x 10° anos a 2,5 x 107 anos aproximadamente acompanhada do crescimento da
excentricidade que esta em fase com o angulo secular. Neste exemplo a inclinagao pouco
varia e 0 semi-eixo maior permanece constante.
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Figura 5.10: Semi-eixo: 1,83 ua, Inclinagao: 170°, Excentricidade: 0,001 e Frequéncia:

g5 — g6 + 97
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Figura 5.11: Semi-eixo: 1,74 ua, Inclinacao: 180°, Excentricidade: 0,001 e Frequéncia:

95 — g6 + gr-
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Figura 5.12: Semi-eixo: 1,70 ua, Inclinagao: 180°, Excentricidade: 0,001 e Frequéncia:

95 — gs + gr-
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Figura 5.13: Semi-eixo: 1,7 ua, Inclinacao: 174, 8°, Excentricidade: 0,015 e Frequéncia:
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Figura 5.14: Semi-eixo: 1,71 ua, Inclinacao: 173,6°, Excentricidade: 0,0416 e Frequén-

cia: gg.
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5.3.2 Grafico 2

Os pontos presentes na Figura [5.15sdo as localizagoes das libracoes dos angulos
seculares nas simulagoes numéricas. As curvas em azul e em preto sdo as localizagoes das

ressonancias seculares geradas por meio do modelo analitico.

180 7
170
160
130 & Terra
//f, Marte
140 ressonancia 2/1
lgaus) ° / ressonancia 3/1
130 2 9 ressonancia 5/2
ressonancia 73
120 — g6
g3
110
100 /
1 15 2 25 3 35

Setti-elr 0 malor (u&)

Figura 5.15: Comparacao das ressonancias seculares do modelo analitico e dos resultados

numéricos.

As integragoes para as frequéncias gs e gg presentes nesta secao foram realizadas
considerando a perturbacao gravitacional dos 8 planetas do Sistema Solar. A evoluc¢ao dos
parametros orbitais obtidos foram avaliados em 750 mil anos, isto é, foi necessario reduzir
o intervalo de tempo para observar com mais nitidez o comportamento dos elementos

orbitais.

A libracao presente na Figura [5.16| é observada no inicio da integracao, fina-
lizando aproximadamente em 200 mil anos seguida da circulacdo do angulo secular. B
possivel verificar que a excentricidade estd em fase com o angulo secular, isto ¢, quando
o angulo estd librando a taxa de variacao da excentricidade aumenta, e quando o angulo
secular esta circulando a taxa de variagdo da excentricidade diminui. O angulo libra
novamente em 350 mil anos até aproximadamente 450 mil anos acompanhada de um cres-
cimento abrupto da excentricidade. A libragao na integracao na Figura também esta

presente desde o comeco da integracao e finaliza préximo a 100 mil anos. Neste intervalo
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a excentricidade varia de 0,065 até aproximadamente 0,6. Quando o angulo passa a cir-
cular a taxa de variacdo da excentricidade diminui. O angulo volta a librar préximo de

360 mil anos acompanhado do aumento abrupto da excentricidade.

A libracgao presentes nas figuras|[5.18] [5.19| e [5.24] ocorre logo no inicio da simula-

¢ao e em ambos os casos sao intercaladas com a circulacao do angulo secular acompanhado
de uma diminuicao expressiva da excentricidade. Em todos os casos citados nesta secao
o angulo secular estd em fase com a excentricidade, uma vez que o crescimento da ex-
centricidade acompanha o angulo secular. O semi-eixo maior permanece constante e a

inclinacao varia proximo da condicao inicial utilizada na simulacao.

Nas figuras [5.20] 5.21] e [5.23] 0 d&ngulo secular circula antes do inicio da libracao.

Nestes exemplos é possivel observar claramente o angulo secular em fase com a excen-
tricidade. Em nenhum dos casos acima houve variacao significativa do semi-eixo maior

e da inclinacao. J4 nas figuras [5.18] [5.22] e [5.25] o angulo secular libra desde o inicio da

integracao com o crescimento simultaneo da excentricidade . Logo apos a libragao ocorre

a circulacao do angulo acompanhada da diminuicao do valor da excentricidade.
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6 Discussao e Conclusao

Este trabalho teve como foco principal o estudo de orbitas retrogradas. Foram
realizadas modelagens das érbitas construindo primeiramente duas expansoes para a fun-
¢ao de perturbagao: uma de segunda ordem nas excentricidades e inclinagoes; e outra de

quarta ordem nas excentricidades e de segunda ordem nas inclinagoes.

A funcao perturbadora e as equagoes planetarias de Lagrange para o movimento
retréogrado foram calculadas a partir de resultados ja conhecidos na literatura sobre res-
sonancias seculares para érbitas prégradas (caso linear e nao linear). Para isso foi re-
definido os parametros responsaveis por descrever a orientacao da orbita. Por meio da
primeira expansao, desenvolveu-se uma teoria linear para ressonancia secular, ou seja, va-
lida para pequenas excentricidades e inclinacoes proximas a 180°. Na segunda expansao,
desenvolveu-se a teoria nao-linear para ressonancia secular, isto é, para altas excentrici-

dades e inclinagoes.

A abordagem analitica para a expansao da funcao perturbadora para o caso
retrogrado permitiu-nos obter as localizacdes das ressonancias seculares. As simulagoes
numéricas empregando as condigoes iniciais dos valores calculados do semi-eixo maior

confirmaram a libracao dos angulos seculares que sao previstos pelos resultados tedricos.

Neste trabalho obteve-se novos resultados ao estudar a superficie das frequén-
cias responsaveis por descrever o comportamento da taxa de precessao da longitude do
pericentro. Tanto no caso progrado quanto no caso retrogrado foi verificado a existéncia

de frequéncias positivas e negativas, contradizendo o resultado da teoria linear.

As condigoes inicias obtidas com o modelo analitico e implementadas nas inte-
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gragoes numéricas realizadas com o software Mercury6 permitiu confirmar os resultados
tedricos. Foi observado nas solugoes das equacoes de movimento, obtidas por meio das

equacoes planetarias de Lagrange, que houve a libragao dos angulos seculares.



A Obtencao das Equacoes
Planetarias de Lagrange nas

variaveis h, k, p e q.

A.1 Equacoes Planetarias de Lagrange para as varia-

veis h e k

A.1.1 Orbita prégrada

Considere as Equagoes Planetarias de Lagrange de ordem maior [16]

de vV1—e20R
& e 0w (A1)
e
52
dw _VI-FOR  tg(1/2) OR (a2)

dt  na? Oe na2v/'1 — e? W

Uma vez que a funcdo h e k depende das varidveis e e w, pode-se escrever a

derivada da varidvel h na forma

dh  Ohde Oh dw

& oedi Tomar (A-3)

Usando as equagoes (A.2), (A.1) e reescrevendo as derivadas parciais, levando
em consideragao que de = Jk(e/k) e que 0w = —Jk/h
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dh h [—V1—¢€*0R iy \/1—628j+ tg([/2) OR (A)
dt e na?e OJw na’e de  na?J1—e2 0l )’ '
%_ﬁ\ﬂ—@@j_}_kj\ﬂ—é@j ktg(1/2) OR (A5)
dt e na2 0k e na® Ok  na2V/1—e2 0’ '
dh (R* 4k ’/1_628—R+ ktg(l/2) OR (A.6)
dt e? na?2 0k  na2\/1—e2 0l .
Portanto,
@—\/1_6267}%4_ ktg(l/2) ({973 (A7)
dt — na® 0k na2y\/1 —e2 01 .
Expandindo em série de Taylor os termos
PP TN, - SO (A.8)
i—e o ~lmy |
Logo,
dh (1 —¢€*/2)0R  ktg(I/2)OR
— = A.
dt na® 0k + na? 01 (4.9)
Analogamente para a variavel k:
dk  0Okde 0Ok dw
— =+ — . Al
&~ dedi 0w dt (A.10)

Reescrevendo as derivadas parciais, levando em consideragdo que 0w = 0h/k e

que de = Oh(e/h), tem-se

dk _ ’Z <ﬂa}z> _h (ﬂaR te(1/2) aR) , (A.11)

dt na’e Ow nae Oe + na2v/1 — o2 O
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db K V1-€*dR Dh*V1-¢*0R  htg(l/2) OR (A12)
dt e na® 0Oh €2 na® Oh na2Vy1—e20l’ '
dk h* + k2 V1—e?0R  ktg(l/2) OR (A13)
dt e2 na? Oh  na2V1 —e2 0" '
Portanto,
%__\/1—6287}3_ htg(l/2) 87R (A14)
dt na®? Oh na2\/1 —e2 01 ’
Substituindo (A.7)), resulta em
1 —e2/2 1/2
dk __(1-/2)0R _ hig(I/2) OR s

dat na? oh na® 0I

A.1.2 Orbita Retrégrada

A partir das equacgoes planetarias de Lagrange para o caso retrégrado presente

m [I7], foi possivel obter as equagoes que descrevem a variagdo da excentricidade e

longitude do pericentro dadas por

de _, n OR
dt  na2edw’
dw n 8£+cotgl/28j

dt  nale Oe na*n OI’

onde n =1 — e2.

Mudando as equagoes de movimento para novas variaveis h e k, tem-se

dh _Ohde  Oh dw
dt  dedt Ow dt’

onde de = 0k(e/k) e 0w = —0k/h, tem-se

(A.16)

(A.17)

(A.18)



116 Obtencao das Equacoes Planetarias de Lagrange nas variaveis h, k, p e q.

dt na?e 0w " na’e de na’n 0l

dh_Z( n 8R> k( n OR cotg[/28R>. (A.19)
Logo

dh__iﬁj+kcotg(1/2)8£ (A.20)

dt — na? 0k nan Ol

O mesmo vale para obter k. A variacao de k no tempo é dada pela expressao:

dk  Okde Ok dw

&~ dedi 0w di (4.21)
onde Oh/0e = k/e e Ok/Ow = —h. Substituindo (A.16) e (A.17), obtém-se
1/2
dk _k(  om OB\ [ m OR  cotgl/20R) (A.22)
dt e na’e dw na’e de na’n 0l
Logo
dk _ iaiR_kcotg(Iﬂ)@iR' (A.23)
dt na® oh na’n Ol
Expandindo em série de Taylor
L o1 Vitaerl-S (A.24)
N ~lmy '
o _ . dh dk
Substituindo os valores das expansoes nas expressoes m e i
dh  (1—¢€*/2)OR  kcotg(I/2) OR
dt — na®2 0k + na? oI’ (4.25)
1—¢€%/2 1/2

dt * na? oh na? ol
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A.2 Equacoes Planetarias de Lagrange para as varia-

veis p e q

A.2.1 Orbita prégrada

Considere as equagoes Planetérias de Lagrange presentes em [16] dada por

dl  tg(I/2) OR 1 OR
—= A2
dt na’n dw  na’nsen(l) N’ (A.27)
dQ 1 OR
dt +7m277 sen(I) O (A.28)
Escrevendo a quantidade sen(7/2) na forma
p = sen(I/2)sen(12), (A.29)
q =sen(I/2) cos(2). (A.30)
onde
op 1 B sen(/)  pcos(I)
5] = 3 cos([)sen(Q2) = cos(I) Sen(Q)sen([) = 2sen(l)’ (A.31)
dg 1 B sen(/)  qcos(I)
3 = 2 cos(I)sen(€Q2) = cos([I) COS(Q)SQH(I) = Ssen(l)’ (A.32)
Ip
oy (A.33)
dq
— = —p. A.34
50 = P (A.34)
A derivada temporal da varidvel p é dada por:
dp Opdl = Op dS2 (A.35)

dt — oIdt = 9Qdt’

Substituindo as expressoes (A.57) e (A.58) e as derivadas parciais (A.59)) com

relacdo a [ e €2, temos

dp  pcos(l) (_tg(f/z)aR B 1 aR> N < 1 OR

=L %= = A.36
dt  2sen(I) na’n Ow  na’nsen(l) o) na?n sen([l) 8[) ’ ( )
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ou ainda,
fz]; - _2nZ2n (1 fiﬁi?m (kg]/j B h?af) CSZE? g];' (A.37)
A derivada temporal da varidvel ¢ é dada por
dg — Oqdl n 0q dS2 (A.38)

dt ol dt = 9Qdt’

Substituindo as expressoes (A.57)) e (A.58]) e as derivadas parciais (A.60) com

relacao a [ e €2, temos

dq qcos(l) [ tg(l/2)OR 1 OR 1 OR
(8t ) ) o

dt  2sen(I) na?n 0w  na’nsen(l) O
dq q cos([]) OR OR cos(l) OR
— = — —h— | — —. A4
dt 2na®n (1 + cos(1)) b Oh h ok na’n Op (A.40)
A.2.2 Orbita retrégrada
As equagdes planetérias de Lagrange para o caso retrogrado sao [17]
dl  cotg(l/2) OR 1 OR dl  cotg(l/2) OR 1 OR
dt na’n Odwx  na’nsen(l) 0 dt na’n  Ow na’nsen(l) 0N’
(A.41)
dQ 1 OR
—_— = A .42
dt  na’nsen(l) 0I ( )
Escrevendo a quantidade cos (é) na forma
p = cos(I/2)sen(Q2), (A.43)
q = cos(I/2) cos(2), (A.44)
onde
Jop sen([/2) sen(7/2) cos(1/2) P
— =" Q)= ——-">= Q = —=tg(l/2 A4
8[ 2 Sen( ) 2 Sen( >COS<]/2) 2 tg( / )7 ( 5)
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dq sen(1/2) sen([/2) cos(1/2) q
aI 2 COS( ) 2 COS( )COS<I/2) 2 tg( / )7 ( 6)
onde
dp
— = A4
9q
Bk A4
50 (A.48)
A derivada temporal da variavel p é dada por
dp _ Opdl  9pdd (A.49)

dt — ol dt ' 00 dt’

Substituindo as expressoes (A.41) e (A.42) e as derivadas parciais com

relacdo a I e €2, obtém-se

alipi_gt (1/2) _cotg(/2) OR 1 OR 1 OR
at 28 na’n Ow  na*nsen(l) 0N na’nsen(l) 0I
b, p (OR_ OB\ __ta(j2 oR
dt —  2na?n \ Oh Ok 2nansen(I) dq’
onde
tg(1/2) sen (/) 1 1

sen(I) 14 cos(I)sen(I) a 2cos?(1/2)

Expandindo em série de Taylor

1 1 1 e?

~ __
~

_ _ —1-<.
2cos2(1/2) 2 = - 2

dp d
Substituindo os valores das expansoes nas expressoes @, U

dt — dt

). s

(A.51)
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dp P OR OR 1 OR
— = k——-h— | — ———. A.52
dt +2na277 < oh 8/{:) 4dnan dq (A.52)
A derivada temporal da variavel ¢ é dada por
d Oqdl  Oq dS2
O (A.53)

dt — oIl dt ' 0Q dt’

Substituindo as expressoes (A.41)) e (A.42)) e as derivadas parciais (A.44) com

relacao a [ e (), tem-se

dq q cotg(1/2) OR 1 OR 1 OR
M _yoppgy (2O 2 ) (2 9 (A4
dt 2 8ll/2) ( na’n OJw  na*nsen(l) 0N na’nsen(I) oI )’ ( )
dq q OR OR tg(1/2) OR
—=4+—— | k— —h— —_— A.55
dt +2na2n ( oh 8k> * 2na?nsen(I) dp’ ( )
ou ainda,
dq q OR OR 1 OR
— = k— — h— —_— A.56
dt 2na’n ( oh 8k> * 4dna’n Op ( )
As equagdes Planetarias de Lagrange para o movimento progrado sao
dl tg(1/2) OR 1 OR
a - - 7= A.
dt na’n 0w  na*nsen(l) N’ (A.57)
dQ 1 OR
- (A.58)

dat +7m277 sen(I) oI

Escrevendo a quantidade sen(/) na forma

p = sen([)sen(f), (A.59)
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q = sen(I)cos(Q). (A.60)

de modo que

Op sen(]) cos(1)
— = I ) = I Q = A.61
o] cos(]) sen(€2) = cos([I) sen( )sen(I) psen([)’ (A.61)
oq B sen(f)  cos(I)
5] cos([)sen(Q2) = cos(I) COS(Q)Sen(I> = qsen(])’ (A.62)
onde
Jp
50 = ¢ (A.63)
dq
9 _ 64
50 = P (A.64)
A derivada temporal da variavel p é dada por
I Q
dp _dpdl Opd (A.65)

dt — ol dt ' 00 dt’

Substituindo as expressoes (A.57) e (A.58) e as derivadas parciais (A.59)) com

relacdo a [ e €2, obtém-se

dp  cos(I) ( tg(l/2) OR 1 OR 1 OR (A.66)
dt _psen(I) na?n Odw  na’nsen(l) dN) na’nsen(l) oI )’ '

ou ainda,

dp _ p cos([) ( OR aR) cos(I) OR (A67)

_— iy N il
dt na®n (1 + cos(I)) na’n dq

A derivada temporal da variavel ¢ é dada por
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dg _ dqdl | 0q do

dt oI dt ' 0Q dt’ (A.68)

Substituindo as expressoes (A.57) e (A.58) e as derivadas parciais (A.60) com

relacao a [ e €2, resulta em

dg _ cos(I) [ tg({/2) OR 1 OR\ 1 OR
dt qsen(]) na’n Ow  na’nsen(l) 0N na’nsen(l) 0I

) . (A69)

(A.70)

dg ¢ cos([) (kaR B 8R> _cos(I) OR

dt —  nap(1+cos(I)) \" on h% na?n op’



B Tabelas

As tabelas a seguir fornecem valores de parametros utilizados ao longo deste

trabalho.

Constantes Valores
Massa do Sol (m,) 1,98911 x 10%%%kg
Constante gravitacional (G) 6,672 x 107 ''m3kg~'s72
Unidade astronémica (1UA) 1.495978707 ' m

Tabela B.1: Constantes astronémicas [16].

Planeta  m(10*kg)

Mercurio 0,3302
Venus 4.8685
Terra 5,9736
Marte 0,64185
Jupiter 1898, 6

Saturno 568, 46
Urano 86, 832
Netuno 102,43

Tabela B.2: Massa dos planetas [16].
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Tabelas

Planeta ap (ua) €o I(°) wo(°) Q0(°)
Mercuario  0,38709893  0,20563069 7,00487  77,45645  48,33167
Venus 0,72333199 0,00677323 3,39471 131,53298 76,68069
Terra 1,00000011  0,01671022 0,00005 102,94719 348,73936
Marte 1,52366231  0,09341233 1,85061 336,04084 49,57854
Jupiter  5,20336301  0,04839266 1,30530 14,75385 100, 55615
Saturno  9,53707032  0,05415060 2,48446 92,43194 113,71504
Urano  19,19126393 0,38709893 0,76986 170,96424 7422988
Netuno  30,06896348 0,38709893 1,76917 44,97135 131,72169

Tabela B.3: Elementos orbitais aq (semi-eixo maior), e (excentricidade), Iy (inclinagao),
Qo (longitude do nodo ascendente), wy (argumento do pericentro), wy = wo—+2 (longitude

do pericentro) [16].

Frequéncia associadas a longitude do pericentro Valores (graus/ano)

g5 0,001179083
96 0,007844045
99 = 295 — ge —0, 005485878

—g6 + 256 —0, 022476919

Tabela B.4: Valores das frequéncia seculares [19].

Frequéncia associada a Longitude do nodo Valores (graus/ano)

—56 + 206 0,023004518
Sg —0,0073166667
—S6 1+ g5 + e 0,016339565
—S6 + 295 0,009674
—S7+ 95+ g6 0,009854
S7— ge + g7 —0,007817848
S8+ 95 — ge —0, 006857025

Tabela B.5: Valores das frequéncia seculares [19].



Referéncias

[1]

F. E. DeMeo; B. Carry. Solar system evolution from compositional mapping of the

asteroid belt. Nature, 505:629-634, 2014.

J. E. Chambers. A hybrid symplectic integrator that permits close encounters
between massive bodies.  Monthly Notices of the Royal Astronomical Society,

304:793-799, 1999.

L. Daohai; A. A. Christou. Secular resonances between bodies on close orbits: A case
study of the himalia prograde group of jovian irregular satellites. Celestial Mechanics

and Dynamical Astronomy, 125:133-160, 2016.

M. H. M. Morais; A. V. Martinheira; A. C. Signor; G. Carita; L. R. Damin. An
expansion of the disturbing function for the retrograde planetary problem. Em pre-

paracao, 2022.

T. Yokoyama; C. do Nascimento; M. T. Santos. Inner satellites of neptune: I the
disturbing function. FElsevier, 36:569-577, 2005.

A. Lemaitre; P. Dubru. Secular resonances in the primitive solar nebula. Celestial

Mechanics and Dynamical Astronomy, 52:57-78, 1991.

M. Huaman et al. The asteroid population in g-type non-linear secular resonances.

Monthly Notices Of The Royal Astronomical Society, 468:4982-4991, 2017.

P. Michel; C. Froeschlé; P. Farinella. Dynamical evolution of neas: Close encounters,

secular perturbations and resonances. Farth, Moon and Planets, 62:151 164, 1996.



126

Referéncias

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

H. L. Guidorizzi. Um curso de Cdlculo - Volume 2. Livros Técnicos e Cientificos

Editora S.A., Rio de Janeiro, 5 edition, 2001.

A. V. Martinheira; A. C. Signor; G. Carita; L. R. Damin; M. H. M. Morais. Secular

resonance for retrograde orbits. XX Coloquio Brasileiro de Dinamica Orbital, 2021.

F. Namouni; H. Morais. Reckless orbiting in the solar system. Nature, 543:635-636,
2017.

F. Namouni; M. H. M. Morais. Coorbital capture at arbitrary inclination. Compu-

tational and Applied Mathematics, 37:65-71, 2017.

F. Namouni; M. H. M. Morais. The disturbing function for polar centaurs and trans-
neptunian objects. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 471:2097—
2110, 2017.

F. Namouni; M. H. M. Morais. The disturbing function for polar centaurs and trans-
neptunian objects. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 474:157-176,
2018.

F. Namouni; M. H. M. Morais. An interstellar origin for jupiter’s retrograde co-orbital
asteroid. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society: Letters, 477:117-121,
2018.

S. F. Dermott; C. D. Murray. Solar System Dynamics. Cambridge University Press,
2 edition, 1999.

H. Kinoshita; H. Nakai. A nothe on secular perturbations between a retrograde body

and a prograde body. Celestial Mechanics, 42:279-2929, 1988.

M. H. M. Morais; F. Namouni. Retrograde resonance in the planar three-body pro-

blem. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 117:405-421, 2013.

M. Carpino ; A. Milani; A. M. Nobili. Long-term numerical integrations and synthetic
theories for the motion of the outer planets. Astronomy and Astrophysics, 181:182—
194, 1987.



Referéncias 127

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

University of North Florida. Astronomy Lectures.
https://www.unf.edu/20n00006757 /astronomylectures/solarsystemformation-
layoutb.htm, Setembro, 2021.

C. Froeschle; H. Scholl. The three principal secular resonances nu(5), nu(6), and
nu(16) in the asteroidal belt. Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy, 46:231—
251, 1989.

S. A. Stern. The evolution of comets in the oort cloud and kuiper belt. Nature,

424:639-642, 2003.

D. Brouwer; A. J. J. Van Woerkom. The secular variation of the orbital elements of

the principal planets. Astronomical Papers, 13:81— 107, 1950.

M. Yoshikawa. A simple analytical model for the secular resonance v in the asteroidal

belt. Celestial Mechanics, 40:233-272, 1987.



