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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar os conceitos de phase­lag e erro de amplificação,

que permitem construir métodos numéricos com desempenho favorável, quando aplicados

a problemas de valor inicial para sistemas de equações diferenciais ordinárias com solução

oscilante. Consideramos a aplicação desses conceitos à classe dos métodos de Runge­Kutta

explícitos e desenvolvemos uma relação entre a ordem de consistência do método e as ordens

da phase­lag e do erro de amplificação, concluindo que essa relação depende do número de

estágios do método e eventualmente de alguns de seus coeficientes.
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ABSTRACT

The main purpose of this work is to study the concepts of phase­lag and error amplifica­

tion, which allow the construction of numeric tecniques with fovourable performance, when

applied to initial value problems for ordinary differential equations systems with oscillating

solution.

We consider the aplication of this concepts to the class of explicit Runge­Kutta methods

and develop a relation between order of consistence and the orders of phase­lag and ampli­

cation error, concluding that this relation depends on the number of stages of the method

and ocationally of some of its coefficients.
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Capítulo 1

Introdução

A obtenção de uma aproximação para a solução de um problema de valor inicial para

sistemas de equações diferenciais ordinárias tem sido, em muitas situações práticas, uma

opção fundamental.

Durante muitos anos essa busca da aproximação foi considerada apenas para pontos

equidistantes no intervalo de existência da solução, em função da dificuldade em se estimar o

erro de truncamento cometido a cada passo e do escasso acesso aos recursos computacionais.

Estimulados em encontrar técnicas eficientes para o controle do erro muitos pesquisadores

se dedicaram ao problema e obtiveram resultados importantes.
Os métodos de Runge­Kutta, uma das duas classes mais consideradas no tratamento

numérico de um problema de valor inicial, dispõe hoje de uma técnica bastante eficiente

para a obtenção de estimativa para o erro de truncamento local. Assim, dispomos de códigos

computacionais eficientes, por exemplo o RKF45, que permitem gerar aproximações com

uma precisão pré­fixada, trabalhando com integração a passo variável.Isso tornou essa classe
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de métodos uma ferramenta computacionalmente eficiente e competitiva.

Porém, quando durante a integração nos deparamos com intervalos onde a solução do

problema de valor inicial apresenta oscilações mais acentuadas, o tamanho do passo normal­

mente sofre severas reduções para que se consiga a precisão desejada.

A utilização de métodos que minimizem essas reduções, como consequência de proprie­

dades adequadas a eles incorporadas, tem hoje um papel de destaque.

Brusa e Nigro [1], procurando construir um método eficiente para a integração de sis­

tema de equações de segunda ordem para uma estrutura dinâmica linear, introduziram uma

propriedade hoje definida como “phase­lag”.

Desde então, vários trabalhos tem sido publicados considerando essa propriedade para a

construção de novos métodos.

Na classe dos métodos de Runge­Kutta destacamos os trabalhos de Houwen e Sommeijer

[7], (91, [10], Sideridis e Simos [14], [15].
Para os métodos lineares de passo múltiplo destacamos os trabalhos de Cash [3], Chawla

[4], Chawla e Rao [5], Houwen e Sommeijer [8], Raptis e Simos [13], Simos [16] e Thomas

[17].

Neste trabalho consideraremos, para a classe dos métodos de Runge­Kutta explícitos, os

conceitos de phase­lag e de erro de amplificação.

Os principais resultados e definições relacionados com a classe dos métodos de Runge­

Kutta, necessários para o desenvolvimento deste trabalho, são apresentados no capítulo 2.

No capítulo 3, são introduzidos os conceitos de phase­lag e de erro de amplificação e

demonstrado um resultado que permite expressar, de forma mais algébrica, o conceito de
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phase­lag, a partir do qual se desenvolve o capítulo 4, onde procuramos estabelecer relações

entre a ordem de consistência do método de Runge­Kutta e sua ordem phase­lag considerando

as classes de métodos explícitos com ordens de dois a cinco.

No capítulo 5, à semelhança das relações estabelecidas no capítulo anterior, são desen­

volvidas relações entre a ordem de consistência e a ordem dissipativa,.

Finalmente, no capítulo 6 apresentamos o par de métodos de Runge­Kutta embutidos

com ordem 3 e 4, respectivamente, construidos por Sideridis e Simos [15] e um outro par

embutido, com ordem 4 e 5, respectivamente, por nós construido utilizando as condições

de ordem e de simplificação apresentadas por Martins e Basso [12]. Para esses dois pares de

métodos são estudadas as respectivas ordens phase­lag e dissipativa.

O capítulo 7 apresenta algumas conclusões e considerações sobre os resultados obtidos

neste trabalho e algumas possibilidades de continuidade do trabalho.
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Capítulo 2

Métodos de Runge­Kutta

2.1. Introdução

À necessidade de se obter aproximações para a solução de uma Equação Diferencial

Ordinária (E.D.O.), cuja solução exata não é determinável analíticamente, tem estimulado

a busca de métodos numéricos que permitam gerar, com o menor esfôrço computacional

possível, aproximações com a precisão desejada. Podemos destacar duas classe de métodos

numéricos bastante utilizados e que tem merecido intensa investigação, os métodos lineares

de passo múltiplo e os métodos de Runge­Kutta. Vamos, neste capítulo, apresentar alguns

conceitos qualitativos e resultados relacionados com os métodos de Runge­Kutta, sobre os

quais serão desenvolvidos os próximos capítulos.
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2.2 Conceitos Básicos

Consideremos o problema de valor inicial (p.v.1.) para equações diferenciais ordinárias,

definido por:

f(x,y),

y(a) Yo,

onde, por hipótese, admitimos que y(r) existe de maneira única num intervalo [a,b].

Vamos considerar uma discretização de [a,b] em pontos r,, definidos por 17, = xo +

nh, para n = 1,2,..., onde h será identificado como o comprimento do passo de inte­

gração. Denotaremos por y, a aproximação para a solução exata y(x) em 1 = rn.

Definição 2.1 Dado o pvi (2.1) denominamos método de Runge­Kutta com s estágios

a todo método numérico de passo um definido por:

1i=1

j=1

onde aj,cieb; são constantes.

Observações:

1. Os valores c; e a;; sempre serão tomados considerando­se:

0<c;<l
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2. Podemos representar os coeficientes de um Método de Runge­Kutta (MRK) com s

estágios numa forma matricial,denominada representação de Butcher, dada por:

C1 [411] dr ... Ass

C2 |A97 da? ... Ags

dss

bz ... bs

Se definirmos as matrizes c = (c102...053), A = (a;;)sxs € b' = (bib2...b;) à representação

de Butcher para os coeficientes do MRK será dada por:

cl A

bt

3. À classe dos MRK pode ser dividida em 3 sub­classes, em função da forma da matriz

A:

­ Se a;; = O para + < 7, isto é, A é estritamente triangular inferior, teremos a sub­classe

dos métodos de Runge­Kutta explícitos.

­ Se a;; £ O para algum j > 1, isto é, À não é estritamente triangular inferior, teremos

a classe dos métodos de Runge­Kutta implícitos;

­ Na sub­classe dos métodos de Runge­Kutta implícitos, podemos destacar aqueles

métodos em que a;; = 0 para j > i e a;; É O para algum t, isto é, A é triangular
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inferior (mas não estritamente), neste caso teremos os métodos de Runge­Kutta semi­

implícitos.

4. Todo este trabalho será desenvolvido considerando­se somente a classe dos métodos de

Runge­Kutta explícitos.

Definição 2.2 Denominamos erro de truncamento local de um método de Runge­Kutta

com s estágios, em x = rr41 e denotaremos por Tr41, o valor:

Tny1 == Y(Tn+1) = yY(tn) ——h>ki, (2.4)

onde os valores k; são todos determinados através de (2.3), mas considerando­se a solução

exata y(x) em r = x, em lugar de yr.

Ao utilizarmos (2.2) e (2.3), se admitirmos que para r = x, se verifica a hipótese local

Yn = Y(rn), denotaremos a aproximação yn+1 daí gerada por Yn41.

Logo, sob essa hipótese local, podemos facilmente observar que:

Trn+1 = Y(En+1) — Into (2.5)

Isto é, sob a hipótese local o erro de truncamento local nada mais é do que a diferença

entre a solução exata e a solução numérica no ponto Ttn41.

Se efetuarmos em (2.5) o desenvolvimento de Tr41 em Série de Taylor na vizinhança do

ponto r = rn, vamos obter:

Tn41 = w1h + wah? + wah? + wah +... + wph? + O(hP+t'),

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Definição 2.3 Dizemos que um método de Runge­Kutta tem ordem de consistência »,

se este for o maior inteiro positivo tal que:

(2.7)

ou seja, =WwI =... : (2.8)

É importante registrar que os w; são constituídos por expressões que envolvem os coe­

ficientes do método multiplicados por derivadas parciais da função f(r,y). Logo, para que

possamos ter w; = (0, para à = 1,2,,...,p (independente do p.v.i.), é preciso que as ex­

pressões que envolvem os coeficientes do método sejam nulas, daí gerando equações que são

denominadas Condições de Ordem do Método de Runge­Kutta .

Na prática, para construirmos um método de Runge­Kutta com ordem de consistência p

consideramos as expansões em Série de Taylor de y(rn+1) € fny1 numa vizinhançã de x = zn,

que, substituídas em (2.5) e considerando (2.7) e (2.8), geram as equações que os coeficientes

de um método de Runge­Kutta com s estágios devem satisfazer para que este tenha ordem

de consistência p. No que segue diremos simplesmente que o método tem ordem p.

Relacionamos, a seguir, o sistema com 17 equações que um MRK explícito com s estágios

deve satisfazer para que este tenha ordem cinco, isto é, suas condições de ordem.

1=1

>» bic; =
1=1

>» bic? =
i=l

s s

22
1=3 m

l=
o

le
1

—l

a;je; =
=2j
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Ss

>» bc? =
i=1

s il

2: bic; > a;jej =
—l> b; > ajjej =

i=3 j=2
s 1­1226 > aii 2 AjkCk=

1=4  j=3

Se
co

jr
m

=
f
r

|o
O

s |

1i=1

bdVaso =
has asd37

bei a E asc ==
1=4 =3

Soo; SD ajeê ==
123  k=2

Ss>> a;je;)? =
1=3 =?

s i­lDID ao > AjkCk ==
1=4 j=3
8DobS aj > ajkCk=

1i=4 j=3

1

10

=
15

2
30

2
20

= 2
20

2
40

2
8 1—l 1Sb Sa; > Ajk > AkmCom — 190

1=5 j=4

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Se desse sistema excluirmos as equações de (2.17) a (2.25) então alcançaremos apenas

ordem 4 para o MRK explícito dai obtido.

Se além dessas também excluirmos as equações de (2.13) a (2.16) apenas teremos a

garantia de ordem 3. Finalmente, as equações (2.9) e (2.10) nos fornecem a classe dos

métodos explicitos com ordem 2 e s estágios.
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Capítulo 3

Phase­lag e o Erro de Amplificação

3.1 Introdução

Ao trabalharmos com métodos de Runge­Kutta a passo variável para a integração de

problemas de valor inicial (p.v.i.) cuja solução é oscilante, podemos ter severas reduções no

tamanho do passo para que se tenha garantida uma precisão pré­ fixada para a aproximação.

Procurando minimizar tais reduções novos métodos tem sido construídos considerando­se

as propriedades “phase­lag” e “erro de amplificação” introduzidas por Brusa e Nigro [1].

Neste capítulo, para a classe dos métodos de Runge­Kutta explícitos definiremos os con­

ceitos de phase­lag e de erro de amplificação, e apresentaremos um resultado que permite

caracterizar uma sub­classe de métodos de Runge­Kutta explícitos, voltados para p.v.i. que

apresentam solução oscilante.
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3.2 O problema teste

Consideremos o problema teste:

1

y =tvy , vEIR,

yYlxo)=%

cuja solução é y(x) = yoe"“.

Aplicando um método de Runge­Kutta explícito definido por (2.2) e (2.3) ao p.v.i.(3.1)

obtemos:

k1 = tvyn

ka = iv(yn + hozki)

ka = iv[yn + h(az1k1 + az2ko))

ks = iv[yn + h(as, kh + asak, +... + As,s—1 ks ))

que substituindo de forma recorrente nos dão:

ka (iv — hezvº)yn

k3 (iv — azv?h — azavºh — icaaszavºhº)y,

ka (iv — aanu?h — aa2vu?h — aagv?h — icaaaçv?h?º—
; 3172 4—iaz,a,3v?h? — tdA32Aa43gv h + CIA3a2A43UV hº)yn

Daí, podemos determinar:

YIn+1 = Un + h(biha + ba ko + ba k3 +...+ bsks)

Fivhbayn — v2h2baagiyn — vºh?baazayn — iva ho baasscayn +...

11
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Considerando H=vh obtemos:

(1I+inH+ 2H +izH +aH +... + az. Hº)yn

onde para s par teremos a = | e para s ímpar teremos a = t.

Isto é, podemos reescrever à aproximação yn+1 como:

Ynt1 = (1 + 2H +ZaH +. tam HI) +UlAHD+2aHº +. +2m

onde:

— > bic;
1=2

3 il

—2 bd ao;
1=3 ­

> b; > aij > AjkCk
i=4 j=3

3­12has So ax Do axa= k=3 1=2

—l k1>»ay an Seen > dImCem
k=4  l=3i=6 jJ=5 m=2

j­1 k—1 1­1>Sa; 205 2,2 Um >ImnCn
1=7 3 =51­1 k—1 1­1 ml nºolns = Db Sa;aj; 2 ax 27 Am 3 Ama 3, AnoCo

k=6 = o=21=8 j=7 m=4 n=3

e, assim por diante.

Definindo os polinômios em H?:

AH?) = l1+ 2H +28 +. +an HO,

12
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B(Hº”) = n+aH + aH +... +z HT, (3.4)

com my = sem7 = s—l paraa=lemy=s—­lemy=sparaa=1,podemos reescrever

(3.2) como:

Unai = [A.(CH?) + iHB.(Hº)lyn.

Logo, considerando n=0,1,2,..., podemos finalmente reescrever yn41 como:

Yn+1 = [as(H*]" yo,

as(H?) = AH?) + iHB,(H?).

3.3 A phase­lag e o erro de amplificação

A partir de a,(H?) Sideridis e Simos [15] definem os conceitos que a seguir apresentare­

mos, denotando por arg(z) o argumento do número complexo z.

Definição 3.1 Denomina­se phase­lag de um método de Runge­Kutta com s estágios e

denotamos por p(H) a quantidade:

P(H) = H — arg(a,(H*)) (3.8)

Definição 3.2 Denomina­se erro de amplificação de um método de Runge­ Kutta com s

estágios e denotamos por a(H) a quantidade:

a(H)=1­ Ja,(H*)|

13
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Definição 3.3 Se p(H) = O(H"Y!) ea(H) = O(H*t!), então o método de Runge­Kutta é

dito ter, respectivamente, ordem phase­lag r e ordem dissipativa q.

Considerando y(zn) e yn como vetores do plano complexo, vamos tentar interpretar geo­

metricamente os conceitos que acabamos de definir.

Temos que:

Hivryoe""=r = yoeP = yYo(cos nH + isennH),

yolas (H*)]" = yo[A.(H2) + iHB.(H*)]".

Logo,

arg(y(xn)) — arg(Yn) = yolarg(cos nH + isennH) — arg(A.(H?) + iHB(H*))".

Mas,

arg(cos nH + isennH) = nH,

arg(A.(Hº) + it HB.(H*))" = narg(a,(Hº)).

Logo, concluimos que:

arg(y(tn)) — arg(yn) = nyo[H — arg(a,(H?*))] = nyop(H).

Isto é, a phase­lag p(H) é proporcional à diferença angular entre o vetor solução exata

yY(Tn) e O vetor aproximação yn.
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Consideremos agora a diferença de amplitude entre esses dois vetores:

gta) = lynl = [gollle”P| — I(as(H?))"|]
Iyolll cosn H + isennH| — [(a,(H*))"||
lgoll1 — (a. (H?))"|).

Isto é, o erro de amplificação a(H) = 1— |as(H?*)| é proporcional à diferença de amplitude

entre o vetor solução exata y(rn) e o vetor aproximação y,.

O conceito de phase­lag, na forma como foi definido em (3.8), apresenta dificuldades para

sua utilização como uma característica que se deseja incorporar ao método, O resultado que

enunciamos e demonstramos a seguir nos dá uma representação melhor para a phase­lag.

Teorema 3.1 Se o método de Runge­Kutta possui ordem phase­lag r então, vale:

HB,(H?)
tgH — AH) = cH"P + O(H"*º),

onde c é a constante phase­lag do método.

Demonstração: Por definição temos que:

pP(H) = H — arg(a.(H*)) = H — arctg eira :
Usando (3.3) e (3.4) podemos escrever:

HB,(H?)
As(H?)

HB.(H?).(As(H*))

H[11 + 233Hº +... + ImHM] + 2H? + 2H +

Considerando o desenvolvimento Binomial, temos que:

15
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[1 + (22H? + HH + +HO = 1­ (GH +2Hº +. +22 HT)

H(22Hº + ZH +... +2n, HOY?

—(22Hº + 2H +. +anHO) Ao.

que substituindo nos dá:

HB(Hº) (AH?) =

(21H + 23H? + 25H + zm, HM). (1 (22H +ZH +... + 2m ET)

+H2Hº +28 + +tam HO) +(2Hº +28 +. +an HU) Ao.)

nd +z3Hº +2z2H + Em, HM? = (21H + 23H? + 25H? + Zma OT?)

x(22Hº + 2aH +... +am HU) + (AH +aBH + 2H + 2aHT)

x(z2Hº + 2aHº +... +in HO) +...

and +z2Hº +z2H + 2m, HT? — nnHº = nanH o... nin, HMM +..

HB.(H?)
—

3 5 2r—1Ao | a +oal + azH +... +oa,H +... (3.11)

Logo, considerando­se o desenvolvimento em Série de Taylor da função arctg e usando

(3.11), temos:

5AH) 3 As(H?)

1H + a, Hº + oz H* + e... + a, 8”

arctg (EEE) — HB(2) é [ego ese,As(H?) As(H?)

13 [1H + aHº +asHº +... +aHº PN] + ee
MH +BIH + OH+...+ BHTDPA...
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Voltando em (3.10), obtemos:

P(H) = RH + DAH + AH A+... +OHTP A+...

onde Bo = 1 — a, e PD; = —B, para1 =1,2,....

Portanto, usando (3.12) e considerando que o método de Runge­Kutta possue ordem

phase­lag r ou seja, p(H) = O(H"+!) podemos escrever:

P(H) = Be HP + Br HT? Fes

onde r* = r/2 e Br. será a constante phase­lag do método.

Isto é,

P(H) = cH"+º + O(H"*º). (3.13)

Novamente, considerando (3.10) e aplicando em ambos os membros da igualdade a função

tangente, obtemos:

te(p(H1)) = te(H) — te (ares (ZÉ)) = 10 ­ ZE ea)(A?) ACHA?)

Por outro lado, considerando­se o desenvolvimento em Série de Taylor de tg(p(H)) ea

equação (3.13), obtemos:

teíp(H)) = p(H)+2(P(A)) +
cH" + O(H"P) + FS 188 + O(MP +...

te(p(H)) = cH"P' + O(H'P).
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De (3.14) e (3.15), vem:

HB,(H?)
— AP) = cH"P 4 O(H*),tg(H)

o que completa a demonstração.

Como consequência desse resultado temos que se o método de Runge­Kutta tem ordem

phase­lag r, então podemos reescrever p( H) como:

— HB(H?)p(H) = t8(H) = Te (3.16)

Essa nova expressão para a phase­lag é bastante interessante e será útil para resultados

que serão obtidos no próximo capítulo.

Uma outra conclusão a ser tirada da demonstração do teorema 2.1 é apresentada a seguir.

Corolário 3.1 A ordem phase­lag de um método de Runge­Kutta será sempre um valor par.

Demonstração: Por (3.12) temos que p(H) se expressa em potências ímpares de H.

Logo, usando a definição 3.3 concluimos que a ordem phase­lag será sempre um valor

par, independente da ordem de consistência assumida pelo método de Runge­Kutta ou de

seu número de estágios.
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Capítulo 4

A Relação entre as Ordens Phase­Lag

e de Consistência

4.1 Introdução

Para a classe dos métodos de Runge­Kutta com s estágios e ordem p sabemos da

existência de uma relação entre o valor mínimo a ser assumido por s e p. Em particu­

lar, para a classe dos métodos explícitos, se p< 4 o número mínimo de estágios será s=pe

para p = 5 necessitamos de pelo menos 6 estágios.

Neste capítulo, procuramos estabelecer, para a classe dos métodos de Runge­Kutta

(MRK) explícitos, uma relação entre sua ordem de consistência e sua ordem phase­lag al­

cançável, concluindo que essa relação não apenas existe mas depende, também, do número

de estágios considerado.
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4.2 A ordem phase­lag para p=2

Para a classe dos métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem p = 2 e utilizando

resultados e relações apresentadas no capítulo anterior, vamos estabelecer uma relação entre a

ordem phase­lag e a sua ordem de consistência, em função do número de estágios considerado.

De (3.5), (3.6) e (3.7) temos que:

Ynt1 = [A,(H?) + iHB(Hº)]"PYo, (4.1)

com H=vh, onde A.(H?) e B.(H?) são os polinômios em H? definidos em (3.3) e (3.4),

que têm como coeficientes expressões envolvendo os coeficientes do método de Runge­Kutta

considerado que, por sua vez, dependem do número s de estágios.

Considerando, inicialmente, o número mínimo de estágios necessários para a obtenção de

um método da classe dos de Runge­Kutta explícitos com ordem dois, isto é, dois estágios,

encontramos que:

Yn+1 = [A(H?) + 1HB(Hº)]"P'y,

onde, de (3.3) e (3.4), temos que:

A2(H?)

Ba(H?)

n=bth + e 22 = —bro2 .

Porém, considerando as condições de ordem para métodos de Runge­Kutta explícitos

com ordem dois e dois estágios temos, de (2.9) e (2.10), que by +b2 = 1 e baca = à.
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AH) = 1­2 2,
Ba(H?) 1,

e, de (3.7), determinamos a2(H?) = (1 — 1H) +1iH.
Ainda, se considerarmos a relação (3.16), podemos escrever:

s

H 111914
PH) =t8H = e tel (1 2H)

Daí, considerando as expansões em série de potências em H, de tgH e de (1 — à

substituindo em (4.6) determinamos, para p(H), a expressão :

13 7 179
=D, — — HZ 7 9PH) =­2H 2520 + OU)

Observe que p(H) = O(H?) independente dos valores assumidos pelos coeficientes do

método de Runge­Kutta considerado. Logo, concluímos que todo método de Runge­Kutta

explícito com ordem dois e dois estágios terá ordem phase­lag dois.

Ainda para a classe dos métodos explícitos com ordem dois, mas agora com s = 3 estágios,

vamos investigar se a ordem phase­lag do método permanecerá igual a dois ou poderá ser

maior.

Como s = 3 temos que:

Yn+1 = [A](H?) + i HB3(Hº) "yo,
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onde, agora:

ba + ba + Bs, (4.9)

Daí, considerando novamente as condições de ordem para métodos com ordem dois,

encontramos que 27 = l ez = —) mas nada podemos concluir com relação à 23.

Logo ;

As(H*) =1­ 2H,

Daí, por raciocinio análogo ao considerado no caso anterior, temos que:

1 7 . as2bzePH) = (—+anba)Hº +(<+)
179 + a32b302—

7 9

2520 n )JH' + O(H”).+

Assim, a ordem phase­lag do método de Runge­Kutta será quatro se:

1 ;

baa3202 = + (4.15)

pois, nesse caso, teremos que p(H) = — 2, H* + O(H').Caso contrário continuará sendo dois.
Isto é, ao aumentarmos um estágio podemos conseguir, para a classe dos métodos de

Runge­Kutta explícitos com ordem dois e três estágios, ordem phase­lag quatro se a condição

(4.15) se verificar. Caso contrário, continuará sendo dois.
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Assim, ao construirmos um método de Runge­Kutta explícito com ordem dois e três

estágios torna­se interessante considerarmos, além das duas condições de ordem, também a

condição (4.15).

A família dos MRK explícitos com três estágios, ordem de consistência dois e ordem

phase­lag quatro, tendo c2, ca e ba como parâmetros livres, com c2b3a É O, é dada por:

C2

6c2c3b3 —1 1

66h 6c2ba
1 2(c3 = c2)ba 1­—­ 2c3b3

202 2c21­— bz

4.3 A ordem phase­lag para p=3

Considerando agora a classe dos métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem três e

três estágios e, novamente de (3.5) e (3.6), encontramos:

Yn+1 = [A3(H?) + iHB3(Hº)]"yo,

onde A3(H?) e B3(H?) são definidos, respectivamente, por(4.7) e (4.8), com 21,22 e 23 defini­

dos por (4.9),(4.10) e (4.11), respectivamente. Porém, agora, por serem condições de ordem

—l2 63R=­ .para a classe de métodos com ordem três temos que 27 = 1, 293 =

Assim, temos:

A3( H*) =1­ 2H,
BH) =1­ nº.
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2p(H) = tanH — PEL FAO)
1+ 2 =tanH — H(1 — HP ­ 2H) (418)

de onde, considerando o desenvolvimento em série potências em H de tgH e de (1 —

e substituindo em (4.18), obtemos:

Las Sao). (4.19)PH) =­72, 1260

Assim, podemos concluir que todo método de Runge­Kutta explícito com ordem 3 e 3

estágios terá ordem phase­lag quatro.

Considerando agora a classe dos métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem 3 e 4

estágios, ou seja, aumentando um estágio, obtemos:

= 1 + za Hº + za HÔ,

2= 21 + 23H”,

21 = b7 +b2 +b3 + ba,

22 = —(bac2 + baca + baca),

z3 = —(baa3202 + baaazo2a + bacazos),

Za = ba d43A3202.
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Considerando as condições de ordem para a classe dos métodos de Runge­Kutta explícitos

com ordem três e quatro estágios encontramos que 217 = 1, 23 = à e 23= —t.Mas em relação
a za nada podemos concluir.

1

Aa(H?) 1­ 2 + baaagazacaH,
BH) = 1º 2

Daí, por construção análoga à considerada nos casos anteriores, obtemos:

37 5bsaa43032C21

P(H) = (—— + baaazaz2os)H* + (6 630
)HT + O(Hº) (4.26)

Portanto, se considerarmos válida a condição:

1

baa43032C2 = 30 (4.27)

observamos que a expressão de p(H) em (4.26) terá o coeficiente de H* igual a zero mas o

coeficiente de H'? não se anulará. Isto é,

Es HW Hºr(H)=(

o que nos permite concluir que para a classe dos métodos de Runge­Kutta explícitos com

ordem três e quatro estágios podemos encontrar métodos com ordem phase­lag seis se a

condição (4.27) se verificar. Caso contrário, mesmo considerando quatro estágios, osMRK

explícitos com ordem de consistência três, terão ordem phase­lag quatro.
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A família dos MRK explícitos com quatro estágios, ordem de consistência três e ordem

phase­lag seis, tendo c2, c3, a32 e bz como parâmetros livres, com c2 É 0, c3 £ 0, ca É O,

a32 É 0, Ma £0 e ca É ca é dada por:

C2

a32 — Ca 432

caM; caM ca(—c3 + ca)
Saz2cêca3 M, Saz2c8c3 M, Saz202o M,

Mi. b M;s Ms
6c30C4 ? 6c3(—c3+cs) Gea(­eat+e)

onde:

2 2 217 4 21,8 2 2 27,3M, =10a3,c3 — 30a3,baci — Sagacacã + 3 — 15a3,cõca + 30a3,bacica + Sagacacaca — CãCa,

M, =2­— 6b2c3 — 3c3 + 6b2c203,

M; = cach — co030 = M, + Saz2acic3a M,,

=2­ 6b,2c? — 3ca + 6b2c2c3 — 3ca + 6bacaca + Ocaca — Gbacaca,

= —2+ bac? + 3ca — 6b2020a,
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4.4 A ordem phase­lag para p=4

Para métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem quatro e quatro estágios, encon­

tramos:

yYnt+1 = [Aa(H?) + iHBA(Hº)]"P'yo,

Aa(H?) 1 + 22 H? + za Hº,

Ba(H?) nn + 23H,

onde 217 , 29 , 23 e za são definidos por (4.20) , (4.21) , (4.22) e (4.23), respectivamente.Os três

primeiros, por serem condições de ordem para métodos com ordem três e quatro estágios,

satisfazem 27 = 1, 293 = — ez3g= —. Ainda, 214 = = , pois é uma das condições de ordem

para métodos com ordem quatro e quatro estágios.

Assim :

Aa(H?)

Ba(H?)

eH—H? 3Ez 24H — 4H
= tanH —6

AH 24 — 12H? + H"P(H) = tanH —

Assim, usando o mesmo procedimento dos casos anteriores, temos:

Ls 384 9p(H)= 5H + EH + O(A). (4.30)

Logo, todo método de Runge­Kutta explícito com ordem quatro e quatro estágios tem

ordem phase­lag quatro , independente dos valores assumidos pelos coeficientes do método.

27

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Vejamos, agora, ao aumentarmos um estágio, ou seja, trabalhando com métodos de

Runge­Kutta explícito com ordem quatro e cinco estágios, qual será a ordem phase­lag

do método.

Neste caso, temos que:

Ynta1 = [As(H?) + iHBsS(H*)]"*P'yo,

As(H? =|] + 2a H? + zaHº,

Bs(H?*) = "a. + 23H? + zs HºÍ,

onde 27 , 22 ,23 € 24 assumem os mesmos valores do caso anterior, pois continuam sendo

condições de ordem para métodos de ordem quatro, agora com cinco estágios. Contudo, em

relação a z5 = bsas404303202, nada podemos concluir.

Assim, temos:

1 1
2 — 2 ——ASH”) = 1­3Hº+>,

Bs(H?) 1—­ nº + brasaaa30a320o HT,
Hº

Daí, analogamente, obtemos:

1

P(H) = (To ­ bsasaaa303202) H* +( 3 " bsas104303202
560 2

mr + O(H?). (4.33)

Isto é, ao aumentarmos um estágio conseguimos que a ordem phase­lag do método passe

de quatro para seis se for verificada a condição :

b
1

5A5s40A430A3202 = Ton
120
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Caso contrário, a ordem phase­lag continuará sendo quatro, mesmo aumentando um

estágio ao método.

4.5 À ordem phase­lag para p=5

Para métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem cinco e seis estágios, obtemos:

Yn+1 = [As(H?) + iHB5(Hº)]"*P'yo,

= 1+ 22H? + za Hº + zeHÔ,

nn + 23H + 2H,

b] + b2 + ba + ba + bs + be,

—(bz02 + baca + baca + bscs + bece),

—(ba03202 + baaa2zo2 + bacazos

+bsas2c2 + bsassoa + bsasaca

+Bbsas2c2 + bsassca + beasaca + beassos),

bacaza3202 + bsasaazaca + bsasaa4202

+bsasaa41303 + beaszaz202a + beaea4a420

+bsagaaa303 + beassassea + beaesasaCa,
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bsasada3a3202 + bedeaata3az2Co

+beagsas1a3202 + beagsas14da2Co

+bscIesas4s04303, (4.39)

—beaesas124303202. (4.40)

Da mesma forma que nos casos anteriores, com excessão de z6, as expressões dos z; nos

levam a condições de ordem para métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem cinco e seis

,. : "a A | — A — A :estágios. Assim, 27 = 1, 29 = Z4 = 34) 25 = 755 € nada podemos concluir com

relação à 26.

Daí, obtemos :

1 1
A(H*) = 1­— 2º + 2a — beassasaaazaz2e,Hº,

1 1BH?) = 1­2Hº+.
Procedendo de maneira análoga aos casos anteriores, encontramos que:

p(H) = (55 + 29)” + O(HP),

ze = —beagsa5,04303202. (4.44)

Nesse caso, a ordem phase­lag do método considerado depende do valor assumido por z6,

ou seja, se :

1

beaesas,a4303202 = 840º (4.45)
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então o método com ordem cinco e seis estágios terá ordem phase­lag igual a oito. Caso

contrário, será seis.

Acrescentando um estágio ao método e procedendo como nos casos anteriores encontra­

IOSs:

Hº + zeHÔ, (4.46)lgmy2Ll2 = —A) =1­, 24

ze = (caa32)(beagsas1043 + brazsasaaas + brateaçadas

+brarsaçsasa) + brazeaesasaaa202 + brargaçsasadagos.

1 1No1L IH 2 oO 6BH") =1= 2H + TH + aHº,

27 = —brazeassasadaza32oo.

Consequentemente, procedendo do mesmo modo que nos outros casos ,ou seja, substi­

tuindo (4.46) e (4.47) em (3.16) e efetuando os desenvolvimentos pertinentes, vem:

EsP(H)=( Sao + 267 27)H" + OP). (4.48)

Portanto, concluimos que não vale a pena aumentarmos um estágio ao método, pois

mesmo impondo a condição (z6 — 27) = — 5, sua ordem phase­lag será oito.

Isto é, a mesma ordem phase­lag alcançada anteriormente quando consideramos um

estágio a menos.

Resumindo, para métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem de consistência no

máximo cinco são válidos os resultados do teorema que a seguir enunciamos.
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Teorema 4.1 Se um método de Runge­Kutta explícito com s estágios tem ordem de con­

sistência p e ordem phase­lag r então, temos:

a1)

az)

a3)

da) bada3ag202 = 30
as)

ae) bsas104303202 = 120º
1

840”
1

as) beaesas4t43032C2 É 8B40'

a7) beaesasata3032C02 =
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Capítulo 5

A Relação entre as Ordens Dissipativa

e de Consistência

Como no capítulo anterior, vamos procurar estabelecer uma relação entre a ordem de

consistência do método de Runge­Kutta e sua ordem dissipativa. Considerando, para cada

valor assumido pela ordem de consistência, o número minimo de estágios, determinamos qual

a correspondente ordem dissipativa, independente dos valores assumidos pelos coeficientes do

método considerado. Em seguida, acrescentamos mais um estágio ao método e investigamos

qual será sua ordem dissipativa.

5.1. A ordem dissipativa para p=2

Utilizando resultados apresentados no capítulo anterior vamos, a seguir, estabelecer uma

relação entre a ordem dissipativa e a ordem de consistência para a classe dos métodos de

Runge­Kutta explícitos com ordem 2, em função do número de estágios considerado.
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De (3.5) e (3.6) temos que:

YIn+1 = [4,(H?) + i HB(Hº)]" yo,

com H=vh e A.(H?) e B.(H?) são os polinomios em H? definidos em(3.3) e (3.4).

Considerando inicialmente s = 2 estágios, que é o número minimo de estágios necessários

para a obtenção de um método da classe dos Runge­Kutta explícitos com ordem 2, encon­

tramos, por (4.4) e (4.5), os polinômios A2(H?) e B2(H?) a partir dos quais determinamos

a2(H), definido por (3.7), que será dado por:

2 leao

Daí, o erro de amplifição a(H) será:

a(H) 1­/|/1­ 2H +iH|
11­ [ada ]”.

Finalmente, considerando o desenvolvimento binomial, obtemos:

— lia, 1178 1a(H)="2H +38 H*º + O(H"). (5.1)

Observe que a(H) = O(Hº) independente dos valores assumidos pelos coeficientes do

método de Runge­Kutta considerado. Assim, podemos concluir que todo método de Runge­

Kutta explícito com ordem dois e dois estágios terá ordem dissipativa três.

Aumentando um estágio, ou seja, trabalhando com a classe dos métodos com ordem dois

e três estágios, vamos investigar se a ordem dissipativa do método permanecerá igual a três

ou poderá ser maior.
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Usando A3(H?) e B3(H?*) obtidos em (4.12) e (4.13), determinamos :

Daí, o erro de amplificação a(H) é da forma:

a(H) = 1­|1­ 2H +iH(1 = baasço Hº)| =
21­ (a — 2º +(H — baaszea Hº 2)

Efetuando o desenvolvimento binomial, obtemos:

1 1
|

Desta forma, a ordem dissipativa do método de Runge­Kutta será cinco se

1
bz0a3202 = =—.

8

Caso contrário, continuará sendo três.

Verificamos, então, que para aumentarmos a ordem dissipativa da classe dos métodos de

Runge­Kutta explícitos com ordem dois e três estágios, devemos impor a condição (5.3).

5.2 A ordem dissipativa para p=3

Considerando agora a classe dos métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem três e

três estágios, e substituindo (4.16) e (4.17) na equação (3.7), obtemos:

as(Hº)=(1­ 2º) +iH(1­ =).
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Substituindo na definição de erro de amplificação encontramos:

| NA loan

1­ (a ­ 2º +(H­ Lao)! |
Então, considerando o desenvolvimento binomial, encontramos:

À 4 1 6 8a(H)= = H' = H* + O(Hº).
Logo, podemos concluir que todo método de Runge­Kutta explícito com ordem três e

três estágios terá ordem dissipativa três.

Novamente, aumentando um estágio, ou seja, trabalhando com a classe dos métodos de

Runge­Kutta explícitos com ordem três e quatro estágios, e substituindo A4(H?*) e Ba(H?)

dados em (4.24) e (4.25), na equação (3.7), obtemos:

Pela definição de erro de amplificação, vem:

1
.

1

o que, considerando o desenvolvimento binomial, nos dá:

1 1 1
a(H) = (3 — baa1303202) H*º + Ca + 2 baa4303202) H* = O(H*).

Portanto, se considerarmos válida a condição:

1

baa4303202 = 24 (5.4)

concluimos que podemos encontrar métodos com ordem dissipativa cinco, se a condição

acima for satisfeita. Caso contrário, continuará sendo três.
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5.3 A ordem dissipativa para p=4

Considerando métodos de Runge­Kutta explícitos com ordem quatro e quatro estágios e

de maneira análoga ao caso anterior, ou seja, substituindo Aa4(H?*) e Ba(H?),dados em (4.28)

e (4.29), na equação (3.7), obtemos:

aa(Hº)=1­+
| 1

7 2a + <A).

Análogamente, da definição 3.9 vem :

13, longo 1,1a(H) = 1­ 1­8 + 2H +iH(1— =H)|

1 (a 8º + ZH NV A(E=28Y)

chegamos, então, que

1161
a(H)= E ­ 7057 Hº — O(H").

Logo, todo método dessa classe tem ordem dissipativa cinco, independente dos valores

assumidos pelos coeficientes do método.

Vejamos agora, acrescentando um estágio, qual será a ordem dissipativa do método.

Considerando (4.31) e (4.32), substituindo na equação (3.7) e procedendo de maneira

análoga aos casos anteriores, encontramos :

1 1
­Hº + —a(H) = 1­|1­; a H) + iH(1 — Sé + bsasaaazazaca H*)|.

1

a(H) = (Ta — bsasaaazaz2e2a)Hº + (
1 bsas174303202

1052 | 6
)Hº + O(H”).
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Neste caso, ao aumentarmos um estágio conseguimos que a ordem dissipativa do método

passe de cinco para sete se for verificada a condição :

(5.5)bsas1043032029 = 144

caso contrário, a ordem dissipativa continuará sendo cinco, mesmo aumentando um estágio

ao método.

5.4 A ordem dissipativa para p=5

Primeiramente consideremos o número minimo de estágios, ou seja, a classe dos métodos

de Runge­Kutta explícitos com ordem cinco e seis estágios. Substituindo Ag(H?) e Bs(H?)

de (4.41) e (4.42) na equação (3.7, encontramos:

1 1
:

1 1

as(H?) =1­ 2H + ELA — beassassaaa303202o H* + iH(1 — E + pol)
Pela definição 3.9, vem:

l a

6º t+açã)|
1 11 11­ la — 2 + 2a = beassas,aa303202 H*)? + (H = A + ae

1 1 1
a(H) 1­ 1 — 2º + ELA — beassas1da303202o H* + iH(1 —= ­H? +

e, considerando o desenvolvimento binomial, temos:

1

a(H) = (Cao + bsassasatazasz2eaJH" +( 1 s beaesdsada3032C2
1920 2

)Hº + O(H”).

Concluimos que a ordem dissipativa do método considerado depende do valor assumido

por alguns dos coeficientes do método, ou seja, se

1
beaesas1t43032C2 = 3a

720
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então o método com ordem cinco e seis estágios terá ordem dissipativa igual a sete, caso

contrãâário, será cinco.

Acrescentando um estágio ao método e procedendo como nos casos anteriores encontra­

mos:

1

onde 2; e z7 são os mesmos citados no capítulo anterior (quando trabalhamos com ordem

cinco e sete estágios).

Portanto, concluímos que não se torna interessante aumentarmos mais um estágio ao

método, pois mesmo verificando a condição:

(5.7)

a sua ordem dissipativa será sete, que é a mesma alcançada anteriormente quando trabalha­

mos com um estágio a menos.

Os resultados deste capítulo nos permitem enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.1 Se um método de Runge­Kutta explícito com s estágios, tem ordem de con­

sistência p e ordem dissipativa q, então temos:

ar)

as)

a3)

1
da) baa4303202 = 24º
as)
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5 6

1

p=4,s=5 e bsasadazasços = TE
1

p=5,sS= 6 e boassas1da3gd3202 = 720º
1

p= 5 2 5= 6 e beagsAasaA43A32C2 É 720

FS
AVAVAV

7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Capítulo 6

Alguns pares de métodos de

Runge­Kutta embutidos e respectivas

ordens phase­lag e dissipativa

6.1 Introdução

Sideridis e Simos constroem em [15] um par de fórmulas de Runge­Kutta embutidas com

ordem 3 e 4, respectivamente, voltadas para problemas com solução oscilante. Apresentamos,

a seguir, esse par de métodos bem como suas ordens phase­lag e dissipativa.

A seguir, apresentamos os passos por nós considerados para a obtenção de um par de

métodos de Runge­Kutta embutidos com ordem 4 e 5, respectivamente, e analisamos as

ordens phase­lag e dissipativa de cada um deles, obtendo um método voltado para problemas

com solução oscilante de ordem superior ao produzido por Sideridis e Simos.
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6.2 Par embutido de Runge­Kutta

Ao se trabalhar com um método de Runge­Kutta com ordem p, a técnica mais eficiente

e atualmente bastante considerada para se estimar o erro de truncamento local, utiliza um

outro método também de Runge­Kutta mas com ordem superior a p.

Afim de minimizar o esforço computacional dispendido a cada passo de integração no

cálculo das derivadas de f(r,y) podemos considerar dois métodos de Runge­Kutta tais que

as derivadas de um sejam também derivadas do outro. Para isso, introduziremos o conceito

de par embutido de métodos, que a seguir definimos.

Definição 6.1 Dados dois métodos de Runge­Kutta, (c,A, bº) com ordem p e s estágios e

(c*, A”, b*!) com ordem p* e s* estágios, tal que p” > p, dizemos que o método com ordem p

está embutido no método com ordem p* se:

AJA

A l&
s*xs*

1, . . ­com 0, e 02 vetores nulos e A é uma matriz de dimensão (S* — s) xs.

Em particular, torna­se de valor prático o caso p' =p+1 e s*=s+l1,com:

Ao
A" = (6.1)

BO

Ao considerarmos um par de métodos de Runge­Kutta onde o de ordem p está embutido

no de ordem p + 1, o representaremos por MRK(p,p + 1).
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6.3 O par MRK(3,4)

Sideridis e Simos [15] construiram um par de métodos de Runge­Kutta embutidos com

ordem 3 e 4 e com 4 e 5 estágios respectivamente, cujos coeficientes apresentamos a seguir.

Na representação de Butcher e considerando as retrições c3 £ O, ca £ 3, ca £ 3, Sir £ 0 e

S2 É O, esta é a forma matricial dos coeficientes desse par de fórmulas:

0

3ca=1
3c3

—c3 Sa 3c?
2(3c3­1) 2(3c3­1)

caSa 3ci(3cag—2 Ss
8s: 8S; 85?

Ss S; 2(3c3—2)S?F 0 6cã S2 3c3 S2

— Seal 2851 2031
6052 — 3ciS3(3ca­2)  2(3c3­2)

= 3ci — 3cg +1,

= 6cê — 6c;3 +11,

= 3cê — 603 + 2,

= 1208 — 15cg +5,

= 1803 — 3603 + 2103 — 4,

= 6cd — 120 + 6c3 — 1,

= 120 — 15c3g +44.

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Na representação (6.1) do par de métodos embutidos temos, para o método de ordem 3,

as seguintes matrizes:

O

3ca—1 1)
3c3

—c3 Sa 3cê
2(3ca­1) 2(3ca­1)

3ca 5, 3c3 (3ca=2)
| ss ss

bd = os Ss,  2(3c1­2)S?
:so 0, 6c3S> , 3c$S23

Para o método de ordem 4, temos:

Cc = ( cl )' ; o” = ( — 0 3ca—1 285º 2031 ) ;60279) GciS2? 3csSa(Bca­2)? 2(3ca­2)

A“ = d=(09,0,0,0).
et lo

6.4 As ordens phase­lag e dissipativa do MRK(3,4)

Considerando o método (c, A, bº) de ordem 3 proposto por Sideridis e Simos e utilizando

os resultados do capítulo 2, encontramos:
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1 3cg — 2
Aa(H? 1­=­Hº­ : 1a(H) 2º (CE BID!
Ba(Hº) 1 nº,

1

6

que, substituindo em (3.16), nos dá:

270 — 2203 +4 ) s (e — 794c3 + 148=—
7 :P(H) = (mo6a —3ca +1) 5040(3c2 — 3ca + >) H' + O(H?).

Logo, se:

2703 — 22c; +4=0 3c ­3cg +10,

o método terá phase­lag com ordem 6, caso contrário sua ordem phase­lag será 4.

Para c3 = 25(11 + V113), que é uma das raízes do polinomio 27c2 — 22c3 + 4, obtemos:

NS

9

. » 2. 1isto é, sua constante phase­lag é igual a — 5.

Para este mesmo valor de c3, o erro de amplificação do método é expresso por:

1

Isto é, o método terá ordem dissipativa 3. Usando o mesmo raciocínio obtemos, para o

método de Runge­Kutta explícito com ordem quatro e cinco estágios:

1 1As(H) =1­­H*º +—Hºs(Hº) 2 +237E>
BH?) =1­2Hº­=—) ) Hº,

45

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



que, substituindo em (3.16), nos dá:

1603 — 1103 +2 124c3 — 89c3 +18
H) = 3 5 3P(H) Er — 3ca + 7) +a—3cg+1) ) H* + O(IP). (6.4)

Analogamente, para conseguirmos que o método tenha ordem phase­lag máxima devemos

ter:

1603 — 1103 +2=0 (6.5)

3 —3ceg +10. (6.6)

Considerando c3 = (11 + V/13), que permite ao MRK com ordem 3 alcançar ordem

phase­lag 6 e que verifica (6.6) mas não verifica (6.5), obtemos para (6.4):

D(H) = = + MEN A + O(H).
Para o mesmo valor de c3 encontramos, para o erro de amplificação do método de ordem

quatro:

a(H) = E + EN E + O(H*),
ou seja, sua ordem dissipativa será cinco.

Assim, Sideridis e Simos construiram um par embutido de fórmulas de Runge­Kutta com

ordem de consistência 3 e 4 respectivamente, onde, para c3 = 25 (11 + vV13), concluimos que o
método com ordem de consistência 3 tem ordem phase­lag 6 e ordem dissipativa 3, enquanto

que o método com ordem 4 terá ordem phase­lag 4 e dissipativa igual a 5.
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6.55 O par MRK(4,5)

Conforme registramos no capitulo 1, um método de Runge­Kutta explicito terá ordem

cinco se seus coeficientes verificarem as dezessete condições de ordem, relacionadas de (2.9)

a (2.25).

Vale também relembrar que se um método de Runge­Kutta tem ordem 4 então devem

ser verificadas as condições de (2.9) a (2.16). Conforme Butcher [2], a fim de minimizar o

esfôrço a ser dispendido na obtenção de um método de Runge­Kutta, podemos considerar

algumas equações auxiliares, denominadas “condições de simplificação ”. Quando elas

são consideradas, algumas das condições de ordem são automaticamente satisfeitas, logo

podem ser excluídas do sistema sem qualquer prejuizo para a obtenção do método de Runge­

Kutta com a ordem desejada.

Como as condições de simplificação são, como equações, mais simples (muitas delas li­

neares em suas incógnitas) do que as condições de ordem eliminadas, tornamos o problema
de obtenção dos coeficientes do método algo menos complexo. Daí serem tais equações de­

nominadas condições de simplificação. Para a contrução do par de métodos com ordem 4 e

5 respectivamente vamos considerar as seguintes condições de simplificação :

bz

2i=3 biasa

Dica biciaia

Liza biaiz

1Lj=s b; Db 2GkAk2
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Di=5 0ijo (6.12)

Lo
j=2 250] (6.13)

Conforme Horn [6] e Martins e Basso [12], o novo sistema de equações, a ser considerado

para a obtenção de um método com ordem 5, será constituído por todas as equações de

simplificação citadas acima, com excessão de (6.12) para + = 3, mais as condições de ordem

(2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e (2.17).

3 3Escolhendo c3 = dez , 'a=" cem ec=z2e resolvendo as equações do1 66 = ,

novo sistema chegamos ao seguinte par embutido de métodos de Runge­Kutta com ordem 4

e 5 respectivamente, com c27 É 0, ca É à, co É é, co É à, da 2 0, da £ 0, dy É 0, dr É O,

dis É 0, dig É 0, WIW3UW4 É 0:

3 EC2 82

—2+9c2242
da d8

d,
362

1—­6c2)d12 (1­6c2 )(4+585c2)
192c3da 192c3da

ds (1—6c2)da
2880c2d, 64c3da

3ds 9d1o
51203d7 51203daa

96c5da

—dh3
1440c2d,

9(1 —4c2 dia
256c3d15

96d.

de
480d,

9da7
256d18

3(1—4c2)
—292+360c,

—=101(1—2c2) 0
900c2

101 = 2034+306c, 203—6c2
900c2(1—­9c2+18c2) 300(—1+2c2) 150(—1+6c2)

199
450

32w)
135c2

2 3 4 5

101

11520w92w3a wa

7 unesp ”. 12

32w6
15(—wu4)

—16w;s
15(—w3)
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5

= 183 — O +1,
= —46 + 619c, — 3672c3 + 72608,

= —67 + 2000,

= 67 — 4010; + 600ci,

== 6090 — 22523c, — 119159c3 + 498168c3 — 468900c3,

= 9186 — 114045c2 + 596352c3 — 1318148c3 + 898000c1,

=— 4891 — 20630c2 + 18000c3,

= 138 — 1045c, + 90c3,

= —406 + 61502,

== —9186 + 78253c, — 180950c3 + 114600c3,

=— 4891 — 20630c2, + 18000c3,

= 46 — 75c7 + 10c2,

= — 6090 + 53657c2 — 134080c3 + 110700c),

= — 3062 + 17057c, — 33000c3 + 191003,

== — 4891 + 35303c2, — 79890c3 + 54000c3,

= +19896 — 115507c, + 140550c2,

= — 3812 + 50595c2; — 185938c3 + 178200c3,
101 450

18 64º
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w2

Ww3

Wa

171 1050
Ss 78 64"

267 1950,
"e “o56 198º

w7 TE To6a 32'

Agora, vamos determinar a ordem phase­lag do método de ordem quatro e logo em

seguida a do de ordem cinco. Para métodos com ordem 4 e 6 estágios obtemos, através de

(3.3) e (3.4):

As(H?) 1­ 2H + 2H + zeHº, (6.14)

Observe que a ordem phase­lag desse método será expressa em função dos coeficientes do

método que aparecem em z6 . Assim, usando Ag(H?) e Bei(H?), dados em (6.14) e (6.15),

em (3.16), temos:

(232147 — 1695717c2 + 2635110c3)
324000(—67 + 200c>)P(H) = H* + O(H). (6.16)

67Logo, para que o método tenha ordem phase­lag seis, devernos ter c7 £ 255 e considerar

para c7, uma das raízes da equação:

232147 — 1695717c, + 2635110c3 = O.

Resolvendo (6.17) encontramos:

— 565239 — V/47613846601
”

1756740 ?C2
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que, substituindo em (6.16), nos dá:

P(H) = O(H").

Do mesmo modo, trabalhando com o método de ordem p = 5 e s = 7 estágios encontra­

mos:

AH) =1228024 L 4 6

1 1No122024 2 O 6BH) =1 SH + 0º + 27H,

o que nos leva a:

(158948 — 1208913c, + 1940400c2)
907200(—67 + 200cz)P(H)= HT + O(H?).

Considerando o valor de c2 obtido em (6.18) e as expressões de A;(H?) e B;(H?) forne­

cidas por (6.19) e (6.20), obtemos:

— 13607449773269 — 387964931 y/47613846601 ;H)= H' + O(H?).P(A) 177079392000(— 232689 — 10/47613846601) + O(A)
Isto é, o método terá ordem phase­lag 6. Agora, calculando o erro de amplificação do

método com ordermn quatro e considerando o valor de c2 fornecido por (6.18), obtemos:

a(H) = e, Hº + O(H*), com ul F£O.

Assim, concluimos que o método com ordem de consistência quatro terá ordem dissipativa

cinco.

Analogamente, substituindo c2 na expressão do erro de amplificação do método de ordem

cinco encontramos que ele será dado por:

a(H) = w3 Hº + O(H*), waÉ O.
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Dai, concluimos que tanto o método com ordem de consistência quatro como o com ordem

cinco tem ordem dissipativa cinco. Observe que em ambos os casos trabalhamos com um

número de estágios superior ao minimo necessário.
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Capítulo 7

Considerações Finais

Problemas de valor inicial para sistemas de equações diferenciais ordinárias cuja solução

apresenta oscilações ou é periódica, têm um papel de destaque como modelo matemático de

problemas reais.

A utilização de pares embutidos de métodos de Runge­Kutta para a integração numérica

de problemas de valor inicial superou grandes barreiras até então existentes e colocou essa

classe de métodos em lugar de destaque entre as ferramentas disponíveis para a resolução

numérica de tais problemas.

Assim, o estudo de métodos dessa família que tragam incorporado à sua construção

propriedades que lhe permitam ter um melhor desempenho, quando o problema for do tipo

oscilante, tem merecido, nos últimos anos, consideráveis investigações.

Os conceitos de phase­lag e de erro de amplificação, por serem definidos sobre o problema

teste y = ivy, transformaram­se em propriedades como as que mencionamos no parágrafo

anterior, permitindo que os métodos de Runge­Kutta, construidos de forma a incorporá­las,
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tenham um melhor desempenho computacional.

Esperamos deixar, com este trabalho, uma contribuição teórica aos interessados no as­

sunto. No capítulo 3, apresentamos um desenvolvimento que nos permite interpretar os

conceitos de phase­lag e de erro de amplificação geometricamente.

O teorema 4.1, enunciado ao final do capítulo 4, permite estabelecer uma relação entre

a ordem de consistência do método de Runge­Kutta para as ordens entre dois e cinco e sua

ordem phase­lag, em função do número de estágios considerados pelo método.

De maneira análoga, o teorema 5.1 apresentado ao final do capítulo 5 nos dá uma relação

entre a ordem de consistência do método de Runge­Kutta explícito e sua ordem dissipativa,

mostrando que também aí essa relação depende do número de estágios do método.

Dos dois teoremas podemos tirar uma observação interessante, qual seja, a ordem phase­

lag assumirá sempre valor par, enquanto que a ordem dissipativa assumirá sempre valor

impar.

Outra constatação, a partir dos mesmos teoremas é que podemos melhorar a ordem

phase­lag e do erro de amplificação quando consideramos, na contrução do método, mais

estágios do que o mínimo necessário.Porém, como pode ser constatado, as relações a serem

verificadas quando consideramos cada uma das ordens de consistência, envolvem os mesmos

coeficientes do método e numa mesma expressão, mas assumindo valores distintos. Assim,

deveremos sempre optar entre melhorar a ordem da phase­lag ou do erro de amplificação.

No capítulo 6, apresentamos dois pares de fórmulas embutidas de Runge­Kutta, um par

contruido por Sideridis e Simos [15], com ordens de consistência 3 e 4 respectivamente e

um outro por nós construido, com ordem 4 e 5 respectivamente. Para cada um deles são
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analisados os valores assumíveis pelos coeficientes do método, a fim de que tenham um bom

desempenho quando aplicados a problemas de valor inicial com solução oscilante.

Uma constatação do desempenho computacional do par com ordem 3 e 4 pode ser encon­

trada em [15], onde são apresentados os resultados da aplicação do par de métodos a vários

problemas teste.

Como já registramos, o objetivo deste trabalho foi o de oferecer uma contribuição teórica

aos interessados no assunto. Procuramos apresentar os conceitos de uma forma que julgamos

organizada, clara e de fácil entendimento.

Como continuidade deste trabalho pretendemos investigar a aplicação dos conceitos de

phase­lag e de erro de amplificação à classe dos métodos de Runge­Kutta semi­implícitos e

implícitos. Adiantamos que para essas duas classes de métodos teremos algumas dificuldades

adicionais a serem superadas quando da construção das derivadas de f(x,y).

Uma outra investigação interessante é a do desempenho computacional do par de fórmulas

por nós construido.
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