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RESUMO

O objetivo deste trabalho € estudar os conceitos de phase-lag e erro de amplificacao,
que permitem construir métodos numeéricos com desempenho favordvel, quando aplicados
a problemas de valor inicial para sistemas de equagdes diferenciais ordinarias com solucao
oscilante. Consideramos a aplicagdao desses conceitos a classe dos métodos de Runge-Kutta
explicitos e desenvolvemos uma relagao entre a ordem de consisténcia do método e as ordens
da phase-lag e do erro de amplificacdo, concluindo que essa relagio depende do nmimero de

estagios do método e eventualmente de alguns de seus coeficientes.
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ABSTRACT

The main purpose of this work is to study the concepts of phase-lag and error amplifica-
tion, which allow the construction of numeric tecniques with fovourable performance, when
applied to initial value problems for ordinary differential equations systems with oscillating
solution.

We consider the aplication of this concepts to the class of explicit Runge-Kutta methods
and develop a relation between order of consistence and the orders of phase-lag and ampli-
cation error, concluding that this relation depends on the number of stages of the method

and ocationally of some of its coefficients.
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Capitulo 1

Introducao

A obtengao de uma aproximagao para a solugdo de um problema de valor inicial para
sistemas de equacgoes diferenciais ordinarias tem sido, em muitas situagbes praticas, uma
op¢ao fundamental.

Durante muitos anos essa busca da aproximagao foi considerada apenas para pontos
equidistantes no intervalo de existéncia da solugao, em fun¢ao da dificuldade em se estimar o
erro de truncamento cometido a cada passo e do escasso acesso aos recursos computacionais.

Estimulados em encontrar técnicas eficientes para o controle do erro muitos pesquisadores
se dedicaram ao problema e obtiveram resultados importantes.

Os métodos de Runge-Kutta, uma das duas classes mais consideradas no tratamento
numérico de um problema de valor inicial, dispée hoje de uma técnica bastante eficiente
para a obtencdo de estimativa para o erro de truncamento local. Assim, dispomos de cddigos
computacionais eficientes, por exemplo o RKF45, que permitem gerar aproximagoes com

uma precisao pré-fixada, trabalhando com integracao a passo variavel.Isso tornou essa classe




de métodos uma ferramenta computacionalmente eficiente e competitiva.

Porém, quando durante a integragdao nos deparamos com intervalos onde a solugao do
problema de valor inicial apresenta oscilagdes mais acentuadas, o tamanho do passo normal-
mente sofre severas redugdes para que se consiga a precisio desejada.

A utilizagdo de métodos que minimizem essas redugoes, como consequéncia de proprie-
dades adequadas a eles incorporadas, tem hoje um papel de destaque.

Brusa e Nigro (1], procurando construir um método eficiente para a integragao de sis-
tema de equagdes de segunda ordem para uma estrutura dinamica linear, introduziram uma
propriedade hoje definida como “phase-lag”.

Desde entao, varios trabalhos tem sido publicados considerando essa propriedade para a
construcao de novos métodos.

Na classe dos métodos de Runge-Kutta destacamos os trabalhos de Houwen e Sommeijer
(7], [9], [10], Sideridis e Simos [14], [15].

Para os métodos lineares de passo muiiltiplo destacamos os trabalhos de Cash [3], Chawla

[4], Chawla e Rao [5], Houwen e Sommeijer [8], Raptis e Simos [13], Simos [16] e Thomas

[17].

Neste trabalho consideraremos, para a classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos, os
conceitos de phase-lag e de erro de amplificagao.

Os principais resultados e definigoes relacionados com a classe dos métodos de Runge-
Kutta, necessdrios para o desenvolvimento deste trabalho, sao apresentados no capitulo 2.

No capitulo 3, sdo introduzidos os conceitos de phase-lag e de erro de amplificagao e

demonstrado um resultado que permite expressar, de forma mais algébrica, o conceito de
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phase-lag, a partir do qual se desenvolve o capitulo 4, onde procuramos estabelecer relagoes
entre a ordem de consisténcia do método de Runge-Kutta e sua ordem phase-lag considerando
as classes de métodos explicitos com ordens de dois a cinco.

No capitulo 5, a semelhanca das relagoes estabelecidas no capitulo anterior, sao desen-
volvidas relag¢oes entre a ordem de consisténcia e a ordem dissipativa.

Finalmente, no capitulo 6 apresentamos o par de métodos de Runge-Kutta embutidos

com ordem 3 e 4, respectivamente, construidos por Sideridis e Simos [15] e um outro par

embutido, com ordem 4 e 5, respectivamente, por nds construido utilizando as condigoes
de ordem e de simplificagdo apresentadas por Martins e Basso [12].Para esses dois pares de
métodos sdao estudadas as respectivas ordens phase-lag e dissipativa.

O capitulo 7 apresenta algumas conclusdes e consideragoes sobre os resultados obtidos

neste trabalho e algumas possibilidades de continuidade do trabalho.




Capitulo 2

Métodos de Runge-Kutta

2.1 Introducao

A necessidade de se obter aproximagoes para a solugdo de uma Equagao Diferencial
Ordinaria (E.D.O.), cuja solucido exata nao é determinavel analiticamente, tem estimulado
a busca de métodos numéricos que permitam gerar, com o menor esfér¢o computacional
possivel, aproximagoes com a precisao desejada. Podemos destacar duas classe de métodos
numéricos bastante utilizados e que tem merecido intensa investigagdao, os métodos lineares
de passo multiplo e os métodos de Runge-Kutta.Vamos, neste capitulo, apresentar alguns
conceitos qualitativos e resultados relacionados com os métodos de Runge-Kutta, sobre os

quais serao desenvolvidos os proximos capitulos.




2.2 Conceitos Basicos

Consideremos o problema de valor inicial (p.v.i.) para equagoes diferenciais ordinarias,

definido por:

f(z,y),

y(a) Yo,

onde, por hipétese, admitimos que y(z) existe de maneira inica num intervalo [a,b].
Vamos considerar uma discretizagdo de [a,b] em pontos z,, definidos por z, = zo +
nh, para n = 1,2,..., onde h serda identificado como o comprimento do passo de inte-

gragao.Denotaremos por y, a aproximagao para a solugio exata y(z) em z = z,.

Definigao 2.1 Dado o pvi (2.1) denominamos método de Runge-Kutta com s estagios

a todo método numérico de passo um definido por:

Yn + hzs:biku

i=1

ki f(@n + cihyyn + D aijk;),  i=1(1)s,

J=1

onde a;j,c; e b; sao constantes.

Observagoes:

1. Os valores ¢; e a;j sempre serao tomados considerando-se:

OSC§<1




2. Podemos representar os coeficientes de um Método de Runge-Kutta (MRK) com s

estagios numa forma matricial,denominada representagao de Butcher, dada por:

1@ G2 ... Qg

Cy | A7 ves Qog

g dAgz ... Agg

by by ... b

Se definirmos as matrizes ¢ = (¢1¢;...¢5)", A = (@ij)sxs € b' = (b1b,...bs) a representagao

de Butcher para os coeficientes do MRK sera dada por:

c| A

6{

3. A classe dos MRK pode ser dividida em 3 sub-classes, em fungdo da forma da matriz

A:

- Se a;; = 0 parat < j, isto é, A é estritamente triangular inferior, teremos a sub-classe

dos métodos de Runge-Kutta explicitos.

- Se a;j # 0 para algum j > ¢, isto é, A ndo é estritamente triangular inferior, teremos

a classe dos métodos de Runge-Kutta implicitos;

- Na sub-classe dos métodos de Runge-Kutta implicitos, podemos destacar aqueles

métodos em que a;; = 0 para j > ¢ e a;; # 0 para algum :, isto é, A é triangular




inferior (mas nao estritamente), neste caso teremos os métodos de Runge-Kutta semi-

implicitos.

4. Todo este trabalho sera desenvolvido considerando-se somente a classe dos métodos de

Runge-Kutta explicitos.

Definigao 2.2 Denominamos erro de truncamento local de um método de Runge-Kutta

com s estdgios, em T = Tp41 € denotaremos por Tpy4q, o valor:

Tot1 = yY(Zna) — y(xn) =il Z b;k;, (2.4)
i=1

onde os valores k; sdo todos determinados através de (2.3), mas considerando-se a solugao

exata y(z) em z = z, em lugar de y,.

Ao utilizarmos (2.2) e (2.3), se admitirmos que para z = z, se verifica a hipétese local
yn = y(z,), denotaremos a aproximagio y,4+; dai gerada por n41.

Logo, sob essa hipdtese local, podemos facilmente observar que:

Thpr = y(:ﬂn+1) — Ynt1- (2-5)

Isto é, sob a hipétese local o erro de truncamento local nada mais € do que a diferenca
entre a solugao exata e a solugao numérica no ponto Tp4i.
Se efetuarmos em (2.5) o desenvolvimento de T4+ em Série de Taylor na vizinhanca do

ponto z = z,, vamos obter:

Tn+1 = wlh + w2h2 + w3h3 + w4h4 + et wphp + O(h?'ﬂ).




Definigao 2.3 Dizemos que um método de Runge-Kutta tem ordem de consisténcia p,

se este for o maior inteiro positivo tal que:

Toir = O(R7H), (2.7)

ou seja , = ! (2.8)

E importante registrar que os w; sao constituidos por expressdes que envolvem os coe-
ficientes do método multiplicados por derivadas parciais da fungao f(z,y). Logo, para que
possamos ter w; = 0, para ¢ = 1,2,,...,p (independente do p.v.i.), é preciso que as ex-
pressoes que envolvem os coeficientes do método sejam nulas, dai gerando equagoes que sao
denominadas Condigoes de Ordem do Método de Runge-Kutta .

Na pratica, para construirmos um método de Runge-Kutta com ordem de consisténcia p
consideramos as expansoes em Série de Taylor de y(z,41) € §n4+1 numa vizinhanga de z = z,,
que, substituidas em (2.5) e considerando (2.7) e (2.8), geram as equagdes que os coeficientes
de um método de Runge-Kutta com s estagios devem satisfazer para que este tenha ordem
de consisténcia p. No que segue diremos simplesmente que o método tem ordem p.

Relacionamos, a seguir, o sistema com 17 equagoes que um MRK explicito com s estagios

deve satisfazer para que este tenha ordem cinco, isto €, suas condigées de ordem.

S bi=1

i=1
Zb,-ci =

i=1
Z b;c? =

1=1

s—1

D bi)aie; =

1=3 =2

5

(=2 R N e o1




b = (2.13)
=

i bic; faijj = (2.14)
ifhzau = (2.15)
i=3  j=2

S63 e Jfﬂ.:kﬁk = (2.16)

1=4 J:

Z ¢l= (2.17)
1=1

s i—1

Y bic? ) aije; = (2.18)

=3 j=2

s 1—1
> bici Za;,—c? (2.19)
1=3 3=2

s i—1 1-1
Z b,‘Ci Z a.-j Z a_,-kck = (220)
1=4 =3 k=2 30
s s 1
Z bj' Z ajkci = 2 (221)
=3 k=2
s i—-1
Z(Z n‘II.,'_.'.'CJ')2 = (222)

;‘33'_2

s 1—1

DD aiic E ajkCrk = (2.23)
i= 4_',-_3

s

Z b; Z;G'Jk Z ajkck —_ (2.24)

=4
5 ‘ -1 1
Zb Zaq Z ajk Z A Cn = —— (2.25)
=5 j=4 m=2 120
Se desse sistema excluirmos as equagoes de (2.17) a (2.25) entao alcancaremos apenas
ordem 4 para o MRK explicito dai obtido.
Se além dessas também excluirmos as equagées de (2.13) a (2.16) apenas teremos a

garantia de ordem 3. Finalmente, as equagoes (2.9) e (2.10) nos fornecem a classe dos

métodos explicitos com ordem 2 e s estagios.
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Capitulo 3

Phase-lag e o Erro de Amplificacao

3.1 Introducao

Ao trabalharmos com métodos de Runge-Kutta a passo variavel para a integracao de
problemas de valor inicial (p.v.i.) cuja solucao € oscilante, podemos ter severas redugoes no
tamanho do passo para que se tenha garantida uma precisao pré- fixada para a aproximagao.

Procurando minimizar tais redugées novos métodos tem sido construidos considerando-se
as propriedades “phase-lag” e “erro de amplificagdo” introduzidas por Brusa e Nigro [1].

Neste capitulo, para a classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos definiremos os con-
ceitos de phase-lag e de erro de amplifica¢do, e apresentaremos um resultado que permite
caracterizar uma sub-classe de métodos de Runge-Kutta explicitos, voltados para p.v.i. que

apresentam solucao oscilante.




3.2 O problema teste

Consideremos o problema teste:

)

Yy =ivy , vE€IR,
y(zo) = %o ,
cuja solugdo é y(z) = yoe'=.
Aplicando um método de Runge-Kutta explicito definido por (2.2) e (2.3) ao p.v.i.(3.1)

obtemos:

kl = iuyn
kg = fl’(yn -+ thkl)

ks = [y, + h(asiky + aszkz)]

ks = iv[yn + h(asl kl + asZkZ S+t as.s—lks—l)]

que substituindo de forma recorrente nos dao:
ko (1v — hcav?)yn
ks (tv — azv?h — azv?h — icyazvh?)y,
k4 (ZU — G.q]'l)zh = a42v2h - a43v2h — ic2a42v3h2—

—1a31a430°h? — 1a3a43v°h% + cra33a43v*h3)y,

Dai, podemos determinar:

Ynt1 = Yn + h(brks + b2ky + bsks + ... + bsks)
Yn + z.thlyﬂ. *E ivhbgyn - b‘ZCZUzhzyn +
+ivhbsy, — v?h*b3az 1y, — v2 A bsazeys — 10 R bsasscryn + . ..

11




Considerando H=vh obtemos:

(1 +¢Hby + iHby — H%bycy + iHbs — H?bses — i H3bzazpcs + . .

(14iznH+ zH +izsH> + 2 HY + ... + azsH? )y,

onde para s par teremos a = 1 e para s impar teremos a = 1.

Isto é, podemos reescrever a aproximacgao y,4+; como:
Ynt1 = {[((L+ 22H2 + 2 H* + .. .+ 2y, H™)| 4 i[21H + z3H + .. . + 2z,

onde:

-3 b
=2

] 1—1
=2 b aiie

1=3 '=2

Zb Zaa,_, Z @k Ck
j=

1=4

Z:b Zaag Za;rk Z akiCy
k=3

=5 J_4

s j=1 k-1
_Zb Z%Eagkzau Z AimCm
=5

m=

-1 k-1 -1 m-—1

_ZbZaU;aJkZaHZ mzamncn

=7 =6 m=3 n=2
-1

- m— n-1

s Jj-1 -1
z = )b Z a;; Z aj Z a Z Um D G Z @noCo
=6

=8 ;=T m=4 n=3

e, assim por diante.

Definindo os polinémios em H?:

Ay(H?) 14 zoH? + 24H* + ... + 2 H™,

12
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B,(H?®) = 21+ 23H? + zsH + ... + 2z, H™ 7, (3.4)

comm;=semy=8s—1paraa=1em; =s—1emy; =s para a = 1, podemos reescrever

(3.2) como:
Ynt1 = [AS(Hg) 53 iHBs(Hz)]yn.
Logo, considerando n=0,1,2,..., podemos finalmente reescrever y,4+; como:

Ynt1 = [Gs(Hz)]nHyo,

a,(H?) = A,(H?) + iHB,(H?).

3.3 A phase-lag e o erro de amplificacao

A partir de a,(H?) Sideridis e Simos [15] definem os conceitos que a seguir apresentare-

mos, denotando por arg(z) o argumento do nimero complexo z.

Definigao 3.1 Denomina-se phase-lag de um método de Runge-Kutta com s estdgios e

denotamos por p(H) a quantidade:

p(H) = H — arg(a,(H?)) (3.8)

Definigao 3.2 Denomina-se erro de amplificagdo de um método de Runge- Kutta com s

estdgios e denotamos por a(H) a quantidade:

a(H) =1 — |a,(H?)|

13




Definicao 3.3 Se p(H) = O(H™')ea(H) = O(H*"), entdo o método de Runge-Kutta é

dito ter, respectivamente, ordem phase-lag r e ordem dissipativa q.

Considerando y(z,) e y, como vetores do plano complexo, vamos tentar interpretar geo-
metricamente os conceitos que acabamos de definir.

Temos que:

H

vTn

Yoe = yoe'™H = Yo(cosnH + isennH),

yolas(H?)]* = yo[As(Hz) + iH By(H*)]".

Logo,

arg(y(z,)) — arg(yn) = yol[arg(cosnH + isennH) — arg(A,(H?) + iHB,(H?))"].

Mas,

arg(cosnH + isennH) = nH,

arg(A(H?) + iHB,(H?*))" = narg(a,(H?)).

Logo, concluimos que:

arg(y(zn)) — arg(ya) = nyo[H — arg(as(H"))] = nyop(H).

Isto €, a phase-lag p(H) é proporcional a diferenca angular entre o vetor solucio exata

y(z,) e o vetor aproximagao yn,.




Consideremos agora a diferenca de amplitude entre esses dois vetores:

|y(2n)| — [ynl Ivollle™ | = I(as(H))"]

lyo|[| cosnH + isennH| — |(as(H?))|]

[vol(l — I(as(H?))"|]-

Isto é, o erro de amplificacdo a(H) = 1—|a,(H?)| é proporcional a diferenca de amplitude
entre o vetor solucdo exata y(z,) e o vetor aproximagao yn.

O conceito de phase-lag, na forma como foi definido em (3.8), apresenta dificuldades para
sua utilizagao como uma caracteristica que se deseja incorporar ao método. O resultado que

enunciamos e demonstramos a seguir nos da uma representagao melhor para a phase-lag.

Teorema 3.1 Se o método de Runge-Kutta possui ordem phase-lag r entao, vale:

HB,(H?)

tgH — A, (1)

= cH™! 4+ O(H™?),
onde ¢ € a constante phase-lag do método.

Demonstragao: Por definigao temos que:

2
p(H) = H — arg(a,(H?)) = H — arctg l%] .

Usando (3.3) e (3.4) podemos escrever:

HB,(H?)
A,(H?)

HB,(H*).(A,(H*))™

Hlzy + zH?* + ... + 2, H™ Y[l + 2. H? + z,H +

Considerando o desenvolvimento Binomial, temos que:

15




[+ (zeH? + 2 H* + ... + 2 H™)] ! 1 — (2H? + 24H* + ... + 2, H™)
+(22H? + z4H* + ... + 2y H™)?

—(2H * 4+ z4H* + ...+ 2y H™ )P 4. ..

que substituindo nos da:

HB,(H?).(A,(H?))™! =

(21H + 23H® + 25 H® + 2, H™).(1 — (22 H? + 24 H* + ... 4 2, H™)
HoH? + 24H + .. 4+ 2 HM ) 4 (g H? + 24 H 4+ .. 4 2 H™M )P +..)
21 H + z3H? + 25 H® + 2, H™ — (21 H + 23 H> + 25 H® + 2., H™)

X(2oH? + 24 H* + ...+ 2y, H™) + (21H + 23H® + 25 H® + 2, H™)
X(zgH: + z24H + ... + 2, H™M ) + ...

21 H + 23H® + 25 H® + 2, H™ — 212H® — 2124 H® — ... — 225y H™ Y | .

HB,(H?)

A, () =oH+aH 4+ asH* + ...+ o, H 1 ... (3.11)

Logo, considerando-se o desenvolvimento em Série de Taylor da fungdo arctg e usando

(3.11), temos:

A(H?) 3

e (HBAIY) . HEAIT) 1[HBS(H2)r 1[H83(H2)]5+...

A (H?) A,(H?) 5| A,(H?)

aiH+oHl+osH +...+ o, H !
1
._5 [O:IH +(’.1'2H3 +0!3H5 +... +03H23+l] + ...

aH+BiH +B8H +...+ BH" ! ..




Voltando em (3.10), obtemos:
p(H) = BoH + BLH® + B H + ...+ B, H* ' + ...

onde fp=1—a; e fBi=—-PF;,parai=1,2,....
Portanto, usando (3.12) e considerando que o método de Runge-Kutta possue ordem

phase-lag r ou seja, p(H) = O(H™!) podemos escrever:
p(H) = B H™ 4 B TP 4.,

onde r* = r/2 e (3, sera a constante phase-lag do método.

Isto é,

p(H) = cH™*' + O(H™?). (3.13)

Novamente, considerando (3.10) e aplicando em ambos os membros da igualdade a funcao

tangente, obtemos:

tg(p(H)) = tg(H) — tg (arctg (M)) =tg(H) — M (3.14)

A (H?) A,(H?)

Por outro lado, considerando-se o desenvolvimento em Série de Taylor de tg(p(H)) e a

equagdo (3.13), obtemos:

tg(p(H)) = p(H)+ %(p(H))3 + % p(h))* +...

cH™' + O(H™%) + %[ch"“ +OH™P +...

tg(p(H)) = cH™" + O(H™?).




De (3.14) e (3.15), vem:

HB,(H?)
T A(H?)

= cH™' + O(H™?),

tg(H)

o que completa a demonstragao.
Como consequéncia desse resultado temos que se o método de Runge-Kutta tem ordem

phase-lag r, entdo podemos reescrever p(H) como:

HB,(H?)

p(hr) = t’g(H) q As(H2)

(3.16)

Essa nova expressao para a phase-lag é bastante interessante e sera ttil para resultados
que serao obtidos no préximo capitulo.

Uma outra conclusdo a ser tirada da demonstragao do teorema 2.1 é apresentada a seguir.
Corolario 3.1 A ordem phase-lag de um método de Runge-Kutta serd sempre um valor par.

Demonstragdo: Por (3.12) temos que p(H) se expressa em poténcias impares de H.
Logo, usando a definigdo 3.3 concluimos que a ordem phase-lag serd sempre um valor
par, independente da ordem de consisténcia assumida pelo método de Runge-Kutta ou de

seu numero de estagios.




Capitulo 4

A Relagao entre as Ordens Phase-Lag

e de Consisténcia

4.1 Introducao

Para a classe dos métodos de Runge-Kutta com s estiagios e ordem p sabemos da
existéncia de uma relagao entre o valor minimo a ser assumido por s e p. Em particu-
lar, para a classe dos métodos explicitos, se p< 4 o nimero minimo de estagios sera s = p e
para p = 5 necessitamos de pelo menos 6 estagios.

Neste capitulo, procuramos estabelecer, para a classe dos métodos de Runge-Kutta
(MRK) explicitos, uma relagao entre sua ordem de consisténcia e sua ordem phase-lag al-
cangavel, concluindo que essa relagdo ndo apenas existe mas depende, também, do nimero

de estagios considerado.




4.2 A ordem phase-lag para p=2

Para a classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem p = 2 e utilizando
resultados e relagoes apresentadas no capitulo anterior, vamos estabelecer uma relagao entre a

ordem phase-lag e a sua ordem de consisténcia, em fungao do nimero de estagios considerado.

De (3.5), (3.6) e (3.7) temos que:
Yns1 = [A;(H?) + iHB,(H?)]"y,, (4.1)

com H=vh, onde A,(H?) e B,(H?) sdo os polinomios em H? definidos em (3.3) e (3.4),
que tém como coeficientes expressoes envolvendo os coeficientes do método de Runge-Kutta
considerado que, por sua vez, dependem do numero s de estagios.

Considerando, inicialmente, o nimero minimo de estagios necessarios para a obtencao de
um método da classe dos de Runge-Kutta explicitos com ordem dois, isto é, dois estagios,

encontramos que:
yns1 = [A2(H?) + iHBy(H*)" yo
onde, de (3.3) e (3.4), temos que:
Ay(H?)

By(H?)

21 = bl + bz € 2= —6202 :

Porém, considerando as condi¢des de ordem para métodos de Runge-Kutta explicitos

com ordem dois e dois estdgios temos, de (2.9) e (2.10), que by + by =1 e bacy = %
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Af(H?) = 1-— %H?,

By(H?) I

e, de (3.7), determinamos ay(H?) = (l - %Hz) +H.

Ainda, se considerarmos a relagao (3.16), podemos escrever:

p(H) = tgH — =tgH — (1 - %Hz)‘l

H
.y

Dai, considerando as expansdes em série de poténcias em H, de tgH e de (1 — 2

substituindo em (4.6) determinamos, para p(H), a expressao :

1 .7 179
Y= o8t s 20
p(H) = -5 60 2520

H™ + O(H®).

Observe que p(H) = O(H?) independente dos valores assumidos pelos coeficientes do
método de Runge-Kutta considerado. Logo, concluimos que todo método de Runge-Kutta
explicito com ordem dois e dois estagios tera ordem phase-lag dois.

Ainda para a classe dos métodos explicitos com ordem dois, mas agora com s = 3 estagios,
vamos investigar se a ordem phase-lag do método permanecera igual a dois ou podera ser

malor.

Como s = 3 temos que:

Ynt1 = [As(Hg) + iHBa(Hz)]n+11e'01




onde, agora:

by + bz + b, (4.9)
—(bacz + bacs), (4.10)

—b3a32|‘3‘2. (411)

Dai, considerando novamente as condi¢oes de ordem para métodos com ordem dois,

! mas nada podemos concluir com relagio & zs.

encontramos que z; =1 e 2, = —3,

Logo ;

As(H?) =1 — %HZ,

Bg(Hz) =1+ 23H2.

Dai, por raciocinio analogo ao considerado no caso anterior, temos que:

1 7 aszbse
p(H) = (_E+0325302)H3+(—@+ 3223 2)H5

YH + O(H®).

179 £ aag bng

+(_2520 4

Assim, a ordem phase-lag do método de Runge-Kutta sera quatro se:

1
b3a32£2 = 6, (415)

pois, nesse caso, teremos que p(H) = _'31_0H5 + O(H").Caso contrario continuaré sendo dois.

Isto é, a0 aumentarmos um estagio podemos conseguir, para a classe dos métodos de
Runge-Kutta explicitos com ordem dois e trés estagios, ordem phase-lag quatro se a condigao
(4.15) se verificar. Caso contrario, continuara sendo dois.
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Assim, ao construirmos um método de Runge-Kutta explicito com ordem dois e trés
estdgios torna-se interessante considerarmos, além das duas condi¢des de ordem, também a
condigao (4.15).

A familia dos MRK explicitos com trés estagios, ordem de consisténcia dois e ordem

phase-lag quatro, tendo ¢y, c3 € b3 como parametros livres, com c3b3 # 0, é dada por:

C2
6C2C3b3 -1 1
66253 6C2b3
1 - 2(63 st Cg)bg 1-— 20363
202 202

bs

4.3 A ordem phase-lag para p=3

Considerando agora a classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem tres e

trés estagios e, novamente de (3.5) e (3.6), encontramos:
Yns1 = [As(H?) + iH Bs(H?)]"*'yo,

onde A3(H?) e B3(H?) sio definidos, respectivamente, por(4.7) e (4.8), com 21,2, e 23 defini-

dos por (4.9),(4.10) e (4.11), respectivamente. Porém, agora, por serem condicoes de ordem

e

para a classe de métodos com ordem trés temos que 2 =1, 2 = —3 e z3 = —.

Assim, temos:

1
As(HY) =1- 5H?,
By(H*) =1 - %Hﬁ.
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H(z + z3H2) -

H) = tanH —
p(H) = tan T

fanH — H(l— %Hz)(l A %H?)-l (4.18)

de onde, considerando o desenvolvimento em série poténcias em H de tgH e de (1 —

e substituindo em (4.18), obtemos:

) S_i T 9
p(H) = =z H® — == H" + O(H®). (4.19)

Assim, podemos concluir que todo método de Runge-Kutta explicito com ordem 3 e 3
estagios tera ordem phase-lag quatro.
Considerando agora a classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem 3 e 4

estagios, ou seja, aumentando um estagio, obtemos:

Ynt1 = [Aa(H?) + iH By(H?)]"*yo,

1 + 22H2 + Z4H4,

2
21 + z3H",

21 = by + by + b3 + by,
zg = —(baca + bacs + bycq),
z3 = —(bsaszcy + bsasacy + bsagscs),

24 = bsagzazcy.
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Considerando as condigoes de ordem para a classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos

com ordem trés e quatro estagios encontramos que z; = 1, 25 = % e 23 = —é.Mas em relacao

a z4 nada podemos concluir.

A4(H2) =ipli= %Hz -+ 540,43032621[.{4,

By = 1= %H’.

Dai, por construgao analoga a considerada nos casos anteriores, obtemos:

37 554&43&3262

1
P(H) = (=7 + baaszazcy) H® + (— 1260 * 6

30

)H™ + O(H®) (4.26)

Portanto, se considerarmos valida a condigao:

1
bsaqzazzc, = 30 (4.27)

observamos que a expressao de p(H) em (4.26) tera o coeficiente de H® igual a zero mas o

coeficiente de H” nao se anulara. Isto é,

1

I § 9
o5 H" + O(H®),

p(H) = (

o que nos permite concluir que para a classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos com
ordem trés e quatro estagios podemos encontrar métodos com ordem phase-lag seis se a
condigdo (4.27) se verificar. Caso contrario, mesmo considerando quatro estagios, os MRK

explicitos com ordem de consisténcia trés, terao ordem phase-lag quatro.
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A familia dos MRK explicitos com quatro estagios, ordem de consisténcia trés e ordem
phase-lag seis, tendo c;, c3, az; € by como parametros livres, com ¢; # 0, ¢z # 0, ¢4 # 0,

az; # 0, My # 0 e c3 # ¢4 € dada por:

C2

azz; — C3 a3z

C4M3 64M1 C4(—C:3 + C4)
5032C%C3M2 50326%03M2 5(13262 Mz

M4 b Ms MS
66304 2 663(—63 -+ C4) 664(—C3 + C4)

onde:

3 2 2
M; = 10a2,c% — 30a2,b;¢; — 5azacacl + 3 — 15a3,¢2ca + 30a2,b2¢3cq + Saszcacacy — ciey,

M, =2-— 6520‘3% — 3c3 + 6bycaca,

M; = c2c§ — cpcacqy — My + 5032C§C3M2,

M; =2 —6byc — 3¢z + 6bycacs — 3cq + 6bacacy + 6eacy — 6bocacy,
M =-2+ bgcg + 3c4 — 6bycacy,

Ms =2 Gbgcg — 363 + 662C2C3.

AVA
AVAVA
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4.4 A ordem phase-lag para p=4

Para métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem quatro e quatro estagios, encon-

tramos:

Yns1 = [Aa(H?) + 1HBy(H?*)]"yo,

A4(H2) 1 +22H2+24H4,

B4(H2) 21 +23H2,

onde z; , 2, , 23 € z4 sdo definidos por (4.20) , (4.21) , (4.22) e (4.23), respectivamente.Os trés
primeiros, por serem condigoes de ordem para métodos com ordem trés e quatro estagios,
satisfazem z; = 1, z, = —1 e 23 = —}. Ainda, 24 = 3; , pois é uma das condicdes de ordem
para métodos com ordem quatro e quatro estagios.

Assim :

1 1

2 2 = o4

AfH?) = 1-H*+ o HY,
By(H?) 1-%1{2.

6H—_H> 9%4H — 4H?3

6 —
ISPy tanH — S om + A

p(H) = tanH —

Assim, usando o mesmo procedimento dos casos anteriores, temos:

T E e e o
p(H) = 7o H® + zoo H' + O(H®). (4.30)

Logo, todo método de Runge-Kutta explicito com ordem quatro e quatro estagios tem

ordem phase-lag quatro , independente dos valores assumidos pelos coeficientes do método.
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Vejamos, agora, ao aumentarmos um estagio, ou seja, trabalhando com métodos de
Runge-Kutta explicito com ordem quatro e cinco estdgios, qual sera a ordem phase-lag
do método.

Neste caso, temos que:

Yntr = [As(H?) + iH Bs(H*)]""yo,

As(H?) = 1+ 2o H? + 24 H*,

B5(H2) =21 + 23H2 + 25H4.,
onde z; , 22 ,2z3 € z4 assumem os mesmos valores do caso anterior, pois continuam sendo
condigoes de ordem para métodos de ordem quatro, agora com cinco estagios. Contudo, em

relagao a 25 = bsasqaq3aszcs, nada podemos concluir.

Assim, temos:

1

1
A(H?) = 1-ZH*+ _H,

B5(H2) 1-— %H'Z + b5ﬂ54d43&3262H4.

Dai, analogamente, obtemos:

1 3 bsassaqzaszc
p(H) = (ﬁ — bsassassazscy) H® + (560 - == ;3 22)H™ + O(H®). (4.33)

Isto é, a0 aumentarmos um estagio conseguimos que a ordem phase-lag do método passe

de quatro para seis se for verificada a condigao :

1
120°

bsasqaq3aszac; =
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Caso contrario, a ordem phase-lag continuara sendo quatro, mesmo aumentando um

estagio ao método.

4.5 A ordem phase-lag para p=5

Para métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem cinco e seis estagios, obtemos:

Ynt+1 = [Ae(H?) + iHBs(H*)]" ' yo,

1 + zpH? + zH* + 26 HE,

z1 + zzH? + zs HY,

by + ba + b3 + by + bs + bg,

—(baca + bacs + bycq + bscs + becs),
—(b3azzca + baaazcs + bsagacs

+bsaszcy + bsasacs + bsasscy

+beasacz + bgasacs + beasaca + beasscs),
baaszazacay + bsaszazac; + bsassasacy
+bsasqa43cs + beasaaszcz + beasaaqacy

+beasaasscs + beagsasscs + beassasac,

AVA
AVAVEY
VAY

1 2 3 4 5 6 i unesp 1012 13 14 15 16 17
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55054043'113262 + 56%4043@3202
+beaesasqa32cs + bedesassaaace
+beagsasaaqacs, (4.39)

‘—56(155(154043(13262. (440)

Da mesma forma que nos casos anteriores, com excessao de zg, as expressoes dos z; nos
levam a condigoes de ordem para métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem cinco e seis
estagios. Assim, z; =1, 25 = —1 = -1 T%ﬁ e nada podemos concluir com
relagdo a 2.

Dai, obtemos :

1 1
Aﬁ(Hz) = 11— §H2 + ﬂH‘i _— 560650‘,54043{132621{6,

1 1
Bg(H? 1—-H*+ —H".
o(H7) 6 1205

Procedendo de maneira analoga aos casos anteriores, encontramos que:

p(H) = (555 + 20)H" + O(H),

zg = —bpas5a5443a32C2. (4.44)

Nesse caso, a ordem phase-lag do método considerado depende do valor assumido por zg,

ou seja, se :

=le
840

beaesassaazaszac; =
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entdo o método com ordem cinco e seis estagios tera ordem phase-lag igual a oito. Caso

contrario, sera seis.

Acrescentando um estagio ao método e procedendo como nos casos anteriores encontra-

mos:

A7 (H) =1- %Hz + élzﬂ“ + z6H®, (4.46)

2 = (Cza32)(56a65054a43 + brazsasqaqs + brazeassaqs

+brareaesass) + brareassasaaqacs + brarsagsasqaqacs.

1 1
B:(H})=1—=H*4+ —H* HE
‘?( ) 6 + 120 + 27 ’
27 = —57076'1155054&4303262-

Consequentemente, procedendo do mesmo modo que nos outros casos ,ou seja, substi-

tuindo (4.46) e (4.47) em (3.16) e efetuando os desenvolvimentos pertinentes, vem:

p(H) = (% + 26 — 22)H" + O(H®). (4.48)

Portanto, concluimos que nao vale a pena aumentarmos um estagio ao método, pois
mesmo impondo a condigdo (26 — z7) = —g15, sua ordem phase-lag serd oito.

Isto é, a mesma ordem phase-lag alcangada anteriormente quando consideramos um
estagio a menos.

Resumindo, para métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem de consisténcia no

maximo cinco sao validos os resultados do teorema que a seguir enunciamos.
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Teorema 4.1 Se um método de Runge-Kutta explicito com s estdgios tem ordem de con-

sisténcia p e ordem phase-lag r entdo, temos:

a)
ag)
(13)

04) bsaszazac; = — 3

30
(15)

1
ma
1
%1
1

as) beaesa54a43a32¢ # ——

840°

aﬁ) bsassas3azac, =

‘17) bee5054a43a32¢2 =

AVA
AVAVEY
VAY
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Capitulo 5

A Relacao entre as Ordens Dissipativa

e de Consisténcia

Como no capitulo anterior, vamos procurar estabelecer uma relagao entre a ordem de
consisténcia do método de Runge-Kutta e sua ordem dissipativa. Considerando, para cada
valor assumido pela ordem de consisténcia, o nimero minimo de estagios, determinamos qual
a correspondente ordem dissipativa, independente dos valores assumidos pelos coeficientes do
método considerado. Em seguida, acrescentamos mais um estagio ao método e investigamos

qual sera sua ordem dissipativa.

5.1 A ordem dissipativa para p=2

Utilizando resultados apresentados no capitulo anterior vamos, a seguir, estabelecer uma
relagao entre a ordem dissipativa e a ordem de consisténcia para a classe dos métodos de

Runge-Kutta explicitos com ordem 2, em fun¢ao do nimero de estagios considerado.
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De (3.5) e (3.6) temos que:
Ynt1 = [Aa(Hz) + 1‘1"{183(11,2)]ﬂ.'-lil)'(lh

com H=vh e A;(H?) e B,(H?) sao os polinomios em H? definidos em(3.3) e (3.4).
Considerando inicialmente s = 2 estagios, que é o nimero minimo de estagios necessarios

para a obtengao de um método da classe dos Runge-Kutta explicitos com ordem 2, encon-

tramos, por (4.4) e (4.5), os polindmios Az(H?) e By(H?) a partir dos quais determinamos

ay(H), definido por (3.7), que sera dado por:
2 1.2, .
a:(H*)=1- §H + 1 H.
Dai, o erro de amplifigdo a(H) sera:

a(H) 1-|1- %Hz-’rih'l
1

1—[(1—-2-H2)2+H2 -

Finalmente, considerando o desenvolvimento binomial, obtemos:

1 1 1
HY= gty pg8.
()=l b 64

H' + O(H"). (5.1)
Observe que a(H) = O(H*) independente dos valores assumidos pelos coeficientes do
método de Runge-Kutta considerado. Assim, podemos concluir que todo método de Runge-
Kutta explicito com ordem dois e dois estagios tera ordem dissipativa trés.
Aumentando um estagio, ou seja, trabalhando com a classe dos métodos com ordem dois

e trés estagios, vamos investigar se a ordem dissipativa do método permanecera igual a trés

ou podera ser maior.




Usando A3(H?) e B3(H?) obtidos em (4.12) e (4.13), determinamos :
(13(H2) =i]— %H2 -+ EH(I = b3(13262H2).
Dai, o erro de amplificagao a(H) é da forma:

1
a(H) l—|1—§H2+5H(1—baa3262H2)|=

= ((1 - %H?)? +(H - b3a32c2H3)2) :

Efetuando o desenvolvimento binomial, obtemos:

(5~ bramen)H* — 7

5 (a3ch) H® — O(H®)

Desta forma, a ordem dissipativa do método de Runge-Kutta sera cinco se
1
bsazzcy = —.
332€2 = ¢

Caso contrario, continuara sendo treés.
Verificamos, entao, que para aumentarmos a ordem dissipativa da classe dos métodos de

Runge-Kutta explicitos com ordem dois e trés estagios, devemos impor a condigao (5.3).

5.2 A ordem dissipativa para p=3

Considerando agora a classe dos métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem trés e

trés estagios, e substituindo (4.16) e (4.17) na equagéao (3.7), obtemos:

2 1 2 : 1 2




Substituindo na defini¢ao de erro de amplificagdao encontramos:

i TS
a(H) = 1-|(1-zH*)+iH(1 - cH)| =

1- (- %H?)2 L (Hl %H"')z)%.

Entao, considerando o desenvolvimento binomial, encontramos:

_1 4 l ;6 8
a(H) = 5 H' — = H° + O(H®).

Logo, podemos concluir que todo método de Runge-Kutta explicito com ordem trés e
trés estagios tera ordem dissipativa trés.

Novamente, aumentando um estagio, ou seja, trabalhando com a classe dos métodos de
Runge-Kutta explicitos com ordem trés e quatro estdgios, e substituindo A4(H?) e B4(H?)

dados em (4.24) e (4.25), na equagdo (3.7), obtemos:
2 1. 2 4, |
a,;(H ) =1- ‘é—H 4+ 64(143113262H + EH(]. = EH )
Pela definigao de erro de amplificacao, vem:

1 1
(I(H) 1— I]. — EHZ + 54043{13262}:{4 + IH(I — EHz)I

1

1 )
1= ((1 — SH? + biassasyc, HY)? + (H — %HS)?)

o que, considerando o desenvolvimento binomial, nos da:

1 1 1
G(H) = (ﬂ = b‘i(343"-13‘.2"5‘2)1"1’4 + (—?5 + 55404303202)15!6 — O(HS)

Portanto, se considerarmos valida a condigao:

bsagzazzc; = — (5.4)

24

concluimos que podemos encontrar métodos com ordem dissipativa cinco, se a condi¢ao

acima for satisfeita. Caso contrario, continuara sendo trés.
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5.3 A ordem dissipativa para p=4

Considerando métodos de Runge-Kutta explicitos com ordem quatro e quatro estagios e
de maneira anédloga ao caso anterior, ou seja, substituindo A4(H?) e B4(H?),dados em (4.28)

e (4.29), na equagao (3.7), obtemos:
ay(H)=1- lH2 + iH“ +1H(1 - lH")
; 2 24 Gl

Analogamente, da definigao 3.9 vem :

el L o - L
a(H) = 1=[1=ZH + . H' +iH(1 - cH”)

Lea o1 raid 1 32)‘g
1 ((1 SH? + 5o HY) + (H = <H)?) "
chegamos, entdo, que

Ly gl

=yl =

HEZ O(HY).

Logo, todo método dessa classe tem ordem dissipativa cinco, independente dos valores
assumidos pelos coeficientes do método.

Vejamos agora, acrescentando um estagio, qual sera a ordem dissipativa do método.

Considerando (4.31) e (4.32), substituindo na equagdo (3.7) e procedendo de maneira

analoga aos casos anteriores, encontramos :

1 1
_H2+_

a(H) = 1-|(1-ZH +

: 1
H4) + EH(l — gHz -+ 55(154(143(132621{4)'.

1
a(H) = (m — bsassaszazzce) H® + (

1 bsassaqzazzcy

— 8 10
1052 5 YH® + O(H™).
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Neste caso, a0 aumentarmos um estagio conseguimos que a ordem dissipativa do método
passe de cinco para sete se for verificada a condigao :

1

bsassa43a3200 = —
5054043032C2 )
144

(5.5)

caso contrario, a ordem dissipativa continuara sendo cinco, mesmo aumentando um estagio

ao método.

5.4 A ordem dissipativa para p=>5

Primeiramente consideremos o nimero minimo de estagios, ou seja, a classe dos métodos
de Runge-Kutta explicitos com ordem cinco e seis estdgios. Substituindo Ag(H?) e Bs(H?)
de (4.41) e (4.42) na equagdo (3.7, encontramos:

1 : 1 1
H? + EH‘; — beaesasaaazazc, HC + iH(1 — gHz + ﬁ34)'

1
ﬂe(Hz) =1- 5

Pela definigao 3.9, vem:

1 1 ; 1 1
G(H) 1-— |1 = §H2 + ihﬂ — baa55a54a43a32c:2H6 + EH(]. = gHz + mﬂ‘;)l
1 1 1 1 2
1-— (1 - §H2 + EH“ — bsa65a54a43a3262H6)2 + (H - EHS + ﬁHS)Z

e, considerando o desenvolvimento binomial, temos:

1 bsagsassaazaszacs

1920 2

)H® + O(H™).

1
a(H) = (—m + beaesasaaszazca) H® + (

Concluimos que a ordem dissipativa do método considerado depende do valor assumido
por alguns dos coeficientes do método, ou seja, se

oL
720

beagsasaaqzazacy =

38




entdao o método com ordem cinco e seis estagios tera ordem dissipativa igual a sete, caso
contrario, sera cinco.
Acrescentando um estagio ao método e procedendo como nos casos anteriores encontra-

mos:

sl __1_ 6 1 k 8 10
a(H) = ( 720+26)H +(—1920 26+ 27)H° + O(H™),

onde zg € 27 sao os mesmos citados no capitulo anterior (quando trabalhamos com ordem
cinco e sete estagios).
Portanto, concluimos que nao se torna interessante aumentarmos mais um estagio ao

método, pois mesmo verificando a condigao:

Rigs]
720’

Z6

(5.7)

a sua ordem dissipativa sera sete, que é a mesma alcangada anteriormente quando trabalha-
mos com um estagio a menos.

Os resultados deste capitulo nos permitem enunciar o seguinte teorema:

Teorema 5.1 Se um método de Runge-Kutta explicito com s estdgios, tem ordem de con-

sisténcia p e ordem dissipativa q, entdo temos:

(.11)

bsaszazec; = -
24’




5

6

1
144’

1
p=5,58=6 e beassassaszazcy = 720"

p=4,s=5 e bsasqaszazc; =

1
p= 5 y § = 6 e b6a65a54a43a32c2 :,E m
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Capitulo 6

Alguns pares de métodos de

Runge-Kutta embutidos e respectivas

ordens phase-lag e dissipativa

6.1 Introducao

Sideridis e Simos constroem em [15] um par de férmulas de Runge-Kutta embutidas com
ordem 3 e 4, respectivamente, voltadas para problemas com solugdo oscilante. Apresentamos,
a seguir, esse par de métodos bem como suas ordens phase-lag e dissipativa.

A seguir, apresentamos os passos por nds considerados para a obtengao de um par de
métodos de Runge-Kutta embutidos com ordem 4 e 5, respectivamente, e analisamos as
ordens phase-lag e dissipativa de cada um deles, obtendo um método voltado para problemas

com solugao oscilante de ordem superior ao produzido por Sideridis e Simos.
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6.2 Par embutido de Runge-Kutta

Ao se trabalhar com um método de Runge-Kutta com ordem p, a técnica mais eficiente

e atualmente bastante considerada para se estimar o erro de truncamento local, utiliza um
outro método também de Runge-Kutta mas com ordem superior a p.

Afim de minimizar o esfor¢o computacional dispendido a cada passo de integracdao no

calculo das derivadas de f(z,y) podemos considerar dois métodos de Runge-Kutta tais que

as derivadas de um sejam também derivadas do outro. Para isso, introduziremos o conceito

de par embutido de métodos, que a seguir definimos.

Definigao 6.1 Dados dois métodos de Runge-Kutta, (c, A,b") com ordem p e s estdgios e
(c*, A*,b*") com ordem p* e s* estdgios, tal que p* > p, dizemos que o método com ordem p

esta embutido no método com ordem p* se:

A |6,

€ R¥

!

A |0,

8* xs8*

o, . . -~
com 0, e 0, vetores nulos e A € uma matriz de dimensdo (s* — s) X s.

Em particular, torna-se de valor praticoo caso p*=p+1 e s*=s+1, com:

A6
A" = (6.1)
bt |0

Ao considerarmos um par de métodos de Runge-Kutta onde o de ordem p esta embutido

no de ordem p + 1, o representaremos por MRK(p,p + 1).




6.3 O par MRK(3,4)

Sideridis e Simos [15] construiram um par de métodos de Runge-Kutta embutidos com
ordem 3 e 4 e com 4 e 5 estagios respectivamente, cujos coeficientes apresentamos a seguir.
Na representagio de Butcher e considerando as retrigdes c3 # 0, c3 # 3, 3 # ;—’, S1#0e

S, # 0, esta € a forma matricial dos coeficientes desse par de formulas:

ch
2(3ca-1) 2(3c3-1)

3¢3(3¢c3—2)

857

2(3c3—2)S5?

3{:3 Sg

23;' 2¢c3—1
3c253(3c3—2)  2(3c3-2)

=3cs — 3c3 + 1,

= 6c2 — 6c3 + 1,

=3¢ — 6¢c3 + 2,

= 12¢2 — 15¢3 + 5,

= 18¢; — 36¢5 + 21c3 — 4,
= 6c3 — 12¢5 + 6¢3 — 1,

= 12¢2 — 15¢3 + 4.




Na representacgao (6.1) do par de métodos embutidos temos, para o método de ordem 3,

as seguintes matrizes:

3c3—1
—3—363 0 0

—c35a 303 0
2(363‘-‘1) 2(31‘.‘3“—1)

ca S, 3C3(3(.‘3—2] ca S
857 857 — 85

1 1

3{:3 SQ

2(3c3—2)S? ) )

Para o método de ordem 4, temos:

- t wt g3
Ca — b — s Sy _3(.‘3-1 2 1 203—1
( ¢ 1 Jiloi ( E:%’ 0, 6c25; ' 325;(3c3—2) 2(3c3-2) )’

0=1(0,0,00)"

6.4 As ordens phase-lag e dissipativa do MRK(3,4)

Considerando o método (¢, A, b*) de ordem 3 proposto por Sideridis e Simos e utilizando

os resultados do capitulo 2, encontramos:
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1 303 -2
Ay(H? [ t=pi= H*
(H) 2 (6324(3(:5 =g 1)) 2
B(HA) = 11— %H?,

que, substituindo em (3.16), nos da:

[ A —22c34+4 \ 5 (9693 — T94c; + 148 :
BRI "( ) (5040(3c§ =aeen) ) 2 A

120(3c2 — 3¢5 + 1)

Logo, se:

27c¢2 —22c3+4 =0 3c2 —3c;+1#0,

o método tera phase-lag com ordem 6, caso contrario sua ordem phase-lag sera 4.

Para ¢ = 5;(11 + v/13), que é uma das raizes do polinomio 27¢3 — 22¢3 + 4, obtemos

hogles & v 9

. # # - 1
isto é, sua constante phase-lag é igual a — 5.

Para este mesmo valor de c3, o erro de amplificagdo do método € expresso por:

1
G(H) = —ﬁH‘! + O(Hs)

Isto é, o método tera ordem dissipativa 3. Usando o mesmo raciocinio obtemos, para o
método de Runge-Kutta explicito com ordem quatro e cinco estagios:

1 1
A =T e
s(H) ot ggts

1 c3(2¢3 — 1)
N 31443 4
T = GH (48(3(:% —3c3 + 1)) 2

45
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que, substituindo em (3.16), nos da:

o) = (

16¢2 — 11c3 + 2 ) 5 ( 124c3 — 89c3 + 18

7 9
240(3¢3 — 3¢5 +1) 3360(32 — 3cs + 1)) Hict O(HT). 1ocs (6.4)

Analogamente, para conseguirmos que o método tenha ordem phase-lag maxima devemos

ter:

16c2 — 1lca +2=0 (6.5)

3ct —3cz+1#0. (6.6)

Considerando ¢z = 2:(11 + V/13), que permite a0 MRK com ordem 3 alcangar ordem

phase-lag 6 e que verifica (6.6) mas nao verifica (6.5), obtemos para (6.4):

L+ Lvmyms + o).

p(H) = T (14 2

Para o mesmo valor de c3 encontramos, para o erro de amplificacao do método de ordem

quatro:

a(H) = 55(1+ 7VIB)H® + O(H)

90

ou seja, sua ordem dissipativa sera cinco.

Assim, Sideridis e Simos construiram um par embutido de féormulas de Runge-Kutta com
ordem de consisténcia 3 e 4 respectivamente, onde, para c3 = 3:(11+ v/13), concluimos que o
método com ordem de consisténcia 3 tem ordem phase-lag 6 e ordem dissipativa 3, enquanto

que o método com ordem 4 terd ordem phase-lag 4 e dissipativa igual a 5.




6.5 O par MRK(4,5)

Conforme registramos no capitulo 1, um método de Runge-Kutta explicito tera ordem
cinco se seus coeficientes verificarem as dezessete condigoes de ordem, relacionadas de (2.9)
a (2.25).

Vale também relembrar que se um método de Runge-Kutta tem ordem 4 entao devem
ser verificadas as condigdes de (2.9) a (2.16). Conforme Butcher [2], a fim de minimizar o
esforco a ser dispendido na obtengao de um método de Runge-Kutta, podemos considerar
algumas equagdes auxiliares, denominadas “condigoes de simplificagao ”. Quando elas
sao consideradas, algumas das condigbes de ordem siao automaticamente satisfeitas, logo
podem ser excluidas do sistema sem qualquer prejuizo para a obtengdo do método de Runge-
Kutta com a ordem desejada.

Como as condigdes de simplificagdo sao, como equagdes, mais simples (muitas delas li-
neares em suas incognitas) do que as condigdes de ordem eliminadas, tornamos o problema
de obtengdo dos coeficientes do método algo menos complexo. Dai serem tais equagbes de-
nominadas condigoes de simplificagdao. Para a contrugao do par de métodos com ordem 4 e

5 respectivamente vamos considerar as seguintes condigoes de simplificagao :

by
z;?:a biai2
Yi_s biciai
Ef=4 bia;3

=1
Y3=5 b k=g ajkax2




;;12 a;;C; I ) el (6.12)

;;12 a;;c; = ] ' S B (6.13)

Conforme Horn [6] e Martins e Basso [12], o novo sistema de equagées, a ser considerado
para a obtengdo de um método com ordem 5, sera constituido por todas as equacdes de
simplificagao citadas acima, com excessao de (6.12) para ¢ = 3, mais as condigoes de ordem

(2.9), (2.10), (2.11), (2.12), (2.13) e (2.17).

3 1 3 3

Escolhendo c3 = 5¢; , ¢4 = i , Cs = 3, C¢6 = 5 € cr = 3 e resolvendo as equagoes do

novo sistema chegamos ao seguinte par embutido de métodos de Runge-Kutta com ordem 4
e 5 respectivamente, com c; # 0, ¢; # %, cy # %, cy # %, d3 #0,d4 #0,d7 # 0, dy; # 0,

dys # 0, dig ?é 0, wawzw; 7& 0:

9
8€2

—249¢c
24c; 5
ds (1-6¢c2)d12

192c3ds 96c3d,

{l —662]d9
64c3ds

1-3c;
18¢
! 1-6c3 H 44-585¢2 !

96d,

_dub_ _dig
l‘i‘iOC;dq 430d.|

9djg
512c3dy,

9!1-402 !du
25652d15

9d;7
256d18

0

3(1—4c2)

—292+4-360c;

0

101

—2034306¢3

203—6¢y

900c;(1—9c2+18c3)

300(—142c2)

150(—1+6¢c;)

199
450

101

11520wows wy

AVA
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—16w;
15(—ws)

32wg
15(—w4)

13 14

1
2
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15
= 18¢ — S+,

= —46 4 619¢, — 3672¢2 + 7260c3,

= —67 + 200c;,,

= 67 — 401c, + 600c2,

= 6090 — 22523c; — 119159¢2 + 498168c5 — 468900c;,
= 9186 — 114045¢, + 596352c2 — 1318148c; + 898000c;,
= 4891 — 20630c; + 18000c2,

= 138 — 1045¢; + 90c3,

= —406 + 615¢,,

= —9186 + 78253c, — 180950¢2 + 114600c3,

= 4891 — 20630c, + 18000c2,

= 46 — 75¢; + 10c3,

= —6090 + 53657c, — 134080c2 + 110700c3,

= —3062 4 17057¢; — 33000c2 + 19100¢3,

= —4891 + 35303c; — 79890c2 + 54000c3,

= 419896 — 115507¢, + 140550c3,

= —3812 + 50595¢; — 185938¢5 + 178200c3,
101 45c,

“1 =198 64
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3cy

Ta
171 105c¢;
128 64 '
267  195c,
256 128 °
73 45c,

SN 3N

Agora, vamos determinar a ordem phase-lag do método de ordem quatro e logo em

seguida a do de ordem cinco. Para métodos com ordem 4 e 6 estagios obtemos, através de

(3.3) e (3.4):

g (T e e %H? + %H" + 26HS, (6.14)

Bs(H?) 1-— %Hﬁ + 2z H*. (6.15)

Observe que a ordem phase-lag desse método sera expressa em funcdo dos coeficientes do
método que aparecem em zg . Assim, usando Ag(H?) e Bg(H?), dados em (6.14) e (6.15),

em (3.16), temos:

(232147 — 1695717c, + 2635110c2)

5 7
324000(—67 + 200c;) H” + O(H"). (6.16)

p(H) =

Logo, para que o método tenha ordem phase-lag seis, devemos ter ¢, # s e considerar

para c; uma das raizes da equagao:
232147 — 1695717¢c, + 2635110c§ =),

Resolvendo (6.17) encontramos:

i 565239 — /47613846601
e 1756740 ’
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que, substituindo em (6.16), nos da:
p(H) = O(H")

Do mesmo modo, trabalhando com o método de ordem p = 5 e s = 7 estagios encontra-

Imos:

1 1
Floeq Seyps 0 pyd 6
Ar(H?) =1 = SH* + o H* + zH°,

1 1
2y _ 1 _ 22 4 6
B;(H*) =1 6H + 120H + z7H",

0 que nos leva a:

(158948 — 1208913c; + 1940400c2)
907200(—67 + 200c, )

p(H) = H™ + O(H°).

Considerando o valor de ¢, obtido em (6.18) e as expressoes de A7(H?) e B;(H?) forne-

cidas por (6.19) e (6.20), obtemos:

_ 13607449773269 — 387964931+/47613846601

p(H) H™ + O(H®) .

N 177079392000(—232689 — 101/47613846601 )

Isto €, o método tera ordem phase-lag 6. Agora, calculando o erro de amplificagdo do

método com ordem quatro e considerando o valor de ¢, fornecido por (6.18), obtemos:
a(H) = w H® + O(H®) , com w #0.

Assim, concluimos que o método com ordem de consisténcia quatro tera ordem dissipativa

cinco.
Analogamente, substituindo c; na expressao do erro de amplificagao do método de ordem

cinco encontramos que ele sera dado por:

a(H) = wH® + O(H®) , wy #0.

51




Dai, concluimos que tanto o método com ordem de consisténcia quatro como o com ordem

cinco tem ordem dissipativa cinco. Observe que em ambos os casos trabalhamos com um

numero de estagios superior a0 mMinimo necessario.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Problemas de valor inicial para sistemas de equagoes diferenciais ordinarias cuja solugao
apresenta oscilagoes ou € periddica, tém um papel de destaque como modelo matematico de
problemas reais.

A utilizacdo de pares embutidos de métodos de Runge-Kutta para a integracao numérica
de problemas de valor inicial superou grandes barreiras até entao existentes e colocou essa
classe de métodos em lugar de destaque entre as ferramentas disponiveis para a resolugao
numeérica de tais problemas.

Assim, o estudo de métodos dessa familia que tragam incorporado a sua construcao
propriedades que lhe permitam ter um melhor desempenho, quando o problema for do tipo
oscilante, tem merecido, nos tultimos anos, consideraveis investigagoes.

Os conceitos de phase-lag e de erro de amplificagdo, por serem definidos sobre o problema
teste y = vy, transformaram-se em propriedades como as que mencionamos no paragrafo

anterior, permitindo que os métodos de Runge-Kutta, construidos de forma a incorpora-las,




tenham um melhor desempenho computacional.

Esperamos deixar, com este trabalho, uma contribui¢do tedrica aos interessados no as-
sunto. No capitulo 3, apresentamos um desenvolvimento que nos permite interpretar os
conceitos de phase-lag e de erro de amplificagao geometricamente.

O teorema 4.1, enunciado ao final do capitulo 4, permite estabelecer uma relagao entre
a ordem de consisténcia do método de Runge-Kutta para as ordens entre dois e cinco e sua
ordem phase-lag, em fungdo do nimero de estagios considerados pelo método.

De maneira analoga, o teorema 5.1 apresentado ao final do capitulo 5 nos da uma relagao
entre a ordem de consisténcia do método de Runge-Kutta explicito e sua ordem dissipativa,
mostrando que também ai essa relagdo depende do numero de estagios do método.

Dos dois teoremas podemos tirar uma observagao interessante, qual seja, a ordem phase-
lag assumird sempre valor par, enquanto que a ordem dissipativa assumira sempre valor
impar.

Outra constatacao, a partir dos mesmos teoremas é que podemos melhorar a ordem
phase-lag e do erro de amplificagio quando consideramos, na contrugdo do método, mais
estagios do que o minimo necessario.Porém, como pode ser constatado, as relagoes a serem
verificadas quando consideramos cada uma das ordens de consisténcia, envolvem os mesmos
coeficientes do método e numa mesma expressao, mas assumindo valores distintos.Assim,
deveremos sempre optar entre melhorar a ordem da phase-lag ou do erro de amplificagao.

No capitulo 6, apresentamos dois pares de formulas embutidas de Runge-Kutta, um par

contruido por Sideridis e Simos [15], com ordens de consisténcia 3 e 4 respectivamente e

um outro por nos construido, com ordem 4 e 5 respectivamente. Para cada um deles sao




analisados os valores assumiveis pelos coeficientes do método, a fim de que tenham um bom
desempenho quando aplicados a problemas de valor inicial com solugao oscilante.

Uma constatacao do desempenho computacional do par com ordem 3 e 4 pode ser encon-

trada em [15], onde sdo apresentados os resultados da aplicagao do par de métodos a varios

problemas teste.

Como ja registramos, o objetivo deste trabalho foi o de oferecer uma contribuigao teérica
aos interessados no assunto. Procuramos apresentar os conceitos de uma forma que julgamos
organizada, clara e de facil entendimento.

Como continuidade deste trabalho pretendemos investigar a aplicacao dos conceitos de
phase-lag e de erro de amplificacdo a classe dos métodos de Runge-Kutta semi-implicitos e
implicitos. Adiantamos que para essas duas classes de métodos teremos algumas dificuldades
adicionais a serem superadas quando da construcgdo das derivadas de f(z,y).

Uma outra investigagao interessante € a do desempenho computacional do par de férmulas

por noés construido.
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