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RESUMO

Neste trabalho abordamos conceitos relacionados a 3/2-cuspides e curvas de Legendre planas
que envolvem diferentes fungdes curvatura. Para 3/2-clspides estudamos a definigdo de duas cur-
vaturas (cuspidal e normalizada) e a relagéo entre elas e com a curvatura usual da curva nos pontos
regulares. Também foi feito um paralelo com alguns conceitos conhecidos para curvas planas re-
gulares, como exemplo, curvas parametrizadas por comprimento de arco, contato entre curvas e
o teorema fundamental das curvas planas. Para curvas de Legendre, estudamos suas principais
propriedades e resultados envolvendo curvatura de tais curvas, adaptando alguns conceitos que

conhecemos para curvas regulares.

Palavras-chave: 3/2-cuspide. Curvatura normalizada. Curvatura cuspidal. Curvas de Legendre.
Curvatura de Legendre.



ABSTRACT

This work, we address concepts related to 3/2-cusps and plane Legendre curves that
involve different curvature functions. For 3/2-cusps we studied the definition of two
curvatures (cuspid and normalized) and the relationship between them and the usual
curvature of the curve at regular points. We also made a parallel with some known
concepts for regular plane curves, such as curves parameterized by arc length, contact
between curves and the fundamental theorem of plane curves. For Legendre curves, we
study their main properties and results involving curvature of such curves, adapting some

concepts we know for regular curves.

Keywords: 3/2-cusps. Normalized curvature. Cuspidal curvature. Legendre curves. Le-
gendre curvature.
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1 Introducao

O estudo da geometria diferencial de curvas é um objeto classico na Matematica, ha-
vendo diferentes pontos de vista a considerar. Estamos interessados na categoria das
curvas singulares. Nosso objetivo nesta dissertacao ¢ abordar alguns temas sobre geome-
tria dessas curvas, os quais nao encontramos em livros classicos sobre a teoria.

Primeiramente apresentamos no Capitulo 2 resultados de geometria diferencial de
curvas planas regulares que utilizamos ao longo do trabalho.

No Capitulo 3 focamos em 3/2-ctispides no plano, estudando o artigo [6]. Abordamos
a definicdo de 3/2-cuspide e conceitos interessantes relacionados a ela. Por exemplo,
a definicdo de curvatura cuspidal, que estd relacionada com a cicléide. Prosseguimos
com a introdugao de curvatura normalizada, apresentando uma relagao entre a curvatura
cuspidal e a curvatura euclidiana. Por fim abordamos um conceito utilizado para 3/2-
ctspides chamado 1/2-comprimento de arco. Esse conceito é inspirado em resultados
andlogos para curvas planas regulares. Adiante prosseguimos com resultados analogos ao
teorema fundamental das curvas planas para curvas regulares sob o ponto de vista de
3/2-cispides.

No Capitulo 4 estudamos frontais e curvas de Legendre, estudando o artigo [3]. Apre-
sentamos alguns resultados de curvas planas mas agora sob o ponto de vista dessa curva,
na qual também é preciso considerar um campo de vetores. Um desses conceitos é a
curvatura de curvas de Legendre que é representado pelo par (¢(t), 5(t)) conforme a De-
finicao 4.7. Através dos conceitos de existéncia e unicidade para curvas planas regulares
apresentamos conceitos similares a esses mas agora considerando curvas de Legendre.
Existe também o conceito de contato entre curvas regulares, da mesma forma podemos
obter o conceito de contato entre curvas de Legendre. Analisamos também a mudanca
de parametro da curvatura de Legendre, aonde verificamos que a curvatura de Legendre
da reparametrizacao é um maultiplo da curvatura da curva inicial. Por fim, retomamos o
conceito de curvatura normalizada sob o ponto de vista de curvas de Legendre.



2 Preliminares

Enunciamos nesse capitulo alguns conceitos que serdo importantes no decorrer deste
trabalho. Supomos todos os resultados desse capitulo conhecidos. Nosso objetivo aqui é
usé-los como referéncia nos capitulos seguintes.

2.1 Geometria diferencial de curvas planas

A referéncia usada nesta segao para consulta é o livro [7].

Uma curva parametrizada suave em R?, onde I/ C R é um intervalo aberto, é
uma aplicacdo diferencidvel v : I — R? de classe C™. A curva v é dita regular se para
todo t € I, v/(t) # (0,0). Por outro lado, dizemos que ¢, é um ponto singular de v se
~'(to) = (0,0). O trago de uma curva é a sua imagem.

Exemplo 2.1. A curva y(t) = (¢,t*) é regular pois, para todo t € I, 7/(t) = (1,2t) #
(0,0). (Figura (2.1), esquerda). A curva y(t) = (t?,¢%) é singular em ¢ = 0, uma vez que
7 (t) = (2t,3t?), ou seja, 7/(0) = (0,0) (Figura (2.1), centro). Considere um circulo de
raio a > 0, com centro no eixo-x e rolando sobre esse eixo sem deslizamento. Um ponto
dessa circunferéncia descreve uma curva chamada cicléide, e pode ser parametrizada por:

c(t) = a(t — sent,1 — cost), (2.1.1)

onde a é o raio da cicldide. A Figura 2.1, direita, é o traco de uma cicléide com a = 1.
A cicldide é singular em ¢ = 2n7, com n inteiro.

20 = (1)

~+(0) = (0,0)

Figura 2.1: Tracos das cuvas do Exemplo 2.1

Fonte: Elaborado pelo autor.
Suponhamos que v : I — R? é uma curva regular. A aplicagdo s(t) = [; |7/ (u)||du ¢

chamada fung¢do comprimento de arco de v a partir de ¢y. Esta funcao é diferenciavel
de classe C'*°, pois v é uma curva regular.

10



Geometria diferencial de curvas planas 11

Dizemos que 7 estd parametrizada pelo comprimento de arco quando, para cada
tg, t1 € I, tg < t1, o comprimento do arco de v de tg a t; € igual a t; — £y, isto é,

t1
s(h) = [ I @lldt =t~ to,
0

onde s(t) é a fungdo comprimento de arco de v a partir de .

Pode ser mostrado que ~ estd parametrizada pelo comprimento de arco se e s6 se
|7/ (t)]| = 1 para todo t ([7], Proposicao 3.4). Além disso, toda curva regular admite uma
reparametrizacao que esteja parametrizada pelo comprimento de arco, isto ¢, compondo
~v com um difeomorfismo de R, obtemos uma nova curva parametrizada que tem o mesmo
traco de vy e estd parametrizada pelo comprimento de arco. De fato, basta tomar yo s !,
onde s é a fungao comprimento de arco de =y a partir de ¢y, para algum t, € I ([7],
Proposigao 3.6). Se o difeomorfismos for crescente, as curvas possuem a mesma orientagao.

Supondo que v esta parametrizada pelo comprimento de arco e denotando por s seu
parametro, seja t(s) = 7/(s) seu vetor tangente unitério e n(s) seu vetor normal unitario,
isto é, n(s) = J(t(s)), onde J é uma rotacao anti-horaria de 90°. O par {t(s),n(s)} é
chamado referencial de Frenet. As férmulas de Frenet sao dadas por:

t'(s) =k(s)n(s) e n'(s) = —r(s)t(s)

onde k(s) = (t'(s),n(s)) é a curvatura de y em s.

/
t
Se t é um parametro qualquer de 7, seu vetor tangente unitario é t(t) = H’y’EtiH O
fy
vetor normal principal é o vetor ortogonal a ¢(t).
Assim, as férmulas de Frenet sdo dadas por
t'(t) = [[V@®lk()n(t) e n'(t) = =1 (#)[|x(t)E(),
onde
_//t ,t ,t l/t dt/t ”t
o) =~ OV + OO _ detl/ (0.4 (0) 212)
(7/(1)2 + (¥'(1))2)2 I @)

¢ a curvatura de v em ¢, onde (t) = (z(t), y(t)).

Recordemos o seguinte resultado, em que apresentamos a demonstracao, pois estu-
daremos um resultado similar para curvas singulares e veremos que a demonstragao ¢
inspirada nessa para curvas regulares.

Teorema 2.2. (Teorema fundamental das curvas planas) ([7], p. 52)

a) Dada uma funcao diferencidvel k(s), s € I C R, existe uma curva reqular a(s),
parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curvatura € k(s).

b) A curva as) acima € dnica quando fitamos a(sg) = po € & (sg) = vy, onde vy € um
vetor unitdrio de R2.

c¢) Se duas curvas a(s) e B(s) tém a mesma curvatura, entdao diferem por sua posi¢ao no
plano, isto €, existe uma rotacio L e uma translacio T em R? tal que

a(s) = (Lo T)(B(s)).

Demonstracao.



O Lema de Hadamard 12

a) Consideremos 0(s) = [, x(t)dt, onde sy € I é fixo. Note que 6'(s) = k(s). Fixemos um
ponto py = (zg,yo) de R? e X € R.
Definimos uma curva a(s) = (z(s), y(s)) por

x(s) = xo + /S: cos(f(t) + N)dt

y(s) =yo + /8: sen (0(t) + \)dt.

Vamos verificar que a curva « assim definida esta parametrizada pelo comprimento de
arco s e sua curvatura é x(s). Como o referencial de Frenet é

t(s) = a'(s) = (cos(B(s) + N), sen (6(s) + ),
n(s) = (—sen (0(s) + A),cos(6(s) + A)),

entdo ||d/(s)|| = 1, ou seja, « esté parametrizada pelo comprimento de arco, e a curvatura,
de « é dada por

{t'(s),n(s)) = {((—sen (6(s) + \)@'(s),cos(0(s) + N)0'(s)), (—sen (0(s) + A), cos(6(s) + A)))
= sen?(0(s) + N\ (s) + cos?(0(s) + N0 (s) = 0'(s) = k(s),

como queriamos.

b) Seja a(s) = (z(s),y(s)) uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco s,
cuja curvatura é k(s). Segue das equagoes de Frenet que

(2"(5),y" () = K(s)(=y/(s), 2'(s)),

isto é, z(s) e y(s) satisfazem as equagoes
a"(s) = —r(s)y'(s) e y'(s) = —k(s)2'(s).

Portanto, segue do teorema de unicidade de solu¢ao do sistema de equacoes diferencias
que, fixados a(sg) = pg e &' (sg) = vg, a curva « é unica.

¢) Sejam « e § duas curvas que tém a mesma curvatura. Fixado sg, existe uma rotagao
L e uma translagdo T' de R? tal que a curva @ = L o T o 3 satisfaz a(sy) = a(sg) e
&' (s0) = /(sg). Segue-se do item b) que & = . Portanto, « = Lo T o f3.

O

2.2 0O Lema de Hadamard

A seguir apresentamos o Lema de Hadamard que tera o resultado utilizado no capitulo
da 3/2-ctspide, na Proposicao 3.11.

Teorema 2.3. (Lema de Hadamard) ([2], p. 50) Sejam f : I — R fungio suave e
k >0, onde I é um intervalo contendo ty. Se fO(ty) = 0, para i = 1,2,... k, entdo
existe uma funcdo suave fi . J — R tal que f(t) = f(to) + (t — to)* L fi(t), para todo t
prézimo de ty, onde J = (to — €, 19+ €) com € < 0. Além disso, se f*+V)(ty) # 0, entdo

fi(to) # 0.



O Lema de Hadamard 13

Demonstragio. Considere inicialmente o caso particular ty = f(ty) = 0. Seja F : U —
R uma funcao diferencidavel, onde U intervalo contendo a origem. Provaremos que se
F®(0) = 0 para todo p = 1,2,...,k, entdo F(t) = t**1F(t), com F, diferencidvel. A
prova sera por inducao sobre k. De fato,

i) Se k = 0, F(0) = 0, provemos que F(t) = tFy(t), para alguma F;, diferenciavel.
Note que, pelo Teorema Fundamental do Céalculo:

1 d
F(t) = F(t) — F(0) = / L P(tu)du
0o du
Ou seja,
1 d 1
F(t) = / L Fltu)du =t / F'(tu)du
0o du 0
Seja Fy(t) = f) F'(tu)du, que é uma funcio diferencidvel. Portanto F(t) = tFy(t).
ii) Agora suponhamos que isso vale para k, ou seja, F®(0) = 0, para todo p =

1,2,3...,k, entdo F(t) = tFt1F(¢).

i1i) Vamos mostrar que se FP(0) = 0, para todo p = 1,2,...,k + 1 entdo F(t) =
tk+2F5(¢), com Fy uma funcio diferenciavel.

Do caso k = 0 temos que F(t) = tF5(t). Derivando ambos os lados p vezes chegaremos
a FO(t) = p- FP V() +¢- F”. Quando t = 0, FP(0) = p- F""(0). Da hipé6tese
do passo 4ii) de inducdo, F®(0) = 0 para todo p = 1,2,...,k + 1 e como p # 0, logo
FQ(p_l)(O) = 0 para todo p = 1,2,...,k + 1, o que equivale a dizer que FQ(p)(O) = 0,
para todo p = 1,2,...,k. Assim, por hipétese de inducdo, Fy(t) = tFT1E5(t), com Fy
diferenciavel. Ou seja,

F(t) = tFy(t) = tt" T F3(t) = t" 2 F3(t).

Portanto, F(t) = t*™2F3(t), para uma Fy diferenciavel.

Provemos, para o caso geral.

Considere f®)(ty) = 0 para todo p=1,2,...,k.

Seja F(t) = f(t +to) — f(to). Como f é diferencidvel segue que F' é diferencidvel,
e para t = 0, F'(0) = f(to) — f(to) = 0. Além disso, F'(t) = f'(t +ty). Para t = 0,
F'(0) = f'(to) = 0, do mesmo modo as derivadas de F' se anulam até a ordem k, pois
F®(0) = f®)(¢5) = 0. Logo concluimos que F®)(0) = 0 para todo p =1,2..., k.

Assim, pela primeira parte da prova para o caso t = 0, existe uma funcao F; diferen-
cidvel tal que F(t) = t*"1Fy(t). Como F(t) = f(t +ty) — f(to), entdo f(t +to) — f(to) =
t**1Fy(t). Tomando s =t — to, temos f(s + to) = f(to) + (s)* Fi(s). Logo, chamando
f1(t) = Fi(s), chegaremos que f(t) = f(to) + (t — to)**1 fi(t), em que f; é diferencidvel,
pois F} ¢ diferenciavel.

Portanto, se fP)(0) = 0 para todo p = 1,2,..., k, entdo existe f; diferencidvel, tal que
f(t) = f(to) + (t — to) L fi(t), como querfamos. O



3 Curvatura de 3/2-cuaspides

Neste capitulo estudamos curvaturas para 3/2-ctispides em R? (Definicio 3.1). As
referéncias para esse estudo sdo os artigos [6] e [5]. Embora nao trabalhamos com ger-
mes de aplicacoes e com os fundamentos gerais da Teoria de Singularidades, observa-
mos que é conhecido que as singularidades de germes de aplicagoes (R, 0) — (R?,0) que
sao determinados pelos seus 5-jatos com respeito a A-equivaléncia sdo somente as 7j/i-
cispides, com (i, 7) = (2,3),(2,5),(3,4),(3,5), sendo uma j/i-ctispide um germe de curva,
v : (R,0) — (R?,0) que é A-equivalente a t — (t°,17).

Denotando por & a curvatura de uma curva em R? definida em seus pontos regulares,
no caso de 3/2 cuspides podemos verificar que essa fungdo diverge no ponto singular.
Em [5] os autores definem uma curvatura para 3/2-ctispides no ponto singular, chamada
curvatura cuspidal, e mostram que o quadrado da curvatura cuspidal é igual ao inverso
do raio da cicléide que d4 uma melhor aproximacao para a 3/2-cispide (Proposicao 3.11).
Este resultado ¢ analogo ao que ocorre em pontos regulares em que a curvatura s é nao
nula, considerando seu circulo osculador, conforme comentaremos mais adiante.

Em [6], os autores definem uma fungio de classe C* para 3/2-cuspides, chamada fun-
cao curvatura normalizada, apresentam uma expressao que relaciona a curvatura cuspidal
com a curvatura k no ponto singular da 3/2 ctspide em t = 0, e estudam suas proprie-

dades. Essa relacio é dada por p(0) = 2v/21lim,_,o+/|s(t)| k(t), onde p(0) é a curvatura

cuspidal da 3/2-ctspide em ¢t = 0 e /|s(t)| k(t) é a curvatura normalizada.
Ao longo desse capitulo I denotard um intervalo aberto de R contendo a origem e
todas as aplicagoes consideradas sao suaves, isto é, de classe C*.

3.1 Curvatura cuspidal

Definigao 3.1. Uma curva suave v : [ — R? é chamada uma 3/2-ctispide, ou ctispide
ordinaria, em 0 € I, se 0 é um ponto singular de 7 e existem uma mudanca de coordena-
das h : J — I, com J um intervalo aberto contendo 0 tal que h(0) = 0, e um difeomorfismo
local ¢ : U — R? com U C R? um aberto contendo ~(0), tal que ¢ oy o h(t) = (%,13).
Dizemos também que o ponto singular ¢ = 0 é uma 3/2-ctispide de 7 (ou uma ctspide
ordindria de 7).

Observacgao 3.2. Conforme acima, dizemos que uma curva suave 7 : I — R? é chamada
n/m-ctspide se p oy o h(t) = (t",t") e 0 é um ponto singular de .

Exemplo 3.3. A curva y(t) = (at?,bt?), com a,b € R nao nulos, é uma 3/2-ctispide em
0. De fato, tomando os difeomorfismos h(s) = s e ¢(z,y) = (x/a,y/b), obtemos

poyoh(s)=pon(s) = plat? bt*) = (*,1%).

14



Curvatura cuspidal 15

Na figura abaixo apresentamos o trago da curva y(t) = (t2,t3) (basta tomar a = b = 1
no exemplo anterior), a esquerda, e de J(t) = (—3t%,2t%), a direita (a = -3 e b= 2).

()

4 F(t)

1) =%, ¢%) .
2 F(t) = (=32, 2%

Figura 3.1: Tragos de 3/2-cuspides.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A seguinte proposigao é um resultado conhecido (ver por exemplo em [1]) que apresenta
um critério para reconhecimento de 3/2-ctspides, onde det[a,b] = ai1bs — asby, sendo
a = (al,ag) eb= (bl,bg).

Proposigao 3.4. (Critério para 3/2-ctispides) Seja v : I — R? uma curva singular em
t =0. Uma condi¢io necessdaria e suficiente para que 7y seja uma 3/2-cispide em 0 € que
det[7"(0),7®(0)] # 0, ou seja, os vetores 7" (0) e Y3 (0) sdo linearmente independentes.

Exemplo 3.5. A curva y(t) = (cost+tsent, —t cost+ sent) é uma 3/2-clispide em ¢ = 0.
De fato, temos:

v'(t) = (tcost,tsent) ~"(t) = (cost —tsent, sent + tcost) e
" (t) = (—2sent — tcost,2cost — tsent).

Assim,

det[y"(t),v(t)] = 2cos?t — tcostsent — 2t sent cost
+ % sen?t + 2sen?t + tsentcost + 2t costsent + t2 cos® t
= 2cos’t + 2sen ’t + t2sen %t + t?cos’t = 2+ 2.

Como 7/(0) = (0,0) e det[y”(0),7®(0)] = 2, segue do critério de 3/2-ctispides que 7 é
uma 3/2-ctspide em t = 0. O trago de v é dado na Figura (3.2).

Figura 3.2: Cuspide do Exemplo 3.5.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Definigdo 3.6. Uma 3/2-ctispide v : I — R% é positiva se det[y”(0),7®)(0)] > 0 e
negativa se det[7"(0),7®(0)] < 0.

Exemplo 3.7. (a) Considerando ~(t) = (2,t%), temos 7"(t) = (2,6t), v®(t) = (0,6)
e, portanto, det[y”(0),7*(0)] = 12 > 0, ou seja, v é uma ctispide positiva. Por outro
lado, para a curva () = (—3t2,2t%), temos 7(t) = (—6,12t) e 3 () = (0,6) e, assim,
det[7"(0),7%(0)] = =36 < 0, ou seja, 7 é uma ctispide negativa.

(b) Seja y(t) = (at?,bt?) com a,b reais ndo nulos. Temos +"(t) = (2a,6bt) e 3 (t) =
(0,6b), e portanto det[y”(0), v (0)] = 12ab. Quando ab > 0 obtemos que a cuspide é
positiva. Quando ab < 0 obtemos que a cispide é negativa.

Observe que o sinal da ctspide é invariante por difeomorfismos de R? que preservam
orientagao, isto é, dado um difeomorfismo ¢ de R? tal que det(J¢(0)) > 0, onde J(0) é
a matriz Jacobiana de ¢ em 0, entdo ¢ oy é uma 3/2-cispide que tem o mesmo sinal da
3/2-ctspide 7. De fato,

det[(¢ 07)"(0), (¢ 07)?(0)] = det(J$(0)) det[y"(0),7? (0)].

Nos pontos regulares de uma 3/2-ctispide temos bem definida sua curvatura, dada por
(2.1.2). No ponto singular ¢ = 0, temos a seguinte defini¢do para curvatura, a qual foi
apresentada em [5].

Definigao 3.8. Seja v : I — R? uma 3/2-ctispide em 0. A curvatura cuspidal p de v
em t = 0 é o nimero real dado por:

_ det}y"(0),7*(0)]
I7"(0)]12

(3.1.1)

1
O raio da curvatura cuspidal ¢ o nimero real positivo — .
1
Segue da Proposicao 3.4 que 7”(0) # (0,0). Além disso, uma 3/2-cuspide é positiva
(respectivamente, negativa) se, e somente se, sua curvatura cuspidal é positiva (respectiva-
mente, negativa) e, portanto, o sinal da curvatura cuspidal é invariante por difeomorfismos
de R? que preservam orientacao.

Exemplo 3.9. (a) Calculemos a curvatura cuspidal das 3/2-ctspides do Exemplo 3.7(a).
3V?2

Considerando (t) = (%), temos v”(0) = (2,0). Portanto, u = \2/_ Para a curva

=

F(t) = (=32, 2t3), temos 7"(0) = (—6,0) e, portanto, 1 = G

(b) Mostremos que a cicléide ¢(t) = a(t—sent, 1 —cost), com a > 0, é uma 3/2-ctspide
m ¢t = 0 e encontremos sua curvatura cuspidal. Temos: (t) = (a — acost,asent),
'(t) = (asent,acost) e c®(t) = (acost,—asent). Assim ¢'(0) = (0,0),c"(0) = (0,a),
®)(0) = (a,0) e, portanto det[c”(0),c®(0)] = —a® # 0. Segue da Proposicio 3.4, que
c¢(t) é uma 3/2-cuspide em ¢t = 0. Sua curvatura cuspidal é dada por

D

@)

. 1
Consequentemente, seu raio de curvatura cuspidal ¢ igual a — = a.
1
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Em um ponto regular ¢ty de v em que a curvatura s é nao nula, o inverso do valor
absoluto da curvatura é o raio de curvatura de v e o circulo osculador de v em t; (circulo

1 , -
com centro no ponto ~y(ty) + Wn(to), onde n(ty) é o vetor normal unitario de 7, e
K{lo

tem raio igual a 1/|k(to)|) é o circulo que melhor aproxima a curva até uma determinada
ordem. Para sermos mais precisos, recordemos a seguinte definicao:

Definigdo 3.10. Sejam a : I — R? e 3 : [ — R? curvas regulares tal que a(ty) = B(t),
onde ty € I N I. Dizemos que a e § tém contato de ordem > n em t, (n > 1 inteiro)
se todas as derivadas de ordem < n de a e 3 coincidem em ty. Se além disso, ocorrer de
as derivadas de ordem n + 1 em ¢, serem distintas, dizemos que o contato ¢ de ordem n
em {.

E conhecido que a reta tangente & uma curva regular em t, é a tnica curva que tem
contato de ordem > 1 em ¢, com a curva dada (conforme Proposi¢ao 7.3 de [7]). O circulo
osculador tem contato de ordem > 2 com a curva, e a demonstragao pode ser encontrada,
por exemplo, em [7] (Proposi¢ao 7.4). Ainda mais, pode ser mostrado que ele é o tinico
circulo que passa pelo ponto considerado da curva e que tem contato de ordem > 2 no
parametro considerado. Podemos dizer que o circulo osculador da curva ¢é o circulo que
melhor aproxima da curva até ordem 2.

Veremos a seguir um resultado andlogo para uma 3/2-cispide no ponto singular. Neste
caso, uma cicldide (definida no Exemplo 4.3) fard o papel do circulo osculador.

Proposigao 3.11. ([5], p. 604) Seja v : I — R? uma 3/2-cispide em 0. Entdo, a menos
de uma rotacio de R? e uma mudanca de coordenadas em R, existe uma tnica cicldide
¢(t) tal que o raio de curvatura cuspidal de 7y coincide com o raio da cicldide. Além disso,

Y(t) = c(t) = o(t?),

7 () = @)

= = 0, isto é, os polinomios de Taylor de c(t) e ~(t)

onde o(t?) = limy_

coincidem até ordem 3.

Demonstrag¢io. Podemos supor que v(0) = (0,0). Como ~y é uma 3/2-ctspide em 0, entao
~'(0) = (0,0) e v"(0) # (0,0). Portanto, pelo Lema 2.3 (Hadamard) existem fungoes
suaves a(t) e b(t) tais que y(t) = t*(a(t),b(t)), com (a(0),b(0)) # (0,0), ou seja, a(0)
e b(0) nao se anulam simultaneamente. Suponhamos que b(0) # 0 (se b(0) = 0, entdo
a(0) # 0 e a demonstragdao segue de modo analogo).

Podemos assumir, a menos de rotagio de R?, que b(0) > 0 e a(0) = 0. De fato, tomando

a rotagdo Ry(r,y) = (zcost — ysend, rsend + ycosd), com § € (-7, %) satisfazendo
tgd = @ obtemos:

Ry o~(t) = t*(a(t) cos — b(t) sen 6, a(t) sen 6 + b(t) cos 0) = t3(a(t), b(t)),
onde a(t) = a(t) cos 8 — b(t) sen b e b(t) = a(t)sen 6 + b(t) cos 0. Entdo, temos:

_senf  a(0) B
tgl = cos? ~ b(0) < a(0) cosf — b(0)send = 0,

ou seja, a(0) = 0.
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Além disso, temos:

~ 2
b(0) = a(0)senf + b(0) cos§ = a(O)Z(((?; cosf + bb((()o)) cosf = (;)(ESO)Q
,g) Se b(0) > 0, como cosf > 0, entdo b(0) > 0. Caso b(0) < 0,

™) como dominio da rotagdo. Portanto, assumimos que v(t) =

(a(0)* +b(0)*) # 0,

uma vez que 6 € (-5
entao basta tomar (g,

2
t2(a(t),b(t)), com a(0) = 0 e b(0) > 0.
Seja h(t) = t\/b(t) definida em uma vizinhanca de t = 0 em que b(t) > 0. Como
/
R (t) = 4/b(t) +1 b (t() ), entdao h'(0) = 1/b(0) # 0 e, portanto, h é um difeomorfismo local
2,/b(t

em t = 0.

Tomemos a reparametrizagao de v dada por (s) = (v o g)(s), onde g = h™'. Vamos
mostrar que J(s) = (As3, s%) + o(s?), para algum A > 0, onde o(s*) é como no enunciado
da proposi¢ao. Para mostrarmos isso, encontremos a expressao de Taylor de 7 em t = 0.

Temos:
Y (s)=g'(s)7(9(s)), 7"(s) = g"(s)7'(g(s)) + g'(5)*7"(g(s)) e
T3 (s) = ¥ (s)7'(9(s)) +39'(5)g" (5)7"(9(5)) + ¢'(5)*+P (g(5)).
1
Como ¢'(s) o) e g(0) = 0, obtemos:
/ _ 1 e " 5) = 1 / 5) = —g,(S)hH(g(S))
mo h'(t) = ') x, onde * é uma funcao de ¢, obtemos h”(0) = v(0) e onde
Como h"(t) 0 + t*, ond funcao de t, obt R"(0) b(t)’ d d
segue que
//(0) o —1 h”(O) /(0) _ _b/<0)
T e T T 0
Como 7(t) = (t?a(t), t?b(t)), temos:
V() = (2ta(t) + 2a'(t), 2tb(t) + 12V (1)),
7'(t) = (2a(t) + 4td'(t) + t*a ”(t) ( )+ 4t (t) + 2 (1)) e
FO(t) = (6a'(t) + 6ta” (t) + t2a®) (t), 60/ (t) + 6tb" (t) + t2bB)(1)).
Logo,
7"(0) = (0,2b(0)) e ¥*(0) = 6(a(0),¥(0)).
Portanto,

7(0) = (0,0), 7'(0) = (0,0), 7(0) = (0,2) e F)(0) = 6(-2%, 0).
Assim, pela férmula de Taylor em ¢ = 0, obtemos:

~M(0 ~(3)0
72( )SQ—I—P)/ 6( )83—|—0(S3)

2 / 1 3 3 a(0) 5 3
= (0,1)s" + [ &'(0) 5,0] 8" +o(s”) = | —=55",5" | +0(5”)
( Vo) ) ( b(0) )

= (As",5%) +o(s?),

F(s) = 7(0) +7(0)s +




Curvatura cuspidal 19

/
0
onde A = -2 ( )3 # 0, uma vez que, como 7y é uma 3/2-ciispide em 0, temos det[y”(0), v (0)] =

b(0)
—124/(0)b(0) # 0, e como b(0) > 0, segue que a'(0) # 0 . Podemos supor A > 0 pois, caso
contrario, trocamos h por —h.
Consideremos agora a cicléide dada por

2
c(t) = 02 —(t — sent,1 — cost),

2
que tem raio —. Tomando a mudanca de variavel g(s) = 3\s e a reparametrizacao de
¢(t) dada por

2 ——(3Xs — sen (3As), 1 — cos(3\s)).

(s) = (co9)(s) = 5

Afirmamos que ¢ ¢é a cicldide desejada.
De fato, calculando a expressao de Taylor em 0 de ¢&(s), obtemos:

&(s) = (0,0) + (0,5%) + (As,0) + o(s*) = (As®, 5%) + o(s?).
Portanto
(s) = c(s) = o(s”).

Mostremos que o raio de curvatura cuspidal de 7 coincide com o raio da cicldide c.
Como v®)(s) = (6A,0), entdo

_ det[y"(0),7¥(0)]  —12x =3\

T T o 28 Ve

12
€ assimn — = ——, COIMo queriamaos.
pe 9N

Para a unicidade, tomemos uma cicléide d(t) = a(t— sent, 1 —cost) de raio a qualquer.
Considerando a mesma mudancga de coordenada g(s) = 3\s, temos a reparametrizagao

d(s) = (do g)(s) = a(3\s — sen (3Xs), 1 — cos(3\s)),
que também é uma cicléide de raio a. Expandindo J(s) em Taylor na origem, obtemos

_ 2 27)\3 27)\3 2
als) = (0,92)\ a)82+( 7)\6a,0)83+0(83) ( 72 a s 9)\2a 2) oY),

Assim J(s) — d(s) = o(s®) se, e somente se,
27\%a ) INa

6 % 2

2
Portanto a = el de onde concluimos que é tnica a cicldide satisfazendo as condic¢oes da
proposicao. ]
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3.2 Funcao curvatura normalizada

Nosso objetivo agora é estudar um resultado que apresenta uma expressao que re-
laciona as curvaturas x e p de uma 3/2-ctspide, sendo k a curvatura usual dada em
2.1.2, o que inspira a definicdo de uma segunda curvatura, chamada fung¢do curvatura
normalizada, apresentada em [6].

Consideremos a 3/2-cuspide () = (t?,¢*). Temos:

/ 7
lim () = lim detly'(t), 7' ()] = imi =
e = o~

Q.

Logo a curvatura k de v diverge em t = (0. Veremos que a fung¢ao curvatura normalizada
para 3/2-ctspides é uma fung¢ao suave definida em 1.

Seja «y : I — R? uma 3/2-cispide em ¢ = 0. Podemos tomar a fungdo comprimento
de arco de vy a partir de t; = 0 dada por:

)= [ I/ ()llde.

Sabemos que no caso de curvas regulares, a inversa da func¢ao comprimento de arco a
partir de qualquer t; fixado é uma mudanca de coordenadas para a curva. No Teorema
1.1 de [6] os autores apresentam uma adaptacao dessa fungao, obtendo uma mudanga de
coordenadas para 3/2-cispides.

Definigao 3.12. Dada uma 3/2-ctispide v : I — R? em ¢ = 0, a aplicacio 7 : I — R
dada por

T(t) = sgn(t) \/|s(t)] (3.2.1)

é chamada fungao 1/2-comprimento de arco de ~, onde sgn(t) denota o sinal de ¢,
isto é, sgn(t) =1set>0esgn(t)=—1set <0.

Exemplo 3.13. A fungdo comprimento de arco da 3/2-cuspide (t) = (¢?,¢*) é dada por
t t
s(t) = / VA2 + 9tidt = sgn(t) / tv4 4+ 9t2dt .
0 0

Chamando u = 4 + 9¢2, por substituicao obtemos

s(t) = sgn(t) /4+9t2 \{gdu.

4

2
Como [ v/udu = gu% + cte, obtemos

(982 + 4)2 — §|
27 ’

s(t) = sgn(t)

que ¢ uma funcao continua, porém nao é de classe C>* em t = 0.
Por outro lado, a funcdo 1/2-comprimento de arco de «y é

V10982 + 4)3 — g
(t) 373

7(1) = sgn(t)y/|s(t)| = sgn

é suave em t = 0.
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Veremos que 7 é uma mudanca de pardmetro para 3/2-ctspides. Para isso, usaremos
o seguinte lema:

Lema 3.14. (Lema Al, [6]) Sejam ¢(t) uma fung¢io de classe C® em t = 0 e ¢(t) =

t ~ _ ¢(t) s (e’9) . e . o
fo lulp(u)du. A fungio ®(t) = san(t) ¢ de classe C* em t = 0. Além disso, ®(0) =
#(0)

2
Demonstragio. Como ¢(t) é de classe C', pois ¢'(u) = |u|p(u), obtemos:

oy [Fdelt) _ 2 [
o) = o(t) = 0(0) = | L Fdu = [t/ (tu)du = sen(t)t* [ |ulp(tu)du.

Como [y |u|p(tu)du é de classe C* em t = 0, segue o resultado aplicando a regra de
L’Hospital. [

Finalmente, temos o seguinte resultado, que é parte do Teorema 1.1 de [6].

Teorema 3.15. (Lema 2.1 [6]) Seja v : I — R? uma 3/2-cispide em t = 0. A fungio
1/2-comprimento de arco T de v é um difeomorfismo crescente de classe C* em uma
vizinhanga de t = 0.

Demonstra¢io. Podemos assumir sem perda de generalidade, que v(0) = (0,0). Seja

W(t) = ||ff(\t)| . (3.2.2)

Vamos mostrar primeiramente que ¥ é uma funcao de classe C*° em (uma vizinhanga de)
t=0.
Pela regra de L’Hospital, temos:
/
t
tim 20— 0y £ (0,0), (3.2.3)

t—0 ¢

o que implica que 7/(t)/t é de classe C*™ em t = 0 e, assim,

' @)l

iz

p(t) ==

¢ uma funcao de classe C* em 0.
t
Seja ¢(t) :/ |u|o(u)du. Entao ¢(t) = s(t). Pelo Lema 3.14 e como sgn(s(t)) =
0
sgn(t), segue que

_ s [s@)]
(1) = sgn(t)t2 12

é uma funcgao classe C*> em t = 0. Pela regra de L’Hospital e por (3.2.3), obtemos:

s _ IOl _ 17(0)
=0 2|t| 2

lim

t—0

> 0.

t2

Em particular,

s (0
i ¢||t<’t>r _ “””@( | 324
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Portanto W(t) é uma fungao de classe C* em t = 0, como afirmamos. Consequentemente,
T(t) = sgn(t)y/|s(t)| = t¥(t) é uma funcdo de classe C* em t = 0. Além disso, pelo
Lema 3.14, ®(0) > 0 e, portanto, 7/(0) > 0, de onde concluimos que a fun¢do 7 é um
difeomorfismo crescente em uma vizinhanga de ¢ = 0. O

Segue da proposi¢ao anterior que podemos considerar uma reparametrizacao de uma
dada 3/2-ctispide (compondo com 77!) obtendo uma nova curva, que continua sendo uma
3/2-ctispide. Apesar da demonstragao desse fato ser bem simples, formalizamos a seguir.

Corolario 3.16. Sejam v : I — R? uma 3/2-cispide emt = 0 e 7 : I — R a fungio
1/2—comprimento de arco de y. A curva ¥ =~yo1 ' :J — R? onde J=r71(I), é uma
3/2-cuspide em 0.

1 1/2

Demonstragio. Seja h = 7. Escrevendo 7(t) = u, como 7(t) = sgn(t) |s(t)|'/* entdo

7(0) = 0. Temos 7(u) =y o h(u) e

V'(w) =1 (u)y' (h(u) , 7" (w) = h"(u)y'(h(w)) + h'(u)*y"(h(w)) e
7O (w) = B (w)y' (h(w)) + 3h' (u)h" (w)y" (h(w)) + (' (u))*y" (h(u)
Portanto det[¥”(0),5”(0)] = R'(0)° det[y”(0),7"(0)] # 0, uma vez que vy é uma 3/2-

cuspide em 0 e 7 é um difeomorfismo local em ¢ = 0. [

Encontrar a funcao inversa de 7 nem sempre é uma tarefa facil. A funcao 7 encontrada
no Exemplo 3.13 ilustra isso. Veremos a seguir um exemplo em as contas podem ser feitas
facilmente.

Exemplo 3.17. A fungdo comprimento de arco da 3/2-cispide v dada no Exemplo 3.5 é

dada por
2

t t t
:/0 ||7/(t)||dt=/0 \/t20032t+t2sen2tdt:sgn(t)g

t2
Assim, 7(t) = sgn(t)/|s(t)| = sgn(t) 3= i Portanto, 77'(t) = v/2t.
Obtemos assim a reparametrizagao de dada por:

F(u) = v o7 Hu) = (cos(v2u) + v2usen (v2u), —v/2ucos(v2u) + sen (v2u)).

Para curvas regulares parametrizadas por comprimento arco, sabemos que a funcao
comprimento de arco de ty a ty, com ty < t1, é igual a t; —ty e a norma do vetor tangente
é constante igual a 1. Fazemos a seguir um estudo similar para 3/2-cispides usando a
fungao 1/2-comprimento de arco.

Definigao 3.18. Dizemos que uma 3/2-ctuspide v : I — R? em 0 estd parametrizada
por 1/2-comprimento de arco (por simplicidade, diremos que v é 1/2-ppca) quando
sua fungdo 1/2-comprimento de arco satisfaz 7(t) = t, isto é, quando sgn(t),/|s(t)| = t.
Dizemos nesse caso que t é o pardmetro 1/2-comprimento de arco de 7.

Exemplo 3.19. A 3/2-ctspide 4 obtida no Exemplo 3.17 estd parametrizada por 1/2-
comprimento de arco. De fato, temos:

F'(u) = (—v2sen (v2u) + v/2sen (v2u) + 2ucos(v2u), —v/2 cos(v2u) +
2usen (vV2u) + v/2cos(v2u)),
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de onde obtemos

17/ () = y/4u2(cos2(v2u) + sen?(v2u)) = 2Jul.

Assim, a fungao comprimento de arco de 7 é

stw) = (15 @ldt = [ 2ltlat = sgn(u)u®
Portanto, a func¢ao 1/2-comprimento de arco 7 de 4 é dada por
7(u) = sgn(u)y/|s(u)| = sgn(u)Vu® = u,
de onde concluimos que 4 estd parametrizada por 1/2-comprimento de arco.

Proposigao 3.20. ([6], Observagao 2.2) Uma 3/2-cispide v : I — R* em t = 0 estd
parametrizada por 1/2-comprimento de arco se, e somente se, |7 (t)|| = 2¢|.

Demonstrag¢io. Suponhamos que 7y é 1/2-ppca, isto é, que 7(t) = sgn(t)/|s(t)| = t. Entao

2 = |s(t)] = sgn(t)s(t).
Derivando essa tltima expressao, obtemos:

s'(t) = sgn(t)2t = 2|t].

Como §'(t) = ||/ (t)||, obtemos que ||7/(¢)|| = 2|t|, como queriamos.
Reciprocamente, se ||7/(t)|| = 2|¢|, entdo s(t) = sgn(t)t. Assim,

7(t) = sgu(t)y/|s(t)] = sgn(@)[t| = ¢,
ou seja, v é 1/2-ppca. ]

A seguir, mostraremos que toda 3/2-cispide admite uma reparametrizagdo que esta
parametrizada por 1/2-comprimento de arco.

Proposigao 3.21. Seja v : I — R? uma 3/2-cispide em t = 0 e T a fungdo 1/2-
comprimento de arco de . FEntdo a 3/2-cispide ¥ = v o 771 estd parametrizada por
1/2-comprimento de arco .

Demonstragio. Como 7(t) = sgn(t) |s(t)[*/2, temos 72(t) = |s(t)]. Sejam 7(t) = u e
h =771 Temos J(u) = vy o h(u) e 7' (u) = b'(u)y (h(u)).
Escrevendo |s(t)| = sgn(t)s(t) temos:

i S()
"0 = S

Logo,
L 2s(h()”?
T(h(w)  S(h(uw)
Portanto, como ||7/(t)|| = s'(t) e |s(t)|*/? = sgn(t)7(t), obtemos
17 ()l = [P @)] 17 (h(u) | = 2|s(h(w))]'/? = 2sgn(h(u))7(h(u)) = 2|ul,
uma vez que sgn(h(u)) = sgn(u). O

h'(u) =
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Com o objetivo de definir uma nova funcdo curvatura, provemos primeiramente o
seguinte resultado, que é parte do Teorema 1.1 de [6].
Teorema 3.22. ( [6], Lema 2.1) Seja v : I — R? uma 3/2-cispide em t = 0. A fungio
Rn(t) = 1\/|s(t)| k(t) é de classe C™* em uma vizinhanga de t = 0, onde Kk é a curvatura de

v definida em seus pontos requlares e s € a fungdo comprimento de arco de 7.

Demonstra¢io. Podemos assumir sem perda de generalidade, que v(0) = (0,0). Aplicando
a regra de L'Hospital, obtemos:

det[y'(t),7"(t)] det[y"(t), v ()] + det[y/(t), 7 (t)] _ det[r"(0),7**(0)]

Mmoo e T 2 #0,
(3.2.5)
o que implica que det[y'(t),7”(¢)]/t* é uma fungao de classe C™ em t = 0.
Assim, podemos escrever
det[y'(t),~"(t det[y'(t),~"(t ~'(t -
() = O O] _ detly 0 0) (IO
I @] t i

o que implica que [t|k(t) é de classe C*™° em uma vizinhanga de ¢ = 0, onde usamos
também que /(t)/t é de classe C*™ em t = 0, devido a (3.2.3).

Como na demonstragdo do Teorema 3.15 provamos que a fungdo W(t) = /|s(t)|/|¢|
dada em (3.2.2) é de classe C'*° em uma vizinhanca de t = 0, segue que &, (t) = \/|s(t)| x(¢)

é de classe C'° em uma vizinhanga de t = 0, como queriamos. O
Com as notagdes dadas no teorema anterior, temos:

Definigao 3.23. Dada uma 3/2-ctspide v : I — R? em ¢ = 0, a fungao definida por

fn(t) = /Is)]k(t) (= sgu(t)T(t)s(t) = |7(t)|x()), (3.2.7)
¢ chamada curvatura normalizada de ~.

Exemplo 3.24. Consideremos a cicléide v(t) = a(t — sent,—1 + cost), com a > 0.
Calculemos sua fungao 1/2—comprimento de arco para encontrarmos sua fungao curvatura
normalizada.

Encontremos a derivada de ~(¢):

v (t) = a(l — cost, —sent),

- ()
)= [ I (wlldu=2a [

t
sen (;) ‘ du = 8asen? (4) .
Portanto, a funcao 7(t) é

7(t) = sgn(t)\/|s(t)| = 2v/2asen (i) :

e sua norma é

17/ ()]l = 2a

Calculando o comprimento de arco s(t):
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pois sgn(t) = sgn( sen (i))

Encontremos a curvatura usual (%):
A segunda derivada é dada por

7" (t) = a(sent, — cost).

Calculando o determinante, podemos reescrever:

det['(t),7"(t)] = 1 — cost = 2sen? (;) :

Assim:

() = Qe @) 2sen? (3) |

I @) B (2al sen (%) )3 4a?|sen (%) |
Agora, para o produto sgn(t)7(t)k(t):

sgn(t)7(t)k(t) = sgn(t) (2\/%sen <t>) (1)|) :
Simplificando, obtemos:

\/2_ t
sgn(f)r(t)r(t) = QGQ‘ZSZH(%)
2
Utilizando a identidade sen (%) = 2sen (Z) cos (Z):
V2a sen (ﬁ) B 1
2a2 - 2sen (i) cos (i) B 2v/2a cos (i) '

Portanto, a fun¢ao curvatura normalizada é dada por:

sgn(t)(t)s(t) =

1
2v/2a cos (i) .

Agora estamos interessados em encontrar uma relagdo entre a curvatura cuspidal e a
curvatura normalizada. O teorema a seguir apresenta essa relacao.

Fin(t) = sgu(t)7(t)k(t) =

Teorema 3.25. ([6], Teorema 1.1) Sejam v : I — R? uma 3/2-cuspide em t = 0, pu sua
curvatura cuspidal dada em (3.1.1), K, sua fungao curvatura normalizada e k a fungdo
curvatura definida em seus pontos requlares. Entao

o= 2v2 %1_1)1015”(15).

Demonstragio. De (3.2.3), (3.2.5) e (3.2.6), obtemos:

i te(t) — 2407 ©).990)

s 2 O (3.28)

Temos:
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. . | flst)
im (1) = Ly /Js(O) (1) = iy Y ().

De (3.2.4) e (3.2.8) obtemos

lim i, (1) = ()12 det[y"(0),7*(0)] _ detly"(0),/®(0)] _ g

t=50 V2 2|y (0)||? 2v/2||7(0)]|2 22

como queriamos provar. O

Exemplo 3.26. Considerando novamente a cicléide 7 (t) = a(t — sent, —1 + cost), com
a > 0. Utilizando a relacao dada no teorema anterior obtemos :

1 1

2v2a  a

1= 2V/2lim K, (t) = 2v/2
t—0

onde k,, é dada no exemplo anterior.

3.3 Teoremas fundamentais para cuspides

Vimos que dada uma 3/2-ctspide, temos bem definidas duas curvaturas, a curvatura
cuspidal e a curvatura normalizada. Para essas duas curvaturas, temos resultados ana-
logos ao teorema fundamental das curvas planas para curvas regulares (Teorema 2.2).
Primeiramente, consideremos um resultado que envolve a curvatura cuspidal.

Proposicao 3.27. ([6]), p. 286 Se vi(t) e v(t) sdio 3/2 cispides em t = 0 com a
mesma curvatura cuspidal, entdo existe uma isometria de R? que preserva orientacdo e
um difeomorfismo u = u(t) definido em uma vizinhanga de 0 € R tal que

Tovyo u(t) — ’71(t> = 0(t3)7
|T o vy 0u(t) — 1 (t)]|

||
Y2 ou(t) e v (t) coincidem até ordem 3.

onde o(t?) = lim;_,q = 0, isto €, os polinomios de Taylor de T o

Demonstragio. Pela Proposigao 3.11, existe uma tnica cicléide ¢;(t) com raio coincidindo
com o raio de curvatura cuspidal de ~; tal que, a menos de uma isometria de R? que
preserva orientagao e um difeomorfismo u = u(t) definido em uma vizinhanga de 0 € R,
tem-se v;(t) — ¢;(t) = o(t?), com i = 1, 2.

Como 7; e 72 tém a mesma curvatura cuspidal, entao elas tém o mesmo raio de
curvatura cuspidal, o que implica que ¢;(t) = co(t), de onde concluimos o resultado. [

Consideremos agora um resultado andlogo ao teorema fundamental das curvas planas
regulares para a curvatura normalizada de 3/2-cupides.

Teorema 3.28. ([6], Teorema 1.1) Seja f(t), com t € I, uma fungio de classe C™ tal
que f(0) # 0. Entdo, a menos de isometria de R* que preserva orientagio, existe uma
unica (a menos de ordem 3) 3/2-ciuspide, parametrizada por 1/2-comprimento de arco,
tal que sua fungao curvatura normalizada em t é igual a f(t), ou seja, k,(t) = f(t), para
todo t.
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Demonstragdao. Seja
t
G(t):/ 2 f (u)du
0

Note que 0'(t) = 2f(t). Considere a curva v(t) = (z(t),y(t)) dada por por

t
:/ 2scosf(s)ds
0
t
:/ 2ssen f(s)ds
0

Vamos verificar que «y é a 3/2 ctspide procurada. De fato, temos:
7 (t) = 2t(cosO(t), senb(t));
7' (t) = 2(cos O(t) — t0'(t) sen O(t), sen (t) + t0'(t) cos 6(t));
A" (t) = 2(—260'(t) sen O(t) — t0" (t) sen O(t) + (0 (t))* cos O(t),
20/ (t) cos O(t) + t0"(t) cos O(t) — t(0'(t))* sen 6(t)) .
Logo, 7/(0) = (0,0), 7"(0) = (2,0) e 4" (0) = (0,8f(0)).
Portanto,
det[y"(t),7? ()] = 16(0).
Concluimos assim que v é uma 3/2-ctispide em ¢t = 0. Além disso,
IV (@) = [I(2t cos 6(t), 2t sen 6(t))|| = 2[¢].

Logo, concluimos da Proposicao 3.20 que 7y estd parametrizada por 1/2-comprimento de
arco. Portanto, segue da Defini¢ao 3.18 que a funcdo 1/2-comprimento de arco 7(t) de 7
satisfaz 7(t) = t, de onde concluimos que a fungao curvatura normalizada de v dada por

(3.2.7) satisfaz:
Fin(t) = [t]r(2) -

Temos:
(t) = det[y/(t), 7" ()] _ 4820 (t) det[(cos O(t), sen 6(t)), (—sen O(t), cos 6(t))] _
REOIE e
_P2f(t) _f(t)
2[¢[? £
Consequentemente,

como queriamos.

A unicidade segue do fato de que, se uma outra curva satisfaz o teorema, entao ela teria
a mesma curvatura cuspidal que v (pelo Teorema 3.25) e, portanto, da proposicao anterior,
concluimos que a menos de uma isometria e um difeomorfismo, as curvas coincidem (até

ordem 3). O



4 Frontais e curvas de Legendre

Uma curva plana regular possui uma fungao curvatura e, a partir dessa fungdo e de
uma base ortonormal positiva de R? ao longo da curva, estuda-se propriedades geomé-
tricas da curva. Além disso, sao bem conhecidos resultados de existéncia e unicidade de
uma curva regular plana usando a funcado curvatura. Neste capitulo estudamos o artigo
[3] onde os autores definem uma base ortonormal ao longo de uma curva de Legendre
(frontais) e a partir dela definem o conceito de curvatura, estudam teoremas de existén-
cia e unicidade de curvas de Legendre e introduzem um parametro especial, similar ao
parametro comprimento de arco para curvas regulares. Como aplicac¢ao, estudam contato
entre curvas de Legendre.

Todo o estudo feito nesse capitulo é valido para 3/2-ctispides uma vez que, como
veremos, elas sao curvas de Legendre.

Ao longo desse capitulo, I denota um intervalo aberto de R e S! C R? denota a
circunferéncia centrada na origem e de raio 1.

4.1 Definicao e exemplos

Definicdo 4.1. Dada uma curva suave v : I — R% um campo suave de vetores
unitarios normais & v é uma aplicacdo suave v : I — S' tal que, para todo t € I,
tem-se v(t) ortogonal a +/(t), isto é, (¥/(¢),v(t)) = 0.

Definicao 4.2. Uma aplicacao suave v : I — R? é uma frontal se existe um campo suave
v de vetores unitarios normais a y. Dizemos nesse caso que (v,v) : [ — R? x S é uma
curva de Legendre. Se uma curva de Legendre (y,v) : [ — R? x S é uma imersao, isto
é, se satisfazer (7/(t),v'(t)) # 0, entao dizemos que v é uma frente de onda (ou apenas
frente) e que (v, v) é uma imersao de Legendre.

Apresentamos a seguir exemplos envolvendo tais definigoes.

Exemplo 4.3. Seja v : I — R? uma curva regular plana com 7(t) = (x(t),y(t)). Nesse

/ /

(v (®). 2(1)) , obtemos (7/(t),v(t)) = 0.
V@02 + (1)
Como 7 é regular sabemos que /(t) # (0,0). Assim (v/(t),7/(t)) # 0 e portanto a curva
~ é uma frente de onda e (7, ) é uma imersao de Legendre. Note que (v, —v) também é
uma imersao de Legendre.

caso, tomando v : [ — S* dado por v(t) =

Exemplo 4.4. Seja~y : R — R? a 3/2-ctispide dada por v(t) = (¢2,¢%). Nesse caso, 0 é um

—3t,2
ponto singular de . Se tomarmos v : R — S* dado por v(t) = 9t2’+)47 obtemos que

28
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—12, —18t

(v (t),v(t)) = 0. Além disso, como V/'(t) = M # (0,0), entao (v'(t),v/(t)) # 0.
(9t2 +4)2

Portanto, 7 é uma frente de onda e (7, ) é uma imersao de Legendre.

Exemplo 4.5. Seja v : R — R? a 4/3-ctspide dada por v(t) = (¢3,t*), a qual é singular
—4t, 3
%) obtemos que (y/(t),v(t)) = 0.

V162 +9’

# (0,0) e portanto v é uma frente de onda e (v,v) é

em t = 0. Tomando v : R — S' dado por v(t) =
(—36, —48t)
(1612 4 9)2
uma imersao de Legendre.
Exemplo 4.6. Seja v : R — R? a 5/2-ctspide dada por y(t) = (¢2,°). Neste caso,
0 também ¢é um ponto singular de 7, mas v é uma frontal que nao é frente. De fato,
(_5t37 2)
tomamos v(t) = ——=—=,
, 2516 44
—60¢*, —150¢°
V/(t) — ( ? 5 )
(2516 +4)2
uma frente de onda. Consequentemente (y, ) nao é uma imersao de Legendre. Note que
poderiamos ter tomado —v, mas isso levaria a mesma conclusao.

Além disso, V' (t) =

que ¢ um campo unitario de vetores normais a y. Como

obtemos que, em t = 0, (7/(0),2/(0)) = (0,0), e portanto  nao é

Na figura abaixo apresentamos os tracos das curvas singulares dos exemplos acima.

() = (8, ¢)

-1 1

2 2

-3

Figura 4.1: Tragos da 3/2-ctspide, 4/3-cuspide, 5/2-cispide.

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2 Curvatura de curvas de Legendre

Seja (v,v) : I — R? x S! uma curva de Legendre. Pode-se definir um tipo da féormula
de Frenet para uma frontal. Seja u(t) = J(v(t)) onde J é uma rotagao anti-horaria por
90°. Chamamos o par {v(t),u(t)} de referencial da frontal v(¢) em R?. Observe que
para cada t, {v(t),u(t)} é uma base positiva para R?, ainda mais, det[v(t),u(t)] = 1.

Assim, obtemos:
()= (o %) (50,

onde £(t) = (V'(t), u(t)). De fato, como (v(t),u(t)) = 0 e (V' (t),v(t)) = 0 entdo u(t) é
paralelo a /(t). Portanto v/(t) = ¢(t)u(t). Fazendo o produto escalar por p(t), obtemos
que (V/(), u(t)) = €(t), j& que (u(t), u(t)) = 1.
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p'(t) = r(t)v(t). Fazendo o produto escalar por v(t), obtemos r(t) = (1'(t), v(t)).

Assim, p/(t) = (p/(t),v(t))v(t) e concluimos que p/(t) = —¢(t)v(t), pois como sabemos
que (u(t),v(t)) = 0 entdo derivando esse produto interno encontramos que (p/'(t), v(t)) =
—(u(t), V(1)) = —L(t).

Além disso, como v'(t) = a(t)v(t) + B(t)u(t) para fungdes suaves «(t), B(t), entao
segue da condigdo (7'(t),v(t)) = 0 que a(t) = 0, pois basta aplicar o escalar a direita por
v(t). Assim, existe uma fungao suave §(t) tal que

V() = BE)ud).
Assim,
B(t) = (' (), u(t))
e B(t) = 0 se e somente se 7y é singular em .
O par (¢,5) onde ¢ e [ sao obtidos conforme acima é um importante invariante das

curvas de Legendre.
Observamos que quando uma curva de Legendre (v,v) : I — R? x S! é uma imersao,

isto &, se satistazer (v/(t), /(1)) # 0, o par (£(2), B(t)) = (((£), p(1)), ((1), 1(8))) # (0,0)

nao se anula simultaneamente.

Defini¢ao 4.7. O par ({(t),5(t)) é chamado de curvatura da curva de Legendre (v, v)
em t.

Exemplo 4.8. Calculemos a curvatura de Legendre de (v(t),v(t)), onde y(t) = (x(t), y(t))
(—y'(t), 2'(£))
a'(t)? +y'(t)?

Seja V'(t) = (c(t),d(t)). A primeira coordenada c(t) de /(t) ¢é igual a:

¢ a curva regular dada no Exemplo 4.3. Como v(t) = entdo pu(t) =

(=2 (1), =y (1))

)
(02 + ()2
c(t) =

—y" ()@ +y'(1)*)* + ' () (' (D)="(t) + ' ()" (1))
(@'(t)? +y/(1)%)> ’

e a segunda coordenada d(t) de /(t) é:

a(p) - ZOE O YO — OO (1) +y 1y (1)
(' ()% + 3/ (t)2)5/2 :

Portanto,

2 (#)y" () (1) + ¥’ ()*)? — y' (2" () (@' (t)* + ¥/ (1)*)?
(@'(t)? + 3/ (1)?)5/2
_ Py"(t) —y'()2"(t) _ det[y'(t),v"(8)]

(@@ +y )72 Y@l
Como S(t) = ('(t), u(t)), entdo B(t) = —y/2'(t)* +y/'(t)* = [/ (D)
No caso em que 7 estd parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja, ||[7/(t)]| = 1,
obtemos
(t) = 2'()y"(t) =y ()" (t) = K(t)
e B(t) = —1, como esperavamos que ocorresse para a curva de Legendre (v, v) que toma-

mos, uma vez que j é rotacionado de /2 no sentido anti-horédrio de v, que por sua vez,
¢ o rotacionado de v/, ou seja, ¥'(t) = —pu(t).
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Exemplo 4.9. Calculemos a curvatura de Legendre de (y(t),v(t)), onde v(t) é uma

2, -3t)
3/2-cuspide conforme o Exemplo 4.4. Como v(t) = ———=, entao u(t) = —(——=.
/2-clsp p (t) T u(t) T

—12, 18t 24 + b4t
Temos também que v/ (t) = ((9152’—1-4)3)7 portanto £(t) = (V/(t), u(t)) = (9t2+—|—4)2 Para

calcularmos ((t), sabemos que
(-2, —3t)> 49

t) = (Y (t), u(t)) = ( (2t,3t?), = .
310 = (0. uto) = { raey, D2 -
Portanto, 5(t) = —tv/9t? 4+ 4. Logo a curvatura de Legendre de (vy,v) é

24 + 541>
((9t2—|—4)27 —t\/ 9t2 + 4> .

Exemplo 4.10. Calculemos a curvatura de Legendre de (y(t),v(t)), onde ~(t) é uma

. (—4¢,3) " (=3, —4t)
4/3-cuspide conforme o Exemplo 4.5. Como v(t) = ———=, entao u(t) = ——=,
f3-cisp P 0= JTem o ult) V16 19
, (—36, —48t) 108 4 192¢
temos também que v/(t) = —————— # 0. Portanto £(t) = (V/(t), u(t)) = ——.
Para calcularmos (t), temos:
—3, —4t) —9¢% — 164
t) = (v (t), u(t)) = 3752,4153,( ’ = .
310 = (0 uto) = { o), L) - =
Portanto, 3(t) = —t?v/16t2 + 9. Assim a curvatura de Legendre de (v,v) é
108 + 1922,
———— —1*V16t2+ 9 | .
((16t2+9)2’ * )
Exemplo 4.11. Dada (y(t),v(t)), onde (t) é uma 5/2-cispide conforme o Exemplo 4.6.
(—5t3,2) 3 (—2, —5t3)
Encontremos a curvatura de Legendre. Como v(t) = —————=, entao u(t) = ——,
i : W)= w1 wl?) V25 + 4
, (=602, —1501%) 1202 + 750t
t tamb "(t) = ; tanto £(t) = (V' (¢ t) = ——5—.
emos também que v/ (t) 256 T portanto £(t) = (V'(t), u(t)) 2500 1 1)°

Calculando S(t):

—2, —5t3) —4t — 25t7

t) = (' (t), u(t)) = 2t,5t4,( ’ = .

310 = (e uto) = { e, C 220 - =22

Assim, B(t) = —tv/25t% + 4. Logo a curvatura de Legendre de (v, v) é

(2566 +4)2 °
O seguinte resultado relaciona a curvatura de uma curva de Legendre regular, com a
curvatura usual x(t) definida para curvas planas regulares.

12042 + 750"
(* W T +‘4> |

Proposigao 4.12. ([4], Lema 3.1) Seja (v,v) : I — R* x S uma curva de Legendre
reqular e sejam (L(t), B(t)) e k(t) suas curvaturas. Entao

((t) = B8]k (1),

sendo B(t) <0, se v(t) =n(t), e B(t) > 0, se v(t) = —n(t), onde n(t) é o vetor normal
principal de 7.
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Demonstragio. Como ~/'(t) = B(t)u(t), v"(t) = B (t)u(t) — B(t)(t)v(t) e S(t) # 0 para

todo t, entao:

H(t) = det[y'(t),7"(t)] _ det[B(t)u(t), —BH)EMv ()] _ BE)*(L) _ (1)

Yo 6@ O BOE1BOI

pois det[u(t), v(t)] = —1.

Como p(t) é o vetor obtido rotacionando v(t) de m/2 no sentido anti-horério entao,
quando v(t) = n(t), obtemos que v/(t) e pu(t) tém sentidos opostos e, portanto, 5(t) < 0,
obtendo assim que ((t) = —f(t)k(t). Quando v(t) = —n(t), temos S(t) > 0, obtendo
assim que £(t) = [(t)k(t). O

4.3 Teoremas de existéncia e unicidade

Os teoremas de existéncia e unicidade para curvas regulares planas mostram que a
funcao curvatura da curva a determina, a menos de composic¢ao de rotacao com translacao.
Recordemos a seguir esses resultados:

Teorema 4.13. ([3], Teorema 1.1) (Teorema da Ezisténcia) Seja k : I — R uma fungdo
suave. Existe uma curva parametrizada reqular v : I — R? cuja a fungdo curvatura
associada € K.

Sejam 7,7 : I — R? curvas regulares. Recordemos que 7 e 7 sao congruentes se existe
uma congruéncia C' em R? tal que 5(t) = C((t)), para todo t € I, onde a congruéncia ¢
a composicao de uma rotacdo e uma translacao em R2.

Teorema 4.14. ([3], Teorema 1.2) (Teorema da Unicidade) Sejam v,5 : I — R?* curvas
requlares parametrizadas pelo comprimento de arco e tais que suas curvaturas coincidem
em cada ponto do parametro. Entdao v e 4 sdo congruentes.

Veremos a seguir que ha resultados similares a esses para curvas de Legendre.

Teorema 4.15. ([3], Teorema 1.4) (Teorema da Ewisténcia.) Seja (¢,5) : I — R? uma
aplicacdo suave. Existe uma curva de Legendre (y,v) : I — R?* x St cuja curvatura
associada € (¢, f3).

Demonstragio. Seja 6 : I — R uma fungao qualquer com a propriedade que 0'(t) = £(t)
para todo t € I. Além disso, sejam

v(t) = (cosO(t), senf(t)) e pu(t) = (—senb(t),cosd(t))
curvas em um circulo unitario. Definindo fungoes suaves z(t) e y(t) com
2/(t) = —B(t)sen6(t), y/(£) = B(t) cos B(1),
tomamos 7 : I — R? dada por () = (z(t),y(t)), isto é,

~(t) = (- [@wsen [awand, [(5)cos [ E(t)dt)dt).
Entao /() = B(1)u(t), vV'(t) = (—send(t)0'(t), cos 0(2)0'(t)) = £(t)u(t) e (v'(t), v(1)) =

0, para todo t € I. Dessa forma (y,v) : I — R? x S! é uma curva de Legendre cuja
curvatura associada é (£(t), 5(t)). O
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Quando consideramos curvas de Legendre, ha um campo de vetores normais unitarios
associado a curva e a definicao de congruéncia para curvas de Legendre também considera
esse campo.

Definigao 4.16. Sejam (v,v) e (7,7) : I — R? x S curvas de Legendre. Dizemos que
(v,v) e (3, 7) sao congruentes como curvas de Legendre se existe uma congruéncia C' em
R? tal que (t) = C(y(t)) = A(y(t))+b e v(t) = A(v(t)), paratodot € I, onde C = ToA,
com A sendo uma rotagao e 7' uma translagdo em R? dada por T'(z,y) = (z,y) + b, com
b e R

Estudamos a seguir o teorema da unicidade para curvas de Legendre.

Teorema 4.17. ([3], Teorema 1.5) (Teorema da unicidade.) Sejam (v,v),(y,7) : I —
R? x S' curvas de Legendre cujas curvaturas (¢, 3) e (€,3) coincidem. Entdo (v,v) e
(7, 7) sao curvas de Legendre congruentes.

Para a demonstracao do teorema acima, iremos demonstrar dois lemas.

Lema 4.18. ([3], Lema 2.1) Se (v,v),(7,7) : I — R?* x S' sdo curvas de Legendre
congruentes entao suas curvaturas, como curvas de Legendre, coincidem.

Demonstragio. Sejam (£, 5) e (£, 3) as curvaturas das curvas de Legendre (v,v) e (7, D),
respectivamente. Como (v,7) e (7,7) sao curvas de Legendre congruentes, entao existe
uma rotagdo A e um vetor fixo b com a propriedade que:

V() = A(y(t)) + b e v(t) = A(v(t)),
para todo t € I. Entao:

Como +/(t) = B(t)u
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) = ABH)u(t) = BH)A(u(t) = B(H)A),
7 (1) = AW/ (1) = AUDE() = (O AG) = (B,
Portanto 3(t) = ((t) e £(t) = £(t), como querfamos provar. O

Lema 4.19. ([3], Lema 2.2) Sejam (y,v) e (7,7) : I — R?* x S curvas de Legendre
com mesma curvatura de Legendre, isto é, (€(t), B(t)) = (£(t),3(t)), para todo t € I. Se
existe um parametro t = ty para o qual (Y(to),v(to)) = (F(to), (to)), entdo (v,v) e (7,7)
coincidem.

Demonstragio. Seja f(t) = (v(t),0(t)) + (u(t), 1(t)) uma fungao suave em I. Entao:

{
F1(#) = @), 2(8) + (w(t), 7(8)) + (W' (1), fit)) + {u(t), i (1)
= (L(O)u(t), #(t)) + (v (1), LOAD) + (—LOv (D), /lt)) + (u(t), —L(B)p(1))
( ot

= ((0(t) = L)), (1)) + ((£() — L) (t), f(t))
=0,

);
+

uma vez que £(t) = £(t). Isso mostra que f é constante. Além disso, tomando ¢t = ¢, tal
que v(ty) = v(tg), p(to) = fi(ty) obtemos

f(to) = llv(to)l* + lln(to)[|* = 2.

Assim, o valor da fungdo f é constante igual a 2. Pela inequagao de Cauchy-Schwarz,
temos:
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(w(t), () < lv@OIlP@] = 1 e (ut), at)) < [lu@ @] = 1.

Assim, dessas inequagoes chegamos que (v(t),7(t)) = 1 e (u(t), i(t)) = 1,para todo
t € I, pois sendo o valor de f seria menor que 2. Logo,

() = 2(@)I1* = (v(t), v(t)) — 2{u(t), 7(t)) + (#(t), #(t)) = O,
e também ||u(t) — @(t)]]* = 0.
Portanto v(t) = v(t) e u(t) = ,1( ), para todo t € 1. )
Como /() = S(t)u(t) , 7'(t) = B(t)fu(t) e assumindo 5(t) = B(t), entao (d/dt)(y(t) —
A(t)) = 0, ou seja, v(t) — F(t) é constante.
Como existe ty tal que v(tg) = (o), obtemos que (t) = 7(t) para todo ¢t € I. O

Demonstracio do Teorema 4.17. Fixe um parametro ¢t = t3. Usando uma rotagao A e
uma translacao b, podemos assumir que ¥(ty) = A(y(to)) + b e v(tg) = A(v(ty)).
Defina

7(t) = A(y(1)) + b e v(t) = A(v(t)).

Pelo Lema 4.18, como (v(t),v(t)) e (Y(t),v(t)) sdo curvas de Legendre congruentes, as
curvaturas de Legendre das curvas (v,v) e (¥(t),7(t)) coincidem.

Pelo Lema 4.19, como as curvaturas de (3(¢), 7(t)) e ((¢),v(t)) coincidem e existe ¢,
tal que J(tg) = ’y(to) e U(ty) = v(to) entdo as curvas de Legendre (3(t), (t)) e (3(t), v(t))
coincidem.

Portanto (y(t),v(t)) e (5(t), 7(t)) sdo curvas de Legendre congruentes. O

4.4 Contato entre curvas de Legendre

Podemos estudar o contato entre curvas de Legendre de modo similar ao estudo para
curvas planas regulares, porém a definicdo envolvera também, o campo de vetores.

Sejam (v,v) : I — R2 x Sht = (y(t),v(t) e (3,9) : I — R? x SYu — (3(u), o(u))
curvas de Legendre.

Definigao 4.20. Dizemos que (v,v) e (3,7) tém contato de ordem > k (ou, pelo
menos k) em t =ty e u = up, onde k é um nimero natural, se

d* d”

(1. 0)(t0) = (5.7) ). () (t0) = (5, 7)), .- (3, ) (lo) = o (5,9) o).

k1 Jk+1
Se, além disso, tem-se W(% v)(ty) # m(’y, 7)(up), entdo dizemos que o contato é

de ordem k.

E claro que se as curvas de Legendre (v, v) e (7, ) tém contato de ordem (pelo menos)
kemt =tyeu=ug, eye?ysido curvas regulares, entdo v e 4 tém contato de ordem (pelo
menos) k em t =ty e u = ug. Em geral, podemos supor que (v, v) e (3,7) tém contato
de ordem pelo menos 0 em um ponto t = ¢y, © = ug, a menos de congruéncia de curvas
de Legendre.

Sejam (£(t), B(t)) e ({(u), f(u)) as curvaturas das curvas de Legendre de (v, ) e (7, D),
respectivamente.
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Teorema 4.21. ([3], Teorema 3.1) Sejam (y,v) : I = R* x S';t— (y(t),v(t) e (7,7) :
I - R? x SYu — (5(u),0(u)) curvas de Legendre. Se (v,v) e (3,0) tém contato de
ordem pelo menos k em t = ty, u = ug, com k > 1, entao:

(€. 8)(t0) = (EB)(uo),jtw, B)(to) = (g B) (o),
dF1 dk—l
gt (G B)(to) = oy (4 8) (uo). (4.4.1)

Reciprocamente, se (4.4.1) for satisfeita, para k > 1, entdo (v,v) e (3,7) tem contato de
ordem pelo menos k em t = ty, u = ug, a menos de congruéncia das curvas de Legendre

Demonstragcao. Vamos provar a primeira parte do teorema por inducao sobre k, com k& >
1. Suponhamos que (v,v) e (3,7) tém contato de ordem pelo menos 1 em ¢ = ¢y, u = ug

d d
(iStO é7 k= 1) Teremos entao que (77 V)<t0) = (?7 I;)<u0) € %(ry? V)(tO) = d7<§/7 ﬁ)<u0)
u
Como v(tg) = v(ug) entdo pu(ty) = fi(up). Consequentemente, como

L)) = (B, (Du(D),

d, . _ = -
(1 2)(E) = (B)AR), LA))
entdo B(te) = Blug) e L(to) = {(up), ou seja, (4.4.1) é valida para k = 1.
Suponhamos o resultado valido para k — 1, ou seja, se (v,v) e (3,7) tém contato de
ordem pelo menos k — 1 em t =ty e u = ug. Entao:

(€8)t0) = (EA) o), (6 B) o) = 50, B) ),

d*? k=2
i () o) = 2 (8 B) (o). (14.2)

Mostremos que o resultado é valido para k. Assim, suponhamos que (v,v) e (7,7) tém
contato de ordem pelo menos k em t =ty e u = wy.
Observemos que podemos escrever

;lt,ﬂ(t) = (jt,jlm)) pu(t) + fi <ﬁ(t>,f(t), . jtk_Qﬁ(t), Zk_Qg(t)> v(t)
k—2 k—2
+f (/3@), “,... jthﬂ(t), C;lthK(t)> (). (4.4.3)
iy@)=(i;ww)mw+m(mmamuwiégmxi;ym)ww
k—2 k—2
i (0060 g0 g0 ) (144

para funcoes suaves f1, fa, g1 € go.
Como um exemplo para ilustrar as igualdades acima, fagamos para k = 3:

Y (t) = B)u(t),

v'(t) = B (t)u(t) + ﬁ(t)l/(t) = B'(H)u(t) — B ()

V') = (B + B — By — By — B t) = (8" + By + B'lv — Blv — Bu)(t)
= B"(t)u(t) + (28'0 = BEY () (t) — (BE)(1)u(t),
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Analogamente:

V(t)
V(1)
/l/ (t)

t)p(t)

Ju(t) + L) (t) = C()p(t) — C()v(t)

WA = 2000 — PV (t) = (0" — 0y — 2000 — ) (t)
"(Ou(t) — BEOw(t) — () (E)u(t).

Assim, para k = 3, obtemos:

0(t
ot
( /
4

fr=28'C— Bl fy = —pL,
g1 = =300, go = —*.

Com o mesmo raciocinio, podemos escrever

dk dkfl B 5 N dk72 _ dk72 5
a0 = (om0 ) + 1 (). ), 0 ) (0,
_ _ dk—2 5 dk—2 _
+f2 <B(u),€(u), e Wﬁ(u), dthﬁ(u)) f(u). (4.4.5)
e
dk dk—l _ 5 _ dk—Q _ dk—2 _
) = (st )+ (B0 80, g0, sl 0)) 70,
B B dk—2 _ dk—2 5
O N e ) O I R
L d* d* d* d* o
Como por hipétese dtkv(tok)_lz %v(u 0) € dtk’l v(ty) = %V(uo) e, usando a hipdtese de

indugao, concluimos que W(ﬁ, B)(ty) = T ——(0, 5)(ug), como querfamos.
Reciprocamente, suponhamos que (4.4.1) é valida. Entao segue das expressoes (4.4.3),
d’ d’
(4.4.4),(4.4.5) e (4.4.6) que E(% v)(ty) = T(ﬁ, V)(ug), para i = 1,...,k, portanto,
{2 ul
(v,v) e (7,7) tém contato de ordem pelo menos k em ¢t = ty, u = up, a menos de
congruéncia de curvas de Legendre. O

Quando estamos no caso de curvas planas regulares v : I — R2 e 7 : [ — R?
parametrizadas por comprimento de arco, veremos a seguir um resultado que relaciona o
contato entre elas e o contato entre as imersoes de Legendre (v, ) e (¥, 7), considerando
y(t) = (z(t),y(t)), ¥(u) = (Z(u), g(u)) e os campos de vetores normais principais conforme
o Exemplo (4.3), ou seja, v(t) = (—y'(t),2'(t)) e v(u) = (—¢'(u),7'(u)). Com essas
notagoes temos:

Corolario 4.22. Sejam v : I — R? ¢ 7 : I — R? curvas requlares parametrizadas por
comprimento de arco. As imersoes de Legendre (v,v) e (7,v) tém contato de ordem pelo
menos k emt =1y e u = ugy se, e somente se, v e y tém contato de ordem pelo menos k
emt=tyeu=ugy ondek > 1.

Demonstragio. Precisamos somente verificar uma parte do enunciado pois a outra é ime-
diata da definicao.
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Suponhamos que v e ¥ tém contato de ordem pelo menos k em t =ty e u = uy.

Pela definigao , temos v/(ty) = 7'(ug). Portanto, v(ty) = 7(ug) uma vez que estamos
tomando v e ¥ como sendo os campos de vetores normais principais de 7 e 7, respectiva-
mente.

Sabemos que

V(t) = L)), ' () = B)(), 7' (w) = (u)fi(u) e 7 (u) = Blu)i(u).

Como pu(t) é uma rotacao anti hordria de v(t) e fi(u) é uma rotacao anti hordria de (u),
entdao pu(ty) = i(uop)- .

Como 7(t) e 7(u) sdo parametrizadas por comprimento de arco, entao [3(t)| = |B3(u)|

1, para todo t e u e, assim da Proposicio (4.12) obtemos que 3(t) = B(u) = 1, £(t)
K(t) = det[y/(t), " (1)] e L(u) = R(u) = det]¥ (u), 7" (u)].

Observe que £(ty) = £(ug) pois, pela definicao de contato, v'(to) = 7 (uo) e V' (to) =
,’j’///(uo)
Além disso, como o contato entre as curvas é de ordem pelos menos k, obtemos que

(9D (tg) = 09 (ug), para i = 1,2... k — 1. A partir de (4.4.3) e (4.4.5), e usando o que

obtivemos acima, concluimos que 3% (ty) = S® (ug), parai = 1,2, ..., k—1. Assim, segue
do Teorema (4.21), que as imersoes de Legendre (v, v) e (3, 7) tém contato de ordem pelo
menos k em t =ty e © = Ug. O

4.5 Mudanca de parametro

Definicao 4.23. Uma mudanca de parametro ¢ uma aplicacao suave bijetora h : [ — I,
onde [; é um intervalo aberto de R, cuja derivada de primeira ordem é nao nula em todos
os pontos de I;. Quando A'(t) > 0 (resp. h/(t) < 0) para todo t € I, dizemos que h é
uma mudanga de pardmetro positiva (resp. negativa).

Observagao 4.24. Seja (v,v) : I — R? x S* uma curva de Legendre. A curva v, =
~voh: I — R? é chamada uma reparametrizacao de ~ por h. Obtemos assim a curva de
Legendre (v1,v1) : I — R? x ST dada por (71(t), v1(t)) = (yoh(t),voh(t)) e dizemos que
(71, 1) é uma reparametrizaciao de (y,v) por h.

Quando « for uma curva regular, entao v; também serd uma curva regular e, portanto,
suas curvaturas (nos pontos regulares) em h(t) e t, respectivamente, coincidem quando a
mudanca de parametro for positiva, e diferem por sinal, caso contrario.

Sejam (¢, 58) e (¢1, 51) as curvaturas de Legendre de (7, v) e de (7, v1), respectivamente.
Da definigao, concluimos que p4(t) = p o h(t), para todo t.

Como
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v (t) = WOV (h(t) = B ()e(h(t)u(h(t) = K ([@)L(h(E)) 1 (1),
entdo ¢1(t) = I/ (t)(h(t)).

Assim, quando fazemos uma mudancga de parametro em uma curva de Legendre, a
curvatura de Legendre da reparametrizacao ¢ um multiplo da curvatura da curva inicial.
Mais precisamente:

(62(2), Ba(1)) = B () (E(R(2)), B(A(E)), (4.5.1)
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para todo t € I, onde h é a mudanca de parametro.

4.6 Curvatura normalizada de curvas de Legendre

Seja (v,v) : I — R? x S! uma imersdo de Legendre. Entao (£(t), 3(t)) # (0,0), para
todo t € I.

Definicdo 4.25. A curvatura normalizada da imersdo de Legendre (v,v), denotada
por (£(t), B(t)), é dada por:

- () 5(0)
(@), 50 - (W? N ))).

Observagao 4.26. Sejam (v1(t),v1(t)) = (v o h(t),v o h(t)), onde h : I; — I é uma
mudanga de pardmetro, e (¢1(t), 51(t)) sua curvatura de Legendre. De (4.5.1), obtemos
que a curvatura normalizada de (y;(t),v1(t)) é dada :

R G(t) Ba(t)
(0(1), Bu(1)) = (W EEN )

B (t) < 0o h(t) 3o h(t) )
@I on@)E+ (Boh@) Eoh(®)? + (5o h()?
(£8), B(®)) = sgn(h'(£))(£(), B(t)).

Assim, obtemos que as curvaturas normalizadas de uma imersao de Legendre e de uma
reparametrizacao sua coincidem, a menos de sinal. Em particular, quando a mudanca de
parametro é positiva, as curvaturas normalizadas coincidem.

Definicao 4.27. A velocidade da imersao de Legendre (v, v) em ¢ é definida por:

1Y @), )] = (' (1), 7 (@) + (7 (), v (1)), (4.6.1)

0= [ 16/ @)/ 0 e

¢ denominada funcdo comprimento de arco da curva de Legendre (7, v) a partir de
to.

A aplicacao

Veremos que toda imersao de Legendre pode ser reparametrizada de tal forma que te-
nha velocidade unitaria. Para a demonstracao desse fato, usa-se ideia similar ao resultado
analogo para curvas planas regulares, que sabemos poderem ser reparametrizadas de tal
forma que o vetor velocidade da curva seja unitario.

Proposigao 4.28. ([3], Proposicio 4.1) Seja (v,v) : I — R? x S' uma imersio de
Legendre e tomemos s : I — s(I) a fung¢io comprimento de arco de (v,v) a partir de
to € 1. Entdo eziste a fungao inversa h de s, definida no intervalo aberto J = s(I) tal
que h € uma mudanga de parametro positiva. Além disso, a reparametrizacio de (vy,v)
por h tem velocidade unitdria.
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Demonstragio. Como (7, v) é uma imersdo de Legendre, entdao ~/(t) = B(t)u(t) e V' (t) =
0(t)p(t) ndo sao ambos nulos. Portanto, segue de (4.6.1) que |[(v/(t), ' (t))|| > 0, para
todo t € I.

Logo, s'(t) > 0, ou seja, s(t) é uma funcao estritamente crescente. Portanto, existe a
fungao inversa h : J — I de s, onde J = s(I), de onde concluimos que h é uma mudanga,
de parametro, com h(0) = to. Como

,_1_ 1
") = 5w = T "

concluimos que h é positiva. Consideremos a reparametrizacao

(2 (w), () = (v © h(u), v o h(u)),

u € J de (v,v) por h.

Temos:
0 )l = 1 D), DDA (6) = S 160Dl = S =1,
o que conclui a demonstracao. O

Seja (v, ) uma imersdo de Legendre com velocidade unitéria. Pela defini¢ao, temos
que (7'(s),7'(s)) + (/(s5),V/(s)) = 1. Assim, como 7'(s) = B(s)u(s) e V'(s) = €(s)u(s)
entdao (7'(s),7'(s)) = B%(s) e (V/(s),V/(s)) = £*(s) e, portanto, 3%(s) + ¢*(s) = 1. Logo ,
existe uma fungao suave 6(s) tal que:

U(s) = cosb(s), B(s) = senf(s).

Abaixo, apresentamos um corolario do Teorema 4.21 que envolve o contato entre as
curvas de Legendre e a fungao suave 6(s).

Corolério 4.29. ([3], Corolario 4.2) Sejam (y,v) : I — R?* x Sttt = (y(t),v(1)), (5,7) :
I — R? x SYu v (3(u), o(u)) imerses de Legendre com velocidade unitdria. Suponha
que 0 : 1 - R ef: I — R sao fungoes suaves com as sequintes condigcoes:

0(t) = cos O(t), B(t) = senB(t), {(u) = cosO(u), f(u) = sen(u).

Se (v,v) e (3,7) possuem ao menos ordem de contato k em t = ty, u = uy, entdo existe
um inteiro n € Z tal que:

~ do df d*10 d*10

Reciprocamente, se (4.6.2) for satisfeita, entao (v,v) e (3,7) tém contato ao menos de
ordem k em t = ty, u = ug,a menos de congruéncia.

Demonstra¢io. Suponhamos que £(t) = cosf(t) e f(t) = senf(t). Do Teorema (4.21)
concluimos que 6(to) = O(ug) + 2nm. Prosseguindo com as derivadas de £(t) = cos 8(t)
e B(t) = senf(t), obtemos (4.6.2). Reciprocamente, supondo que (4.6.2) é verdadeiro,
tomemos £(t) = cos6(t) e 5(t) = senB(t), e assim obtemos pelo Teorema (4.21) que (v, v)

e (7,7) tém ao menos ordem de contato k em t =ty e u = wy. O



5 Conclusao

Estudamos as curvaturas de 3/2-ctspides e de curvas de Legendre, apresentando rela~
¢Oes com conceitos classicos para curvas planas regulares . Como exemplo dessa relacao,
vimos o teorema fundamental para 3/2-cuspides, no qual associamos a curvatura norma-
lizada com a curvatura da 3/2-cuspide. Essa andlise ndo apenas mostrou a importancia
da curvatura cuspidal, mas também destacou como esses conceitos se interconectam com
a geometria diferencial.

No Capitulo 2, fundamentamos nossa pesquisa revisando os resultados classicos sobre
curvas planas regulares, o que nos proporcionou uma base sélida para explorar as pro-
priedades das 3/2-ctispides no Capitulo 3. A discussdo sobre a curvatura cuspidal e a
introducao da curvatura normalizada mostraram-se fundamentais para compreender as
particularidades desse tipo de curva e sua relagdo com a cicloide.

No Capitulo 4, ao estudarmos as curvas de Legendre, ampliamos nosso entendimento
sobre a curvatura sob a perspectiva de campos vetoriais. A comparacao entre as curvaturas
de Legendre e as curvaturas de curvas regulares revelou que, mesmo em contextos mais
complexos, as propriedades geométricas apresentam consisténcia e estrutura.

Assim, esperamos que esta dissertagao nao apenas contribua para o entendimento atual
da geometria diferencial de curvas planas singulares, mas também inspire novas pesquisas
que possam aprofundar o conhecimento nesta area. A interconexao entre diferentes topicos
da geometria diferencial ressalta a riqueza e a complexidade do campo, indicando que hé
muito mais a ser descoberto e compreendido.
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