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Resumo

Neste trabalho, estudamos alguns problemas classicos envolvendo méximos e mini-
mos na Geometria Euclidiana e discutimos o Problema Isoperimétrico (dentre as curvas
de perimetro fixo, a circunferéncia é a que engloba a maior area) que podem ser utiliza-
dos nos Ensinos Fundamental e Médio, incluindo: (i) aspectos histéricos, (ii) dedugdes
formais do problema utilizando apenas Geometria Euclidiana e (iii) contextualizagdes

em problemas de otimizacao.

Palavras-chave: Geometria, Area, Perimetro, Problema isoperimétrico.



Abstract

In this work, we study some classical problems involving maxima and minima in
the Euclidean Geometry and we discuss the Isoperimetric Problem (among all closed
plane curves of a given length, that one whose encloses the largest area is the circle)
which can be used in middle or high school classrooms, including: (i) historical aspects,

(ii) formal deductions and (iii) contextualizations of optimization problems.

Keywords: Geometry, Area, Perimeter, Isoperimetric problem.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é explorar questoes de méaximo e minimo na geometria
euclidiana, em particular o Problema Isoperimétrico. A escolha por este tema deu-se
em funcao de que problemas envolvendo otimizagao tém grande proximidade com o
cotidiano dos alunos, sejam eles de ensino médio ou superior. A busca pela resposta
a um problema de natureza isoperimétrica possibilita ao professor mostrar a necessi-
dade e a relevancia da construgao de alguns resultados prévios, possibilitando ao aluno
compreender melhor a estruturacao da matematica envolvida.

A geometria que se estuda hoje nas escolas provém de um livro extraordinério,
intitulado “Elementos”, escrito por volta do ano 300 a.C. por um professor da Uni-
versidade de Alexandria chamado Euclides. Desde entao, os Elementos de Euclides
foram publicados em mais de um milhao de edi¢oes, nos mais diversos idiomas, an-
tigos e modernos. Até recentemente ainda eram usados nas escolas da Europa, e os
textos atuais de geometria que o substituem sao todos baseados nessa obra imortal, na
qual pela primeira vez se organizou, de modo sistematico e com refinado bom gosto, o
conhecimento matemaético de uma época.

A seguir, apresentaremos como esté organizada a dissertagao: no Capitulo 1, apre-
sentamos postulados envolvendo areas de regides planas. Chegamos a area de uma
regiao triangular e, a partir dela, as areas de regides poligonais arbitrarias. Numa
segunda etapa, trabalhamos comprimento de arco e area de um setor circular, mo-
mento em que novamente utilizamos areas de regioes triangulares, s6 que desta vez,
tendo por base as chamadas “unides aproximadas” de tais regioes. No final do capitulo,
apresentamos uma nota histérica sobre o assunto abordado.

No Capitulo 2, apresentamos quatro problemas que abordam a maximizacao da area
e minimizac¢ao do perimetro de poligonos. Os dois primeiros problemas relacionam-se a
triangulos e os outros dois, a poligonos, em geral, e sempre partimos de demonstragoes
de proposi¢oes que fundamentam as respectivas resolugoes. Trata-se de problemas
interessantes que podem ser abordados pelo professor, tanto no ensino fundamental,
como no médio.

No Capitulo 3, tratamos de alguns aspectos histéricos do Problema Isoperimétrico e
discutimos a formalizac¢ao da soluc¢ao do problema, devida & Jakob Steiner (1796-1863),
utilizando somente elementos de geometria plana e nao nos reportando a questoes de

existéncia.
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Por fim, no Capitulo 4, apresentamos algumas aplica¢goes do Problema Isoperimé-
trico que podem ser abordadas pelos professores dos Ensinos Fundamental e Médio.
Para tanto, utilizamos os programas computacionais e videos desenvolvidos para o
Projeto M3, parceria MEC-UNICAMP para a produgao de material didatico de mate-
mética para o ensino médio. Sao de livre uso e atualmente disponiveis para utilizacao
no endereqo http://m3.mat.br ([1]). Alguns desses programas abordam especificamente
problemas de otimizagao de areas a partir de perimetros fixos. Mostramos o programa
computacional “Otimizacao de Janelas” e finalizamos apresentando, como aplicagao, o
material audiovisual intitulado “A Lenda de Dido”.

As ilustragoes do trabalho, exceto as indicadas no texto, foram construidas com o
software Cabri-Géométre 11, que permite, entre outros recursos, construir pontos, retas,
tridngulos, poligonos, circulos e outros objetos basicos e também aplicar transformacgoes
geométricas como translagao, dilatagao, rotagao, reflexao, simetria e inversao a objetos

geométricos.



1 Areas

Neste capitulo, apresentamos postulados envolvendo areas de regioes planas. Defi-
nimos a area de uma regiao triangular e, a partir dela, as édreas de regioes poligonais.
Numa segunda etapa, trabalhamos com o comprimento de arco e area de um setor
circular, onde novamente utilizamos &areas de regioes triangulares, mas desta vez a

partir de “unides aproximadas” de tais regides, tendo por base as referéncias [2] e [3].

Definicao 1.1. Seja AB um arco de circunferéncia de centro O e raio r. Chamamos
setor circular, ou simplesmente setor, a reuniao de todos os segmentos OP, onde P ¢é
um ponto qualquer de AB. O arco AB é chamado arco de setor ou arco de fronteira e

T € 0 Seu ralo.

Figura 1.1

Definigao 1.2. Uma regiao triangular é um conjunto de pontos do plano formado
por todos os segmentos cujas extremidades estao sobre os lados de um tridngulo. O
tridngulo € chamado de fronteira da regido triangular. O conjunto de pontos de uma
regiao triangular que mao pertence a sua fronteira € chamado de interior da regido

triangular.

Figura 1.2
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Definicao 1.3. Uma regido poligonal € a unido de uwm nimero finito de regides trian-

gulares que, duas a duas, nao possuem pontos interiores em comum.

Figura 1.3

Vamos considerar uma classe M de regides tal que nela estejam contidas pelo menos

todas as regioes poligonais e todos os setores circulares e circulos.
Postulado 1.1. A cada regiao de M corresponde um tinico nimero real positivo.

Definicao 1.4. A drea de uma regiago € um niumero real que lhe corresponde pelo

Postulado 1.1. Denotamos a drea de uma regiao R por A(R).
Postulado 1.2. Se R e S sao duas regices de M, com R C S, entao A(R) < A(S).

Postulado 1.3. Se uma regicgo R € igual & unido de duas regioes, ou seja, Se
R = Ry U Ry, com Ry e Ry interseccionando-se no mdximo em um niumero finito
de pontos ou segmentos, entio A(R) = A(Ry) + A(Rx).

Definicao 1.5. Dois segmentos sao congruentes se possuem a mesma medida ou com-

primento e dois dngulos sao congruentes quando possuem a mesma medida.

Definicao 1.6. Dois tridngulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre os seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes

sejam congruentes.

Postulado 1.4. Se dois tridngulos sao congruentes, entao suas regioes triangulares

tém a mesma drea.

Postulado 1.5. Se uma regidao quadrada tem lado de comprimento a, entdo sua drea

é a?.

Ora em diante, usaremos a expressao “area de um poligono” ao invés de “area de

uma regiao poligonal”.

Teorema 1.1. A drea de um retdngulo € igual ao produto das medidas de dois de seus

lados nao paralelos.
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Demonstracao. Consideremos um retangulo R com lados nao paralelos, b e h, na se-

guinte construcao:

Figura 1.4

A partir do retangulo, construimos um quadrado @ de lado b + h, o qual sera
composto pela uniao dos quadrados )1 e Q2 com o retangulo R e com outro retangulo
congruente a R, o qual, pelo Lema 1.1, exibido abaixo, possui a mesma area que R.

Pelo Postulado 1.3, temos:

A(Q) = A(Qr) + A(Q2) + 2A(R), (1.1)
e, pelo Postulado 1.5, temos:

A(Q) = (b+ h)* = b* + 2bh + B> (1.2)
De (1.1) e (1.2), e novamente usando o Postulado 1.5, obtemos A(R) = bh. 0

Lema 1.1. Se dois retangulos sao congruentes, entiao suas regioes correspondentes sao

1gUQIS.

Demonstracao. Consideremos dois retdngulos congruentes, R; e Ry, com lados nao

paralelos b e h, como na seguinte construcao:

Figura 1.5

Tracando uma das diagonais desses retangulos, dividimos R; em dois triangulos, T}
e Ty, e Ry, em dois triangulos, T3 e Ty. Os triangulos T}, Ts, T5 e Ty sao congruentes

entre si pelo caso LAL, donde, pelo Postulado 1.4, temos:

A(Th) = A(Tz) = A(Ts) = A(Th) (1.3)



22

Areas

e, pelo Postulado 1.3,
A(Ry) = A(Th) + A(Ty) e A(Ry) = A(Ts) + A(Ty). (1.4)
Das equagoes (1.3) e (1.4), segue entao que A(R;) = A(Ry). O

Teorema 1.2. A drea de um tridngulo retdngulo € igual a metade do produto de seus

catetos.

Demonstracao. Consideremos o triangulo QQRP, retangulo em R e com catetos de

medidas a e b, como segue:

Q L e e LIV FTRD R
- | i :
a — l T~ e :
L ~
Figura 1.6

Seja R’ a interseccao entre a reta paralela a ﬁ passando por P e a reta paralela
a ﬁ passando por ). O quadrilatero QRPR’ assim formado é um retangulo. Pelo
caso de congruéncia LLL, os triangulos QRP e QR'P sao congruentes, tendo, pelo
Postulado 1.4, a mesma area.

Pelo Postulado 1.3, temos que A(QRPR') = 2A(QPR) e, pelo Teorema 1.1,
A(QRPR') = ab. Logo, A(QPR) = ab/2. O

A partir deste teorema, podemos obter a férmula da area de qualquer triangulo.

Mas antes precisamos do seguinte lema:

Lema 1.2. Num triangulo, o produto de cada um dos seus lados pela altura relativa a

este lado é constante.

Figura 1.7
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Demonstracao. Consideremos, como na figura anterior, o tridngulo ABC' e as alturas
AH, e BH, relativas aos lados BC e AC, respectivamente. Suponhamos que o ortocen-
tro do triangulo seja um ponto interior a ele. Os triangulos AH,C' e BH,C, retangulos
em H, e Hy, respectivamente, sao semelhantes pelo caso AA, logo, vale a relagao:
AH, AC
BH, BC’

ou seja,
BC-AH,=AC-BH, =k.

O

Teorema 1.3. A drea de um tridngulo € igual @ metade do produto de qualquer de seus

lados pela altura correspondente.

Demonstracdo. Consideremos o triangulo ABC' e a altura AH,, relativa ao lado BC,

como na figura:

Figura 1.8

Denotemos por b e h as medidas dos lados BC e da altura AH,, respectivamente.

Usando o Lema 1.2, basta mostrar que A(ABC) = %

Se H, coincidir com B ou com C', nao hé o que demonstrar.

Assim, vamos supor inicialmente que H, esteja entre B e C. Assim, AH, divide o
triangulo ABC em dois triangulos, AH,B ¢ AH,C, ambos retangulos em H, e com
catetos medindo by e h, e by e h, respectivamente, com by + by = b.

Do Teorema 1.2 e do Postulado 1.3, segue que:

bih  boh by +by)h  bh

A(ABC) = A(AH,B) + A(AH,C) = 17 + 27 - % =<

Por outro lado, se C' estiver entre B e H,, ocorrerd b + b, = b, como na figura
acima, e, entao,

A(ABH,) = A(ABC) + A(ACH,),

ou seja,
bih  byh by —by)h  bh
A(ABC)ZI__L:M:__
2 2 2 2
Para o caso em que B esteja entre H, e C, a demonstragao é analoga. ]
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Teorema 1.4. A drea de um paralelogramo € igual ao produto de qualquer uma de suas

bases pela altura correspondente.

Demonstracdo. Consideremos o paralelogramo PQRS, e escolhamos como base QR,

de medida b, e PH, a altura correspondente, de medida h.

Figura 1.9

A diagonal PR divide o paralelogramo em dois triangulos congruentes, PQR e

RSP, os quais, pelo Teorema 1.3, possuem a mesma area 5 Dessa maneira, pelo

Postulado 1.3,

bh  bh
A(PQRS) = 7 + = = bh.

O

Teorema 1.5. A drea de um trapézio € igual & metade do produto de sua altura pela

soma de suas bases.

Demonstragdo. Seja ABC D um trapézio cujas bases sdo os lados AB e CD. Tracemos

a diagonal AC para dividir o trapézio em dois triangulos:

Figura 1.10

Tracemos, ainda, as alturas CE, do triangulo ABC, e AF, do triangulo ACD.
Entdo teremos que AF = CE, ja que os lados AB e C'D sao paralelos. Usando o
Postulado 1.3 e o Teorema 1.3, temos:

A(ABCD) = A(ABC)+ A(ACD)
AB-CE  CD-AF
2 2
(AB+CD)-CE
2
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Teorema 1.6. A drea de um poligono reqular' de n lados ¢ iqual a , sendo

p o semiperimetro® do poligono.
Demonstrag¢ao. O n-agono regular (poligono regular de n lados) é a unido de n trian-

gulos isosceles, como na figura abaixo, em que O corresponde ao centro do poligono,

AB é um lado e OC ¢é o apotema® do poligono.

Figura 1.11

Considerando A(n) a area desse n-agono, P o seu perimetro, p seu semiperimetro,
AB =1e OC = a, temos:

P =nl (1.5)

An)=n-— (1.6)
Como o apdétema é perpendicular ao lado e, sendo o angulo ZCOA igual a ——, no
n

triangulo CO A, podemos estabelecer a seguinte relagao:

l 180°
—=atg| — ). 1.
j—ate () (1.7

Assim, de (1.5), (1.6) e (1.7), obtemos:

P2
A(n) = m,

e, como P = 2p, podemos reescrever essa ultima equacgao da seguinte maneira:

_ 7
A(n) = ntg (1800) :

n

L Poligono regular é aquele que possui os lados congruentes e os angulos internos congruentes.
2 Semiperimetro é a metade do perimetro.
30 apétema de um poligono é definido como o raio da circunferéncia nele inscrita. No caso de

poligonos regulares, o centro dessa circunferéncia e o centro do poligono coincidem, e os referidos

tridngulos isésceles que o compoem terao como altura relativa a base justamente o tal apétema.
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Teorema 1.7. A drea de um poligono reqular de n lados inscrito numa circunferéncia
o

nR?sen (2°2-)

P A n

de rato R € igual a 5

Demonstracao. Seja O o centro do circulo. Ligando-se cada um dos vértices do poligono

ao ponto O, formam-se n triangulos isésceles cujas bases sao os lados do poligono, os
360°

lados sao iguais e de comprimento igual a R e o angulo do topo mede

Figura 1.12

Sendo OAB um desses triangulos - os quais sao todos congruentes -, tracemos a

o

altura partindo do vértice A. Esta altura mede R sen (@) e o lado OB mede R.

n
o
) N . R%sen (22)
Logo, a area desse triangulo é igual a 5
o
nR?sen (22)
A n )

2

e a area total do poligono, portanto,

é igual a O]

1.1 Comprimento da circunferéncia e o nimero 7w

nsideremos um igono P, = A1As... A, tais qu i r 1, sejam
Consideremos oligono P, AlA A, tais que os A;’s, para cada i, seja
n

seus vértices, inscrito em uma circunferéncia, e denotemos por p,, = g A 1A+ AA
i=2

o seu perimetro. Vamos definir o comprimento da circunferéncia em termos de p,:

Definicao 1.7. Seja P o conjunto de todos os nimeros p, que sao perimetros de poli-

gonos A1 A, ... A, inscritos numa circunferéncia. O comprimento ¢ da circunferéncia

¢ definido por* ¢ = sup P, valor cuja existéncia é garantida pelo proximo teorema.

Teorema 1.8. Seja P o conjnto dos nimeros p,, perimetros de todos os poligonos
Ay ... A, inscritos numa circunferéncia, isto €, P = {pn | pn = Oy Ain1 Ai) + A A}

Entao P admite supremo.

Demonstragao. Consideremos o poligono A; ... A, inscrito na circunferéncia C' = C(O, r),

e seja () um quadrado contendo essa circunferéncia em seu interior.

40 ntimero sup P representa o supremo do conjunto P, segundo [4].
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Vamos considerar, na fronteira de @), os pontos @)1 ... Q, tais que (); é o ponto em

que OA; intersecta ), para ¢ = 1,...,n, como na seguinte figura:

Figura 1.13

Afirmamos, pois, que o perimetro do quadrado é um limitante superior para p,. De
fato, basta mostrarmos que, para cada i, vale a relacao A;_1A4; < Q;_1Q;.
Para tanto, consideremos o triangulo isésceles OA;_1A;, com base A;_1A;, e os

correspondentes pontos (Q;_1 e @; em ), com OQ;_1; > OQ);, como na figura:

Figura 1.14

Tracemos por @Q; o segmento P;Q;, paralelo a A,_;A;, determinando assim outro
triangulo isosceles, O P;(Q);, semelhante ao triangulo OA;_1 A;.

Como OA; < 0Q;, temos A;_1A; < PQ;. Ainda, como ZQ;P;Q;—1 é um &an-
gulo obtuso do respectivo triangulo, entao ZQ;Q;_1P; é agudo, de modo que teremos
Qi-1Q; > P,Q;.

Logo, Ai_14; < Q;—1Q;, e, assim, p,, é sempre menor do que > . Q;—1Q;, e entdo
pn € sempre menor do que o perimetro do quadrado, sendo este perimetro, portanto,
um limitante superior para P.

Pelo Axioma do Completamento® dos niimeros reais, P admite supremo. 1

O teorema seguinte nos diz que a razao entre o comprimento da circunferéncia e o

seu diametro é a mesma para todas as circunferéncias.

®Todo subconjunto de niimeros reais ndo vazio e limitado superiormente admite supremo.
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Teorema 1.9. Sejam dadas duas circunferéncias, C = C(O,r) e C' = C(O,r') de

/

. , . c c
comprimentos ¢ e c, respectivamente. Entao o = o
T T

Demonstracdo. Seja AB um dos lados de um poligono P, inscrito em C, ao qual
correspondera o lado A’ B’ de um poligono P inscrito em C’, obtido pelo prolongamento

dos raios que contém os vértices, como na figura:

Figura 1.15

Como os triangulos isésceles OAB e OA'B’ sao semelhantes, obtemos que
AL _ oA T g ' denot tivament metros d
— = — = —. Se e enotarem, respectivamente, os perimetros dos po-

r r
ligonos P, e P!, vale Pn _ —, ou seja, p., = —p,. Denotando P = {p,} e P’ = {p,},
Pn T r
/
r
como na Defini¢do 1.7, temos® P’ = —P, donde, por propriedades do supremo de um
r
7

/ /

subconjunto dos ntimeros reais’, segue:

/ /

/
r r r
supP' =sup —P = —supP = = —c,
r r r

/

tanto, — = < 0
e ortanto, — — —.
» P T or 27!

- c ,
A razao constante — é representada pela letra grega . Como ela é a mesma para
todas as circunferéncias, obtemos a férmula ¢ = 27r para o comprimento de qualquer

circunferéncia de raio r.

1.2 Area do Circulo

Lema 1.3. Seja C uma circunferéncia de comprimento ¢ = sup P, sendo P o conjunto

dos perimetros p, de todos os poligonos P, inscritos em C. Chamemos de malha de

6Sendo P um subconjunto dos niimeros reais e k uma constante, denotamos por kP o conjunto dos

nimeros da forma kp, com p € P.
"E valida a seguinte propriedade em relacdo ao supremo de um subconjunto dos ntimeros re-

ais: “Sejam P um conjunto limitado de nimeros reais positivos e £ um namero positivo. Entao

sup kP = ksup P
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um poligono o comprimento do seu maior lado. Para todo nimero € > 0, existe um
numero d > 0 tal que, se a malha de P, € menor do que §, entao p, > ¢ —e. Dizemos

que p, se aproxima de ¢ quando a malha se aproxima de zero.

Demonstracao. Dado € > 0, seja Qs = B1 B> ... B; um poligono de perimetro ¢, inscrito
na circunferéncia C, tal que ¢ > ¢ — %, cuja existéncia se verifica pela definicao de c.
Seja P, = A1 A, ... A, um outro poligono de perimetro p,, inscrito em C, cuja malha
é menor do que §, com § < —.
Consideremos o poligono %m = (105 ... C,,, de perimetro s,,, formado pela uniao
dos vértices de P, com os de Q,. Por exemplo, se P3 = A1 A3A3 e Q3 = By B3B3, entao

S € tal que m < 6 e, no maximo, teremos S,, = C1C5 ... Cs.

Figura 1.16

Aplicando a desigualdade triangular repetidas vezes, obtemos s,, > ¢,, ou seja,
€
Sy > C— —. 1.8
: (18)
Isto quer dizer que, a medida que acrescentamos vértices, o perimetro aumenta. Na
verdade, dados trés vértices, P, @ e R, de S,,, sendo P e R vértices de P, como na
figura, temos PR < PQ + QR, e o aumento é PQ + QR — PR, o qual aparece no

maximo s vezes, ja que had no méximo s possibilidades para Q).

Figura 1.17

Ainda ocorre que PQ + QR — PR < PR, pois PR & o maior lado do triangulo
PQR.
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Sendo 6 a malha de P,, temos:

€ €
m = TL< .5< - —_ = —, 19
S Pn < S s 55 = 3 (1.9)

De (1.8) e (1.9), chegamos a:

<S4
C—ppn<-+-=¢.
Pn=3575

O

Os dois teoremas que seguem dao, respectivamente, uma aproximagao por falta e

uma por excesso para a area de um circulo:

Teorema 1.10. Seja C um circulo de raio r. Existe uma sequéncia de regioes poligo-

nais requlares Ry, R, ..., todas interiores a C, tal que

lim A(R,) = 7r’.

n—oo

Demonstracao. Consideremos, como na figura, o circulo C' de centro O e raio r. Seja
R, uma regiao poligonal regular A; A, ... A,, inscrita na circunferéncia fronteira de C'.

Seja b, a medida de cada um de seus lados e a,, 0 apétema correspondente.

Figura 1.18

anby,

A érea da regiao poligonal R, é dada por A(R,) =n . Vejamos o que acontece
com A(R,) quando n — 0.

Como nb,, é o perimetro da linha poligonal A;A,...A,, temos nb, < 27r, ou seja,
b, < 27

Log%, a malha de R, (b,) tende a zero quando n tende a infinito, e isso implica que
lim nb, = 27wr. De fato, para comprovar isso, precisamos mostrar que, dado € > 0,
TeL;igote ng tal que 27mr — e < nb,, sempre que n > ng. O Lema 1.3 nos garante que, dado
e > 0, existe § > 0 tal que, se ) esta inscrito em C' e se a malha de ) é menor do
que ¢, entao o perimetro de () é maior do que 27r — e. Como a malha de R, é b,, que
tende a zero, deve existir ng tal que, para n > ng, b, < 9.

Logo, nb, > 2nr — € para todo n > ng, donde lim nb, = 27r.
n—oo
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Por sua vez, no tridangulo A; 10 A;, temos

bn bn
r<an+—:>r—5<an<r.

2
Logo, como lim b, = 0, temos lim a, = r, e, portanto,
n—oo n—oo
a,b 1 1
lim A(R,) = lim n—>" = = lim a, - lim nb, = =r - 271 = 770>
n—o00 n—o00 2 2 n—oo n—o00 2

O

Teorema 1.11. Seja C' um circulo de raio r e € um nimero positivo qualquer. Entao

existe uma regiao poligonal S, contendo C', tal que
A(S) < mr® +e.

Demonstra¢ao. Consideremos o circulo C' de centro O e raio r. Seja C’ outro circulo
de centro O, mas de raio ' > r. Sejam c¢ e ¢ os comprimentos das circunferéncias de
C e (', respectivamente.

Seja S = A} AL ... Al um poligono regular inscrito na circunferéncia de C’; e seja

Q = A1A,... A, o correspondente poligono regular inscrito na circunferéncia de C.

Figura 1.19

Sejam b/, a medida de cada lado de S, a], o apétema correspondente e a,, 0 apétema

/N,
- a,b
correspondente ao lado de Q). Entao A(S) =n ”2 &
C/ ,rJ ,r,l
Pelo Teorema 1.9, temos — = — e, portanto, ¢ = —¢, donde nb), < —c.
K 7;’ , T T
~ r .
Por semelhanga, temos —* = — e, entao, a,, = —a,. Assim, como a, <, temos:
ap, T r
AN / / 2
al b r r r
AS)=n"L=-".qa, -nb, <= —a, —c< —c,
2 2 2 r T 2r

e isto vale para todo n e para todo 1’ > r.

o
Escolhemos, pois, ' > r tal que 7’ < 4 /r2 4+ 2e—. Com esse C’ de raio r’ escolhido,
\ c

temos:

1/, r rc
A(S)<§(r —0—282)0—54-8.
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Como 7111_{1010 a, = r', segue que a,, > r para algum n, o qual nos dara a regiao
poligonal S que contém o circulo C'. Como ¢ = 277, temos

re2mr

A(S) < +e=mr’+e.

O

Teorema 1.12 (Férmula para Area do Circulo). A drea do circulo C' de raio v ¢ dada
por A(C) = r?.

Demonstracao. Consideremos o circulo C' de raio r. Seja Ry, R», ..., uma sequéncia de
regides poligonais regulares como no Teorema 1.10. Entao A(R,) < A(C), para todo
n. Portanto, mr? = ILm A(R,) < A(C).

Afirmamos que ?15000 podemos ter mr? < A(C). De fato, supondo que isso ocorra,

seja e = A(C) — mr? e seja S uma regiao poligonal como no Teorema 1.11.
Entao A(C) < A(S) < mr? + ¢ = A(C), uma contradigao. Logo, A(C) =rr%. O

1.3 Um pouco de histéria

Em seu Livro XII, Euclides prova que as areas de dois circulos quaisquer estao entre
si como os quadrados de seus diametros. Denotando por D um circulo de raio r, este
resultado implica que A(D) = cr?, para uma constante positiva ¢, que independe do
particular circulo escolhido. Além disso, ele ja conhecia o fato de que a razao entre o
comprimento da circunferéncia e o seu diametro era uma constante k que também nao
dependia da particular circunferéncia tomada. Porém, foi Arquimedes quem provou
que ¢ e k sao, na verdade, a mesma constante, a qual, a partir de 1737, foi chamada,
por Euler, de .

A area de um circulo de raio igual a 1 ja havia sido estimada pelos babilénios em
3,125, e, pelos egipcios, em 3, 16, cerca de 2 mil anos antes de Cristo.

Por volta do ano de 250 a.C., Arquimedes, comegando com o tridngulo equilatero
inscrito em um circulo de raio 1, por duplicacao do nimero de lados, chegou a uma
aproximagao por falta para 7, de 48[, sendo [ a medida do lado do poligono de 96 lados.
Trabalhando com poligonos circunscritos obteve a aproximagao, por excesso, de 22/7.
Ja no ano de 264, na China, Liu Hui obteve para 7 o valor 3,14159, isto é, com cinco
algarismos exatos.

No decorrer dos tempos, inimeros estudiosos se ocuparam em obter aproximacoes
para m com um numero cada vez maior de casas decimais, pratica que ainda conti-
nua com os supercomputadores. Em um artigo publicado na revista Science News,
1989, David e Gregory Chudnovski, da Universidade Columbia, nos Estados Unidos,
calcularam um valor aproximado de 7 com 1 bilhao de algarismos exatos, segundo [5].

Por sua vez, a referéncia [6] informa que a unidade radiano para medida de angulos

deve ter sido adotada objetivando a simplificacao de féormulas matematicas e fisicas
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como derivadas e integrais de fungoes trigonométricas e as expressoes para velocidade e
aceleracao em movimentos curvilineos. Ao que parece, a necessidade dessa nova medida
angular foi considerada independentemente pelo mateméatico Thomas Muir e pelo fisico
James T. Thomson. Posteriormente, foi discutida a sua necessidade, tendo sido para
ela adotado o nome de radian (radiano) como uma combinagao de radial angle. O
termo radiano apareceu impresso pela primeira vez em um exame escrito aplicado por
Thomson em 1873, embora os professores Oliver, Wait e Jones, da Cornell University,
na primeira reprodugao de seu manuscrito Notes on Trigonometry (1880), e em sua
segunda edicao impressa, ainda nao usavam o termo ‘radiano”’, mas se referiam a essa

PR

unidade como “m-medida”, “circular” ou “medida arcual”.



2 Maximizando a area e minimizando

o perimetro de poligonos

Neste capitulo apresentamos quatro problemas envolvendo o assunto do titulo,
tendo por base [7]. Os dois primeiros relacionados a triangulos e os outros dois, a
poligonos, em geral. Primeiramente demonstramos uma proposi¢ao que fundamenta a

resolugao desses problemas.

Proposicao 2.1. Dados dois pontos, P e (), do mesmo lado de uma reta r num
plano, a curva' de menor comprimento ligando P a Q e tocando r é formada pelos
segmentos de reta PA e AQ, sendo A € r tal que os dngulos ZPAN e /ZNAQ sdo
wguais. Designamos por ﬁ a semirreta ortogonal a v que tem origem A e que estd

contida no mesmo lado que os pontos P e Q). Veja a figura:

Figura 2.1

Demonstracao. O argumento todo se baseia no fato que a curva de menor comprimento

ligando dois pontos é o segmento de reta com extremidades nesses pontos. Usando isso,

IDefinimos uma linha através de pontos sucessivos que se deslocam no espaco, porém, se esses

pontos mudam de direcao, a figura descrita é definida como curva.

35
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vemos o seguinte:

1. A curva v de comprimento minimo toca r em apenas um ponto;

De fato, suponha, por contradi¢ao, que v toca r em dois pontos, A e A". Seja M
um ponto de v fora de r e tal que ao se percorrer a curva de A para M, passa-se
por A’. Entao a curva ' obtida a partir de v pela substituicdo do trecho AM

pelo segmento de reta AM tem comprimento menor do que o comprimento de 7.

. A curva 7 deve ser formada por dois segmentos de reta;

De fato, seja A o ponto em que 7 toca r. Entao, necessariamente, o trecho PA

da curva é um segmento de reta.

3. O ponto A é obtido como a interseccao da reta r com o segmento P'Q), sendo o

ponto P’ simétrico a P com relagdo a r. [ou seja, PP’ é perpendicular a reta r

e os comprimentos dos segmentos PC e CP’ sdo iguais|

De fato, se o ponto de contato de v com r fosse um outro ponto B, teriamos uma
curva de maior comprimento do que aquela tocando em A. Para constata-lo,
observe que os tridngulos PC'B e P'C'B sao congruentes, bem como os triangulos
PCAe PCA.
Assim, temos que:

PA=PAePB=PB,

e, como P’A+ AQ < P'B + BQ, obtemos que:

P'A+ AQ < P'B + BQ.

Finalmente, a igualdade entre os angulos ZPAN e ZNAQ é estabelecida pelo
seguinte argumento: os triangulos PC'A e P'C'A sao congruentes, donde os angulos
ZAPC e ZAP'C sao iguais. Por outro lado, pelo Teorema das Paralelas Cortadas por

uma Transversal?, temos que:
1. Os angulos ZAPC' e ZPAN sao iguais como angulos alternos internos;

2. Os angulos ZAP'C' e ZNAQ sao iguais como angulos correspondentes.

2.1 Problemas

2.1.1 Problema 1

Dentre todos os triangulos de mesma drea, qual é o de menor perimetro?

2Consulte referéncia bibliografica [2].
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E razoével esperar que exista tal tridngulo de menor perimetro, embora aqui néo
tratemos de sua existéncia, apenas presumindo-a. Assim, afirmamos que se trata do
tridngulo equilatero. De fato, suponhamos o contrario, isto é, que o triangulo ABC
possui dois lados, AB e BC, de comprimentos diferentes. Seja r a reta que passa
pelo ponto B e é paralela ao lado AC e seja D a interseccdo da reta r com a reta s,

perpendicular a r passando pelo ponto médio de AC. Veja a figura a seguir:

Figura 2.2

Logo, pela Proposicao 2.1, o triangulo ADC tem perimetro menor do que o do trian-
gulo ABC e, por outro lado, ambos os tridngulos tém a mesma area, por terem mesma

base e altura, uma contradicao. Logo, a solucao deve ser um triangulo equilatero.

2.1.2 Problema 2

Entre todos os triangulos de mesmo perimetro, qual € o de maior drea?

Novamente, supondo que o problema admite solugao, afirmamos que se trata do
triangulo equilatero. De fato, suponhamos que o triangulo ABC possui dois lados, AB
e BC, de comprimentos diferentes. Usemos as mesmas construcoes da resolucio do
Problema 1, e, entao, fagamos uso do seguinte fato: “existe um ponto D’ sobre a reta
s, acima de D, tal que:

AD' 4+ D'C = AB + BC”

Figura 2.3
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Logo, a area do triangulo AD'C' é maior do que a area do tridngulo ADC, a qual
¢ igual a area do triangulo ABC'. Ademais, os triangulos AD'C' e ABC tém o mesmo

perimetro.

Uma observacao importante consiste em que o “fato” usado na resolucao deste
problema segue de um outro fato mais bésico, que é o seguinte: “dado um ponto P
fora de uma reta r, seja O o ponto de interseccao de r com a reta s, perpendicular a
r passando por P. Os pontos de r podem ser correspondidos biunivocamente com os
nameros reais de modo que O corresponde ao zero e o ponto Aj, tal que OA; = 1,

corresponde ao numero real 1”. Veja a figura:

Figura 2.4

Assim, como a cada ponto arbitrario A corresponde um numero real x, entdo o
comprimento PA é uma fun¢ao continua em z. Além disso, PA assume o seu minimo
quando A = O, e é mondtona crescente, tendendo a oo quando A se afasta de O. Isso
segue trivialmente da expressao PA = vV PO? + z2.

O lema abaixo, de certo modo, complementa a informacao fornecida pela Proposicao
2.1. Numa linguagem intuitiva, ele essencialmente estabelece o seguinte, tendo por
referéncia a Figura 2.1: “imagine que o ponto B seja moével; entao PB+ B(@) ¢ mono6tona

em cada uma das semirretas em que o ponto de minimo, A, divide a reta r”.

Lema 2.1. Seja A a solugao do problema de minimizacao estudado na Proposicao 2.1.

Sejam B e By pontos da reta r tais que By se situa (estritamente) entre A e B. Entao:
PB+ BQ > PBy + B1Q.

Demonstracao. Como na Proposicao 2.1, seja P’ o ponto simétrico a P em relagao a
r. Entao a desigualdade a provar é equivalente a:

P/B+BQ>P/Bl+BlQ.

Observe que B; é um ponto do interior do triangulo P'B(Q). Logo, o nosso problema se

reduz a seguinte asser¢ao:
Sublema: “Seja D um ponto do tridngulo ABC, com D # B. Entao

AB+ BC > AD + DC™.
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Para demonstrar essa asser¢ao, seja E a interseccao da reta passando por A e D
com o segmento BC' (suponha que D néao pertence ao lado AC, pois, de outro modo,
a assergao seria trivial). Agora, usamos sucessivamente o fato de que, num triangulo,

qualquer de seus lados é menor do que a soma dos outros dois. Assim,
DE + EC > DC,
o que implica
AE+ EC > AD + DC. (2.1)

Por outro lado, temos:

AB + BE > AF

e, dai,
AB+ BC > AE + EC. (2.2)

Portanto, a desigualdade a provar segue de (2.1) e (2.2). O

2.1.3 Problema 3

Dentre todos os poligonos de n lados e mesma drea, qual deles tem o menor

perimetro?

Ainda no espirito de nao tratar da questao existencial, apenas supondo-a, afirmamos
que se trata do n-agono (i.e., poligono de n lados) regular, que é aquele que tem todos
os lados de mesmo comprimento e todos os angulos internos iguais. Seja ¢ a solugao.
Entao:

e © deve ser equildtero;
Suponha por contradi¢cao que ¢, que tem o menor perimetro, possui dois lados,
AB e BC, de comprimentos diferentes. Seja 7 a reta paralela a AC, como na

figura a seguir:

Figura 2.5

Pela Proposicao 2.1, existe B’ sobre r tal que:

AB'+ B'C < AB + BC.
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Logo, o poligono obtido substituindo-se os lados AB e BC' por AB’ e B'C tem a
mesma area do poligono original ¢, mas um perimetro menor. Logo, o poligono

¢ deve ser equilatero.

@ deve ser equidngulo;

Considere trés lados consecutivos, AB, BC e C'D, que ja sabemos terem todos o
mesmo comprimento. Suponhamos, ainda, que os angulos ZABC e ZBCD sao
diferentes. Para fixar as ideias, suponha que o primeiro angulo (de medida a) é

maior do que o segundo (de medida a’). Veja a figura a seguir:

Figura 2.6

Agora, escolhemos o ponto F' sobre C'D de modo que o angulo ZC'BF (de medida
b) seja tal que 2b < a—a’. Seja E o ponto sobre o prolongamento de AB de modo
que EC seja paralelo a BF. Seja ¢ a medida do angulo ZEBF e ¢ a medida do
angulo ZBF(C'. Temos, entao:

a+c—b=180°ed +c +b=180°,

donde:

d—c=a—ad —2b,

o que implica ¢ > ¢. Segue, entdao, do Lema 2.1 (demonstracao da desigualdade
na sequéncia) que:
BE + EF < BC + CF, (2.3)

e, substituindo a parte ABC'D do poligono ¢ por AEF D, obtemos um outro po-
ligono de mesma area e perimetro menor do que o de ¢, o que é uma contradicao.

Portanto, ¢ é de fato o n-agono regular.
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Demonstragao da desigualdade (2.3)

Vamos reformular a questao a fim de nao repousar na figura anterior, uma vez
que o angulo ¢ pode ser até mesmo obtuso. Assim, a questao é a seguinte: “Seja
BECF um quadrilatero cujos lados BF e EC sao paralelos e os angulos ZEBF
e ZCF B, de medidas respectivamente iguais a ¢ e ¢, sdo tais que ¢ < ¢’. Entao

vale a desigualdade (2.3).

Para demonstrar esse fato, seja X a interseccao da reta s, perpendicular a BF
passando pelo ponto médio, com a reta suporte de EC. Entdo ha duas possibi-
lidades: (i) £ e C estao do mesmo lado de X, e ai o resultado segue do Lema
2.1; ou (ii) E e C estao em diferentes lados de X e, neste caso, se designarmos
por C’ o ponto simétrico a C' com relagao a reta s, entao a desigualdade (2.3) é
equivalente a:

BE + EF < BC' + C'F,

que é precisamente o caso (i), pois C' e B estao do mesmo lado de X.

2.1.4 Problema 4

Dentre todos os poligonos de n lados e mesmo perimetro, qual deles tem a

maior drea?

Partindo das mesmas consideragoes existenciais anteriores, afirmamos que se trata,
também, do n-agono regular.

Vamos utilizar o resultado da Subsecao 2.1.3. Seja 1 o n-agono de maior area
dentre todos os n-agonos que tém o mesmo perimetro L. Designemos por S a area de
1. Se 1) nao for regular, existe um n-agono (regular) ¢’ de area S e perimetro L' < L.
Agora, vamos construir, a partir de ¢/, um n-agono, ¢, de perimetro L e area S” > S,
o que serad um absurdo. Tome dois lados consecutivos de ¢/, AB e BC, como na figura

abailxo:

______________________

Figura 2.7
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Agora, escolha um ponto B’ sobre a reta s, perpendicular a AC, de modo que:

[AB'+ B'C]—[AB+ BC] =L - L.

O poligono 9" é entao obtido de v’ substituindo-se os lados AB e BC por AB’ e B'C.



3 O Problema Isoperimétrico

Neste capitulo abordaremos alguns aspectos historicos do Problema I[soperimétrico,
a partir de [1], [8] e [9] e [10]. Ser& apresentada uma demonstragdo para o Problema
Isoperimétrico utilizando somente elementos de geometria Euclidiana plana, com base

na referéncia [9).

3.1 Um pouco de histoéria

Um exemplo importante do problema de otimizagao de areas diz respeito a figuras
isoperimétricas: dado um perimetro fixo, que formatos ou proporcoes de contorno
otimizam (maximizam) a &rea contida nesse contorno.

O Problema Isoperimétrico aparece em escritos gregos de Zenddor e Pappus. Porém,
nao é conhecida desde esta época nenhuma demonstragao formal de que é a circunfe-
réncia, a curva que maximiza a area para um perimetro fixo, embora o resultado ja
fosse aceito. Uma demonstragao formal surgiu apenas em 1870, com Weierstrass. Ou-
tros matematicos obtiveram provas mais concisas do problema, como o alemao Erhard
Schmidt, em 1939, cuja demonstracao é apresentada em [11].

As demonstragoes que existiam antes da apresentada por Weierstrass considera-
vam a existéncia de uma curva que maximizava a area, e, a partir dai, apresentavam
argumentos para mostrar que essa curva seria a circunferéncia. Assim, nao eram de-
monstragoes formais.

Durante a Idade Média, o resultado do Problema Isoperimétrico ja era muito uti-
lizado para a construcao de muros de protecao para as cidades. Tais muros eram de
pedra e a construgao era cara e trabalhosa. Sendo assim, era necessario utilizar-se de
um perimetro minimo para obter a area maxima. Consultando os mapas da época, de
fato, encontramos muros com formatos circulares ou semicirculares.

Consideremos, por exemplo, os mapas das cidades de Paris - Franga (semicircular),

Colénia - Alemanha (semicircular) e Braga - Portugal (circular).
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Figura 3.1: Mapa de Paris

Figura 3.2: Mapa de Colonia

Figura 3.3: Mapa de Braga

Referéncias historicas para a solucao do problema aparecem também na literatura.
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A obra épica “Eneida”, escrita pelo famoso poeta Virgilio (70 a.C. a 19 a.C.) (vide
referéncia [8]), retrata a solugdo do problema através da historia de um de seus perso-
nagens, a rainha de Cartago, Dido, também conhecida como Elisa.

O quadro abaixo, do século VI d.C., que se encontra na Biblioteca Apostoélica
Romana, é referente a uma passagem da Lenda de Dido que faz parte do Canto I do

referido classico “Eneida’:

Figura 3.4

Dido foi uma princesa fenicia no século IX a.C., na cidade de Tiro, as margens do
Mediterraneo, localizada onde hoje é o Libano. Seu irmao, o rei Pigmaliao, assassinou
seu marido, o grande sacerdote Arquebas, para subtrair-lhe seus tesouros. Temendo
sua propria morte, Dido fugiu em um navio com um grande nimero de seguidores
dispostos a fundar uma nova cidade, “Qart Hadash” (Cartago). No lugar escolhido para
a cidade (norte da Africa, também as margens do Mediterraneo, onde hoje é a Tunisia),
ela tentou comprar terras do rei local, Jarbas, para que pudessem se estabelecer. O
arranjo que conseguiu com o rei foi que so teria em terras o que pudesse abranger com
a pele de um boi. Dido e seu grupo decidiram, entao, cortar a pele em tiras tao finas
quanto possivel, emenda-las e com elas englobar, em forma de semicirculo, um terreno

beirando o mar. Observe-se a figura a seguir:
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Figura 3.5: Imagem de Dido e seu povo cortando o couro de um boi

A obra “Eneida” é a epopéia de Enéas de Troia que, depois de ter a cidade to-
mada por Agamenon, fugiu de navio com seus seguidores. Ele viajou, através do Mar
Mediterraneo, da Asia Menor até finalmente aportar na Italia e fundar Roma. Na via-
gem, parou em Cartago e conheceu Dido, que por ele se apaixonou. Jupiter interveio,

ordenando Enéas que a abandonasse, e este, desesperado, suicidou-se.

Figura 3.6: A personagem, a obra e o autor

3.2 Demonstracao usando apenas geometria plana

Temos o objetivo de responder a seguinte pergunta: “Dado um determinado com-
ment l l imples* had ment delimit
primento, qual a curva plana, simples' e fechada com esse comprimento que delimita

a maior drea possivel?”
Para tanto, observaremos que, dentre os triangulos que possuem dois lados de medi-

das fixas, o tridangulo retangulo é o que possui maior area. Deste resultado, mostraremos

'Dizemos que uma dada curva é simples se ela nao se autointersecta.
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que a semicircunferéncia é a curva plana aberta, com extremos em dois pontos de uma
reta, que engloba a maior area e, a partir de entao, concluiremos que a circunferéncia
¢ a curva plana fechada que engloba a maior area.

Resolveremos esse problema utilizando alguns resultados que virao na sequéncia,

mas antes apresentaremos e discutiremos a seguinte definicao:

Definicao 3.1. Uma curva plana é uma func¢ao continua definida em um intervalo I
com valores em R?. Seja P : [a,b] — R?* uma curva. Os pontos P(a) e P(b) sao

chamados extremos da curva.

Nas figuras abaixo, apresentamos algumas curvas. Na primeira, os extremos sao
distintos (P(a) # P(b)) - chamamo-la de aberta - e ela se autointersecta, isto é, dois
valores distintos de t originam o mesmo ponto (parte (a)). Na segunda curva, como
P(a) = P(b), chamamo-la de fechada, embora ela também se autointersecte num ponto
diferente dos extremos (parte (b)). Quando uma curva ndo possui autointersecgoes

(além dos extremos, eventualmente), dizemos que a curva é simples (parte (c)).

Figura 3.7

Definicao 3.2. Um conjunto convexo € um conjunto com a sequinte propriedade:
dados dois de seus pontos, o segmento de reta que os une também estd inteiramente

contido no conjunto.

Proposigao 3.1. Seja Fy uma figura plana limitada nao convexa, cuja fronteira seja
uma curva plana simples e fechada, Cy. Entao € possivel encontrar uma figura plana
convezxa, F|, de drea maior do que a de Fy, tal que sua fronteira, C7, seja uma curva

plana simples e fechada, de comprimento igual ao de C.

Demonstracao. Como F} nao é convexa, existem pontos P e () em F) tais que o seg-
mento PQ ndo esteja contido em Fy. Sendo A e B os pontos de interseccao do segmento
PQ com C| tal que ABNC, = {A, B}, refletimos uma das partes de C; com extremos
em A e B em relagao a reta que contém PQ, obtendo uma nova figura, F}, com fron-
teira C7], de mesmo comprimento que o de C}, porém com area maior do que a de Fj.

Observe a figura a seguir:
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Figura 3.8

Se F| ainda nao for convexa, repetimos o raciocinio até encontrarmos uma figura

F, convexa?. O

Com base na proposicao anterior, podemos concluir que figuras isoperimétricas sao
sempre convexas.

Além disso, a proposi¢ao anterior nos conduz ao seguinte corolério, cuja demons-
tracao é semelhante, uma vez que o segmento AB permanece inalterado na sequéncia
de figuras obtidas de F}.

Corolario 3.1. Seja C7 uma curva plana, simples e aberta, situada de um mesmo
lado de uma reta r e com extremos A e B nessa reta. Suponhamos que a curva fechada
C, U AB seja fronteira de uma figura limitada, Fy, ndo conveza. Entdo eviste uma
curva Cs, plana, simples e aberta, de mesmo perimetro que o de Ci, com 0s mesmos
extremos A e B em r, tal que Co U AB seja fronteira de uma curva convexa com drea

maior do que a de F}.

Proposicao 3.2. Dentre todos os tridngulos com dois lados de comprimentos fizos, o

de maior drea € o tridngulo retdngulo que possui esses lados como catetos.

Demonstragao. Sejam BC e AC dois segmentos de medidas fixas a e b, respectiva-
mente. Sejam a a medida do angulo ZAC'B e h a medida da altura do triangulo ABC
relativa ao vértice A, como na figura:

A area S desse tridngulo pode ser calculada por:

ah  absen«
g = T
2 2

observando-se que h = bsena independentemente de o ser agudo, reto ou obtuso,
devendo-se, nesse ultimo caso, observar que sen(m — /) = sen a.
Como 0 < sena < 1 para 0 < a < m, concluimos que S assume o maior valor

possivel quando sena = 1, ou seja, a = 7/2, como queriamos demonstrar. (]

2Dependendo da escolha dos pontos P e @ em cada nova figura construida, pode ser que Fj
seja encontrada por um “processo limite” de figuras obtidas a partir de F;. No entanto, escolhas

convenientes de P e () conduzem a um numero finito de figuras.
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Figura 3.9

Proposicao 3.3. Seja Fy uma figura plana convexa cuja fronteira seja composta por
uma curva Cy plana, simples, aberta, de extremos A e B e de comprimento p, unida
com o segmento AB. Suponhamos que, nessas condicoes, Fy tenha drea mdzima. Entdo

Fi € um semicirculo.

Demonstracao. Vamos supor que F| nao seja um semicirculo. Entao existe um ponto
C € C; tal que ABC nao é um triangulo retangulo, uma vez que, se ABC fosse
retangulo para todo C € (Y, F} seria um semicirculo.

Como Fj é convexa, os segmentos AC e BC estdo contidos em F}, isto &, o tridngulo
ABC esté contido em F,. Sejam F, e Fy as figuras sobre AC' e BC, de tal modo que
F,=FUAABCU F3.

Consideramos agora o triangulo A'B’C’, retangulo em C’, de tal modo que
A'C" =2 AC e B'C" =2 BC. Pela Proposicao 3.2, a area de A’B'C’ é maior do que
a area de ABC. Consideramos, entao, a figura F| = F; U A'B'C" U F3, denominando

sua fronteira por Cy U A’B’. Portanto, F| tem fronteira composta por uma curva Cy

plana, simples e aberta, de extremos A’ e B’ e comprimento p, unida com o segmento

A'B’. No entanto, a area de F| é maior do que a de F}, contrariando a hipdtese.

Figura 3.10

Caso F] nao seja convexa, pelo Corolario 3.1, é possivel tomar F|' convexa, com
fronteira C5U A’ B’ e area maior do que a de FY, contrariando as condigoes da hipotese,
que diz que F} tem area maxima.

Logo, F; é um semicirculo. (|
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Teorema 3.1 (Teorema Isoperimétrico). Dado um comprimento fixo, dentre todas as
figuras planas, fechadas, convexas e de perimetro iqual a esse comprimento, o circulo

€ a que Possui maior drea.

Demonstracao. Suponhamos que a figura de maior area, Fi, nao seja um circulo. Seja
2p o comprimento da fronteira C; de F;. Tomemos os pontos A e B em C; de modo
que o comprimento da curva, em C7, de A até B, seja igual a p. Denominemos as duas
partes de (', determinadas por A e B, por Cy e C3. Logo, F} = F, U F3, sendo F; a
figura com fronteira Cy U AB e Fj a figura com fronteira C5 U AB, ambas com &rea
méaxima. Assim, F5, ou F3 ndo é um semicirculo e possui area maxima, contradizendo

a Proposicao 3.3. U
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Aplicacoes

Problemas envolvendo maximizacao de areas para perimetros fixos podem ser muito
motivadores tanto nos Ensinos Fundamental e Médio quanto no Ensino Superior.

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicagoes que podem ser abordadas pelos
professores, tanto no Ensino Fundamental como no Ensino Médio. Utilizaremos um
programa computacional e um video desenvolvidos para o Projeto M3, parceria MEC-
UNICAMP para a produgao de material didatico de matemética para o Ensino Médio.
Sao de livre utilizagao, atualmente disponiveis no enderego http://m3.mat.br.

Alguns dos programas computacionais desenvolvidos dentro do Projeto M3 tratam
especificamente de problemas de otimizagao de areas a partir de perimetros fixos.

Mostraremos nesta segao o programa computacional ‘Otimizacao de Janelas’; o
material audiovisual “A Lenda de Dido”, o qual, para melhor compreensao, recomen-
damos assistir previamente ao video, disponibilizado atualmente no mesmo endereco

supracitado.

4.1 Otimizacao de janelas

Sinopse

Este software ilustra um processo de otimizacao utilizando polinémios do segundo
grau. Nele, é considerada uma situagao hipotética em que o objetivo é encontrar a
janela retangular que tem a maior area dentre as que tém perimetro fixo. As fungoes
que descrevem estas situagoes sao polinomios do segundo grau com dominio restrito.
O caminho de investigacao proposto parte da percepgao visual dos valores por meio de

graficos dinamicos e induz & modelagem do problema por fungoes.

Contetudos
e Funcoes: funcao quadratica;

o Geometria: perimetro e érea.
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Objetivos

1. Despertar a percepcao da variagao de valores de uma funcao de uma variavel;

2. Modelar matematicamente uma situacao por meio de uma fun¢ao determinando
restrigoes em seu dominio;

3. Investigar o comportamento da fungao polinomial do segundo grau, particular-

mente com respeito a valores maximos e minimos.

Duracgao

Uma aula dupla.

Recomendagao de uso
Sugerimos que a unidade seja utilizada em duplas e que os alunos levem papel e

lapis para a sala de informatica.

Material relacionado

e FExperimentos: ‘Otimizacao da Cerca’, ‘Poligonos e Circulo’ e ‘Qual é o prisma
de maior volume?’

e Videos: ‘A Lenda de Dido’ e ‘Roda de Samba’.

e Softwares: ‘Otimizacao do Arco Ferradura’, ‘Otimizacao de Janelas com topo
triangular’ e ‘Otimizagao do Arco Romano’.

e Audio: ‘O que é uma paréabola?’

Introducao

Figura 4.1

No dia-a-dia, ¢ muito comum encontrarmos problemas que exigem otimizacao. Por
exemplo, numa fabrica, estamos sempre interessados em minimizar o tempo de produ-
¢ao e maximizar o lucro. Do ponto de vista da matematica, isto equivale, em geral,
a procurar valores méximos e minimos de uma fungao. Neste software, vocé terd a
oportunidade de realizar atividades que ilustram um processo de otimizagao, utili-

zando polinémios do segundo grau. No caso de uma janela, uma maior iluminagao esta
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vinculada a uma maior adrea. Nos problemas aqui propostos, vamos considerar uma
situacao hipotética em que, a partir de uma medida fixa de contorno, procuramos a
janela que possui a maior area.

Problemas dessa natureza sao denominados isoperimétricos, e sempre estiveram

presentes na historia da matemaética.

Estrutura do software

Este software é composto por duas atividades, a primeira mais longa e que conduz
o aluno desde as primeiras impressoes sobre o problema até a sua algebrizacao, analise
do grafico da fungao e conclusao; e na segunda, por sua vez, o objetivo é visualizar
o problema mais geral e permitir uma melhor compreensao das expressoes algébricas

envolvidas.

Figura 4.2
4.1.1 Janelas retangulares

O problema aqui apresentado é o de otimizagao de janelas retangulares.

Figura 4.3
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Esta atividade é dividida em 5 partes, além de uma parte final, com o objetivo de
consolidar e generalizar as conclusoes da atividade 1.

O objetivo das 3 primeiras partes ¢ investigar e analisar, por meio da visualizagao
dindmica, como varia a area do retangulo a medida que a base aumenta, mas o peri-
metro permanece fixo e igual a 400 cm. Além disso, o desenvolvimento é direcionado a
investigar as medidas possiveis para a base da janela retangular (dominio da fun¢ao).

Ao final da parte 3, é apresentada uma pergunta a ser respondida no caderno, a
qual poderé ser comentada pelo professor em algum momento apropriado, como, por
exemplo, durante o fechamento na aula seguinte ao uso do software.

Na parte 4, é solicitada uma expressao para a area da janela retangular em termos
de sua base, de forma que, denotando por x a medida da base do retangulo, obtém-se
a regra que define sua fungao area, A(z).

Na parte 5, é apresentado o grafico dessa funcao com o objetivo de, por meio
da visualizagao e da movimentagao de um ponto, investigar a maior area possivel e,
também, as dimensoes aproximadas do retangulo de area maxima.

Finalmente, a parte final, chamada C, apresenta algumas conclusoes para o pro-
blema, com algumas perguntas a fim de que o aluno reflita sobre os fatos observados.

Ao final desta parte, é citado o seguinte resultado mais geral:

“Dentre todos os retangulos de mesmo perimetro, o quadrado é

aquele que tem a maior area.”

Esse resultado pode ser justificado da seguinte forma. Sendo p o perimetro fixo e x a
medida da base do retangulo, sua altura é h = p —x esuadareaé A(x) = hx = —$2+]2:L’,
com z variando entre 0 e p/2. ’

Vamos determinar, entao, o valor da base x — em func¢ao de p — para o qual a area
do retangulo correspondente ¢ méxima. Somando e subtraindo p?/16 a expressao da

area, temos:

Alz) = —xz—l—gac
2 2

N (N R R

= 6 16 T ta”

ou seja,

a2

Como x varia entre 0 e p/2, o maior valor de A(z) ocorre quando = = p/4. Neste
p p
5 =

caso, h = = -t = Portanto, as dimensoes do retangulo de &rea ma-

INIES

xima com perimetro p sdo © = h = p/4, ou seja, ¢ um quadrado cuja area é igual a
A(p/4) = (p/4)? = p?/16. Notemos que, no grafico da fungdo A(z), o ponto
(p/4, A(p/4)) & o vértice da parabola.
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4.1.2 Qual o melhor retangulo?

A atividade 2 apresenta uma animacgao comparando as areas de um retangulo e de
um quadrado de mesmo perimetro. Ela pode ser vista quantas vezes forem necessarias,
e permite perceber claramente que a area do quadrado é maior do que a &area do
retangulo. Além disso, a animacao sugere uma forma simples para calcular o quanto a
area do quadrado é maior do que a do retangulo. Finalmente, outra parte da atividade
solicita que a expressao dessa diferenca seja apresentada em fungao do perimetro.

Note-se que a expressao final (*) da area do retangulo, exibida na segao referente
a atividade 1, descreve exatamente a relacao ilustrada na animacao, pois a area do
retangulo pode ser vista como a area do quadrado maior menos a area do quadrado

menor.

Conclusoes

A seguir, vamos comentar as questoes do final da parte 3 da atividade 1, sugeridas

para serem respondidas no caderno:

Questao para o caderno: 1A (atividade 1)

“Analisando os valores da tabela, descreva como varia a drea do retingulo
a medida que a base aumenta. Ao escrever, diga se € verdade que, quanto

mator € a base, maior € a drea.”

Figura 4.4

Nesta questao, é esperado que os alunos concluam que, ao variar a medida da base

entre 0 e 100, a area do retangulo aumenta. A partir de 100, a area comeca a diminuir.
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E provavel que os alunos nao localizem exatamente o valor 100, a partir do qual a area
comeca a diminuir, mas deverao pelo menos notar que, & medida que a base varia de
zero a 100, a area comega a aumentar e, apos algum valor, comega a diminuir. Talvez

seja o caso do professor sugerir uma melhor distribui¢ao de valores para a base.

Questao para o caderno: 2A (atividade 1)

“Encontre dois retangulos com perimetro igual a 400 cm e que tenham a
mesma drea, mas cujas bases sejam diferentes. O que vocé pode dizer

sobre eles?”

Nesta questao, é esperado que os alunos notem que se invertermos a ordem dos
valores das medidas da base e da altura da janela, as &reas correspondentes nao se
alteram.

Uma sugestao para aprofundar a discussao de problemas de natureza isoperimétrica
com os alunos é dada no esquema a seguir. Para um perimetro p fixado, comparar e

fornecer o percentual de aumento:
e A area do quadrado com a do hexagono;
e A area de um hexagono com a area do circulo;

e A area de um poligono regular de n lados com a area do circulo.

4.2 Guia do professor para o video “A Lenda de Dido”
(versao texto)

Série

Matemética na Escola.

Contetdo
O problema isoperimétrico.
Area Méaxima.

Duracgao

Aproximadamente 10 minutos.

Objetivos

1. Apresentar o problema isoperimétrico;
2. Apresentar aspectos historicos relativos ao problema;

3. Aplicar as solugoes do problema em situagoes reais, com restrigoes.
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Material relacionado

o FEzxperimentos: Otimizagao da Cerca, Caixa de Papel.
e Videos: Naturalmente.

o Softwares: Otimizagao de Janelas, Janelas em arco romano, Janelas em arco

ferradura.

Sinopse
A fazendeira Elisa comprou tela para fazer um cercado para as ovelhas na sua fa-
zenda e, na busca do melhor formato para o cercado, ela acaba conhecendo a princesa

Dido. As duas descobrem que possuem algumas coisas em comum.

Sobre a série

A série “Matematica na Escola” aborda o conteiido de matematica do ensino médio
através de situacoes, ficcoes e contextualizagoes. Os programas dessa série usualmente
sao informativos e introdutérios em relacao a um assunto a ser estudado em sala de aula
pelo professor. Os programas sao ricos em representagoes graficas para dar suporte ao

contetiddo matematico e pequenos documentéarios trazem informagoes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa aborda um problema isoperimétrico em uma situacao real. A fazendeira
Elisa tem oitenta metros de tela e pretende fazer um cercado para suas ovelhas. A
princesa Dido surge para ajuda-la a escolher o melhor formato para tal cerca.

A apresentacao da Lenda de Dido, presente no épico Eneida do poeta Virgilio,
escrito no século I a. C. ilustra que a solugao do problema isoperimétrico ja era conhecida
h& muito tempo, aparecendo em escritos dos gregos Zenodoro e Pappus ([12]).

O primeiro resultado apresentado no programa é que, dado um poligono nao con-
vexo, ¢ sempre possivel encontrar um outro poligono convexo de mesmo perimetro e

area maior.

Figura 4.5

Neste caso, utiliza-se uma reflexao de um vértice V' que caracterize o poligono como
nao convexo através da reta definida pelos dois vértices adjacentes aquele. Como pode

ser também observado, se considerarmos o poligono em que as duas arestas que partem
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de V sao substituidas por uma tnica aresta que liga os dois vértices adjacentes a V',
obtemos um poligono convexo com numero de lados menor, perimetro menor e area
maior ([13]).

Dentre todos os poligonos convexos com o mesmo nimero de lados e mesmo pe-
rimetro, o poligono regular é o que possui maior drea. Uma demonstragao para este
fato pode ser feita por indugao sobre o numero de lados ([11]). A partir de um poli-
gono qualquer, constréi-se inicialmente um poligono equilatero! e depois um regular,
mantendo o niumero de lados e aumentando a area a cada passo.

No programa ¢é realizada uma comparagao entre dois quadrilateros: um quadrado
de lados medindo 20 metros e um retangulo de lados medindo 10 metros por 30 metros.
Mantendo fixo o perimetro de 80 metros, é possivel utilizar maximos e minimos de uma
funcao do segundo grau para mostrar que, dentre todos os retangulos, o quadrado é
o que possui maior area. De fato, sejam a e b os lados do retangulo, de modo que
2a 4+ 2b = 80, ou seja, a + b =40 (i). A funcao area ¢ dada por: A = a - b (ii); assim,
isolando-se b em (i) e depois substituindo-o em (ii), teremos A = a(40—a) = —a*+40a,
com ¢ variando de 0 a 40 metros. O grafico da fungao area serd, portanto, uma parébola
concava para baixo. Enxergando A como funcao de a, temos que o seu valor méximo
é atingido em a = 20, que é associado, no gréfico, ao vértice da pardbola, o ponto
(20, 400).

Por outro lado, quando se comparam apenas poligonos regulares de mesmo perime-
tro, verifica-se que o de maior area é justamente aquele com maior nimero de lados, e
a verificacao disto pode ser realizada utilizando-se a expressao geral para o calculo da

area de um poligono regular de n lados, ja deduzida no Teorema 1.6, a saber:

I

note (2)

na qual p representa o semiperimetro do poligono, isto é, a metade do seu perimetro, e n,
o niimero de lados da figura?. Como a sequéncia de areas (A,,) é crescente®, temos que a
area cresce em funcao do ntimero de lados, n. A partir de uma consideragao envolvendo
poligonos regulares de n lados, inscritos e circunscritos a uma mesma circunferéncia,
pode-se concluir que a area do poligono de n lados e perimetro fixo converge para a
rea de um circulo de mesmo perimetro ([11]). E interessante observar que a dedugdo
de Arquimedes para a area do circulo utiliza justamente essa aproximacao.

. , . . . . A . T ~ -
Tudo isso é equivalente a dizer que o limite da sequéncia n - tg (—) é 0 nimero que
n

2
.. . N p
tradicionalmente denominamos 7, de sorte que a sequéncia (A,,) converge para .
T

L Poligono equildtero é um poligono que tem todos os lados de medidas iguais.
2Em textos atuais de matematica, quando néo se especifica a unidade de medida do a4ngulo, assume-

se que é o radiano, abreviado rd, e definido por: 1 rd = (180/7)°.

4

3Uma forma de provar este fato é através do calculo diferencial. Mostra-se inicialmente que a

~ 6 - . .
fungao f(y) = BY & crescente e, entdo, conclui-se que, para y = 7/n, quanto maior o valor de n,

menor o valor da funcdo que estd no denominador da expressao de A,.
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A prova de que, para um perimetro fixo, a circunferéncia é, de fato, a curva que
contorna a maior area possivel é estabelecida no classico teorema da desigualdade
isoperimétrica:

Teorema 4.1 (Desigualdade Isoperimétrica). Toda curva fechada simples de compri-
2

mento | cerca uma drea menor do que ou igual a . e esse valor so € atingido se a
T

1
curva em questao for um circulo de raio o
s

H4 diversas demonstragoes para essa desigualdade, utilizando geometria plana ou
mesmo célculo diferencial. Uma referéncia ¢ o artigo [11].

No programa, entretanto, o problema isoperimétrico é abordado com algumas res-
trigoes. A primeira delas é construir um cercado com maior érea possivel, tendo um
dos lados definidos, a saber, a margem de um rio. Neste caso, a demonstracao do
resultado é feita por contradicao, utilizando o teorema anterior. Como, na margem
do rio, nao sera utilizada nenhuma cerca, a solucao para este problema isoperimétrico
deve ser um semicirculo. De fato, se a solucao fosse outra curva C, ao adicionarmos a
tal curva a sua reflexdo relativa & margem do rio (suposta retilinea), obterfamos uma
curva diferente do circulo como curva fechada de maior area e perimetro igual ao dobro

do comprimento de C.

Figura 4.6

A outra restricao diz respeito ao uso de mouroes para a construcao das cercas. No
programa, a restricao é de quatro mouroes, e, neste caso, um argumento semelhante
ao utilizado acima mostra que a solucao do problema isoperimétrico ¢ a metade de um
hexagono regular. Uma proposta de solucao com base na metade de um quadrado é
explorada no video, contrastando com a solugao real, que é a metade de um hexégono

regular.
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Figura 4.7

No caso geral, que pode ser discutido com os alunos, a solucao para o uso de n

mourdes serd a metade do poligono de 2(n — 1) lados.

4.2.1 Sugestoes de atividades

Antes da execucgao do video

Solicitar aos alunos que calculem a area de diversos poligonos de mesmo perime-
tro, para que verifiquem que figuras com mesmo perimetro podem ter areas diferentes.
Por exemplo, dado um perimetro de 120 cm, calcular as areas de retangulos diversos,

quadrado, triangulos, inclusive o equilatero e o hexdgono regular.

Depois da execucao do video

Sugestoes de atividades para os alunos:

Poligonos nao convexos: A partir de um poligono nao convexo fornecido, o professor
pode solicitar aos alunos que encontrem um poligono convexo com maior area. Se
os alunos apresentarem como resultado um poligono convexo de mesmo nimero
de lados, propor entao que eles encontrem um com menor ntamero de lados, maior

area e menor perimetro.

Retangulos de mesmo perimetro: Propor que os alunos demonstrem que, de todos

os retangulos de mesmo perimetro, o quadrado é o que possui maior area.

Foéormula da area de um poligono regular de n lados: Deduzir, a partir da de-

composi¢ao em triangulos e expressoes trigonométricas, a formula para o calculo
2
p

n-tg(7)

Construgao de graficos: O professor pode solicitar aos alunos que calculem o va-

da area A, = de um poligono regular de n lados e semiperimetro p.

lor das areas de diversos poligonos regulares de mesmo perimetro com o uso de
uma calculadora cientifica ou programas computacionais e depois facam a re-

presentacao grafica dos valores. Apoés a apresentagao dos graficos, o professor



Guia do professor para o video “A Lenda de Dido” (versao texto) 61

pode explorar a idéia de limite, mostrando que a sequéncia dos valores das areas

converge para a area do circulo de mesmo perimetro.

Problemas semelhantes: Solicitar aos alunos que resolvam problemas semelhantes
ao apresentado no programa, alterando o nimero de mouroes, ou ainda colocando

outras restrigoes.
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