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Resumo 

Neste trabalho são apresentados resultados para as contribuições térmi- 
cas na evolução de detetores de Unruh, comparando-se, em parte, tais re- 
sultados com os obtidos por meio do Eletromagnetismo semi-clássico. Nesta 
comparação torna-se evidente a importância do spin das partículas conside- 
radas seja como detetores seja como modos do campo que interagem com 
o detetor. No estudo aqui apresentado o campo é sempre um escalar, mas 
o detetor de Unruh representa um elétron, que apresenta spin semi-inteiro; 
neste caso o tratamento semi-clássico demonstra que é importante conside- 
rar correções na energia devidas ao spin - esta é a precessão de Thomas. Em 
todo este tratamento para obtenção das correções térmicas a temperatura 
do banho térmico de partículas foi colocada via função de Green térmica. 
Não é, porém, necessariamente claro como colocar a temperatura em um 
contexto mais amplo: qual é, se existe, a conexão entre temperatura e spin 
de um sistema de partículas? Tal dúvida relaciona-se com a questão de como 
transformar a temperatura em diferentes referenciais, que é o assunto de um 
dos capítulos desta dissertação: a temperatura pode ser vista como parte de 
um 4-vetor, de um spinor ou de algum outro tipo de objeto matemático? 

Palavras-chave: detetores, aceleração, temperatura, banho térmico 

Áreas do conhecimento: 1.05.01.02-9, 1.05.01.03-7,1.05.01.04-5. 



Abstract 

In this Work we present corrections for the evolution of Unruh detectors in 
the presence of thermal baths, comparing this results with the ones obtained 
by means of semiclassical Eletromagnetism. In this comparation becomes 
evident the importance of the particle’s spin, considered as detectors or as 
modes of the interacting íield. In this study the field is a scalar one, but 
the Unruh detector represents an eletron, which is a fermion; in this case 
the semiclassical treatment shows that is important to consider corrections 
in the energy due to the spin - this effect is the Thomas precession. During 
aU this treatment of Unruh detectors the temperature of the thermal bath 
was introduced by means of a thermal Green function. However, it’s not 
necessarily clear how to introduce the temperature in a more wide context: 
which is the conexion between temperature and spin? This doubt is related 
with the question of how to transform the temperature in different frames: 
can the temperature be seen as part of a 4-vector, a spinor or some other 
kind of mathematical object? 

Key-words: detectors, a:celeration, temperature, thermal bath 
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1. Visão geral 

Detetores movendo-se num banho térmico de partículas escalares, acelerados 
ou com velocidade constante: eis os personagens e o cenário principais deste 
trabalho; o roteiro é também simples, centrado na busca de respostas para uma 
única questão: o que se pode esperar, de não trivial e novo, desta combinação 
de ‘fótons escalares’ e detetores? 

Antes de começar, contudo, se faz necessário apresentar em maior profun- 
didade os protagonistas desta busca, que são os detetores. Este é um trabalho 
de Física Teórica, e assim detetores, neste caso, serão sistemas genéricos, 
idealizados, que têm a capacidade de interagir com o meio externo através da 
troca - absorção ou emissão - de partículas escalares; tais sistemas detetores, 
por simplicidade, terão apenas dois níveis de energia, o estado fundamental e 
um estado excitado, com um intervalo de energia bem definido entre estes dois 
níveis, tal como medido no referencial próprio do detetor; a interação com o 
campo escalar é que permite a excitação ou desexcitação do sistema. A esse 
tipo de detetor hipotético dá-se o nome de detetor de Unruh-De Witt, e na 
prática qualquer sistema de dois níveis serve como exemplo; em especial um 
elétron com seus dois níveis de spin, ‘up’ e ‘down’, é um destes detetores: o 
campo escalar pode ser usado para aproximar o comportamento dos fótons 
que podem alterar a orientação do spin. 

Assim, em resumo, os detetores deste trabalho serão elétrons, acelerados 
ou não, movendo-se em uma região preenchida por um banho térmico de 
partículas escalares, que fazem o papel de fótons; o spin destes elétrons é 
um parâmetro que pode assumir apenas dois valores, funcionando como um 
filtro de energia para os ‘fótons’ do banho térmico que irão interagir com o 
elétron. Note-se que deste modo os elétrons são detetores que contam quan- 
tas partículas com uma energia bem definida existem no banho térmico; tal 
contagem fornece uma distribuição das partículas do banho por energia, o 
que pode ser usado para determinar a temperatura do banho térmico. Logo, 
pode-se falar, neste caso, do uso de elétrons como termômetros. 

Voltando agora á pergunta inicial, pode-se dizer que é já bastante co- 
nhecido o resultado obtido para um detetor de Unruh acelerado num vácuo 
inercial: o detetor não percebe o vácuo do mesmo modo que um observador 
em repouso em relação a este vácuo, ‘sentindo’ um banho de partículas cuja 
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térmica na evolução 

de detetores de 
Unruh 

Efeito FDU 
(Fulling-Davies- 

Unruh) 
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distribuição indica uma temperatura proporcional a sua aceleração própria 
- a temperatura de Unruh. Os cálculos principais deste trabalho são uma 
extensão deste problema, feitos para um detetor acelerado não mais no vácuo, 
de modo a verificar-se até que ponto o banho térmico já existente compete na 
excitação do detetor com o banho ‘criado’ pela aceleração - e é aí que aparecem 
novos resultados. Em condições alcançadas por elétrons em aceleradores de 
partículas, as acelerações típicas são da ordem de o = 3 X o que 
corresponde a uma temperatura de Unruh da ordem de ha/2'Kck = 1200ÍT. 
Sendo este valor apenas 4 vezes superior que as temperaturas de laboratório, 
seria interessante considerar um detetor acelerado em um banho térmico de 
fundo ao invés de no vácuo, de modo a investigar-se em que medida correções 
de temperatura finita devem ser levadas em conta quando do teste do efeito 
Unruh sob reais condições de laboratório. 

Como a excitação do detetor pode representar a depolarização do elétron, 
já que ambos os sistemas compartüham a característica comum de serem sis- 
temas de dois níveis, pode-se mostrar que em condições reais de aceleradores 
a maior contribuição para a resposta do detetor vem do vácuo inercial, tor- 
nando a contribuição devida à presença do banho térmico pouco importante. 
Isto corrobora a idéia usual de considerar os elétrons como sendo acelerados 
no vácuo de Minkowski, quando testando o efeito Unruh em anéis de colisão. 

Por uma questão de completeza o problema do aparecimento de uma depo- 
larização de feixes de elétrons em aceleradores de partículas é mostrado, neste 
trabalho, inicialmente num tratamento mais tradicional, usando-se eletromag- 
netismo semi-clássico, que enfatiza a importância do efeito conhecido como 
precessão de Thomas, para só depois passar-se à outra abordagem, relacionada 
à interação dos elétrons acelerados com um campo escalar. 

Um outro estudo, menor, realizado aqui, aproveita as mesmas técnicas e, 
assim, aparece quase que ‘en passant’: um detetor parado em meio à radiação 
de um corpo negro observa o espectro de partíciüas conhecido como Planckiana 
- a partir deste espectro pode-se determinar a temperatura do corpo negro; 
um detetor em movimento inercial em relação a esta mesma radiação irá 
observar a mesma Planckiana e, consequentemente, a mesma temperatura? A 
conclusão aqui apresentada é que não: a transformação de temperaturas em 
diferentes referenciais inerciais não é direta. 

Este trabalho começa, portanto, com um capítulo - ‘Descrição inicial’ 
- cujo objetivo é simplesmente mostrar uma descrição semi-clássica da depo- 
larização de elétrons em aceleradores; tal descrição é complementada por um 
capítulo extra, ‘Precessão de Thomas’. Logo depois, no capítulo seguinte, 
‘Detetores e o vácuo’, o leitor é apresentado aos conceitos formais de de- 
tetores de Unruh-De Witt e funções de Green, ferramentas emprestadas da 
Teoria de Campos com as quais se trabalhará para se tentar obter de forma 
mais simples a depolarização dos elétrons e a comparação entre os efeitos de- 
vidos ao vácuo e ao banho térmico. Os cálculos com tais ferramentas, que 

Elétrons como 
sistemas de dois 

níveis 

Organização desta 
dissertação em três 

partes: 
I.Visão semiclássica 

II.Teoria de Campos 
III.Apêndices 
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são a parte central deste trabalho, estão reunidos no próximo capítulo, ‘Con- 
tribuições térmicas’. 

Ao falar-se de detetores ir-se-á falar do espectro observado por um detetor 
em movimento inercial num banho térmico; é daí que segue uma pequena dis- 
cussão sobre transformação de Lorentz da temperatura, no capítulo intitulado 
‘Temperatura e relatividade’. 

Por íim, na ‘Conclusão’, propõe-se ao leitor que pense um pouco sobre 
o significado do conceito de temperatura, que é fundamental em todos os 
cálculos deste trabalho: é a temperatura apenas um parâmetro útil - mas 
sem maior significação - ou uma quantidade extremamente importante na 
descrição de um sistema de muitas partículas? 

Além destes capítulos há também uma série de apêndices, cuja leitura 
não é fundamental para o entendimento do texto central, mas que contêm 
explicações, às vezes bastante didáticas, de detalhes relacionados aos resul- 
tados apresentados; tais apêndices, portanto, destinam-se a cobrir pequenas 
dúvidas que porventura possam aparecer durante a leitura do texto principal 
ou a aprofundar um pouco mais assuntos não diretamente relacionados com 
os objetivos principais deste trabalho. O capítulo sobre precessão de Thomas, 
por exemplo, foi originalmente concebido como um destes apêndices, mas 
pela importância da precessão de Thomas para o entendimento da visão semi- 
clássica e pela extensão do assunto, decidiu-se colocá-lo no corpo principal do 
trabalho. 



Parte I 

Visão semiclássica 



2. Descrição inicial 

2.1 Porquê esta descrição? 

A idéia desta primeira descrição é tentar entender o processo de mudança 
do spin de elétrons em aceleradores de partículas usando apenas Mecânica 
Quântica e Eletromagnetismo, no nível mais básico possível. Assim, este 
capítulo aborda a depolarização de elétrons através de uma visão semi-clássica 
do assunto, tendo, portanto, como objetivo básico apenas apresentar um es- 
tudo semi-clássico da emissão de radiação durante o ‘ílip’ de spin de um elétron 

Embora tal problema tenha resultados já bem conhecidos, obtidos através 
de soluções exatas da equação de Dirac para um elétron relativístico em movi- 
mento num campo magnético não necessariamente uniforme, tais resultados 
também podem, em princípio, ser entendidos através de uma visão mais tradi- 
cional da interação entre spin e campo eletromagnético. 

Soluções anteriores deste problema - por ex. [2] - indicam a construção 
de uma polarização transversa que obedece às equações 

P{t) = 

opÁe onde a polarização máxima é 

= 0,9238 

e o tempo característico tq é 

_ eV]~^ 

8 

sendo que os elétrons (ou pósitrons), inicialmente não polarizados, têm carga 
e, massa de repouso m e energia^ E = 7m, e estão em movimento uniforme 
num círculo de raio p. 

^Tal apresentação segue de perto um artigo de J.D. Jackson [1] que faz o mesmo 
^Durante todo este trabalho usaremos que h = c — 1, a. menos que se afirme explicita- 

mente o contrário. 

(2.1) 

Resultados 
importantes: 

(2.2) polarização máxima, 
que não é 100%, e 

tempo característico 

(2.3) 
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A probabilidade de transição por unidade de tempo, para o ‘ílip’ de spin 
é, por sua vez [3] 

w = 
16 \m/ 

2 /A A 
l-Jc-Zí 

2 
+ 

8\/3 A 

15 ^ 
(2.4) 

A 
onde o vetor C indica a direção inicial do spin no referencial da partícula, e 
A A 
/3 e a são vetores que indicam, respectivamente, a velocidade e a aceleração 

locais da partícula. Note-se que tal expressão têm uma dependência angular 
relacionada ao spin inicial das partículas, o que indica o aparecimento da 
polarização; esta expressão leva também às equações (2.1), (2.2) e (2.3). 

Destes resultados surge uma pergunta óbvia; porque a polarização não 
se completa, chegando a 100%? Ou ainda, é esperada esta depolarização 
dos elétrons? 

E na tentativa de responder estas perguntas, usando apenas argumentos 
semi-clássicos, que constrói-se este capítulo, estruturado em três seções prin- 
cipais: 

• Na primeira seção, ‘Tratamento intuitivo’, uma descrição bastante 
simples da interação entre o spin do elétron e o campo eletromagnético 
é apresentada, com seus acertos e falhas sendo discutidos de forma breve. 

• Este tratamento simples é substituído, na seção seguinte, ‘Descrição 
semiclássica geral’, por uma visão mais sofisticada da interação entre 
spin e campo eletromagnético, usando-se a equação relativística clássica 
de movimento do spin (Equação de Thomas)^, com a HamUtoniana efe- 
tiva obtida para a precessão de Thomas servindo de base para um trata- 
mento semi-clássico da polarização com emissão de radiação de uma 
partícula de carga elétrica e e fator giromagnético g arbitrário. 

• A seção final, ‘Pósitrons e elétrons’, apresenta resultados da radiação 
de flip do spin apenas para pósitrons e elétrons, que possuem g = 2. 

Na visão 
semiclássica a 

precessão de 
Thomas é 

fundamental para a 
depolarização 

®Por sua importância neste estudo, a precessão de Thomas é descrita com um pouco mais 
de profundidade num capítulo extra. 

Note-se desde já que neste tratamento é fundamental a consideração da 
precessão de Thomas para que aconteça a depolarização dos elétrons. Con- 
tudo, se tal efeito for ignorado pode-se ainda ter uma polarização incompleta 
dos elétrons? A resposta, positiva, a essa pergunta aparece nos próximos 
capítulos; por ora somente a precessão de Thomas irá ser responsável pela 
depolarização. 



Capítulo 2. Descrição inicial 9 

2.2 Tratamento intuitivo 

2.2.1 Descrição elementar 

A descrição mais simples possível para este problema é aquela em que se está 
no referencial de repouso do elétron em movimento circular, considerando-se 
então uma transição de dipolo magnético do tipo Ml, do nível de energia mais 
elevado do spin para o mais baixo. 

Por simplicidade considera-se uma partícula de carga e e massa m moven- 

do-se a velocidade constante \ em uma órbita de raio circular p em um 
campo magnético estático e uniforme B. A frequência orbital desta partícula 
é 

V U>B 
u>0 = - = — 

P 7 

onde üjb = eB/m. Considerando os campos num referencial inercial K' ins- 
tantaneamente comovente com a partícula, i.e., movendo-se com velocidade 

V = /3 tangente ao círculo de órbita, têm-se que 

E' = jl3B (2.6) 

B' = 'íB (2.7) 

O momento de dipolo magnético usualmente associado ao spin da partícula 

p =l-s =^— a (2.8) 
2 m 2 2m 

onde (T são as matrizes de Pauli: 

0'x — 
0 
1 

1 
0 

(Tz 
1 0 
0 -1 

Este sistema possui, no referencial K', dois níveis de energia separados pela 
intervalo de frequência 

eB' 

m 
7^a;o (2.9) 

A probabilidade de transição espontânea do momento de dipolo magnéti- 
co, do nível superior de energia para o nível mais baixo, por unidade de tempo. 
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.'=iKri(2p|i> (2.10) 

onde os estados inicial e final do spin são definidos como 

|1) = 
1 
0 

|2) = 

Usando-se os resultados anteriores isto fica sendo 

u; =- 
)1( 

9 e 
2 2m 

i.e. 

ui =- 
m 

(2.11) 

(2.12) 

A taxa de transição no laboratório é a mesma acima, reduzida por um fator 
7, devido a dilatação do tempo. Com a>o = c/p = l/p para uma partícula 
relativística, têm-se o tempo característico associado a esta transição dado 
por 

!\ -1 5 ..,5 

mj 

-1 

(2.13) 

No referencial de repouso da partícula a radiação emitida no processo de 
fiip do spin é monocromática; assim pode-se escrever 

dw I i í I > \ 
~^,=wS(u -c.,,) (2.14) 

Para obter a distribuição angular desta radiação é necessário considerar 
que os fótons emitidos têm como vetores de polarização 

c ^ ^ = COS 9 COS <p í -f- COS 9 sin (p j — sin 9 k 

-(2) . ^ 6 = — sm <p ^ -f COS ip j 

(2.15) 

(2.16) 

Assim, têm-se que a probabilidade de transição com emissão de um fóton 
numa determinada direção é proporcional a 

è|( fc=i ' 

-(fc) 77 € • P =è|( 6 -A <T (2.17) 

*0 cálculo completo é feito usando-se teoria de perturbação dependente do tempo; veja-se 
o apêndice ‘Teoria de perturbação e transição de dipolo’. 

Tempo 
característico 

‘naíve’: comparar 
com (2.3) 



Capítulo 2. Descrição inicial 11 

onde A = ge/Am. 
Um cálculo direto fornece 

-(1) - e . fí — A^ \i COS 0 sin (/? + COS 0 cos = A^ cos^ 9 (2.18) 

-*(2) ^ 

com o consequente resultado 

= A^ ] — sini/? + i COS 1^1^ = A^ 

E 
A:=l 

^2 ^ M = A^ ^1 + cos^ 9^ 

Logo, a variação angular da probabilidade de transição é 

^ = „l(: + cosV)|(2p|i)r 

ou 
dw' 1 n -A 3 W 

= a- (1 + cos^ 9']  

(2.19) 

(2.20) 

O elemento de matriz que aparece em (2.10) é 

1(2 PI l)|^ = A^ 1(2 PI l)p = A^ |1 + í|2 = 2A^ (2.21) 

e assim pode-se escrever 

E 1(2 I í í I l)f = ^ (l + «) 1(2 PI l)r (2-22) 

(2.23) 

(2.24) 

onde a constante de proporcionalidade a é obtida pela normalização do resul- 
tado da integração angular: 

J ^—3 ^1 -|- cos^ 9^ dCl = ^ J ^1-1- cos^ 9^ sin 9d9 J d(p — 1 

i.e., 
' ^3 

a — 
27T 

com o resultado final 

díí 47t 

ou 

(2.25) 

(2.26) 
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Juntando a este resultado a distribuição de energia têm-se por fim 

3 d?w' 
-f cos^ 6'^ w'8 {u}' — 

cLj'dÇl 167T 

Considerando agora que 

1 dPw' 1 d?w 

(2.27) 

(2.28) 
ju>' du)'díl oj d/jjdÇt 

onde as quantidades sem linha referem-se ao referencial do laboratório, têm-se 

d?"w u> 3 

dudíl 'yuj' 167T 

ou, usando as equações (2.9) e (2.13) 

d?w 1 uj 3 

= — fl -f cos^ 0'\ w'6 (u' — wí,) 
WlfiTrV ^ \ 12) 

dujdü 

o que, usando as aproximações 

u>' COS 6' = íj sin 6 sin ip ojO sin (p 
2'^u)' ~ (l -f 7^0^) OJ 

com 7^1, leva a 

(2.29) 

(2.30) 

dwdíl 47TÍJ (1 -|- V ^ J 

Integração deste último resultado sobre os ângulos, usando que 

t = 1 -t- 7^0^ ^ = OdO ~ sin 6d6 
2j^ 

fornece 

(2.32) 

onde Wmax = |p|7^í<^o é a frequência em que o espectro de emissão vai abrup- 
tamente a zero. Note-se que não é necessário integrar esta expressão para 
perceber que nesta descrição elementar a polarização é completa, pois não há 
dependência angular na probabihdade de excitação. 

Polarização máxima 
‘naVve' é 100% 
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2.2.2 Comentários 

Embora não forneça a depolarização dos elétrons, este tratamento simples 
é exato para partículas neutras possuindo momento magnético, pois uma 
partícula neutra não sente força de Lorentz na presença de um campo eletro- 
magnético, e as forças de translação que nascem da interação entre o momento 
magnético da partícula e o campo são geralmente negligíveis. Com partículas 
carregadas aparece, por sua vez, uma precessão do momento magnético e, por- 
tanto, do spin ao redor eixo do campo magnético, que invalida este tratamento 
mais simples. 

Pode-se, pois, pensar que este tratamente intuitivo é válido para partículas 
de fator g muito grande, já que pode-se escrever 

(2.33) 

onde s é o spin da partícula, e sua carga e fi seu momento magnético; assim 
partículas neutras teriam fator g infinito. A precessão do spin da partícula 
têm a frequência 

(2.34) 

e desse modo para g muito grande Í1 passa a ser muito maior que a frequência 
orbital da partícula íVq. Neste caso a precessão do spin é quase ignorada pela 
partícula e pode, assim, ser negligenciada; porém, para partículas com g da 
ordem de 2 o acoplamento entre o movimento orbital e o do spin não pode 
ser ignorado; a precessão de Thomas é o efeito clássico que leva em conta esse 
acoplamento. 

2.3 Descrição semiclássica geral 

2.3.1 Teoria semiclássica da radiação para uma carga 

A emissão espontânea de radiação por uma partícula de carga e e massa m, 
interagindo com um campo eletromagnético externo clássico descrito pelos po- 
tenciais Ae (f>, é tratada a partir da Hamiltoniana de interação deste sistema, 
onde 

H = Ho + Hint = ~ + e<l> (2.35) 
2m 

com 
2 

Ho = ^ + e<f> (2.36) 
2m 

e 

Hint = --A-p (2.37) 

Acoplamento 
spin-órbita; 

precessão de 
Thomas 

Tratamento usual 
da emissão 

espontânea de 
radiação 
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onde o operador de momento é 

p = -iV (2.38) 

e os potenciais obedecem ao gauge de radiação, com V • A = 0; além disso os 
termos em foram negligenciados. 

O potencial vetor A pode ser expandido em ondas planas: 

A (r,í) = c Ao exp (tk • r—iwí) + c Aoexp (—zk • r+iwí) (2.39) 

com 

^0 = ^ (2.40) 

e assim têm-se como Hamiltoniana de interação 

-ff.nl = Ao exp (-tk • T+iu}t) € -p 
m 

(2.41) 

Usando a ‘regra de ouro’ de Fermi®, 

dP (í) = I r {t') Iffint (f) I (f) ) dt' 
\J~~oo 

d^k 

Wf 
(2.42) 

têm-se, no limite em que t -|-oo, a probabilidade de emissão do fóton no 
elemento de volume do espaço de fase d^k] daí a energia radiada pode ser 
obtida por multiplicação por u>, isto é. 

d‘^1 dP(oo) 
  = ÜJ 4 L 
dÇldu! dÇldiú 

(2.43) 

é a intensidade de energia radiada com polarização e por unidade de ângulo 
sólido e por intervalo de frequência. Usando a eq.(2.41) isto se escreve: 

d'^1 ^ feApy 
dSldu) \ m J 

J f {t') exp (—zk • r+iüjt) T -p 'í, (í')^ dt' 
2 

(2zr)'^ 
(2.44) 

Note-se que nesta expressão p = p (í) e r = r (í) são operadores na picture de 
Heisenberg. A passagem para o sistema clássico é feita pela mudança 

f {t') exp (—zk • r+zwí) e -pj'F,-(í^)^ —>• exp (—zk • r-f-zwí) e -p (2.45) 

onde agora p = p (í) e r = r (í) são simplesmente quantidades clássicas. 
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2.3.2 Teoria semiclássica da radiação para o spin 

Sistema não-relativístico 

0 tratamento semiclássico da emissão e absorção de radiação por um sistema 
com spin em movimento segue de perto o que se fez na seção anterior para 
uma partícula com carga elétrica. A Hamiltoniana de interação a se usar neste 
caso é 

Hint — f^O 'B (2.46) 

Tratamento da 
emissão de radiação 

por 'flip' de spin 
sem precessão de 

Thomas 

onde 
(2.47) 

A equação de movimento correspondente para o spin é ® 

ds . r „ , ge ^ 
— = t[Hint,s] = —sxB (2.48) 

com a expansão do potencial vetor A em ondas planas fornecendo 

E(r, í)= — W2ttu} ~l exp (—tk • r+to;í) (2.49) 

B (r, t) = —W2'ku ^nx T ^ exp (—ik • r+iut) (2.50) 

onde n é um vetor unitário na direção de k. A substittiição da expressão para 
o campo magnético na Hamiltoniana de interação com a aplicação da regra de 
ouro de Fermi leva, usando teoria de perturbação na mais baixa ordem (limite 
de longo comprimento de onda), à taxa de transição para o dipolo magnético 
obtido na equação (2.10). 

Sistema relativístico 

A Hamiltoniana de interação para uma partícula relativística não é a apre- 
sentada na seção anterior, já que a equação de movimento para o spin de um 
sistema relativístico é a equação de Thomas 

regra de ouro tal como está no apêndice ‘Teoria de perturbação e transição de 
dipolo’, com a integração no tempo indo de —oo a -|-oo refere-se a probabilidade total, 
tal como se diz logo a seguir no texto; a probabilidade diferencial é obtida limitando-se o 
intervalo de integração. 

®Ver apêndice ‘Hamiltonianas e equações de movimento’. 

Tratamento do ‘flip’ 
de spin envolvendo 

precessão de 
Thomas 
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é a chamada anomalia do momento magnético. 
Em analogia com o feito na eq.(2.50) pode supor-se que para obter a 

Hamiltoniana de interação a partir da equação de movimento basta trocar o 
produto vetorial por um produto escalar, acrescentando-se um sinal negativo 
ao resultado^, isto é, 

(2.53) 
Para melhor compreensão os termos desta Hamiltoniana podem ser rearran- 
jados, usando-se que no referencial de repouso do elétron o campo magnético 

fl = 7(S-?xi)-;^(?-B)í 

Assim, temos que 

onde 

^T= (a X0)= í/3" i - ^ ^ X i 
7 -I- 1 \ J m7 -t- 1 L V / 

(2.54) 

(2.55) 

(2.56) 

é a frequência de Thomas, que depende da aceleração vista pela partícula. 
Os dois termos que aparecem na Hamiltoniana escrita em uma forma com- 

pacta têm uma interpretação quase imediata: o primeiro é o acoplamento en- 
tre o momento magnético da partícula e o campo magnético tal como visto 
no referencial da partícula; já o segundo termo corresponde à contribuição 
relativística para a energia da precessão dos eixos num referencial acelerado®. 

Fórmula de radiação 

A construção da Hamiltoniana de interação para o caso relativístico é agora 
direta; basta usar as expansões dos campos elétrico e magnético dados pelas 
equações (2.49) e (2.50) e têm-se então 

^int — —i—V^TTus • Vexp (—ík • r+iut) 

onde 

V = (a + 1) (nx 7”) - [? . (nx 7')] - (a + ^) 7 

(2.57) 

X € 

(2.58) 

^Ver apêndice ‘Hamiltonianas e equações de movimento’. 
* Veja-se o apêndice ‘Precessão de Thomas’ 

Hamiltoniana 
efetiva para a 
precessão de 

Thomas 
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Note-se que a diferença entre as eqs.(2.41) e (2.57) está na substituição 

€ -p ^ — l — S • V 
^ 2 

com o consequente resultado 

ék = ii) \JZ 1*1 -Vexp (-ik ■ r+ia.() df\ ^ 
(2.59) 

2.3.3 Partículas com fator g arbitário 

Definições iniciais 

0 passo seguinte é simplesmente calcular a probabilidade de transição dada 
pela eq.(2.59); para tanto, porém, se faz necesária a introdução de algumas 
definições, já que a integral que aparece não é trivial. 

A primeira definição é justamente da integral no tempo 

J exp [iut — ik • r (í)] V (í) • (/ |s (í)l i) dt 

de modo que 

díldu 

(2.60) 

(2.61) 

O número de fótons emitidos por unidade de ângulo sólido é obtido di- 
vidindo este resultado por lj: 

d?N _ 

díldoj \^47rm) 
(2.62) 

sendo a taxa diferencial de transição obtida com a multiplicação desta última 
expressão pela frequência do movimento circular u = o;o/27r, onde wq = (5/p. 

A Equação de Thomas, obedecida pelo operador de spin, fica sendo, na 
ausência de campo elétrico e na aproximação de campo magnético estático e 
uniforme, perpendicular ao plano de movimento da partícula. 

d s e 

dt m [(-í) 
B -~s X (1 -I- ja) õJo 

onde 

Wo= 
e B 

m-y 

(2.63) 

(2.64) 

Tal equação descreve a precessão do vetor de spin ao redor da direção do 
campo magnético, com a velocidade angular = (1 -\-'^a)uQ em relação ao 
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sistema de eixos fixos do laboratório, ou seja, a equação de movimento do spin 
é na verdade um sistema de equações diferenciais acopladas: 

d s 

dt 
= s xíí u>o (2.65) 

Para resolver esse sistema é conveniente escrever explicitamente o produto 
vetorial s x ojq: 

s X o;o= det 

r A A An 
i j k 

0 0 u)q 

= CJo 
A A' 

3 

onde usou-se que B= B k- Assim as equações a se resolver são 

dsr 

dt 

ds 

dt 

— — ClU>OSy 

f = -ílujQSa; 

dsz 

dt 
= 0 

com as condições iniciais s (íq) = cr /2. A solução é simples: 

5^ (í) = 5+ (ío) (ío) 

(^) ~ ■ s+ (ío) (ío) 

Sz (t) = (ío) 

onde aparecem os operadores de spin constantes 

(^o) — ^ (^x i ^^y') 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 

(2.73) 

A direção inicial, genérica, (, do spin da partícula pode ser descrita através 
de dois ângulos, 6q e cpo, tomados relativamente ao eixo z do campo magnético; 

na transição o spin muda desta direção para a oposta — ^. Os estados inicial 
e final do spin da partícula podem, portanto, ser escritos como produto de 

uma rotação que leva os estados de spin da direção z para a direção ^ ? isto 

|í) = il - = 2'2/ 
R 

1 
0 

(2.74) 
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e 

\f) = R (2.75) 

A matriz de rotação se escreve em termos dos ângulos de Euler a, /3 e 7 [4] : 

R{a,(3,'f) = 

Neste nosso caso a 

e •(“+'i')/2 COS —e sin j 
gt(or+7)/2 gjjj g»(a+7)/2 

= (fo, /? = 00 e 7 = 0, O que fornece 

e«Vo/2 sin 

■ _e-«Vo/2gin ■ 
\f) = AV e«vo/2 (.Qg 

Agora é direto ver que 

(I) = - cos«„) 

{/|s_|i) = (^) = \e->f‘l-‘(l+cos«o) 

{/|s^l*> = -sin (y) COS (y) = -isinío 

(2.76) 

(2.77) 

(2.78) 

(2.79) 

(2.80) 

(2.81) 

Estes são os elementos de matriz que aparecem na integral da probabilidade 
de transição, de modo que 

A4 = - sin 9qUx - ^ (1 - COS 0o) (1 + cos 0o) Uz 

(2.82) 

onde 

Ux = y V;(í)e’t‘^*-^-''Wldí 

U2 = J [K (í) - iVy (í)] e'[(w+n)í-k.r(t)]^^ 

Uz = j [V;(í) + iy3,(í)]e’[(‘^-“)*-’^-’^W]dí 

Quando o módulo quadrado da integral é tomado é necessário apenas man- 
ter a soma do módulo de cada um desses termos, pois os termos de interferência 
envolvem termos sinusoidais em ííío ou 2ííío que acabam não contribuindo na 
condição realística de um tempo inicial aleatório. Portanto, 

\M\^ = sin^ 00 iCíil^ + ^ (1 - COS0q)" \Ü2\^ + ^ (1 + cos0o)" \Uz\^ (2.83) 
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A trajetória circular da partícula pode ser descrita no laboratório como 

(2.84) 
X = psinuot 

y = p(l — coswqí) 
z = 0 

e, assim, usando tempos de laboratório tais que 7Wo|í| = 0(1), pode-se 

escrever^ r{t) e /3 (/). 

Espectro de frequência e distribuição angular da radiação 

Usando as novas variáveis 

t = •yO sin (f 
2(j 

V = 
37^wo 

zq 

Z± 

p± 

\ + sin ipf 
VT 

l + t ± — ] = zo ± 07 í—) \2uoJ = (f)*( 

= l + a(l+í^±|)=l + a(l + <^±a7=^) 

(2.85) 

temos que 

d^w _ 8(3i//4)^/^ 

díldu bTry/SToj^uJo 4 4 

onde 

7o = (l - \Ai (zo)l^ + a^í^7^ (^) 

(2.86) 

(2.87) 

7± = f 

+ 

(1 + o) Ai(z±) ± 07 Ai'{z±) 

p±Aí(z±)±(l-f a)7 A.i'{z±) 

(2.88) 

®Neste trabalho apenas são apresentados os resultados da ref.[l], onde não aparecem 
explicitamente as expressões para r (í) e /? (í); assim aqui também não aparecem tais ex- 
pressões, embora possa-se encontrar um tratamento adequado em [5]. 
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sendo Ai (x) a função de Airy e Ai' (x) sua derivada^”. 

A integração desta expressão sobre os ângulos, usando o elemento de 
ângulo sólido 

díl — díp'd (cos6') ~ —d(f'dt (2.89) 
7 

com — oo < í < oo, para 7 > 1, produz o resultado 

dw \/3 

du 5to 
sin^ OqHq + ^ (1 — COS 9q)^ + - (1 + cos Oq)^ íf- (2.90) 

onde 

Ho = a^yoAi {yo) + ylAi' (yo) + ^1 + a + y^Ah (yo) (2.91) 

H± = - 

+ 

+ 2a^ ± 3(1 + a)"^ u yoAi{y±) - Í2 + 5a+ ^ j yoAi' (y±) 

3a 

Y ^ T 

4ai> 
Aii (y±) 

(2.92) 

com 

yo — í^\ 3 _ 1 (_w\ 
\2 J ^ V^o/ 

y* = (í)* [' ± (35)1 = 7 (™)* [' ± 2-7^5 

roo 
Aii (x) = / Ai (x') dx' 

Jx 

(2.93) 

(2.94) 

Taxa total de transição, tempo característico e polarização 

A taxa total de transição, obtida por integração das expressões anteriores, é 

1 + cos^ 00 \ 
w 

+^ [i^3 (a) sin^ 00 + F2 (o) COS 0o 

(2.95) 

^°Há um apêndice sobre ‘Funções de Airy e de Bessel’, que tenta mostrar como 
surgem, nestes cálculos, tais funções especiais. 

Probabilidade total 
de transição no 

‘flip’ de spin para 
partículas com fator 

g arbitrário 
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onde 

41 23 8 14 
F\ (o) = (1 + —a — ~ Tt ® 

45 
8 a 

18 13 15 
11 17 13 

1 + —a — —a — —a + á 
12 12 24 

(2.96) 

= 6^ ■ f + T”" +1“') 

■^3(a) = ^ (7-2a + ya^) (2.98) 

Tal expressão é uma generalização, para partículas de fator g arbitrário, da 
equação (2.4). 

0 tempo característico da polarização fica sendo, por sua vez, 

r = [tü (0) + tu (7t)]“^ (2.99) 

i.e.. 

r = ro Fi(a)e-^l“l + i^F2(a) 
l«l 

-1 

com a polarização na direção — z dada por 

w (0) — w (tt) 
P = 

w (0) + tu (tt) 

i.e.. 

P = F2 (a) 

Note-se que quando a ^ 0 obtêm-se a equação (2.2) 

Fi(a)e-'^l“l-f i^F2(a) 
|o| 

-1 

(2.100) 

(2.101) 

(2.102) 

2.4 Pósitrons e elétrons 

O único fator g relevante fisicamente é o de pósitrons e elétrons, que é quase 
igual a 2. Assim todos os resultados mostrados na seção anterior têm maior 
interesse nesse caso, em que a ^ 0, e as expressões se simplificam bastante; a 
taxa de transição diferencial, por exemplo, se escreve 

(Pw 

dCldu) 

3^/3 (1 + P) 

407T^ TqJ^UO 
sin^ 00 Jo + ^ ^o) -/i + 2 COS 0qJ2 

(2.103) 

Jo = Kl (r?) 
3 

Tempo 
característico para 

partículas com fator 
g arbitrário 

Polarização para 
partículas com fator 

g arbitrário 

onde 
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com 

díí 

onde 

= (l + \kI (t?) + Kl (7?) 

J2 = \/l + t^Ki iv)Ki (7?) 

o argumento das funções de Bessel modificadas Ki (77) e Kg (77) sendo 
3 3 

= I (^o)> = |(l + <’) ' = 3;^ [:^ + (« sin vf] (2.104; 

caminho não muito complicado^^ 

duj (2.105; 

87070 

um 

^-3-- -2 

A integração nas frequências segue 
a expressão 

d/Xl) roo ^ ^ » 
= Al y sin^ 0o«^o + - (^1 + cos^ 0qJ Ji +2 cos 0oJ2 

produz 

dw 

_ 3^3 (1 + t^) 

^ 407t^ ro7^07o 

X 

dw ^ I67 I .2^-^ 

díí dÕTT^To ^ ' 

^0 + ^ (1 + COS^ 0o) (1 + í^) + —Vl+t^ COS 00 

(2.- 

A subsequente integração nos ângulos, usando-se díí = j~^dtd(f>', fori 
a taxa total de transição: 

dtdw 
w= d<j) —— 

Jo J-00 7 díl 
(2 

isto é, 

w = 

X 

- r dt (1 -f f2)" 
) J-OO ' ' 

327t 

AÒTT^Tq 

^0 + ^ (1 + COS^ 0o) (1 -f í^) -1- v"l 4-COS 0 sin 

o que produz 

w = -J— (l — \ sin^ 00 H—^ COS 00 
2ro V 9 " 5\/3 ) 

integrações necessárias para obter os resultados desta seção são expli< 
apêndice ‘Integrações’. 

Probabilidade de 
transição para 

pósitrons e elétrons 
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A 
Esta expressão é uma média, feita sobre o azimute do vetor C> do resultado 
apresentado na equação (2.4). 

A distribuição angular da potência irradiada é obtida por multiplicação da 
equação (2.103) por w e subsequente integração nas frequências: 

^ - r 
díl Jo 

d?w 

dQ,du 
uduj 

roo . 
= Xi J (jjv^ sin^ 9qJq + - (^1 + cos^ 6oj Ji +2 cos 0qJ2 du 

(2.110) 

com o residtado 

dV 77V57^u;o 

díl 2567rro 

11 2 

sin^ ^0 + ^ (l + cos^ 0o) (l + ^ (l + 
2133-1 

77TT 
COS 00 

(2.111) 

Este resultado pode ser comparado com a distribuição angular da potência 
irradiada para radiação síncrotron ordinária: 

dVordinária _ 7® 7 + 12t^ 
(2.112) 

díl 32:r \pj ^ ^2^5 

e assim, integrando ambas as expressões sobre os ângulos, obtêm-se a razão 

'^apin—flip   2 I 7 

'POTctinâTÍa \ 

2 r 
, * . 2^ 35\/3 
1 — sm^ 00 -1- 

12 64 
COS 00 (2.113) 

que demonstra que a potência irradiada pelo efeito síncrotron ordinário supera 
em muito a que é devida ao efeito de ‘flip’ de spin - o que torna quase inviável, 
na prática, medir a emissão devida a este último efeito diretamente. 

Para concluir este capítulo, relaúvamente denso e repleto de expresses 
que talvez não sejam muito elucidativas, repetem-se aqui a idéia principal e o 
resultado mais importante desta visão semiclássica do ‘flip’ de spin de elétrons: 

• Para elétrons em movimento circular há um efeito relativístico - a pre- 
cessão de Thomas - que impede uma polarização completa do spin dos 
elétrons; 

• Tal polarização obedece à equação (2.102), com a —»• 0. 



3. Precessão de Thomas 

3.1 O que é a Equação de Thomas? 

A equação relativística que descreve classicamente o movimento do spin 

de uma partícula de carga e e massa m, movimentando-se com velocidade (3 , 

numa região com campos elétrico E e magnético 5 , é a equação de Thomas 

[1]: 

onde a = (fif — 2) /2 é chamado de anomalia do momento magnético. 
Desta equação constrói-se naturalmente uma hamiltoniana efetiva de in- 

teração, que é: 

H e// ^ 
int 

e 

m 

ou 

= ^xnt 
e 

m 

ou ainda 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

As perguntas que motivam a existência deste capítulo extra, que é quase 
apenas um exercício de Eletromagnetismo, são duas^: 

^ Apenas como curiosidade, note-se que este não é um assunto simples: quando do apareci- 
mento do trabalho de Thomas, poucos o entenderam [6] - “Uhlenbeck (...) não compreendeu 
uma palavra dele ” e “Pauli precisou de algumas semanas para entender o argumento de 
Thomas”. 
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• Como surge esta expressão? 

• Pode-se simplificar a Equação de Thomas (e seu entendimento) escre- 
vendo-a numa forma mais compacta? 

Assim, nas seções seguintes a Equação de Thomas será reescrita numa 
forma tensorial, usando-se neste processo apenas 4-vetores e tensores já co- 
nhecidos, na tentativa de obter uma expressão de interpretação tão simples e 
natural quanto possível. Na próxima seção são introduzidos o 4-spin, o tensor 
eletromagnético e seu dual, e o tensor de transporte íl'**'; com estes objetos 
constrói-se uma expressão que descreve a movimentação do spin e a partir 
daí, na quarta seção, a Hamiltoniana é montada, sendo sua interpretação 
apresentada em seguida. 

3.2 Spin e campo eletromagnético como tensores 

0 primeiro passo consiste em definir os vetores e tensores interessantes; o 
primeiro deles é o 4-spin no referencial de repouso da partícula [7]: 

= (o, 7) (3.5) 

Por uma transformação de Lorentz geral (em que os eixos continuam paralelos 

mas em que a velocidade (3 de um sistema em relação ao outro não é paralela 
a nenhum dos eixos) obtem-se o 4-vetor 5^, tal que [5]: 

5’ = s’ + 
7 + 1 

= i{y 

/3 • V 

0 tensor eletromagnético é [5] 

piiv — 

0 -E^ -E^ -E^ 

0 5^ 
E^ 0 -B^ 
E^ -B^ B^ 0 

com seu dual: 

0 B^ B^ B^ 
-B^ 0 E^ -F2 
-B^ -E^ 0 E^ 
-B^ E^ -E^ 0 

(3.6) 

(3.7) 
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Vai-se ainda introduzir o tensor de transporte cuja forma mais geral 
possível é 

+ ^SR 

com [7] 

- a''u>^ 

(3.8) 

(3.9) 

sendo o tensor de Fermi-Walker, onde, como usual, 

du>^ 
= 

dr 

com sendo a 4-velocidade; e 

(3.10) 

sendo um tensor de rotação espacial, com o 4-vetor u)^ ortogonal à 4-veloci- 
dade (i.e., = 0). 

3.3 Equação de Thomas e Hamiltoniana de inte- 

ração 

Começa-se definindo o transporte geral de um 4-vetor^ [7]: 

dv^ 

dr 
(3.11) 

Em particular, se sofre tal tipo de transporte então 

dS>^ 

dr 
= (3.12) 

A expressão que relaciona F^'' e é a forma covariante da força de 
Lorentz: 

ma^ = eF^^ux — jeF^^l3x (3.13) 

e assim, na ausência de outros campos ou forças que provoquem aceleração: 

dS^ 

dr \m 
= \— (^F^^u'' - eF‘'^u^) ux + S, 

Colocando 
^9 -r P (3.14) 

Aqui ha um problema de convenção: neste trabalho usa-se a métrica -j- ; se a 
iyf* 
dr métrica for —h -f-1-, têm-se que = —Çl*^''vv [7]. 
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têm-se que 

^ _ 

dr \_m 

Usando ainda que [8] 

= - det Sx K 
L^Ã 

pode-se escrever 

dS>^ 
= IA «A - ^ {F''^upu>^ F Ff^^ - F>^^upvy) S, 

onde usou-se que = 1. Esta expressão pode ser mais simplificada se 
juntam-se os termos semelhantes e se usa-se ainda que S^u'' = 0: 

éÊl- I. 
dr m 

F''^u>^ux + 5”. (3.15) 

Esta é a equação BMT [9], que é a expressão covariante que leva diretamente 
à equação de Thomas, eq.(3.1) [5]. Em termos da anomalia do momento 
magnético a isto se escreve 

e 

dr m 
aF''^u^uxF{aFl)F^^’' Su 

Hamiltoniana de interação 

Agora usar-se-á uma relação básica da Mecânica Quântica [4]: 

d 1 1 
— = - HA^^) (3.16) 

Se coloca-se como sendo um operador que obedece a esta relação, então, 
de (3.12), têm-se: 

\ [5^^, H] = = [{a^u‘' - ayu>^) -f 

ou 

[5^^, H] = i (~a^u^ -F Sp 

onde usou-se que = 0. 
A Hamiltoniana que obedece a esta relação pode ser dividida em duas 

partes: 

H = Hpw + Hsr 
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e assim têm-se que 

onde 
gnu = ^f^>'<^PuaSp 

é, em contraposição ao momento angular orbital L^", a parte devida ao mo- 
mento angular intrínseco do tensor de momento angular [7] 

jnu ^ ^ gnv 

Explicitamente: 

N X vV 

{Ix- 

(Ix- 

-(i^xvV -itxvy -(?xvi 

-25t°u3] 25[“ti2] 

3 n 

0 

25’[°u3] 

-25[°u2] 

0 

25[°u^] 0 

As componentes deste tensor são facilmente escritas em termos de já 
que 

S xli ] = 'yeijkS^fí'’ = 'yeijk -f r 

7 + 1 
P ■^] 13 P’^ = (~s X 1?) S X u 

(3.17) 

25IV1 = s^ + ^(^'p .^^p^ 

= 7 -s‘ + 
7 

7 + 
í(7-v)/3‘ (3.18) 

Lembrando das eqs.(3.6) e (3.7) e usando que 

2 ^ 

onde a são as matrizes de Pauli, têm-se que 

[5*^, 5‘'] = ie>^''°‘^Uc,Sp = iS^'' 
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Assim 

[5^ Hsr] = = - [5^ 5^] üj/3 

e, portanto 

Hsn = -íV = 

Tal expressão fornece, numa forma não covariante: 

ea   
Hsr = X—7 -5 

2m 
B - 13 X E- 7 ■ 

7 + 1 
/3 /? • 5 

Comparando com a equação (3.3) vê-se que este é o termo Ai da equação 
(3.4), isto é. 

2a 

91 
Htíl = -—Hsr- 

e 

m 
Hsr e 

m 
A. - 

É simples ver que 

é a velocidade angular de Thomas [5]. 
0 termo ‘adicional’ da Hamiltoniana efetiva, dado pela equação (3.19), que 

não é um escalar legítimo, pode ter seu aparecimento explicado por transporte 
de Fermi-Walker simples ou através de transformações de Lorentz sucessivas 
(tal como se verá a seguir). E por meio destas transformações de Lorentz suces- 
sivas, que são não-comutativas, que se pode entender porque este termo não é 
um escalar. Ou seja, a Hamiltoniana efetiva derivada da Equação de Thomas 
não é invariante por Lorentz, justamente porque a precessão de Thomas é 
um efeito derivado da não comutatividade de duas transformações de Lorentz 
sucessivas. 

Obtenção da precessão de Thomas por transporte de Fermi-Walker 
simples 

Considerando apenas o transporte de Fermi-Walker simples têm-se que o 4- 
spin de um elétron que se move com velocidade angular constante u numa 
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órbita circular de raio r no plano xy obedece a equação de movimento [7] 

dr 
= - ayu^) = -a‘'u>^S^ 

Se no tempo í = 0 o 4-spin têm as componentes 

S° = 0 
çl _ 1 

52 = 0 

em um tempo posterior t (tempo de laboratório) suas componentes serão 

5° = sin üjjt 

= -^ (cos u}t COS üj'jt + 7 sin ut sin CJ7Í) 

(sin (jjt cos W7Í — 7 COS ut sin o;7í) 
ç3 _ 1 

— 2 

onde /3 = ur. Assim pode-se escrever a parte espacial como 

-b ^ ^ + í (1 - 7) sina;7í] 

sendo que o primeiro termo gira constantemente em uma direção retrógrada 
com velocidade angular 

^Thomas = (7 - l)o; w /3^u;/2 

Esta é a precessão de Thomas. 

(3.20) 

Obtenção da Hamiltoniana efetiva por transformações de Lorentz 
sucessivas 

Para uma partícula acelerada a velocidade em dois instantes sucessivos e 
Í2 = íi -b íí é dada como 

u (íi) =/3 

V (Í2) =/? -b<5 13 

com as consequentes transformações de Lorentz entre o referencial inercial K 
e os referenciais em movimento K' e K" 

X — -^boost !3 

X — AffQost (3+6 13 X 
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A transformação que interessa inicialmente é a que correlaciona os referenciais 
K' e K": 

x" = Atx' 

onde 

A — Ahoost 0+S/3 A-^ '^booat n — Ahooat ^+6/3 Aboost - P 

Usando que uma matriz de Lorentz geral, envolvendo apenas um 6oosí puro, 
pode ser escrita como [5] 

Aboost — 

-iPl -IP2 

-7/3i 1 + ^ W 

~lp3 
{■y-l)Pi03 

-7* 

-103 

têm-se, em primeira ordem em 6 0, 

W 
(7-l)/?l/?3 

w 
(7-l)fefe 1 , (7-1)/?,? J- i 

A — Aboost A/3 R A íl = R A 0 Aboost A/3 

onde Aboost A/3 

Aíl A-yS 0^ e R 

7^ ^/3 x6 0^ / {j + 1). Assim 

x" = R 

é um boost infinitesimal, de velocidade A 0= 'y^S /3|| 

é uma rotação também infinitesimal, de ângulo A fí= 

A Çl Aboost A/3 

No entanto, não é interessante ter a matriz de rotação no residtado final; 
portanto usa-se um terceiro referencial em movimento K'", tal que 

x'" = R -A ü X — Aboost A/3 

Em termos das coordenadas do referencial K isto se escreve 

x'" = R -A fi Aboost 0+6 0 

Logo, se no referencial K'" um vetor G têm uma taxa de variação no tempo 
próprio dado por (dG/dr), a precessão dos eixos do referencial de repouso 
fazem este vetor ter uma taxa de variação no tempo em relação ao laboratório 
ser dada por 

/dG\_1/dG\ 

\ dt ) 7 [dr ) 
-t- cjj' xG 
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onde 

U3'j’= — lim 
fO 

A íí 

8t 
7^ 

7+1 
X /3 = 7 - 1 a X 

Para uma trajetória circular perfeita ~a L (5 q então a X 

brando que nesse caso da órbita circular têm-se a = u)^r e /3 
para a órbita circular 

= a/3; lem- 

íjjr têm-se, 

(7 - 1)« 

/3 
= (7 - l)ca 

que é a equação (3.20). 
A energia de interação correspondente a esta precessão apresenta um termo 

extra: 
H = Hq-\- s • u}'j’ 

3.4 Comentários fínais 

Uma dúvida interessante é saber o que define a forma do 4-vetor A 
forma usada, além de fornecer os resultados corretos, apresenta características 
interessantes. Com este 4-vetor dado pela eq.(3.14) temos que 

e assim, numa região em que os campos B e É são ortogonais, temos que 
a^u}^ = a^Ufj, = (jj^Ufi = 0, que é um conjunto de três 4-vetores ortogonais 
formando uma base local para uma hipersuperfície tridimensional. 

Além disso sempre valem as relações: 

= C (3.21) 

1 

2 
-F>^'’F^p+^F^‘'Fi,^ u^u^ 

T^''Uf,u^ (3.22) 

onde £ e são, respectivamente, a Lagrangiana e o tensor de momento- 
energia do campo livre F^''. Destas expressões, portanto, vê-se que com e 

têm-se uma boa descrição do campo que gera tais 4-acelerações. 
Explicitamente têm-se as componentes para dadas como 
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B - p X E 

o que, curiosamente, é a generalização relativística da força de Lorentz para 
um monopolo magnético de carga magnética qm = e£f/2 [10]. As equações 
(3.21) e (3.22) expressam bem esse fato: um campo eletromagnético pode 
ser completamente descrito através da força que ele exerce em cargas-teste; o 
campo elétrico age diretamente sobre a carga elétrica e o campo magnético 
diretamente sobre o monopolo. Tal fato, porém, não explica o aparecimento de 

na equação covariante que leva à Eq. de Thomas, já que não há monopolos 
envolvidos. 

Para concluir, é fácil ver, contraindo a expressão (3.12) com a 4-velocida- 
de, que, mesmo na presença de rotações espaciais e, portanto, na presença do 
termo com uj^, o spin sofre transporte de Fermi-Walker devido à ortogonali- 
dade entre e : 

dS>^ 

dr 
= = -a‘'Su = 

dS^ du'' d{S^^u^) 

dr + dr ■ dr 



Parte II 

Teoria de Campos: detetores 

de Unruh 



4. Detetores e o vácuo 

4.1 Definições 

A definição de vácuo é, ao contrário do que nos indica o senso-comum, obser- 
vador-dependente, isto é, a presença ou não de partículas numa determinada 
região do espaço depende de quem faz e como é feita a detecção ou não de 
partículas. 0 vácuo de Minkowski^ possui invariância pelo grupo de Poincaré, 
e, assim, todos os observadores inercials concordarão quanto a ausência de 
partículas nele, mas isto não será verdade para observadores acelerados. Por- 
tanto, para definir o estado de um campo íp é mais útil usar conceitos locais, 
tais como o valor médio do tensor de energia-momento, em contraste com o 
conceito de partícula, que é global. 

Os resultados obtidos para detetores no vácuo já são bastante conheci- 
dos; este capítulo têm, portanto, como objetivo apenas apresentar conceitos 
e cálculos que serão utilizados no próximo capítulo, onde o vácuo será substi- 
tuído por um banho térmico de fundo. 

Nesta seção mostram-se as definições básicas de função de Green e detetor 
de Unruh-De Witt que serão usadas logo em seguida; a curta seção seguinte, 
‘Detetores inerciais no vácuo’, apresenta um resultado óbvio: detetores 
inerciais no vacuo não devem ‘sentir’ nada; na seção ‘Detetores uniforme- 
mente acelerados no vácuo’ mostra-se o resultado conhecido como efeito 
Unruh, de dois pontos de vista diversos - o de um observador inercial e o do 
detetor. Por fim, a seção ‘Detetores em movimento circular no vácuo’ 
mostra um caso particular de aceleração que será útil no capítulo seguinte. 

Funções de Green 

Em Teoria de Campos algumas funções de Green são identificadas com os 
valores esperados no vácuo de produtos de operadores do campo; tais funções 
satisfazem a equação de Klein-Gordon inomogênea para um campo escalar: 

(O^ - m^)G(x) =-Ó(x) (4.1) 

Em n-dimensões tais funções podem ser escritas como: 

^Ver eq.(2.19) de [11], 

Vácuo é dependente 

do observador 
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G(x) = (^T jn 

OU, em 3 + 1 dimensões: 

kf^kfj, — m?' 

«w=(é)V"ií^ 

-ik.x 

(4.2) 

(4.3) 

Esta última expressão define, na verdade, várias funções de Green, já 
que falta a orientação de como contornar os polos em k^ — rrí^; tal in- 
definição relaciona-se ao fato da solução exata completa poder ser escrita 
como uma soma da solução particular da equação inomogênea e das soluções 
da equação homogênea, com coeficientes arbitrários determinados unicamente 
pelas condições de contorno do campo [12]. Deste modo, de acordo com os 
contornos escolhidos, têm-se: 

iG{x,x') = (0 I [4>{x),(í>{x')] I 0) (4.4) 

Funções de Green 
para o vácuo 

GW(x,x') = (0|{<^(x),<A(xO}|0) (4.5) 

G'^{x,x') = (0 I 4>{x)<f>(x') I 0) (4.6) 

G~{x,x') = (0 I ^{x')4>{x) 1 0) (4.7) 

e assim por diante^. 
As duas últimas funções escritas acima - equações (4.6) e (4.7) - são 

conhecidas também como funções de Wightman^, e o cálculo de G~^ é simples, 
feito a partir da expansão do campo (j> : 

Assim: 

G{x,x') 

(4.8) 

J [2a;fc(27r)’^-i]i/2^ J [2wfc«(27r)"-i]i/2 

jn-l ul , , 

x(0 I Ofca^, I 0) 

í [2wfc(27r)’^-i]i/2' 

x8{k-k') 

■"''7 

jn-íy , 
“ ^ —ik' x>^ 

[2u;fc,(27r)-i]i/2 

^Ver, por exemplo, [11] 
®As funções dadas pelas equações (4.4) e (4.5) são conhecidas, respectivamente, como 

função de Pauli-Jordan ou de Schwinger e função elementar de Hadamard. 



Figura 1: Contornos para integração no plano complexo das 

funções de Green G, G+ e G“; os polos no eixo real em 

A;° = ± estão marcados com cruzes. 



Capítulo 4. Detetores e o vácuo 38 

J 2wfc(27r)”-i 

1 r gtiK.^x- i[k.(x-x')-A:'>(í-t')] 

(k°y- I k |2 -W? 
(4.9) 

que é basicamente o resultado mostrado na equação (4.2) [11]. 
Em 3 + 1 dimensões, com m = 0 e usando o contorno adequado no plano 

complexo, isto se escreve: 

G+(x,x') = J 
(Pk 

Porém, 

167t^ I k 

+1 

i|k|Aí ik.Ax (4.10) 

J cPk = 2w J d{cos 0) J k‘ dk 

com A; =1 k 
Assim: 

G+(x,x') = A / d(cos0)e'W^‘e’*^^~®^ f ^dk 
Stt^ J-i J I k I 

„ikAx COS S 

ikAx 

g«fc(Ax—Aí) g—ifc(Ax+At) 

Stt^Ax I í(Ax — Aí) í(Ax + Aí) 
(4.11) 

J 0 

Como tal resultado não é bem definido em k —> +oo faz-se a mudança 
í' ^ í' + i€, de modo que: 

G+(x,x') = 
1 [—(Ax + Aí) — (Ax — Aí) 

Stt^Ax L (Ax — Aí)(Ax + Aí) 
-1 

(4.12) 

Note-se que tal função de Green foi obtida para o vácuo, mas podem ser 
definidas também funções para estados térmicos, isto é, funções de Green 
térmicas, que descrevem sistemas que não estão a temperatura zero: 

Gj(x,x') = {<f)(x)(f){x'))p (4.13) 

Gp{x,x') = {<i>{x')<t){x))p (4.14) 

Uma propriedade importante de tais funções térmicas é sua relação com 
as funções para o vácuo"^: 

*Para a dedução de tal lelação ver [11] ou [13], 

Função de 
Wightman para 

campo escalar não 
massivo é 

proporcional ao 
inverso do intervalo 

As^ 

Funções de Green 
térmicas 

apresentam 
periodicidade no 

tempo 
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+00 
^ G{x,t + imP;x',t') (4.15) 

m=—oo 

onde G é nma função de Green genérica, isto é, pode ser qualquer uma das 
funções dadas pelas equações (4.4) a (4.7). 

Detetores de Unruh-De Witt 

Pode-se tomar como detetor um sistema puntual de dois níveis internos, repre- 
sentado por um monopolo m(r), acoplando-o a um campo escalar não massivo 
4>[x^{t)] através da ação de interação: 

/•foo ^ 
drm(r)c(r)0[x^(r)] (4.16) 

•OO 

onde c(r) é a constante de acoplamento do detetor e a;'*(r) é a trajetória desse 
detetor. 

Na picture de Heisenberg representa-se a evolução temporal do detetor 
como: 

Detetor de Unruh: 
monopolo que 
interage com 

sistema escalar 

m(r) = e’^°^m(0)e-’^‘>^ 

onde Ho \ E) = E \ E) para qualquer auto-estado de energia [ E) do detetor. 
A probabilidade de excitação do detetor é dada pela integral do módulo 

quadrado da amplitude de excitação, isto é: 

= y I |2 

onde 

= {Ef I Si 1 Ei) 

e 

{Ef\={l^ |®(P| 

1 Ei) =\ Eo)® I Om) 

Assim, têm-se®: 

/r+oo r+oo .. „ a 
d^k I {E I m(0) I Eq) |M dr 

J — OO j — OO 

x(0 I ^[x'^(r')] I Ik )(lk 1 I 0) 

  (4.17) 

® Nesse caso c(r) = 1 . 
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Como / I Ik )(lk 1=1 temos que: 

=1 {E I m(0) I Po) P P(P - Po) (4.18) 

onde 
/+00 /•+00 

dr / (x, x') 
-oo J—oo 

é a função de resposta do detetor, com AP = E — Eq e Ar = t — t', e 
I (P I m(0) I Pq) P é a seletividade do detetor. 

As vezes, quando G+ (x, x') = g (Ar), é mais interessante é usar a probabi- 
lidade de excitação do detetor dividida pelo tempo total de seu funcionamento; 
assim têm-se a taxa de excitação do detetor. 

pcxc P+oo 
^,=\{E\ m(0) I £„) p rf(Ar)e-<''®^-G+ (Ar) (4.19) 

Probabilidades e polarização 

A probabilidade de transição do spin do elétron entre os estados ‘up’ e ‘down’ 
é dada como na equação (4.18): 

dr'/ dre^'^^^^G+(4.20) 
•OO J — oo 

onde agora o elétron tem a probabilidade de se excitar, fazendo a transição 
‘down’—> ‘up’ - o que corresponde na expressão acima a P'^ - ou de se desex- 
citar, fazendo a transição contrária ‘up’-+ ‘down’ - na expressão acima, isto 
equivale a P~; a constante Cq absorve, neste caso, a seletividade e a constante 
de acoplamento do detetor. 

A polarização, P, é definida, então, por uma expressão que relaciona a 
razão entre estas duas probabilidades: 

- 1 + ^ P- + P+ 

4.2 Detetores inerciais no vácuo 

As expressões (4.2) e/ou (4.9) demonstram uma dependência da resposta do 
detetor à sua trajetória, pois x = x (r); isto pode talvez ser visto melhor 
através do cálculo da amplitude de excitação, de um detetor que é 
excitado com a transição do campo para o estado | Ik): 

/-f-OO ^ 
I .^[i'‘(r)] I Om) 

-OO 

Taxa de excitação 
do detetor 
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Se este detetor segue uma linha de mundo inercial 

X = Xo + ví = Xo + JVT (4.22) 

com Xo e V sendo constantes, então 

= (£ I m(0) 1 í;o)^Í=e-*^'’'“^[Aí; + 7(w-k-v)] 
vdTTo; 

Como k-v <1 k-v |< u e AE > 0 o argumento da função delta nunca se 
anula e, portanto a amplitude de excitação de detetor é nula, o que significa 
que um detetor inercial no vácuo não se excita. 

Em 3 + 1 dimensões, para um campo não massivo, e usando o contorno 
adequado no plano complexo, pode-se escrever 

D+(x, x') = G+(x, x') U=o= [(< -t' - I X - x' p (4.23) 

Usando a trajetória inercial dada por (4.22) temos que 

V^{At) = —l/47r(Ar — ie)^ 

Neste caso o cálculo da probabilidade de excitação do detetor é simples, e é 
zero, pois não bá polos no interior da região debmitada pelo contorno no plano 
complexo. 

4.3 Detetores uniformemente acelerados no vácuo 

Espaço de Rindler 

Considere-se o espaço de Minkowski bidimensional com a métrica [11] 

ds^ = dudv = dt^ — dx^ 

Usando a seguinte transformação de coordenadas 

í = sinh arj 
X = cosh arj 

onde a — constante > 0 e —oo < 77,^ < +00, ou equivalentemente 

u = — 

V = 

com a métrica sendo escrita então 

ds^ = (drf — d^^^ 



Figura 2: Uso de coordenadas de Rindler no espaço de Minkowski; 

as curvas em que a coordenada espacial f é constante são 
hipérbolas que correspondem a linhas de mundo de observadores 
uniformemente acelerados, com assíntotas nulas « = t; = 0, que 

agem como horizontes de eventos. 
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As coordenadas cobrem apenas um quadrante do espaço flat de 
Minkowski, que é a cunha com x > |í|. Linhas em que rj é constante são 
retas enquanto linhas em que ^ é constante são hipérbolas 

= constante 

que representam linhas de mundo de observadores uniformemente acelera- 
dos com aceleração própria ae““^. Assim, linhas de mundo onde ^ é posi- 
tivo e grande representam observadores fracamente acelerados, enquanto as 
hipérbolas com ^ negativo e grande têm uma alta aceleração própria. 

Todas as hipérbolas têm como assíntotas os raios nulos u = v = 0, o que 
significa que os observadorres acelerados se aproximam da velocidade da luz 
quando rj —>■ ±oo. 0 tempo próprio r destes observadores se relaciona com ^ 
e Tf segundo a expressão 

r — 7/e“^ 

0 sistema (r/, é conhecido como sistema de coordenadas de Rindler en- 
quanto que a porção do espaço de Minkowski em que x > |í| é conhecida como 
''Rindler wedge\ 

Probabilidade de excitação — visão inercial 

Usando a linha de mundo mostrada no item anterior pode-se descrever a tra- 
jetória de um observador acelerado, movendo-se numa trajetória hiperbólica 
no plano (í, x); neste caso, usando ainda como simplificação que ^ = 0, têm-se: 

X = (t^+a-^y^^ 

y = 0 

z = 0 

onde a é uma constante que representa a aceleração própria do detetor. Daí 
obtêm-se 

/oAr . 
D+{At) = - 

Usando a identidade [14] 

1 

167t^ sinh 
V 2 

- ts 

SIUTTX 

12 1 oo 

7T^ , ‘—' \X — k «= — 00 

têm-se que 

k=—oo L 2 I (Ar — 2ie) -f irik 

Observadores 
uniformemente 

acelerados estão 
confinados a uma 

única porção do 
espaço: a ‘cunha’ 

de Rindler 
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o que produz, por substituição em (4.19), 

pexc 
^ =1 (£ I m(0) I £„) 2 J_ 

27T 

AE 
2-7tAB 

e a — 1 

Tal resultado pode ser interpretado através da idéia que um detetor acelera- 
do no vácuo de Minkowski vê um banho térmico de espectro Planckiano e 
temperatura 

^ ct 
T = -^ 

27T 
ou, usando as constantes do sistema métrico de unidades. 

onde é a constante de Boltzmann. Este é o resultado padrão conhecido 
como Efeito FuUing-Davies-Unruh ou, abreviadamente, efeito FDU. 

Este aparente contra-senso pode ser explicado através da conservação de 
energia: para manter o detetor com aceleração constante é necessário fornecer- 
lhe energia; contudo, há uma resistência do detetor a essa força aceleradora 
devido a sua interação com o campo, e assim ele emite parte da energia que 
recebeu, que aparece no campo como um quantum, e que faz o campo ir do 
estado de vácuo | 0^) para o estado | 1^). Ou seja, a força aceleradora fornece 
energia para excitar o detetor e o campo. 

Efeito Unruh 

Probabilidade de excitação — visão acelerada 

O cálculo anterior pode também ser feito do ponto de vista acelerado; neste 
caso a quantização é feita toda no espaço de Rindler, e os fótons trocados 
entre o detetor e o campo escalar são fótons de Rindler, que obedecem a esta 
quantização. 

4.4 Detetores em movimento circular no vácuo 

Para um detetor em movimento circular, com o módulo da velocidade cons- 
tante, V — ijjR, basta usar uma trajetória circular fechada de raio R no plano 
xy\ em coordenadas de Minkowski isto se escreve: 

X = R COS üjt 
y = Rsin ut 

z = 0 
t = JT 

Substituição desta linha de mundo na equação (4.23) produz 

(4.24) 

D+ (Ar) = - 
47T^ 

7^ (Ar - ief - 4R^ sm 
ív^yAr' 

2 

-1 
(4.25) 
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Usando que [14] 

sin^ X = E(-i) 
fc=i 

A:+l 
22fc-1^2fc 

não é difícil mostrar que esta equação, no limite ultrarelativístico em que 
u ~ 1, isto é, quando 7 -> oo, se reduz a 

\4l-i 
f AtI ~  (Ar - isy + R 

2 (o;7Ar) 

12 

Neste caso a taoca de excitação correspondente correspondente é [15] 
pexc 

ptoial — Cri 

(4.26) 

(4.27) 
°87Tv/3 

onde a = 7^w^i2. 
Usando ainda a equação (4.26), com substituição na equação (4.20), ob- 

têm-se a probabilidade de desexcitação por tempo total: 

Ttotal [' 

Assim, para AE > a, têm-se 

P+ 1 a_ 

P- ~ Ay/3 AE 

Pode-se agora escrever que [16] 

,/Tõ^ , n:AE 
a 

(4.28) 

(4.29) 

g = - {Eb- Ea) 
a 

onde Eb,Ea são os níveis de energia do detetor, tais que AE = \Eb — Ea\, 
deíinindo-se daí uma ‘polarização’ efetiva, dada como 

pefetiva   

Isl 1 + 

Usando as equações (4.27) e (4.28) isto se escreve 

pefetiva _ 

\g\i + 
;-\/3|a| 
\/3|3| 

(4.30) 

(4.31) 

Assim, desta última expressão, com g 2, pode-se ver que a polarização 
de um feixe de elétrons não é completa, e tal depolarização deve-se somente 
ao efeito Unruh. Este é o principal resultado de tudo que foi mostrado até 
aqui; no próximo capítulo ir-se-á mostrar que o efeito Unruh é tão importante 
que deve, em condições comumente encontradas em aceleradores de partículas, 
sobrepujar até mesmo os efeitos do banho térmico encontrado em temperatura 
ambiente. 

Polarização do spin 
devida ao efeito 

Unruh circular 

®Aqui usa-se que Cq dá conta da seletividade e da constante de acoplamento do detetor. 



p 

Figura 3: Comparação entre as polarizações obtidas semi- 

classicamente — curva I — e usando o efeito Unruh — curva II. 



5. Contribuições térmicas 

5.1 Definições 

De^ acordo com o efeito Unruh^, tal como visto no capítulo anterior, um dete- 
tor uniformemente acelerado através do vácuo inercial responde como estando 
em um banho térmico caracterizado por uma temperatura proporcional a sua 
aceleração própria. Tal efeito é uma consequência direta do fato de que o 
conteúdo de partículas de uma teoria é observador-dependente. 

A depolarização de elétrons em aceleradores pode ser interpretada em ter- 
mos do efeito Unruh; os elétrons podem ser usados como termômetros porque 
o acoplamento entre o spin e o campo magnético induz uma separação entre 
os níveis ‘up ’ e ‘down ’ do spin. Assim a depolarização observada dos feixes 
de elétrons pode ser interpretada no referencial de repouso dos elétrons como 
sendo produzida pelo banho térmico de Unruh - este é o resultado expresso 
pela eq.(4.30). Como elétrons em aceleradores lineares não têm tempo de al- 
cançar o equihbrio na distribuição de polarização, é melhor considerar elétrons 
em anéis de colisão. Neste caso, elétrons ultrarelativísticos seguindo movi- 
mentos circulares uniformes experimentam em seus referenciais de repouso 
um banho térmico efetivo caracterizado por uma temperatura que difere da 
temperatura original de Unruh por um fator numérico. Embora outros efeitos 
possam ter um papel importante neste fenômeno, em especial o efeito devido 
a precessão de Thomas, tal visão pode ser considerada bastante acurada. 

Como já foi dito na introdução dessa dissertação, elétrons nas condições al- 
cançadas pelo ‘‘collider^ e+e“ do LEP, no CERN, têm como acelerações típicas 
a — 2,9x o que corresponde a uma temperatura de Unruh da ordem 
de hal2TTck = 1200K. Como este valor é apenas 4 vezes superior que as tem- 
peraturas de laboratório, seria interessante considerar um detetor acelerado 
em um banho térmico de fundo ao invés de no vácuo, de modo a investigar-se 
em que medida correções de temperatura finita devem ser levadas em conta 
quando do teste do efeito Unruh sob reais condições de laboratório. 

A excitação do detetor irá representar a depolarização do elétron, já que 
ambos os sistemas compartilham a característica comum de serem sistemas 

Relação entre efeito 
Unruh e 

depolarização de 
elétrons 

Em Teoria de 
Campos a precessão 

de Thomas não é 
fundamental, 

embora seja 
importante 

^Este capítulo segue a ref.[17]. 
*Ou, mais propriamente, efeito FDU. 
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de dois níveis. Mostra-se aqui que em condições reais de aceleradores a maior 
contribuição para a resposta do detetor vem do vácuo inercial tornando a 
contribuição devida à presença do banho térmico não muito importante. Isto 
reforça a idéia usual de considerar os elétrons como sendo acelerados no vácuo 
de Minkowski, quando testando o efeito Unruh em anéis de armazenagem. 

Este capítulo é apresentado na mesma estrutura do capítulo anterior: a 
diferença está na troca do cenário onde os detetores se movem; lá era o vácuo, 
aqui é um banho térmico de fótons escalares. Assim, na próxima seção, ‘De- 
tetores inerciais’, mostra-se que detetores inerciais interagem menos com 
o banho de fundo quanto maior for sua velocidade; na seção ‘Detetores 
uniformemente acelerados’ substituem-se os detetores inerciais por dete- 
tores acelerados linearmente, e na última seção, ‘Detetores em movimento 
circular’, consideram-se detetores movendo-se circularmente com velocidade 
constante, que é o caso mais reabstico. 

5.2 Detetores inerciais 

Nesta seção pretende-se mostrar que quanto mais rápido um detetor se move 
mim banho térmico de fundo, menos ele interage com este banho. Isto é 

assim porque a dilatação do tempo induz um detetor movendo-se rápido a 
interagir preferencialmente com modos de frequência baixos. Embora um 
banho térmico seja rico de modos de baixa frequência, o elemento de volume 
do espaço de fase (oc u'^düj) suprime contribuições infravermelhas. 

O detetor de Unruh-De Witt é o mesmo sistema de dois níveis visto an- 
teriormente, que pode estar tanto no estado fundamental \Eq) ou no estado 

excitado \E). Tal detetor continuará sendo descrito por um monopolo m (r) 
A 

acoplado a um campo escalar sem massa (f> (x^) através da ação de interação 

Si= í c (t) m (t) (f) [x^ {t)] dr 
J — OO 

onde x>^ (r) é a linha de mundo do detetor e r é seu tempo próprio. Aqui c (r) 
é uma função que faz o papel de parâmetro de acoplamento; nesta seção será 
suficiente considerar um detetor permanentemente ligado, i.e., c(r) = cq = 
constante. Na picture de Heisenberg o operador de monopolo evolui como 

m (r) = m (0) 

onde Hq \E) = E\E) para qualquer autoestado de energia do detetor \E). 

A amplitude para a excitação do detetor com absorção de uma partícula 
Ik) é 

AlTs = {0\®{E\Si\Eo)®\k) 
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Usando a expansão do campo escalar em ondas planas e assumindo que o 
detetor segue uma linha de mundo inercial 

X = 0 
y = 0 
z = vt 
t = "fT 

(onde n = |v| é a velocidade do detetor em relação ao banho térmico de fundo 

e 7 = (l — obtêm-se 

(5.1) 

onde AE = E—Eq, eu = |k|. Neste capítulo assume-se que {E\ m (0) |íJo) = 1 
já que esta seletividade depende apenas dos detalhes internos do detetor, e 
sempre pode ser fatorada. A amplitude para o detetor ser excitado e si- 
multaneamente emitir uma partícula para o vácuo desaparece devido a con- 
servação de energia. Assim a taxa de excitação total por tempo próprio 
do detetor será 

’J'tot f^/ 
d^k\A, exci2 

abs I (5.2) 

onde = 2x^(0), e onde colocou-se entre parênteses o usual peso de ab- 
sorção associado com um banho térmico a temperatura Este mesmo 
cálculo pode ser feito usando-se a equação (4.19) com a substituição G'^ —»■ 
GJ. 

Como consequência da equação (5.1), detetores movendo-se rapidamente 
irão apenas interagir com modos de baixa frequência. O comportamento do 
detetor será determinado em (5.2) pela competição entre o banho térmico, 
que é rico de modos de baixa frequência, e o elemento de volume do espaço de 
fase (oc u^du) que tende a suprimir contribuções infravermelhas. Substituindo 
(5.1) em (5.2), e realizando as integrações, obtêm-se 

7?"^= / clAE 

~ \ 27t 

No limite u —0 o detetor responde com um espectro Planckiano 

_ /cIAE\ 1 
Ttot ~ y 2tt ) - 1 

2/3‘jvAE 
In 

_ g—PAEy/l+v/\/l—V 

  ^—PAE%/l—v/%/l+v (5.3) 

(5.4) 

como esperado, enquanto que quando u ^ 1 a taxa de excitação por tempo 
próprio total desaparece. Isto sugere que ao se testar o efeito Unruh em 
regimes ultrarelativísticos tal como em aceleradores de partículas, contribui- 
ções térmicas de fundo devem ser pequenas. 



cl Ai.' 
27T — 1 

V 

Figura 4: Gráfico da probabilidade de excitação de um detetor 

inercial movendo-se com velocidade v num banho térmico carac- 

terizado por uma temperatura 
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0 resultado obtido acima também pode ser compreendido usando-se outro 
ponto de vista, tal como em [11]; se o campo escalar considerado está em um 
estado de muitas partículas têm-se então a função de Green alterada pela 
adição de um termo extra; 

= G+ {x,x') + [’nuk; (a:)tiki W) +’ «^k* (a:)«ki (a^')] 

No limite contínuo basta trocar as somatórias por integrais: 

«ki»^»k2»->^nkj I <t>{x)<j>{x') 1^ nki»^«k2.->^«kj > 

= G+ (x,x') + J [nkUki i.^') + «k^ik, (a;)íiki (a:')] 

sendo «k a densidade de número de quanta no espaço dos momentos. 
Para um detetor movendo-se inercialmente num espaço n-dimensional ape- 

nas o último termo desta expressão contribm para a probabilidade de ex- 
citação; se, além disso, a velocidade do detetor é zero e se os quanta estão 
distribm'dos isotropicamente, então 

J^{AE) 

T 

22- 3-n 
"TT 2 

onde T (AE) é dado como na equação (4.18). Para um campo não massivo, 
com V 7^ 0, a integração é um pouco mais complicada e produz 

E{AE) 

T 

1 

47tí;7 

onde AE"^ = AE [(1 ± v) / (1 q: v)]2 = AEj{l±v) é um fator devido ao efeito 
Doppler, isto é, o detetor escolhe para sua excitação não apenas partículas com 
uma energia bem definida mas todas aquelas que devido a um redshift ou a 
um blueshift acabam por fitar em seu gap de energia. Tal procedimento leva 

novamente à equação (5.3) se njt = — 1 j 

5.3 Detetores uniformemente acelerados 

Antes de analisar o caso mais realista de detetores em movimento circu- 
lar, investigar-se-á a resposta de um detetor uniformemente acelerado em 
um banho térmico de fundo. Neste caso particular quer-se dizer que de- 
tetores uniformemente acelerados são detetores linearmente acelerados com 
aceleração própria constante. A probabilidade total de excitação para um 



p 

I 

Figura 3: Comparação entre as polarizações obtidas semi- 

classicamente - curva I - e usando o efeito Unruh - curva II. 
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detetor evoluindo em um banho térmico de fundo caracterizado por uma tem- 
peratura pode ser escrita como 

/+00 r+oo 
drc(r) / (5.5) 

-oo J —oo 

onde 

1 +0O 
G+[x'^(r),x-(r)] = -^ E 

n=-oo {t-f- inP - ief - |x - x'| 
(5.6) 

é a função de Wightman, a:'* (r) é a linha de mundo do detetor acelerado, e 
r é o tempo próprio. A linha de mundo de um detetor movendo-se no eixo z 
com aceleração própria constante o é dada como em (4.24): 

a: = 0 
2/ = 0 

z = a~^ cosh ar 
t = a~^ sinh ar 

Substituindo, portanto, (4.24) na função de Wightman obtêm-se 

2 -l-oo 1 / -I \ 2 -roo 

2sinh^^ 2 sinh 
+tin-e') 

(5.7) 
onde Ar = r — r', f = (r -f r') /2 e e' = e/aj3. Usando a identidade (a linha 
indica que n = 0 está excluído da soma) 

2 -l-ooí 

BcJ^^{A/B + in){A/C + in) ~ C {C ~ B) (A^ + n^) 

+ 00 

+00 
+ - E B(B-C)^^{AyB^ + n^) 

junto com [14] 
-1-00 ^ 1 7T , 1 
> = — cothra; — —^ 
“ -}- 2a: 2x^ n=l 

pode-se por a expressão (5.7) na forma^ 

GJ (r, r') = Gtac (Ar) -f (Ar, 0 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

®Isto corrobora os resultados apresentados em [18], 

Função de Green 
térmica divide-se 
em duas partes, 

uma devida ao 
vácuo e outra 

devida ao banho 
térmico 



Figura 5; Gráfico em 3d da função de Green térmica G^^(A,í), 

que é simétrica em todos os outros quadrantes. Aqui /? = 2,5 x 
e a = 9,7x 

) 
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0 primeiro termo em (5.10) corresponde à pura contribuição de vácuo 

Gtac sinh-2 (aAr/2 - ie) (5.11) 

enquanto o segundo termo corresponde à contribuição do banho térmico de 
fundo 

IGtt^ 

coth 

sinh-^ (aAr/2) + o^tinh (aAr/2) 

27rsinh(oAr/2) 27rsinh (aAr/2)' 
 T í coth —T  

a^e~“í a^e“^ 

X 

(5.12) 

O fato de que têm dependência em Ç reflete o fato de que esta é uma 
situação não-estacionária. Note-se ainda que não diverge em nenhum 
ponto; em particular G^^m(Ar = 0;^) = 1/12)9^. Assintoticamente G^^m 
comporta-se como 

Gt.ml|Ar|>(a-',/!)if]~e-“l'"-l 

Gter„ [Ar # 0; |f| > (a->,/))] ~ «-Ifl 

Claramente G/^^m desaparece no limite /3 ^ -t-oo, e assim (r, r') = 

í^íac(Ar). 
Agora basta calcular a taxa total de excitação, = P^ac + 'Purmi 

um detetor uniformemente acelerado em um banho térmico de fundo. Aqui, 
deve-se considerar o detetor como estando hgado somente durante um período 
flnito de tempo próprio |r| < To/2, onde To = constante G R+. No que con- 
cerne à pura contribuição de vácuo pode-se calculá-la para algum c (r) 
contínuo pondo-se (5.11) em (5.5). Contudo, irá se usar aqui diretamente os 
resultados da Ref. [19] onde os cálculos foram realizados no referencial de 
repouso do detetor. A probabilidade de excitação para um detetor uniforme- 
mente acelerado num vácuo inercial, e mantido ligado por tempo o bastante. 

To > a-^AP-^ é 

'T^exc ^ 
^vac ^ 

cl^E\ 1 

27T j _ 1 ° 
(5.13) 

Note-se que a dependência linear com To é exatamente o que se deveria esperar 
devido ao efeito Unruh. Aqui co = constante é a constante de acoplamento 
entre o campo e o monopolo enquanto o detetor é mantido ligado. No regime 
considerado acima, a forma detalhada de c(r) não é importante. A única 
restrição é que c(r) G G°, já que descontinuidades em c(r) resultariam em 
divergências ultravioletas. 

A correção térmica Vterm ® obtida introduzindo (5.12) em (5.5), Correção térmica 
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q^exc 
• 1 

„ /•+T0/2 /•+Í0/2 
= Cq / dr dr e 

•/—7o/2 J—'Fq/I 

+T0I2 
term (5.14) 

onde já foi levado em conta o fato de que o detetor é mantido ligado ape- 
nas por um tempo próprio finito Tq. As integrais acima foram resolvidas 
numericamente"* para os valores arbitrários AE = 9.7 X a — 9.7 x 

(3 = 2.5 X 10~*‘*s, com os resultados plotados como função de Tq na 
figura 6. E claro desta figura que a contribuição de vácuo aumenta com 
To muito mais rápido que a contribuição do banho térmico de fundo 
verdade, o banho térmico de fundo só é importante em um período transiente 
inicial quando a velocidade do detetor é pequena. Isto é uma consequência 
do fato de que diminui exponencialmente para grande Tq, exceto junto 
ao eixo A situação acima é claramente não-estacionária. De fato, a figura 
6 reflete o fato de que quanto mais rápido o detetor se move menos ele inter- 
age com o banho térmico de fundo, tal como já discutido. De modo a obter 
uma forma fechada para a contribuição térmica quando é pequeno, 
pode-se expandir fatores de (3: 

+ ^ 1 ^ (4;r)^""^52nSÍnh2"“2(aAr/2)sinh[(2n-l)aí] 
í 1 ~ J2/J2 (2u)!a2"-2/32n sjnh 

onde Bn são os números de BernouUi, e /3 > 2a -1 

tuindo tal expansão em (5.14) obtêm-se, até primeira ordem, 

+ O (/?-") 

e“^ sinh (aAr/2)j. Substi- 

-pexc _ 2 AETq/2 
*erm ‘'O 3^2^jç;2 

Os valores de AE, a e j3 usados acima foram arbitrariamente escolhidos 
nesta seção apenas para ilustrar o papel desempenhado pelo banho térmico 
de fundo em detetores acelerados linearmente. Contudo, tais valores apare- 
cem com uma clara motivação física na próxima seção, onde são analisados 
detetores movendo-se circularmente. Elétrons em aceleradores de partículas 
têm seus spins acoplados ao campo magnético, o que induz a um desempare- 
Ihamento dos níveis ‘up’ e ‘down’ do spin. 0 intervalo de energia associado 
a tal desemparelhamento é AE = 2 |/z| |B|, onde /x « e/2me é o momento 
magnético do elétron (assume-se que o fator giromagnético é 5 = 2), e B é 
o campo magnético. Seguindo a referência [16] pode-se considerar a depo- 
larização de um elétron acelerado como representando a excitação do dete- 
tor, já que ambos os sistemas compartilham a característica comum de serem 
sistemas de dois níveis. Cálculos mais detalhados não devem alterar a or- 
dem de magnitude dos resultados obtidos, e consequentemente as conclusões 
aqui alcançadas. Nas condições do LEP um elétron têm um fator de Lorentz 

*Ver apêndices ‘Integrações numéricas’. 



(X
l0

c2
) 

Figura 6: Gráfico de (linha cheia) e (pontos) como 

função do tempo. Os v£dores de P e a são os mesmos usados nos 

gráficos anteriores com AE = a. A linha que une os pontos iniciais 

é a aproximação para pequenos valores de Tq mostrada no texto. 
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típico de 7 = (1 — v^) = 10®, e aceleração própria de a = 9.7 X 
em unidades naturais. O intervalo de energia entre os dois níveis do spin é 
AE Ki a. O tempo de laboratório para a construção da polarização é de cerca 
de 2 horas, o que corresponde a 7.2 x no tempo próprio do elétron. Fi- 
nalmente, o banho térmico de fundo têm uma temperatura correspondente a 

/3 = (300hr)~^ « 2.5 X 10“^‘^s. E também interessante dar um valor numérico 
aproximado para a constante de acoplamento Cq. Embora cq não afete as 
contribuições relativas do banho térmico de fundo e do banho de Unruh, esta 
constante determina a taxa de excitação geral. De modo a obter uma esti- 
mativa física para Cq, compara-se a depolarização de um elétron acelerado à 
temperatura zero acoplado com um campo eletromagnético tal como obtido 
na equação (24) da referência [16] com a equação (5.13). Isto fornece imedia- 
tamente 

y/8eAE 
Co «  « 10 ® 

rrie 

onde e, rrie são respectivamente a carga e a massa do elétron; o ponto impor- 
tante a se notar aqui é que Cq *C 1. 

5.4 Detetores em movimento circular 

Nesta seção irá se analisar o caso mais favorável à identificação de efeitos 
observáveis devidos a existência do banho térmico de Unruh: detetores em 
movimento circular. A linha de mundo de um detetor descrevendo um movi- 
mento circular com ralo R e velocidade constante v é 

X = R COS LüJT 

y = R sin ujT 
z = 0 
t = JT 

onde u = v/R. A aceleração própria do detetor é a = y/õEã^ = R, onde 
a>^ = 

Substituindo (5.15) em (5.6), e usando (5.8) e (5.9) decompõe-se a função 
de Green relevante novamente em uma parte de vácuo e uma parte do banho 
térmico de fundo 

D* (Ar) = B+. (Ar) + D+„„ (Ar) 

(5.15) 

onde a parte de vácuo é dada pela equação (4.25) 

D+,(Ar) = - 
4w^ 

7^ (Ar — isy — ■ \2 4u‘*7^ . 2 / aAr\ sin 
\2vj ) 

1 -1 
(5.16) 
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e 

^ítrm(Ar) = 

f 1 7T0Ar , , , . 
^ i ~T^ 7 + -t; (cothr_ - cothr+) L — 1 2vs 

(5.17) 

onde r± = 7r0Ar (1 ± ns), s = sinx/a;, com x = ylAr/2n; ^ = a/7 e 
Q = j/P têm o papel de uma aceleração efetiva própria e de uma tem- 
peratura de fundo efetiva, respectivamente. D^erm ® finita em todos 
os pontos; em particular, limAT->o-Dterm (^'^) = 1/12/3^. Assintoticamente 

(Ar ^ 1) ~ (47T^7^Ar^) isto garante que a resposta do detetor por 
unidade de tempo é finita. O fato de que não depende de Ç reflete o fato 
de que a situação é estacionária. 

Para calcular a taxa de excitação média no vácuo, dP!^^^/dT, para dete- 
tores ultrarelativísticos é conveniente expressar (5.16) como em (4.26): 

£)+,(Ar) = - 
1 

47r^ 
(Ar - ie)^ + 

a^Ar^ 

12 

Substituindo esta aproximação em (5.5), obtêm-se, para 7 > 1, a equação 
(4.27): 

dT ~ 47r-v/l2 

Assim no LEP espera-se que dVl^l/dT « 7.0 X IO^^Cq. Pode-se também obter 
um valor físico aproximado para a constante de acoplamento cq por com- 
paração da equação (5.18) com a equação (10) da referência [1] para elétrons 
circulando no vácuo; isto fornece o valor cq « 10~® tal como na seção anterior. 

Para comparar a contribuição de vácuo (5.18) com a contribuição térmica 
média, dV^gp^/dT, escreve-se 

j-pexc f+00 
~^ = á(Ar)e-<^“'Ot„(Ar) (5.19) 

A integração numérica® desta expressão com valores do LEP fornece o resul- 
tado dVfgpjn/dT « 3 X 10®Cq. Assim, após atingido o equilíbrio na distribuição 
da polarização a contribuição de vácuo deve ser cerca de 3 ordens de magni- 
tude maior que a contribuição do banho térmico de fundo; este é um resultado 
novo, que vem confirmar as suposições que feitas até então. 

Para concluir, pode-se observar que para detetores quase-inerciais, í.e., 

A <C 0, AE, a contribuição térmica de fundo para detetores em movimento 

*Ver apêndice ‘Integrações numéricas’. 
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circular pode ser aproximada pela contribuição térmica de fundo para dete- 
tores inerciais - note-se que estas duas situações são estacionárias, em con- 
traste com o caso linearmente acelerado. Em particular, no limite A ^ 0, 
(5.19) é exatamente (5.3); este é um cheque de consistência para os resulta- 
dos obtidos nas seções 4.2 e 4.4. Isto é assim porque um detetor movendo-se 
com uma certa velocidade finita v, mas com .4 —>■ 0, significa que o movi- 
mento se dá em um anel com raio arbitrariamente grande; neste caso, deve- 
se esperar que o detetor se comporte como um detetor inercial movendo-se 
com a mesma velocidade v, tal encontrado. Nas condições do LEP A = 
9.7 X 0 = 4.0 X e AE = 9.7 x Já que A < 0, AE, 
tal como necessário para considerar-se o detetor como quase-inercial, podia- 
se usar diretamente (5.3) para estimar a contribuição térmica média obtendo 

dT^ferm/dT « 2.9 X lO^cg. 



6. Temperatura e relatividade 

6.1 Qual é o problema? 

relatividade restrita [6] “baseia-se inteiramente em dois postulados:” 

• “as leis da física assumem a mesma forma em todos os referenciais iner- 

• “em qualquer referencial inercial a velocidade da luz, c, é sempre a 
mesma, seja emitida por um corpo em repouso ou por um corpo em 
movimento uniforme.” 

Estes postulados, principalmente a constância da velocidade da luz, per- 
mitem que se faça, através do uso de sinais luminosos: 

• a sincronização de relógios - tempo próprio; 

• a padronização de réguas - comprimento próprio. 

Surge também a noção de invariãncia do intervalo entre dois eventos: 

Assim pode-se pensar, analogamente, em uma temperatura própria ou em 
invariantes termodinâmicos; contudo, como se faz a comparação de diferentes 
medidas de temperatura, feitas em diferentes referenciais? 

As propostas usualmente apresentadas são conflitantes, baseadas em ar- 
gumentos termodinâmicos, e resumem-se numa única expressão [21]: 

com a = —1,0,1. 
A conclusão aqui apresentada tenta fugir desta polêmica, sendo simples: a 

transformação de temperaturas, na relatividade restrita, não é direta, sendo 
fortemente dependente das definições e dos procedimentos usados. 

ciais;” 

t=i 

T = To7“ 

^Este capítulo amplia a discussão presente em [20]. 
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Este capítulo é então organizado em três seções, que tentam passo a passo 
mostrar qual é o problema em se relacionar temperatura e relatividade; na 
primeira destas seções, ‘Visões anteriores’, mostram-se, quase que de pas- 
sagem, propostas anteriores de generalizar a termodinâmica em termos rela- 
tivísticos^; na seção seguinte, ‘Radiação de corpo negro’, mostram-se re- 
sultados já conhecidos sobre a medida da temperatura de um banho térmico 
de fundo por um observador em movimento neste banho; tais resultados são 
usados, na última seção, ‘Uma solução usando detetores de Unruh’, na 
comparação de diferentes medidas de temperatura. 

6.2 Visões anteriores 

Temperatura 

0 primeiro grande problema consiste em definir o conceito de temperatura; 
por exemplo, pode-se dizer que temperatura é [22] “a propriedade de um corpo 
ou região do espaço que determina se haverá ou não um fluxo hquido de calor 
deste corpo para um outro corpo ou região vizinha e em que direção esse fluxo 
se dará. (...) Se há um fluxo de calor, a direção do fluxo é saindo do corpo 
ou região de temperatura mais alta. Há dois métodos de quantificar esta pro- 
priedade. 0 método empírico é tomar dois ou mais eventos reproduzíveis que 
dependam da temperatura e assinalar pontos fixos numa escala ao valor destes 
eventos. (...) Este método é útil para muitos objetivos práticos, mas, por não 
possuir uma base teórica, é incômodo usá-lo em muitos contextos científicos. 
(...) Lord Kelvin propôs um método termodinâmico para especificar tem- 
peratura, (...) baseado numa escala absoluta de temperatura com um zero 
absoluto, no qual nenhum corpo pode fornecer calor. (...) Na prática temper- 
aturas termodinâmicas não podem ser medidas diretamente; elas são inferidas 
de medidas com um termômetro de gás, contendo um gás quase ideal. Isto 
é possível porque outro aspecto da temperatura termodinâmica é sua relação 
com a energia interna de uma dada quantidade de uma substância.” 

Assim podemos formular matematicamente [23] o problema de troca de 
calor entre dois corpos, 1 e 2, como sendo dependente dos parâmetros 
com i = 1,2, representando a temperatura de cada corpo. 

Logo, usando a conservação de energia do sistema formado pelos dois cor- 
pos, podemos escrever que 

-f = constante 

Após esta troca de calor os corpos entram em equilíbrio e a entropia do sistema 
não se altera, i.e. 

dS = 0 

^Há também um apêndice, ‘Termodinâmica Relativística’, que apresenta os argu- 
mentos da proposta mais tradicional, defendida por Einstein e Planck. 
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Daí, como 

ílfS) ÍHm) \dU^^> ) \dU( ) ^(2) ^(2) 

têm-se a identificação 
_ J_ 

m)v,...,n~ T 

com a condição de equiKbrio termodinâmico sendo 

1 1 

TÍíy ~ T(2) 

De um modo geral pode-se escrever, quando há variação de volume do 
sistema 

dS^^dU+^dV 

sendo p a pressão do sistema. Se, pelo contrário, dV = 0 

dS = ^dQ 

que é uma relação bastante conhecida. 
Esta, porém, é a visão termodinâmica de temperatura; em Mecânica Es- 

tatística, em um sistema quântico com gi estados quânticos distintos no inter- 
valo de energia [24, 25] 

[Ei, Ei-\-dEi] , 

o problema é descrever como n,- partículas estão distribuídas entre estes esta- 
dos sujeitas a dois vínculos: 

• número fixo de partículas 
^ n,- = n 

% 

Aparecimento da 
temperatura na 
termodinâmica 

Aparecimento da 
temperatura em 

Mecânica 
Estatística 

• energia total fixa 
Y^riiEi = E 

% 

Para partículas idênticas obedecendo o princípio de exclusão de Pauli a 
probabilidade de um dado arranjo é 

Wfd = T[ 
9i'- 

«.! Í9i -rii)\ 

enquanto que para partículas idênticas sem a restrição quanto ao número em 
um dado estado a probabilidade de um dado arranjo é 

Wbe = 
TT {rij -H gi - 1)! 



Capítulo 6. Temperatura e relatividade 58 

Méiximizando estas probabilidades com os multiplicadores de Lagrange Ai e 

A2, correspondentes aos vínculos sobre a energia total e o número total de 
partículas, obtêm-se as conhecidas distribuições 

FD rii = 9i 

BE _ 9i 
• “ - 1 

onde identifica-se facilmente A2 = /?. 

Relatividade 

0 problema deste item é generalizar as relações e o conceito de temperatura 
mostrados no item anterior usando a relatividade restrita. E bastante óbvio 
que nesta generalização deve aparecer o parâmetro adimensional 

além, é claro, da própria velocidade v. 
A primeira generalização [26] que surgiu, defendida por Einstein e Planck, 

entre outros, envolve uma variação no momento P do sistema^: 

dS = l-dE -f ^dV - ^dP 

ou, usando a 4-velocidade e a diferencial do 4-momento, 

-u>^dP. + pdV 
.1 

levando à transformação da temperatura 

rp _ ^ 
■^Planck — 

7 

onde To é a temperatura do corpo ou sistema no seu referencial de repouso. 
“Este é um resultado padrão” [27] que leva também, usando a primeira lei da 
termodinâmica, 

dQ = dU + pdV 

à expressão 

dQ = 
dQo 

7 

^Aqui aparece a energia total do corpo ou sistema, E, que contém a energia devida ao 
movimento do centro de massa do corpo ou sistema, ao invés da energia interna do corpo 
ou sistema que é escrita como U. 
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Muito tempo se passou até que surgissem outras sugestões para a trans- 
formação da temperatura; nos anos 60, H. Ott e H. Arzeliès desafiam a gen- 
eralização de Planck, propondo que [21] 

onde H é a, entalpia do sistema, obtida da energia U por meio de uma trans- 
formação de Legendre, de modo que 

H = U+pV 

1 V 
dS = -dH - -dp 

T T ^ 

Usando esta formulação matemática a proposta de Planck é 

T - Planck \dSo)j,„P H \dSo )^„P 7 

Ainda nos anos 60 uma terceira sugestão surgiu, dada por P.T.Landsberg; 
a equação termodinâmica relativística seria 

i.e. 

e, assim 

ou ainda 

dS=- [u^dP^ -h 'ipdV] 

dS = j 
1 p V 
-dE -f- ^dV - -dP 

com, portanto 
T = To 

Resumindo, têm-se três posições diferentes, que podem ser escritas como numa 
só expressão com a variação de um parâmetro arbitrário a: 

T = To7“ 

Todas estas posições inconciliáveis são resultantes de argumentos termo- 
dinâmicos; um experimento imaginário em que se visualizasse a medida da 
temperatura de um corpo em movimento favorecería qual destes resultados? 
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Generalizações relativísticas da temperatura 

Planck 

Ott 
Landsberg 

T = Tq/t 
T = Tqj 

T = To 

Tabela 6.1: Resumo dos resultados mostrados na seção ‘Visões anteriores’. 

6.3 Radiação de corpo negro 

Um experimento simples que se pode propor é a medida da temperatura 
de um corpo negro, feita através da detecção da radiação emitida por este 
corpo. Podem-se usar para comparação dois observadores carregando dete- 
tores (termômetros), completamente imersos nesta radiação, um em repouso 
em relação a ela (observador O) e outro em movimento (observador O') com 
velocidade constante v na direção do eixo x de O. Note-se que este é ex- 
atamente o caso da Terra, que se move através da radiação de corpo negro 
remanescente do Big Bang; assim o experimento proposto poderia ser nada 
mais que uma medida da temperatura da radiação de fundo que preenche o 
Universo. 

Para o observador em repouso o resultado deste experimento é conhecido 
desde o início do século; a radiação têm, para esse observador, a distribuição 
de fótons conhecida como Planckiana: 

(^-1) 

onde (3 = 1/T. 
Para o observador em movimento, porém, a distribuição de fótons se altera, 

não devendo ser mais nem mesmo isotrópica. 
Seja [28] 

a densidade de fótons medida pelo observador em movimento O'. No intervalo 
de tempo dt' este observador vê seu detetor responder a um número de fótons 
dado por 

dN = rif (u', 0') ^dü'Ao Icos 0'\dt' 
2tt ' ' 

onde Aq |cos 0\ = A' é & área do detetor, com sua normal fazendo um ângulo 
6' em relação ao eixo do movimento. 

No mesmo intervalo de tempo o observador O, em repouso, vê o mesmo 
número de contagens, mas a sua expressão é diferente: 

duj 

Distribuição 
Planckiana 
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onde Aq |n + cos0| dt varrido pelos dN fótons. 

As quantidades necessárias para relacionar e n(a;) seguem as 
transformações: 

dt' = dty~^ 

COS 6' = (cos 6 V COS 9)~^ 

díl' = d(f'd (cos 6') = díÍ7“^ (1 + v cos 0)~^ 
u' = (1 + cos 6) 

e assim têm-se que 

o que fornece por fim 
W'2 1 

27t2 - 1 

onde 

ou 

P' = 
P 

7(1-1- ucos 6) 

= /37 (l — u cos 6') 

Nota-se facilmente daí que para o observador em movimento a radiação já 
não é mais isotrópica, como se esperava, com uma temperatura efetiva dada 
por 

Tefetiva{0 > v) = j- ^ (b-2) 
7(1 — vcosO') 

onde 6' é o ângulo, visto no referencial do observador em movimento, entre o 
eixo do movimento e a direção de observação da radiação. 

6.4 Uma solução usando detetores de Unruh 

Um outro modo de verificar a validade do resultado da seção anterior é usar 
detetores de Unruh-De Witt, que, como visto anteriormente, são monopolos 
com apenas dois níveis de energia, o estado fundamental |£^o) e o estado 
excitado \E). Por uma questão de simplicidade continua-se a acoplar tais 
detetores hipotéticos com partículas escalares sem massa, ao invés de fótons. 
A probabilidade total de excitação de um destes detetores é calculada usando- 
se os métodos de Teoria de Campos já vistos nos capítulos anteriores: 

= cl í dr í dr'e (r) (r')] 
J—oo J—OO 
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onde 

1 °° 1 
Gt [x^ (t) , (t')] = ; 

47t2 ^t-f- m/3o - ief - |x - xf 

sendo r o tempo próprio do detetor, (r) sua linha de mundo, e AE = 
E — Eq db energia necessária para excitar o detetor, medida em seu referencial 
de repouso. Substituindo nesta expressão a linha de mundo para um detetor 
numa trajetória inercial, com velocidade constante v, 

x^(r): 

t = JT 
z = vt 
y = 0 
X = 0 

têm-se que a taxa de excitação do detetor é aquela dada pela equação (5.3): 

dr °47ru7/3o 
In 

1 _ g-A£:/3o7(H-v) 

1 _ g-A£;;0o7(l-u) (6.3) 

No limite em que n ^ 0 este resultado se resume a 

dP" 

dr 
= c, 

,AE 1 
ó 27t _ 1 

enquanto que no limite oposto, v —>■ 1, têm-se 

dpexc 

0 que significam estes resultados? 

Da expressão (6.3) nota-se que, para v ^ 0,o detetor não percebe mais um 
espectro Planckiano para a radiação de corpo negro; assim, é difícil comparar 
este resultado com o caso do observador em repouso, para dai extrair uma 
temperatura efetiva, vista pelo detetor em movimento. 

Ainda da expressão (6.3) pode-se obter a distribuição do número de par- 
tículas como sendo 

n{u) 
2AP/3o7v 

1 _ g-AB/?o7(l-+-y) 

1 _ g-A£;/?o7(l-í') 

O que, por sua vez, fornece, para o caso em que u/3o 1 e n <C 1, 

(6.4) 

1 

üj(3o 
n{u>l3o < 1) « 
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Do mesmo modo, obtêm-se da Planckiana, eq.(6.1), o resultado 

Agora estes dois resultados podem ser comparados, já que há a aparição de 
uma temperatura efetiva: 

Tefetiva « Íq 1 (6.5) 

Usando a idéia de temperatura efetiva dependente do ângulo de observação - 
eq.(6.2) - pode-se ver que, integrando sobre todo o ângulo sólido, a radiação 
teria uma temperatura efetiva média dada como 

{Tefetiva) ~ j Tefetivai^,v)dü = Tq 

OU seja, este resultado compatibiliza a idéia de uma temperatura direcional 
com o observado por detetores de Unruh-De Witt. 

Note-se que se fizermos 

(n) = 
r<^6lue n{uj', 6)düj' 

r‘*'6Iue 
■1‘^red düj' 

onde Ubiue = o;7 (1 -f u) e Ured = (1 — v) delimitam as energias, modificadas 
pelo efeito Doppler, dos fótons que cabem no detetor, temos que 

1 

2u}/3o'yv 
In 

I _ g-w/3o7(H-’^) 

1 _ e-w/?o7(i-v) 

que é justamente a expressão (6.4), ou ainda a equação (5.3). 
Contudo pode-se ir além; a densidade total de partículas associada com a 

distribuição n(o;) é 

Usando a Planckiana obtêm-se 

no = 

enquanto que usando-se a expressão (6.4) obtêm-se 

n = 
7C(3) 
7T2/33 

c(3) 
7t2/33 

Detetor de Unruh 
inercial em banho 

térmico vê média da 
distribuição de 

fótons 
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Temperaturas efetivas diferentes 

Temperatura efetiva 

Tefetiva = ^0 (l ~ 

Condições 
üj/3q,v < 1 

Tefetiva — Tp (l + ^^/6) n = ‘jno 

Tabela 6.2: Diferentes procedimentos levam a diferentes resultados, tal como 
mostrado nesta seção. 

como se deveria esperar devido à contração do volume visto pelo observador 
em movimento. Deste resultado surge uma outra temperatura efetiva, dada 
como 

T = To(l - 

Quando u -C 1 este resultado pode ser escrito como 

T « To(l + (6.6) 

Ou seja, têm-se aparentemente dois resultados divergentes, eqs (6.5) e (6.6); o 
primeiro diz que um detetor em movimento, sensível apenas a parte de baixa 
energia do espectro irá medir uma temperatura efetiva T < To, enquanto 
que o segundo mostra que um detetor sensível a todo o espectro deve medir 
uma temperatura T > Tq. Tais resultados não são, porém, contraditórios: 
eles apenas demonstram que para saber qual a temperatura vista por um 
termômetro em movimento é fundamental definir o tipo de termômetro que 
irá se usar. 

Deste modo, pode-se concluir que o conceito de transformação de Lorentz 
da temperatura não é direto, sendo fortemente dependente das definições us- 
adas. 



7. Conclusão 

7.1 Introdução 

Na parte principal deste trabalho, formada pelos capítulos ‘Detetores e o 
vácuo’, ‘Contribuições térmicas’ e ‘Temperatura e relatividade’, o 
assunto central é o comportamento de detetores de Unruh na presença de 
banhos térmicos - sejam eles reais ou provocados pela aceleração do detetor. 
Assim, nestes capítulos a temperatura têm sempre um papel importantíssimo. 

Logo, pelo interesse no assunto, ter-se-á nesta conclusão, ao invés de um re- 
sumo dos pontos principais do que foi apresentado ao longo desta dissertação, a 
disposição de alguns aspectos da temperatura, que não são usualmente perce- 
bidos nem demonstrados e que se tornaram visíveis ao autor durante o tempo 
de escrita deste trabalho. 

Na próxima seção, ‘Temperatura e tempo’ apenas mostra-se que a tem- 
peratura pode ser colocada como um parâmetro que serve de extensão anahtica 
do tempo no plano complexo. Na seção seguinte, ‘Temperatura e dis- 
tribuição de partículas’, mostra-se, por simples manipulação matemática 
das funções de distribuição de bósons e férmions, que a temperatura parece ter 
conexão com o spin destas particulas. A última seção deste trabalho, ‘Per- 
spectivas’, tenta relacionar esta última visão com os capítulos anteriores e 
fornecer perspectivas para futuros trabalhos. 

7.2 Temperatura e tempo 

Em Teoria de Campos a temperatura pode aparecer apenas como uma ex- 
tensão anahtica do tempo no espaço complexo, isto é, /? é uma componente 
imaginária do tempo [11]; por exemplo, se um sistema tem a evolução tempo- 
ral dada pela relação [4] 

|a,ío;í) = exp[-iH (í - íq)] |q:,ío) = X] I®) («l«>ío)exp [-iua {t - íq)] 
a 

pode-se escrever, para a função de onda que representa este sistema a relação 

'í' (x, = J d^x'K {x, t\ x', to) $ (x', to) 
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onde 

K {x, í; x', to) = ^ (x|a) (a|x') exp [~iu>a (t ~ to)] (7.1) 
a 

e 
^ (x,t) = (x|a,ío;t) 

(x',ío) = (a;1a,to) 

A equação (7.1) define o operador que se conhece como propagador; usando 
nesta expressão a extensão anahtica t t — i/3, obtêm-se 

K {x,t\x',to) = ^(x|a) (o|x') 
a 

Fazendo agora t = to e x = x' obtêm-se a função de partição do sistema: 

a 

g-/3u-a 

Do mesmo modo as funções de Green térmicas são obtidas a partir das 
funções de vácuo com a substituição t —>■ t — i/3: 

+ 00 
Gp{x,t]x',t') = ^ Q(x,t +im/3;x',t') (7.2) 

m=—oo 

onde G é uma função de Green genérica. Tal procedimento, que é a base do 
tratamento de detetores de Unruh em banhos térmicos, têm um único senão: 
não deixa claro o que pode ser, fisicamente, a temperatura. Assim, na próxima 
seção é apresentada uma idéia que se aproxima desta, mas que pode ser vista 
a partir de conceitos mais básicos de Mecânica Quântica, envolvendo também 
o spin das partículas consideradas. 

7.3 Temperatura e distribuição de partículas 

A distribuição de um gás ideal de partículas, bósons ou férmions, segue a 
expressão geral [23] 

"" " e/5- ± 1 

onde o sinal positivo indica um gás de férmions e o sinal negativo um gás de 
bósons. Pode-se obter tal expressão usando como contador de partículas um 
detetor de Unruh em movimento num banho térmico, ou ainda, tal como feito 
em Mecânica Estatística, a partir da maximização da entropia de um sistema 
com vínculos. 0 objetivo desta seção é ‘esquecer’ tais idéias, na tentativa 
de apenas apresentar uma outra visão, independente da Teoria de Campos, e 
usando conceitos mais básicos de Mecânica Quântica, para o aparecimento da 
temperatura nesta expressão. 
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A distribuição para bósons pode ser reescrita por um rearranjo de seus 
termos: 

l^bosons — 
- 1 2 

+ 1 

- 1 - + l) 

- 1 

1 - 
- 1 

1 1 — coth —— 
2 

Porém [14] 

^ 1 2x^ 1 1 ~ 1 
coth 7TX = 1 > —^ = — > —  

TTX 7T — k‘‘ + X‘‘ 7T , ^ tk + X k—1 K=—oo 

(7.3) 

e assim 

ou 

'^bosons — 2 1- E 7 ^ iTrk 4- ^ 
k=-oo 4- 2 

'^bosons 
_ _1 ^ 1 

9 + 2^ ^ 27rí^ 
£=—oo 

onde l é um inteiro. 

0 mesmo tratamento pode ser aplicado à distribuição de férmions: 

'^férmions — 
1 1 
^ 1 - 2 

+ 1 - (e^‘^ - l) 

+ 1 

1 - 
- 1 

+ 1 2 

Porém [14] 

(7.4) 

^ , TTX 4x 1 2 ^ 1 
tanh—— = — >  s  = — > -rr;-, -r  

2 ^ éí (2^-1) + fcfr^oo *(2fc- 1) + 

e assim 

n/ ermions 

oo ■. 
1 - 2 ^   
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ou 

rif ermtons =: ± y  i  
2 Jfc^oo + 27TÍ (k - i) 

Reescrevendo esta expressão com k — \ = l têm-se, portanto, 

f^fermions 
1 °° 

2 düj + 2wií í= —OO 

onde £ agora é um semi-inteiro. 
Resumindo estes resultados têm-se que 

1 

I3u} -f 27ri£ 

com k = 0 e £ semi-inteiro para férmions, e A: = 1 e ^ inteiro para bósons. 
Outro modo de expressar esta idéia é escrever 

n = 
1 OO 

5+ E ^ —3u -f íris = —OO ^ ' 
(7.5) 

onde j, s são inteiros pares (incluindo-se aí o zero) para os bósons e ímpares 
para os férmions. 

Curiosamente, tal expressão parece apenas refletir uma propriedade das 
funções de onda de bósons e férmions: tais funções permanecem as mesmas 
se adiciona-se a elas uma fase onde s é par para os bósons e ímpar para 
os férmions; assim se estas funções ^ aparecem multiplicadas pelo inverso da 
exponencial de Pu> têm-se que vale a igualdade 

Isto leva a pensar que, para funções de onda, é válida a substituição t 
t — if3 — rs/2 (onde tu = 27t). Contudo, tal idéia não deve ser considerada 
com mais profundidade. 

Quanticamente, sem considerações sobre o spin das partículas, pode-se 
escrever para um sistema de N osciladores harmônicos de frequência funda- 
mental oj a seguinte Hamiltoniana: 

U 

e daí 

(7.6) 
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Se a energia do sistema segue a distribuição clássica de Maxwell-Boltzmann, 
têm-se que 

H = 
0 

e, portanto, 

Lembrando agora que 

_ 1 ^ 1 _ 1 1 ^ 
Uiosons- 2^ /3uj + 2TTÍk~ 2 ^ ^ ^ 

fc=—oo fc'=—oo I3u) -f- 2TTÍk 

onde k' indica que a soma exclui o zero, pode-se escrever 

_ _1 2. 
'^bosons — 

2 OJ 

1 °° 1 
i+  t  
/3 . (3 -I- ^ik ^ Ar'=—oo ^ ' uf 

Como 2tt = UT, onde r é o período da onda de frequência angular o», têm-se 
então que 

- _i 1 ^bosons — 
2 OJ 

1 °° 1 
- + Y'   

fcioo ^ 
- -- + - 

-J oo 2/3 

2 ' ^ ' t^ií3^ + {krf\ 
(7.7) 

Comparação entre esta expressão e a expressão do oscilador harmônico leva à 
analogia: 

TT 1 ^ 2(3 
bosons ^ ^2 q. 

O mesmo tratamento pode ser usado para a distribuição de férmions: 

1 1 1 1 
'^jermions — ^ ~ 7 TV ~ ~7í "l" 1 ~ / ^ 7 TV 

^ fcí^oo /3w + 27tí (A: - I) 2 fiu d- 27TÍ (A; - ij 

ou 

- _i i '^férmions — ”1” 
2 UJ 

- _1 i 
2~^ OJ 

OJ - E 

OO 

k=-oo /3 -t- í (A: - r 

4/3 

fcr=l q. .j-2 
(7.8) 



Capítulo 7. Conclusão 70 

levando à analogia 

Hf ermxons -E 
4/J 

fc=i (5"^ {k — t2 

Estas dnas analogias podem ser resumidas numa única expressão: 

H ^ Ho+ H{t) 

onde 

e 

para bósons, e 

H{t) 
h + ikrf 

Ho — u) 

e OO 

k=l 

4/3 

+ (k- r2 

para férmions. 
Funções do tipo^ 

/H = 7  (w - u>o) + 

surgem no tratamento de sistemas de osciladores forçados, indicando ressonân- 
cias, com a forma gráfica chamada linha lorentziana, onde wq é a frequência de 
ressonância, o é uma constante associada a um amortecimento do sistema eu> é 
a frequência de oscilação do sistema. Assim, a idéia aqui é simples: o operador 
que fornece a energia de um sistema ideal de bósons ou férmions à temperatura 
P~^, sendo o sistema considerado como um conjunto de osciladores harmônicos 
de mesma frequência, têm sua expressão ‘alterada’ pela adição de um termo 
extra que obedece à equação diferencial para um sistema amortecido, isto é. 

dHi 

düJ = -PHi 

com a solução 
Hi{u) = Hoe-!^'^ 

^Tais funções aparecem, por exemplo, no tratamento da dispersão de ondas eletro- 
magnéticas em materiais [29], ou no tratamento de ondas em cavidades e guÍ2is de ondas [5]; 
em Mecânica Quântica expressões desse tipo aparecem no estudo de seções de choque [30]. 
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Usando a condição inicial 

Hi (wo) = 1 

com wo = 0, chega-se a 

Hi (w) = 

Pode-se assim considerar que o sistema quântico inicial está num estado de 
energia dado pelo ket |i), efetuando, para atingir o equihTirio, uma transição 
para um estado final |/), que pode ser expandido numa série de auto-estados 
da energia: 

I/) = I^c„(o;)ln) 

A transição entre os estados inicial e final é realizada através da aplicação 
do operador Hj: 

Hi\i) = \f) 

Logo, pode-se ver que 

Cn (w) = (n| Hi |z) 

A probabilidade total de transição, que vai depender da energia fundamental 
w, deve ser obtida com a soma sobre todos os estados degenerados (isto é, 
equivalentes) da energia: 

í’H = EK.HP = EK”‘1«'|í)P 
k k 

Colocando que 
« I í°° 

\{nk\Hi\i)f = \ 
Mo 

e identificando 

H{t) = \P(üj) 

têm-se finalmente que 

ff(T) = A^ 
k=l 

Para bósons t\ = kr = 2k‘K/u} e A** = 2/3, enquanto que para férmions = 
(k — 1/2) T = (2k — 1) tt/w e = —4/3. 

Note-se que tal visão é bastante simplista (e incompleta): as partículas do 
sistema inicial não têm uma temperatura definida. Na verdade, o sistema ini- 
cial pode ser considerado como sendo constituído por apenas uma partícula; 
a adição de outras partículas faz com que elas interajam e vibrem como os- 
ciladores harmônicos ao redor da frequência fundamental lj, com a limitação 
na temperatura sendo representada por uma força externa proporcional a /3. 

1/ |do = ^E 
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7.4 Perspectivas 

Neste trabalho foram apresentados resultados para as contribuições térmicas 
na evolução de detetores de Unruh, comparando-se, em parte, tais residtados 
com os obtidos por meio do Eletromagnetismo semi-clássico. Nesta com- 
paração tornou-se evidente a importância do spin das partículas consideradas 
seja como detetores seja como modos do campo que interagem com o detetor. 
No estudo aqui apresentado o campo sempre era um escalar, mas o detetor de 
Unruh representava um elétron, que apresenta spin semi-inteiro; neste caso o 
tratamento semi-clássico demonstra que é importante considerar correções na 
energia devidas ao spin - esta é a precessão de Thomas, que por isso mereceu 
um capítulo extra. 

Em todo este tratamento para obtenção das correções térmicas a temper- 
atura do banho térmico de partículas foi colocada ‘à mão’, via função de Green 
térmica. Não é, porém, necessariamente claro como colocar a temperatura em 
um contexto mais amplo: qual é, se existe, a conexão entre temperatura e spin 
de um sistema de partículas? Tal dúvida relaciona-se com a questão de como 
transformar a temperatura em diferentes referenciais, que é o assunto de um 
dos capítulos desta dissertação; a temperatura pode ser vista como parte de 
um 4-vetor, de um spinor ou de algum outro tipo de objeto matemático? 

Por ora, não existem respostas simples a essas questões aqui levantadas. 0 
trabalho apresentado nesta dissertação têm, portanto, ao lado da apresentação 
de alguns resultados, a pretensão de propor tais problemas, esperando indicar 
possíveis caminhos para futuros estudos. 



Parte III 

Apêndices 



8. Teoria de perturbação e transição de 

dipolo 

0 propósito deste apêndice é ser didático: o assunto aqui tratado faz parte da f 
Mecânica Quântica mais básica. E este tratamento básico que leva à eq.(2.10). 

Teoria de perturbação 

Dado um potencial dependente do tempo que permanece atuante apenas du- 
rante um pequeno período, í.e., 

V (í) =W (í) (8.1) 

apenas para 0 < í < r e 

y (í) = 0 (8.2) 

para í < 0 ou í > r, pode-se escrever a seguinte Hamiltoniana para o sistema 
perturbado [31]: 

H=Ho + V (í) (8.3) 

de forma que, usando a equação de Schrodinger, temos 

^~di ~ 
Ho + V (í) (8.4) 

A função de onda tjj pode ser expandida nas autofunções cpn de Ho que 
possuem autoenergias En '• 

= X) «n (í) (8.5) 
n 

de modo que pode-se supor que inicialmente o sistema está num destes au- 
toestados 

'^inicial — ”* (8‘6) 

passando o estado final a ser 

'4^final — ^ (f) " (8.7) 
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É fácil ver que o coeficiente a^n (í) simplesmente representa a probabilidade 
do sistema estar num estado final com energia 

'^mn (^) — |®7nn (^)| (8.8) 

se 
Substituindo a eq.(8.5) em (8.4), multiplicando por 93* e integrando obtêm- 

(í) = W (t) (í) (8.9) 

onde 

n W{t) 
‘)-J 

^nl = En- El 

Para simplificar no que segue pode-se fazer 

W (t) = 0 

(8.10) 

(8.11) 

(8.12) 

e usar como condição inicial a„ (0) = 6nm- Agora, como primeira aproximação 
usa-se que o/ (í) = 6nm apenas no lado direito de (8.9): 

W(t) ^ = ( n (^n W (t) e (8.13) 

e assim 

«mn “ 7 (” 1^ (8.14) 

Voltando este resultado ao lado direito da eq. (8.9) obtêm-se uma solução de 
segunda ordem e daí por diante. Em geral basta usar a solução de primeira 
ordem, de modo que 

(O = |aÜl(’')f = 1V(/) mj (8.15) 

Devido as transições dos estados | m > para os estados | n > a proba- 
bilidade \am (t)P, que inicialmente é unitária, decai exponencialmente com o 
tempo: 

|am(r)|^ = (8.16) 

sendo T o tempo de vida do estado | m >. 

Se o potencial V {t) é constante pode-se ver que 

J {n W mj = {^n W mj —  (8.17) 
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e assim 

onde 

ou 

de modo que 

ou 

'^mn (’^) — 2 W F{En - Em) 

F {En - Em) = TTTÔ (En ~ Em) 

Wmn (t") = 27rr 

Wmn (t) 

W rn^ 6 {En - Em) 

P mn — = 27T W rn^ 6 {En - Em) 

(8.18) 

(8.19) 

(8.20) 

(8.21) 

(8.22) 

Em praticamente todos os sistemas físicos tanto o estado final como o es- 
tado inicial pertencem a um grupo contínuo (ou quase contínuo) de estados. 
As medidas feitas sobre o sistema dizem respeito a determinação da prob- 
abilidade total de transição para todos os estados | n > que têm quase a 

A \ 
W m)] assim para obter mesma energia e o mesmo elemento de matriz 

esta probabilidade deve-se integrar a equação acima sobre todos os estados 
I n > e dividir pela média dos estados | m > que possuem elementos de 

matriz idênticos W - isto justifica o uso da função delta na equação. 

Assim a probabilidade é 

-I 
Pmn P {En) dEn = 27T W P{En) (8.23) 

onde En -- Em- 

Agora se 

têm-se que 

W {t) =W 

Wr, . (r) = 2ttt (^n W rn^ S {En - Eto ± í^) 

(8.24) 

(8.25) 

ou seja, as transições só ocorem com Em = ± w, onde o sinal positivo 
corresponde a absorção, pelo sistema, de um fóton de energia u, e o sinal 
negativo corresponde a emissão de um fóton com essa mesma energia. 
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Transição de dipolo magnético 

No caso em estudo usa-se o potencial 

A c/aaN 6^a2 
W{t) = [A-P)+ — A 

m \ ) 2m 
(8.26) 

Retendo apenas o primeiro termo e usando que o vetor potencial pode ser 

expandido em termos de operadores de criação e destruição, o e a, como 

Q.« 

27T 

Vio, Q. 
«Qa (<) + «Qa (0 (8.27) 

têm-se 

27T 
[e^ (Q) • p] ®Qa (í) + «Qc (t) 

com 

(<) =“Qa e Q 

a1 . . a1 iur%t 
®Qa (0 =®Qa e 

A 
Considerando apenas a parte de criação do potencial W (í) têm-se 

(8.28) 

(8.29) 

(8.30) 

W (0 = E (^) ' [e. (Q) ■ P] Sq„ e‘"Q- (8.31) 

isto é 

A e I 2ir 
W= — ^ [e« (Q) • p] Oq^ 

m V Vu>{ Q, 

onde üj = Q. 
Lembrando que 

At 
OQal «Qa >= + 1 1 «Qa + 1 > 

têm-se 

(^final W inicial^ = (™Qa + l) 

, 1 
2 

X 

(8.32) 

(8.33) 

VUQ 

e» (Q) • < <^n I I (pm >1 (8.34) 
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onde usou-se ainda que 

I inicial >=| UQa > (fm (8.35) 

I final >=| UQa + !></?„ (8.36) 

A exponencial restante pode ser expandida: 

= l-zQ-r-Í(Q-r)'*-f-... (8.37) 

Nesta expansão o primeiro termo corresponde a um dipolo elétrico enquanto 
a parte antissimétrica do segundo termo corresponde a um dipolo magnético 
[32], tal como se mostrará a seguir. 

Notando que 
Q =Qn =Umnn (8.38) 

têm-se 

l< I [Q • r] [e„ (Q) • p] 1 |< I [n • r] [e^ • p] 1 >|^ 
(8.39) 

Porém 

[n • r] [ec • p] = ^ {[n • r] [e„ • p] -t- [e^-r] [n • p]} 

{[n • r] [ec« • p] ~ [^a-r] [n • p]} 

(8.40) 

e como 
[n X Ga] • [r X p] = [n • r] [e„ • p] - [e„-r] [n • p] 

sendo o momento angular definido como 

L = r X p 

têm-se para a parte antissimétrica da eq.(8.34) 

Wmn OC |< n | [n X 6„] • L | m >| 

1 o 4m'^ 
=   

2 e2 

1 n 4m2 — —Cü   2‘^mn g2 

2 2 
= ÜJ^ 

3 e2 

< n I [n X e„] • -—L | m > 
2m 

< n I [n X e^] • M | m > 

2 
< n m > 

(8.41) 

(8.42) 

(8.43) 
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Portanto 

Pmn — 27T 
í e\^ 2tv ( _\2 

[mj 
2 

'-'mn 
Stt^ / 

Wr, 

< TC |Aí| m > P(E,) 

< TC |m| rrc > P(Ef) 

(8.44) 

0 número de estados do campo no volume V com uma polarização bem 
definida do fóton e com o momento do fóton entre p e p + dp, dentro de um 
ângulo sólido dü, é dado por [31] 

dNp = 
Vp^dpdíl VE^dpdü 

(27t)^ (2^f 

Assim 

e, portanto, 

, dNp VE^dn VE^ VuP' 
dp{E) = ^ ^ p{E) = 

dE (27rf 2'k'^ 27r^ 

(8.45) 

(8.46) 

Pmn — gy "l" < TC |M| m > 
Vuy‘ 

27t2 3^^™" 
< TC |M| m > 

(8.47) 
onde usou-se que tcq^^ = 0; esta é a eq.(2.10). 



9. Hamiltonianas e equações de 

movimento 

Um vetor genérico A qne têm associado a si um operador quântico, na picture 
de Heisenberg obedece a equação 

d A _ . 
dt 

H,A 

Se 
H = -\M ■ A 

onde M é apenas um vetor e A é uma constante, têm-se que 

d Ai 

dt 
= ^ M • A,Aj = -iX Mk [AkiAj] 

fc=l 

Agora se 
3 

[Ak,Aj] = i^^ekjiAi 
1=1 

a equação anterior fica sendo 

dAi ^ ^ 

dt k,l=i 

le 
d A 

dt 

k,l=i 

^-XAxM 

(9.1) 

(9.2) 

(9.3) 

(9.4) 

- = A ^ CkjiMkAi = -X ^ CjkiMkAi -A X (9.5) 

(9.6) 

Basta agora lembrar que o spin s é um vetor-operador do mesmo tipo de 

A, pois 

sz= - a 
2 

e as matrizes de Pauli, cr, obedecem a regra de comutação 

3 
[(T,-, (Jj] = 2Í y 

k=l 
(9.7) 
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0 vetor M pode ser o campo magnético 5 ou o vetor V; nestes casos 
obtemos a justificativa das eqs. (2.48) e (2.53). 



10. Funções de Airy e de Bessel 

As integrais que surgem no cálculo da probabilidade de transição na seção 
‘Partículas com fator g arbitrário’, do capítulo 2, são de dois tipos básicos: 

/OO 
giM-k.r(í)]^^ 

-OO 

/OO 
gt[(u;±íí)t-k.r(t)]^^ 

-OO 

Colocando 

k • r (í) = íjn • r (í) = up [cos 0 sin wqí + sin 6 cos (1 — cos 

e usando as aproximações 

wqí ci 7“^ 
cos 0 ~ 1 — 0^/2 

V? íí; 0 

têm-se que 
u 

wí — k • r (í) ~ — 
^ ’ 2 

í. 
3p2 

pois 

i — p cos 0 sin wqí t ~ P 

~ t — p 

vt 1 /vt'' ^ 

p 6 Vp 

vt 1 / vt\^ 

P 6 V/> 

cos 0 

1 - 
02' 

~ í - Uí-f Uíy - ^ (Uíf 

= t 
1-U2 02 
 h V— 
H-v 2 

1 
õ ^ + 2 6p2 

(10.1) 

(10.2) 

(10.3) 

(10.4) 
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Assim têm-se que 

/oo /*o 

-OO J — c 

Com a mudança de variáveis 

exp i 
ijj 

2 
dt 

X — üJot ( ~~2 
7" 

isto se escreve 

. í OJ 

OJO \j-‘ J 

OU, lembrando que p~^ ~ Uq 

Io = — + oA " r exp 
\7 / 7-00 

2 / 1 -2 
^ + - 2,,,3 (l2 + ^ \7 

+ u + 
'2wo \7^ 

dx 

e assim, se 

V2oJo )(^ 

têm-se 

dx 

t.e., 

COS Io = -(4 + ^')' / 
Wo \7 / 7o 

Uma nova definição 

" ^ I"" = (^) (? + 

produz 

dx 

COS u' + “5" dx 

(10.5) 

(10.6) 

(10.7) 

(10.8) 

(10.9) 

(10.10) 

(10.11) 

(10.12) 

(10.13) 

(10.14) 
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Porém 

e, portanto, 

on 

Kl (77) = v3 / COS nV \ x + ~:r (10.15) 

(10.16) 

(10.17) 
U}Q \2u>oJ 

As relações básicas entre as funções de Bessel modificadas e as funções de Airy 
sao 

^ f2 f2 3 
At(x) = — — Kl l -x2 

^ ’ 7T Vsy 3 V3 

Portanto pode-se ver que também 

^ 27t / a; \ 3 

O outro tipo de integral é 

=L - /I “■> f +''O'+á 

onde 

Portanto 

íi = (1 -I- 7a)n>o 

(10.18) 

(10.19) 

(10.20) 

± ílí| dt 

(10.21) 

(10.22) 

3p2 
± {1 + ja)üJot> dt (10.23) 

ou 

, ,3f2 UJnT 

== /I (' ± '-f) “p { iú) [(?++-3 

onde usou-se a aproximação 

± 70^0 j dt 

(10.24) 

±iwot ~ 1 ± 
ÍU>ot 

2 
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Usando agora a definição 

têm-se qne 

e assim 

A substituição 

produz 

= fl 

1± 

\2cJo 

ÍCJot\ 

z± = 
\2uJoJ \7^ 

) ± 07 

exp iuiot 
f uj \ 3 üJ UqÍ^ 

2cjq 3 

(10.25) 

(10.26) 

dt (10.27) 

(10.28) 

X± ~ 
1 / o; N 3 

iL>o \2u>oJ r 
exp t 

“± + T 
dx 

±— UJq \2(jJqJ 

Notando agora que 

1 7“ 

r J —c 

tx 
exp t 

x'^ 
dx 

exp i 
x^ 

xy+- dx 

têm-se por fim 

1 2 
^ 2tt f oj \~3 ^ iiT / ll) \~3 dAi(z+) 
I± ~ — At (z±) ± — — — 

u>o \2u>oJ üjQ \2üJoJ dz± 

(10.29) 

(10.30) 

(10.31) 

A passagem aqui para uma função de Bessel não é simples, a menos que a ^ 0, 
quando também z± -* zq. 

Definindo agora que 

Ai' (x) = 
d Ai (x) 

dx 
é fácil ver que 

r ^ ^ ® Ai/{z±) 
J-00 ^^0 \2ci;o/ 

(10.32) 

(10.33) 

/“ 
e’[‘"‘-kT(‘)]u;oídí = ^ ' Af'(.^o) 

tuo \2u;oJ 
(10.34) 



11. Integrações 

As integrais envolvidas na passagem da equação (2.105) para a equação (2.106) 
são Jroo roo 

' v^Jodüj= / i/^KÍ{r])düj 
0 Jo 3 

rfK\ (í?) 
3 

(11.1) 

Jroo roo r 
ly^Jidu) = / \kI(t)) + KI{ti) 

0 Jo l ^ 3 

: rv^lKl {tj) + KI (77) 
Jo L 3 3 J 

— A2 

onde 

dr] (11.2) 

roo roo roo 
/ v^J2düJ= / K1 (r)) K2 (t]) du = X2 / r]^K1 (rj) K2 (rj) dr] (11.3) 

JQ Jq 3 3 Jo 3 3 

X2 = 24 ^1 + j^üJo 

ou seja, todas podem ser resolvidas com a fórmula [14] 

r x-^^-^^^K^ix)K^(x)dx = T {j + i+)T (j - i.)T (j + i.)T (j - i+) 
Jo 

X + hJ- i-; 2j; 0) 

(11.4) 

onde 

t± = 
fiázi' 

Já as integrais envolvidas na passagem seguinte, da equação (2.108) para a 
equação (2.109), são 

-5 
dt 

/oo / . _4 /•oo , , _4 

+ ‘ ) ‘“ = 2/ (i + í’) * 

/oo / \ — i roo / \ — i 
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OTi seja, neste caso todas são resolvidas pelo uso da fórmula geral [14] 

roo 1 

Jo P 

1 .-H p 
T(u) 

(11.5) 

Na obtenção da distribuição angular da potência irradiada, eq.(2.110), surgem 
as variáveis de integração 

ÜJl/' 
^ 4/2 

LJ 

com o aparecimento das integrais 

Sj^üJo 

3 n 4 

f 
LJU^Jodu) = 

(1 + í2)2 
r]'^Kl (rj) drj 

f 
ujv^J\doj = 

(1+í2)T 

f 
0Jl/^J2du) = 

(Sj^UJoY 7?"^ ^Kl (Tf) + Kj (Tf) dTf 

Q . V 2 fOO 
 ^ (37^070) / v^^Ki (Tf) Kz (Tf) dTf 
(1 + í^) 2 ' Jo 3 3 

que se resolvem todas com a fórmula (11.4). 

(11.6) 

(11.7) 

(11.8) 



12. Detetores de Unruh em 2 + 1 

dimensões 

Função de Green 

A expressão geral para as funções de Green é dada pela equação (4.9); neste 
apêndice ir-se-á usar tal expressão com n — 3, para um campo escalar não 
massivo: 

,í(k-Ax-u;Aí) 

_ Ikl"* 

Como = (Pkdu pode-se fazer primeiro a integração em w obtendo-se: 

gi(k-Ax-fcAt) 

(12.1) 

G+(*.*') = {£) jd^t- 2k 
-2tt 

1 \ 2 /•oo /•27r f,ik(Axcos0—At) 
^ ' ' ’ " ‘ de- 

- (^) r“/„ 2k 

Porém [25]: 

1 COS 6+n0) 

e assim 

Ainda [14] 

Daí 

(x,x') = f(í — í' — ie)^ — |x — x'f 
Am !■' 

(12.2) 

(12.3) 

1 roo 
G+ (x,x') = — / dke-'’^^^Jo{kAx) (12.4) 

47t Jo 

roo , , _i 
J dxe-^=^Jo{bx) = {y+ b'^) ' Í2e(a±z6)>0 (12.5) 

(12.6) 
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Detetor acelerado no vácuo 

Usando a linha de mundo de um observador acelerado tal como dada em (4.24) 
pode-se escrever a função de Green para um detetor com aceleração constante: 

G+ (x, x') = — 
47TZ 

4 sinh^ (—— iea 
\ 2 

Agora a expansão conveniente é [25] 

CSC X 
1 °° 

= - + 2^ E 
(-ir 

(x — kw) (x + kw) 

com 1/sinhx = icscix. Desse modo: 

G"*" (x,x') = 
1 1 Ar - 2ie ^ (-ir 

(12.7) 

(12.8) 

4-kí (Ar - 2ie) 2ttí ^ (Ar - 2iey - (2niklay 
(12.9) 

A probabilidade de excitação do detetor é obtida a partir da substituição 
desta função em (4.18) com a integração da expressão obtida sendo feita, no 
plano complexo (r, r'), usando-se como contorno um semi-círculo que passa 
pela porção inferior do plano, o que fornece o interessante resultado: 

pexc 2 

ptoial 2 (12.10) 

Esta é exatamente a função de distribuição de um banho térmico de férmions. 
Até agora as contas foram feitas do ponto de vista do observador inercial, mas 
poderiam ser realizadas também do ponto de vista acelerado. Como exemplo 
pode-se resolver o mesmo problema anterior, em 2+1 dimensões; nesse caso o 
que muda é a expansão do campo [34]: 

= J ^ + H.c.} 

onde os modos normais de Rindler, 

sinh(7ra;/a) 

47T^a ^iw/a a 
piki.Xi —ÍUJT 

são caracterizados por sua frequência lj e momentum transversal kx = Atj, e 
satisfazem a equação de Klein-Gordon homogênea 

□<?!. = 0 

e onde Kii, (x) é a função de MacDonald [14], kx = ky e = y. 
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Assim, lembrando que o detetor segue a trajetória y = ^ = 0, no espaço 
de Rindler^ pode-se escrever, em duas dimensões: 

xíf™/. (%) dTc(r)e‘<“±^®)' (12.11) 

sendo que o sinal ± aparece para os casos respectivos de excitação do detetor 
com emissão ou absorção de partículas. 

A probabilidade de excitação do detetor é, em duas dimensões espaciais: 

= J dkxdw I p g{uj) (12.12) 

onde 
g(ü;) = 1 + l/(e2Wa _ i) 

no caso de excitação por emissão de particulas, e 

giu) = l/(e2--/“ - 1) 

no caso de excitação por absorção. 
Portanto, a integral que interessa nesse caso é [14]: 

x[r(l/2)]^f(i + |:,i,l;0) 

/1 iw 

“n2+T 

OTT 

~2 

UTT 
^ fcosh 

2 V a 

-1 

1 -1 

(12.13) 

Deste modo^: 

P!m = r°° I r°° |2 ^ Jo 47t ' y_oo V - 1 
(12.14) 

elemento de linha de Minkowski, neste espaço, em 2+1 dimensões, é ds^ = e^“’’(dr^ — 
dr)^) — dy^. Tal espaço também é conhecido como Rindler wedge. 

^Aqui ainda vale a simplificação | (E | lii(O) | Eo) c(r) = 1. 
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Porém [25] 
/+00 

^^g.(u;+A£;)7 
•oo 

= 47r‘^é'^(cj + A£^) 

e como AE e u são positivos (maiores que zero) 6{u> + AE) = 0; logo = 0. 
Faltou calcular 

pexc   ^tanh(7rw/a) , y+°° 

47T 

+°° , tanh(7rw/a) o.,. , / 1 \ 
du) ^- AE) ^  

47T ^ _lj 

/„ 

= / - Jo 47T 

-l 

+°°, tanli(7ra;/o)^ 
düj ^——4ir^6{oj - AE)- 

47T 27T 
( ^^ 
Ve2W“ - 1/ 

tanh(7rAP/a) J ^ 

1 f^^ T 
2 \e^nAE/a ^ij (12.15) 

que é o mesmo resultado obtido antes. 
Resumindo os resultados têm-se, respectivamente, para 3+1 e 2+1 di- 

mensões^: 

pexc   ^ I   
^(4) - 2 l 2^ _ ^ 

nexc   
M3) - 2 2nAB 

^6 <* "f" 1 y 

No primeiro caso, P^^-Ç, o termo l/(e27rAE/a _ corresponde a um banho 

térmico de bósons; para o termo i/(e27rAE/a ^ surge corresponde 

a um banho de férmions [24]. 

®Note-se que tais probabilidades estão dividididas pelo tempo total 



13. Integrações numéricas 

Todas as integrações numéricas que aparecem comentadas ao longo do Capí- 
tulo 5 foram efetuadas por meio do software Mathematica\ também os gráficos 
que aparecem naquele capítulo foram construídos neste programa. 

As definições usadas para a integração numérica de Cp (Ar, são: 

"G(x,y):" 
fl:= a/(16*Pi*b) 
f 2: = Coth [ ( (2*Pi) / (a*b) ) Sinh [a*x/2] Exp [a*y] ] 

-Coth [( (2*Pi) / (a*b) ) Sinh [a*x/2] Exp [-a*y] ] 
f3:= Sinh[a*x/2]Sinh[a*y] 
f4:= fl*f2/f3 
f5:= (a*Csch[a*x/2]/(4*pi))“2 
f6:= f4+f5 
f7:= NIntegrate[f6*2*Cos[e*x] ,-[y,10“-4,T/2},-Cx,10“-4,2=t'y}] 

+NIntegrate[f6*2*Cos[e*x],{y,T/2,T-10~-4},{x,10“-4,2*(T-y)}] 

Dada a correspondência 

OU seja, 

têm-se, passo a passo: 

h 

Í2 

h 

u 

h 

a^e“^ 

167T/3 

, 27t sinh (aAr/2) , 27t sinh (aAr/2) 

a^e~< 
sinh sinh (aAr/2) 

a 

IGtt^ sinh sinh (aAr/2) 

2w sinh {aAr/2) 

X 

coth 

lÔTT^ 

a/3e~“í 

sinh“^ {aAr/2) 

— coth 
27Tsinh (aAr/2)' 

a/3e“^ 
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fe = G+_(Ar,0 

(13.1) 

Por fim, 

r+T/2 r2Í 
/t = í , i d{\T)2cOs{/^EAT)Gterm{^T^0 

+ di j d(Ar)2cos(AEAr)G^^,.,„(Ar,0 
JTI2 J\0-* 

f2(T-í) 

(13.2) 

Tal integração corresponde a só uma parte do plano (t, r'); assim usou-se 
também a função (2^, Ar/2): 

"G(2*y,x/2) 
f2b:= Coth[((2*Pi)/(a*b))Sinh[a*y]Exp[a*x/2]] 

-Coth C((2*Pi)/(a*b))Sinh[a*y]Exp[~a*x/2]] 
f3b:= Sinh[a*y]Sinh[a*x/2] 
f4b:= fl*f2b/f3b 
f5b:= (a*Csch[a*y]/(4*pi))“2 
f6b:= f4b+f5b 
f7b:= NIntegrate[f6b*2*Cos[2*e*y],{y,10“-4,T/2},{x,10“-4,2*y}] 

+NIntegrate[f6b*2*Cos[2*e*y],{y,T/2,T-10“-4}, 
{x,10--4.2*(T-y)}] 

Novamente, passo a passo têm-se: 

, 27TSÍnh(aí) , 27rsinh(aí)' 
coth — - coth —^ 

Por fim. 

Í2b = 

fsh = sinh sinh (a^) 

Í4b = 
a 

lÔTT/ó sinh (aAr/2) sinh 

coth 

fsb = 

hb = 

2;r sinh 

G+,„^(2í,Ar/2) 

— coth 
2n sinh 
Q^gaAr/2 

(13.3) 

r+T/2 r2Í 
frb = dU d(Ar)2cos(2Aí;OGt„.(2^,Ar/2) 

J10-* Jio-* 
rT-10~* /‘2(T-Í) 

+ / d^l d(Ar)2cos(2AT;OGtm(2í,Ar/2) 
Jt/2 Jio~* 

(13.4) 
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A integração numérica completa se faz com a função /14 = f7 + fjb: 

fl4:= f7+f7b 

Para obter o gráfico de superfície de usou-se: 

gO = Plot3DCf6,{x,10^-5,l>,{y,10^-5,!}] 



14. Termodinâmica relativística 

Este apêndice visa apenas mostrar, de forma rápida, alguns dos argumentos 
que levaram a proposição, por parte de Einstein e Planck, de uma general- 
ização relativística da termodinâmica que leva à seguinte transformação da 
temperatura sob boosts^: 

(14.1) 

onde^ ^ 

Assim, mostra-se a seguir como transformar, sob boosts, várias quantidades 
relacionadas à termodinâmica, chegando-se por fim à equação (14.1). 

Volume 

A transformação de volume é simples, já que envolve quantidades métricas, 
alteradas diretamente pela transformação de Lorentz: 

(14.2) 

Pressão 

Para saber como a pressão se transforma é necessário primeiro ver como se 
transforma uma força qualquer, F, atuando nas superfícies externas do sis- 
tema: 

F. 

Fy 

Fz 

F2 + 
u^.v 

1 -f- u%v ^ 

F° y 

F^ + 

1 -1- u^v 7 

 1 

1 + u^v 7 
F^ 

 F° 
l + u°v ^ 

(14.3) 

tratamento segue a referência [27], além de algumas notas pessoais fornecidas pelo 
Dr. Felice Pisano. 

^Lembrar que aqui continua-se a usar c = 1. 
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onde u° é a velocidade do fluido termodinâmico no sistema próprio K^. Se 
tal fluido estiver em repouso então u = v e, como u° = 0, têm-se 

onde 

F=iF° 

L = 
1 0 0 

0 VI-«2 0 
0 0 Vl - 

(14.4) 

(14.5) 

A área se transforma tal como a força, já que apenas a componente da 
área perpendicular ao eixo x não sofre contração relativística: 

A = iA° (14.6) 

e, portanto, a pressão se escreve 

(14.7) 

Energia 

Aqui supõe-se que inicialmente o sistema em estudo está em repouso, sendo 
acelerado adiabaticamente num processo quase-estático, sem perturbação nas 
condições internas do sistema, do ponto de vista do referencial A densi- 
dade de momento total, g, se escreve: 

g = (P+P) u (14.8) 

onde 
m E 

pu =—u =—u ^ V V (14.9) 

é a densidade de momento associada ao movimento de matéria do fluido, e pu 
é uma densidade de momento adicional, associada ao fluxo de energia devido 
ao trabalho realizado sobre o fluido em movimento pela pressão que atua nele. 

Assim 

g = " (14.10) 

ou 

G = gV = (E+pV)u (14.11) 

Usando a segunda lei de Newton pode-se então escrever a força que atua no 
sistema: 
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A variação de energia no sistema têm duas contribuições, uma devida à con- 
tribuição da força externa e outra devida à variação de volume por efeito 
relativístico: 

dt 
T. dV (14.13) 

Daí 

dt 

d , dV 
-[(í+pFjul-u-p.^ 

\dE dV^ 

dt 

o du dV 
u^ + {E + pV) u— - p— 

dt 

ou 

1 — u 2 dlE+,V]^(E + pV)J^ 

ou ainda 
d[E + pV] _ du 

E+pV ~ ^[l-u2] 

Por integração, com a substituição 

= sin^ 6 

obtêm-se 

[E+pV] = 
constante 

[1 - U2] 

A constante que aparece nesta expressão é facilmente determinada por ob- 
servação do resultado para u = 0: 

Assim não é difícil ver que 

E = 'y (^Eo + u^PoVo^ 

(14.14) 

(14.15) 

que é a lei de transformação da energia. 

Trabalho 

O trabalho infinitesimal dW que acompanha uma mudança no estado interno 
do sistema a velocidade constante é dado por duas componentes, uma devida 
ao trabalho realizado à pressão constante, e outra devida ao trabalho associado 
com a força externa necessária para manter o sistema a velocidade constante: 

dW = pdV - u-dG (14.16) 

Por substituição dos resultados anteriores nesta expressão obtêm-se: 

dW = -podVo - u'^'fd (Eo + poVo) = -dWo - v^jd {Eq + poVb) (14.17) 
7 7 
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Calor 

Primeira lei da Termodinâmica: 

dQ^dE + dW (14.18) 

Daí basta substituir os resultados obtidos para dW e dE, obtendo-se: 

dQ = ^ 
7 

(14.19) 

Entropia 

A entropia, por definição, deve ser um invariante, já que depende apenas do 
número de estados acessíveis ao sistema: 

S = So (14.20) 

Temperatura 

Segunda lei da Termodinâmica: 

Portanto 

(14.21) 

que é o resultado padrão. 
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