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Resumo

Neste trabalho estudamos um sistema constituido por uma massa que oscila horizontal-
mente, a qual é adaptado um agente perturbador representado por um motor DC com energia
limitada. Um grau de liberdade adicional é obtido acoplando-se um péndulo & massa. Anali-
samos a dinamica deste péndulo com vibracao horizontal através de simulagoes numéricas na
vizinhanca do ponto de equilibrio estéavel, considerando modelos linear e exponencial para o
torque do motor. Além disso, o estudo do comportamento do sistema dinamico é feito nos

casos em que a mola apresenta caracteristicas linear e nao linear.

Palavras-chave: Problema nao ideal, perturbacao de poténcia limitada, péndulo mecanico,

péndulo eletromotor.
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Abstract

In this work we investigated the behavior of a system formed by a mass that oscillates
horizontally, due to a DC motor with limited power supply. An additional degree of freedom
is obtained connecting a pendulum to the mass. We analyze the dynamics of this non-ideal
electromotor pendulum through numerical simulations in the neighborhood of the equilibrium
points, considering linear and exponential models for the torque of the motor. Moreover, the
study of the behavior of the dynamical system is performed in the cases in which the spring

presents linear and non linear characteristics.

Keywords: Non-ideal problem, disturbance of limited power, mechanical pendulum, electro-

motor pendulum.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas dinamicos ganhou um grande impulso a partir da observagao de
que, em certas circunstancias, a fonte de perturbacao e o sistema podem interagir. Nesse caso,
a fonte de perturbacao é afetada pelo comportamento do sistema dinamico, e essa interacao é
mais sensivel quando a energia da fonte excitadora é limitada. Sistemas dinamicos com essa
caracteristica sao denominados sistemas dinamicos nao ideais.

Os primeiros trabalhos considerando sistemas dinamicos nao ideais datam de 1904, e sao
citados por Kononenko [10]. Em 1969, Kononenko estudou exaustivamente varios sistemas
nao ideais, através de simulagoes numéricas e solugoes obtidas por métodos aproximados, e
concluiu que os resultados obtidos pelos métodos aproximados descrevem satisfatoriamente o
comportamento do sistema. O estado da arte das pesquisas sobre problemas nao ideais até
1979 foi tragado por Nayfeh e Mook [15], e mais recentemente por Balthazar e colaboradores
[1], [2]. Vérios autores tém estudado uma grande variedade de sistemas dinamicos nao ideais.

Neste trabalho fazemos um estudo de um sistema formado por um bloco oscilante, ao
qual é adaptado um agente perturbador representado por um motor DC com energia limitada.
Um grau de liberdade adicional é obtido acoplando-se um péndulo ao bloco. Este péndulo
age como um controlador do sistema, queimando energia em forma de vibragoes. O sistema
dinamico considerado é um péndulo mecanico nao ideal, cuja versao ideal é utilizada por
Meirovitch [13] para mostrar uma aplicagdo do critério de Routh-Hurwitz. Este sistema
dindmico é semelhante ao péndulo eletromotor analisado por Belato [3], [4].

Estudamos a situacao em que o motor e o sistema interagem, onde fica clara a ca-
racteristica de problema nao ideal. Consideramos modelos linear e exponencial para o torque

do motor, e o comportamento do sistema é analisado sob condigoes de ressonancias internas
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1:1e2:1. O torque do motor ¢ utilizado como parametro de controle, com o objetivo
de controlarmos a freqiiéncia do motor e obtermos as passagens pelas ressonancias, isto é,
situagoes em que a freqiiéncia do motor torna-se igual a freqiiéncia do bloco ou do péndulo.
Em sistemas nao ideais, as passagens pela ressonancia revelam dinamicas interessantes. Além
disso, estuda-se o comportamento do sistema quando este possui uma mola nao linear acoplada
ao bloco, e um aspecto que serd discutido ¢ um possivel surgimento de vibragoes cadticas nesta
estrutura.

O objetivo deste trabalho é o estudo numérico da dinamica do sistema péndulo-mecanico
para diferentes condi¢oes em torno do ponto de equilibrio estavel. O trabalho foi dividido em
6 capitulos. No capitulo 2 apresenta-se um resumo dos principais topicos da teoria de sistemas
dinamicos aqui utilizados.

No capitulo 3 é apresentado o sistema péndulo-mecanico estudado, bem como a obtenc¢ao
de suas equagoes de movimento através do formalismo Lagrangeano. Determinamos os pontos
de equilibrio e o sistema ¢é linearizado em torno do ponto de equilibrio estavel.

No capitulo 4 apresenta-se alguns resultados sobre o comportamento do sistema quando
o bloco, o péndulo e o motor estao em condicao de ressonancia.

No capitulo 5 apresentamos o sistema com uma mola nao linear acoplada ao bloco.
Procuramos observar a ocorréncia de fenomenos como a bifurcacao e o comportamento cadtico,
e para isto utilizamos algoritmos numéricos usuais como o espectro de freqiiéncia e o diagrama
de bifurcacao, entre outros.

No capitulo 6 apresentamos as consideragoes finais sobre o trabalho desenvolvido.



Capitulo 2

Uma introducao a teoria de sistemas

dinamicos

A posicao no futuro e no passado de muitos sistemas fisicos, quimicos, bioldgicos,
economicos e sociais podem ser previstos até certo ponto, pelo conhecimento de sua posicao
no presente e das leis que governam sua evolugao. Com a condigao de que suas leis nao mudem
no decorrer do tempo, o comportamento é tal que um sistema pode ser considerado como
completamente definido por sua posicao inicial. Deste modo, a nocao de sistema dinamico
inclui o conjunto de suas possiveis posicoes e uma lei de evolucao da posicao no tempo.
Apresentamos neste capitulo, de forma introdutoéria, alguns tépicos de sistemas dinamicos

que sao utilizados nesta dissertacgao.

2.1 Definicao de sistemas dinamicos

Todas as possiveis posicoes de um sistema sao caracterizadas pelos pontos de algum con-
junto X. Este conjunto é denominado o espaco de estados do sistema. A especificagdo de um
ponto x € X deve ser suficiente nao somente para descrever a presente “posicao” do sistema,
mas também determinar sua evolugao. Freqiientemente o espaco de estados é denominado de
espago de fases, seguindo uma tradi¢ao vinda da mecanica cldssica. De acordo com a dimensao
da base do espaco de estados X, o sistema dinamico é denominado de dimensao finita ou in-
finita. Os espacos de fases tém uma certa estrutura natural, permitindo comparagoes entre
diferentes posicoes. Mais especificamente uma distancia p entre duas posigoes esta definida,

tornando estes conjuntos espacos métricos. A norma euclidiana pode ser usada para medir a
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distancia entre duas posicoes.

A evolucao de um sistema dinamico significa a mudanca de posicao do sistema no decor-
rer do tempo t € T, onde T' é um conjunto numérico. Existem dois tipos de sistemas
dinamicos: aqueles com tempo continuo 7" = IR, e aqueles com tempo discreto T' = Z.
Sistemas do primeiro tipo sao denominados sistemas dinamicos de tempo continuo, enquanto
os do segundo tipo s@o chamados sistemas dinamicos de tempo discreto [11]. Neste trabalho
analisamos um sistema dinamico de tempo continuo.

A principal componente de um sistema dinamico é uma lei de evolugao que determina a
posicao x; do sistema no tempo ¢, contanto que sua posicao inicial xg seja conhecida.

A maneira mais geral de especificar a evolucao é assumir que para ¢t € T uma funcao f*

esta definida no espaco de estados X,
ff X = X,
a qual transforma uma posicao inicial zy € X em alguma posicao x; € X no tempo ¢
2y = flxo.

A funcao f! é denominada operador evolucao do sistema dinamico e este pode ser conhecido
explicitamente, no entanto, em muitos casos é definido indiretamente e s6 pode ser calculado
de forma aproximada. No caso de tempo continuo, a familia {f*},c7 de operadores evolugao
é denominado um fluxo.

Note que f'z pode ser definida para todo par (z,t) € X x T. Sistemas dinamicos com
operador evolucao f! definido para todo t € T sao chamados invertiveis. Em tais sistemas a
condicao inicial z¢ nao s6 define completamente a posicao futura do sistema, como também
seu comportamento no passado. No entanto, ha sistemas dinamicos nos quais o comporta-
mento futuro (¢ > 0) é completamente determinado por sua posicao inicial g em ¢t = 0,
mas seu comportamento para t < 0 ndo pode ser reconstruido. Tais sistemas dinamicos (nao
invertiveis) sao descritos com operador evolucao definido somente para ¢ > 0. Neste caso sao
denominados semi-fluxos.

E possivel ainda que f'z, esteja definida apenas localmente, por exemplo, para 0 <
t < tg, onde ty depende de xy € X. Um exemplo importante de tal comportamento é um
“blow-up”, quando um sistema de tempo continuo em X = IR™ aproxima-se do infinito com
tempo finito, isto é,

I f*zo || +oo,
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para t — tg.
O operador evolucao tem duas propriedades naturais que refletem a caracteristica de-

terministica do comportamento dos sistemas dinamicos. A primeira,

f=id, (2.1)

onde id é a funcao identidade em X, isto é, id z = z para todo z € X. A propriedade (2.1)

implica que o sistema nao muda sua posicao “espontaneamente”. A segunda,

st fto fs, (2.2)
ou seja,
[ = (),

para todo x € X e t,s € T, tal que ambos lados da equacao anterior estao definidos. Essen-
cialmente, a propriedade (2.2) implica que o resultado da evolugao do sistema no decorrer de
(t + s) unidades de tempo, partindo de um ponto z € X, é o mesmo se o sistema permitir
primeiro a mudanca da posicao de x para s unidades de tempo acima e entao evoluir nas ¢
préximas unidades de tempo a partir da posi¢ao resultante f*z, como mostra a figura (2.1).
Esta propriedade significa que a lei que governa o comportamento do sistema nao muda no
tempo: o sistema é “autonomo”. De outro modo podemos dizer que um sistema autonomo
¢ um conjunto de equagoes diferenciais, lineares ou nao lineares, a parametros constantes,

sujeitas as funcoes de entrada que nao dependem explicitamente do tempo t.

Figura 2.1: Composicao do operador evolugao.

Por outro lado, se o tempo aparece explicitamente em algum coeficiente e/ou em alguma
funcao de entrada, o sistema de equacoes é chamado de nao-autonomo. Qualquer sistema nao-
autonomo, escrito na forma de n equagoes de primeira ordem, pode ser reescrito numa forma

autonoma, definindo-se x, 1 = t.
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Para sistemas invertiveis, o operador evolucao f! satisfaz a propriedade (2.2) para t
e s ambos negativos e nao negativos. Em tais sistemas, o operador f~! é a inversa de f¢,
(fH~t = f7t, desde que

ftoft=id.

Agora podemos dar uma defini¢ao formal de sistemas dinamicos. Um sistema dinamico
¢ uma tripla {T,X, f'}, onde T ¢é um conjunto de tempo, X é um espago de estados, e
ft: X — X éuma familia de operadores evolugdio parametrizados port € T e satisfazendo as
propriedades (2.1) e (2.2).

A geometria associa ao sistema dinamico {7, X, f'} suas dérbitas no espago de estados e
o retrato de fases exibe estas orbitas.

Uma orbita partindo de xo é um subconjunto ordenado do espaco de estados X,
Or(xg) ={r € X :x = f'zg, paratodo t€T talque f'zy estd definido}.

Orbitas de um sistema de tempo continuo com um operador evolugao continuo sao
curvas no espago de estados X parametrizadas pelo tempo ¢, e orientadas para suas direcoes

de crescimento (figura (2.2)). As drbitas mais simples sdo os pontos de equilibrio.

Figura 2.2: Orbitas de um sistema continuo.

Um ponto z* € X ¢ denominado um ponto de equilibrio se f'z* = x* para todot € T. O
operador evolucao leva um ponto de equilibrio nele mesmo. Equivalentemente o sistema per-
manece no ponto de equilibrio indefinidamente. Isto representa o mais simples comportamento
do sistema.

Outra orbita relativamente simples é o ciclo. Um ciclo é uma orbita periddica Ly, tal
que cada ponto x¢ € Lg satisfaz f7T0xy = flwg com algum Ty > 0, para todo t € T.

O menor Ty que satisfaz esta propriedade é denominado o periodo do ciclo Ly. Se um

sistema comegca sua evolucao de um ponto xy no ciclo, ele ird retornar exatamente neste ponto
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apos Ty unidades de tempo, exibindo oscilagoes periddicas. No caso de sistema de tempo
continuo o ciclo Ly é uma curva fechada (figura (2.3)). Um ciclo de um sistema dinamico de
tempo continuo em que nao existem outros ciclos na sua vizinhanca, ¢ denominado um ciclo

limite.

Figura 2.3: Orbita periédica de tempo continuo.

O retrato de fases de um sistema dinamico é uma divisdo do espaco de estados em
orbitas. O retrato de fases contém muitas informagcoes do comportamento do sistema dinamico.
Analisando o retrato de fases, podemos determinar o niimero e os tipos de convergéncias para
as quais o sistema tende quando t — oo (e parat — —oo se o sistema ¢é invertivel). No entanto,
é impossivel representar todas as 6rbitas em uma figura. Na pratica, somente algumas orbitas

principais sao tragadas no diagrama do retrato de fases, como visto na figura (2.2).

2.2 Equacoes diferenciais e sistemas dinamicos

O modo mais comum de definir um sistema dinamico de tempo continuo é usando
equagoes diferenciais. Suponha que o espaco de estados do sistema é X = IR" com coordenadas
(1,9, ..., T,). Frequentemente a lei de evolugao do sistema é dada implicitamente em termos

das velocidades #; como funcao das coordenadas (x1, zs, ..., Ty,)
.’ti = fi(xl,.fﬁg, ceey [L‘n),Z = 1, 2, ., n,
ou na forma vetorial

&= f(x), (2.3)

onde o vetor funcao f : IR"™ — IR" é suposto sendo diferenciavel.
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A funcao do lado direito de (2.3) é denominada um campo vetorial, dado que relaciona
um vetor f(x) para cada ponto z. A equagao (2.3) representa um sistema de n equagoes

diferenciais ordindrias autonomas.

2.2.1 Linearizacao

Em geral é impossivel obter solucoes analiticas exatas de equagoes diferenciais nao
lineares. Porém, sob determinadas condigoes, um sistema nao linear pode ser aproximado em
torno de um ponto de equilibrio, por um sistema linear. Tal procedimento é conhecido como
linearizacao. Estudando a aproximacao linear, pode-se, as vezes, prever o comportamento das
solugoes do sistema nao linear na vizinhanga do ponto de equilibrio.

Seja o sistema de equagoes diferenciais nao lineares de primeira ordem (2.3)

L'Ul = fl(ﬂfl,l’z, ,,I‘n)

jl'g = fg(l‘l,ilf% ,l‘n)

.i?n = fn(iEl, Ty euny ,Tn),

para o qual existe um ponto de equilibrio z* = (a7, 25, ...,2%). As funcoes fi(z1, 29, ..., x,),
1 =1,...,n, em torno de z*, podem ser aproximadas por equagcoes de retas, ou seja, equacoes

lineares. Para isso, expandem-se essas fungoes em série de Taylor

dt = fi(I17 7.Tn) = fi(l’l, ,xn) + axl w*(l' — [L'l) + a—xé % (.ZU — CC'2) + ...+ 8—1'” :E*(I — l’n)—i‘
> fi . > fi . P fi \
6712 :E*(I — {El)2 + 8722 m*(l‘ — ,’,UZ)Q + + aan m*(ZE — ]}n)2 —|— cevy
onde ¢ = 1,2, ....,n. Retendo-se apenas a parte linear obtém-se, em notacao matricial,
dx(t)
= Jux(t 2.4
"L ), (2.4)

sendo z o vetor coluna das varidveis de estado e J a matriz Jacobiana

T Ofa(z*)  Ofi(z¥) of1(z)

1 ox1 ox2 T Oxy,
o Ofo(@r) Ofol@)  Ofa(a")

=] " | j=| K
T Ofn(z*)  Ofn(z¥) Ofn(z™)

| L Oz Oxo T Oxn
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Assim, o estudo da estabilidade de um ponto de equilibrio de um sistema nao linear
reduz-se ao estudo do sistema linear correspondente, ao menos localmente. O teorema de
Hartman-Grobmam apresenta uma condicao necesséria e suficiente para que os resultados da
aproximacao linear sejam vélidos para o sistema nao linear [14].

Seja a funcao f(z) = y, f = (fir for-sfa) © ¥ = (Y1,Y2,- ), suponha f uma
funcao bijetora. Uma funcao com essa propriedade é invertivel, isto é, existe a funcao in-
versa [~!(y) = x. Se f é continua, invertivel e sua inversa f~! é continua, entdo f é um
homeomorfismo e o dominio x e imagem y sao homeomorfos. Quando os retratos de fases
dos sistemas dinamicos @ = f(x) e § = h(y) podem ser relacionados por um homeomorfismo
f(z) =y que preserva o sentido do movimento (a orientagdo) no espago de fases, entao esses
sistemas sao topologicamente orbitalmente equivalentes. Isso significa que as trajetérias de um
sistema podem ser continuamente deformadas até se tornarem iguais as trajetérias do outro
sistema. Dois retratos de fases que apresentam a mesma estrutura orbital sdo qualitativa-
mente equivalentes, conseqiientemente eles apresentam comportamentos dinamicos similares.
Portanto, as trajetérias na vizinhanga de um ponto fixo do sistema dinamico nao linear sao
qualitativamente equivalentes aquelas na vizinhanca do ponto fixo do sistema linearizado,

caracterizando um estudo local da estabilidade.

2.3 Estabilidade

Estabilidade é uma palavra usada para caracterizar tanto uma solugao, quanto uma
equacao diferencial. A estabilidade de uma solucao é determinada pelo comportamento das
solucoes cujas condigoes iniciais pertencem a sua vizinhanca. A estabilidade de uma equagao
diferencial é determinada pelo comportamento de equacoes isomoérficas, cujos valores dos
parametros sao préximos aos da equacao estudada. Apresentaremos apenas o conceito de
estabilidade de uma solugao estacionaria, representada por um ponto de equilibrio no espaco

de fases, segundo a definigao de Lyapunov.

2.3.1 Ponto de equilibrio e estabilidade

Seja x* a posicao de equilibrio de um sistema dinamico. Define-se * como um ponto
de equilibrio assintoticamente estével se, apds uma perturbagao na condicao inicial z(0) = z*,

entdo a trajetéria xz(t) — x* quando t — oo. Um ponto assintoticamente estével atrai todas
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as trajetorias contidas em uma “esfera”com centro em z*, conforme o tempo passa. Se essa
esfera possui raio finito, * é o ponto de equilibrio localmente assintoticamente estavel. Se
essa esfera tem raio infinito, ou seja, abrange todo espago de fases, o ponto de equilibrio é
globalmente assintoticamente estavel. Em ambos os casos, tal ponto é classificado como um
atrator. O conjunto de todas as condigoes iniciais que convergem para um mesmo atrator
formam sua bacia de atracao.

Define-se z* como um ponto de equilibrio neutramente estdvel se, apés uma perturbacao
na condigdo inicial z(0) = z*, entdo z(t) permanece dentro de uma esfera centrada em z*,
conforme o tempo passa. Nesse caso porém, z(t) nao tende para z* quando t — oo.

Define-se £* como um ponto instdvel se, apos alguma perturbagao na condigao inicial
z(0) = z*, entdo z(t) deixa a esfera centrada em z* num tempo finito. Usamos a palavra
esfera se o sistema for tridimensional, se fosse unidimensional seria um segmento de reta. No
caso bidimensional um circulo, e para dimensao maior que trés usamos o termo hiper-esfera.

A estabilidade de um ponto no sentido de Lyapunov é definida em termos do compor-
tamento das trajetérias que partem de uma condigao inicial localizada na vizinhanca desse
ponto. A existéncia de um ponto instavel implica que, conforme o tempo passa, a magnitude
das varidaveis pode aumentar de maneira ilimitada, distando-se do ponto em questao. Num
sistema fisico real, isso corresponde a elementos mecanicos que se rompem, ou a elementos
elétricos que saturam ou queimam [7].

Considere o sistema de n equagoes diferenciais (2.4). O polinémio caracteristico é obtido
através de det(A — AI) = 0. Quando todos os autovalores da matriz A tiverem a parte
real diferente de zero, o ponto de equilibrio correspondente z* é chamado de hiperbdlico,
independente do valor da parte imaginaria. Quando pelo menos um autovalor tem a parte
real nula, o ponto de equilibrio é denominado de nao-hiperbdolico.

Os pontos de equilibrio hiperbdlicos podem ser classificados de trés formas quanto a

estabilidade: atratores, repulsores, e selas.

e Se todos os autovalores de A tem a parte real negativa, o ponto de equilibrio é chamado
de atrator, sendo que neste caso o equilibrio é assintoticamente estavel. Se todos os
autovalores de A sao complexos, entao o atrator é chamado de foco estdvel, e se todos

os autovalores de A sdo reais, o atrator é chamado de nd estavel.

e Se todos os autovalores da matriz A tem a parte real positiva o ponto de equilibrio é

chamado de repulsor ou fonte. Se os autovalores sao complexos, entao a fonte é chamada
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de foco instdvel e, se todos os autovalores de A sao reais, a fonte é chamada de nd instdvel.

e Quando alguns autovalores (mas nao todos) tém a parte real positiva e o restante tem

a parte real negativa, entao o ponto de equilibrio é chamado de sela.
Quanto a estabilidade de pontos de equilibrio nao-hiperbdlicos, pode-se dizer que:

e Um ponto de equilibrio nao-hiperbdlico é instdvel se um ou mais autovalores de A tem

a parte real positiva.

e Se alguns autovalores da matriz A tem a parte real negativa, enquanto que os outros
autovalores tem a parte real nula, o ponto de equilibrio é chamado de marginalmente

estavel.

e Se todos os autovalores da matriz A sdo imaginarios puros e nao-nulos, o ponto de

equilibrio é chamado de centro.

D.M. Grobman, em 1959, e P. Hartman em 1963, provaram independentemente que,
na vizinhanca de um ponto de equilibrio hiperbdlico, um sistema nao linear de dimensao n
apresenta um comportamento qualitativamente equivalente ao sistema linear correspondente.
O teorema de Hartman-Grobman garante uma equivaléncia topoldgica orbital entre os retratos
de fases do sistema dinamico nao linear e do respectivo sistema linearizado, em torno do ponto
de equilibrio. Se o ponto de equilibrio é nao-hiperbdlico, ou seja, se ha algum autovalor com

parte real nula, entao a linearizagao nao permite predizer a estabilidade do sistema nao linear

[14].

2.4 Bifurcacao

Um sistema dinamico que descreve um sistema fisico real depende de um ou mais

parametros de controle. No caso de tempo continuo podemos escrever o sistema como

T = f(z,a), (2.5)

onde z € IR" e a € IR™ representam as variaveis e o parametro de controle, respectivamente.
Conforme o parametro de controle varia, o retrato de fases também varia. Existem duas
possibilidades: o sistema permanecer topologicamente equivalente ao original, ou sua topologia

mudar.
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O aparecimento de um retrato de fases topologicamente nao equivalente sob a varia¢ao
do parametro de controle é chamado bifurca¢ao[11].

Um sistema dinamico é dito estruturalmente estdvel se para qualquer perturbacao sufi-
cientemente pequena das equacoes que o define, o fluxo resultante é topologicamente equiva-
lente aquele associado ao sistema inicial sem a perturbacao. Logo, uma bifurcacao é uma
mudancga na topologia do sistema conforme o parametro passa através de um valor critico
(ponto de bifurcagao).

As bifurcagoes podem ser locais ou globais. Bifurcacoes locais sao aquelas que podem
ser previstas estudando-se o campo vetorial na vizinhanca de um ponto de equilibrio ou uma
6rbita fechada. Normalmente esse estudo é realizado pelo célculo de autovalores [17], [7].
Bifurcagoes globais sao aquelas que nao podem ser deduzidas a partir de uma analise local.

Seja algum valor o = oy no sistema (2.5), e consideremos o maior conjunto de parametros
proximos (chamado camada) contendo «p, e composto por aqueles pontos para os quais o
sistema tem um retrato de fases que é topologicamente equivalente aquele de ay. Tomando
todas as camadas tais que estejam no espago de parametros IR™, obtemos o retrato paramétrico
do sistema, que junto com seu retrato de fases caracteristico constituem um diagrama de
bifurcagao.

Um diagrama de bifurcacao de um sistema dinamico é uma estratificacao de seu espago
de parametros induzida pela equivaléncia topologica, junto com o representativo retrato de
fases para cada camada.

Obtém-se o diagrama de bifurcagdo como um resultado da andlise qualitativa de um
sistema dinamico. Este classifica de maneira condensada todos os possiveis modos de com-
portamento do sistema e transigdes entre eles (bifurcagoes) sob a variagao do parametro de
controle. O diagrama de bifurcacoes depende, em geral, da regiao do espago de fases conside-
rada. O aparecimento de caos em sistemas dinamicos esta sempre ligado ao de bifurcagoes de
algum tipo [18], [12], [8]. Discutimos a seguir, de forma sucinta e introdutdria, algumas das

bifurcagoes mais simples.
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2.4.1 Tipos de bifurcacoes

Bifurcacao sela-né
Esta bifurcacao cria ou destréi um par de pontos de equilibrio com estabilidades contrarias.

Considere o sistema de primeira ordem
T=oa—x".

Para o < 0, nao temos ponto de equilibrio. Para a = 0, existe um tnico ponto de
equilibrio na origem com autovalor 0. Para a > 0, existe um ponto de equilibrio estavel
Va com autovalor —24/a, e um ponto de equilibrio instavel —y/a com autovalor 24/a. Dois
pontos de equilibrio sao criados quando « passa por 0, e a = 0 é um valor critico do sistema.

Na figura (2.4) o diagrama de bifurcagao mostra a posi¢ao do ponto de equilibrio versus
o parametro de controle a. Uma linha sélida é usada para indicar o conjunto estéavel e uma

linha tracejada, indica conjunto instavel.

Figura 2.4: O diagrama ilustra a bifurcacio sela-né. A curva sélida representa ponto de equilibrio estavel,
e a linha tracejada ponto de equilibrio instavel.

Bifurcagao de forquilha (Pitchfork)
Essa bifurcacao aparece em sistemas fisicos com algum tipo de simetria. Um par de
pontos de equilibrio de mesma estabilidade aparece e desaparece simultaneamente, quando o

parametro de controle passa por um valor critico. Considere o sistema de primeira ordem

T =oar— 2>

Para qualquer valor de «, existe um ponto de equilibrio na origem. Seu autovalor é igual
a «, entao este é estavel para a < 0 e instavel para a > 0. Para a > 0, existem dois pontos de
equilibrio a mais, +4/a. Ambos pontos de equilibrio tém autovalor igual a —2«, e os pontos

de equilibrio sao estaveis. Uma bifurcacao ocorre em a = 0, sendo este um valor critico, o
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Figura 2.5: O diagrama ilustra a bifurcagdo de forquilha.

ponto de equilibrio na origem muda o tipo de estabilidade e dois novos pontos de equilibrio
sao criados. O diagrama de bifurcagdo é mostrado na figura (2.5).

Bifurcagao transcritica

Esta bifurcagao faz com que a estabilidade de dois pontos de equilibrio seja trocada para
um valor critico do parametro, porém estes pontos existem para qualquer valor do parametro.

Considere o sistema de primeira ordem
= oax — 22

Para qualquer valor de «, existem dois pontos de equilibrio, um na origem e outro em
x = a. O ponto de equilibrio na origem possui autovalor igual a «, entao este é estavel para
a < 0 e instavel para a > 0. O ponto x = « possui autovalor igual a —a, entao este é
estavel para a > 0 e instavel para a < 0. Uma bifurcacao ocorre em a = 0, sendo este um
valor critico, e o ponto de equilibrio muda o tipo de estabilidade. O diagrama de bifurcagao

¢ mostrado na figura (2.6).

Figura 2.6: O diagrama ilustra a bifurcagao transcritica.
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Bifurcacao de Hopf
Essa bifurcacao é caracterizada pela existéncia de um par de autovalores puramente

imaginarios no ponto de bifurcagao. Considere o sistema de segunda ordem
i=y—x(2®+y*—a)

y=—z—y@®+y° — ).

O sistema tem um ponto de equilibrio na origem com autovalores iguais a a £ ¢ onde
i = v/—1. Para o < 0, o ponto de equilibrio é estavel. Quando a = 0, o ponto de equilibrio
torna-se nao hiperbdlico (possui autovalores imaginérios puros), e para « > 0, o ponto de
equilibrio é instavel. Além disso, um ciclo limite estavel, dado pela solucao de z% + y? = «,
existe para a > (0. Dado que o ponto de equilibrio muda sua estabilidade em o = 0, este é um
valor critico. O aparecimento de um par de autovalores conjugados complexos na passagem
pelo eixo imaginario, criando assim um ciclo limite, é chamada bifurcacao de Hopf.

O diagrama de bifurcacdo é mostrado na figura (2.7). Para cada valor de o = o, o

sistema ¢é descrito no plano definido por a = «, e a superficie parabdlica indica o ciclo limite.

Figura 2.7: O diagrama ilustra a bifurcacao de Hopf.

2.5 Expoente de Lyapunov

Seja um sistema de n equacgoes diferenciais ordinarias. Considere uma hiper-esfera
de condigoes iniciais centrada num ponto z(tg). Conforme o tempo passa, o volume da es-
fera se deforma. Assuma que, ao longo de cada uma das n dimensoes, o raio inicial d;(ty)
tenha variado exponencialmente no tempo, de maneira que a relacao entre d;(ty) e o valor

correspondente no instante ¢, dado por d;(t), valha

dj(t) = dj(to)eAj(titO) j = 1, 2, s .
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Essa relagao pode ser reescrita como

A= Inld;(t)/d;(to)]

J t—to

Os ntmeros A; sao chamados de ezpoentes de Lyapunov.
Num instante ¢ > ¢y o volume V' (t) da hiperesfera deve ser proporcional ao produto das
distancias d;(t) que o caracterizam, isto é,

n n

V(t) oc [ [ dj(t) o< V(t)el" "y " Ay,

j=1 j=1
sendo V' (ty) o volume no instante inicial ¢y e o representa proporcionalidade. Se o sistema é

conservativo, entao V(t) = V (to) ou, em termos do expoente de Lyapunov
> A =0
j=1
Se ¢é dissipativo, V(t) < V(ty), o que equivale a
Z Aj < 0.
j=1

Sobre uma solucao periddica, a distancia entre duas condigoes inicialmente vizinhas se
mantém constante em média, de modo que o expoente de Lyapunov associado a essa dire¢ao
¢é nulo. Nas direcoes perpendiculares ao atrator periédico, ha contracao do volume no espaco
de fases, portanto os expoentes de Lyapunov correspondentes a essas direcoes sao negativos.

O comportamento cadtico é caracterizado pela divergéncia exponencial de trajetérias
vizinhas. Nesse caso, ha pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, o que implica de-
pendéncia sensivel a condicao inicial e a existéncia de uma atrator estranho no espaco de
fases. A ocorréncia de mais do que um expoente de Lyapunov positivo identifica o hipercaos,
caracteristico de sistemas cujas orbitas divergem em miultiplas dire¢oes no retrato de fase.

Apenas para alguns casos pode-se calcular analiticamente o expoente de Lyapunov. Para
um calculo numérico, calcula-se A para diferentes condigoes iniciais e faz-se uma média sobre
os valores obtidos. Note que A depende da condigao inicial x( escolhida. Essa dependéncia é
minimizada tomando-se o niimero de pontos N tal que N — oo. Como, na pratica trabalha-se
com N finito, calcula-se A a partir de varias condigoes iniciais e para valores de N “suficien-
temente grandes”, de modo a tornar o valor de A “praticamente independente”da condigao

inicial. Costuma-se expressar A como um valor médio, com um desvio padrao associado.
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2.6 Sistemas nao-ideais

Quando a fonte de excitacao nao é influenciada pela resposta do sistema, esta é de-
nominada excitacao ideal ou fonte de energia ideal. Por outro lado, quando a fonte de ex-
citacao é influenciada pela resposta do sistema, esta é dita nao ideal. Se na formulacao das
equagoes dinamicas de um sistema, além da influéncia da fonte de energia sobre o sistema os-
cilante, considera-se também a influéncia inversa do sistema oscilante sobre a fonte, o sistema
¢ chamado nao ideal.

Geralmente sistemas oscilantes nao ideais sao aqueles para os quais a fonte de energia é
limitada. Para o sistema dinamico nao ideal, adiciona-se as equagoes que descrevem o sistema
dinamico ideal uma equacao que descreve como a fonte fornece energia ao sistema. Assim
uma caracteristica de um sistema oscilatério nao ideal é que este tem um grau de liberdade a
mais que o correspondente ideal. O fenomeno do salto e o aumento da poténcia exigida pela
fonte de energia, operando na regiao de ressonancia, sao manifestagoes do fendmeno conhecido
como efeito Sommerfeld [10], em homenagem ao primeiro pesquisador a observar esses fatos

experimentalmente.



Capitulo 3

O Sistema Mecanico

O objetivo deste capitulo é apresentar um estudo de um sistema dinamico nao ideal,
utilizando os métodos de andlise discutidos no capitulo anterior. O sistema dinamico con-
siderado é um péndulo mecanico nao ideal, cuja versao ideal é utilizada por Meirovitch [13]
para mostrar uma aplicagao do critério de Routh-Hurwitz. O sistema considerado apresenta
certa semelhanca com o sistema eletro-péndulo analizado exaustivamente por Belato e colab-
oradores [1], [2], [3] e [4]. Apresentaremos a descri¢ao do sistema dindmico, as equagoes de

movimento, e o sistema linearizado em torno do ponto de equilibrio estavel.

3.1 Peéndulo mecanico nao ideal

O péndulo mecanico é formado por um bloco de massa my, que oscila horizontalmente
preso a uma parede por uma mola e um amortecedor, cujos coeficientes sao respectivamente k;
e c¢;. Um grau de liberdade adicional é obtido acoplando-se um péndulo de massa m3 ao bloco,
e a oscilacao é provocada pela rotagao de uma pequena massa ms. O péndulo é adicionado ao
sistema com a finalidade de controlar as vibragoes da massa mq, queimando energia em forma
de oscilagoes. O motor DC que gira my tem poténcia limitada, e entao o sistema dinamico
torna-se nao ideal, pois o comportamento do motor é afetado pelo comportamento do bloco e

do péndulo. A figura (3.1) ilustra o péndulo mecéanico nao ideal descrito acima.

18
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Figura 3.1: Péndulo mecénico nao ideal

Os parametros fisicos do sistema estdo dados na tabela (3.1).

ki

coeficiente de elasticidade linear da mola

@]

coeficiente de amortecimento

massa do bloco

massa excéntrica do motor

massa do péndulo

comprimento do péndulo

distancia da massa ms ao eixo do motor

aceleracao da gravidade

J>

momento de inércia do rotor

M (g2)

torque liquido do motor

C3

coeficiente de amortecimento do péndulo

q1

vibracao horizontal do bloco

q2

deslocamento angular de mo

g3

deslocamento angular do péndulo.

Tabela 3.1: Descrigao dos parametros
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3.1.1 Equacoes de movimento

Sistemas dinamicos sao denominagoes gerais de problemas reais, das mais variadas dreas
do conhecimento, que sao modelados matematicamente através de equacgoes diferenciais or-
dinarias ou parciais. Entende-se por modelagem matematica de um sistema dinamico, um
conjunto de equagoes que representam a dinamica do sistema com precisao ou, pelo menos, de
forma bastante aceitavel. A obtencao das equacoes diferenciais do sistema dinamico pode ser
feita através do calculo variacional e equagoes de Euler-Lagrange, as quais utilizam expressoes

envolvendo as energias (cinética e potencial) e o trabalho. O sistema estudado foi modelado

por R.M.L.R.F. Brasil [5].

e Energia cinética

T= i[mqu + mg(q% — 2Ry gosengs + R2q§) + ngg + mg(qf + 2Ld1G3 cos q3) + qug] (3.1)

e Energia de deformacao

1
U= 5]{'1(]12 (32)

e Trabalho das forgas conservativas (peso)

W, = —g[maRsengs + m3L(1 — cos ¢3)] (3.3)

e Energia potencial total

V=U-W,
1 2
V= §k1q1 + g[maRsengs + msL(1 — cos ¢3)] (3.4)
e Equacgao de Lagrange
d (0T oV
— = N; 3.5

onde i=1, 2, 3.
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Aplicando a equacao de Lagrange para ¢ = 1.

orT

% = (m1 + mq + mg)d1 + maRgosengs + mgLgs cos qs (3.6)
1

d (0T . . ) . .
< ) = (mq + ma + m3)G1 — maR(Gosengs + qg cos q2) + m3L(Gs cos g3 — q§senq3) (3.7)

dt \ 9,
ov
— =k 3.8
s 191 ( )

Aplicando a equagao de Lagrange para i = 2.

S—Z = (m2R? + J5) 4o — myRirsengs (3.10)

% (%) = (Mo R? + Jo){o — maR(G1sengs + (1o cos ¢o) (3.11)
g_:; = gma R cos g (3.12)

Na = M(gs) (3.13)

Aplicando a equagao de Lagrange para i = 3.

ar

—— =mg(L?¢3 + Lgy cos g3) (3.14)
943
d (0T . . C o
— | = )| = m3L2Q3 + mgL(q1 COS @3 — (143 COS Q3) (315)
dt 8q1
ov
— = gmsL : 3.16
9 gmgLsengs (3.16)
N3 = —03(j3 (317)

Obtemos entao as equagoes de movimento do sistema
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(my+mg+m3)g1+ c1G1 + k1q1 = maR(gasengs + go* cos q2) —msL(d3 cos g3 — q'gzsenqg) (3.18)

(maR* 4 J3)Go = maR(gisengs + GiGa cos qz) + M (ga) + gmaR cos o (3.19)

msL?ds + c3gs = —msL({i cos g3 — gigssengs) — gmsLsengs (3.20)

O estudo de sistemas dinamicos torna-se mais adequado quando se utiliza variaveis adi-
mensionais, pois trabalha-se com nimeros puros sem considerar a dimensao de suas variaveis.
Por exemplo, se um elemento tem comprimento de um centimetro, este elemento é grande ou
pequeno? Nao podemos responder esta questao sem conhecer o problema considerado. Se o
problema envolve o movimento de um satélite artificial em uma o6rbita em torno da Terra,
entao um centimetro é muito pequeno. Por outro lado, se o problema envolve distancias

intermoleculares, entdo um centimetro é muito grande [16]. Definindo 7 como a varidvel

independente adimensional 7 = 7’;—1125 e definindo q; = % temos
dg _ 1 [frudg &g mi g (3.21)
dr L\ ki dt dr? kL dt?

Substituindo as expressoes (3.21) a (3.23) nas equagoes (3.18) a (3.20), obtemos as

equagoes adimensionais de movimento

12 (gffsengs + g4” cos g2) — ms (g4 cos gs — gi’sengs) — mygy — c1y /G
q = (3.24)
(m1 + mgy + mg3)
., myRL(q1"sengs + q1'q2’ cos qo) + T;?—fM( ,]fl—ll%> + % COS ¢2
_ 3.25
@ m2R2 + J2 ( )
_ B gm c m
" = —qi" cos g3 — Gi'q'sengs — “——sengy — —=— [ =} (3.26)

Lkl m3L2 kl
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3.2 Pontos de equilibrio do sistema

Nesta segao obteremos os pontos de equilibrio do sistema de equagoes (3.24) a (3.26),

reescrevendo-o como um conjunto de seis equacgoes de primeira ordem. Para isso, introduzimos

d d iavel x = T =q = q, = = ¢,

a mudanca de varidvel X = (21, T2, 73, T4, T5,%6) COM T1 = 1, Ty = Gy, T3 = G2, T4 = (s,
— A
T5 = g3, Tg = g3.

Adotamos também o agrupamento dos parametros fixos, considerando-os todos positivos,

afim de simplificar o sistema

m = my + mg +ms az ="t ar = &L
- 2 —a [my — _¢3 mi
I = mzR -+ JQ aq = m k1 ag = m3L? k1
_ moR _ moRL _ gmomiR
a1 = T s = 77 a9 Tk
_ ms _ my
a2 = a6 = 51
Tabela 3.2: Simplificacao dos parametros
As equagdes (3.24) a (3.26) se escrevem
j"l = X2,
. o . 2 . 2
o = aj(dssenxs + x4° cosxz) — ag(fe COST5 — Tg SENTs) — AzT1 — A4T2,
T3 = Iy,
. . k1
ty = as(desenxs + xowy cosws) + agM —x4 | + ag cos x3,
my
Is = g,
Tg = —€ogCOST5+ TolgSENTs — A7SENTs — ATg. (3.27)

Podemos entao reescrever o sistema (3.27) na forma matricial Apx = Ax, semelhante a

simplificagao feita por Dantas e Balthazar [6], onde

1 0 0 0 0 0
0 1 0 —aisenzy 0 asgcoszs
0 0 1 0 0 0
AO ==
0 —assenxs O 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 COS T5 0 0 0 1
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Q5ToX4 COS T3 + M<

T2
2 2
(12 COS T3 + UaTGSeNTs — A3L1 — 4L
Tyq
EL vy )ag + ag cos x
m1L4 | Qe 9 3

Te

ToTgSCNNTy — A7SENTy — A8Tg

Agora, obtendo a matriz inversa de Ay, escrevemos as equagoes (3.24) a (3.26), como

um conjunto de equacoes de primeira ordem na forma matricial

sendo

com

x = A1 Ax,
0 0 0 0
0 —Baisenxs 0 (Bas cos x5
1 0 0 0
0 B(=1+ascos’zs) 0 Basassents cos T
0 0 1 0
0 Bajcosxssenrs 0 B(—1+ ajas — ayascos? x3)
1
ﬁ =

1 — ajassen?zs — ay cos? s

(3.28)

Note que devemos verificar se 1 — ajassen®z3 — ap cos? x5 = 0 para algum valor dos

parametros. Considerando que senzs e cosxs estdo no intervalo [—1,1] e tomando o valor

méximo valor que eles podem assumir (senzz = cosxs = 1) obtemos

1-&1@5-&220

Substituindo a, as, as, conclui-se que

maR?  mg
a10as —|— a9 = + — =
ml m

m%RQ + m3m2R2 + m3J2

m%RQ + m3m2R2 + m3J2 + my (m2R2 + JQ) + mQJQ

(3.29)

<1 (3.30)
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Assim 1 — ayassen®z3 — ay cos® x5 # 0 para quaisquer valores de x5 e x5, e desta forma
a matriz Ao~ ! é uma matriz com elementos bem definidos.

Finalmente reescrevemos o sistema (3.27) na forma

Ty To
T Blag + arsenzzag — ag cos rsas)
(L:3 T4
— (3.31)
T4 Blassenzzaq + (1 — ag cos® z5)an — asassenas cos rsas]
Ts Tg
: 2
T B[— cos xsa; — ag cos xzsenxzas + (1 — ayassen®zs)as]
onde
_ 2 2
Q] = A174° COS T3 + AoXg SENTy — 3T — A4,
k1
(9 = A5X9T4 COST3 + M —x4 Jag + ag cos 3,
my
3 = ToaXgSENTy — A7SENTs — AgTg.
Procuramos agora os pontos de equilibrio da equacao (3.31), isto é, os pontos
~ .. X
x* = (xf, 25, %, o}, ok, xf) que representam as solugoes estaciondrias i 0. O estudo na

vizinhanca de uma solugao estacionaria nos fornece um entendimento local do comportamento
do sistema, ou seja, dependendo da natureza do ponto fixo pode-se determinar se solugoes

préximas a este serao estaveis ou instaveis. Dessa forma temos

0 = T2,
0 = flag + ajsenzzag — ag cos rsas),
0 = T4,
0 = Blassenzsaq + (1 — aycos® x5)an — asassenzs cos T5as),
0 = T,
0 = B[-coszsa; — a;cosxssenxsay + (1 — ajassenrs)as)],
Obtém-se vy = 0, x9 = 0, cosxz = —%9(0), ry = 0, senxs; = 0, ¢ = 0. Entao
x5 = cos ! (—%ﬁ) e x5 = nmw. Considera-se n = 0, n =1 e n = 2, pois os demais valores

de n sao apenas multiplos dos valores considerados. Os pontos de equilibrio sao dados por
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ponto 1 ponto 2

1 =0 T, =

19 =10 29 =0

z3 = cos™! (—%9(0)) T3 = cos ! (_%9(0))
s =10 2, =0

5 =0 Ty =T

rg =0 x6 =0

Tabela 3.3: Pontos de equilibrio

Note que esses pontos de equilibrio somente existem se o torque inicial M (0) satisfaz a

desigualdade [M(0)] < —22

= —mygR. Tendo o sistema de equacgoes diferenciais ; = f;(z),

i = 1,2,...,6 onde x = (xy,2,23,74,T5,76)", é necessario encontrar a matriz Jacobiana

para obter a linearizacao do sistema em torno dos pontos de equilibrio 1 e 2. Denominando

respectivamente por J; e J, as Jacobianas nos pontos 1 e 2, elas se escrevem

0 1 0 0 0 0
’ k1
__as _ a4 __aia9y aragy/7M'(0) my asaz azas
n n n n n n
0 0 0 1 0 0
Ji = (1—a2)asM’(0) E
_asazy/Y  asasy/y  (l—az)agy 2)26 my asazar/y asa2ag /Y
n n n n n n
0 0 0 0 0 1
ara M’(O)\/E
a3 a4 a1a9y _a 6V my _ (l—asaiy)ar  (1—aiasy)as
L n n n n n n
0 1 0 0 0 0
/ Ky
__as _ a4 __@1a9y alaﬁ\ﬁM (0)\/"71 aay __asasg
n n n n n n
0 0 0 1 0 0
2= (1-az)a b’ (0) ) 2=
_asazy/Y  asaa/y  (l—az)agy a2)a6 my asasar/y _ asazas\/y
n n n n n n
0 0 0 0 0 1
1
__ a3 _ad __aiagy alaGﬁM’(o)\/m_l (1—asa1y)ar _ (1—aiasy)as
L n n n n n n

M(0)ag

2
onde’y:1—<—> en=1-—aasy— as.

ag
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A matriz Jacobiana de um sistema permite-nos obter o polindomio caracteristico a partir
de det(J — IX\) = 0, e seus autovalores complexos fornecem as freqiiéncias naturais do sistema
mecanico. Explicitamos os polinomios caracteristicos de J; e Jy, seus autovalores s6 podem

ser calculados numericamente pois os polindmios sao de grau 6.

k
Pi(\) =M+ {agag;?(l —ajas) + a8a1a5M(0)2a62 + agag>M'(0) Hl(az -1+
1

A5 k
a4a92] - + {a1a5a7(M(0)2a62 — ag?) — a6a92M’(0)\ / m—l(a4 +ag) + agz(ay + a3 + agaq)+
1

CL92>\3

2t k
a93a2\/f_y(1 — aQ)} - [a6]\/[’(0) Hll(cw + az + asay) — aray — agy/Y(as + ag) — agagl

2)2
o A - |:CL7CL36L6M/(O) ﬂ—

my

| k
|:CL6M/(0) m—l(CL7CL4 - ag(lg) — agﬁ(ag + a7 + CLgCL4) — CL7CL3:|
1

CLgQ)\ 4 a7a3a93
K

NG (3.32)

agﬁ(agag + a7a4)

k
P2()\> = )\6 + [a8a92(1 — CL16L5) + a8a1a5M(0)2a62 + CL66L92M/<O) m—l(ag — 1)+
1
2 A° 2 2 2 207! ka1 3
a4Q9 ; — a1a5a7(M(0) g — Qg ) —+ Qg9 M (O) H(Cu + Clg) —+ (075} \/’_}/<(l2 — 1>+
1

4

A |k
a92(a7 —a3— a8a4)} - {aGM'(O) El (a3 — a7 +agaq) — ag\/7(as + as) — asaz + a7a4}
1

y kl (192)\2
agM (0) m—(agag — a7a4) + ag\/'_y(a7 — a3 — a8a4) + aras
1

a92)\3

LS

my

+

+ [a7a6a3M'(0)

- V7 (3.33)

R

2 3
Qg A a7a309
agy/7y(agas — a7a4)]

onde

2
R = Cl92 — a1a5a92 + G1G5M(O) a62 — a2a92.



Capitulo 4

Simulacoes Numéricas

Estudos analiticos de sistemas dinamicos complexos sao dificeis de serem elaborados, e
portanto analises preliminares de tais sistemas sao feitas através de simulagoes numéricas. Os
resultados numeéricos apresentados foram obtidos através da simulacao do sistema de equagoes
(3.31), utilizando o integrador classico de Runge-Kutta (4,5) embutido. Em determinadas
condicoes, sistemas dinamicos vibrantes podem apresentar ressonancias internas, e a presenca
dessas ressonancias dao lugar a uma dinamica mais complexa. Um sistema dinamico nao ideal
com dois graus de liberdade foi analisado na passagem pela ressonancia em [9]. Neste Capitulo
estudamos o comportamento do sistema péndulo mecanico dinamico péndulo mecanico sob
condicoes proximas as ressonancias 1 : 1 e 2 : 1, e investigamos comportamentos regulares e

irregulares perto e longe do ponto de equilibrio.

4.1 Ressonancias

Um exemplo classico do efeito de ressonancia interna em um sistema dinamico é a des-
truicao da ponte pencil de Tacoma. No estado de Washington, no dia 7 de Novembro de 1940,
aproximadamente as 11 horas da manha, a ponte suspensa sobre o estreito de Tacoma, apenas
4 meses depois de ter sido aberta ao trafego, foi destruida durante um vendaval. A ponte
apresentava um comprimento total de 1530 m, com um vao central de 850 m. Inicialmente,
sob a acao do vento, o vao central pos-se a vibrar no sentido vertical, passando depois a
vibrar torcionalmente, com as torcoes ocorrendo em sentido oposto nas duas metades do
vao. Uma hora depois, o vao central se despedacava. Tal acontecimento nao foi devido

simplesmente a for¢a imposta pelo vento que, na manha do desastre, soprava com a velocidade

28
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de aproximadamente 68 km/h, insuficiente, por si s, para destruir uma ponte solidamente
construida. O desastre realmente ocorreu devido ao fenomeno fisico da ressonancia entre a
vibracao no sentido vertical e torcional que provocou movimentos proximos de cadticos. No
presente sistema, sejam w, wy, e w, respectivamente as freqiiéncias do motor (freqiiéncia de
rotagdo da massa msy), do bloco e do péndulo. Entao temos a ocorréncia de ressonancias
internas quando essas freqiiéncias estiverem em condigoes de comensurabilidade, isto é, em
uma relacao do tipo

PWp = qup = TW

com inteiros p, ¢ e r primos entre si. Denominamos ressonancias de baixa ordem quando p, g

€ r Sao pequenos.

4.1.1 Ressonancia 1:1

Foram realizadas simulagdes com as equagoes adimensionais (3.31), quando a relagao
entre as freqiiéncias naturais do péndulo e do bloco é 1 : 1, e sob diferentes modelos do torque
M (¢2) do motor. Assim adotamos valores para os parametros tais que o bloco e o péndulo
estejam em condicao de ressonancia 1 : 1, ou seja, quando a freqiiéncia natural do bloco wy e
a freqiiéncia natural do péndulo w, satisfacam a relacao w, ~ w,. Os valores escolhidos para

os parametros fisicos do sistema que propiciam essa ressonancia estao listados na tabela (4.1).

massa do bloco: m; = 1,0kg;

massa excéntrica do motor: mo = 0, 2kg;

massa do péndulo: mz = 0, 5kg;

coeficiente de elasticidade linear da mola: k1 = 5,4N/m;
coeficiente de amortecimento do péndulo: c3 = 2,45N s/m;
coeficiente do amortecedor: ¢y = 0,01Ns/m;

momento de inércia do rotor: J = 0,000017K gm?;
comprimento do péndulo: L = 1,0m;

distancia da massa mo ao eizo do motor: R = 0,05m;

aceleracio da gravidade: g =9,80665m /s>

Tabela 4.1: Parametros fisicos para ressonancia 1:1
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Para os modelos do torque linear M(Z,) = a — bT4 e torque exponencial M (Z,) = ae™"%
onde T4, = \/72:113:4, fixamos b = 0.5 e escolhemos a como parametro de controle para obter a
variacao da freqiiéncia w. Substituindo os valores dos parametros mostrados na tabela (4.1)
nos polinomios caracteristicos (3.32) e (3.33), obtemos os autovalores de J; e Jy que fornecem
as frequiéncias desejadas.

Na tabela (4.2) mostramos os autovalores referentes ao ponto de equilibrio 1, para torque

linear e nao linear, adotando o valor a = a,. = 0.0980665.

Torque Linear Torque Exponencial
-0.023164 + 0.7454101 -0.0231639 - 0.7454101
-0.023164 - 0.745410i -0.0231639 + 0.7454101
-1.472238 - 0.744015i1 -1.472238 + 0.7440151
-1.472238 + 0.744015i -1.472238 + 0.7440151

0.0 0.0
-967.117989 -94.841876

Tabela 4.2: Autovalores do sistema para o torque linear e exponencial, correspondentes ao ponto
de equilibrio 1 e ressonancia 1:1

A tabela (4.3) exibe os autovalores referentes ao ponto de equilibrio 2, para torque linear

e nao linear, e adotando a = a,.

Torque Linear Torque Exponencial
-3.631944 -3.631944
-0.016223 + 0.786347i -0.016223 + 0.786347i
-0.016223 - 0.7863471 -0.016223 - 0.7863471
0.673587 0.673587
0.0 0.0
-967.117989 -94.841876

Tabela 4.3: Autovalores do sistema para o torque linear e exponencial, relativos ao ponto de
equilibrio 2 e ressonancia 1:1

A principal diferenca entre as tabelas (4.2) e (4.3) é que o autovalor correspondente ao
péndulo torna-se real e negativo. O ponto 1 é classificado como nao-hiperbdlico e marginal-
mente estavel, enquanto o ponto de equilibrio 2 é classificado como nao-hiperbdlico e instavel

(ver capitulo 2).
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Torque linear

Adotamos primeiramente torque linear, isto é, M(z4) = a — bz, e condigao inicial
perto do ponto de equilibrio 1 igual a x1 = (x1, z9, x3, T4, =5, 1) = (0.1, 0, cosfl(_“zij\j(m)
+ 0.1, 0,0.1, 0), e a = a, = 0,0980665.

Na figura (4.1) estao representados os comportamentos do bloco, da massa excéntrica
do motor e do péndulo. O bloco e o péndulo executam oscilagoes periddicas e amortecidas
bastante semelhantes. O motor nao tem poténcia suficiente para girar continuamente, e
o angulo tende assintoticamente para um valor menor que 27. Na figura (4.2) mostramos o
espectro de frequiéncia do bloco e do péndulo, o bloco possui um pico entre 0 e 1 e comparando
com o espectro do péndulo, observamos que a freqiiéncia do péndulo se encontra no mesmo
intervalo que a do bloco. Isto mostra uma relacao direta entre as oscilacoes do bloco e do

péndulo.

Figura 4.1: Caracteristicas do movimento para o parametro de controle a. = 0.0980665, condicao inicial x;
e torque linear. (a) Vibragoes do bloco. (b) Variacdo angular do péndulo. (c) Variacdo angular do motor.
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Figura 4.2: Espectros de freqiiéncia, parametro de controle a.., condicao inicial x; e torque linear.
(a) Espectro de freqiiéncia do bloco. (b) Espectro de freqiiéncia do péndulo.

Figura 4.3: Comportamento do bloco antes da passagem pela ressonancia, w = 0.6316, durante a passagem
pela ressonancia, w = 0.7447 e depois da passagem pela ressonancia, w = 0.9247, respectivamente. Condicao
inicial xq e torque linear.
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Figura 4.4: Comportamento do péndulo antes da passagem pela ressonancia, w = 0.6316, durante a passagem
pela ressonancia, w = 0.7447 e depois da passagem pela ressonancia, w = 0.9247, respectivamente. Condicao
inicial xg e torque linear.

As figuras (4.3) e (4.4) mostram o comportamento do bloco e do péndulo antes, durante
e depois da passagem pela ressonancia, escolhendo valores de a maiores que a,. = 0.0980665,
e condicao inicial xo = (x1, =9, x3, x4, 5, xg) = (0, 0, 0, 0, 0, 0). Para a = 0.74 temos que
a freqiiéncia do motor (w) é menor que a freqiiéncia do bloco (w) e do péndulo (w,), ou seja,
w < wp =~ wy. Para a = 0.88 temos w =~ wy, ~ w, e para a = 1.08 temos w > w, ~ w,. Observa-
se que durante a passagem pela ressonancia ocorre um aumento brusco das amplitudes de
oscilagao, porém essa amplitude cai novamente apds a passagem. E mostrado na figura (4.5)

o espaco de fases do bloco e do péndulo durante a passagem pela ressonancia.
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Figura 4.5: Espaco de fases do bloco (x1,x2) e do péndulo (x5, 16) durante a passagem pela ressonancia 1:1.

Figura 4.6: A esquerda, média das amplitudes méximas do bloco () e do péndulo (%) em funcio da
freqiiéncia do motor, e a direita, variacao linear da freqiiéncia do motor em funcao do parametro de controle.

Na figura (4.6) estdo representados os valores das amplitudes méximas do bloco e do
péndulo em funcao da freqiiéncia de rotagao do motor w, e a variacao da freqiiéncia do motor
em funcao do parametro de controle a. A freqiiéncia do motor passa pela freqiiéncia natural
do bloco e do péendulo, e observa-se que as amplitudes de oscilacao comportam-se de maneira
regular, apresentando apenas um aumento da amplitude durante a passagem pela ressonancia

que ocorre em w = 0.7447. A variagao de w ¢ linear e crescente.
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—agM(O))

Simulamos com condigao inicial igual a xo = (1, 9, T3, T4, T5, ) = (0.1, 0, cos™( "

+0.1,0, 7 + 0.1, 0) e a = a. perto do ponto de equilibrio 2.

Figura 4.7: Vibracoes do bloco e variacio angular do motor, para a = a. e condi¢io inicial yo.

Figura 4.8: Variacao angular do péndulo e seu espago de fases, para a = a. e condigao inicial xa.

A figura (4.7) mostra o movimento oscilatério amortecido do bloco e o movimento do
motor que d4 uma volta e depois tende ao equilibrio. Na figura (4.8) observamos que o péndulo
parte da proximidade do ponto de equilibrio x5 = 7, mas logo passa a oscilar em torno do
ponto de equilibrio z5 = 0. E interessante notar que o seu movimento é bruscamente reduzido
a uma pequena oscilagdo em torno desse ponto. Isso se deve ao fato do autovalor ser real e

negativo, conforme mostrado na tabela (4.3).
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Torque nao linear

A seguir repetimos as simulagoes com o modelo exponencial para o torque do
motor, ou seja, M(Z4) = ae~", onde 7, = \/7’7‘“1:113:4. Partindo da condicao inicial igual a y;
e a = a, = 0,0980665, perto do ponto de equilibrio 1, obtemos a figura (4.9) que mostra que
para a = a. o motor gira continuamente. Em conseqiiéncia o comportamento do bloco e do

péndulo é um movimento periédico com amplitude constante.

Figura 4.9: Vibragao do bloco, variagao angular do péndulo e variacio angular do motor, respectivamente.
Torque nao linear, a = a. e condigao inicial x;.
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As figuras (4.10) e (4.11) mostram o comportamento do bloco e do péndulo antes, durante
e depois da passagem pela ressonancia, para valores de a na vizinhanca de a. = 0.0980665
e condicao inicial x;. Para a = 0.0975 temos que w < w, =~ w,, para a = 0.09800952 temos

W R Wy R wp, € para a = 0.09809 temos w > wy & wp.

Figura 4.10: Comportamento do bloco antes da passagem pela ressonancia, w = 0.02986, durante a passagem
pela ressonancia, w = 0.7438 e depois da passagem pela ressonancia, w = 2.8555, respectivamente. Condicao
inicial xg e torque nao linear.
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Figura 4.11: Comportamento do péndulo antes da passagem pela ressonancia, w = 0.02986, durante a
passagem pela ressonancia, w = 0.7438 e depois da passagem pela ressonancia, w = 2.8555, respectivamente.
Condigao inicial y( e torque nao linear.

Observa-se nas figuras (4.10) e (4.11) que, antes da passagem pela ressonancia o motor
nao tem energia suficiente para girar, e o movimento do bloco e do péndulo é periddico e
amortecido. Durante a passagem pela ressonancia as amplitudes aumentam e essas amplitudes
sao preservadas apOs a passagem pela ressonancia. Apresenta-se na figura (4.12) o espago de

fases do bloco e do péndulo durante a passagem pela ressonancia.
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Figura 4.12: Espaco de fases do bloco (71, 72) e do péndulo (x5, 7¢) durante a passagem pela ressonancia.
Torque nao linear.

Figura 4.13: A esquerda, média das amplitudes maximas do bloco () e do péndulo (%) em funcdo da
freqiiéncia do motor, e a direita variagao da freqiiéncia do motor em fungao do parametro de controle para
torque nao-linear.

Na figura (4.13) estdo representados os valores das amplitudes maximas do bloco e do
péndulo em func¢ao da freqiiéncia de rotagao do motor (w) e a variagao da freqiiéncia do motor
em funcao do parametro de controle a. Neste caso nao ha um aumento brusco das amplitudes.
A variacao de w é lenta para a < a., mas para a > a., w cresce vertiginosamente. Na figura
(4.14) simulamos com condigao inicial igual a y2 e a = a., perto do ponto de equilibrio 2. Os
comentdrios feitos para o caso de torque linear, figuras (4.7) e (4.8), cabem exatamente para

esse caso, porém com a ressalva de que o motor gira continuamente.
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Figura 4.14: Vibragao do bloco, variacio angular do péndulo e variacio angular do motor, respectivamente.
Torque nao linear e ressonancia 1:1.

4.1.2 Ressonancia 2: 1

Foram realizadas simulagbes numéricas com as equagoes adimensionais (3.31), quando
a relacao entre as freqiiéncias naturais é 2 : 1, isto é, wy, = %wp, e sob diferentes modelos do
torque M (Z4) do motor.

Uma ressonancia 2 : 1 pode ser obtida com os valores dos parametros dados na tabela
(4.4). Procedendo como no caso da ressonancia 1 : 1, encontramos os autovalores correspon-
dentes aos pontos de equilibrio 1 e 2, os quais estao mostrados respectivamente nas tabelas

(4.5) e (4.6).
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massa do bloco: my = 1,0kg;

massa excéntrica do motor: mo = 0, 2kg;

massa do péndulo: ms = 0,5kg;

coeficiente de elasticidade linear da mola: ki = 6,7TN/m;
coeficiente de amortecimento do péndulo: c¢3 = 1,0Ns/m;
coeficiente do amortecedor: ¢; = 0,01 Ns/m;

momento de inércia do rotor: J = 0,000017K gm?;
comprimento do péndulo: L =1,0m;

distancia da massa mo ao eixo do motor: R = 0,05m;

aceleragao da gravidade: g = 9,80665m /s>

Tabela 4.4: Parametros fisicos para ressonancia 2:1

Torque Linear Torque Exponencial
-0.527699 + 1.437294i -0.527699 + 1.437294i
-0.527699 - 1.437294i -0.527699 - 1.437294i
-0.021217 - 0.7210071 -0.021217 + 0.721007i
-0.021217 + 0.7210071 -0.021217 + 0.721007i

0.0 0.0
-967.117989 -94.841876

Tabela 4.5: Autovalores do sistema para o torque linear e exponencial, relativos ao ponto de
equilibrio 1 e ressonéncia 2:1
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Torque Linear Torque Exponencial
-2.017139 -2.017139
-0.012528 + 0.8000951 -0.012528 + 0.8000951
-0.012528 - 0.8000951 -0.012528 - 0.800095i
0.944364 0.944634
0.0 0.0
-967.117989 -94.841876

Tabela 4.6: Autovalores do sistema para o torque linear e exponencial, correspondentes ao ponto
de equilibrio 2 e ressonancia 2:1

Torque linear

Adotamos torque linear, isto é, M (Z4) = a—bx,. Escolhendo condigao inicial igual
a x1 e a = a., perto do ponto de equilibrio 1, observamos que os comportamentos do bloco,
da massa excéntrica do motor e do péndulo sao semelhantes aos descritos na ressonancia 1 : 1
sob a mesma condicao inicial (figuras (4.1) e (4.2)).

Simulamos também as passagens pelas ressonancias, escolhendo valores de a maiores
que a. = 0.0980665, e condicao inicial igual a xo. Temos que para os valores dos parametros
escolhidos na tabela (4.4) a freqiiéncia do péndulo w, = 1.437294 é maior que a freqiiéncia
do bloco w, = 0.721007. Para a = 0.75 temos que a freqiiéncia do motor (w) é menor que a
freqiiéncia do bloco (wp) , ou seja, w < wy, para a = 0.94 temos w ~ wy, para a = 1.6 temos
wp < w < wp, para a = 1.86 temos w ~ w,, e para a = 2.15 temos w > w,. Na ressonancia 2 : 1
assim como na ressonancia 1 : 1, figuras (4.3) e (4.4), as amplitudes de oscilagdo do bloco e
do péndulo aumentam bruscamente durante a passagem de w por wy, decrescendo apds esta
passagem. Na passagem de w por w, nao houveram grandes alteracoes, como mostram as

figuras (4.15) e (4.16).
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Figura 4.15: Comportamento do bloco durante passagem w =~ wjp, w = 0.7210 e seu respectivo espaco de
fases, e comportamento do bloco na passagem por w, e seu espago de fases (w = 1.4372). Torque linear e
condicao inicial igual a xo.



Capitulo 4. Ressonancia 2 : 1 44

Figura 4.16: Comportamento do péndulo durante a passagem pela freqiiéncia do bloco, w = 0.7210 e seu
respectivo espago de fases, e comportamento do péndulo na passagem por w,, e seu retrato de fase (w = 1.4372).
Torque linear e condigao inicial xp.

Na figura (4.17) estdo representados os valores das amplitudes maximas do bloco e do
péndulo em fungao da freqiiéncia de rotagao do motor (w), e a variacdo da freqiiéncia do
motor em funcao do parametro de controle a. A freqiiéncia do motor passa pela freqiiéncia
natural do bloco e do péndulo, e observa-se que as amplitudes de oscilacao comportam-se de
maneira regular. O aumento da amplitude de oscilagao ocorre na passagem w = 0.7210, que
é a freqiiéncia natural do bloco. Na passagem pela freqiiéncia natural do péndulo w = 1.4372

nao ocorre mudancas bruscas. A variacao de w em funcao de a é linear e crescente.
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Figura 4.17: Média das amplitudes méximas do bloco ({) e do péndulo (*) em funcao da freqiiéncia do
motor, e variagao linear da mesma em fungao do parametro de controle, respectivamente. Ressonancia 2:1

Torque nao linear

Utiliza-se o modelo exponencial para o torque do motor, ou seja, M (Z,) = ae b,
Simulando com condigoes iniciais iguais a Yo, proximo do ponto de equilibrio 1 e com a em
torno de a., nao foi possivel obter o grifico das amplitudes maximas do bloco e do péndulo
em fungao da freqiiéncia de rota¢ao do motor (w). Neste caso, a freqiiéncia do motor aumenta
bruscamente em torno de a = a., caracterizando o fenéomeno do salto. Podemos observar na
figura (4.18) que para a = 0.0979 temos w = 0.03053, para a = 0.0980 temos w = 0.74647 e
para a = 0.0981 temos w = 3.65468. Desse modo nao foi possivel analisar o comportamento

do bloco antes, durante e depois da passagem pela ressonancia, como foi feito para o caso do

torque linear.

Figura 4.18: Variagdo da freqiiéncia do motor em funcao do parametro de controle.



Capitulo 5

Péendulo Mecanico com Nao

Linearidade Cubica

O objetivo deste capitulo é apresentar o estudo do sistema dinamico nao ideal descrito
no capitulo 3, acrescido agora de uma nao linearidade cuibica. Neste capitulo apresentaremos
as equacgoes de movimento adimensionais modificadas pelo parametro adicional e algumas

simulagoes numeéricas.

5.1 Equacoes de movimento

Consideramos o péndulo mecéanico descrito no capitulo 3, figura (3.1) acrescido de um
tipo de mola com nao linearidade ctibica, e assumimos que o coeficiente de nao linearidade
da mola seja ky. Em vista disso, surge um aumento do niimero de pontos de equilibrio, e um
aspecto que sera discutido é o possivel surgimento de vibragoes cadticas nesta estrutura.

Temos que a energia de deformacao (3.2) do sistema passa a ser

1 1
U= §]€1Q12 + Zk2q14 (51)

Aplicando a equacao de Lagrange como foi feito no capitulo 3, obtemos as equagoes
de movimento do sistema, e utilizando as expressoes (3.21) a (3.23) escrevemos as equagoes

adimensionais do sistema

46
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m = mi 5 m 2=
R (ghsengs + g3 o8 g2) — ms(gf cos g — gh7sengs) — Mgy — e\ [ RG — PR
L (m1 + mo + mg)
(5.2)
mzRL(q_l'/Sean + qi' o’ cos q2) + ?—;M( %qé) + % COS g2
"o
= m2R2 + J2 (53)
_ _ gnu C3 mi
"= —q@" cosqs — qi'g3'sengs — ——sengzs — —— | —: 5.4
UE] 0 43 — q1 43 a3 Lk, 4as msL2\| Ty a3 (5.4)

Acrescentamos um novo parametro a tabela (3.2) dos parametros simplificados, dado

miko L2

e Fazendo a mudanca de varidvel x = (x1, T, 3, 24, 75, 76)7 com x; = q1,

por aipp =
To = Gy, T3 = G2, T4 = ¢4, T5 = q3, T¢ = ¢4 ¢ substituindo nas equagdes (5.2) a (5.4) obtemos

as equacoes de estado para o sistema péndulo mecanico.

Ltl = T,
. . 2 . 2 3
o = (11(.73486111‘3 + 14° Ccos 133) - CLQ((L’G COS Ty — Tg SGHI5) — A3x1 — Q49 — Q10271 ,
i'S = Ty,
. . k1
Ty = a5(xzsenzvg + X914 COS l‘g) + agM —Xy | + ag CcOs x3,
my
T5 = Tg,
Tg = —T9COST5+ ToXgSENTs — A7SENTy — AgTg. (5.5)

Temos que o sistema (5.5) pode ser escrito na forma matricial Byx = Bx, onde a matriz

By = Ay, ja mostrada no capitulo 3 e

T2
2 2 _ _ _ 3
a1x, COST3 + A2 TgSENT 5 as3xq (7)) a10x1
Ty
A5X9X4 COS T3 + M(w / %m) ag + ag coS X3

Te

ToTgSCNTy — A7SCNTy — A8gTg
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Podemos reescrever as equagoes do sistema (5.5), como um conjunto de equagoes de

primeira ordem na forma matricial x = B, ' Bx

Ty T2
T Blag 4+ aysenzzag — ag cos o]
S x“ (5.6)
Ty Blassenzza; + (1 — ag cos? z5)as — asazsenzs cos rsa)
Ts Te
T B[ cos xsay — ay cos rzsenzzas + (1 — ajassen’rs)as)
onde
5= 1

1 — ayassen?xs3 — ay cos? xs

a1 = (111'42 COS T3 + GQIGQSGIL’L‘5 — 31 — ATy — (1101’137

k1
Q9 = As5X9T4 COST3 + M —x4 |ag + ag cos x3,
my

Q3 = T2XgSENTy — a7SeNTs — Aglg.-

s . dx . .
Para calcular os pontos de equilibrio do sistema fazemos — = 0 na equagao matricial

dt
(5.6) e obtemos x; =0 ou x; = + ;T“(f’, 29 =0, coswy = —%9(0), x4 =0, senzs = 0, 26 = 0.
Entao z3 = cos™! <—%9(0)> e x5 = nmw. Considerando n = 0, n = 1 e n = 2, pois os demais

valores de n sao apenas multiplos dos valores considerados. Os pontos de equilibrio sao dados

por
ponto 1 | ponto 2 | ponto 3 | ponto 4 | ponto 5 | ponto 6
Al 0 0 —as —as _ [z=a3 [ —a3
a10 a10 aio a10
To 0 0 0 0 0 0
coszs | — asM(0) | _asM(0) | _asM(0) | _ asM(0) _agM(0) __agM(0)
ag ag ag ag ag ag
Ty 0 0 0 0 0 0
Ts 0 s 0 s 0 T
Te 0 0 0 0 0 0

Tabela 5.1: Pontos de equilibrio do sistema com nao linearidade ctibica

Note que esses pontos de equilibrio somente existem se o torque inicial M (0) satisfaz

a desigualdade |M(0)| <

ag

—a = —mogR e se

as
aio

< 0, para isso utilizamos o parametro ks
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negativo. Note também que os pontos de equilibrio 1 e 2 sao exatamente iguais aos encontrados

no capitulo 3 para o sistema sem a nao linearidade ctibica.

ponto 1 ponto 2 ponto 3 ponto 4 | ponto 5 ponto 6
-0.1091 + 5.29371 | 5.3580 -0.1080 + 5.2252i | -5.4302 -0.1080 + 5.2252i | 5.4302
-0.1091 - 5.2937i -0.0212 4 0.7700i | -0.1080 - 5.22521 | -1.0951 -0.1080 - 5.2252i | -1.0951
-0.0204 4 0.76331 | -0.0212 - 0.7700i | -1.1157 1.0549 -1.1157 1.0549
-0.0204 - 0.7633i 5.1411 1.0726 5.2111 1.0726 5.2111
-96.5232 + 0.4340i1 | -96.7118 -136.7711 -136.7711 | -136.7711 -136.7711
0.0019 - 0.43401 0 0 0 0 0

Tabela 5.2: Autovalores associados aos pontos de equilibrio do sistema com nao linearidade ciibica

Na tabela (5.2) mostramos os autovalores associados aos pontos de equilibrio para o caso
de torque linear e valores dos parametros apresentados na tabela (5.3). Observamos na tabela
acima que o unico ponto de equilibrio estavel do sistema é o ponto 1, e entao simularemos

apenas préoximo a este ponto.

5.2 Resultados Numéricos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados numeéricos, sem levar em consideracao
as ressonancias internas do sistema. O principal objetivo é analisar o comportamento da
dinamica, quando variamos lentamente o parametro de controle a. Os resultados numéricos
apresentados foram obtidos através da simulacao do sistema de equagoes (3.31), utilizando o
integrador cldssico de Runge-Kutta (4,5) embutido. Os recursos utilizados para a anélise sao
basicamente o espectro de freqiiéncia e o diagrama de bifurcagao.

Os valores dos parametros utilizados estao descritos na tabela (5.3). Consideramos a

equagao do torque linear M (z4) = a — bZ4, onde fixamos b = 0.05 e variamos a.
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massa do bloco: m; = 1,0kg;

massa excéntrica do motor: mo = 0, 2kg;

massa do péndulo: mg = 0, 5kg;

coeficiente de elasticidade linear da mola: k1 = 0,5N/m;
coeficiente de amortecimento do péndulo: c3 = 0,05Ns/m;
coeficiente do amortecedor: ¢; = 0,05Ns/m;

momento de inércia do rotor: J = 0,000017K gm?;
comprimento do péndulo: L =1,0m;

distancia da massa mo ao eixo do motor: R = 0,05m;

coeficiente de elasticidade nao linear da mola: ke = —0,01N/m.

Tabela 5.3: Parametros fisicos para o sistema com nao linearidade ctibica

Figura 5.1: Comportamento do bloco, péndulo e motor préximo ao ponto de equilibrio 1, respectivamente.
Torque linear e condicao inicial x;.
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Simulando com condigao inicial igual a y; e a = a., temos que o motor nao tem poténcia
suficiente para girar continuamente, e os movimentos do bloco e do péndulo sao assintotica-

mente estdveis, como podemos observar na figura (5.1). Mudando a condigao inicial para x3

—agM(0)
ag

= (x1, T2, T3, Ty, T5, Tg) = (0.01, 0, cos™( ) + 0.01, 0, 0.01, 0), ou seja, uma pequena
variagao na condi¢ao inicial y;, notamos que o motor exerce uma maior influéncia no com-
portamento do bloco e do péndulo. Na tnica volta do motor o péndulo e o bloco sofrem um

novo impulso (figura (5.2)).

Figura 5.2: Comportamento do bloco, péndulo e motor préximo ao ponto de equilibrio 1, respectivamente.
Torque linear e condigao inicial xs.
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5.3 Analise de Bifurcagao

Uma bifurcagao caracteriza-se pela mudanca qualitativa da trajetéria no espaco de fases,
quando um parametro do sistema ¢é variado. Usaremos como parametro de controle a cons-
tante a da equacao do torque, e exibiremos através de simulagoes a existéncia de bifurcacao.
Simulamos com condigao inicial igual a yo e observamos o comportamento do bloco e do

péndulo para diferentes valores de a.

Figura 5.3: Comportamento do bloco e seu espectro de freqiiéncia para a = 0.148 e a = 0.248,
respectivamente. Torque linear e condigao inicial xq.

Na figura (5.3) temos o comportamento do bloco, e podemos notar que o histérico
no tempo mostra a ocorréncia de dois periodos principais para a = 0.148, o que pode ser
constatado no espago de fases, figura (5.5) (d), e no espectro de freqiiéncia que apresenta duas
freqiiencias dominantes. Para a = 0.248 o histérico no tempo apresenta um inico periodo que
pode ser visto na figura (5.5) (f), e o espectro mostra uma freqiiéncia dominante. Na figura

(5.4) o comportamento do péndulo é semelhante ao do bloco, e podemos ver os espagos de
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fases para a = 0.148 e a = 0.198 nas figuras (5.6) (c) e (d), respectivamente.

Figura 5.4: Comportamento do péndulo e seu espectro de freqiiéncia para a = 0.148 e a = 0.198,
respectivamente. Torque linear e condigao inicial xq.

Na figura (5.5) mostra-se o comportamento do bloco, e na figura (5.6) o comportamento
do péndulo em torno de a.. Percebemos que existem mudancas qualitativas da trajetoria no

espaco de fases. Para analisar melhor o comportamento do sistema utilizamos o diagrama de

bifurcacao em torno de a.



Capitulo 5. Analise de Bifurcacao

Figura 5.5: Comportamento do bloco quando: (a) a = a.; (b) a = 0.1; (¢) a = 0.128; (d) a = 0.148;
() a = 0.198; (f) a = 0.248.
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Figura 5.6: Comportamento do péndulo quando: (a) a = a.; (b) a = 0.1; (¢) a = 0.148; (d) a = 0.198.

Analisando o diagrama de bifurcagao do bloco, figura (5.7), percebemos que quando
a € [0.08,0.098] o motor ainda nao gira e o seu comportamento é bastante regular, o que
podemos ver no retrato de fases do bloco para a = a., figura (5.5) (a). Uma complexidade
no comportamento do bloco é observada quando a € [0.1,0.12] e este comportamento pode
ser visto na figura (5.5)(b) para ¢ = 0.1. Quando a € [0.14,0.2] o comportamento do bloco
apresenta dois periodos o que nao persiste durante todo intervalo, e podemos ver estes dois
periodos nas figuras (5.5)(d) e (e). Quando a passa de 0.2 o bloco tem um comportamento
bem definido (figura (5.5)(f)). Para determinados intervalos dos valores de a podemos notar
um aumento da amplitude de oscilagao do bloco, e certamente correspondem a passagem pela

ressonancia.
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Figura 5.7: Diagrama de bifurcagao do bloco, para torque linear e a € [0.08,0.27].

Figura 5.8: Diagrama de bifurcagiao do péndulo, para torque linear e a € [0.08,0.27].

Analisando o diagrama de bifurcacao do péndulo, figura (5.8), observamos que enquanto
o motor nao gira o comportamento do péndulo, assim como o do bloco, é regular (figura
(5.6)(a)). No intervalo [0.1,0.12] o péndulo apresenta vérios periodos, como podemos ver na
figura (5.6)(b) correspondente a a = 0.1110. Para a € [0.14,0.18] o péndulo apresenta dois
periodos bem definidos, o que podemos ver também na (5.6)(c) para a = 0.148. Quando

a passa de 0.2 o péndulo comporta-se regularmente com um periodo bem definido (figura
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(5.6)(d)). Assim como o bloco, o péndulo apresenta um aumento da amplitude de oscilagao
para determinados intervalos dos valores de a. As figuras (5.7) e (5.8) mostram claramente
uma bifurcacao de Hopf para a = a..

Obtemos o espectro de frequencia do bloco e do péndulo para alguns valores de a. Para
a = 0.1 e condicao inicial xo (figura (5.9)), notamos que existem muitas freqiiéncias o que
caracteriza um movimento complexo. Pelas figuras (5.7) e (5.8) podemos notar que para
a = 0.1 o comportamento tanto do bloco quanto do péndulo sao irregulares. A figura (5.10)
corresponde a a = (.18 e notamos que o sistema apresenta duas freqiiéncias dominantes. Para

este valor de a o bloco e o péndulo apresentam duplo periodo (figuras (5.7) e (5.8)).

Figura 5.9: Espectro de freqiiéncia do bloco e do péndulo para a = 0.1. Condicao inicial xq e torque linear.

Figura 5.10: Espectro de freqiiéncia do bloco e do péndulo para a = 0.18. Condigao inicial o e torque
linear.
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Escolhendo a = 0.24, o sistema apresenta uma freqiiéncia dominante (figura (5.11)), e
para este valor de a o bloco e o péndulo apresentam comportamento regular, como podemos

ver nas figuras (5.7) e (5.8).

Figura 5.11: Espectro de freqiiéncia do bloco e do péndulo para a = 0.24. Condigao inicial o e torque
linear.

Analisamos o expoente de Lyapunov para a = 0.1, a = 0.18 e a = 0.24 (figura (5.12))
e percebemos que existe uma irregularidade para a = 0.1 mas para todos os valores de a o

sistema tende a zero, ou seja, o sistema nao é cadtico.

Figura 5.12: Curvas do expoente méximo de Lyapunov versus logr, para a = 0.1, a = 0.18 e a = 0.24
respectivamente. Condicao inicial proxima a g e torque linear.



Capitulo 5. Analise de Bifurcacao 59

Quando se adota o torque linear, a freqiiéncia w do motor também ¢ linear em relagao
ao parametro de controle a, e portanto o comportamento do sistema dinamico é nao cadtico.
No entanto, quando o modelo do torque é exponencial, a freqiiéncia w do motor aumenta
abruptamente assim que a passa pelo valor critico a.. Dessa maneira, é de se esperar que o
comportamento do sistema se torne cadtico. Essa expectativa é confirmada na figura (5.13),

onde é mostrado o expoente caracteristico de Lyapunov correspondente a a = 0.1.

Figura 5.13: Curva do expoente maximo de Lyapunov versus logr, para a = 0.1 e torque exponencial.
Condigao inicial préxima a xg.
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Conclusao

Para o estudo preliminar do sistema péndulo mecanico utilizamos apenas simulacoes
numéricas, devido a complexidade do sistema. Inicialmente foram encontradas as equacoes
adimensionais de movimento, e o sistema foi linearizado em torno do ponto de equilibrio
estavel.

Em geral, adota-se dois modelos matematicos para o torque do motor que representa a
fonte de perturbacao de um sistema dinamico nao ideal. Um dos objetivos deste trabalho foi
o de mostrar a diferenca existente no comportamento do sistema dinamico perto de um ponto
de equilibrio estavel, quando se utiliza um modelo linear ou um modelo exponencial para o
torque.

Como esperado, quando se adota o modelo linear para o torque, as respostas do sistema
dinamico sao mais regulares, ao passo que, quando se utiliza o modelo exponencial, o estudo
torna-se muito dificil pois a freqiiéncia do motor sofre variacao brusca a partir do valor critico
.

Foi analisado o comportamento do sistema proximo a regiao de ressonancia 1:1e2: 1.
Para este fim usamos a freqiiéncia do motor como parametro de controle. Pudemos notar
que quando utilizamos torque linear a amplitude de oscilagao do bloco e do péndulo aumenta
durante a passagem pela ressonancia.

Quando foi utilizado o torque exponencial, percebemos que esse modelo fornece mais
poténcia ao motor, e portanto dificulta o controle da sua freqiiéncia. No caso da passagem
pela ressonancia 1 : 1, o sistema apresenta um aumento na amplitude de oscilagao do bloco e
do péndulo, mas a amplitude nao decai apds a passagem pela ressonancia. Na passagem pela

ressonancia 2 : 1 nao foi possivel explicitar o comportamento do péndulo e do bloco, pois neste
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caso, a freqiiéncia do motor aumenta bruscamente a partir do valor critico, caracterizando o
fenomeno do salto.

Analisamos também o comportamento do sistema com uma nao linearidade cubica, ou
seja, supomos que a mola acoplada ao bloco (figura (3.1)) é do tipo Duffing. Neste caso
utilizamos o modelo linear para o torque do motor, e observamos que o sistema apresenta
movimentos regulares mas multiperiddicos. No diagrama de bifurcagao pudemos notar a mul-
tiplicagao de periodos, principalmente do bloco, mas que nao persiste a medida que variamos
a freqiiéncia do motor. O espectro de freqiiéncia constata essa multiperiodicidade em funcao
do parametro de controle.

Solucoes cadticas do sistema péndulo mecanico ocorrem quando se utiliza o torque expo-
nencial, pois neste caso a freqiiéncia do motor apresenta um comportamento bastante irregular
em relacao ao parametro de controle.

Conforme salientamos, os estudos desenvolvidos neste trabalho sao preliminares, e por-
tanto ha a necessidade da continuacao das andlises mais aprofundadas. Assim, como trabalhos
futuros podemos propor:

estudos de ressonancias internas de ordens superiores.

escolha de outros parametros de controle.

- procura de outros tipos de bifurcacao.

aplicacdo de mapas de Poincaré de ordem superior [17].

utilizagdo de técnicas de perturbagao [16] para obtengao de solugdes analiticas
aproximadas.

- trabalhos de laboratério para simulacao fisica.
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